MEMOIRES DE LA SMF 90

OPTIQUE GEOMETRIQUE POUR
DES SYSTEMES SEMI-LINEAIRES
AVEC INVARIANCE DE JAUGE

Pierre-Yves Jeanne

Société Mathématique de France 2002

Publié avec le concours du Centre National de la Recherche Scientifique



P.-Y. Jeanne
Université Paris-Sud, Bat. 425, Mathématiques, 91405 Orsay cedex, France.

E-mail : pierre-yves. jeanne@math.u-psud.fr

Classification mathématique par sujets (2000). — 78A05, 81T13, 58G17, 58G35,
35L70,35Q75.

Mots clefs. — Optique géométrique, développements WKB, invariance de jauge, inva-

riance relativiste, EDP hyperboliques non linéaires, équation de Yang-Mills, équation
de Dirac, équation des ondes.

Travaux supportés par une bourse de thése DGA/CNRS, allocation de recherches
n° 5901798 /C16.



OPTIQUE GEOMETRIQUE POUR DES SYSTEMES
SEMI-LINEAIRES AVEC INVARIANCE DE JAUGE

Pierre-Yves Jeanne

Résumé. — L’objet de cet article est de justifier le recours & des méthodes de type
« optique géométrique » pour une large classe de systémes d’équations de champs
semi-linéaires, invariants a la fois par transformations de Lorentz et par changements
de jauge. Nous construisons explicitement des familles de solutions approchées d’un
systéme modéle, couplant un champ de jauge (équation de Yang-Mills) avec un champ
scalaire (équation des ondes) et un champ de spineurs (équation de Dirac), sous forme
de développements oscillant & haute fréquence, monophasés, d’amplitude maximale.
Nous justifions ensuite notre démarche en prouvant l’existence de solutions exactes,
qui prolongent asymptotiquement les développements oscillants obtenus. Les poten-
tiels de Yang-Mills, champ scalaire et champ de spineurs ainsi générés ne restent
uniformément bornés que dans — respectivement — H/2, H'/2 et L2. L’obtention
de solutions oscillantes de forte amplitude montre que le systéme étudié peut conser-
ver un comportement non linéaire stable pour toute une classe de champs de trés
faible régularité.

Abstract (Geometric optics for gauge invariant semilinear systems)

In this article, we justify the use of “geometric optics” like methods for a large
class of semilinear systems of field equations, that remain invariant under gauge and
Lorentz transforms.

In a first time, we consider a model system, coupling a gauge field (Yang-Mills equa-
tion) with a scalar field (wave equation) and a spinor field (Dirac equation), and build
families of approximate solutions in the shape of single phase expensions, rapidly os-
cillating at high frequency. Amplitude of such oscillations is maximal with regard to
their frequency parameter. Expensions are given to any order.

In a second time, we give exact solutions that remain asymptotic to previous oscilla-
tory expensions. Such solutions may be uniformly bounded only in H'/2, H'/? and
L? — respectively for gauge, scalar and spinor fields.

We give a stability result in the case where oscillatory solutions are obtained as high
frequency perturbations of a given smooth solution of the system. It shows that the
system can keep a stable nonlinear behaviour, even for very low regularity fields, when
nonlinear terms usually lead to destructive interactions.
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INTRODUCTION

L’objet de cet article est de justifier le recours a des méthodes de type « optique
géométrique » pour une large classe de systemes d’équations de champs semi-linéaires,
invariants a la fois par transformations de Lorentz et par changements de jauge. Nous
construisons explicitement des familles de solutions approchées d’un systeme mo-
dele, couplant un champ de jauge (équation de Yang-Mills) avec un champ scalaire
(équation des ondes) et un champ de spineurs (équation de Dirac), sous forme de dé-
veloppements oscillant a haute fréquence, monophasés, d’amplitude maximale. Nous
justifions ensuite notre démarche en prouvant l’existence de solutions exactes, qui
prolongent asymptotiquement les développements oscillants obtenus. Les potentiels
de Yang-Mills, champ scalaire et champ de spineurs ainsi générés ne restent uni-
formément bornés que dans — respectivement — H/2, H1/2 et L2. L’obtention de
solutions oscillantes de forte amplitude montre que le systeme étudié peut conserver
un comportement non linéaire stable pour toute une classe de champs de tres faible
régularité.

Développement et justification d’une méthode de type « optique géométrique » pour
des systemes semi-linéaires présentant une invariance de jauge. — Les premiéres
tentatives de construire des solutions oscillantes & haute fréquence pour des systémes
hyperboliques d’équations aux dérivées partielles quasi-linéaires remontent a 'article
[3] Y. Choquet-Bruhat, en 1969. Le but & I’époque était de modifier les développe-
ments en ondes planes, utilisés avec succes dans le cas linéaire et célebres sous le nom
de développements « W.K.B. » ou d’optique géométrique, pour donner aux physiciens
et aux numériciens des outils plus généraux qui permettent de calculer des développe-
ments asymptotiques formels d’équations aux dérivées partielles non linéaires, ou de
modéliser les interactions qui se forment entre des « paquets d’ondes » distribués au-
tour de fréquences données. L’article [6] s’inscrit dans ce cadre, proposant des ébauches
de développements oscillants pour les équations de champs semi-linéaires avec inva-
riance de jauge qui nous intéressent. La méthode consiste a se ramener, moyennant des
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conditions de polarisation sur certains termes oscillants, au développement d’un sys-
teme d’équations d’ondes semi-linéaires. En contre partie, le développement s’arréte
au premier ordre. Rien ne laisse préjuger que 1’on puisse pousser ce développement a
tout ordre, et encore moins qu’il existe des solutions exactes qui viendraient prolonger
(et du coup justifier) les solutions asymptotiques formelles ainsi obtenues. Enfin, les
oscillations envisagées restent de faible amplitude, et ne permettent pas au systeme
de révéler toute la richesse de sa structure algébrique.

Depuis, l'intérét des méthodes d’optique géométrique pour 1’étude de systemes
d’e.d.p. non linéaires issus de lois de conservation a été considérablement renforcé, et
des progres significatifs ont été faits dans la compréhension du comportement asymp-
totique de perturbations oscillantes de systéemes hyperboliques semi ou quasi-linéaires.
Plus qu’un simple moyen de calcul, ’optique géométrique devient un outil efficace pour
étudier la propagation ou les interactions d’ondes non linéaires, dans des problemes ol
aucun résultat général n’est connu. Il faut cependant attendre 1992 pour voir appa-
raitre les premiéres justifications rigoureuses de développements W.K.B. monophasés
pour des systémes hyperboliques d’ordre 1 en dimension quelconque dans I’article [13]
de J.L. Joly et J. Rauch pour le cas semi-linéaire, ou dans ceux d’ O. Gues [11, 10]
pour le cas quasi-linéaire. L’article [12] de J.L. Joly, G. Métivier et J. Rauch précise
et complete ces résultats. Les développements mis aux point par Y. Choquet-Bruhat
ont donc été légitimés plus de vingt ans apreés la parution de [3].

La premiere raison d’étre de cet article est que les systéemes d’équations de champs
semi-linéaires avec invariance de jauge envisagés dans [6] (voir aussi [4]) échappent au
cadre des études précédentes. Pour cause, ce ne sont pas de vrais systéemes hyperbo-
liques, au sens des articles sus-cités, et ils apparaissent a priori « mal déterminés »... Il
est toujours possible de les résoudre sous forme de systemes d’équations semi-linéaires
strictement hyperboliques, mais c’est au prix d’une condition complémentaire sur les
inconnues (nous pensons, par exemple, a la jauge de Lorentz). Une fagon (optimiste)
d’aborder le probleme consiste donc a se ramener a un systeme hyperbolique semi-
linéaire sur-déterminé, et a le traiter comme si de rien n’était, en espérant que ses
degrés de symétrie suffiront pour contourner la difficulté. Cette démarche a déja fait
ses preuve dans le cas de solutions régulieres : il existe une relation algébrique sur les
équations (héritée des identités de Bianchi sur le champ de jauge) garantissant que
certaines « bonnes » contraintes de jauge « hyperbolisantes » se propagent automati-
quement, des lors qu’elles sont satisfaites a ¢ = 0 ainsi que les contraintes elliptiques
de compatibilité structurelle qui pesent sur les données de Cauchy. Quoiqu’il en soit,
il n’est pas acquis que ces principes tiennent encore pour des solutions fortement os-
cillantes & haute fréquence, et le développement W.K.B. de tels systemes ne peut se
faire directement dans lesprit de [13] ou [11, 10] sans reconsidérer minutieusement
la structure algébrique des équations. Enfin, combien méme parviendrions nous & ré-
soudre un probleme de Cauchy oscillant en s’appuyant sur une contrainte de jauge
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hyperbolisante, il faudrait s’assurer que les oscillations observées ne sont pas artifi-
cielles et ne peuvent pas étre annulées par un changement de jauge oscillant de méme
amplitude. Il est nécessaire, a un moment ou un autre, de préciser géométriquement
la facon dont se propagent les différentes composantes oscillantes du champ de jauge,
en identifiant celles qui sont polarisées (partie sur-déterminée du systéme liée aux
contraintes elliptiques sur les données initiales), libres (partie sous-déterminée du sys-
téme liée & l'invariance de jauge) ou transportées le long de géodésiques nulles de
Pespace-temps (partie dynamique du systéme se comportant de fagon véritablement
hyperbolique).

La seconde motivation de 'article provient des résultats d’existence de solutions
peu régulieres d’équations de champs a non-linéarités dites « compatibles » obtenus
il-y-a quelques années par S. Klainerman et M. Machedon dans [14, 15], ou par
M. Beals et M. Bézard dans [2] en combinant les effets régularisants d’estimations de
type Strichartz avec la structure algébrique tres particuliere des termes non linéaires.
Une question assez naturelle est de chercher des développements W.K.B. de solutions
aussi peu régulieres, et de les justifier convenablement. En fait, nous espérons utiliser
loptique géométrique pour obtenir des informations un peu plus précises sur la fa-
¢on dont se comportent les solutions lorsque la régularité tombe sous le seuil critique
pour lequel les termes non linéaires commencent a jouer un role actif. Dans ce but,
nous avons cherché a construire les développements oscillants monophasées les plus
singuliers possibles : si ’amplitude de ces développements est trop faible, la structure
« compatible » des non-linéarités (J.L. Joly, G. Métivier et J. Rauch parlent de condi-
tions de « transparence ») fait que les oscillations restent de simples perturbations
linéaires d’une solution réguliere donnée et ne forment aucune interaction substan-
tielle. Si elle est trop forte, il se forme immédiatement des interactions destructives
que nous ne pouvons pas maitriser. Il faut donc trouver 'amplitude d’oscillation cri-
tique pour laquelle 'optique géométrique met en évidence de véritables effets non
linéaires, tout en restant capables de prouver que les solutions oscillantes que nous
construisons restent asymptotiques a des solutions exactes du systeéme. Ce faisant,
nous sommes confrontés a des difficultés nouvelles du point de vu de 'analyse et
sommes obligés de démontrer des estimations bilinéaires plus fines que celles utilisées
dans [11, 10].

Plan de l’article. — L’article est divisé en trois sections : la premiere est consacrée
a l'exposition des résultats et a quelques rappels sur la structure des équations, la
seconde a la construction de solutions approchées sous forme de développements os-
cillants monophasés d’amplitude maximale, et la derniere a I'obtention de solutions
exactes prolongeant les solutions approchées.

Remerciements. — L’auteur tient particulierement a remercier Guy Métivier et Pa-
trick Gérard pour les entretiens fructueux qu’il a pu avoir avec eux lors la rédaction
de cet article, ainsi que Nicolas Burq pour ses conseils et son dévouement quotidien.
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CHAPITRE 1

RESULTATS ET FORMALISME

1.1. Formalisme géométrique, systéme modele (Y M)

a) Le cadre géométrique. — Nous nous plagons dans un cadre géométrique as-
sez favorable pour concentrer notre propos sur des questions d’analyse. Considérons
un espace temps E de dimension n + 1 (le cas qui nous intéresse est n = 3, mais
le propos reste valable pour tout entier n > 3) que nous dotons d’une métrique Lo-
rentzienne g de signature (+,—,...,—). Nous supposons au moins que (E,g) est
régulier (C*°) et orientable, et qu’il est alors possible, ne serait-ce que localement, de
définir une fonction temps ¢, C°°, qui géneére un feuilletage régulier en hypersurfaces
Yy ={x € E | t(x) =t} de type espace (le gradient Gradt de la fonction temps et
le champ Npg des vecteurs normaux unitaires aux Y; orientés vers le futur doivent
vérifier g(Gradt, Gradt) > Cte > 0 et « = g(INg, Gradt) < Cte). Nous pouvons alors
identifier, au moins localement, F AR 3, ou X est une variété de dimension n
difféomorphe a chaque 3, et donner un cadre causal a notre étude. Nous avons alors
le choix entre deux hypotheses raisonnables :

(1) Nous nous contentons de travailler localement, sur un domaine causal inclus
dans un ouvert ou la fonction temps est bien définie, sur une tranche de temps finie.
Nous évitons délibérément toute discussion sur la structure de ¥ hors d’un compact
donné™. Cette hypothése est d’autant plus pertinente que les équations que nous
avons a résoudre respectent toutes le principe de « vitesse finie de propagation ». On
peut envisager de procéder ultérieurement au recollement de solutions obtenues sur
des domaines causaux adjacents. D’autre part, 'optique géométrique est d’ordinaire
mise a contribution pour préciser la description de phénomenes propagatoires sur
des tranches de temps courtes. Nous assimilons les solutions oscillantes que nous
construisons & une perturbation locale de champs réguliers préexistants (background).

M En revanche, nous souhaitons conserver un maximum de généralité localement, ayant dans ’idée
d’autoriser, dans des travaux ultérieurs, des oscillations de la métrique de base.
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(2) Sil’on désire vraiment travailler globalement en espace, il faut faire en plus des
hypotheses d’hyperbolicité globales (La fonction temps définit une coordonnée globale,
et les X; réalisent un feuilletage de type espace sur E tout entier. Nous supposons en
particulier que 0 < cte < a?(y,t) < Cte uniformément pour tout y € X et localement
uniformément pour ¢t € R) et de platitude a Uinfini (& extérieur d’un compact donné,
Y est difféfomorphe & R™ privé d’une boule). L’important est de pouvoir disposer de
bonnes estimations a priori pour I’équation des ondes et ’équation de Dirac sur toute
tranche de temps finie.

Nous supposerons désormais une de ces hypotheses satisfaite. Un point de E sera
naturellement désigné par x = (t,y), t € R, y € . Lorsque nous aurons besoin de
nous référer a un choix (local) de coordonnées sur R x 3, les indices latins 1 < i< n
se rapporterons a 3 seule, les indices grecs 0 < v < n a R x ¥ tout entier. Nous
utilisons la convention de sommation habituelle sur les indices répétés. La métrique
image sur R x X sera elle aussi noté g. Pour tout choix de coordonnées locales 3 sur
3, nous utiliserons systématiquement sur 7*(R x X) des coordonnées &* de la forme

O =dt, et & =dy' +p4dt, i=1,...,n

duales aux champs de vecteurs
0 .0 0
0y =aNp=— — et 0;=—,i=1
0 B0t oy CT By
De telles coordonnées restent partout adaptées au feuilletage que nous avons fait de E,
et permettent d’écrire la métrique sous sa forme scindée :

(1) 9(t,y) = a®(t,y)(€°)" + gi; (£, y)€'E

Le scalaire a(t, y) et le vecteur (¢, y) sont respectivement nommés « lapse » et « shift »
du feuilletage. Ils correspondent & la projection du vecteur tangent a la ligne de
temps respectivement sur la normale de 3, et sur 'espace tangent & ¥y (le cas =0
correspond & des coordonnées y(t) de ¥; transportées par le flot de Gradt). Nous
définissons alors T*¥ = Vect(¢%,i = 1,...,n), fibré cotangent & ¥ C R x 3. Nous
posons gy (t,y) = —gi;(t,y)€'¢ la métrique riemannienne induite par g sur . Nous
notons ¢g“* les éléments de la matrice g~ !, vérifiant g"*g,» = 6%. Nous utilisons la
convention de « relevement » des indices A¥ = g"* A, (on passe d’une 1-forme A,&" &

N

un vecteur A¥9, associé par la métrique). Nous utilisons systématiquement la notation
T=V

pour désigner 'opérateur de dérivation covariante lié a la métrique g sur R x 3. Sur
un champ de vecteur V = V¥9,, il vient V,V = (V,V")0, avec

V. VY =0,VY + 0", V*

ou les coefficients de connexion sont donnés par

1
Chly = §gﬂw[aug>\~/ + O\Guy — &/gkl/]

MEMOIRES DE LA SMF 90
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Pour une O-forme y de A°(R x X), Tx = Vx = dy, ou d désigne I'opérateur de
dérivation extérieure. En coordonnées locales,

Vx = 0uxg”
Pour une 1-forme A = A,¢¥, il vient V,A = (V,A,)£", avec
VA, = 0,A, — CM Ay

La dérivation covariante ainsi construite est faite pour vérifier Vg = 0, c’est-a-dire
pour tous indices, V,g,» = 0. Nous notons

R=V"
I'adjoint de V pour la métrique g. Pour une 1-forme A = A4,£” de A'(R x ), RA =
V*A = d*A ou d* désigne 'adjoint de d pour la métrique g, soit en coordonnées
locales
RA=V"A, =¢""V, A,
Le d’Alembertien associé a g sur R x X est défini par
O=V*V=RT
et en coordonnées locales par
O=V'V, =g¢""V,V, =a 3(Vy)? - g V.V,

Nous renvoyons & [5] pour une présentation générale de I’équation des ondes sur un
espace temps courbe (globalement hyperbolique et asymptotiquement plat).

Considérons un groupe de Lie (compact) G, que nous nommerons ici « groupe de
Jjauge », et son algebre de Lie g. Nous notons [,] le crochet de Lie sur g. Soit P un
fibré principal (C*°) ayant pour variété de base I'espace temps E et pour structure
de groupe G.

Nous appelons « connexion de Yang-Mills » une 1-forme A sur P. Moyennant la
donnée d’une section de référence s sur P, que nous désignons ensuite par le terme
de « jauge », il est toujours possible d’identifier A & une 1-forme de A'(E) & valeurs
dans g. Réciproquement, nous désignons par « condition de jauge » sur les 1-formes
de FE a valeurs dans g toute condition permettant de se référer de fagon univoque
aux 1-formes sur P. Un « changement de jauge » est caractérisé par la donnée d’une
application v de E dans G. Le choix d’une jauge sur P et d’un feuilletage sur E nous
permet donc de représenter sans ambiguité une 1-forme A de P par une 1-forme A
de AY(R x X) (potentiel de Yang-Mills) & valeurs dans g :

A(z) 2 A(z)de = Ag(2)E0 + Aj(2)€" = A(2)dt + As(z)dy

Un calcul immédiat nous donne A; = (Asx); et Ag = Ay — B¢ (Asx);. Etant donné un
couple de 1-formes a et A a valeurs dans g, nous posons

doA = dA + [a, A]

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



8 CHAPITRE 1. RESULTATS ET FORMALISME

Nous appelons « champ de Yang-Mills » une 2-forme I' de A?(E) & valeurs dans g,
correspondant a la courbure d’une connexion de Yang-Mills A, et donnée par l'ex-
pression

T(A) = daA = dA + [A, A]

En représentation R x 3, la composante de I' conormale a 3 est désigné « champ
électrique », par analogie avec 1’électromagnétisme (cas ot G = U(1)) :

Les composantes de I' cotangentes a ¥ sont données par le « champ magnétique »
EijkBk(A) = Fij (A) = ViAj — Vin + [Ai7 Aj]

La dynamique du champ de Yang-Mills peut donc étre décrite, dans le cadre du
feuilletage spatio-temporel R x 3. par la donnée du champ cotangent au feuilletage
Ay et par celle du « champ électrique ». Nous définissons l'opérateur de Yang-Mills
L par

L(A) = dA*F(A) =da*daA
ot I'opérateur d4* désigne I’'adjoint de d 4 pour la métrique g. En coordonnées locales,
L,(A)=V"V,A,—-V"V, A +2[A",V, A, |-[A",V,A]—[A,, VA |+[A",[A, A,]]
Sous 'action d’'un changement de jauge v : R x X — G,

A A =vuAu+utdu

tandis que I' ~ IV = " 'T'u, de méme que L(A) ~ u~'L(A)u. Il vient naturellement
I"identité de Bianchi :

(2) dA*L(A) =da*da*daA=0
et l'identité duale :
(3) da*dada =0

Nous notons de méme LA = d*dA, qui correspond & la partie linéaire de L(A). En
coordonnées locales

(4) (LA),=V"V,A,-V"V,A, =04, -V,.V"A, — (Ric.)M”Ay
et nous réécrirons
L=RT —-TR - (Ric.)

L’opérateur (Ric.),"” désigne 'opérateur de Ricci associé a la métrique g. Les identités
(2) et (3) donnent

(5) RLA = d*d*dA = 0
et
(6) LTy =d*"ddx =0

MEMOIRES DE LA SMF 90



1.1. FORMALISME GEOMETRIQUE, SYSTEME MODELE (Y M) 9

Nous associons & P un fibré vectoriel complexe (ou réel) par le biais d’une repré-
sentation unitaire (respectivement orthogonale) r de G. Nous désignons par « champ
scalaire » une section ¢ de ce fibré. Nous représentons un tel champs ¢ par une 0-forme
de R x X & valeurs dans C’ (ou R”). Nous notons da¢ = d¢+1r'(1) - Ap. Remarquons
que pour une 0-forme, d*d¢ = [1¢. Nous noterons ¢ = *¢* le conjugué hermitien de
¢ (ou le transposé dans le cas réel). Nous posons |¢| = (d¢)*/2.

Nous supposons qu’il existe sur E une structure spinorielle globale, i.e. un fibré
SE ayant pour base E et pour structure de groupe Spin(n + 1) (en dimension n=3,
ceci découle directement de I’hypothese d’hyperbolicité globale, consulter par exemple
[9] pour une description précise des espaces temps globalement hyperboliques de di-
mension 341 et de leur structure spinorielle). Un « champ de spineurs » est une
section v d’un fibré vectoriel sur E dont les fibres sont de la forme C¥ x CE, ou CX
(K = 2(n+1)/2 g est impair) correspond a la représentation canonique du groupe
Spin(n + 1), tandis que C¥ correspond & une représentation unitaire p de G. Nous
représentons un tel champ par une 0-forme sur R x ¥ & valeurs dans C¥ x C. Nous
considérons des matrices de Dirac ¥, v = 0,1, ...,n, vérifiant dans toutes coordon-
nées locales :

(7) Yt At = 2¢"" Tdk
L’opérateur de Dirac se définit alors par
D=~"V, et Da=D+~"p(1)-A,
Compte tenu de (7), nous vérifions immédiatement que
D? = 4"V 4"V,
= Oldg +1 tr(Ric.)

ol tr(Ric.) = (Ric.)”, désigne la courbure scalaire (en d’autres termes, 'opérateur

de Dirac est construit, a un terme de courbure pres, comme une « racine carrée » du

d’Alembertien). L’adjoint d’un champ 1 est donné par ¢ = '4)*k ot x est la matrice

K x K vérifiant ky*k~1 = t(y#)*. Nous posons [¢|? = tp*¢. Si l'on travaille avec

des coordonnées adaptées au feuilletage R x X vérifiant (1), il est intéressant de fixer

x = ar°. Les conditions (7) deviennent alors

) =1"=a72(")7 et {t(f’* -

Y 7t =297 1dk

Pour un tel choix de matrices de Dirac, adapté au feuilletage R x X, il vient
D =4V, — Ds

olt Dy, = —'V; vérifie DE = gV, V; Idk +1 tr(Ric.|¥), le terme tr(Ric.|X) corres-
pondant a la courbure scalaire de Y. Nous conservons ce choix de matrices de Dirac
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10 CHAPITRE 1. RESULTATS ET FORMALISME

dans le reste de l'article, et renvoyons & [16] pour une étude plus détaillée de 1’opé-
rateur de Dirac sur un espace temps globalement hyperbolique et asymptotiquement
plat.

b) Les équations. — Le potentiel de Yang-Mills, le champ scalaire et le champ
de spineurs sont couplés entre eux par les équations d’Euler Lagrange associées a
un Lagrangien A invariant par transformations de Lorentz (symétrie externe) et par
changements de jauge sur A (symétrie interne) :

A =T""(A)T,(A) + (dag)” (dad)y +i(Y(Dary) — (D)) + Aine.(¢,9)
En accord avec [4], nous retiendrons pour le terme de couplage :
Aint. = YCpop + $U' T + b
ou l'invariance de jauge du couplage est garantie par la relation
L/ (D)*C+Cp' (1) +Cr'(1) =0
(ceci autorise un couplage nul). Les équations sont semi-linéaires d’ordre 2 pour le

potentiel de Yang-Mills A et le champ scalaire ¢, d’ordre 1 pour le champ de spineurs
1, et sont elles aussi invariantes par transformations de Lorentz ou par changements

de jauge :
da*daA=J
(Y.M.) da*dagp =C
Dap =K

Le terme de courant
T" =iy p' () + (@' (1)* (dad)" + (dag)'r' (1))

doit étre compatible avec 'identité de Bianchi : do*J = 0, et sous l'action dun
changement de jauge u : J ~ J' = v~ ' Ju. Les termes

C=—Y'CY—c(dp)p et K=i(Co+¢'C)p
correspondent a un couplage éventuel entre ¢ et . Le lecteur intéressé trouvera le
détail de divers couplages physiquement pertinents dans [4], qui donne par ailleurs
des résultats d’existence de solutions régulieres pour (Y.M.).
En séparant les termes linéaires et non linéaires, nous nous ramenons a étudier un

systeme schématique de la forme :

LA =F(A,04A,¢,00,v)
(Y M) O¢ =G(A,04,¢,00,v)

Dy = h(A, ¢,v)
Pour récapituler, la partie linéaire est donnée par les opérateurs

(LA), =V"V, A, — V'V, A,0¢0=V"V,¢ et DY ="V, ¢
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1.1. FORMALISME GEOMETRIQUE, SYSTEME MODELE (Y M) 11

La partie non linéaire est donnée par des fonctions

F(A,0A,¢,00,9) = F'(A,0A) + F'($,09) + f(A, ¢,)

et
G(A,04,0,00,9) = G'(A,00) + G' (A, ) + g(A, ¢,¢)
ou
FL(A,0A), = 2[V, A, A1 + [AY,V,A] + [A,, VYA,
F!1(¢,00), = "' (1)"(V,0) + (Vud)r' (1)¢
FA,0,0) = [[Ay, Au), A1+ 65" (1) (7' (1) - ) + (r'(1) - Ap)r' (1)
+ iy’ (1)1
GI(A,00) = —2r'(1) - A, V"¢
G (0A,¢) = —r'(1) - VYA, ¢
9(A,¢,9) = —(r'(1) - A) (1" (1) - A))p — ' TP — e(p9) ¢
et

WA, ¢,4) = =p'(1) - Ay +i(Co + ¢'C* )y
Les fonctions FI, FIT GT et G'! sont bilinéaires & coefficients C>°. Les fonctions
f(A, @,9) et g(A, ¢,1) sont des polynémes de degré 3 & coeflicients C™, et de degré
au plus 2 en ¢. Enfin le terme h(A, ¢,1) est un polynoéme de degré 3 a coefficients
C, et de degré 1 en ¥. Avec les identités (2), (3) et (5), il s’agit des seules hypothéses
de structure dont nous avons réellement besoin pour 'analyse des équations.

Ainsi formulé, (Y.M.) est représentatif des équations « ¢ jauge libre » : la donnée
d’un potentiel de Yang-Mills A vérifiant le systéme engendre toute une classe de solu-
tions par changement de jauge. Sous I'action d’un tel changement de jauge caractérisé
par une application u : R x 3 — G, nous transformons

A~ A =utAu+utdu
¢~ ¢ =r(u)g
Y~ = p(u)
L’invariance de jauge des équations se traduit par :
LA"— F(A",0A',¢/,0¢',4)') = u= (LA — F(A,0A,$,00,¢))u
| ¢/ - G(A/a aA,) ¢/a a¢/7 W) = T(U)(D ¢) - G(A7 8A7 ¢7 6¢a ¢))
ID¢I - h’(A/7 ¢/7 ¢/) = P(U)(Dw - h’(A7 ¢7 ¢))
On leve lindétermination sur le potentiel A en se donnant une condition de jauge,
qui apparait sous la forme d’une équation supplémentaire J(A) = 0, ot J s’identifie
d’ordinaire & un opérateur d’ordre 1. Chaque solution du systeme (YM) & jauge fixée
désigne de fagon univoque une classe de solutions du systeme a jauge libre.

Ces propriétés d’invariance par changements de jauge font que le systéme (YM)
semble a priori « mal » déterminé :
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12 CHAPITRE 1. RESULTATS ET FORMALISME

— sous-déterminé a jauge libre,

— sur-déterminé a jauge fixée. Compte tenu de cette « mauvaise » détermination,
le systeme (YM) s’apparente plus & un systéme quasi-linéaire qu’a un vrai systeme
semi-linéaire. Toute la difficulté consiste a se placer dans des situations ou il est
techniquement possible de quotienter I'action du groupe de jauge sur les équations,
et redonner au systeme son aspect hyperbolique semi-linéaire « bien déterminé ».

La famille suivante est représentative(®) des conditions de jauge couramment utili-
sées pour étudier le probleme de Cauchy sur le systeme (YM) :

Ia(A) = Aa 2V Ag — (1 = N)gd ViAs,; =0

ou A est un réel pris entre 0 et 1. On trouve aux extrémités la jauge de Coulomb pour
A = 0 et la jauge temporelle pour A = 1. Les résultats d’existence de solutions peu
régulieres d’énergie bornée obtenus dans [14, 15] (pour Yang-Mills seul ou pour le
systéme plus simple de Maxwell-Klein-Gordon) utilisent la jauge de Coulomb pour
mettre en valeur la structure algébrique des non-linéarités du second membre. L’incon-
vénient de la jauge de Coulomb est qu’elle scinde le systéme en une partie elliptique et
une partie hyperbolique, et demeure en définitive peu naturelle. En revanche, lorsque
A €10, 1], la condition de jauge Jx(A) = 0 est transverse & T X, demeure invariante
par changement de coordonnées locales sur 3, et semble mieux adapté a la résolution
du probleme de Cauchy avec des données initiales sur 3. L’opérateur L se transforme
alors en un opérateur hyperbolique symétrisable, auquel on peut espérer appliquer
des méthodes d’optique géométrique traditionnelles.

Enfin, on appelle jauge de Lorentz la condition médiane J% (4) = %RA =0.51 A
vérifie la jauge de Lorentz, alors LA = (O —Ric.)A, et apparait sous forme d’un opé-
rateur diagonal strictement hyperbolique. De plus la condition RA = 0 est invariante
par changements de coordonnées sur E, et donc indépendante du feuilletage causal
choisi pour résoudre le probleme de Cauchy (ce n’est en général pas le cas des autres
conditions Jx, A € [0, %[U]%, 1]). Le gros inconvénient de cette jauge, du point de vue
de l'analyse, est qu’elle semble occulter une partie de la régularité des solutions.

Nous cherchons aussi longtemps que possible & raisonner « a jauge pres », afin de
souligner le caracteére arbitraire et technique du choix de jauge. Le moment venu, c’est
avec la jauge de Lorentz que nous prouvons les résultats d’existence qui nécessitent le
choix d’une condition de jauge. Deux raisons a cela. D’une part, du point de vue de
I’analyse, nous choisissons de nous référer uniquement au sens strict de la notion d’hy-
perbolicité, pour lesquels les résultats d’optique géométrique sont simples et intuitifs.
D’autre part, d'un point de vue géométrique, nous évitons toute ambiguité liée au
choix des coordonnées, ce qui semble important vu le cadre relativiste sous-jacent a

Pseul le symbole principal de Jy est significatif, on ne change pas la nature de la jauge en lui
ajoutant un second membre régulier ot en modifiant sa partie linéaire d’ordre 0.
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1.1. FORMALISME GEOMETRIQUE, SYSTEME MODELE (Y M) 13

notre étude®) . En contrepartie, nous montrons comment les résultats obtenus en jauge
de Lorentz peuvent étre traduits dans n’importe quelle autre jauge Jy. Nous obser-
vons au passage comment 'hyperbolicité du systeme s’affaiblit pour ne plus concerner
que les variables véritablement dynamiques du champ. Nous voyons alors réapparaitre
la régularité masquée par la jauge de Lorentz. Cette démarche n’est possible qu’en
privilégiant par avance une direction isotrope de propagation des singularités (rayons
de lumiere : c’est le principe méme de loptique géométrique).

c) Les espaces fonctionnels utilisés. — Nous prenons comme Laplacien A
ggjvivj. Pour tout réel s, nous désignons par H*(X) I'espace de Sobolev W2(¥) =
(1—2)=%/2L2() (les normes dépendent bien entendu du temps, mais tant que cette
dépendance reste C°°, que nous travaillons sur un domaine causal compact ou bien
sur un intervalle de temps borné avec bonnes hypotheses & 'infini sur 3, elles restent
équivalentes). Nous utilisons la notation (D)® = (1 — A)%/2.

Nous désignerons par (u). toute famille de fonctions u. dépendant d’un parametre
réel €, 0 < e < g9 < 1, ayant vocation a devenir arbitrairement petit.

DEFINITION 1.1.1. — Pour tout réels s, nous notons HZ(X) 'ensemble des familles
(u)e de H*(X) dépendant du parametre € € ]0, 0] et dont la norme H*® est uniformé-
ment bornée en . La norme associée est donnée par :

[uelps: = sup (D) ue|pz(s)

0<e<eo
Par la suite, nous nous intéresserons & des familles (u). oscillantes, dont les singu-
larités restent essentiellement conormales a une surface de phase donnée lorsque ¢ de-
vient petit. Pour tout entier m € N positif, nous dirons qu'une famille (u). € Hz" / (%)
admet un développement oscillant de phase 6/e & 1'ordre gM/2

tion réguliere ug(y) ainsi qu'une suite de fonctions régulieres u,;(y,w), m < ¢ < M,
m/2

s’il existe une fonc-

2m-périodiques en la variable w et un reste (). € He ' “(X) tels que :
N iz () 0@
ue(y) = uo(y) + D ePuily, =) + M Pre(y)

Pour tout entier m négatif, nous dirons qu'une famille (u). € He" / 2(E) admet un

développement oscillant de phase 0/¢ & I'ordre e /2 ¢l existe une suite de fonctions
régulieres ; (y,w), m < i < 0, 2w-périodiques de moyenne nulle en w sur toute

période de longueur 27, ainsi qu’une suite de fonctions réguliéres u;(z,w), 0 < i < M,

()il convient de rappeler que les changements de coordonnées sont assimilables & des changements
de jauge sur la métrique g, qui se superposent aux changements de jauge sur les connexions de
Yang-Mills
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14 CHAPITRE 1. RESULTATS ET FORMALISME

27-périodiques en w et reste (r). € HI2(X) tels que :

-1

M-1
ue(y) = Z £2 4, (y, @) + Z £ u,(y, @) + M2 (y)
=0

i=m

1.2. Présentation des résultats, probléme de Cauchy oscillant pour le sys-
teme (Y M)

L’ensemble de nos résultats se résume dans 1’énoncé suivant

THEOREME 1. — Le probléme de Cauchy oscillant sur (Y M) est bien posé localement
en temps dans H'? x HY? x HOE) -

Pour tout choix de phase 6 non-dégénérée vérifiant les hypothéses 2.1.1 et engendrant
un feuilletage régulier d’un domaine [0,tg] x ¥ en hypersurfaces de type nul, pour
toutes données initiales

(4,6,9)-(0,y) € HI? x HI2 x HU(S) et (044, 0:0)=(0,y) € HZV/? x HZV2(X)

admettant un développement oscillant de phase /e a lordre eM/2 M > n, satisfaisant
les hypothéses de compatibilité® 3.4.1 et traduites dans une jauge Jx, N\ € [0,1]
arbitraire, il existe un temps 0 < t1 < to, et un unique prolongement

(A, ¢,0)e € CO[0,t1], HE? x HY2 x HO(E)) N CH([0, 1], HZV/? x HZY/2 x HZL(D))

solution exacte de (Y M) dans la méme jauge Jx, qui garde la forme d’un développe-

ment oscillant de méme ordre :
M-1

A (z) = Ao(2) + ; /2 A, (x, @) +eM27 (z)
_ = i/2 6(x) M/2
(*) ¢5($) - ¢0(.%') + ; € ¢i(x7 T) +e Za(x)
) = Y (o, 2y M o
€ P (2 ) c 15

ot les profils d’oscillation (A;, ¢, v;)(x,w) sont des fonctions 2mw-périodiques en la
variable w, a Uexception de Ag et ¢o qui restent indépendants de w. Le reste est petit
devant les autres termes du développement :

(Z,2,0)e € CO([0,t0], HY? x HY? x H2(X)) N CM([0,t0), HZ /2 x HZY2 x HZH(E))

(4)Ces hypotheses de compatibilité traduisent en termes d’oscillations les contraintes structurelles
qui pésent sur toutes données de Cauchy du systéme (Y M). Nous rappelons dans la section suivante
que toutes les composantes d’un potentiel de Yang-Mills ne sont pas dynamiques, certaines peuvent
étre fixées librement (invariance de jauge), les autres sont alors propagées de fagon hyperbolique
ou imposées par des contraintes elliptiques. At= 0, ces contraintes elliptiques supposent que des
données initiales oscillantes soient correctement polarisées, c’est 'objet des hypotheses 3.4.1.
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1.3. QUELQUES REMARQUES PRELIMINAIRES 15

Pour prouver le théoreme 1, nous employons une méthode de type optique géomé-
trique prenant en compte I'invariance de jauge des équations. Nous construisons expli-
citement des solutions approchées du systeme (Y M), sous forme de développements
oscillant a haute fréquence, monophasés et d’amplitude maximale. Nous précisons les
hypotheses requises sur la phase, détaillons la géométrie des oscillations et précisons
le choix des données initiales oscillantes compatibles avec la phase. Le théoreme 2,
section 2.3.1, rassemble les résultats d’approximation.

Nous montrons ensuite 'existence de familles de solutions exactes, prolongeant
asymptotiquement les développements obtenus, et restant uniformément bornées dans
H'/2 x H'/? x 2. Nous justifions ainsi rigoureusement le recours & I’'optique géomé-
trique pour le systeme (Y M). Le théoreme 3, section 3, rassemble les résultats de
prolongement. Mention doit étre faite de la proposition 3.1.1, ol sont exposées des
estimations bilinéaires uniformes en ¢ qui jouent un réle primordial dans la preuve du
théoreme 3. Le théoréme 1 s’obtient en mettant bout-a-bout les théoremes 2 et 3.

Pour conclure, nous vérifions a quelles conditions le terme dominant des solutions
oscillantes du théoréme 1 peut coincider avec une solution réguliere donnée de (Y M)
sur [0, to]. Nous en déduisons que le systeme (Y M) reste stable sous l'effet de pertur-
bations oscillantes de forte amplitude, bornées seulement dans H/2 x H'/2 x L?. Nous
vérifions alors que le temps d’existence de la solution oscillante du théoréme 1 est bien
t1 = to, c’est-a~dire que l'optique géométrique garde sa précision jusqu'a ’apparition
de caustiques.

Nos résultats restent intimement liés & la nature géométrique (trés contraignante)
des équations, et aux hypotheses de régularité sur la phase qui excluent 1’essentiel
des phénomenes néfastes liés a la concentration des singularités. Le systeme (Y M)
conserve ici un comportement linéaire exceptionnel, dans un domaine de régularité ou
les termes non linéaires jouent d’ordinaire un réle actif, voire destructeur.

1.3. Quelques remarques préliminaires quant a la structure des équations

Nous finissons cette section en rappelant certains résultats élémentaires dont nous
faisons grand usage par la suite. En particulier, nous montrons que le comportement
du systeme (Y M) est gouverné par deux types de symétries, qui s’averent complé-
mentaires I'une de lautre. D’une part l'invariance relativiste des équations (le sys-
téme reste globalement invariant par transformation de Lorentz sur E), et d’autre
part U'invariance de jauge (les solutions du systéme sont données & un choix de jauge
pres sur P). L’exploitation combinée de ces degrés de symétrie, externes et internes,
permet de remédier a la mauvaise détermination apparente du systeme.

1.3.1. Régularité des termes non linéaires, existence de solutions régulieres

du systéme. — Avant toutes choses, il est important de préciser un seuil de régula-
rité sur les données (A, ¢, 1) au dessus duquel nous pouvons estimer efficacement les
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16 CHAPITRE 1. RESULTATS ET FORMALISME

différents termes non linéaires du systeme sans se soucier de leur structure. Nous di-
rons qu’une donnée (A, ¢, ) est réguliére si elle reste bornée dans H® x H® x H¥~ /2,
avec s > 5 + % Ce seuil est aussi celui pour lequel il est possible de résoudre (cf. [4])
le systeme (Y M) localement en temps sans avoir & recourir a des effets régularisants
de type Stricharz ni & la structure algébrique des seconds membres (cf. [14, 15] et
[2], qui usent pour leur part de ce genre de méthodes).

PROPOSITION 1.3.1. — Pour tout s > % + % :
a) FLFH G et G envoient contindment H® x HS™1 — H5 Let

|FL(A, 0A") a1 < C|A|ps|0A| e
|F1(6,00) o1 < C|¢| 1108 | rros
|GT(A, 00)| o1 < C|A|gs|00| e
(G (0A,6) 1o+ < Clol|0Al o
b) f et g envoient continiment H® x H® x Hs=12 o g1 ¢t
[f(A, 6, 0) s < Cs(| Al + [ | Al + [¢13-1/2)
19(A, &%) |11 < Col|®l3re + |0]ms [Alfre + [¥lF0-1/2)
¢) h envoie continiment H® x H® x H*~Y/? — H*~1/2 ¢t
(A, &, )| pro-172 < Csll o172 (| Al s + |0l m+)
Démonstration. — Essentiellement, nous remarquons que

HS x Hsfl N Hsfl, Hsfl/2 % Hsfl/2 N Hsfl et H° x Hsfl/2 N Hsfl/2

deés que s > 5 + % Nous renvoyons a I’Annexe B, ol nous rappelons le lemme de
multiplication B.1.

La plus part du temps, ces estimations bilinéaires sont utilisées conjointement avec
les propositions suivantes :

PROPOSITION 1.3.2 (résultat d’existence pour I’équation des ondes sur R x X)
Pour tout s réel, le probléme de Cauchy

® Ou = € ([0, 10, B (5)
uw(0,y) € H*(X) et du(0,y) € H~1(X)
admet une unique solution u € C°([0,to], H*(X)) N C1([0,t0], H*~1(X)). En particu-
lier, il existe une constante finie Cy qui ne dépend que de g, telle que toute solution
de (8) vérifie lestimation a priori :
sup (|u(t,y)|ms(s) + [0ult, y)|me-1(x))
(9) te(0,to]
< Cy([w(0,9) 1= () + 100u(0,y) [ 1re-1(s5) + [ flL1(j0,00], 1151 (5))

Démonstration. — Se reporter directement a [5], qui s’applique en vertu de nos hy-
potheses géométriques.
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PROPOSITION 1.3.3 (résultat d’existence pour ’équation de Dirac sur R x 33)
Pour tout s réel, le probléme de Cauchy

{qu = h e L*([0, to], H*())
¥(0,y) € H*(Y)

admet une unique solution 1 € C°([0,t0], H*(X)). De plus, il existe une constante
finie Cy qui ne dépend que de g, telle que toute solution de (10) vérifie l’estimation a

(10)

priori :
(11) S[up | [Vt y) e =) < Cg([(0, )| ms sy + [RlL1(j0,00), 125 (5))
tel0,to
Démonstration. — Se reporter par exemple & [16], qui s’applique en vertu de nos

hypotheses géométriques.

1.3.2. Symétrie externe : identité de Bianchi. — L’identité (5) :
RL=0
suppose implicitement que ’on vérifie
RF(A,0A,¢,00,9) =0

pour toute solution (A, ¢, 1) du systeéme (Y M). Cette derniere identité vient comme
sous produit de 'identité de Bianchi (2) et de la nécessaire conservation du terme de
courant J (A, ¢, 0, ). L’identité de Bianchi s’écrit :

da*"L(A)=R(LA-F+ J)+[A",(LA-F+7),]=0
compte tenu de (5), il vient :
RF =RJ + [A", J,] + [AY,(LA),] — [A", F,]
que nous récapitulons par I’identité
RF =dA*J 4+ Qs(A,LA—F)

en retenant simplement que Qs (A, A’) = [A”, A] est une forme bilinéaire donnée. La
conservation du courant provient des deux équations auxiliaires portant sur le champ
scalaire et le champ de spineurs. Il existe aussi des formes bilinéaires Qq(¢,¢’) =

P (1)*¢ + ¢r'(1)¢' et Qu(t,9") =1 (1)) telles que :
da"J = RJ + (A", J)] = Qg(¢, 00 — G) + Qn(¢), DY — h)

En mettant bout a bout ces identités, nous obtenons « [’identité de compatibilité » du
systeme (Y M) avec lopérateur L :

(12) RE = Q(A, LA—=F) + Qq¢(¢,0¢ — G) + Qn(y, D¢ — h)

Nous aurons plus tard besoin de généraliser cette notion de « compatibilité » a d’autres
systémes extrapolés de (Y M), d’ou la définition suivante :
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DEFINITION 1.3.1. — Nous dirons qu’'un systéme de la forme :
LA=F(A0AU

(S.Comp.) ( )
C(A,0A,U)=0

est extérieurement « compatible » avec L si et seulement si il existe des formes bili-
néaires QQ et Q' telles que

RF = Q(A,LA— F) + Q'(U,C)

1.3.3. Symétrie interne : invariance de jauge. — L’identité (3) duale de 'iden-
tité de Bianchi est liée a 'invariance de jauge du systeme. Nous utiliserons essentiel-
lement I'identité (6) qui en découle :

LT=0

Sous laction d'un « changement de jauge », caractérisé par une application
u: R x ¥ — G, nous transformons :

A~ A =uTAu+utdu
¢~ ¢ =r(u)p
Y~ Y = plu)yp

Puisque les équations doivent rester invariantes par ce changement de jauge, il vient
nécessairement

F(Ala ¢,7 /) = u_l(LA - F(A7 ¢a ¢))U
(I.J.) D¢’ G(A, ¢, ) =r(u) (D¢ — G(A,¢,¢))
— (A", ¢',4") = p(u)(DY — h(A, §,¢))

Par différentiation en v = 1 (c’est-a-dire en posant u = 1 + €y, o x : Rx 3 — g,
et en dérivant par rapport & € en € = 0) nous déduisons une version infinitésimale de
cette relation d’invariance de jauge :

8
0 8
—%F<A,¢,w>-r’< 6~ o Foaony (O = (LA~ F(A,6,),

0
|:| 'r'/ 1 — _G . A, —|—T
(DL 5 ("(1x®) = 57 (g¢,w> ([A,x] +Tx) |
5¢G(AM’ r(1)xé — (%G(A,qbw) P (D)xp = (1)x([@D¢ — G(A, ¢,v))

(D) — b - (A +TX)

0 0
—a—¢h<A,¢,w> r'(D)xe — %hm,¢,w> ' (V)xy = p'(1)x (DY — h(A, ¢,v))
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Comme FI, FI G ou G! sont bilinéaires,

Dl gy (A X+ TX) = FIA (AN + T) + (A, ]+ 7x),04)

aang({faaa ' (1)x¢ = FH(¢,0(r' (1)x¢)) + F (' (1)xp, )
aiG(A o) - (A X+ Tx) = G (([A, X] + Tx), 09)

%G&,w) (xé = GI(A, 00 (1)x9))
Gl (4] + TY) = GV (O(A A +T).0)

0
o

En tenant compte de l'identité LT = 0, nous en déduisons des relations traduisant la

5 7Glha g T (Dxd = GT(9A, 7' (1)x¢)

compatibilité interne des non-linéarités dominantes du systéeme avec 'invariance de
jauge :

L[A,x] — [LA,x] = F1(A,0Tx) + FI(Tx,0A)
+F1(A,0[A, X)) + F([A, x],04)

+F (' (1)x¢, 09) + F(¢,0(r" (1)x9))
(13) _[FI(A78A)7X] - [FII(d)’ 8(25),)(]

0 0 /
a_Af(A o) (Tx +[A,x]) + %f(A@,d)) ' (1)xé
+ Z/}f (A P (XY = [fa,6.4) X]
ainsi que

00’ ()xd) — ' 1)x O ¢ = G1(T'x,0¢) + G (ITx, ¢)
+GI(A,0(r" (1)x¢)) + GT(9]A, 1], )
+G1([A,X],00) + GT1(9A, 7' (1)x9)

(14) —1"(1)XG1 (A, 9¢) — ' (1)xG' (DA, ¢)

0 0
+%—AQ(A,¢,1Z)) (Tx +[A,x]) + 9g9(ov) -r'(1)x¢
+%9(A,¢,¢) ' (D)xY =" (1)Xg(,6,0)

La derniere identité portant sur h ne nous sera d’aucune utilité par la suite.

1.3.4. Compatibilité des données initiales. — Lorsqu’on s’intéresse au pro-
bleme de Cauchy pour un systéme (S.Comp.) compatible avec L, il est nécessaire
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d’imposer une contrainte sur les données initiales (A, 9;4,U)|,_,(y), afin de garder la
trace de la condition de compatibilité sur X a ¢t =0 :

(15) VI(ViAojusy = Vo Aif,_y) = Fo(4),_, 04),_,, U}, _,)
Pour le systeme (Y M), cette contrainte s’écrit encore
Vigi(A)lt:O = [gi(A)lt:m Ailt:o] + jo\tzo

en notant &;(A) = Tp;(A) = VoA; — V;Ag + [Ao, Ai], la composante conormale de la
courbure de Yang-Mills I" par rapport a la surface de Cauchy X. En termes physiques,
ceci revient a dire qu’a t = 0, la divergence du vecteur champ « électrique » doit
étre égale & la « charge » totale induite (somme de la charge extérieure Jp et du
terme [€;(A) AY,_,] qui représente une charge auto-induite du champ de jauge
sur lui-méme). Il est toujours possible de se donner un choix non trivial de données

[t=0"

initiales vérifiant la contrainte (15), pour peu que nous les cherchions régulieres, i.e.
dans H® x H® x H71/2 s> 2 4 1.

Supposons ensuite que le systéme est a la fois compatible avec L et invariant par
changements de jauge : la contrainte (15) reste alors invariante par changements de
jauge, et les données initiales (A,0;A,U)|,_,(y) compatibles forment alors des classes
d’équivalence, dont les représentants se déduisent par changements de jauge et ont
en commun la valeur de T'o;(A) = VoA; — ViAg + [Ao, Ai] = Ei(A)|,_,(y) et de
Dij(A) = ViA; — VA + [Ai, Aj] = € Bie(A),_, (9)-

Tout choix de données initiales compatibles (A4,0;A,U),_,(y) doit donc impérati-
vement étre accompagné d’un choix de jauge.

Une fagon naturelle de se donner une jauge a t = 0 est de fixer une des composantes
non dynamiques de A et de la soumettre a une condition différentielle d’ordre 1,
transverse a T'X. Par exemple, on peut choisir Ag|,_, = 0 et imposer VoAo|,_, = 0
(Jjauge temps), ou bien V*(Ax);,_ = 0et VoV'(Ax);,_, =0 (jauge de Coulomb). II
est encore possible de passer continiment de I'un & I’'autre de ces extrémes en fixant
Ap (ou de fagon équivalente Vovi(Ag)ilgo, puisque les deux composantes son liées
par la contrainte 15), et en imposant une condition mixte de type

Aa"2VoAg + (1 = N)Vi(Ax); = 0,
avec A € [0, 1]. Pour étre stir que J; corresponde bien a la jauge temps et Jp a la jauge
de Coulomb, il faut enfin s’assurer d’une facon ou d’une autre que Ay — 0 lorsque
A—1et Vovi(Ag)i — 0 lorsque A — 0. Nous dirons dans ce cas que les données

sont traduites en jauge Jy. Lorsque nous nous intéresserons a la régularité de données
initiales traduites en jauge Jy, nous considérerons la quantité(®)

A /1— M\ )
|(A, V()A)|5 = |A|Hs + |VOA|H3—1 + m'A(J'HS + T|V0V1(Ag)i|H372

(5)i] est naturel d’imposer un certain controle sur la régularité initiale des variables de jauge, pour
ne pas masquer inutilement celle des variables dynamiques.
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1.3.5. Bonnes jauges et hyperbolicité de 1’opérateur L. — L’hyperbolicité
de l'opérateur L est acquise & jauge pres, i.e. L ne devient hyperbolique (strictement
ou dans un sens plus faible) que si I'on impose sur A certaines « bonnes » conditions
de jauge. La définition de ces « bonnes jauges » dépend bien entendu du sens que ’on
veut donner au mot hyperbolique. Précisons le cas des conditions de type

In(A) = A" 2VoAg + (1 = NVi4; = 0,1 € [0,1]
Décomposons A = (Ao, As) = (Ao, A1y + A(2)), ot A1) et A(g) sont les projetés
respectifs de Ay, sur 'ensemble des champs de divergence nulle, vérifiant V¢(Ayx); = 0,
et sur ’ensemble supplémentaire des champs de rotationnel nul, s’écrivant Ay, = Vyx.
L’équation LA = F se réécrit alors

—AAO - VOVI(A(Q))l - (RZCA)O = Fg
(16) DA(l) - (RZCA)(l) = F(l)
0172V3A(2) - Vza72V0A0 - (RiC.A)(Q) = F(Q)

Lorsque JyA = 0 avec A € ]0, 1], il vient a2V Ay = 251V (A(2));, et alors A satisfait
le systeme

HA=F
soit avec la décomposition précédente
A
— /\072V(2)A0 — AAg — (RZCA)O = Fy
(17) DA(l) - (RZCA)(l) = F(l)

1—-A ,
Q_QV(%A(Q) - TAA(Q) - (RZC.A)(Q) = F(Q)

On remarque que pour A = 1/2 (jauge de Lorentz),
HyA=(O-Ric)A=F
est diagonal, strictement hyperbolique. Lorsque Ay = 0, il vient
~VoV'(A(2))i — (Ric.A)y = Fy
(18) OAq) — (Ric.A)q) = Fy
@ 2V3An) — (Ric.A) ) = Fa)
Lorsque Vi(A(Q))i =0, soit Ay =0, il vient
—NAy — (Ric.A)g = Fy
(19) OAqy — (Ric.A)qy = Fy
—Vsa 2Vdy — (Ric.A)2) = Fz

Notons que le systeme revét dans ce cas un caractere purement elliptique sur la
composante Ag. Toutes fois, pour tout A € [0,1], la composante Ay a divergence
nulle est propagée par la méme équation d’onde. Le systeme Hy A = F' conserve donc
toujours une composante strictement hyperbolique. De plus nous bénéficions pour
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lopérateur Hy d’une estimation a priori semblable & celle dont nous disposons pour
[, et uniforme en A :

PROPOSITION 1.3.4. — Si LA = F € C°([0,t], H*~Y(2)) N C*([0,t], H*"2(X)) et
JZA =0 avec X € [0,1], alors A vérifie Uestimation a priori suivante :
(20)

?3175)(|A|H9 + |VOA|H3—1) < Cg(|(A, VOA)|t=O|5 + C(t)|F|CO([O¢LHS—1)QCI([07tLHs—2))

De plus, la constante Cy reste indépendante du parameétre de jauge \.

Démonstration. — Supposons dans un premier temps que A est supporté sur un do-
maine causal compact, et pour plus de clarté, que (Ric.) = 0. Remarquons que pour
les champs irrotationnels, [V*(Aq))ilgs—1 ~ [A@)|m--

Si A €]0,1] : des trois équations d’ondes (17), nous déduisons :

Ho-1) < Cg(|A(1) [t=0 e +|VOA(1)|'5=O

?311])(|A(1) | +|VoAq) e FylLo,1,m8-1))
t

qui correspond & l'estimation (9) pour la composante A1) (I’équation ne dépend pas
de \), puis
t

A ) A ) D
|vaA0|L2+m|VEAO|L2 0: o <mv0A07FO>

qui conduit a

(21) Sug(|ﬁV0A0|Hs—1 + ﬁ|v2A0|Hs—1)

)

< Coll 125 Voo oy lmre—1 + 1/ 125 Ve Ao lr-1) + [ Fol apo,,m-1))
et enfin
t
_ t
(VoA |72 + 52 VeAm)ia], = /0 (VoA), Flay)

qui conduit a

(22) ?(‘)JI})(|VOA(2)|H5—1 +1/ 52 Vs A lae)
it

< Co(IVoAe), _ lur + /552 Vede) _ lme1) + [Fo)lrog.ae1)

Lorsque A € [1/2,1], nous utilisons (21) pour majorer

?u}f])(|A(2) H&+|VZAO|H5—1) < ?u}f])(|vi(A(2))i|Hs—1 + ﬁ|V2A0|H.§—1)
0,t 0,t

Co(IVH (A, e + 1/ 251401,
Cg(|(A» VoA)\t:o|s + |F0|L1([O,t},H5—1))

< He) + [FolLao,0,m-1))
<
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du coup

?UIT [VoAo|ps— = TUIT %|Vi(A(2))i|Hkl < Cy(I(A, Vo) _ols + [Folpo,4,m5-1))
0, 0.t

nous utilisons enfin (22) pour majorer

TUI? VoA |ms—1 < Cy(|VoAz|,_,|ms—1 + 4/ %WEA@)‘HM&*I) + [ EF2)l L1 (j0,9,m:-1)
0,t =

< Cy([(A, VoA)| _ols + [Fio) (o, m5-1))

Lorsque A € ]0,1/2[, nous utilisons (22) pour majorer

supjo, (| 4@ s + VoA |ms-1)
P 1/2 1/2
< Cy(IVoAe) (t = 0)|me—r + /52 Vi (Al 2 Ay (t = 0)]
+F2) L1 ((0,,15-1))

< Cy(IVoAe)(t = 0)|gs—1 + [Vodolms—1 + [Aw)(t = 0)|m: + |Fio)lLr(0,0,m-1))

< Cy(|(A, VoA)(t = 0)|s + [Fio)l L1 o, 5-1))
puis I’équation elliptique

—AAy — VoV (Ap))i = Fy
pour majorer
Sup[o,t] (|VOV,L(A(2))»L|H9—2 + |F0|Hs—2)
Cy(|(A,VoA)(t = 0)|s + C@O)|F|co(o,e,m:-1))
en dérivant en temps les équations, nous obtenons de méme
supyo,¢ (| Aol =) < Cy(|(A, VoA)(t = 0)[s + C )| F|coo,0,m5-1)nc (0,4, He-2))

En rassemblant ces différents termes nous obtenons I’estimation désirée. L’adjonction

d’un terme de courbure d’ordre 0 ne change pas notablement les calculs. Les esti-
mations peuvent étre étendues globalement en espace avec les réserves géométriques

suppg ¢ ([ Aol r+) <
<

prises dans l'introduction, la constante Cj restant un multiple de la constante obte-
nue pour la proposition 1.3.2. Pour les cas limites, A = 1 et A = 0, il n’y a plus que
A(1) qui soit encore propagée par une équation d’onde, tandis que les composantes
Ap et A(g), respectivement, sont nulles. L’estimation a priori s’obtient sans difficulté
particuliere sur les composantes restantes, en considérant les systemes (18) et (19).
Une des conséquences de cette proposition est que la régularité est propagée de
fagon équivalente par I'opérateur L quelle que soit la jauge Jy vérifiée. Les résultat
d’existence a jauge fixée peuvent donc indifféremment étre établis dans une jauge Jy
donnée, A € [0, 1], et étre ensuite généralisés & I’ensemble de la famille des « bonnes »
jauges Jy. Par la suite, nous travaillons avec la jauge de Lorentz J 1 A=RA=0
partout ol un choix de jauge sera techniquement nécessaire. Cette condition de jauge
a le mérite d’étre invariante par changements de coordonnées sur l’espace-temps, et
nous permet de résoudre directement des systemes diagonaux d’équations d’ondes. La
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notion d’hyperbolicité a laquelle nous nous rattachons est alors purement géométrique,
et provient directement des hypothese faites sur la métrique g. Par la suite, nous nous
appuyons a plusieurs reprises sur la proposition suivante :

PROPOSITION 1.3.5 (Hyperbolicité de lopérateur L). — Soit

LA=F(A,0A,U
(8.Comp.) (4,04,0)
C(A,04,U) = 0

un systeme extérieurement compatible avec l'opérateur L. Les propositions suivantes
sont équivalentes :

i) (A,U) est solution réguliére de (S.Comp.) en jauge de Lorentz.

it) (A, U) est solution régulicre du systéme hyperbolique :

{ OA — (Ric)A = F(A,0A,U)

S.Hyp.
(8-Hyp.) C(A,0A,U) =0

et satisfait a t =0 les contraintes

(23) VI(ViAoj,_y = Vo Aij ) = Fo(4),_y, 04),_,, U},_,)
RA‘t:O - O
Démonstration. — 1) implique ii) de fagon immédiate. Prouvons la proposition

réciproque : & défaut de pouvoir résoudre directement (S.Comp.), supposons que
nous disposons sur un intervalle de temps [0,¢] d’une solution (A4,U) réguliere
(AeCo([0,¢], H5) N CH([0,1], H*7Y), s > % + 1) du systeme

(S.Hyp.) { OA— (Ric)A=(L+TR)A = F(A,0A,U)

C(A,0A,U)=0
avec des données de Cauchy compatibles en jauge de Lorentz, qui vérifient
Vi(V; Aoj,_y — Vo A )= Fo(A),_,,04,_,,U|,_,)
RA‘t:O - O

|t=0

Nous calculons alors :
Vo(RAji=0) = (O Aoj—o — (Ric.)o" Avji=o) — V' (Vi Aoj,_y — Vo Aif,_,) =0
Puisque RL = R(O—Ric.) — RTR =0, il vient
O(RA) = RTRA
= R(O—Ric.)A
= RF(A,0A,U)
D’autre part, la compatibilité du systeme est donnée par une identité de type

RF(A,0A,U)=Q(A,LA—-F)+ Q' (U,C) = —Q(A,T(RA))
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ou @ et Q' sont deux formes bilinéaires données. Il en résulte que (RA) est solution
du systeme :

O(RA) = —Q(A, T(RA))

(RA)\t:O =0

O (RA) =0 = 0
Puisque @ est supposée bilinéaire et que A € C°([0,t], H®) N C1([0,¢], H5~1) avec
s> 5+ % (cf. estimations du lemme B.1 en annexe), nous disposons pour cette
équation d’ondes de ’estimation a priori suivante :

|RA| Lo (0,4, 15) + |Vo(RA)| L (j0,4,15-1) < C(|RAp=o|rrs + [Vo(RA)jp=o|srs—1)

Vu la nullité des données initiales, il en résulte que I'unique solution est RA = 0 sur
[0,t]. Le systeme (S.Hyp.) propage donc naturellement la jauge de Lorentz. Mais alors

OA— (Ric)A=LA+TRA=LA
et il vient naturellement que
(§.Hyp.) = (S.Comp.)

Lorsque (S.Comp.) est compatible, invariant par changements de jauge, et que
nous disposons de résultats d’existence pour le systéme hyperbolique (S.Hyp.), la
proposition 1.3.5 permet de résoudre le probleme de Cauchy pour (S.Comp.) dans
n’importe quelle jauge transverse de type J) :

PROPOSITION 1.3.6 (Bonnes conditions de jauge pour 'opérateur L)
Soit E(x) une famille de transformations dépendant d’un paramétre x d valeurs
dans g, qui transforme

APX A =Ty At e(Ay)

ot e est une fonction analytique vérifiant e(A,0) =0 et linéaire en A. Si le systeme

(S.Comp) { LA=F(A 0A,U)

C(A,0A,U)=0
est extérieurement compatible avec lopérateur L et invariant sous Uaction de E(x),
alors la proposition i) implique la proposition ii) :
i) Toutes données initiales (A, VoA,U)|,_,, |(A, VoA)|,_,|s <0, s > %+ 5, se pro-
longent sur un intervalle [0,t0(5)], 0 < t(8), en une unique solution (A,U), A €
Co([0,to], H*) N CL([0, o], H*™Y) du systéme hyperbolique

(S Hyp) { A — (Ric)A = F(A,04,U)

C(A,04,U) = 0
avec F(A,04,U) € C°([0,to], H*=1) N CL([0, to], H*2).
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it) Il existe un temps 0 < t1(9) < to tel que pour tout X € [0, 1], les données initiales
(A, VoA, U),,_, qui vérifient |(A,VoA)|,_o|s <5, s> 5 + %, et
(24) { Vi(Vi A0|t:0 -V Ailt:o) = FO(Alt:m aA\t:m U\t:o)

IrAji=0 = 0,

se prolongent sur [0,t1(8)] en une unique solution (A,U), A € C°([0,t1], H*) N
CH([0,t1], H*~Y) du systeme (S.Comp.) vérifiant la condition de jauge JyA = 0. De
plus, si F(A,0A,U) est linéaire en (A, 0A) et sie(A,x) est linéaire en x, alorst; = tg.

Démonstration. — En partant de données initiales régulieres

<6, s2= 24 17

2 2

vérifiant les contraintes (24), nous souhaitons obtenir une solution (A% U?) de
(S.Comp.) en jauge JyA* = 0. Nous allons montrer qu’il est toujours possible de se

ramener a des données équivalentes (Ab7 U b) en jauge de Lorentz RA"t:O =0, de

(A5, U%) (A%, VoA")

[t=0" |t:0|S

=
trouver une solution (Ab7 U b) au probleme e‘n Eauge de Lorentz RA® = 0 gréace a la
proposition 1.3.5, et de revenir en jauge Jy par une transformation F(x) appropriée.
Si nous posons at =0 :
Xjt=0 = VoXjt=o = 0 et o~ *V{x |10 = RA?tZO
nous obtenons des données initiales :
A(b)|t:0 = A(h)\tzo € H”
AYymo = Ahzu:o €
VoAj—o = VoAd ,_o — VX0 € H*™
VA% o = VoA, € H*!
qui vérifient la jauge de Lorentz :

RA,_y = a 2VoAf,_, + VJ'A;J.“:O — a2V =0 = 0

ainsi que la formule de changement de jauge :

E(X t= )
Ay AR = Txjemo + A" + e(A7, X) =0

Puisque (§.Comp.) est invariant par E(x)|,_, at = 0, ces données restent compatibles
avec L et vérifient en définitive la contrainte (23). La proposition 1.3.5 s’applique, et
i) suppose que nous sachions prolonger ces nouvelles données par une unique solution

(A%, U"),
A" € CO([0,t0], H*) N CY([0, o], H*™1)
vérifiant
RA” =0
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soit
A" = (2X — 1)a~ 2V Aj € CO([0,to], H*1) N CL([0, to), H*~2)

Suivant les valeurs de A, I’équation a résoudre sur x pour revenir a une solution
(A", U?) vérifiant la jauge Jy A" = 0 differe :

ITx = —Jh A" — Jre(A®, X)

Lorsque A € ]0,1], il vient J\T = o= 2AV2 — (1 — \)A = [, et nous devons résoudre
une équation d’onde avec des données initiales nulles :

{ Oxx = —IaAp — Jae(A,X)
Xjt=0 = VoXjt=0 =0

Si e(Ab, X) est linéaire en x, cette équation d’onde modifiée admet une unique solution
x € C°([0,to], H*) N C([0,t0], H*™1), le temps d’existence est le temps ¢y sur lequel
AP reste borné dans H®. Nous obtenons donc une solution A% du systéme en jauge Jy.
Pour voir que cette solution a bien la régularité espérée, il suffit de reprendre I'inégalité
a priori de la proposition 1.3.4. Si F'(A4,0A,U) est linéaire en (A, 0A), la régularité
initiale est automatiquement propagée sur Af et on vérifie A% € C([0,t0], H*) N
CY([0,to], H*1). Du coup, Tx+e(A%, x) = Af—A> € CO([0, 0], H*)NC ([0, to], H*1)
et on récupere x € C°([0, to], H**1)NC ([0, to], H®). Lorsque e( A%, x) n’est pas linéaire
en y, nous passons par une méthode itérative de type point fixe. Nous obtenons
x € CY. ([0, txs], H)NCL, ([0,tx,5[, H*™1), ol [0, £, 5[ est I'intervalle maximum pour
lequel y reste borné dans H?®. Nous utilisons ensuite la proposition 1.3.4. Lorsque le
second membre F'(A, A, U) n’est pas linéaire en (A, 9A), on peut résoudre par point
fixe 'équation HyA = F(A,9A,U), et montrer qu'une solution A” de (S.Comp.) &
jauge J, fixée reste nécessairement bornée dans C°([0,t], H*) N C([0,t], H*~1), pour
tout temps ¢ < £1(J), avec t1(J) ne dépendant que de la taille des données initiale ainsi
que de la constante Cj, mais pas du parametre de jauge . Si par hasard t) s < t1(9),
alors T'x + e(A°, x) = A% — A" € C°([0,tr5], H*) N CL([0,tx.5], H*') et on récupere
x € C°([0,tx 6], HT) N CL([0,¢A,6], H®), donc ¢y 5 ne serait pas maximal.

Les cas limites (jauge temps et jauge de Coulomb) s’obtiennent suivant un schéma
similaire. Pour A = 1, nous avons affaire a une équation différentielle ordinaire :

{Q_QV%X = —a2VoA’ — a2Ve(A%, x)o
X|t=0 = VoX|t=0 = 0

que 'on résout dans H*~! localement en temps. La régularité H°t! est récupérée
grace au systeme (18), qui est automatiquement vérifié. L’existence sur l'intervalle
de temps maximal [0,¢;] est garantie par un argument similaire & celui développé
ci-dessus. Pour A\ = 0, il faut résoudre I’équation elliptique :

Ay = ViAZ + Vie(Ab, X)i
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cette équation se résout a t fixé dans H*T1, la continuité dans le temps étant donnée
par celle de A° € CO([0,t], H*) N C([0, 1], H*~') et par le systeme (19).

Les résultats que nous venons d’énoncer restent vrais tant que nous disposons de
bonnes estimations sur les termes non linéaires, ce qui est le cas si nous considérons des
données régulieres. [15] montre que la situation se détériore brutalement en dessous
du seuil que nous nous sommes fixés (s > % + 3). Il apparait, entre autres, que les
conditions de jauge ne peuvent pas toujours étre imposées globalement en espace.
Nous éviterons par la suite ce genre d’inconvénients, en construisant des solutions
oscillantes, qui restent tres régulieres a e fixé, et dont les singularités s’accumulent,
lorsque ¢ devient petit, dans des directions conormales & un feuilletage de [0,t0] X X
en hypersurfaces de type nul, fixé une fois pour toute. Notre objectif est de faire un
usage systématique de la proposition 1.3.5, en compensant la perte de régularité a e
petit par un suivi détaillé de la géométrie des oscillations.
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CHAPITRE 2

CONSTRUCTION DE FAMILLES DE SOLUTIONS
APPROCHEES DE (YM) SOUS FORME
DE DEVELOPPEMENTS OSCILLANT
A HAUTE FREQUENCE, MONOPHASES, ET
D’AMPLITUDE MAXIMALE

Nous nous proposons de construire des familles de solutions approchées de (Y M)
sous forme de développements oscillants monophasés de la forme :

Ac(z) = Ao(2) + Y5 €% Ai(z, 12)
(25) $(x) = do(@) + Yiny £/ 2i(2, 12
Ve(x) =X is0 e'?y(z, %z))

ou € € 0,1 est un facteur d’échelle destiné & devenir arbitrairement petit et § une
fonction de phase qui décrit la géométrie des oscillations. Les « profils » (A, ¢, ¥);(x, w)
sont des fonctions 2m-périodiques en la variable w, & Pexclusion de (Ag, ¢o) que nous
choisissons non-oscillantes. Nous recherchons des profils réguliers, au moins bornés
dans C*([0,2n], H® x H® x H*"1/3(%)), s > 2 + 1. La régularité « asymptotique »
de la famille est entierement fixée par le rapport entre I'amplitude et la fréquence
des oscillations. Dans le cas que nous envisageons, les oscillations sont d’amplitude
maximale et correspondent & des solutions du systéme (Y M) bornées seulement sur
H'Y? x H'/2? x L? dans les directions conormales aux surfaces de phase. Nous verrons
que des développements plus singuliers n’ont aucune chance de donner des solutions
oscillantes non triviales du systéme (Y M).

Les degrés de liberté dont nous disposons pour construire les développements ci-
dessus sont d’une part le choix de la fonction de phase 6, en accord avec la géométrie du
probleme a un date ¢ = 0 prise comme origine du temps, et d’autre part une collection
de fonctions oscillantes qui complétent la description des données initiales du systéme.
Un certain nombre de contraintes, représentatives des symétries du systeme, doivent
bien entendu s’appliquer a ces données. Nous les détaillerons dans la section 2.2.3.
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2.1. Choix d’une fonction de phase

2.1.1. Hypotheéses géométriques sur la phase. — Nous commencgons par choi-
sir une fonction de phase 6(z) qui vérifie 'équation eikonale associée a la métrique
hyperbolique g choisie, sur un intervalle de temps [0, o] donné :

(26) g(Vo,vVo) =g¢"*V,0V,0 =0
Cette équation admet deux racines 81 et 6~, vérifiant respectivement
Vob* = +a|Vsh*t| = +ags(VsbT, VyoT)/2

qui peuvent étre construites selon la méthode traditionnelle de résolution des équa-
tions d’Hamilton-Jacobi a partir de données initiales qui traduisent la géométrie du
probléme & ¢t = 0. L’intervalle de temps [0, tp] est une donnée géométrique du pro-
bléeme, et ne sera essentiellement pas modifié par la suite. Nous cherchons une solution
approchée sur un intervalle de temps arbitraire qui ne doit en aucun cas dépendre de €.

HyPOTHESE 2.1.1. — Nous supposerons désormais que Vof = +a|Vsl| et que les
hypotheses de régularité suivantes sont vérifiées :

i) 0 € C=([0,to] x X)

i) |Vol| € [cg ', col, co > 0 sur tout [0, o] x %,

iii) V20 € C>([0, o], H* (X))

En faisant ces hypotheses, nous choisissons de travailler avant ’apparition de caus-
tiques. En particulier, il est important que le champ de vecteurs
l=g¢""V,00,
reste régulier sur [0, ¢p] x X. Au vu de I’équation eikonale, il est clair que
g(l,l) = gtV = g"'Vv,0V,0 =0

c’est-a-dire que [ est un champ de vecteurs nuls, et ses courbes intégrales des géodé-

siques nulles de [0,tg] X X (en termes physiques, il s’agit des « rayons de lumiére »).

Posons % =V = g""V,0V,. Dire que le flot de [ est géodésique revient a écrire
dl

27 — =0

(27) o

Nous notons
Cy ={(t,y) € [0, %] x 2,0(t,y) =V}
les hypersurfaces de phase dans [0, %] x X, et
Coe={y € X,0(ty) =9}
les surfaces de phase & temps fixé dans {t} x X. Les surfaces Cy; caractérisent donc
l'intersection entre deux feuilletages complémentaires de E, 'un (de type spatial) par
la fonction temps t, 'autre (de type nul) par la fonction de phase 6. Naturellement,

le champ de vecteurs nuls [ est tangent aux Cy, et le flot de [ engendre les Cy a
partir des surfaces de phase initiales Cy . Remarquons que 6, [ et Cy sont des objets
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2.1. CHOIX D’UNE FONCTION DE PHASE 31

indépendants du choix des coordonnées, et on peut s’y référer indifféremment sur E
ou sur sa représentation R x 3. Pour finir de décrire le feuilletage de E par les surfaces

de phase, définissons

6% .
Ny = -2 4iiv .00,
2= g Vit

le champ des normales unitaires sortantes a Cy ; dans T2, de sorte que
g(Nr,Ng) =1, g(Ns,Ns) = —1 et g(Ngr,Ns) =0

Posons
«

1
Y1 et ey=—(Np— Ng)=
Vo ¢t 2= 5(Nr—Ny)

61:%(NR+N2): VTOGI,
qui vérifient

gler,e1) =0, glez,e2) =0 et g(er,ez) =2
ou de fagon équivalente

g(l,1)=0, g',l') =0et g(I,I') =2

Les champs [ et I’ sont définis globalement sur [0, tp] x . Par ailleurs, tout choix local
d’un repere orthonormé (ey), I =3,...,n+ 1, sur Cy ¢ vérifie

9(Ng,er) = g(Nx,er) = gler,er) = glez,er) =0

et peut étre prolongé le long des rayons de lumieére sur un voisinage cylindrique de Cy
en résolvant ’équation différentielle

deI
2 _— =
( 8) dS 0161
avec
dN
Cr = —gler, )

Puisque g(Ng,e1) =1 et que g(Nx,e1) = —1, il vient alors

%Q(NR7BI) = g(NR7 %) +g(d(]j\‘ngaeI)
= C19(Nr,e1) + g(er, 42)
=0

de méme que

4 g(Ns,er) = g(Ns, %L) + g(= e))
= Crg(Ns,e1) + gler, 42)
—Cr — gler, 4m)

=0
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32 CHAPITRE 2. FAMILLES DE SOLUTIONS APPROCHEES DE (Y M)

Le champ e; reste donc orthogonal a Ngr, Ny, e; et es tout le long des rayons de
lumiere. Du coup,

Lgler,es) = gler, %2) + g(%L e )

=Cyygler,e1) +Crgler,ey)
=0
c’est-a-dire que

gler,es) =65

Il en résulte que (er)y+, I = 3,...,n + 1, est bien un repere orthonormé sur Cy .,
t € [0,1o]. Calculons

deq d, « d « a dl d o Vb

= gl = (gl oo = (o)L

ds ds Vo0 ds Vb Vb ds ds Vot «
soit

del

(29) 7 1€1

Enfin, puisque
glez,e2) =0, g(er,e2) =2, et g(ea,er) =0

il vient successivement

d€2
— =0
g( dS ’62)
des dey d «
b = - ETRE) = - 7 v N l? = 0
9( d e1) 9( d e2) 9((d8 Voﬂ) e2)
et
d62 deI
BETRE) - y 7 ) — _20
9(5-er) = —gle2, ==) I
ce qui nous permet de conclure que
(30) LERS P
ds 1er
1=3
Nommons (e#) = (e,)*, p =1,...,n+1, les coordonnées de T*E associées au repere

que nous venons de définir et vérifiant e”e;, = d,;. Nous en déduisons la décomposition :
(31) T'E=¢"a&ac"
ol

EV={AeT'E| A= Ae'}

EN={AET'E| A= A?}

EO={AecT'E| A=Y Arel}
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soit, de fagon équivalente sur T(R x X) :
Ao

EY={AeT*RxX)| Ay = —=2V0}
Vol
A
EN={AcT'RxX)| Ay = =2 Vxb}
Vol

E'={AcT*"Rx )| Ay =0 et gu(As, Vsb) = 0}
Nous définissons enfin
Et=rp&l
EE=va &

soit, de fagon équivalente sur T™(R x X) :

2

¥ = {AeT*RxX)| Ay = %gz(vze,Az)}
0

2
EE={AcT"RxX)| A4 = —%gz(vza,z‘lz)}
0

En dérivant le long des rayons de lumiere chacune des relations e*e, = 6%, il vient

de! de
%61 = —eld—sl = —016161 = —Cl
de? 1 dea 1 e,
—eg = —e — = 2¢ ZCIGIZO
ds ds =
de! d
d—esef = —el% =—Crees =—-Cr
donc
d 1 n+1
(32) S e
I=3
puis
de? d
d_esel = —62% = —Cie%e; =0
d 2 d n+1
de ey = —62% = 2¢? ZCIGI =0
I=3
de? d
%e = —62% = —(Cre‘e; =
donc
de?
et enfin ,
d d
%a = —el% =-Ciele; =0
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34 CHAPITRE 2. FAMILLES DE SOLUTIONS APPROCHEES DE (Y M)

d—ele ——eldﬂ—ZeITilC ey =2C
g 2= ds Jeg =207
J=3
de! d
—;S ey = —eI—deJ =—Cjye'e; =0
donc
de!
34 — =2C1€?
(34) ds e
2.1.2. Identités fondamentales. — Une fois spécifiée la fonction de phase 6, la

géométrie du probléme est définitivement figée sur [0,tg] X X. Il est désormais utile de
caractériser les opérateurs linéaires du systéme par leur action sur des fonctions oscil-
lantes de phase 6. Nous nommons respectivement IT¥-™ II¢J, II°¢ et II°P I’ensemble
des potentiels de Yang-Mills, des changements de jauge infinitésimaux (0-forme de E
a valeurs dans g), des champs scalaires et des champs de spineurs dépendant de facon
2m-périodique d’un parametre réel w, dont la moyenne en w est nulle sur toute période
de longueur 27. Nous définissons les fibrés

"™ ey = {As(x) = A(z, @) ot A(z,w) € nym}

3

0(x), . sc
1 470y = {@ule) = o, X2 ot o(0.) € 10
0(x), . s
1 1 = { 0.(0) = v, ") o w0 € 177}
Nous définissons les opérateurs M (d’ordre 1) et Ly (ordre 0), agissant sur les
potentiels réguliers de II¥-™ (4 .), par I'identité :

I ) = {xs@:) = (@, 29 o x(a,w) € HC-J‘}

0 0 0
LA (x) = LA(x, %) + e MO, Az, %) + e 2Lg0% Az, %)
Nous définissons l'opérateur Ry (d’ordre 0) agissant sur les potentiels réguliers de

I g /ey, par I'identité :

0 0
RA.(z) = RA(x, %) + e RyO, Az, %)
Nous définissons lopérateur Ty (d’ordre 0) agissant sur les potentiels réguliers de
Hc'j‘(g/s), par l'identité :

rx.2) = (e, ") e, U2

Nous définissons l'opérateur X (d’ordre 1) sur les champs réguliers de II°“g,. (ou de
Hc'j‘(g/e)) par lidentité :

0%.(2) = 0(z, °2) + = Xaup(z, 2
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(le coefficient de =2

Nous définissons enfin 'opérateur Dy (d’ordre 0) agissant sur les potentiels réguliers
de II°P" (9., par I'identité :

est identiquement nul, puisque 6 vérifie I'équation eikonale)

DY.(z) = Dy(z, e(g—x)) + &' Dyd(z, "(g_x))

nous en déduisons les formules explicites en coordonnées locales :

X¢ =2VY0V,¢+ (00)¢ =216+ (00)¢

Dop ="V, 09

RoA =V A,

Tox, = Vubx

LoA, = V,0V"0A, soit Ly = TyRy

MA, =2V¥0V,A, +00A, —V,(V0A,) — V,0V'A,
soit

MA =XA-T(RyA)—TyRA

Si A ellV™ g/ et ® € II°" (y/.), nous posons :

F'(A.,0A)(x) = F'(A,0A)(x, 0(6—9”)) b e F (A, 0, A) (x, 0(6_9”))
P (@ 080(0) = P11 (6,00)(x, 7)< (6,0, 70
G'(Ac,09.)(x) = G'(A,09)(x, ei—x)) +e71GT9(A, 0.9)(, 9(5_”3))
G (DA, D) (z) = G' (94, ¢)(x,%@)H_lGne(awA,@(x’@)

Ainsi définis, Fly, F11y, GTy et Gy sont des formes bilinéaires & coefficients C*>°. En
coordonnées locales,

Fly(A,04a), = 2[V,00,a,, AY] + [A",V ,,00,a,] + [A,, VV00,.a,]
F119(¢»8w§0)u = Etrl(l)*(vueaw@) + (V,00.,2)r'(1)¢

GI(A, 0,0) = —2r'(1) - A,VY00,0

G (0,a,p) = —r'(1) - VY00,a,¢

ProproOSITION 2.1.1. — Pour tout s > %—F%, Flg, FI, Gly et Gy envoient conti-
nument HS x H® — H*® et

|FTo(A, A e < C|A|gs| Al s, [F ™ o(6, ¢) me |0 | e

G y(A, ¢)|ms < O|d|u=|A

s < Clo

|G10(A7 ¢)

e <C|A

Hs |9 Hs, s
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Démonstration. — Compte tenu des hypotheses 2.1.1, le résultat vient immédiate-
ment du lemme de multiplication B.1.

Reprenons maintenant les identités fondamentales du systeme en tenant compte
des oscillations. L’équation eikonale (26)

VYov,0 =0
donne :
(35) RyTy =0
L’identité de Bianchi RL = V#(V*V, -, =V ,(V"-,)) = 0 se développe, par action
sur un potentiel A € II¥"™ (4., de la facon suivante :

RLA (z) = 873R9L983A(1‘, 9(6_.%'))

0(x)

+e72(RLy + RyM)32 Alw, =)
+e Y(RM + RyL)d, A(x, @)
+RLA(z, @)

=0

En exigeant que cette relation reste vraie pour tout € € ]0,1], nous obtenons les
identités fondamentales suivantes :

RM + RyL =0

(36) RLyg+ RoM =0

RyLy =0

L’identité duale LT = 0 se développe de la méme fagon et donne lieu a des résultats
symétriques

MTy+ LoT =0

(37) LTy +MT =0

LoTy =0
L’identité D? = OIdk + 5 tr(Ric.) fournit quant & elle

D2 = 0(eikonale)
(38)
DDy +DyD =X
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2.1.3. Géométrie des oscillations. — Les hypotheses 2.1.1 sur la fonction de
phase 6 nous garantissent que les opérateurs Lg, Ry et Ty sont de rang constant sur
tout [0, to].

Nous aurons besoin par la suite de décomposer le noyau et 'image de 'opérateur
Lg dans I1Y"™ g /.. Puisque Lg = Ty Ry,

KerLy=KerRyg et ImLyg=ImTy
Par ailleurs, sur T'(R x X), nous identifions
KerRg =E% et ImTy=E"
Nous en déduisons les fibrés :
Iy = Ker Rg NIIY"™ (g¢)

2
o
={AcIlV™ g/ | Ao = =—9=(Vsb, Ax)}

Voo
= EFOTI™ (g c)
et
I, = ImTp NI¥™ g0y
={AcllV™ g | As = 5
= ENNI™ (g e)
Compte tenu de ’équation eikonale RyTy = 0, nous vérifions bien entendu I'inclusion
IT\ C IIy
Nous définissons de méme les fibrés :
o = EYNIIV"™ (g0
={AcIlV™ 4/ | Ao =0 et gu(As, V=) =0}
et
Iy = &Y NIIY"™ 40

A
= {A € Hy.m.(g/s) | As, = —v—(?GVZa}

d’ou les décompositions :

Y™ ey =y @Iy et Tly =1, @1l
soit en définitive :
(39) Y™ g0y = A @© o & 1Ly

Remarquons enfin que

012

« _ Ap
— RpA = 2 A =A
2V00R9 ol (Ol VobAo + (Vz}@, Vg&)) 0

v—oegz
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38 CHAPITRE 2. FAMILLES DE SOLUTIONS APPROCHEES DE (Y M)

donc
2
. a Vol
= R
2(Vob)? (—wa) ’

=L, "Lo= (L, 'Ty)Ry =0

La proposition suivante résume ’essentiel des résultats géométriques dont nous aurons

on peut encore écrire

besoin par la suite

PROPOSITION 2.1.2. — a) 7V X7¥ — X|, et 7°X7" sont des opérateurs linéaires
d’ordre 0 tandis que 7" XmV = 0.

b) TV X1 = 0 tandis que T°X7° = X, €t que 7 X710 est un opérateur linéaire
d’ordre 0.

¢) m' Xnh =0 et X" =0 tandis que 7" X7" = X, .

d) il en résulte entre autres que

OMn® =X Irto
tandis que
' Mr#* =0 et w°Ma"=0
Démonstration. — Nous nous référons localement aux coordonnées radiatives (e', e?)
et (el),I =3,...,n+1 telles que nous les avons construites précédemment.

a) Pour tout A € ITY"™ 4 /),
7TVA = Alel
et compte tenu de (32), il en résulte que
X(nVA) = (X Ay)e' + 24, et
n+1
= (XA1 — 201 A1)61 — 2A1 Z C[@I

1=3
Il vient immédiatement que 7" X7V = 0. Puisque X, A = (XA;)e' il apparait
clairement que 7V Xn7vVA — X, A = —2C4 Aqe! est d’ordre 0 en A, de méme que
X7V = —-24; Y Crel.
b) Pour tout A € Hy'm'(g/a) :

n+1

%A = Z Asel
I=3

compte tenu de (34), il en résulte que

n+1 n+1

d
X(n0A) = (XApe' +) :A1(2£el)
I=3 I=3
n+1 n+1

= Z(XAI)eI + (Z ACrA[)e?
=3 I=3
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donc T0X70A = SN (X Ap)e! et en définitive 70X 70 = Xy, On montre de la
méme facon que 7V X% = 0 tandis que 7" X7¥ = (3°4C1A;)e? est d’ordre 0 en A.
C) Pour tout A € Hy'm'(g/a),
71'AA = A262
et compte tenu de (32), il en résulte que
X(m"A) = (X Az)e? + 24,42
= (XA2)€2
Il vient immédiatement que 7VX7" = 0 et 7°X7" = 0, puis que 7" X7" =
(XA2)62 = X|HA A.
d) M=X—-—TRy— RTy et WVTQZWOTQZRQ’]TO:RQ’TT/\:O
donc
1'Mn® = 79X = X,
oM =Xz =0
VM =V Xa" =0
oM =7V X7 =0
ce qui acheve la preuve.
Il est également utile de décrire Ker Dy et Im Dy dans II°7- (g ).

Dy =~"(Vob — a?1°(Ds)o)
olt (Dy)g = —7V,0 vérifie (Dy)g” = |Vo0|? Idg. Compte tenu de (7), il vient
(?7%(Dx)e)* = ®|Vol| Idk
et les valeurs propres de a®y%(Dx)g sont done +a|Vof|. Comme ?(y%)* = —~7, il vient
par ailleurs /(Dy); = —(Dx)g, et puisque *(7°)* =+, nous obtenons
"(@*4°(Ds)o)* = —(a?4"(Dsx)o)
Les deux sous-espaces propres ST associés respectivement aux valeurs propres
+a|Vx0| sont orthogonaux et de méme dimension K /2. Puisque 0 vérifie Vo =
a|Vs0|, on en déduit que Ker Dy = ST et ImDy =4S~ L’identité Dg = ( issue de
I’eikonale impose Im Dy C Ker Dy. Il en résulte que
ImDy =KerDy = ST =~S~
Nous posons
I, = HSP'(Q/E) NStTetIl. = HSP'(Q/E) ns-
de sorte que
HSp'(Q/E) =1, aIl_
Nous nommons
2 o2

et ™ = ol

7Dy

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



40 CHAPITRE 2. FAMILLES DE SOLUTIONS APPROCHEES DE (Y M)

Il est clair que Kerm~ = KerDy = ST et que Im7+ = Im Dy = ST. En utilisant (7),
il est facile de vérifier que
2

at+ 7T = 2@ 9(270W0V09 + (Y29 + 440 V,0)
g
@
= 2 -2
2V00( « VQ9+O)

=Idg
On voit également que
ata = (—Ol2 PAD2A0 =0 et 7t = (—Ol2 2Dy Dy = (—1 )2DZ =0

T v T T v, T T T gy, 0T

Nous en déduisons

(7Tj[)2 =7t (Idg —7T) = rE
Enfin )

«
Hrt)r = a7 (an?) " tan vV . 0(an?)
2V90
N DV TA va- Jo

2v09a YV Oy

+

=
un calcul analogue donne
(n) =7

Il en résulte que 7% forment une paire de projecteurs orthogonaux, respectivement,

sur I14.
2
PROPOSITION 2.1.3. — ~Drt = OX7t
©~Dr 2V007 T
ou, d’une facon équivalente
Xrt =DyDrt
Démonstration. — Comme Dot = 0 et que %707}9 = 7, il suffit alors de com-
poser l'identité (38) & droite par 7T et gauche par %70 pour obtenir
2 2 2
a® ot " o® b
Xt = DyD ——~"DD =7 D
aves) T T avge! TOUT Tayet DT =TT

Comme 7~ Dy = 0, I'identité (38) donne également
7 Xnt =1 DyDrT + 1 DDgnt =0

il en résulte que I est stable sous 'action de X
2

Tt Xnt = Xat =X+ (X oo

D 0
w0 000 )

Il vient alors

OXrt =7 Dnt

Vol !
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Examinons maintenant la facon dont I'invariance de jauge se manifeste sur la struc-
ture des fonctions Flg, Glg et G'1y.

PROPOSITION 2.1.4. — a) Pour tout couple (Ao, ¢o)(x) de fonctions réguliéres non-
oscillantes, pour toute fonction a™ € Il :

Fly(Ag,a™) e TIn et GMy(a™, ¢) =0

b) Pour tout couple (Af&, 1) (x,w) de fonctions régulieres 2m-périodiques en w avec
A# € Iy, pour toute fonction a™ € I, :

Flo(Af, 0,a") + Flo(a",0,AT) =0 et G'o(a”,dutr) + G o(dua”, 1) = 0

Ces identités traduisent en termes d’oscillations la compatibilité interne des non-
linéarités dominantes du systéme avec linvariance de jauge.

Démonstration. — Considérons un changement de jauge oscillant x. € II%/- (6/¢), ainsi
que des fonctions (4, ¢, V). = (A, ¢, ¥)(x,0(x)/e), ou (A, p,¥)(x,w) sont régulieres
et 2m-périodique en w, éventuellement constantes en w. Pour ces fonctions, nous dé-
veloppons 'identité (13) en puissances de €, et ne gardons que les termes dominants
d’ordre e 2. Nous obtenons l'identité suivante :

(40) F1o(A, Tyo2x) + F1o(Tp0ux, 00 A) = Lo(02[A, x| — [02A,X])

En développant de la méme fagon I'identité (14) et en gardant uniquement les termes
d’ordre e 72, il vient, puisque 6 vérifie I'équation eikonale (26) associée & la métrique g :

Gl y(Tydux, Do) + G e(Tyd2 X, ¢) = 0

Il suffit alors de remarquer que tout élément de II, = Im Ty NIIY"™ 4.y peut s’écrire
a™ = Tyd,x. Le a) vient en posant A = Ag, ¢ = ¢g, vérifiant 9,A¢ = 0 et d,¢p9 = 0,
tandis que le b) s’obtient en prenant A = Af& € Ker Ly et ¢ = ¢1. Nous aurions pu
donner ces formules par calcul explicite en coordonnées locales, mais il nous a paru
intéressant de montrer qu’il s’agit d’une conséquence directe des regles de changement
de jauge).

2.2. Recherche d’équations de profils a jauge libre

La phase des oscillations étant fixée, nous cherchons maintenant & préciser les
équations que doivent vérifier les profils (A;, ¢;,1;) pour qu'une solution oscillante
(A, ¢,1)e de la forme (25) vérifie le systéme (Y.M.) 4 un ordre /2 quelconque,
indépendamment des conditions de jauge retenues.

(D Nous souhaitons mener & bien I’analyse du systéme en s’appuyant uniquement sur ’invariance
des équations. Dans un premier temps, nous détaillons le moins possible 1’écriture des termes non
linéaires, notre objectif étant d’abord d’arriver a justifier nos développements. Nous revenons sur
I’expression exacte des premiers termes dans notre conclusion, une fois assurés qu’ils correspondent
bien a la partie dominante d’une vraie solution du systéme
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42 CHAPITRE 2. FAMILLES DE SOLUTIONS APPROCHEES DE (Y M)

— Pour ce faire, nous commencgons par développer en puissances de € le systeme
(Y.M.) appliqué & (A, ¢,1).. Ce développement primaire & pour but de révéler une
relation de dépendance causale entre les profils d’ordre croissant, et nous conduit a
une succession d’équations de profils a jauge libre.

— Nous entreprenons alors de développer les identités de compatibilité de (Y.M.),
et de réduire les équations de profils en les quotientant par les composantes oscil-
lantes du champ A. qui correspondent & des oscillations de la jauge. Nous séparons
ainsi les composantes véritablement dynamiques (transportées le long des rayons de
lumiere) des composantes libres (partie sous déterminée du systeme) ou polarisées
(partie surdéterminée du systeme) des oscillations.

— Nous finissons la section en donnant un analogue de la proposition (1.3.5) pour
chaque systeme d’équations de profils, qui deviennent du coup exploitables.

Les résultats de cette section sont donnés pour des profils que nous supposons régu-
liers (au sens de la section 1.3.1). Nous vérifierons dans la section suivante 'existence
de tels profils.

2.2.1. Développement primaire. — Le développement primaire du systéme né-
cessite trois étapes :

a) Développement de Taylor du systéme. — La premiere étape consiste & faire un
développement de Taylor du systéme en puissances de . Nous dirons que (A, ¢, ).

est une famille de solutions approchées de (Y.M.) & 'ordre O(¢M/?) si et seulement si

0. = LA, — F(Ac, ¢c,%c) = eM/? Zk>0 5i/20k($» 9(;))
Pz—: = D¢s - G(A€7 ¢67ws) = 5M/2 Ek;o 5i/27)k(xa H(z))

€

Q(—; = ID/lpE - h(A67 ¢67 w&) = €M/2 Ek}o 8i/2 Qk‘(xa g(sz))

ou, de facon équivalente, si chaque coefficient de /2, —3 < i < M est nul dans le
développement de Taylor du systeme. Un calcul explicite nous fournit les expressions

suivantes :
Terme d’ordre e=3/2
Led2 A1 =0
Terme d’ordre e~ :
Lgd? Ay =0
{ Dyd.spo =0

Terme d’ordre e~ 1/2 :

Lod2 A5 + MO,A1 = F19(Ao, 0,A1) + Fg(¢o, 1)
X0,A1 = GLy(¢o, 00 A1) + GH g(Ag, Duihn)
Deawwl =0
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Terme d’ordre £°

Lod2 Ay + MO, As + LA

= F1g(Ag,0,A2) + F1g(A1,0,A1) + F 1 y(ho, 0utp2) + FHo(h1,0.01)
+F1(Ag,A0) + F" (¢, 0¢0) + f(Ao, $0, v0)

X0,A2+ O

= Gly(po, 0uA2) + Glg(d1,0,A1) + Gg(Ag, 0ud2) + GHy(A1,0u¢1)
+G'(Ao, d¢0) + G (D Ao, ¢o) + 9(Ao, po,%0)

DgO.,1p2 + Dipg = h(Ag, ¢o, o)

puis, pour les indices 1 < i < M, les terme d’ordre £%/2 sont de la forme :

LoO?Aiyq + MO, Aiyo + LA;

= Flg(Ao, uAiy2) + F1o(Air1,0,41) + Flo(A1,0pAit)

+F (0, 0udira) + Fo(di1,0001) + FMo(d1,000i41)
+FI(A;,0A0) + F1(¢s,00h0) + F1(Ag, 0A;) + FH (g, 00;)

+fo - (A, ¢iy i) + Fi(Ag, Ay, Op Agy1, Ok Obk, Oy, Vi, kb < i — 1)
XO0u¢iv2 + 0 i

=Gl y(¢0, 0w Aiva) + Gl o(dir1,00A1) + GLo(d1, 00 Ait1)

+G (Ao, Outiva) + GMo(Ait1, 0u01) + G 9(A1, 0udiv1)

+GT (Ao, 0i) + G (9 A0, ¢i) + GT (A, Do) + G (D Ai, do)

+90 - (Ais @iy i) + Gi( Ak, Ay, Op At 1, Pk OBk, O Preg1, Yy b < i — 1)

D98w¢i+2 +ID¢1 = h’/O ( ’L7¢l7¢l) + H (Aka¢ka¢k7 Z - 1)

F,;, G; et H; désignent des fonctions polynomiales a coefficients C'°°, qui regroupent
les termes de plus bas indices. Nous avons noté

0 0 9]
fé ' (Al?¢l?¢l) - 8£(A07¢0a¢0)A =+ 8; i(A0a¢0a¢0)¢

qui est donc un terme linéaire en (A;, ¢;, ;). Définitions similaires pour g} et hg.

(AOa ¢0a ¢0)¢1

b) Séparation des parties moyennes et oscillantes du développement. — La deuxieme

étape consiste consiste a décomposer chacun des termes précédents en sa partie

moyenne et sa partie oscillante. Notons ~ ou Moy( ) la partie moyenne d’un terme

donné, 2m-périodique en la variable w : u( f o U(r,w)dw. La partie purement

oscillante (de moyenne nulle) sera désignee par x ou Osc(-) et définie par : (ac w) =

u(z,w) — u(z), la décomposition obtenue est univoque. Rappelons que les fonctions
*

*
Ap et ¢o sont des fonctions non-oscillantes, i.e. 4o= 0 et ¢o= 0, tandis que ¥y a
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une partie moyenne et une partie oscillante. Rappelons enfin que d,, est inversible sur
I’ensemble des fonctions 27-périodiques de moyenne nulle. Le noyau de 0, est bien
stir 'ensemble des fonctions moyennes.

Nous dirons que (A, ¢,1). est une famille de solutions approchées de (Y.M.) a
ordre O(¢™/?) en partie moyenne, & Pordre O(e™~1/2) en partie oscillante sur les
(Aji, ¢;), & Pordre O(eM/2) en partie oscillante sur les (1), si et seulement si

O, =LA, - F(Asv ¢57¢£) = EM/2 ZEi/Q(E_l/Q (61'*1 (:L‘, —) + 61(.%'))

i>0

Pe =06 — G(Ac, b be) = eM2Y icpp €2 (e71/2 Pica (z, @) + Pi(z))

Q. = 'Dwa - h(Asa ¢£a"/}5) = EM/2 Eo<i<1\/p Ei/z(@i(x)+ éz (LL', 9(;)))

ou, de fagon équivalente, si les systémes suivants sont satisfaits :

P2 Led2 A1=0
’ Dy =10
(P-1) Lo0% Ay=0
’ DyOy =0

(que nous interpréterons comme des conditions de polarisation des premiers termes
oscillants), puis

LAy = Moy Fly(A1, 0, A1) + Moy F1lg(6,,0. 1)
+F1(Ag, dA0) + FH (0, o) + F(Ao, b0, Do, tho)
Odo = Moy Glo(éy, 0 A1) + Moy G o(A1, 0, 6,)
+GT(Ao, Do) + G (D Ao, do) + §( Ao, do, o, 1)
Dipy = h(Ao, ¢o,v0)
Lo02 s +M0, Ay = FTo(Ao, 0 /1) + F7o(60, 0. 61)
X0y 61 = Glo(do, 0 An) + Gg(Ao, B 61)
Dy0.,, 122 +D 120 ~h (Ao,éi)o,lZo,lZo)

(5,0)
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puis pour les indices 1 < i < M :

LA; = Moy Fg(A441,0, A1) + Moy FT(Ay, 8 Aip1)
+ Moy FII@((Zi+17 O ‘21) + Moy FII@(%D O ‘2¢+1)
+FI(A;,0A0) + F1(¢i,000) + F1(Ag, 0A;) + F11(¢o, D;)
7 (A, Gise) + Moy(f - )
+]?¢(Ak,3z4k,;lk+1,¢k,8¢k,q§>k+1,¢k,/€ <i—1)
O¢: = Moy Gle(:ﬁwrp O ;11) + Moy Gle(:ﬁl»aw /*lz'+1)
+ Moy G g (A1, 0 61) + Moy Go(A1, 0, 14.)
+GT (Ao, 0i) + G (9 A0, ¢i) + GT (A, 0o) + G (D A;, do)
3 - (Ai, i ) + MO}’(% . 121‘)
+§i(AkaaAk,j{k—o—l,¢k,a¢k,%k+1’¢k,k‘ <i—1)
Dipi = hiy- (As, ¢i, i) + MO}’(;L; : 121‘) + Hi(Ak, b k < i — 1)
Lod? ;11'4-3 +MOo,, ;11'4-1 +L ;11'—1:
Flo(Ao, 0 Air) + FTo(A000 ) + F1o(00, 0 6511) + F/o(61,0 61)
+ Fi (A, 04, 00 Axi1, b, 06k, Dudpst, i b <i— 1)
X0, (};i+1 +0 551'71 = G'y(¢o, Ou ;114-1) +GLo(ds, 0., ;11)
+ G (A0, 01 G14) + G o( A, 0 )
+ G (Ak, 0Ak, Ou Aki1, Bks Ok, Oudroi1, Vi, k < i — 1)
D10l Dy +D 0 = ho (A dir 5+ Fy - (1) + Osel ()
+ M (Aps bt b < i — 1)

Les nouvelles fonctions _7*—‘ i ]T'i, éh ,C'Z-, ﬁ“ et 7‘~(i sont des polynomes a coefficients C*°,
qui regroupent les profils (Ag, 0Ag, OpAkt1, Ok, Obk, OpPrt1, W) d'ordre k < i — 1,
et que nous ne souhaitons pas détailler d’avantage ici. Réécrivons les systemes (.S, 1)
précédents sous une forme plus synthétique :

LAy = Fo(Ao,aAo,;h,aw ;11,%,3%,;517% 2)1#%’120)
Odo = éo(AoﬁAo,;h,aw ;11,%73%,;5178‘” :ﬁl,%,zzo)
Dijo = Ho(Ao, $o,%0)
Lyd? As +MA, Ay = lt—'o (Ao, O A1, 60,0 ;;)1)
X0, (21 = C*;o (Ao, O ;117¢073u ‘21)

Dy by +D by = Ho (Ao, b0, P0, o)
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Puis pour les indices 1 <7 < 2M :

L‘Zi = F/O (A“aAlaa A1+1,¢1,3¢1,5 ¢1+1?¢17¢ )
+~F (Akn8Ak7Ak+1a¢k7a¢k7¢k+lvwka 7/ - 1)

D¢’L - (A’LaaA’Ha A’L+17¢laa¢laa ¢z+17¢’n¢)
+gz(Ak:78Ak7Ak+17¢k78¢k7¢k+17wk7 Z - ]‘)
DQZ’L_ ( 17¢17wl7¢)+H(Aka¢k7¢k7 Z_l)

Lg0? Az+3 + M@ A1+1 +L Al 1
= Fo (Ai,04;,0., Az+l7¢z78¢zaa ¢z+17¢z»¢ )
+ Fi (Ak,3Ak,Ak+1,¢k,3¢k,¢k+1,¢k, <i—1)
X0, ¢1+1 +0O (251 1= Go (Al,(‘?A“@ A1+1,¢1,8¢1,8 ¢1+17¢u¢ )
+ gz (AmaAk,AkH,¢k73¢k7¢k+1»¢k» <i—1)

Deaw 1Zi+2 +D 121 Ho ( “@WM/J )
+H1 (Ak7¢ka¢ka 7“_1)

Nous avons posé

1~70(A073A0,;1173w ;117¢0,8¢0,¢1,8w ¢17%7¢o)
— Moy F'g(A1, 80 A1) + Moy F' (6,0, 61) + F1(Ag, DAo) + F1 (¢, Do)
+.]?(A07¢071207w0)

Go(Ag, 0Ag, A1, 0. A1, b0, 00, b1, 0 b1, D0, V)
= Moy G ¢(y, 0 A1) + Moy G (41,0 ;) + G (Ao, Do) + G (9 Ao, do)
+ §(A07 ¢0ﬂ;07¢0)

) = h(Ao, do, %)

) = Flo(Ao, 8 A1)+ F (00, 0 61)

Go (40,00 A1, 60,00 61) = Go(60, 0 A1) + G g(Ag, Dy 1)
Hy (Ao, b0, d0. ) =h (Ao, do. Fo. )

qui sont des termes non linéaires, polynomiaux en

H (Ao, d0, %o
FO (AOaaw A1a¢076w d)l

(Ao, DAg, A1, 00 A1, b0, 00, b5 D b1, %0, o)
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a coeflicients C*°, puis
~7 ~ ~ * ~ ~ * ~
FO ! (A“ 6‘41’ aw Ai+1a d)ia 8(251, 600 ¢i+1? Qpi) wz)
= — Moy F'4(d,, ;11'4-1, ;11) + Moy FI@(;h, Ou ;11'4-1)

- MoyFHg(ad ¢i+17¢1) + Moy FHg(gi)l,@w ¢i+1)
+ FI(A;,040) + F (i, 0¢0) + F1 (Ao, DA) + F (¢, )

*

+ fb - (Ai, i i) + Moy (ff -(1,)
~7 ~ ~ * ~ ~ * ~ %
GO : (A'u aAiaaw A'H»la ¢i78¢i7 aw ¢¢+1»¢i7¢i)
= — Moy G’ (00 41, A1) + Moy G' (6,0 A1)

— Moy Gllg(aw j{i+1a ¢1) + Moy GIIO(AZla o ¢i+1)
G1(Ag,00:) + G (D Ag, ¢:) + GT(A;, Do) + G (D A;, o)

*!

ﬁz) : (A/iagia{/;’hqzi) = I : ( Z7¢z7wl) + MOY(hO (’(Zz))

(AzaaA“a Al+17¢178¢178 ¢1+17¢M/J )
= FI@(A078LU Ai+1) + FI@(Aivaw Al) + FII@(¢078LU ¢i+1) + Flle(g’ivaw ¢1)

* ! ~ ~ * ~  ~ * ~ %
GO : (A’La aA’haw A’H—l) ¢i76¢ia aw ¢i+17¢ia¢i)
— G (60, 0 Aii1) + Glo(s, 0 A1) + G o (Ao, D, Gi1) +GMo(Ai, 0 6y)

* ! ~ o~ o~ % */ ~ o~ o~ ~ * %! *
H - (A, bi, i, ;) =hg (A, disthi) + ho - (1) + Osc(hg (1))
qui sont linéaires en (/L,aﬁi,aw ;1i+1,$i,8$i,8w ¢i+1,zzi,wi), et qui dépendent de
*
fagon C*° des profils dominants (A, ;11, @0, 01, %0). Nous userons parfois d’une nota-

tion simplifiée de type Fy (i), par mesure d’économie, pour désigner ces termes dans
les calculs ou nulle ambiguité n’est possible. Si U et V' sont deux fonctions oscillantes
2m-périodiques en w, alors Moy (U9, V) = — Moy(V9,,U). Nous retrouvons bien

Moy F' 0(Az+1,8 A1) = — Moy F' 9(Ou A7,+17A1)
— Moy F (0., ¢¢+1, ¢1)
— Moy Gle(aw :ﬁzﬂrl’ ;11)

— Moy G 4(,, ;114.1, qzl)

MOYFH (*z+1va o3
MOyG 9( z+178 A
Moy G o( A1, s <251

)
)
)
) =

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



48 CHAPITRE 2. FAMILLES DE SOLUTIONS APPROCHEES DE (Y M)

Enfin (ceci nous servira lors de la résolution des équations de profils),

REMARQUE 2.2.1. — Nous retiendrons que

05 Fo (Ao, A1, 60,00 &) =Fo (Ao, Av, b0, 1)

de méme que
95" Go (Ao, 0. A1, ¢0, 00 ¢1) =Go (Ao, A1, b0, b1)

¢) Polarisation des oscillations. — La derniére étape consiste a reformuler chaque
(S,4) sous forme d'un systeme (C,i) portant exclusivement sur les inconnues

~ ~ ~ * * *
(As, iy i, T Aiyas Giy1, T ;) accompagné d’'une condition de polarisation (P,7)

* *
portant sur les composantes oscillantes (7% A;v3, 7 ;). Pour tout indice 1 < i,
décomposons la partie oscillante de chaque A; en :

*
\ A 0 \
Ai=af +a) =al +a) +a;

* * *
en adoptant la notation af = 7 A€ My, a = 7" A€ 1ln, af = 70 A;€ T et

% i
vV
%

*
v A;€ I, conformément aux définitions de la section 2.1. Les deux premieres
équations

a

* *
Lod% A= Lpd% A2=0

sont équivalentes a
* . v * . v
A1€ 1y soit af =0 et Asxelly soit ag =0

De méme, pour tout indice 0 < ¢ < N, nous décomposons la partie oscillante de
chaque spineur v¥; en

* * *
V=t + Y
* * * *
en notant z/;;": 7t eIy et o7 =7 ¢;€ II_. Conformément aux remarques de la

section 2.1, les équations
* *
Deaw ¢o= Deaw ¢1= 0

sont équivalentes a

*

* * *
e Il;, c'est-a-dire ¥, =0, et e Il,, c'est-a~dire ¥, =0
0 0 1 1

Pour les profils d’indice ¢ > 3, la condition de polarisation n’est que partielle, car il
faut absorber une composante résiduelle issue de l'interaction non linéaire des profils
d’indice inférieur. Puisque

Im Lo NIIV™ g0y = TIA et Ker Lo NITY"™ gy = Ty

toute équation du type
LoU+V =0
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ot U et V € II¥"™ 4,y sont des fonctions oscillantes de phase /¢, est équivalente
aux conditions :

™V =0
1-—7MV =0 s 3o
B c’est-a-dire & OV =0
(1 -7 = L,'7"\V

™vU = L,'n"\V
D’une facon similaire, les équations de type
Do +V =0

ouU et V € II*7 (g, sont équivalentes a
V=0
U =D, 7tV

Lod? As +M3, A1 = Fo (Ao, 0 A1, 0,0 6,)

est équivalente & :

Il en résulte que I’équation :

1My A1) = 7°(Fo (Ao, 8y A, 0,0 61))
V(M A1) = 7V(Fo (Ao, 0 A1, o, D 61))
et
aY = Ly 052 (— M, A1+ Fo (Ao, 2 A1, 0,0, 61))
= ¥ (A, 040, Ay, 60, 00, b1, ¥0)
Puis, pour 2 < ¢ < 2M, I’équation
LyO? ;11‘+3 +Mao, /*1i+1 +L ;11'71 = 1*7‘:) (ﬁz,aﬁz,a ﬁwn%ﬁ%»a %H,{Zm*m)
+]-‘1 (Ak,(‘?Ak,Ak+1,¢k,5¢k,¢k+1a¢k, <i—1)
équivaut a
AO(M, Aip1) = 7T0( L Ai +f‘; (A, 04,0, Azﬂ»%ﬁ%»% %i+1»"ziv"zi)
+f1 (Ak,3Ak,Ak+1,¢k,a¢k,¢k+17¢k, <i—1))
R0, o) = 7Y (<L i TR (A 044,00 Aiss, 33, 001, 0 iy, D)
+ Fi (AmaAk,AkH,¢k73¢k7¢k+1»¢k» <i—1))
et . .
alys = L9_1/8727TA( MO, Aiy1 —L Aia
+ﬁ0 (A, 04,0, Az+1,¢1,6¢>l,8 b1 s y)
+ Fi (Ak,aAk,AkH,¢k,8¢k,¢k+17¢k7 <i—1))
= a1+3(Ak,aAk,Ak+1,¢k,a¢ka¢k+la¢k, < 19)
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L’équation
* * * —_— %
DoO. by +D thg=H g (Ao, ¢o, 1o, 1)
est quant a elle équivalente a :
*+ * —_— %

n D ¢0 =7 (HO (A07 ¢0a¢07w0))

et
*_ . 1 * * —~ %
g =Dy 0, n (D gy — Hy (Ao, 0,0, %q))
=15 (Ao, Po,%0)

* *
En appliquant la proposition 2.1.3, il vient que 7~ Dzt ¢ = %70X7ﬁ Y. La
derniere condition se réécrit alors

* * — x
X ¢f =Dy Hy (Ao, b0, %0, 1)
Pour les indices 2 < i < 2M, I'équation
* * * ~ o~ o~ % *
Deaw wi+2 +D ¢1: H/O : (A’La ¢'La¢l7w1)+ Hi (Ak7 ¢ka¢ka k < 1 — 1)

est équivalente a

X wj = DQ(H/O . (gi7$i71;i7wi)
+,;:(’L (Akad)kalpk)k Si— 1) -D w’b_ (Ak,¢k,¢k,k Si-— 1))
et

* *

biyg =Dy 05w (D ¢, —Ho - (A, bi, iy ;) — Hi (Ak, O, Yr, b <i— 1))
= ’(/}7,_4»2 (Ak7¢k71/)k»k < 7/)

Il en résulte que le systeme (S, 0) est équivalent au systéme

LAy = Fo(Ag, 040, A, A1, 60,060, 01,00 61,00, D)
DQEO = go(Ao,aAoith,aw ;11,%,3%,;517% 2)17%,120)
Dipo = Ho(Ao, ¢o,%0)

Ar = At
(C,0) TO(M, A1) = 7TO(I*FO (Ao, D Av, b0, Do ¢*51))
7V (Ma, ;11) = WV(I*?O (Ao, O ;11,¢0,8w 2’1))

X0, :ﬁl = C*;o (Ao, O /*h,¢073u :?1)
120 = 1#*8'
X w} — Dy H (Ao,¢o7%ﬂzo)
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accompagné des polarisations

(P,0)

ay = L;18;2WA(—M8M ;11 + Fy (A, 0, ;h’ébo,aw ¢1))
’(/}; = D;13;1W+(H0 (A()a ¢07%7w0) -D wO)

puis pour tout indice 1 < i < M, le systéme (5, 7) est équivalent au systéme

LAvi_F/ (A, 04;,0, Az+la¢zaa¢z7a ¢z+1»¢w¢)
+F (Ak,f?Ak,Ak+1,¢k,3¢k,¢k+1a¢k, <i—1)
Dé: = Go.(A, 04,0, Am,@,adn,@ b1 )
+gi(Ak78Ak7Ak+17 ¢k,5¢k,¢k+1a¢k, <i—1)
Dy = H'y.(A w¢m¢u¢)+H (Ak, Gry Vi b < i — 1)
Aisr = AZ+1 + i (An, 044, A, 91, 06 Os1 ik < i —2)

(MO, AiH):w( LAy +Fo.(A, 04,0, Az+1,¢>z,a¢z,aw Bivrs s r)

+.7:1 (Ak7aAk‘7Ak‘+17¢k76¢k7¢k+1?¢k‘? Z_l))

Wv(Maw 121'—0—1) =7 ( L Al 1 +F (AlaaA“a Al+1a¢laa¢laaw ¢i+1a{p{ia¢i)

+ Fi (Ak,aAk,AkH,¢k,5¢k,¢k+17¢k7 <i—1))
X buya = ~0 61 G0 0800 Aii1,00, 060,01 D, )
+ gz (Ak,3Ak,Ak+1,¢k,a¢k,¢k+1,¢k, <i—1)
121-:1/}?+1/1¢ (Ak7¢k»1/1k» <i-2)
X *+i:D9(I-*I'o-( i»¢i»wi»"/}‘)
s (g bk <= 1) = Dby (g gtk < i — 1))

accompagné des polarisations

\ —19-2_A h *
alys =Ly 05°1"(=MO0O, Aiy1 —L Ai1

+F/ (gi,agl,a 121—0—1751765176 ¢1+17J'L7wi)
+ F’L (Akn 8Ak7Ak+17 ¢k:7 8¢k¢7 ¢k+17wk7 Z - 1))

*

¢’L‘_+2 :De_lac:lﬂ-_‘—(HIO'(Aia¢ia¢i7¢ )+ Hl (Aka¢k7¢k7 Z_l) IDQZ'L)

(On convient que les profils d’indice négatif qui apparaissent dans les expressions

sont nuls). Les systemes (C, i) tels qu'ils apparaissent ci-dessus semblent nettement
plus satisfaisant que les (.9,4), en ce sens qu’ils ne portent plus que sur les inconnues

*

~ * ~ % ~
(As, Ay, Gy Gip1, Vi ), et apparaissent clairement découplés les uns des autres.
Il nous reste cependant a prouver la compatibilité de chacun de ces systémes avec
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lopérateur L, et a vérifier que les polarisations successives des profils n’entravent pas
d’éventuelles oscillations de la jauge.

2.2.2. Développement des conditions de compatibilité du systéme et ré-
duction des équations de profils

Développement de l'identité de Bianchi. — La relation de compatibilité (2) donne,
pour les solutions approchées que nous envisageons,

R(F'(Ac,0A.) + F' (¢, 002) + f(Ac, dc, 1))
= Qf(Ac, LA, — F'(Ac, 0A:) — FM (¢, 00:) — f(Ac, de, )
+ Qq(¢e, D¢ — G'(Ac, 09c) — G (DA, 6:2) — g(Ac, b2,2))
+ Qn(¥e, DY — h(Ac, e, e))

que nous développons en puissances de €, en rappelant que Qf,Q, et @ sont
bilinéaires. Pour les parties oscillantes du développement, il vient

— & Tordre e73/2 :

R0, Fo= Q¢ (Ao, Ly0? ;11)
—a lordre e 1 :
Rodu(Fh(1)+ F1) = Qf (Ao, L2 Az) + Ose(Q (A1, Led2 A1) + Qn (0, Dode )

~ alordre e=1/2 ;

Rgaw(fg(2)+ %2) +R 130
= Q (Ao, Ly02 ;13 +MO, ;11 - ﬁo) + Qg(d0, X0y, 921 - éo)

+05e(Q (A, Lod? A2)+Qp(Az, Lod2% A1) +Qu(tb0, Dodis 1) +Qun (11, Do 1y)
— & Vordre £° :

Rod.(Fi(3)+ F3) + R(Fy(1)+ F1)

— Q1 (Ao, Lo®2 A4 +MO, Ja ~Fp(1)— F1) + Qydo, X0 6 ~Gp(1)— &)
+ 0se(Q(Ar, Lod2 As +My A1 — Fo)) + Osc(Qq (b1, X0 61 — Go))
+ 05¢(Qu (v, Dadsy 1y +Difo — Hy)) + Osc(Q(Az, Led? Az) + Q(As, Lod2 A1)
+ Osc(Qn (11, DpO., 121) + Qn (Y2, Dy0,, 120))
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— & lordre /2 :
Ry (Fy(4)+ F4) + R(Fp(2)+ F2) =
Q1 (Ao, Lo, As + MO, Ay —Fp(2)— F2) + Qyld0, X0u by +0 6, ~Gh(2)— Ga)
+05e(Qn(t0, Dods by +Diby — Hp(1) —Hy))
+Qr(A, LA — Fo)) + Osc(Q(Ar, Lod2 As +My As —Fh(1)— 7))
+Qy (1,000 — Go) + Ose(Qy (b1, XD by —Gi(1)— G1))
+05c(Qn(th1, Dol 1y +Di — Hp))
+0se(Q(Az, Lod2 As +Ma,, 2y — Fy)) + Ose(Qq(6gs X,y 6, — Go))
+Osc(Qf(As, Lod? As) + Q(As, Lod% A1)
+0sc(Qn (12, Dy0,, 121) + Qn(¥3, Dy0,, 120))
—alordre e¥/2,i>1:
Rodu(Foli + 2+ Fiya) + ROFY(0)+ F1)

*

= Q(Ao, Lg®? Aips + MOy Aip1 +L Ais —15:)(@— Fi)
+ Qg (p0, X0 ¢*5z‘+1 +0 ¢*5i71 —G*f)(i)— éi)
T Ose(Qu (0, Doy b5 +Dis; — Hii) — H,))
+ > (@A LA - Fy(k) - F)

Jtk=i,1<j<i—1
+ 0se(Q(Ayy LoD Apra +M3y Apsa +L Ap —Fi(k+1)— Frsr))
+ Q65,0 — Gh(k) — Gi)
+ OSC(Qg(;;jaXaw (;;k+2 +0 ;;)k —Gt()(k +1)— ék+1))
+080(Qu(ty. Dol Vi +Dx — Hy (k) ~ M)
+ Qf(/*li, LAy — Fo)) + Osc(Qf (A, Lgd? A4 +M3, As —F*f)(l)— ]*-'1))
Q180 — Go) + O5e(Qy (61, X0 by —Gp(1)— G1))
+ Osc(Qn (v, Do, 122 +Dvy — Hy))
4 05e(Q(Ass1, Lod? Az +MOy A1 — Fo)) + 0se(Qy(41, X0 &) — Go))
+O05e(Q (Ao, Lod? A2) + Qp(Aiss, Lod2 A1)

+ Osc(Qn(Yit1, Dol 121) + Qn(Viy2, Dy 120))
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Nous en déduisons :
PROPOSITION 2.2.1. — a) Siay =0, alors

*
Ry Fo=20
*
Sial =ay =0 ety =0, alors

Ro(Fy(1)+ F1) = 0
b) SiaY =a3y =0 ety =17 =0, si (Ao,af,qﬁg,;ﬁl,{bvg,w{)") est solution de (C,0) et

si (ay, 5 ) satisfont & la polarisation (P,0), alors
* *

Ry(Fo(2)+ F2) + RO, Fo=0

* * . - * . *
c) Siay =ay =0 et py=1p; =0, si (Ak,ak#+1,¢k,¢k+1,¢k,¢;j) sont solutions des
*

systemes (C, k) successifs et si (ay, 5,V ,o) satisfont auz polarisations (P, k), pour
tout 0 < k <i—2, alors

*

Ry(Fo(i +2)+ ]*-'i+2) + RO, (Fo(i)+ 3’*-'1‘) =0

Nous utiliserons ce résultat pour montrer que les systemes (C,i) successifs nous

*
laissent libre choix de la composante az‘A+1 de chaque A;y;. Pour les parties moyennes
du développement, nous obtenons les expressions suivantes :
—alordre =1 :

Moy (Q (A1, Led2 A1) + Moy(Qh (10, Do thg)) = 0

— & Tordre e~ 1/2 :

Moy (Q (A1, Lod? As) + Qf(As, Led? A1)

+ Moy (Qn(th, Do 1) + Qn(t1, Dydl 1)) = 0

(Ces deux premieres identités ne nous apportent aucun renseignement utile, des lors
qu’elles recoupent les conditions de polarisation des premiers profils oscillants).
— & lordre € :
~ ~ * * * *
RFo = Qf(Ao, LAy — Fo) + Moy(Qy (A1, Le03 A3 +MO., A1 — Fo))
+Qg(¢0, Ddo — Go) + Moy(Qy(¢1, X0, &1 — Go))
*
+ Moy ((Qn(v0, DoOu V3 +Dtho — Hy))
* *
+Moy(Qy (A2, Lo0Z Az) + Qf(As, Lg% A1)

+ Moy (@ (1, Dod 1) + Qu(th3, Doy 1))

MEMOIRES DE LA SMF 90



2.2. RECHERCHE D’EQUATIONS DE PROFILS A JAUGE LIBRE 55

— & lordre /2 :

R(Fy(1) + F1) = Qs(Ap, LA, — Fy(1) — F)
+ Moy(Qf (A1, Lod® Ay +May, As —Fiy(1)— 71))
Q{60,011 — Gh(1) — Gr) + Moy(Qy (b1, X0, 6 ~Gip(1)— G1)
+ Moy (Qu (0, Do, g +Diby — Hi(1) — Hy)
+Qp(A, LAy — Fo) + Moy(Q(Az, Led2 As +M8, Ay — Fo))
+ Q1,00 — Go) + Moy (Qq (65, X0, &, — Go))
+ Moy (Qn(t1, Dadl, 1y +Diby — H))
+ Moy(Qy(As, Lod2 A2) + Qp(Aa, Lod2 A1)

+ Moy(Qn (g, Dods 1) + Qn (i3, Dod tho)
— enfin, & Pordre /2, i > 1 :
R(Fy(i) + F) = Q¢(Ao, LA, — Fy(i) — )
Moy (Q; (A1, Led? Auvs ~My Avsr +L As1 —Fi(i)— F4))
Q60,0 — Gali) = Go) + Moy(Qy(r, X b1 +0 by ~Glli)— G1))
+ Moy (Qu(to. Dodls 40 +Ds — Hi(i) — Hy))
+ Y (U@ LA - Fyk) - F)

JHk=i,1<j<i—1

+ MOY(Qf(;le,Leai ;lk+3 +MO,, ;1k+1 L Aps —Ef()(k)_ j*:k))
+ Q95,0 — Gh(k) — Gr)
Moy (@ (b0 X0u dreys +0 by —Ci(k)— Gi)
+ Moy (Qn (5, Dg., 1Zk+2 +Dypy, — Hi (k) — Hk)))

+Qf(As, LAy — Fo) + Moy(Qp(As1, Led? As +M0, A1 — Fo))

+ Qy(1, 060 — Go) + Moy (Qy(6,.1. X0, &, — Go))

+ Moy (Qn (s, DgO., 122 +Dyy — Hy))

+ Moy(Qg(Aiya, Lod2 As) + Qy(Asrs, Lod2 Av))

+ MO}’(Qh@ZHp D0, 121) + Qh(izwzv Dy0,, 1Zo))
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Nous en déduisons la proposition :

* *
PROPOSITION 2.2.2. — a) Si af = ay = 0 et ¢y =17 = 0, alors le systéme (C,0),
pris conjointement avec les polarisations (P,0) qui l’accompagnent, est compatible
extérieurement avec lopérateur L (au sens de la définition 1.3.1). La relation de
compatibilité s’écrit :

R.i’;o = Qf(A07LA0 — Fo) +MOy(Qf(A1,L08‘% As +MO, A1 — Fo))

+Qy (0,0 b0 — Go) + MOY(Qg(;;laxaw 551 - éo))
+ Moy ((Qn(vo, Dy, 1y +Dtpg — Hy))

* * ~ — * . *
b) Siaf = ay = 0 et Yy=1p;= 0, si (Akyak#+17¢ka¢k+17wk7w]—:) sont solutions
*

des systemes (C,k) successifs et si (a) g,%;, o) satisfont auz polarisations (P, k),
pour tout 0 < k < 1, alors le systéme (C,i) accompagné des polarisations (P,i) est
compatible extérieurement avec l'opérateur L, et sa relation de compatibilité s’écrit :

R(Fy(i) + F;) = Qs(Ao, LA; — Fi(i) - F))
+ Moy (Qr(A1, Lod2 Aiys +MOy Aser +L Ai 1 —Fp(i)— F2))
+Qy(¢0, 06 — Gii) — Gi)
Moy (Qy (s X0 dryy +0 6,y —Ghli)— G1))
+ Moy(Qun (100, Dodu hysq +Dis — H(i) — H:))

REMARQUE 2.2.2. — Les résultats des propositions 2.2.1 et 2.2.2 relevent du bon
sens, puisqu’ils nous disent simplement que le développement de I'identité de com-
patibilité d’un systeme donne bien les identités de compatibilité du développement
de ce méme systéme (en d’autres termes, le développement de Taylor d’une loi de
composition donne bien, au moins globalement, la composée des développements de
chacun de ses membres) ... Encore faut-il vérifier que ce résultat reste vrai terme a
terme lorsqu’on tronque les développements a un ordre arbitraire. Il est indispensable
que la condition de compatibilité de chaque (C,4) n’implique que des profils donnés
par par les (C, k) d’indice k < i. Or nous sommes précisément dans le cas limite ou
chaque (C, 1) porte sa propre condition de compatibilité, ce qui rend son intérét au cal-
cul explicite qui précede. Des développements oscillants plus singuliers que ceux que
nous envisageons conduiraient fatalement a rompre la chaine de dépendance causale
qui gouverne les (C, ).

Comme corollaire immédiat de la proposition 2.2.2 et de la proposition 1.3.5, nous
concluons que les systemes (C, i) successifs propagent n’importe quelle bonne jauge
sur la partie moyenne des profils E, i > 0, ce qui deviendra, le temps venu, une
condition importante pour résoudre les (C,1).
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Réduction du systéme. — Nous allons maintenant exploiter la proposition 2.2.1 pour
achever la description géométrique des oscillations du champ de jauge.
*

*
PROPOSITION 2.2.3. — a) SiaY =0 ety = 0, alors la composante ay® de Ay est libre

et n’intervient pas dans les équations du systéme (C,0). La composante dynamique a

*
de A1 est entierement déterminée par une équation de transport sur le fibré Il :

X‘Hoawa(f =70 1;0
* * *
SiaY = a3y =0 ety =¢; =0, alors la composante ay de Ao est libre et n’intervient
pas dans les équations du systeme (C,1). La composante dynamique a3 de ;12 est
entierement déterminée par une équation de transport sur le fibré Ily :

* *
X, 0wy = 7°(Fo (1)+ F1)
* * - ~ * ~ *
b)siay =ay =0 et hy =17 =0, si (A, a1, Ok, Gpr1, Y, ¥y ) sont solutions des
*
systemes (C, k) successifs et si (ay 5,y ,) satisfont auz polarisations (P, k), pour
tout 0 < k <i—2, alors :

*
— la composante a; | de Aiy1, firée d’avance par la contrainte (P,i — 2), est une

~ * ~ * ~ *
fonction polynomiale des (Ag, Axy1, Ok, Opp1> V> y), k <i—2,
*

— le choiz de la composante ay, de A1 est libre et n’intervient pas dans les

équations du systéme (C,1).
*

- La composante dynamique a?H de Ai+1 est entierement déterminée par une équa-

tion de transport sur le fibré Iy :

*

X, Owaiyy = 7 (Fg (i)+ Fi)

Cette proposition montre qu’il est possible de réduire I’étude des oscillations de
chaque profil A;y1, 7 > 1, au fibré Iy en quotientant au sein de chaque (C, %) I'action
des sections de II5. Les composantes dynamiques du systeme sont portées par Ilj.
En identifiant les composantes libres de II, avec des oscillations de la jauge, il sera
possible de construire des solutions approchées du systeme (Y M) qui préservent a
tout ordre les conditions de jauge de type Jy. Les composantes résiduelles de Il
sont figées, et représentent la partie surdéterminée du systeme. Nous commengons
par prouver la proposition intermédiaire suivante :

PROPOSITION 2.2.4. — a) Si ay =0, alors
v 2 % v x VT x bt
s Lg@w A3: m (Maw Al) =T (FO (AOaaw Alad)())aw d)l)) =0

* — *
indépendamment des valeurs prises par les variables (Ao,afﬁ, oo, ¢1,¢0,¢3').
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SiaY =ay =0 ety =0, alors
v 2 % * v x
7/ (Lo0,, As +MO, As) =" (Fo(1)+ F1) =0
* *

indépendamment des valeurs prises par les variables (Al,a#g, q51, ¢2,1/J1,1/J1 ).
*

b) Sial =ay =0 et ¢0 =, =0, s (Ak,ak+1,¢k,¢k+1,wk,wk ) sont solutions des

systemes (C, k) successifs et si (ak+3,wk+2) satisfont aux polarisations (P, k), pour
tout 0 < k < i — 2, alors l’équation

7V (Lg0? ;1¢+3 +Ma, ;h‘+1 +L ;11'—1)
*! ~ ~ * ~ ~ * ~ *
= WV(FO : (147,7814178 Ai+l7¢i78¢iva ¢¢+17¢i,¢‘)
+ (Ak,aAmAkJrh¢k,5¢k,¢k+17¢k7 <i—1))

est automatzquement satzsfazte indépendamment des valeurs prises par les variables
(A’L7 a1+17 ¢17 ¢z+17 ’(/}’La ’(/} )

Démonstration. — 7Ly = 0 compte tenu de la décomposition (39), section 2.1.
D’apres la proposition 2.1.2, 7V Mz# = 0, d’ot, pour tout indice i > 0 :

7' Mo, ;11‘+1= ' Mn"¥d, ;li+1

Rappelons également que

2 Vol
7 =L; Lo = (Ly“Ty)Ry e % 1R
0= Lo Tl = 55 | gy )

a) pour i = 0, si ay = 0, alors

VMO, A= 1" Mdya) =0
tandis que

T 1*702 (L, 'Ty)Re 1*70 (Ao, 0w ;11,¢0,3w 2)1) =0

en en vertu de la proposition 2.2.1, a). De méme, pour i = 1, si les conditions de
polarisation initiales af = a3y = 0 et 1/1*0_: 0 sont respectée, il vient

7V M8, As= 1 M,a) =0
et toujours par la proposition 2.2.1, a)

7 (Fp(1)+ F1) = (Lg ' Ty) Ra(Fy(1)+ F1) = 0

b) En faisant systématiquement appel aux identités (36) et (37), section 2.1, nous
effectuons les calculs suivants :
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* * x  _  *
Pouri=2,siay =ay =0 et ¢y =107 = 0, si (Ao, af&, B0, b1,%0,g ) sont solutions
*

du systeme (C,0) et si (ay, 15 ) satisfont aux conditions de polarisation (P, 0), alors :
7V (Lo02 As MO, A5 +L A1 —Fj(2)— F2)
=" (Md,ay + L ;11 —]56(2)_ -7*'—2)
= (Ly'Ty)(RgM Ly ' 70 (— MO, A+ 1*?0) + RoL Ay —Refg(2) — Ry F2)
= (L, 'Tp)(RLyLy ' 7" 0, (MO, A1 — 130) + RoL Ay —Refg(z) — Ry F)
— (Ly'Ty)(RM A, —R," Fo —RM A, —RoF)(2) — Ry Fs)
— _(L;"Ty)(R Fo +Red,F)(2) + Rod,, F2)

Cette derniere expression est nulle en vertu de la proposition 2.2.1, b). Pour les indices
*

* ~ ~ * ~ *
suivants ¢ > 2, si af = ay = 0 et ¢y =¢p; = 0, si (Ak7ak#+17¢k,¢k+1,z/}k7w,j) sont
*

solutions des systemes (C, k) successifs et si (a), 3,1, ,) satisfont aux polarisations
(P, k), pour tout 0 < k < ¢ — 2, alors

7V (Lg0? ;li+3 + Mo, ;liﬂ +L ;11'71 —I':B(i)_ %z)

=n'(Md,al,, +L ;11'—1 —Pfé)(i)_ -7*:1)

= (Ly'Ty)(RgM Ly ' 705 (— MO, Aic1 =L Aig +F*6(i —2)+ -7272)
+ RoL ;11‘71 —Reﬁ)(i) — Ry 7*:1‘)

= (Ly ' Ty)(RLoLy ‘7 05 (MO Ai—1 +L Ais “Fi—2)~ Fia)
+ RyL /*h;l —Reﬁ)(i) — Ry 7*:1‘)

— (L7 "Ty)(RM Ay +RL Ai—s —RO5'Fa(i — 2) — RO;" Fios
— RM ;11'—1 —Rng()(i) — Ry -%1)

= (L;VT0)(RFY(i — 2) + R Fio +ReDFh (i) + Red F1)

La proposition 2.2.1 ¢) s’applique, et ce terme s’annule également.

Démonstration de la proposition 2.2.3. — Nous prenons immédiatement en compte
la proposition 2.2.4 précédente. Pour finir de quotienter ’action de aiA+1 sur le reste
du systeme, il ne reste plus qu’a vérifier :

—que Moy F'g(al, |, 0. ;11)4—M0y ng(;h, d,al, 1) = 0. Cest une conséquence directe
de la proposition 2.1.4, b)
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— que Moy Gle((gl, dwalq) +Moy G y(al, 4, 0, ;51) = 0. Ceci tient directement de la
proposition 2.1.4, b)

— que ™M aj, = 0. Ceci résulte de la proposition 2.1.2, qui nous donne I'identité
M =0.

—que 0 F14( Ay, dwaly 1) = 0. Ceci découle une fois de plus de la proposition 2.1.4, a)

Fly(Ag, 0pal, ) € T

— que G’y (o, d.afy 1) = 0. Ceci vient immédiatement en appliquant une derniére fois
la proposition 2.1.4, a).

Enfin, la proposition 2.1.2 nous dit que 7°M7% = X Iitg - La preuve de la proposition
2.2.3 est complete.

2.2.3. Equations de profils a jauge libre. — Les résultats de la section 2.2.1,
complétés par la proposition 2.2.3, nous permettent d’énoncer :

PROPOSITION 2.2.5. — Soit 6 une fonction de phase vérifiant les hypotheses 2.1.1 et
M > 1 un entier arbitraire. Le développement oscillant de phase 0

) = S A+ s (05 )
6u(w) = 3 G) 42 i (2, 0D
i>0
vela) = Y2yt by (o, 1)
120

vérifie le systéeme (Y.M.) a ordre O(eM/?) en partie moyenne, a l'ordre O(e(M—1)/2)
en partie oscillante sur les (A;, ¢;), a Uordre O(eM/?) en partie oscillante sur les (1;) :

05 = LA€ - F(AE,GSE,%) == 5M/2 Z€i/2(€_1/2 (61'_1 (1‘, @) + 61(1‘))
i>0

PE = D¢€ - G(A57¢57w5) = 5M/2 Z 511/2(671/2 731’71 (LL', M) + 751(;1;))
0<i< M’ €

Q. = Db — h(Aesbeths) = M2 Y Q)+ &, (. 22
0<i< M’ €

st et seulement si

*
— les composantes (aY, vy ) et (ay, 1) satisfont auz polarisations initiales (P, —2) et
(P7 _1);
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* ~ *
— les profils (Ao, a3, ¢o, ¢1,z/10,1/13r) vérifient

LAy = Fo(Ag, A0, af, wa1,¢0’3¢0,¢1a3 ¢17¢0,¢o)
Do = Go(Ag, 0Ag, al, d,, a1,¢0,8¢0,¢1,8 ¢17¢07% )
Dipo = Ho (Ao, ¢o,%0)
A =a} +al
Xy 0002 = 70 Fo (Ao, Dual, 60, 0. 1)
X|H0a? =70 1*70 (Ao,a?,%,(;l)
X0, 421 - Go (Ao, d.af, b0, . 421)
X ¢*51 ETYo (Ao7a(1)7¢0,<21)
1/10 = ¢o
X % — Dy H, (Ao,¢o,1/}o,1/}o)

*
et les composantes (ay, 15 ) satisfont aux conditions de polarisations

o) { 0y = Ly 052w (=M, A1 + Fo (Ao, 0,03, ¢, 0. 1))

¥y =Dy 05t (=D vy + Ho (Ao, do, Yo, tp))

~ ~ % ~
— puis, pour les indices 1 < i < M, les profils (A;,al,, ¢, ¢i+1,1/1¢,1/1-+) vérifient

LA; = F'y - (A;,04:,0,(a 1+1+al+1> $i, 01, 0w Br1s Pir i)
+f(AknaAkaAk+17¢k7a¢k7¢k+lvwka Z_l)

O¢i =G (Al,aAl,a (a 1+1+a1+1) $i,0:, O b1 Bir i)
+gz(Ak7 aAk, Ak+17 ¢k7 a¢k¢7 ¢k+17wk7 Z - ]‘)
D{/? = H'o- (A, diy iy ) + o A,y b1, i, b z—l)

A1+1 =ajy, + az+1 + a1 (A, 3Ak,Ak+1, bk, O, ¢k+17¢k, <i—2)
(C,i) X‘Hoawaiﬂ =70(-L Aioy —MOo,a,,
o (A1, 04,01y + %1). 61,061, 01 byp1. )
+ 7 (AkﬁAk,AkH,¢k73¢k7¢k+17¢k» <i—1))
X0u i1 = — 0 by +Glo - (Ai, 04, 0,(al Ao + ¥, 61,08, Gi1s i 1)
+91 (Ak,ﬁAk,AkH,d)k,@@bk,¢k+1’1/1k, <i—1)
b=t + 7 (A, < =2)
X 6 = Do(Ho - (A, Gy s $0))+ Fis (A btk <i— 1) — D o))
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62 CHAPITRE 2. FAMILLES DE SOLUTIONS APPROCHEES DE (Y M)

*
et les composantes (a) 13, ,o) satisfont auz conditions de polarisations

H_3_L 102N~ My Aipr —L Aia

Flo- (4104101 (aly + alhn). 6106101 b1, V)
(P,1) + Fi (Ak,aAk,AkH,¢k,8¢k,¢k+17¢k, <i—1))
Uiia = Dy 05 (=D by +Ey - (A, &, B )

T (A, gy tp, b < i— 1)

Invariance de jauge des (C,i). — L’invariance de jauge des équations de profils est a
prendre au sens suivant

PROPOSITION 2.2.6. — a) Le systéme (C,0) et la condition de polarisation (P,0) qui
Uaccompagne restent invariants lorsque (A, ¢,1)e sont soumis & un changement de
jauge oscillant de la forme

ue(x) = up(x) + g3/2 ;(3 (z, G(E_x))

ot ug(x) est un changement de jauge non-oscillant tandis que ;(3 (z,w) est une fonc-
tion oscillante a valeurs dans g, 2w-périodiques de moyenne nulle en w.

b) les systémes (C,k) et les conditions de polarisation (P, k) qui les accompagnent,
d’indices 0 < k < 1, restent invariants lorsque (A, ¢, 1) sont soumis & un changement

de jauge oscillant de la forme
- 0
ue(x) = 1 + 2% () + 092 X5 (a, g)

*
ot les Xi(x) est une fonction non-oscillante d valeurs dans g, et X;ys (z,w) est une
fonction oscillante a valeurs dans g, 2w-périodique de moyenne nulle en w.
Nous dirons que de tels changements de jauge sont « admissibles » pour les (C, k),
k<.

Démonstration. — a) Sous l’action de wu.,
A~ AL = u P Acue +utdue

Pe ~ (15/5 = T(us)d)s
e ~ ¢é = p(ue)e

avec
uZt =gt — 3y X3u " o(e%?)
du. = dug + £/2Tyd,, X5 +3/2T X3 +0(3/?)
(ue) = 7(uo) + ¥/ %r(uo)r (1)ug * >*(3 +o(e3/2)
et pluc) = pluo) +*p(uo)p (1)ug* Xs +o(e¥/?)
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Nous identifions alors :

/ —1
0 =1Uy Y Aguo + ug dug

Afl =gt Ay uo + ug "Tod Xs
¢ = 1(u0)do
¢11 =r(uo) ¢y
¥ = p(uo)iho

* 1 *
/ —
et A5 =wug A2 uo

. -1 % 1 X -1¥ -1 -1 -1k
A =y Asuo+ug T Xs —ug - X3 ug dug + [ug  Aoug, ug - Xs]
Yy = p(uo)ih
Yy = p(uo)ibe

Nous vérifions avant toute chose que les polarisations initiales ne sont pas affectées
par le changement de jauge. Si ay = ay = 0, alors

Ro Ay = ug 'Ry ;11 uo + ug " ReTp0, ;(3: 0

* *
et RQA/QZUalRQAQUO:O

* * * *

De méme, si ¢y =t¢; = 0, alors wo = p(up) wo =0et 1/11 = p(uog) wl = 0 Nous notons
(C,0)" le systeme obtenu en rempla(;ant (Ao, A1, b0, ¢>1,¢0) par (Ajf, A 1, P0s ¢’1,¢0)

dans (C,0). La composante Tyug 1o, X36 II, de A n’intervient pas dans les équations
de (C,0)’, en vertu de la proposition 2.2.3. En développant les identités (I.J.) pour

(A, ¢,) = (Ag + /2 ;11,¢0 + Y2 ¢y, 10) et u = up, il vient
— alordre e=1/2 ;

M3, (ug* ;11 uo) —Fo(ug ' Aguo + ug tdug)dug * ;11 Ug
~F4(r{uo) o) () o1
= ug (M3 A1 —F o(A0)0y Ar —F o(0)0 b1 )uio
X 0y(r(uo) %1) —Go(r(uo)do)duug Ar o
— G g (uz Aguo + ug tduo)dr(uo) by
— (o) (X0 §1 ~Glo(0) - O At +G1o(Ao) - O 1)
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64 CHAPITRE 2. FAMILLES DE SOLUTIONS APPROCHEES DE (Y M)

—alordre €° :
(42)
L(ugleuo + uglduo)
— Moy(Fg(uy* Ay )y Ax tg) — Moy(F™g(r(uo) é1)dr(uo) y)
—Fl(ugleuo + ualduo, d(ugleug + ugldu(J)) — FH (r(ug) o, d(r(ug) o))
— flug " Aouo + ug duo, (o) o, p(uo)tho)
= uy (LA — Moy(Fg(A41)0, A1) — Moy(E™ (6,0 61)
—F1(Ag,dAo) — F™ (¢, dbo) — f(Ao, o, 0))uo
O(r(ut0) o) — Moy(Go(r(ug) 61).r(uo) )
— Moy (G y(uz™ /i o)t (uo) 1)
—GT (ugt Agug + ug tdug, d(r(ug)do)) — G (d(ug t Aguo + ug *duo), r(uo)po)
—g(ug t Aguo + ug tdug, m(uo ) o, p(uo)ibo)
= r(up) (O do — Moy(G7p(6)0 1) — Moy(G15(A1), 61)
—G!(Ag,dgo) — G (dAo, ¢o) — §(Ao, do, o))
D(p(uo)bo) — hlug * Aguo + ug *dug, (o) o, p(uo)vo)

= p(uo)(D¢0 - h(A(J, ¢0a¢0))

Du coup, nous vérifions que
(Cv 0)/ ~ (C7 0)

La condition de polarisation qui (P,0) qui accompagne (C,0) n’est pas non plus
affectée par le changement de jauge. Détaillons :

* *
— L' n"MTyug' X3 = L' LoTug " X3

* *
= =7V (ug * (duo)ug * X3) + 7V (ug 'T X3)
puis, par I'égalité (40) section 2.1,
*
Lyt FLo(ugt Aouo + ug *duo, Toug ' X3)
*
= L;ng[ualeuo + ualduo, ual X3]
* * *

=7V [ugleuo, ual Xs3] + Wv(ual(duo)ual X3) — ﬂv(ugl X3 ualdUO)

de sorte que
* *
Le_lﬂ'/\ (Flg(ualeu(J =+ ualdUO, Tgual X3) — MTgual X3)

* * *
= Wv(ualT X3 —ugl X3 ualduo + [ualeuo, ual X3])
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du coup, en tenant compte du développement précédent (41) des identités (I.J.), il
vient
* *

* *
Ay = Ly e (P (A, 07 A'y) + (65,057 ¢'y) = MOST A")
* *
=uy T Az ug — Ly 'n Fly(ug t Aguo + ug ' dug, 95 ug b Ay uo)
* *
— L;lw/\FHg(r(uo)ng, 6;17‘(110) 1) + L;lﬂAMaglual A1 ug
* * *
+ 7V (ug T Xz —ug * X3 ug “dug + [ug t Aguo, ug * X3))
— Ly 'n Fly(ug P Aguo + ug *dug, Tyug * ;(3) + Lyt n" MTyug* )23
* * * *
=uy (7Y As =Ly 'n"(F'9(Ao, 05" A1) + F'y(do, 05" ¢1) — MO, Ar)uo)
Enfin, nous vérifions directement sur le développement (41) des identités (I.J.) que

*
la condition de polarisation sur 1, reste elle aussi invariante. Dés lors,

(on)/N (on)

b) Sous laction de ue, Ac ~ AL, ¢e ~ @L, et e ~ L avec, pour 0 < k < i,

~ ~ * * ~ ~ % *
v = Ak Abp1=Akt1, 0 = Ok, & jy1=0p41, €ty = Uy,

tandis que
Al = A + [Ao, Xi] + TX:
*/ * * *
A1 = Aig1 +[A1, Xa] + To0u Xiys
¢ = ¢ +r'(1)Xido
/* * , . *
Giv1 = Gip1 + (DX ¢4
Vi =i + p'(1)Xivo
puis

* * *
Alivo = Aiyo +[A2, Xi]
*/ * * * *
Aliys = Aiys +[Ao, Xiv3] + T Xiys +[A3, X4
Vi = Yiyi + 0 (1)Xat1
Vi = Yiya + p (1) X2
Il est clair que les (C, k) et les (P, k — 2) d’indices 0 < k < 4 ne sont pas affectés par
le changement de jauge, tandis que

v oI v Vo= v YooV
ajty = ajy + ey, Xi] + 7 Te0, Xiys= afyy

v oV vV o1,V
L)) _ai+2+[a27X1] =049
*

b =7 o (DX g =5

*
_ z ~ z
¢i+1 = ¢¢+1 +P/(1)Xi ¢1 :¢i+1
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Du coup, (P,i —2) et (P,i — 1) restent egalement inchangées. Nous IlOtOIlb (x4
le sySteme obtenu en rempla(;ant (A’La Al+17 ¢l7 ¢1+17 ¢l) par (A iy All+17 (ZS [2l ¢) i+1» ¢ )

dans (C,4). La composante Ty0,, X1+36 II, de A i+1 n'intervient pas dans (C,7)" en
vertu de la proposition 2.2.3. En développant les identités (D.I.J.) pour (A, ¢,¥) =

*
(Ag + /2 ;11,(]50 + &2 ¢,,10) et x = X; solution de (C,0) et en supposant la

polarisation (P, 0) satisfaite, il vient

~ alordre e=1/2 ;

M,([A1, X)) — F'o(Ao, 0u[A1, %)) — FTo([Ao, Xi] + T 0, A1)
— 140, 0" (1)T: 1) — FHo(r' (1 it 0 1)
— (MO, Ay —Fg(Ag, 00 A1) — F1o(60, 0 1), il = —[Lod2aY, %] € T,
X0,(r' (Xid1) — GTo(do, 0u[ A1, Xil) — Clo(r' (Vi1 B A1)
—GH (Ao, 0 (1) 61) — G o([Ao, Xl + TXi D 61)
=" (1)Xi(X 0wt — GTy(¢o, 0. ;11) — G y(Ag, D ‘21)) =

— & lordre €0 :
L[ Ao, Xi] — Moy F'g([A1, Xil, & A1) — Moy F'g(A1, 0u[ A1, X))
— Moy F4(+" (1)%: 61,0 1) — Moy FTTg(y, 01" (1)K )
—F!([Ao, X + T'Xi, 0A0) + F™ (1" (1)Xi¢o, o)
—F1(Ao, 0([Ao, Xs) + TX:)) — F (g0, 0(r' (1)Xicbo))
— Moy f5([Ao, Xi] + Txi, 7' (1)Xi¢o, p'(1)Xitbo)
— [LAg — Moy Flg( 41,00 A1) — Moy FM g(6y, 0 &)
—F1(Ap, 0A0) + FH (¢o,0¢0) — Moy f{ (Ao, do, %0), Xi]
=0
O (1)%id0) — Moy G7o(r ()% 6y, 0 A1) — Moy GTo(61, 0u[A1, %))
— Moy G ([, %), B 61) — Moy G g, D’ (1)Ts )
~G' (A0, (' (1)Xi60)) — G (D A0, (1)Xiho)
—G'([Ao, Xi] + TXa, 00) + G (D([Ao, Xi] + TXi), bo)
— Moy gq([Ao, Xi] + T'Xi, 7' (1)Xi¢o, p'(1)Xito)
— 1/ (1)X:(0 o — Moy GTo(éy, 0 Ar) — Moy GT1o(A1, 0.0 1)
—GT (Ao, o) — GT (DA, do) — Moy gh(Ao, o, to))
=0
D(p'(1)xi%bo) — Moy hy([Ao, Xi] + T>~<i77”/(1)>zi¢07,0/(1)%*¢0)
= 7'(1)X:(Dypo — Moy hjy( Ao, o, 10)) = =1 (1)Xi D0,y 15 € T4
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Il en résulte que
(C,3)" = (C.9)

La condition de polarisation qui (P, %) qui accompagne (C, i) n’est pas non plus affectée
par le changement de jauge. Détaillons :

— Ly 7 MTy X 5= Ly ' LoT Xi 3= 7" (T Xiss)

puis, par I'égalité (40) section 2.1,

* * *
Ly FT (Ao, Ty Xit3) = Ly Lo[Ao, Xit3] = 7 [Ao, Xi+3]

du coup, en tenant compte du développement précédent (43) des identités (D.I.J.),
il vient

*

T’ ;1;+3 _LglanﬂAﬁlo : (K;’ 82;,8w(a?+1/ + aiv+ll)’ GEa 8(752,(% ¢/z‘+1ﬂ%ﬂ;/i)
L0 Fo (A 044, A, 6 00406 s Uk < i — 1)
+Lyto e M fl’m +L,'0,%L Ag*_l

=7 Aoy Ly 0527 Fo - (A1, 04,00y + 041), $0, 080,00 o1 T )

- Ly'o %" ]t"l (Ak,3141@,;11@4-1,¢k,3¢k,q§>k+1,¢k,k <i—1)

+ Ly 00 7 MOy Ay +Ly 05°L A

Y (ug T Xigs) + 7V [Ao, Xiws] — Ly 7 FL g (Ao, Ty Xivs) + Ly 'n" MTp Xivs

[V A3, K] — Ly 00w (Fh g (Ao, [Ar, X)) — FPo([Ao, K] + TRi Ar)

— Fy(¢o, 7" (1)X 2)1) — F (v (1)xXi o, 551) + Maw[;h,%])
=7 Aoy Ly 057 Fo - (A1, 041,00y + 04), $0 080,00 o T )

- Ly'o %" ]t"l (Ak,3141@,;11@4-1,¢k,3¢k,q§>k+1,¢k,k <i—1)

+ L0 A MO, A +Ly 0527 L A

.

La condition de polarisation sur 1, reste invariante, toujours en vertu du développe-
ment (43) des identités (D.I.J.). Des lors,

(P,i) = (P,i).
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Données de Cauchy oscillantes compatibles pour les équations de profils a jauge libre

Le choix des données initiales & ¢ = 0 pour (C,0) se résume a la donnée de

Aco(y) = Ao(0,9) . )
(Ac0)u(y) = Vo(40),,(0.) (Ac1)(yw) = 7° Ar (0,9,)
Feo(y) = Bo(0,) o dey (5,w) = 6 (0,,w)
%o(y) = Voo (0,y) (1p*c0)+(y,w) =7 120 0,y,w)

veoy) = 1/’ 0,9) de moyenne nulle en w

constantes en w,

vérifiant la contrainte de compatibilité(?)
) — _ —  x0  x *x +
(45) vj(vj(ACO)O - (ACIO)j) ( ) (ACOaAC Oad)COad)C 0a¢CO7Acla 7¢CI’¢CO )
Il existe toujours un choix non trivial de données initiales compatibles pour le systeme

(C,0), pour peu qu’on les prenne suffisamment régulieres pour résoudre la contrainte
(45).
*

Les composantes ay et 1, sont sujettes & polarisation et doivent nécessairement
rester nulles. af est une Varlable de jauge libre a priori.

Si (Ak, ak#H, ok, qﬁk +1,¢k,¢k ) sont prises parmi les données initiales compatibles
*

des systémes (C, k) successifs, 0 < k < i, et si (a) 3, Yr4o) satisfont aux polarisations
(P,k) at =0, pour tout 0 < k < i, alors le choix de données initiales compatibles
pour le systeme (C,4) se résume a la donnée de

Aci(y) = 4i(0,) . )

(A i)u(y) = Vo(Ai).(0,y) (Ac*i+1)°(y,w) = T*ro Air1 (0,y,w)
de i(y) = 6:(0,y) ot dciq (y,w) = ¢y (0,9,w)
d’@’z(y) = Vosi(0.9) (fe) (g, w) = 7 9, (0,9,)

(y) wl( y) de moyenne nulle en w

constantes e
vérifiant la contrainte de compatibilité
(46) V7 (V;(Aci)o — (Ac's);)

~ * * T+
= (Fg(AchAc’i7¢ci7¢c’i,z/}co,(AciH) +al+1(t—0) chthc )

+f(Akn8Ak7Ak+17¢k78¢k7¢k+1awka Z_]-))

(2)Notons que la contrainte (45) differe en général de la contrainte usuelle (15) pour une solution

(Ao, ¢0,%0) non-oscillante de (Y.M.), cf. section 3.4, ot nous développons précisément le cas ol ces
deux contraintes coincident.
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Le dernier terme étant entierement déterminé en reportant les données initiales d’ordre
inférieur dans les équations. Pour peu que nous disposions données suffisamment ré-
gulieres pour les (C, k), 0 < k < i, il est possible de résoudre la contrainte (46), et
il existe un choix non trivial de données initiales régulieres compatibles pour chaque

(C,9). )

Les composantes a;’ v1 et ¢, sont nécessairement fixées par polarisation, et nous
sont données par (P,i—2) &t = 0. La composante a;, , est une variable de jauge libre
a priori.

Les contraintes de compatibilité ci-dessus sont invariantes par changements de jauge
« admissibles », au sens de la proposition 2.2.6. Il est donc possible

— d’imposer une contrainte de jauge complémentaire sur /’l\éz et ;l\c/’i, 1 2 0, en plus

des contraintes (45) ou (46), par exemple la jauge Jx, A € [0,1], en partie moyenne :

(47) a2A(A¢)o + (1= NV (Ac;); =0

— d’imposer arbitrairement le choix de aiﬁrl, 12> 0,at=0.Ce degré de liberté est
illusoire et disparait dés que I'on veut vérifier une jauge Jx donnée A € [0, £[U]3, 1],
a lordre O(¢%/?) en partie oscillante. Il est alors nécessaire de poser

al =ay =0
puis pour 2 <1 < M,
* *
IngOuAiv),_y + INAi—1),_, =0
soit
2
A _ a Ty l v —1%
(48) Qi1 )y = _(1 — 27/\)(V00)2 (2R0ai+1‘t=0 + J\0O, Azfl‘tzo)
Le cas de la jauge de Lorentz est exceptionnel, et nous laisse totalement libre du choix
initial des @ ,, cf. propositions suivantes.

Nous dirons que les données des (C, i) sont traduites en jauge J) si les contraintes
(47) et (48) sont vérifiées.

Hyperbolicité des équations de profils. — L’hyperbolicité des équations de profils est
donnée a un changement de jauge « admissible » pres. Nous énongons dans un premier
temps deux propositions importantes, prouvant que les systémes (C, i) résolus I'un
apres l'autre propagent correctement la jauge de Lorentz, en partie moyenne comme
en partie oscillante. Nous concluons en énoncant ’analogue de la proposition 1.3.5
pour les solutions approchées obtenues en résolvant les (C,1).

PROPOSITION 2.2.7. — La jauge de Lorentz est une bonne jauge pour (C,0) :

* *
a) Partie moyenne - si ay = ay = 0 et ¢y =1y = 0, alors les propositions suivantes
sont équivalentes :
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i) (Ao, %, do, b1, 10, b)) et (aY,1b3) vérifient (C,0), (P,0) et
RAy =0

* ~ * *
ii) (Ao, al, ¢o, d1, 0,0 ) et (ay, 15 ) sont solutions de

DAO - (RZC)AO = ﬁ‘o
O¢o = Go
Dio = Ho
(H,0) X|H0(9wa(1) = E’o
X0y, 2)1 = (*;0
X gt = Dy Ho

et de (P,0), et vérifient ¢ t =0 les contraintes

. —~ _ — S * T
(49) V7 (V/j\(JACO)O - (Ai'o)j) = (Fo)o(Aco, Ac'o, dcg, @'y, ey, Acy, , pey,eq )
a™2(Aco)o + VI (Ac); =0
* *
b) Partie oscillante - si ay = ay = 0 et ¢y =¢p; = 0, alors les propositions suivantes
sont équivalentes :

Z) (AOazzlaqsOa;)lalZOalpa—) et (a§/7w2_) Uém'ﬁent (07 0)7 (P,O) et

*
Ryd,aY + R A= 0
ii) (Ao, ay, ¢o, ¢1,&07w3) et (ay, 5 ) vérifient (C,0) et (P,0), tandis que a} vérifie
l’équation de transport

(E,0) X, 0uaf = 7" Fo —1"X0,a]

Démonstration. — La compatibilité de (C,0) est donnée par la proposition 2.2.2; et le
a) est donc un corollaire de la proposition 1.3.5. La jauge de Lorentz est propagée sur
Ag pour peu que que la contrainte de jauge a_Z(Z?o)o - Vi (A\/Co)j = 0 soit vérifiée
at=0.

b) Les conditions de polarisation initiales aY = ay = 0 se confondent avec la jauge
de Lorentz jusqu’a 'ordre 0(51/2) en partie oscillante : Ry ;11: Ry ;12: 0. Si 'on
cherche a propager la jauge de Lorentz a l'ordre O(g) pres en partie oscillante, la seule
ressource dont nous disposons est de fixer convenablement la composante a7, qui est
libre en vertu de la proposition 2.2.3.

* *
SiaY =0,etsiay =—0,2L, '7"(M3, A1 — Fy), 'équation

(50) Rod A3 + RA, =0
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équivaut a
—Rp0; Ly ' N (MO, (af + al)— I;o) +R(al+al) =0
soit, en multipliant par Tyd,,, et en détaillant M = X —TyR — TRy, & :
LoLy'n" (X — TyR — TRe)d,(a} + ad)— Fo) + 1" TyRA,(a? + a}) = 0

Or af + af € Ker Ry, donc cette derniere équation équivaut a
0 *
7" X0,(a] +ay) =7" Fo

La proposition 2.1.2 précise que 7" X7" = X, tandis que 7" X7 est lindaire
d’ordre 0. L’équation (50) est alors équivalente &

*
X, 0vat = 7" Fo —1"X9,a]

Nous remarquons que le choix de la valeur initiale de af est parfaitement libre en
jauge de Lorentz, contrairement a n’importe quelle autre jauge Jx, A € [0, $[U]3,1],
pour laquelle il vient af = 0 (la jauge de Lorentz dissimule de la régularité dans la
direction Im Typ).

PROPOSITION 2.2.8. — La jauge de Lorentz est une bonne jauge pour les (C,1),
i=21:

* * ~ — * — *
a) Partie moyenne — si ay = ay = 0 et ¥y =17 =0, si (A, ad 1, Pk, Gpp1> Y, VF)
*

sont solutions des (C, k) successifs, et si(a) s, ,) satisfont auz polarisations (P, k)

associées, pour tout 0 < k < 1, alors les propositions suivantes sont équivalentes :
* * *

Z) (Ai’i7a?+17$i7¢i+17{;’ia¢j—) et (a'\i/+3’¢i_+2) ’Ué?”l:ﬁ@nt (C,Z), (P7Z) et

RA; =0
it) (Ai,a?+1a<1~5u¢i+1ﬂzi7¢;r) et (a¢v+3,¢;_2) sont solutions de
06: =Go- (i) +G;
X|H08wa,?+1 = 7]'0(—L 121‘71 _Mawa'\i/+1 + F/O . (Z)+ %1)
X0y i1 =—0¢; +G’o - (1)+ G;
X f = Do(H'o - ()+ Hi)

(H,1)
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et de (P,1), et vérifient 4t = 0 les contraintes
(51)
— — —~ 0 * * t
vj(vj (Aci)o - (Acli)j) Moy(FO(ACl’ AC i) d)cw ¢C i’ wcm AC’L-’rl’ ¢CH—17 ¢C ))
(‘7:) (AktvaAk:aAk+17¢kaa¢k7¢k+l7wk7 7’_ 1)
(Ao + VI (Aei); =0

*

* ~ " * " *
b) Partie oscillante — si aY = ay =0 et g =7 =0, si (A, ad 1, Prs Ppy1> Vs VF)
*
sont solutions des (C,k) successifs, si (ay,s,%,,,) satisfont auz polarisations (P, k)
associées, pour tout 0 < k < 1, et si
v *
Reawai+1 + R Ai—]_: 0

alors les propositions suwantes sont equwalentes

i) (Az,Az+1,¢z,¢z+17¢u¢+) et (a z+37¢1+2) vérifient (C,1), (P,i) et

Rpdualys + R Ais1=10

— . * — * *
ii) (Ai,a?+1,¢i,¢i+1,¢z,%+) et (a 5,V o) vérifient (C,i), (P,i) et ajy, vérifie
l’équation de transport

N A A= N 0 o
(E,i): X)y, Owaiyy = 77 (=0 Ai—1 +(Ric.) Aiey —X0uvag+ Fy (i)+ Fi)

Démonstration. — La compatibilité de (C,4) est donnée par la proposition 2.2.2; et
le a) est un corollaire de la proposition 1.3.5. La Jauge de Lorentz est propagée sur
A; pour peu que que la contrainte de jauge a‘z(Ac o — V7 (Acl) ; = 0 soit vérifiée a
t=0.

b) Si I'on cherche & propager la jauge a 'ordre O(e(*+2)/2) en partie oscillante, il
faut faire usage de la composante af, ;, qui est libre en vertu de la proposition 2.2.3.
Si

*

*
0¥y = =052 Ly T (M Aisy +L iy — Fy (i)— 7))
I’équation
*
(52) Reawa;/_,_g + RA; 41 =0
est équivalente a

* * *
— Ro0, 'Ly 7" (MO (aly + afyy + afyy) + L At — Fyy ()= Fi)
+ R( ’L+1 + az+1 + G’H»l) 0
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soit, en multipliant par Tyd,,, et en détaillant M = X — Ty R — TRy, &

1 */ *
LoLy 7" (X = TyR — TRg)do(alsy + ajyy + a)iy)— Fy (i)— Fi)
+ TyRO,(adyy + alyy +afyy) =0
Puisque afy; + af,; € Ker Ry, que 7" Xa}; = 0 et 7" X7" = X, (proposition
2.1.2), cette dernieére équation équivaut a
A A v % 0 ooy X

Xin, Ouvaiy =7 (=TRpOua; — L Ai1 —X0ua; 1+ Fy (i)+ Fi)

Ayant supposé la jauge vérifiée a I'ordre O(e/2) en partie oscillante : Rgd,a); +

*
RA;_1 =0, I'équation (52) équivaut a

AN A o) A 0 o
X\H/\ 8wai+1 =T ( O Ai—1 +(RZC.) Ai1 Xawai+1+ FO (Z)+ .7:1)

Nous remarquons de nouveau que le choix de la valeur initiale de aiA+1 est parfaitement
libre en jauge de Lorentz, contrairement & n’importe quelle autre jauge Jx, A € [0, %[U

1
]5’ 1]
PROPOSITION 2.2.9. — Pour tout indice entier i > 0, les propositions suivantes sont

équivalentes :
* *

i) ay = a3 =0, Yy =1y =0, puis pour tout indice 0 < k < i,
~ ~ ok ~ *

— les profils (Ak,agﬂ,qﬁk,qbkﬂ,wk,w,j) sont solutigns (réguliéres) des systémes

(C, k) successifs, et vérifient les conditions de jauge RA), = 0.
*
— les profils (ay, s, ,) vérifient les polarisations (P, k),
— les composantes aff\_H vérifient les équations de transport (E, k).
* * . P

i) o =ty = 0, les profils (Ao, A1, b0, ¢1,%0,%g , 5 ) sont solutions (régulicres) du

systeme

DAO - (RZC)AO = FO

O¢o = Go
Dipy = ho
* *
(H,0 - Lorentz Fizé - ) X0, A1 = Fy
* *
Xaw d)l :GO
*

*
X ¢ =Dy hg
* * *
Yy =Dy ot (=D g + ho)

et vérifient les contraintes initiales a t =0 :
(49)

(53) «
RgACl =0
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puis pour tout 1 < k < 1, (/T;ﬁ;1;@+17q~5k7$5k+1,1’/;k,1/1*]j7w,§+2) sont solutions des sys-
témes
(O —Ric.) Ay, = Fi(k) + Fi

Ok = Gy(k) + G

Dy, = Hy(k) + Hy
(H,k - Lorentz Fizé -) X0, ;11@+1 = (—O+Ric.) ;11@71 + 1;6 (k)+ ]t—k
X0, ;;k+1 =-0 %kq + éf) (k)+ ék

X 121@ = De(I‘}f) (k)+ Hx =D 121@)

*

Voo = Dy 05 T (=D Wby + H{ (k)+ Hi)

et satisfait a t = 0 les contraintes initiales

(51)

(54) \ .
Rgawﬂ'vAC]H.l + R Acp,_1=0

et enfin al\-/+2 et al\-/+3 satisfont les contraintes de jauge
v *
RpOyafo + R A; =0
V. *
RoO,a/ 3 +R A1 =0

Les systemes (H, k - Lorentz Fixé - ) sont les équations de profils que 1’on obtient
en développant (Y.M.) sous sa forme strictement hyperbolique, & jauge de Lorentz
fixée. La proposition 2.2.9 nous permet de vérifier que le résultat de la proposition
1.3.5 reste valable, & un ordre arbitraire, pour les solutions oscillantes (d’amplitude
critique) que nous envisageons. Nous obtenons la méme solution approchée

i) en développant le systéme sous sa forme mal déterminée, & jauge libre, tout
en fixant judicieusement les composantes non dynamiques du champ de jauge pour
vérifier in fine la jauge de Lorentz.

ii) en développant directement le systéme sous sa forme hyperbolique, a jauge de

Lorentz fixée.
Encore une fois, le résultat semble de bon sens, mais vu ’amplitude critique des oscil-
lations, sa démonstration requiert quelque attention. Nous avons privilégié jusqu’ici
le développement a jauge libre pour étendre nos résultats a la famille de jauges trans-
verses Jy, et ne pas dépendre exclusivement de la jauge de Lorentz, qui demeure
singuliere et masque certaines informations(®).

(3)Notons qu’en dépit des apparences, il n’est pas plus simple de commencer par développer le
systeme sous sa forme hyperbolique, & jauge de Lorentz fixée : il est nécessaire, & un moment ou un
autre, de décrire le comportement des différentes composantes oscillatoires du champ de jauge.
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Démonstration de la proposition 2.2.9. — Nous procédons par récurrence. Montrons
i) = ii)
— Pour ¢ = 0, si I'’hypotheése i) est satisfaite, alors Rgd,ay = 0 et la proposi-

*
tion 2.2.7 b) garantit que ay vérifie Rpd,ay + R A;= 0. Reste & montrer que
(H,0 - Lorentz Fixé - ) est satisfait ainsi que les contraintes initiales (53). La propo-

. * *
sition 2.2.7 a) garantit que (Ao, a?, ¢o, B, Yo, Vg, V5 ) vérifie (H,0) et les contraintes
*
initiales (49). Puisque ay = 0, la proposition 2.2.1 donne 7 Fy= 0, et nous vérifions

*
7V Xd,af =7 Fy

Vv —
afy,_, =0

(55)

* * — * *
et du coup les profils (Ao, A1, ¢o, b1, %o, ¥, %5 ) sont solutions de

O Ag — (Ric.)Ag = Fy
O¢o = Go
Dijo = ho
vV Xd,af =7V F*O
X‘Ho&da? =70 1*7’0 X d,ay
X, Opay = I;o "X 0,a}
X0y ¢1 = ij0
* *
X ¢ = Dy ho
Ui = 051Dy n* (<D + o)

et satisfont & ¢ = 0 les contraintes (53). Enfin, toujours par la proposition (2.1.2), nous
savons que " X7 = X, et Xm0 = X, tandis que 7V X7 = 0, 7V X7 =0,
70X7"N =0 et 7" X7¥ = 0. Il en résulte que I'hypothése i) implique ii) pour Iindice
1 =0.

— Supposons maintenant que i) implique ii) pour un indice ¢ — 1 > 0 donné. Nous
sommes assurés que

(56) Reawa;g.l +R JZifl: 0

R08wa;/+2 + R 21: 0

et que les profils

(Ak7 Ak+17 gka d)k—',-l’ Q’Zka qbl—g‘r) ¢IC_+2)
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vérifient les systemes (H, k - Lorentz Fixé - ) successifs pour k < i—1 et les contraintes
initiales (54) associées. Si 'hypothese 1) est satisfaite pour I'indice 7, alors la proposi-
tion 2.2.7 b) garantit que a;, 5 vérifie

Rpdualys + R Ais1=10

Reste & montrer que (H,i - Lorentz Fixé - ) est satisfait ainsi que les contraintes ini-

~ ~ x ~ %

tiales (54) associées. La proposition 2.2.7 a) garantit que (Ai,a?+1,¢i,¢i+1,wi,¢?’
*

s Vitg) Vvérifie (H,4) et les contraintes initiales (51) associées. Lorsque i) est vérifiée

pour l'indice 4, la proposition 2.2.4 nous garantit que

*

* * * !
7/ MO, Aiv1=7" (=L Ai—1 +Fo(i)+ Fi)

est toujours vérifiée. La proposition 2.1.2 donne par ailleurs 7V X7° = 7V X7" = 0,
i=1/2 en partie oscillante (56), donc

et la jauge de Lorentz est vérifiée a 'ordre ¢
* *
vaaw Aiv1= Wv(XawaXH - TRQ@MCLXH) = WvXawa;/+1 +7Y'TR Ai—1

nous en déduisons immédiatement que

!
' X0o,af,, =7/ ((-L —TR) A1 +]§‘O(Z‘)_|_ ]*_-l)
=m'(-0 ;11‘—1 +(Ric.) ;11‘—1 + F (i)+ ]*}l)

De méme, (56) nous permet de simplifier
™ Mo,a) = —7°(X — TRy)d,a),, = n°(X0.a),, + TR ;11'—1)
donc I'équation de (H, 1)
Xy, Owaiq = m°(—L Air —Mo,a},,+ f’:é (i)+ Fi)
devient

0 0 ; % v LY x
Xy Owaipg = ((=O+Ric.) Ai—1 —X0ua; 1+ Fy (1)+ Fi)
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- — * ~ * *
Il en résulte que les profils (A;, ;11‘+17 Giy Div1yVis O, ;o) sont solutions de

(O—Ric)A; = Fii) + F;
D¢ = Gy(i) + Gi

Dyy; = H)(i) + H;
( *
(

ﬂ'vXawa;/_._l = O 241'—1 +(RZC) Ai—l + FIO (7»)+ .%1)

Xy, Ouaiy, = 0 i1 +(Ric.) i —X0,af,,+ F*Io (1)+ ]2)
X‘Hoﬁwagﬂ =7(-0O ;11-_1 +(Ric.) ;11-_1 —X0,a) , + 1;'0 - (1) + ]*:z)
X0, 2714-1 =-0 2’1‘—1 + é6 (i)+ éz
X i = Dy(HY i)+ 74 ~D o)
¢i2 =0,;'D, ' (-D zZ + ﬁg (4)+ 7%)

Vi(i—
A=

™
™

et satisfont a t = 0 les contraintes (54) pour l'indice i. En s’appuyant de nouveau sur
la proposition (2.1.2) (qui nous donne 7 X7 = X, et X0 = Xn, tandis que
VX710 =0, 7V X7" =0, 7°X7" =0 et 7 X7 = 0) nous concluons immédiatement
que (H,i - Lorentz Fixé - ) est vérifié et que I’hypothese i) implique ii) pour I'indice .
Montrons maintenant ii) = i)
* * . o *x  *
— Pour i = 0, si g =tb; = 0, et si les profils (Ao, A1, ¢, 1,0, 1g %5 ) sont solutions
(régulieres) du systeme (H, 0 - Lorentz Fixé- ) et vérifient les contraintes initiales (53),
alors
ay =0

En effet, I’équation

* *
(57) X9, A1=F,
est satisfaite. Par projection sur IL,, en remarquant que 7V X7" = 7V X7" = 0, et
compte tenu des contraintes (53), il vient alors

*
7V X0,a) =7V Fo

(58)
aY‘t:O - 0
Le développement de l'identité de Bianchi, section 2.2.2, nous donne

* *
v Fo= L, 'TyRy Fy
= Ly ' TyQ (Ao, Lod.ay)

qui est donc un terme linéaire en ay. Donc pour tout s > & + %, il vient

*
|TV Fo |p= < ClAo|ms|ay |a-
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La proposition (2.1.2) nous montre que 7" Xay — X\, ay est également linéaire d’ordre
0 en a). Sur tout H*, s > 5+ %7 et quel que soit Ay € H?, I'unique solution de
I’équation de transport linéaire

{Xnvawa\l/ = L;'TyQ (Ao, Ldoay ) — (r¥ XaY — X, aY)
a¥‘t=0 =0
est bien entendu la solution identiquement nulle
ay =0
Si ’hypothese ii) est satisfaite pour I'indice ¢ = 0, nous vérifions en plus
af =0 et Rydya) + R A=0
Il en résulte que
Lod? Ay +MO,, Ai— Fo= —TyRed2a) + (X — TRy — TyR) /11 — Fo
— Ty, (Redual + R A1) — T(Redoa)) + (X0 A — Fo)
=0

En projetant cette équation sur Il, Iy et Iy, nous en déduisons que la polarisation
(P,0), I'"équation (E,0) et le systeme (H,0) sont vérifiés. La proposition 2.2.7 a)
garantit que (C,0) l'est également. Ainsi, ii) = i) pour I'indice ¢ = 0.

* *

— Pour l'indice ¢ = 1, nous montrons de fagon analogue que si ¢, =1, = 0, et si
* *

~ * ~ * ~
les profils (A, Ax+1, Ok, ¢k+17wk,z/},j7w,;+2) sont solutions (régulieres) des systeémes
(H,k - Lorentz Fixé- ), 0 < k < 1, et vérifient les contraintes initiales (53) et (54)
associées, alors
ay =ay =0
Si ’hypothese ii) est satisfaite pour I'indice ¢ = 0, nous vérifions en plus
* *
Ryd,ay + R A1=0 et Rg0,aj + R As=0
donc, exactement comme pour 7 = 0, nous en tirons
2 * * *
Lod2 As +Md, Ay — Fo
* * *
= —Teaw(Reawa;\g/ + R Al) — T(Re@wa\{) + (Xaw A1 — Fo) =0
et
5 * * *I *
L0, Ay +MO, A2 —Fo(1)— F1

= —Tp9u(Rodua) + R A2) — T(Redual) + (X Az —Fh(1)— F1) =0

En projetant ces équations sur Il5, Iy et IIy, nous en déduisons que les polarisations
(P,0),(P,1), les équations (E,0), (E,1) et les systemes (H,0), (H,1) sont vérifiés. La
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proposition 2.2.7 a) garantit que (C,0), puis (C, 1), le sont également. Ainsi, ii) = 1)

pour l'indice ¢ = 1.
* *

~ * ~ *
— Pour T'indice suivant i = 2, si 1y =t = 0, et si les profils (Ax, Art1, ks Ppy1
* *

71’/;;@71&;,1/},;2) sont solutions (régulieres) des systemes (H,k - Lorentz Fixé- ), 0 <
k < 2, et vérifient les contraintes initiales (53) et (54) associées, alors

af =ay =0, Red,a) +RA=0 et RAy=0
Du coup, 'hypothese i) est vérifiée pour 'indice ¢ = 0.
En effet : RgM + RLyg =0 et 7V M = 7V (X —TRy). Si (H,2 - Lorentz Fixé - ) est
vérifié, il vient
0= RyMa, A3 +RLed., As
= Ry(X0,, A3 ~TRyd.ay) + RLeda)
= Rg(ﬁg(2)+ F» —(0—Ric.) A1) — (RoT + RTy) Rod.ay
— Ry(Fy(2)+ Fo —(0—Ric.) Ai) — X Redoal
De méme, RM + RyL = 0. Si (H,0 - Lorentz Fixé - ) est vérifié, nous en déduisons
0= RM A, +RsL A
= R(X — TyR — TRy) Ay +Ro(0—(Ric.) — TR) A,
— RO-Y Fo —(RTRs A1) — (RTy + ReT)R A, +Re(0 —Ric.) Av
— RO;Y Fo +RTRy A, —XR A1 +Ro(0—Ric.) Ay
— RO;' Fo —XR A1 +Re(0—Ric) A
Il en résulte que :
X(Roduaf + R A1) = Ro(F(2)+ F2) + RIS Fo
Nous déduisons également de (H,0 - Lorentz Fixé- ) :
O RA, = RF,

En s’appuyant sur le développement de I'identité de Bianchi, section 2.2.2, et compte
tenu des contraintes initiales (53,54), nous en déduisons le systeme linéaire

X(Rodway + R A1) = Qs (Ao, To(RodoaY + R A1)
O RAg = Q4 (Ao, T(RA)) + Moy Q (A1, To(Reduay + R A1))
(Rpduay + R A1), =0
RAy,_, =0

* *
dont I'unique solution est Rgd,ay + R A1= 0 et RAg = 0 dés lors que (Ao, A1) sont
des données régulieres.
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Si nous supposons que 'hypothese ii) est vérifiée pour l'indice ¢ = 2, nous vérifions
en plus
* *
RoO,ay + R A>=0 et Rgd,al + R A3=0

nous en tirons
* * * *
Lo02 As +MO., A> —Fy(1)— Fy

* * * *
= _Teaw(ReawaX + R A2) - T(Reawa%/) + (Xau A2 _FE)(]-)_ fl) =
et
5 * * */ *
Lo0, As +MO,, Az —F¢(2)— Fo
* * * * *
= —Tpd,(Ry0,a) + R Az) — T(ReOuay + R A1) + (X0, Az —F5(2)— F2) =0

En projetant ces équations sur I, Iy et Iy, nous en déduisons que les polarisations
(P,1),(P,2), les équations (E, 1), (E,2) et les systemes (H, 1), (H,2) sont vérifiés. La
proposition 2.2.8 a) garantit que (C, 1), puis (C, 2), le sont également. Ainsi, ii) = i)
pour 'indice i = 2.

* *

— Supposons maintenant que si 1, =17 = 0, et si les profils

*

~ * ~ * ~ *

(Ak, Ak+17 ¢k:7 ¢k+17 ¢k7 "/}]ja ’(/}16_—0—2)
sont solutions (régulieres) des systémes (H,k - Lorentz Fixé- ), 0 < k < i — 1, et
vérifient les contraintes initiales (53) et (54) associées, alors

vV _ v e v L A,
af =ay =0, puis Redyag,; +R Ar—1=0 et RA, =0

pour tout 0 < k < ¢ — 3, et du coup, que ’hypothese i) est vérifiée pour P 1nd1(3e 1—3.

*

Montrons alors que si wo wl = 0, et si les profils (Ak, Ak+1» ¢k7 ¢k+1» z/;k, ’(/Jk Vo)
sont solutions (régulieres) des systemes (H, k - Lorentz Fixé- ), 0 < k < 4, et vérifient
les contraintes initiales (53) et (54) associées, alors

ai =ay =0, puis Ryd,a),,;+R Ap1=0 et RA,=0

pour tout 0 < k < i — 2, donc finalement, que ’hypothese i) est vérifiée pour I'indice
i— 2.

Comme RyM + RLy =0, 7V M = 7V (X —TRyp) et que (H,1 - Lorentz Fixé - ) est
supposé vérifié, il vient

0= RoMO, ;h‘+1 +RLgO, ;h‘+1
= Ry(m VX@ aH_1 — VTR0, aH_l) + RLp0,a;
= R@(F/ ( )—|— ]—"1 (I:I —Ric. ) Az 1) (RgT + RT@)Rgawaiv+1
= Rg(Fg(z’)+ Fi —(O0—Ric.) Ai_l) — XRpd,a)
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De méme, RM + RyL =0, et (H,i — 2 - Lorentz - ) est vérifié. Nous en déduisons

0= RM A; 1 +RoL 4; 1
— R(X — TyR — TRy) Ai_1 +Re(0—(Ric.) — TR) A;_1
= R@;l(l*i‘:)(i -2)+ .7*-"1'—2) —(ROO,! ;11'—3 +RTRy ;11‘—1) — (RTy + RyT)R Aia
+Ro(0—Ric.) Ai1
= R@;l(f‘;(i —-2)+ ]t'ifz) + RT(RO;! ;11‘73 +Ry ;hel) - XR ;11'71
+Ry(0—Ric.) Ai_
= R@;l(f‘;(i —-2)+ ]*-'i72) - XR ;11‘71 +Ry(0—TRic.) ;11'71

Il en résulte que :

* * * x/ *
X(RoOua}y1 + R Ai—1) = Ro(Fo(i)+ Fi) + RO, (Fo(i — 2)+ Fi—2)
Par ailleurs, (H,i — 2 - Lorentz Fixé- ) nous donne
O(RA;—2) = RFj(i — 2) + RF;»

En s’appuyant sur le développement de I'identité de Bianchi, section 2.2.2, et compte
tenu des contraintes initiales (54), nous en déduisons que le systéme linéaire suivant
est vérifié :
X(RgO,ai 1 + R Ai—1) = Qs (Ao, To(Rodway 1 + R Ai—1))
O(RA;—2) = Qf(A¢, T(RA;—2))
* *
+ Moy Qs (A1, To(ReOuay, + R Ai—1))
*

(RpOwaiy + R Ai-1)},_, =0

Rﬁi72|t=0 - 0

dont la seule solution est
Reawal»v+1 + R ;1141: 0 et Rﬁ%g =0

*
des lors que (Ap, A1) sont des données régulieres.
Si ’hypothese ii) est vérifiée pour I'indice i = 2, nous supposons en plus que

* *
Rpdsal o+ R Ai=0 et Rpdyalis+R Ais1=0
Nous en tirons
9 * * * *
Lg02 Aivo +MO, Ai —Fp(i —1)— Fi1

= —Ty0u(Re0ual,y + R A;) — T(Redya + R Ai_2) + (X0 A —Fh(i — 1)— Fi1)
=0
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et

*

* * *
Leaf, Aivs MO, Aiy1 —Fo(i)— Fi
* * * * *

= —Tg@w(RgﬁwaiV+3 + R Ai+1) — T(Rgawa;/_i_l + R Ai—l) =+ (X@w Ait1 —Fﬁ(i)— _7:1)
=0

En projetant ces équations sur I, Iy et Iy, nous en déduisons que les polarisations
(P,i —1),(P,1), les équations (E,7 — 1), (FE,i) et les systemes (H,i — 1), (H, i) sont
vérifiés. La proposition 2.2.8 a) garantit que (C,i — 1), puis (C, ), le sont également.
Ainsi, ii) = 1) pour l'indice 1.

2.3. Résolution des équations de profils

2.3.1. Solutions approchées pour une jauge J, arbitraire, A € [0, 1]

HYPOTHESE 2.3.1. — Nous nommons « données de Cauchy oscillantes » compatibles
a lordre M, de phase 0/e, tout choix de fonctions (A¢, de,1):) et (0¢Ac, D) de la
forme

= > P (Aay) +72 Acir (y »0(05’y)))
120
= Gty + 22 e (v, 2EY)
120
o~ 0
= S eyt e (1)
i>0
et
* 9 ~
Vo(Au(0,) = Y2900 (Aee )y, "E2) + (A
i>0
1229 (dec)uly, 222))
Vooe(0,9) = S E2V0b0 dess (v, 20 1 Gelty)
i>0
+e1/2v, Q;Ciﬂ (v, @))

~ ~ ~ ~ ~ * * *
ol les profils (Ac;, Ac}, ¢c;, oc), he;) (y) et (Ac?, 1, de;yq, e )(y,w) sont pris parmi les
données de Cauchy compatlbles des (C, 1) successifs, 0 < i < M, telles que décrites

*

section 2.2.3, Ac Ac2 =0, ¢CO =1pc; = 0 puis les composantes (ACZ+3, wcHQ)(y, w)
satisfont les polarisations (P,7) a t = 0, pour tout 0 < ¢ < M, tandis que les valeurs
*

*
Vo A ciy1 et Vo ¢ ¢iy1 se déduisent des équations de chaque (C,), 0 <i < M.

Il est maintenant possible d’énoncer le principal résultat de cette section :
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THEOREME 2 (Existence de solutions approchées). — Soit 6 une fonction de phase
satisfaisant les hypothéses 2.1.1 sur un intervalle [0,to], un réel s > & + %, et un
entier M > 1 arbitraire. Toutes données de Cauchy oscillantes, compatibles a l’ordre
M, de phase /¢, traduites dans une jauge Jx, A € [0,1], et vérifiant

(59) |(;(Cza flc;)ls@) + |5Ci|HS('i) + |Q~SC;|H5(Z'>*1 + |JCi|Hs<z‘>—%

,(Hs(i)))+| ¢Ci < 61/2,

* *
+| ACi_H ,(Hs(i)))+| ¢Ci+1

C([0,2n),(H* O~ )
avec s(i) = s+ M — 1 —i pour 0 < i < M (s(i) = s pour tout autre indice) se
prolongent sur un intervalle non-nul [0,1], 0 < t1 < to, en une solution approchée®

= Y22 Eule) 4 i 2, 2D
120
= S a) + 22 by (o 2D
120

(@)= 3@t b (2, 2D
>0

vérifiant le systéme (Y M) a Uordre O(eM/2) en partie moyenne, a l'ordre O(e(M—1)/2)

en partie oscillante sur les (A;, ¢;), a Uordre O(eM/2) en partie oscillante sur les (1;),
et vérifiant la jauge Jy & Uordre O(eM/?) en partie moyenne et a Uordre O(eM+1)/2)
en partie oscillante :

0. = LA — F(Ac,de o) = M2 3" 22 0, (w, 22) + Oy(a))

i>0

P =0¢: — G(A6a¢sa¢6) =M/ Z 5i/2(5_1/2 7;1'—1 (JS, Tx) +P1(I))

0<i<M’
. ~ * 0
Q- = Do~ h(Aes o) =M 3 G ()t &y, U
0<i< M’
et 9
Je = HAe = Z 2 (Ai(x) + % ;11'4—3 (z, %))

M<i
De plus, si 0y est suffisamment petit, alors t1 = tg. De plus, si 0; < oy, Vi < M, et
si Opy est assez petit, alors la solution approchée construite reste petite :
|A |L°°([0 t],He ) T |V0A |L°°([0 ty],Hs(D—1)
+|¢1|L°°([0 1), Ho() T |V0¢1|Loo (0.0 HH =)
+| Az+1 | Loo (0,1],02 (0,27, (H=)) + | ¢1+1 | oo ([0,t1],C% ([0,27], (> ())))

+|¢1|L°° ([0,¢1], Ha(l)ff =+ | ¢z+l |L°° ([0,¢1],C# ([0,27], (Ha(l) Ty S <o

(4)ce prolongement est unique pour les termes d’indice 0 <i< M.
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avec $(i) = s+ M — 1 — i pour tout 0 < i < M (s(i) = s pour tout autre indice), et
(O, P,Q)ilL>([0,t2),05-1 (0,27, (15~ 1))) < COmy Vi, 0> —1

Avant de prouver le théoreme 2, nous énoncons deux propositions qui contiennent
les résultats d’existence dont nous avons besoin pour résoudre les équations de profils
successives.

ProPOSITION 2.3.1 (Résolution du systéme hyperbolique semi-linéaire)
(H,0). Si 0 vérifie les hypothéses 2.1.1 sur lintervalle [0,to] et s > § + %, alors il
existe un temps 0 < t1 < to et une unique solution

Ag € C°([0,11], H* (%)) N CH ([0, 1], H*1 (%))
do € CO[0,t1], H*(X)) N C'([0, 1], H*1(2))
o € CO([0,11], H*~V/2(%))

aj € C'([0,t1], C*([0, 27], H*~1(%)))

61 O°((0, 1), (0,27, H*1(3)

% € C°([0, 1], C*([0, 27, H*~1/3(%3))

du systéme (H,0), coincidant ¢ t = 0 avec les données de Cauchy

Aco(y) = Ao(0,y) N

(Ac'0)u(y) = Vo(A0)u(0,y) A} (y,w) = a?(0,y,w)
%o(y) = ¢0(0,y) o qﬁ*cl (y,w) = q*sl 0,y,w)
‘écv/o(y) :Yoébo(o’y) ¢CO (y,w) = 1% (0,y,w)
Yeo(y) = 1o(0,y)

de moyenne nulle en w
constantes en w,

vérifiant

|ACO|H s2) T AL lae 1) + |Peol e (z) + |¢c0|H5 yx) + co| pro- 1/2(x))

+| A lcs (j0,27), 15 (=) + | ¢>1 os (0,27, H*(5)) T | % Co([0,27], Ho—1/2(x)) < 00/2

De plus, si 0y est assez petit, alors t1 =ty et

| Ao Lo ([0,t0], ) T V0 A0l Loe (0,t0], 15 -1) F [P0l Loe ([0,t0],15) + 63| Low ((0,t0],0% ([0,27], H))
+IVodol o= ((0,t0),15-1) + | $1 (Lo ([0,00],05 (0,27, H))
*

190l Loo ([0,80], 5 172) | UG 1100 ((0,t0),0% ([0, 2], o -1/2)) < G0
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Démonstration de la proposition 2.53.1. — Nous devons résoudre le probleme de Cau-
chy semi-linéaire suivant,

(O0—Ric.)A = Fo(A,04,a,a,8,08, ¢, 0, ¥, Dyi)
OP = Go(A,04,a,a,P,00, ¢, 0, ¥, Dot)
DU = ho(A, ®, U, Dyt))

a=mnY F*o (A,a,9,9)

n, O = wf F*o (A, a,P, )

X¢p=Go (A a,®,0)

Xp = éo (A, @, )

X = 7~ ho (A, B, U, Dyif)

X
X

g

avec pour données at =0 :

A(0,y,w) = Aeco(y) al0,9,) = dur® Ao (3,)
VoAu(0,,w) = (Aco),(y) a(0,y,w) = ° Acl (y,w)
(O va) = Q/S\C/O(y) et ¢(07y7 ) 8 ¢cl (yv )
Vo®(0,y,w) = ¢cy(y) 0(0,y,w) = de; (y w)
(O,y’w) - ¢60(y) ¢(073/»W) = De_ ¢c 0 (y7w)

indépendantes de w
de moyenne nulle en w

Pour tout intervalle [0,¢] C [0, o] sur lequel les hypotheéses 1 sur la phase 6 restent
valides, nous disposons de I’estimation a priori suivante :

sup e (| Alg= +[VoA

€0, #e=1 +lalos-1ae s([0,27], H*)
+[®@]ms + [Vo@|gs—1 + [@|cs-1((0,27), 11 s([0,27],H*)
+ U gre-1/2 + |1 C"'([O,QﬂLHsfl/z))
< |‘Z;0 He t |;420|H5—1 + @20 Hs + |$Z0|Hs—1 + @;0 Hs—1/2

* % *
+ 1 A e o.2m) 1) + | ber los(o,2n),0r) + | Vel

t
+ / €7A§(|FO(A,8A,G7 a, (I)aaq)v ¢7 2 “Ijﬂl))'Hs_l
0

Ce([0,2x],H=~1/?)

+ |éO(A78A7CL,Ol,®78®,¢,§0,\I’,'(/J)|H5—l + |EO(A7(I)7§[I)|H5_1/2

* *
+|7° Fo (A, a,®,0)|co-1(0,.20),112) + |7° Fo (A, , @, )| ([0,27), 174

* *
+ | Go (Aaa7¢)a¢)|CS*1([O,2W],H5) + | Go (A7O‘7¢)a<p)

)
*
+ |7T7 H, (Av P, “117w)|03([0,27r],H5*1/2))d§
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Les termes non linéaires sont polynomiaux et s’annulent au moins a 'ordre 2 en 0. Il
peuvent étre correctement estimés des que s > 5 + % conformément aux propositions
1.3.1et 2.1.1:

|I~70(A,8Aa o, ®, 0P, ¢, 0, U, )| e
Cs(|A|ms10;

+ [®]ms

+ 1Al + @[

([0,27], [0,27],H?)

3t‘I’|Hs—1 + |</? Cﬁ([0,27r},H3)|¢

Alps + [ Horye + W%s([o,m,mfl/z))

Cs=1([0,27],H*)

oot + | @[ 0, A
JH#) a

([0,27], H=~ 1/2))

|éO(A76A7a7 a, (1)78(1)7 ¢7 2 \I/a¢)|H3*1 < CS(|A|H3|at(I)

Hs-1

Cs=1([0,27],H*)

+ |(I’|HS + |‘I’|H Al + |‘I’|H ~1/2

|Ho (A, ,9)| 172 < Cul @] o1z (Al e + |@]12)

et

alos—1((0,2x), 1) [P m5 |Plos—1(j0,24],H5))

|0 1*70 (A, 0, ®,0) oo ((o.2m.r1e) < Ca(| Al e
|7T FO (A, o, D, ) a0y < Cs(|Algs
| Go (A’ayq’a¢)|csfl([o,2ﬂ],m < Cs(|®|ps

| Go (A, @, 9)|cs (10,201, 1%) < Cs(|1®] s |l oo j0,20), 1) + |A

|7T7 HO (A»‘I)7‘~I’7¢) )(|A

Cs (0,27, H*))

alcs (0,2, 1) + [P H: |

Bles—1([0,27), 1))

alos=1(j0,2x), 1) + | Al =

©lea (0,27, H¢))
s +|®|mgs)

Hs

JHs—1/2) <

La résolution du probléme semi-linéaire se fait donc par une méthode de point fixe
traditionnelle, conduisant a I'existence d’une unique solution

(4,@) € C°([0, 1], H* (%)) N CH([0,t1], H* (%))
U e ([0, ], H2(%))
(a, ) € C°([0,11],C*([0, 271], H*()))
(a,0) € C°([0, 1], C> ([0, 2], H* (%))
et ¥ e CO([0,t1],C*([0, 2n], H*~Y/2()))

sur un intervalle de temps [0, t1] qui ne dépend que de la taille des données initiales
dans H® et H°~! respectivement. En particulier, on vérifie dans le point fixe que si

|Acolms(z) + [Avolme—1(m) + |Pcol e () + [Prpl s —1(x) + |1ZCO|H3*1/2(E))

*

cs(0.2x], He () + | ¥

Cs([0,27],Hs—1/2(%)) < 50/2

* *
+ | AY |cso.2n), 10 (z)) T | D1
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pour un certain dg assez petit, alors t; = tg et

sup e *(|A|gs + |[VoA| g1 + |a
s€[0,t]

C‘sfl(Hs) R s)

+ |(I)|Hs —+ |v0(p|Ha 1+ |¢)

Cs=1(]0,2n],H:
+ |9 gsm1y2 + |w

s ([0,27],H?)

Ca'([o,zn],Hs—l/z)) < do

Posons enfin a” = a — d,a et ¢ = ¢ — O, qui vérifient les équations

* *
Xy, 0" = 7(Fo (A a,®,¢) — 0, Fo (A, ®,9)) =
* *
X¢" = Go(A,a,®,¢) -8, Go (A, ®,¢) =0
avec des données initiales nulles. L'unique solution de ce probléeme est bien sir a” = 0
*

et ¢" = 0 sur tout [0,#;]. De méme, il est facile de vérifier que yj= Dpyp € I+ est
I'unique solution de I’équation

* *
D ¢ =Dy ho
* *
avec 13 (0,y,w) =¢F, (y,w), en remarquant simplement que Dym~ = Dy et que

XDy =DpX =DyDDy

Nous pouvons légitimement poser

Ag(z) = A(z) *a?(x,w) = a(z,w)
¢0(I) = (I)(JZ) et ¢1 (wi) = @(wi)
bo (x) Vi (z,w) = Dotp(w,w)

ce qui acheve la preuve de la proposition 2.3.1.

PROPOSITION 2.3.2 (Résolution des systemes hyperboliques linéaires (H,1i), pour
tout indice ¢ > 1)
Si 0 vérifie les hypothéses 2.1.1 sur lintervalle 0 <t <ty <tg, sis > 5 + %, et si
l’on dispose de données
A € CO([0, ], H¥HR ()
o € CO[0, 11, H*HF (%))

Pr € CO([0, 1], H5Fimk(x))

( ([0, ], HATE(S))
(
(
(
(
(

ne
NCYH[0,t,], HS~ R (%))

Aps1 € CO(0,1], C5([0, 27, HHH(2)))
Grs1 € CO(10, 2], ([0, 2], HH1F(x))

Wy € CO(0, 1], C2([0, 27], H—3+7R(x)))

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



88 CHAPITRE 2. FAMILLES DE SOLUTIONS APPROCHEES DE (Y M)

vérifiant

1], s+i—k oo R JHs— i—
| Ak| Lo (j0,62], Ero+i-%) + [VoAk|Loo([0,01], o 1+i-k)

+ |$k|L°°([O,t1],H3+i*’“) + |v0($k|L°°([0,t1],Ha‘*1+i*’“)

* *
+ | Ak |Loo(0.61],05 ((0.27] (Ers+i—k))) F | Prg1 [Loo([0,02).05([0.2n) (Ho+i-)))

-~ *
+ |wk¢|Loo([0’t1]’H37%+i—k) + | "/}k |L°°([O,tl],Cﬁ([O,Q‘n'],(H57%+i7k))) < 5k

pour tout indice 0 < k < i, ainst que
afyy € CO([0,12], C**1([0, 2], H(%)))
Wy € CO([0, 1], C*F ([0, 2], HT3 (%))

vérifiant

*
\/ —
laisa Lo (o.0a1.041 0,201, (50) F 1V | e (0,011 0051 ([0.20), (5~ iy S O
alors il existe une unique solution

A; € CO([0, 1],
b € CO([0, 1],
Y; € CO
aly, € C°

*

¢i+1 € CO Ovtl )

Aci(y) = Ai(0.y) )
(Acll)ll«(y) = VO(AZ)/J«(O7y) AC?+1 (yaw) = a?+1(0,y,W)
—~ ~ * *
¢Cl(y) = 1(07:(/) et ¢ci+1 (y7w) = ¢i+1 (07y7w)
) = Vol A ;
#ily) = Vosi(0,) bef (g.w) = 07 (0,9,)
bei(y) = ¥i(0,y) de moyenne nulle en w
constantes en w,
vérifiant
(61) [ Acil + | Ayl e + Gcil e + [Deilmror + [l ger2
* % *
+ 1 A oo (o.2n), o)) + | DCit1 los(o,2m), o)) + | V¢ |0 (0.2n), (rre-1/2)) < 6
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De plus, si d; < §/2 pour tout 0 < k < i, avec d assez petit, alors

(62) |gi|Lm([0,t1},Hs) + |v0;{i|L°°([0,t1},H3*1) +Pil oo (0,27, H#)
~ *
+ | Vodi| oo ((o,61], o-1) + @941 Lo (0,67,05 ([0,27], (714))) T | Bit |20 ([0,01],0% (0,21, (FT*)))

+ ¥l oo 0,0a], o—172) + 18 |Los ((0,620,00 ((0,20] (BT —-1/2))) < O

Démonstration de la proposition 2.53.2. — Nous devons résoudre le probleme de Cau-
chy linéaire suivant :

(O0—Ric.)A = Fy(A,0A,a,8,09, 6,7, Dyt)) + F;
0@ = G((A,04,a,2,00,6,V, Dytp) + G
DU = hj)(A, &, ¥, Dotp) + H;

Xy @ = 7((— L Ay —Mo, az+1+F0 (A, a,®,¢)+ 7:1)
Xo=—0O 1+G0(Aa¢’¢)+gl
X = 7 (=D ¥ + by (A, 0,0, Dyt)+ 74:)

avec pour données a t =0 :

A(0,y,w) = Aci(y) .
VoAu(0,y,w) = (Ads)u(y) a(0,y,w) = 9, Aciy1 (y,w)
20.y.0) =del) | G0.0.0) = D b (1.0)
Vo2{0,5,w) = 9¢(v) (0.y.0) = Dy (4.w)
(0, y,w) = ve;(y) de moyenne nulle en w

indépendantes de w

En vertu des propositions 1.3.1 et 2.1.1, les termes linéaires peuvent-étre convenable-
ment estimés si les profils dominants d’indice k = 0 restent eux-mémes réguliers :

(IF'o(A, A, a,®,0®, 6, 0, D)) | ggo—1 + |G'o(A, DA, a, B, 8, , W, Dyt))

Hs—1

| H o(A, &, 9, Dgt)| gors2 + |7° F'o (A, a, , )

Cs—l s)

+|G/ (Aa P QS)Ca 1(H#) +|7T HO(A(I) v Dgw)
< Csbo(1 4 00)(|Alms +10:A

Hs 1/2))
Hs—1 + |a Ccs-1(Hs) T |(I)|Hs + |8t¢)|H371
+ |Plos—1(msy + ¥

Hs—1/2 + |w|cs(Hs—1/2))
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Pour tout intervalle [0,¢] C [0, ¢1] sur lequel les hypotheses 2.1.1 sur la phase 6 restent
valides, nous disposons de ’estimation a priori suivante :

sup e 2O (Al g + [VoA| o + |alcoi ey + | @] e
s€[0,t]

+ |VO(I)|HS*1 + |¢)|cs—1(H3) + |\P|Ha‘*1/2 + |¢|CS(H371/2))

—~ —~— * o~ —~
< |Acilms + AL a1 +17° Acip los ey + |beil e + 100 e

*
+| Peitr loo(mes) + |¢ci|€s(Hs—1/2)

! =X(do)s (| T o 17 0 b % x
+ e (|.7:i|H571—|—|g1-|H5—1—|—|H¢|Hs—1/2—|-|7T (=L Ai—1 —M@wai+1+ .7:1')|Cs—1(H5)
0

* * * *
+=0¢;i—1 +Giles—u) +m (=Dy; + Hi)|0s(Hs—1/2)>d<

Les termes source qui dépendent uniquement des profils d’ordre inférieur a i peuvent-
étre estimés directement par les propositions 1.3.1 et 2.1.1 :

~ ~ ~ * *
\Fil et + Gil e + [Hilgrs-1/2 + [7°(=L Aicy —M a1+ Fi)

Cs=1(H#)

* *
+|-0¢; 1 +G;

co-1(ms) + |7 (=D w + 1)l oo (me—1/2) < C50%(1+6)
Nous observons une déperdition inévitable de régularité entre les profils oscillants
d’ordre i —1 et les profils d’ordre i+ 1 : la présence de termes source L ;11-,1 et O ¢,

* *
nous cotite systématique deux dérivées sur A;—1 et ¢,_;. Le probleme linéaire admet
finalement une unique solution

(A, ®) € CO([0,t1], H*(Z x SY)) nCH ([0, 1], HS (X x S1))
U e 00, 4], HY2(2)
¢ € C°([0, 1], C3([0,2x], H*~V/2(%)))

et (a, (JS) € Myr=0 ou 100([0, tl], Cs’l([O, 271'], HS(E)))
sur Pintervalle de temps [0, ¢1]. Nous posons finalement
/L(x) = A(.%‘) 0 Ai+1 (wi) = 8;1a(x7w)
Gi(z) = @(x) et Gipr (¥,0) = 07 d(x,w)
¢i =U(@) ¥, (2,w) = Dytp(a,w)

En reprenant I'inégalité a priori, on vérifie aisément le résultat additionnel de petitesse
formulé dans la proposition.

Démonstration du théoréme 2. — Par récurrence sur l'entier M.
Lorbque M =1, quelque 501t 1a jauge J>\ ch01s1e nous commencgons par fixer

ay —Ac1 =0, ay —A(32 =0, wo —¢co =0et ¢1 ¢cl = 0 sur lintervalle [0, to].
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— Lorsque la jauge choisie est la jauge de Lorentz (A = 1/2), nous pouvons utiliser
directement les résultats de la proposition 2.3.1. Les données de Cauchy oscillantes
sont compatibles a 'ordre M = 1 et traduites en jauge de Lorentz, donc nous vérifions
les contraintes 49 :

—~ %0 4 *x +

(63) | V' (VilAco)o = (Aco);) = (Fo)o(Aco, Ao, deo, dc'o, vy, Acy,, der, i)
a™2(Ac )0 + Vi(Acp); = 0

Du coup, la proposition 2.2.7 a) s’applique et il suffit de résoudre le systéme (H,0)

~ * *
par la proposition 2.3.1. Les données (Ag, ¢o,%0,al, ¢1,%d ) que nous obtenons sont
nécessairement solutions régulieres de (C,0) et satisfont la condition de jauge RAg = 0.

*
Nous appliquons ensuite la proposition 2.2.7 b) qui nous dit que Rgd,ay + R A1=0
si et seulement si af vérifie 'équation de transport (E,0) :

X|HA8waf =/ F*o —71"X0,,a}
Cette équation de transport est linéaire en af, et le second membre s’estime & 'aide de
la proposition 1.3.1 en fonction des profils (Ao, al, ¢, (21) que nous venons d’obtenir :
| 1**_'0 lcs=1((0,2n], %)

b1 |es—1(j0,27], %))

< CS(|A0|HS(|a(1)|05‘1([0,27r],H5) + |alA Cs([o,zn],Hs)) + |Po|ars

Compte tenu des hypotheses 2.1.1, (E,0) admet une unique solution

ap € CV([0,t1],C ([0, 27], H*(X)))

*
pour tout choix initial de af(0,y,w) = 7" Aqy (y,w) € C5([0, 27], H*(X)).
— Lorsque la jauge choisie n’est pas la jauge de Lorentz (A € [0,3[U]3,1]), il est
toujours possible d’avoir recours & un changement de jauge admissible

*
~ 2
Ue = UQ + 3/ X3

au sens de la proposition 2.2.6. Nous fixons la partie moyenne de ce changement
de jauge exactement comme nous l'avons fait section 1.3.5 : en posant ug = eX, il
vient Ay 2 Ay = Tx + e XApeX et nous appliquons directement la proposition 1.3.6

conjointement avec le résultat d’existence de la proposition 2.3.1. Nous obtenons une
*

—~— *
solution réguliere (Ag, o, ¥, al, ¢1,v¢) de (C,0) en jauge Jy. La partie oscillante du
changement de jauge admissible permet quant a elle de modifier la composante libre
a?', qui n’intervient pas dans les équations de (C,0). Nous fixons alors :

ay =0

(le degré de liberté dont nous semblions disposer sur le choix initial de af* en jauge
de Lorentz est illusoire et disparait dans toute autre jauge de la famille Jy). Nous
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choisissons ensuite
a2T9 (1
(1 —=2X)(Vo0)2 "2

de sorte que la jauge Jy est vérifiée a ordre O(g) en partie oscillante :

ay =0 et af = Roay + Jx0;! ;11)

)\a_QVo&aw(;h)o +(1- /\)Vjaaw(;h)j = (A= 1)gn(Vxb, dual) =0
Na~2V00,, (;12)0 +(1— )\)Vjeaw(;h)j =0
ot Aa~2V000,(As)o + (1 — A)VI00,(As); + Jn A1=0

*

— Enfin, quelque soit la jauge, il ne reste plus qu’a fixer les composantes ay et 15
pour satisfaire la polarisation (P,0), et nous sommes assurés que le systeme (Y M)
est vérifié & I'ordre /2 en partie moyenne, & 1’ordre O(£%) en partie oscillante pour
les champs de jauge et scalaire, a 'ordre O(El/ 2) en partie oscillante pour le champ
spinoriel, et la jauge & I'ordre O(g'/?) en partie moyenne, & I'ordre O(e) en partie
oscillante. Les clauses de petitesse du théoreme 2 découlent directement de celle de la
proposition 2.3.1. Le théoreme est prouvé a l'ordre M = 1.
Considérons ensuite des données de Cauchy oscillantes, compatibles a un ordre M +
1> 1, de phase 6/e, traduites dans une jauge Jy, A € [0, 1], et vérifiant, pour un réel
s> g+ % donné :

(A, 0 Ad) sy nr—i + @il goeni—s + [Ori] proreni—s + |1Zi|Hs—%+1\l—i

= ([0, 2], (H°~ 3 M %))
<6/

*
C=(]0,27],(Hs+M—i)) + | ¥,

* *
+ | Aiv1 les(o,2n], (ot -1)) + | @ia

pour chaque 0 < ¢ < M. Supposons le théoreme 2 prouvé a l'ordre M. Il existe alors
une suite(®)
A; € CO([0,ty], HTM (%))
¢i € CO([0,11], H*+M~1(%))

([0, 1] 1], Ho7H(X)
([0, 1]
Wi € CO((0, 1], H*=3+M (%))
([0, 1]
([0, 1]

1], Ho7H(X)

(

; nc([o,t
, N oo, t
al, ;€ C°([0,1], C3([0, 2w], HSTM~i(%)))
G141 € CO([0, 1], ([0, 2], H+M-1(%)))

C

Uit € CO((0, 1], O%((0, 2], = H+M=i (%))

(
(
0<i< M+1, telle que les (C, k) et (P, k) successifs soient vérifiés sur un intervalle

fixe [0, 1], 0 < t1 < tg, pour tout 0 < k < M, ainsi que les conditions de jauge

Aa2V00,, (;11)0 +(1— )\)Vjeaw(;h)j =0

(®)unique pour les termes d’indice i < M
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A "2V000,(A2)0 + (1 — NVI09,(As); = 0
puis
~ * . * *

A =0 et Ao 2Ve00,(Arts)o + (1 — NV700,(Ak+3); + Ir Ars1=0
pour tout 0 < k < M. De plus, si §g est suffisamment petit, alors t; = tg. De plus, si
0; < 0p—1, Vi < M avec ) assez petit, alors

| Ail L= ((0,02], 1) + 100 As| Lo (0,000, m10-1) + 10| e ((0,0],110) + 10002 | L ([0,04), 751
* *
+ | Ait1 |po(o,t1),00(m)) + | Qi1 |Lo(0,02),05(H%))

+ |wi|Loo([0,tl],H571/2) + | ¢i+1 |Loo([0,tl],c‘s(Hsfl/2)) < (5M71,V7; <M

— Lorsque la jauge choisie est la jauge de Lorentz (A = 1/2), nous pouvons utiliser
directement les résultats de la proposition 2.3.2. Les données de Cauchy oscillantes
sont compatibles & 'ordre M + 1 et traduites en jauge de Lorentz, donc nous vérifions
les contraintes (51) :

VI(V;(Aear)o — (A w);)
% 0 * * T
= MOY(FO(ACM7 AC M, ¢CM7 ¢C M> ¢CM» ACM+17 ¢CM+17 1PCM))

- (Far)o( Ak, DAk, Arsr, 0. 00k, G410, b < M — 1)
01_2(:4\671\/[)0 + Vj(;{vCM)j =0
Du coup, la proposition 2.2.8 a) s’applique et il suffit de résoudre le systeme (H, M)

par la proposition 2.3.2. Les données (AM,¢M,¢M,aM+1,¢M+1,wM) que nous ob-
tenons sont nécessairement solutions régulieres de (C,M) et satisfont la condition de
jauge RAp = 0. Nous appliquons ensuite la proposition 2.2.8 b) qui nous dit que

*
Rgd,aj;, 3 + R Apg1= 0 si et seulement si aj,,, vérifie Péquation de transport
(E,M) :

A A * ) * 0 *, *
X‘HAawaMH =7"(=0 Am—1 +(Ric.) Apy—1 —X0uay, 1+ Fo (M)+ Fur)
Cette équation de transport est linéaire en ajy,,, et le second membre s’estime &

I’aide de la proposition 1.3.1 et 2.1.1 en fonction des profils déja connus :
A A ; y 0 % ol
|7T (_ O AM—l +(RZC) AM—l _Xawa]\/[+]_+ FO (M)+ .7:M)
< Codnr (1 + |afyylos1((0.20] 110y + 0 + 83y)

Cs=1([0,27],H*)

Compte tenu des hypotheses 2.1.1, (E, M) admet une unique solution
afry1 € CO([0,11], C*([0, 27, H*(X)))

pour tout choix initial de ajy; (0,9, w) = 7" Acprqq (y,w) € C([0,27], H(X)).
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— Lorsque la jauge choisie n’est pas la jauge de Lorentz (A € [0, 3[U]3,1]), il est

L
2
toujours possible d’avoir recours & un changement de jauge admissible

ue = 14 eM2%, 4 cM+3)/2 SEM+3

au sens de la proposition 2.2.6. La partie moyenne de ce changement de jauge trans-
forme Ay ~5 Al = TXar + An + [Ao, Xar] et nous pouvons appliquer directement

la proposition 1.3.6 conjointement avec le résultat d’existence de la proposition 2.3.2.
*

Nous obtenons une solution régulicre (A, QZM,QE\;,a%/[H, ¢A;+1,1ﬁ\'4) de (C, M) en
jauge Jy. La partie oscillante du changement de jauge admissible permet quant a
elle de modifier la composante libre a}, 41, qui n’intervient pas dans les équations de
(C, M). Nous fixons alors

a2T9

1 1 *
ajrer = WQRW&H + N0, Am-1)

(Ie degré de liberté dont nous semblions disposer sur le choix initial de aj;, ; en jauge
de Lorentz est illusoire et disparait dans toute autre jauge de la famille Jy). Nous
choisissons ensuite
2
A (07 Te 1 v 1 *
a = —————=(=Rpa + Jx\0
M+2 (1_2)\)(v09)2(2 OUpNr4+2 AV AM)
et
OZQTQ

1 *
Ao *te 2 v -1
apry3 = (1 —20)(Voh)? (2R9aM+3 + J\0, " Am+1)

M42 . .
€72 ) en partie oscillante :

de sorte que la jauge Jy est vérifiée a I'ordre O(

Aa"2Vo00,(A1)o + (1 — NVI00,(A1); = 0

A "2V000,, (A2)o + (1 — NVI09,(As); = 0
puis
)\0472V098w(j{i+3)0 + (1 — )\)Vjeaw(;h+3)j + Ja ;&i+1= 0

pour tout 0 <7 < M + 1.

— Enfin, quelque soit la jauge, il ne reste plus qu’a fixer les composantes ay, 5 et
*

Y140 PoOur satisfaire la polarisation (P, M), et nous sommes assurés que le systeme

(Y M) est vérifié & Vordre O(e®+1)/2) en partie moyenne, & 'ordre O(c 2 ) en partie

oscillante pour les champs de jauge et scalaire, a 'ordre O(E(M 1/ 2) en partie oscil-

lante pour le champ spinoriel, et la jauge a 'ordre O(E(M+1)/2) en partie moyenne, a
M+42

Pordre O(e 2 ) en partie oscillante. Les clauses de petitesse du théoréme 2 découlent
directement de celle de la proposition 2.3.2. Le théoreme est prouvé a 'ordre M + 1.
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2.3.2. Régularité des familles de solutions approchées obtenues, estima-
tions uniformes en €. — Nous finissons cette section par quelques considérations
sur la régularité des solutions approchées que nous venons de construire, lorsque ¢
devient arbitrairement petit. Il est important de remarquer que les familles de fonc-
tions (A, ¢). du théoréme 2 ne sont pas uniformément lipschitziennes lorsque € — 0.
Ceci sera source de difficultés pour I'obtention des solutions exactes asymptotiques du
théoreme 3. Ces fonctions ont en fait une « demi-dérivée » bornée uniformément en
€ : ¢’est ce que nous souhaitons caractériser ici pour en faire usage dans la proposition
3.1.1.

Nous posons (eD)* = (1—g2/A)%/2. L’espace BMO apparait de facon naturelle dans
les estimations bilinéaires de la partie suivante. Rappelons qu’'une fonction f est dans
I’espace BMO si et seulement si

1
= — — feldy < C
| flBMo SUP T () /B |f(y) — feldy
ou fp désigne la moyenne de f sur la boule B. En particulier,

|flBMo < 2| f|Lee

DEFINITION 2.3.1. — Pour tous réels s et m, pour toute famille de fonctions (u). de
Hst™(%) dépendant d'un parametre £, 0 < € < g9 < 1, nous définissons la norme
suivante :
[tells,m2 = sup [(D)*(eD)™uc|yz
0<e<Leo

Nous désignons par W$™2(%) I'ensemble des familles (u). de H*T™(X) dépendant
d’un parametre € dont la norme ||uc||s,m,2 est bornée. Pour tout M € R, nous fai-
sons usage de la notation eMW3™2(3) pour désigner 'ensemble des familles (u). de
Hs+tm(%) telles que |le™Mu|

s,m,2 st bornée.

Pour tous s et m, ces espaces sont complets pour la norme || ||s,m,2 (et conviennent
donc a la mise en ceuvre d’un point fixe). Ils contiennent des familles uniformément
bornées dans H® et nous serviront dans la partie suivante a estimer les termes de
reste prolongeant la solution approchée du théoreme 2 en une solution exacte. Nous
définissons d’une fagon similaire des espaces W2-""°°, construits sur ’espace BMO, et

non plus sur L2.

DEFINITION 2.3.2. — Pour tout réels s et m, pour toute famille de fonctions (u)e,
0 < e < gg < 1, nous définissons la norme :

s,m,00 = Sup |<D>5<5D>mus|BMO
0<e<eo

e |

Nous nommons W2 (%) Pensemble des familles (u). dont la norme ||ucl|s,m, 00 €St
bornée.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



96 CHAPITRE 2. FAMILLES DE SOLUTIONS APPROCHEES DE (Y M)

Enfin, nous définissons les espaces qui nous permettent d’estimer uniformément la
régularité de développements oscillants dépendant du parametre €.

DEFINITION 2.3.3. — Nous nommons 2™ I’ensemble des familles (u)e de Wem-2
qui peuvent se décomposer en

(w)e = (W)e + (u”)e avec (u'). € WET™02 et (u/), € W™

Nous prenons commnie norme sur FASUON ™ quantité

luelllsm) = luellsmz+ inf (Julllsrm,o2 + [[ulls,m,c0)

(w/+u' =u)
ol inf (/4 y—y) désigne I inf pour toutes les décompositions possibles.

En vue des estimations bilinéaires de la section suivante, nous précisons alors le
théoreme 2 :

ProposITION 2.3.3 (Estimations uniformes sur les solutions approchées et les termes
de reste)
La famille de solutions approchées (A, ¢,v). du théoréme 2 vérifie

(A). € CO([0,4], 2272 () N C([0, 8], 2 % (%))

(2)) N C1([0,4, 275 (%))

Le reste (O, P, Q). vérifie

(0). € CO([0, 1], M/2Wz 5 %(x))
(P). € CO([0, 1], MW B E2(x))
(Q). € CO([0, 1], eM/2WP 5 2(x))
Enfin
(J)e = Aa2VoTo + (1 — M)V Ts):
avec
(Jo. Tz) € CO([0, 8], M2W2 32 () n O ([0, 1], M2 W2 % 2(%))

De plus, si la clause de petitesse est respectée dans le théoréme 2, alors

1A Delllcs 3 + 110, 0e)ell 3, 2) + I¥elllo. ) < Ooma
[e=/%(0, P)ell-y g2+ llm/2Qell0.3.2 < Com
le™2(Jo, Tl 3,2+ 17/(00T0, 0T 3,3 2 < Coas
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Démonstration de la proposition 2.3.3. — En décomposant chaque fonction du théo-
reme 2 en sa partie moyenne et oscillante, puis en comptant les puissances de ¢, la

proposition 2.3.3 s’obtient comme corollaire de la proposition 2.3.4 suivante :
PROPOSITION 2.3.4. — Soit un réel 0 < s < 5 et 0 une fonction de phase C°
vérifiant cal < |gradd| < co, il existe des constantes Cyp ne dépendant que d’un
nombre fini de semi-normes de 0 dans C°, telles que :

a) pour toute fonction u(x,w) € C2*3([0,2n], H3%3(X)) 27r-périodique de moyenne
nulle en w :

0(x
Haisu(gg, %)”:ﬁ:&%,? < C’g|u(ac,w)|cgh(th)

b) pour toute fonction u(z,w) € C3+5([0,2x], H>1%(X)) 2n-périodique de moyenne
nulle en w :

50, (@)
lle*u(z, T)H\(s,g) < 09|U($,w)|cg+3(Hg+s)

¢) pour toute fonction u(z,w) € C2+5([0,2n], H ~*(X)) 2n-périodique de moyenne
nulle en w :

o O@)
lle*utz, =)l s,z) < Colulw, )l 8-+,

d) pour toute fonction u(z,w) € C375([0,2n], Hz+5(X)) 2r-périodique de
moyenne nulle en w :

0(x
ate, "oy < Colutew

|H€7s )|C%7°'(H%+”)

La preuve de cette proposition nécessite quelques étapes intermédiaires. Nous utili-
serons dorénavant des décompositions diadiques de Littlewood-Paley, dont nous rap-
pelons ici le cadre standard. Soit ¢ € C§°(R™), vérifiant 1(£) = 1 pour |£] < 1/2
et ¥(&) = 0 pour |£] > 1. Posons p(§) = ¥(£/2) — (). ¢ est supportée dans la
couronne 1/2 < [§] < 2, et pour tout § € R, 1 = (&) + > 45, ©(27F¢). Pour tout
u € 8'(R™), posons alors Agu = @(27%D)u pour k > 0 et A_ju = 1)(D)u. Nous no-
terons Siu = Zf;il Aju. Nous rappelons ci-dessous quelques propriétés classiques
de ce type de décompositions diadiques :

LEMME 2.3.5. — a) Pour toute fonction u € L?,

Z |Aku|%2 < |U|%2 <2 Z |Aku|%2

k>—1 kx>—1

En particulier, il existe une suite (cx)(u) vérifiant Y ci < 1 et telle que, pour tout
k> —1, |[Agu|r2 < cglu|pz. Réciproquement, si, pour k > —1, |Agu|pz < ¢ avec
>z < CJ2, alors |ul3, < C.

b) Il existe une constante C' telle que, pour tout s € R, k >0 et u € H®,

1
625k|Aku|L2 < |Agulpe < C2%F|Agul 2
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soit, en tenant compte du a)

1
o 2R Aulis < Julfe <20 ) [2°FAguli

k>—1 k>—1

b’) Pour tout m € R, il existe une constante C' telle que pour tout k > 0, € € ]0,1]
et pour tout we H™,

1
6|<52’“>’"Aku|iz < |<5D>mAku|iz < C|<E2k>mAku|2Lz

¢) Il existe une constante C telle que, pour tout s >0, k > —1 et u € H?,
|Spu| s < C2%¢|u| 2
¢’). Pour tout m > 0, il existe une constante C telle que pour tout k > 0, € € ]0,1]
etue H™,
(D)™ Skuls < Cl{e2*) ™ ul

d) 1l existe une constante C telle que, pour tout k > —1 et u € L,

|Sku|Lee < Clulpe

Démonstration. — consulter par exemple [1, p.92-94]. Le a) exprime la quasi-
orthogonalité des termes de la décomposition diadique. L’essentiel est de bien vérifier
C™1 < Y |¢r? < C. Le b) et le ¢) traduisent la sensibilité des termes de la dé-
composition diadique aux dérivations. On les obtient immédiatement en passant en
transformée de Fourier par le théoreme de Plancherel.

L’espace BMO se laisse bien appréhender par décomposition diadique :

LEMME 2.3.6 (caractérisation diadique de BMO). — Il existe des constantes posi-
tives c et C telles que

clulfo <swpsup2™ [ S |Ajuly)Pdy’ < Clulbg
vy ok B(y,27F) >k

Démonstration. — Consulter [17]. Nous reprenons le membre de droite de I'inégalité
dans I'annexe A en détaillant le cas de décompositions diadiques légerement plus
générales.

PROPOSITION 2.3.7 (Injection de Sobolev limite). — L’espace H™? = (—A)"*L?
s’injecte de fagon continue dans BMO. Il eriste une constante positive C telle que
pour tout U € H™/?,
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Démonstration. — Pour toute boule B(yg, 27%) de centre g et de rayon 2* arbitraires,
2 [ S AUl < [ Y2 iaU) P
B(y0.27%) 5k B(y0.27%) Sk
<Y 2EAU(y)|72dy
J
2
< |U|Hn/2

La proposition découle alors directement de la caractérisation diadique de 1’espace
BMO, lemme 2.3.6. Remarquons par la méme occasion :

LEMME 2.3.8. — L’espace Zés’ﬁ) s’injecte de fagon continue dans W%,
Démonstration. — nous décomposons u. € ZE(S’E) en

e = ul +u’
de sorte que
[ullls+ 2,02 < 2lluellls,z) et l[uZlls,z,00 < 2llluellls,2

Il est évident que

1
50,00 S Hus”s 2,00

/I‘
(A 3,

tandis que Pinjection de Sobolev H™/2 < BMO, proposition 2.3.7, nous donne pour
tout € :

[{D)*uzlemo < CUD)™  2ur 2

soit, en prenant le sup sur ¢,

[ullls,0,00 < Cllugllstm 02

ce qui acheve la preuve du lemme.

Les fonctions oscillantes de la forme e

¢ ol @ est une fonction de phase réguliere de
gradient non nul, sont essentiellement supportées en fréquence dans une couronne de
taille | grad 6] :

LEMME 2.3.9. — Soit 6 une fonction de phase C* wvérifiant cgl < |gradf| < co.
Quelque soit N > 0, il existe Cn g > 0 ne (ne dépendant que des semi-normes de 0

dans CN ) tel que, pour tout réel A > 0 et tout entier j vérifiant
a) 27 ¢ [ﬁjco)\], on a

|A;€™| e < Civjo(sup{27, A}) ™V

b) 27 < ﬁ, on a alors

|Sjei>\9|L(x> < CN79/\_N
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Démonstration. — a) Le résultat s’obtient sans difficulté par le lemme de la phase
non stationnaire. Prenons x € C§° valant 1 dans sur B(yo, 1).

A jer0(wo) :/ o —y)E+IN () g, ( §) (y)dédy

27
+ [ etmmmeenomy( 2y - x(y)dedy
=L +1
I, est a support compact en y, et sa phase ne stationne pas en y par hypotheses, car
5o+ 2C0A] avec cot < |gradf| < cg, donc |¢€ — Agradd| > 0.

Pour I, la phase ne stationne ni en g, ni en &, car cette fois |y — yo| > 1. Nous ne
sommes plus a support compact en y, mais un nombre suffisant d’intégrations par

nous avons choisi 27 ¢ [2-

parties en £ nous donnent la décroissance voulue en y pour faire converger 'intégrale.
Pour achever la preuve, il suffit de constater que a) = b) de fagcon immédiate.
Choisissons une fonction o € C™ vérifiant o(§) = 1 pour £ ¢ [24 2%0) et o(€) =0

pour € € [ﬁ, 23¢p). Pour tout réel A > 1, nous posons o (£) = a(f\). nous définissons
oxu=ox(D)u
de sorte que o) agit comme un filtre « coupe-bande » en fréquence, dans la zone

€] = A.

PROPOSITION 2.3.10. — Soit une fonction de phase 8 € C°° wvérifiant cal <
|grad 8| < co. Il existe des constantes Cy (ne dépendant que d’un nombre fini de
semi-normes de 0 dans C™) telles que :

a) pour toute fonction u € HST" s et r réels, r > 0 :

(D)*ox(e™u)| L2 < A" Cylulgo+r
b) pour toute fonction u € L? et pour tout s réel :
{(D)*(1 — ox)(e™u)| 12 < N*Chlul 2

Démonstration. — Pour le a), avec r > 0. Posons vy = ¢"*’. Le produit de deux
fonctions uvy se décompose en

uvx = Tuyva + Ty )u + R(u,vy)
ou
Tiw) v,\—ZS] 2uA vy, T(mu—ZS] 2UAAju et R(u,vy) = Z Ajruljvy
j=2 j=2 li—3'1<2

Commengons par examiner le terme T, u. Le spectre de chaque terme S; v Aju
est supporté dans une couronne 2772 < |¢| < 2912, Par conséquent, si 27 € [%, 2¢p),
le spectre de chaque terme S;_2vxAju est supporté dans la couronne 0512*3)\ < ¢ <
coA23, et nous sommes assurés que

U)\(Sj_QU)\AjU) =0
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lorsque
, A
27 € [—,2¢coA
< [200’ € ]

En considérant une fonction test h € S, |h|g-s < 1, en utilisant le b) et le d) du
lemme 2.3.5 puis en appliquant le lemme 2.3.9 b), il vient

[(or(Twu) W< Y Y (ISj—2ulzul,|Ayhl)

ng[ﬁﬂco)\] J—3<K7'<j+3

<o XI5 amie2anu) (2 wang.)
J

21 < 2

vo( X aEemis nelauks) (S ang.)
J

23 >2co

. 1/2
<CQ’N)\_N|h|H—S< Z 22JS|A]‘U|%2>

2<%,

+ CXN" || g ( > 22J'<S+T>|Aju|iz) v

27 >2co A\

Comme N est arbitraire, il suffit de fixer NV > r pour récupérer :
lox(Twyva) e < A" Colulgrotr

Pour T(,)vx, nous remarquons de nouveau que le spectre de chaque terme
Sj—2ul\juy est supporté dans une couronne 272 L [¢] < 2772, Prenons dans un
premier temps r > 0 et s > 0. En considérant une fonction test h € S, |h|g-s < 1, en
utilisant le b) et le d) du lemme 2.3.5 puis en appliquant le lemme 2.3.9 a), il vient :

oA(Twyoa), I < Y > (ISjauljual,[Ajhl)

ng[ﬁﬂco)\] J—3<K7'<j+3

<o X wiambials ) (S iamni.)
J

27 <525

. 1/2 y 1/2
+C( 3 A—2T22J<S+T>|Ajw|%w|sj,2u|2Lz) (Zr?ﬂsmj,h@z)
J

27>2co
1/2 , 1/2
< CQ,N|h|H—s u|L2 <( Z )\Q(S—N)> + ( Z )\—2r22j(s+r—N)> )
2 < 22\0 27 >2co\

Comme N est arbitraire, il suffit de fixer N > s + r + 1 pour obtenir :
lox(Tiuyva) s < CoA™"|ulpe
Prenons ensuite 7 > 0 et s < 0. Dans ce cas, le lemme 2.3.5, ¢) nous donne

sup [27°Sjulp2 < Clulgs
J
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En considérant une fonction test h € S, |h|g-s < 1, en utilisant le b) et le d) du
lemme 2.3.5 puis en appliquant le lemme 2.3.9 a), il vient alors :

{oa(Tyoa), ) < > D> (ISj2uljual,|Ashl)
2J’¢[2j,0 2coA\] I35/ <J+3

) 1/2 , 1/2

S C( > |Ajv>\|2L°°22]S|Sj*2u|2L2> <Z272js|Ajh|2L2>
21 < 525 J
. . 1/2 ) 1/2
+ C( Z /\_2T22JT|AJ'U)\|%0022J5|Sj_2u|%2> <Z2_2JS|AJ'/1|%2>
27 >2co A J
1/2 , 1/2
< CO7N|h|H7"‘ U|Hs << Z )\—21\/) + ( Z )\—2r22j(r—N)> )
27 < 220 29>2coX

Comme N est arbitraire, il suffit de fixer N > r + 1 pour obtenir :
lox(Twyos)|ms < Co A" ulms

Pour le terme R(u,vy), nous remarquons que chaque Ajuljvy, |j — j'| < 2 est
supporté en fréquence dans une boule |£| < 2974, Prenons s > 0 et 7 > 0. Considérons
une fonction test h € S, |h|g-s < 1:

[(R(uor), W) <Y ([Ajudjoal,|Sj4sh])

li—3"1<2
. 1/2 , 1/2
S C(Z2238|Aju|2L2> ( Z |Aj1})\|2L00272(j+5)8|Sj+5h|2L2>
J 27 <525
. 1/2 ) 1/2
+ 0(222J(s+r)|Aju|%2> ( Z )\72r|Ajv)\|%00272(J+5)3|Sj+5h|%2>
- 25
Le lemme 2.3.5, ¢) nous donne, lorsque s > 0 :
sup [27755;h|12 < Clh|g—s
J
de sorte que :
|<R(U,’U)\),h>|
1/2 1/2
< Clulgesr || g (( > |Ajw|im) + ( > /\_2T|Ajv,\|2Loo> )
V<2 29> 525

et nous finissons en appliquant le lemme 2.3.9 a) :

> IAjualie <Con D> ATV < CpA

27 <525 21 <525
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des que N > r + 1, puis
DTOATATL<C D> N4+ Con > ATV Lo

2022 27 €[525,2c0] 29>2coA
Prenons maintenant s < 0 et r > 0. Considérons une fonction test h € S, |h|g-s < 1:
[(R(u,v0), B < > (1A uljoal, |S45h))

l7—3"1<2

<C<Z22js|Aju|2L2>l/2< S A0S, 5l )
J

2i< ok

1/2

. 1/2 . 1/2
+C<Z22J(S+T)|Aju|2m> ( > )\72T272JS|AJU>\|2L°°|Sj+5h|%2>

§C|U|Hs+r|h|L2<< Z /\_25|Aj11>\|%m>1/2—|—< Z /\_2T2_2j5|AjU>\|%m>1/2>

<35 2>35%;

nous finissons en appliquant le lemme 2.3.9 a) :

S A A € Cox 3D AT < g

27 <50 20 <52

deés que N + s > r + 1. Enfin
Z )\72r272js|Ajv)\|%oo <C Z )\72r272js + C@,N Z )\72r272j(]\7+s)
20252 27 €[525,2c0] 2i>2coA
g CHA72T
pour N assez grand. Nous achevons ainsi la preuve du a).

Pour prouver le b) de la proposition, prenons s réel quelconque, et une fonction
test h € S, |h|g-s < 1:

(1= o) (wor), B)| < ([(L—ax)(wor)l, > [Ah])
QJe[ﬁ,z%o,\}
< Clulpz|v| L > X2 AR
2§ €[=2—,25¢o\]

25¢q”’
< O Jul 2|l gy

d’ou 'inégalité attendue.
Un fonction supportée en fréquence dans une couronne fixe de taille 2/ ne peut pas
« concentrer » une partie importante de sa norme L? sur une boule de rayon 2%
inférieur & la longueur d’onde critique 277. Nous utiliserons ’estimation suivante qui
traduit cette remarque :
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104 CHAPITRE 2. FAMILLES DE SOLUTIONS APPROCHEES DE (Y M)

LEMME 2.3.11. — Il eziste C > 0, tel que pour tout u € L2, pour tous entiers j < k
et toute boule B(27F) de rayon 27F < 277 :

2kn /B(Qk) |Aju(y)|2dy < CQJ”'AJU|%2

Démonstration. — Rappelons que Aju est une fonction C* et que
(64) |Aju|c1 < Cl2j(%+1)|Aju|L2

par injection de Sobolev.
Nous considérons une boule B(yo,27%) de centre y et de rayon 27*. Fixons un
entier N et supposons que

(65) / 1A july) Py > 226070 A2,
B(yo,27%)

Nous remarquons que la boule B(yo,277) de rayon 277 peut toujours contenir au

moins ¢,25=)" boules de rayon 2% disjointes (ou au pire tangentes), avec une

constante ¢, > 27" (on peut toujours placer 2(k=i=1)n houles de rayon 27% dans
un n-cube de demi-arréte 27771, lequel est toujours compris dans une boule de rayon
279...). On considere alors une collection (B(Ya,27%))1<ace,at-n de telles boules.
Il existe nécessairement une boule B(ya,,27 %) de centre y,, tel que |ya, — yo| < 277
et vérifiant

/ 1A july) Pdy < 2(ea) 120707 Auf2,
B(Ya;,27F)

(sinon ) fB(y1,2—"‘) |Aju(y)Pdy > 2|Ajul?,, ce qui est absurde vu que

Ea fB(yl,Q*k) |Aju(y)|2dy < |Aju|%2) Prenons y6 € B(y072_j) et y;l € B(ya172_j)
tels que

|Ajulyg)l > 2V227%5 |Ajulre et |Ajulyh,)| < 2(ca) 227 |Ajul 2
Il existe alors un ¢ € [0, 1] tel que
grad Aju(tyy — (1= 1)yh,) - (U6 — Yo,) = Ajulyo) — Ajulys,)
comme |yo — yh,| <277, il vient finalement
|grad Aju(tyh — (1 — yh,)| > [2Y/2 = (C) 22905+ A jul
L’inégalité (65) contredit alors (64) deés que nous fixons N assez grand pour que

|2V/2 — (C)~Y/?| > Cy. D’ott le lemme.

PROPOSITION 2.3.12. — Soit § une fonction de phase C* vérifiant c;* < | grad ] <
co. 1l existe des constantes Cy ne dépendant que des semi-normes de 6 dans C°, telles
que :

a) pour tous réel s et v, r > 0, pour toute fonction u € Hz+5+" ;

(D)*ox(e™u)|Bmo < CoA™"[ul 3 4otr
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b) pour tous réels s et r, v = 0, pour toute fonction u € HZ ™"

(D) (1 = ax)(e™u)lpro < CoX**ul g -

Démonstration. — a) La proposition 2.3.10 a) nous donne

|<D>SU)\(6M9U)|H1L/2 < CQA7T|U|H%+S+T
la constante Cy ne dépendant que d’un nombre fini de semi-normes de # dans C°.
Nous utilisons directement I'injection de Sobolev limite H™/2 — BMO, proposition
2.3.7:

YA, [(D)ox(e?u)smo < CH{D)*or(eu)|gnse < CoA™"|ul g 4ot

b) Nous gardons la notation vy = e*? et rappelons que Aj/ (1 — o)) = 0 des que
21" & [cg™12075\, ¢g2775 ). Considérons une boule B(yo, 27 %) arbitraire et majorons :

gkn / S A5 (D) (1 = o3)(Toyor) () Py
B(yo,27%)

j' 2k

-/ y 2
<o | 2ol B rrsaam)of
B(yo,27%) o0 g — 2coN],j' 2k J'=3<I<i’+3
< CA2srghn / > RO u(y)Pdy
B(yo,27*

) 2J’e[—28*60 ,28co A, k<

< C)\2(5+T) <2kn / |27’”Sk,1u(y)|2dy + Z |2J(%7T)Azu|%2>
B(yo,27F)

>k
Le dernier terme du membre de droite s’estime aisément

Z 1275 Aju(y)|2.dy < Clul?

ik

Hf—r

tandis que pour les basses fréquences, nous bénéficions du lemme 2.3.11 qui nous

donne
2’“”/ 272718 _qu(y)|dy < CZW/ 2727 |Aju(y)*dy
B(yo,27%) i<k B(yo,27F)
<CY 20| Aju(y)|fady
j<k
< Cluf? g,
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Pour les termes restants, il suffit d’estimer

kn /B( 2 185 (D) (L= o) Ty )y

i'>k
, , 2
< 2t / S ela (Y 2 nau) )| dy
Blyo.2 )2f/e[2510 2505’ >k ' —3<5<5'+3
< ONHn) > 21020 | Aju(y) 22 dy
216[28*60 ,28co N, k<
< C)\2(3+r)|u|2 w
H?2
puis, en appliquant le lemme 2.3.9 a),
2 [ S A (1 - o) Ries, w)o) Py
B(yo,27k) §' >k
, 2
< Cz’m/ > 22 Olan (Y Aagu) )] dy
B(yo,27F) 23’ G[ A 250())\]]/>k- j'—=3<g
< C/\2(s+r) Z 2](n 27) |Aju|L2 + CH,N Z 2j(n72r72N)|Aju|2L2
216[ 260)\} 27 >2co\
< Cg/\Q(s—o—r |u|2 .
H?2
La preuve de b) est achevée.
Démonstration de la proposition 2.3.4. — a) Identifions la fonction 2m-périodique

u(z,w) € C3+([0,2n], H315(X)) avec sa série de Fourrier. Comme u(x,w) est de
moyenne nulle, le premier coefficient de cette série est nul :

w) = Z ey (z)

|k[>1

o(z)
E ezk = uk

|k|>1

soit

Les fonctions uy, sont uniformément bornées dans H2 1< et satisfont & la condition de
sommation (égalité de Parseval)

|k|z>1 kn+2§ 2|uk|Hg+< |U|2 %+§(H%+§)

Nous appliquons directement la proposition 2.3.10 a) et b) :

0(x n
62"I<D>‘<6D>”/2u(x,%)|iz < Y (EXUD) e Eu[2s + (D) E e By |2,)
[k|>1

<Co Y (P unlfrorr + K unlZz + 2 gl g o+ BT ug]72)
[k|>1
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Si¢=+s >0, nous prenons r = 0. Si¢ = —s < 0 avec 0 < s < Z, nous prenons

2
r = +s. Il vient dans les deux cas

2Dy Dy e, AN < Ol

c 721 is iS)
En prenant le sup en &, nous obtenons

0(x)

&= u(z, = D)llez 2 < Colu(w,w)l o523

b) Identifions la fonction 27-périodique u(z,w) € C2+5([0,27], H2T%(X)) avec sa
série de Fourrier.

O(x ()
u(x,%) = Z elk e Uk(!II)
k|>1
Nous séparons
0
ate, "2 = 020y 1 U2 ()
avec
Ullr) = 3 ou(@® T up)(@) et Ul(e)= Y (1—ou)(e*  w)(a)
[k|>1 [k|>1

Nous utilisons successivement la propositions 2.3.10 a) :

(D) 303, < Y (D) Eos (e Eup)fis
|k|>1

<Co ) luklfys.

[k|>1
CH|U|CO(H12L+3)

puis la proposition 2.3.12 b) :

5 s s z ik8
e*(D)*(eD) U [Bmo < Z e (D) (D) (1 ~ ag)(e "2 un) o

k| >1
<D DY (1= o) (@ up)Bno + D €2 (DY TR (1= o) (¢ w) [Bao
k| >1 k| >1
<Cp Yy K2 ug 2
[k|>1
< Colul?

CErI(HET)
En prenant le sup en &, nous obtenons

1Ulls+3.02 < Colu(z,w) et U |s,3.00 < Colu(x,w)

|CO(H%+3) |c%+3(H%+S)

Le a) ci-dessus nous donne directement

0(x
leute, ")l 2 < Colu(r, )l oe oy

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



108 CHAPITRE 2. FAMILLES DE SOLUTIONS APPROCHEES DE (Y M)

Il vient alors

€D
llle*u(z, =M,y < Colul@, w)l o gy s

¢) Nous utilisons la méme décomposition pour u(z,w) € C=+5([0,27], Hz ~%(%)),
puis majorons avec la propositions 2.3.10 a) :

(D) EULZ, < Y [e9(D) T B ok (M u) [
k>1
< Co Z |uk|H§‘5
[k|>1

Cbh”COU{f‘ﬂ

La proposition 2.3.12 b) donne ensuite :

s —s z s —s z ik
e%(D)"*(eD) EU [fmo < Y, e {D) " (eD)E (1 — o) (™ ur) [Bmio

Ik[>1
< D UD) (1= o) (@ w) o
k| >1
+ ) B UDY (L - o) (e Fu) o
[k|>1
< Cg Z k25+n|uk|§{%73
[k|>1
Ce|u|cg+s —5)

En prenant le sup en &, nous obtenons

1€ ULl ~s+ 3 .02 < Colu(, )] o)

puis
1€°UZ | -5, .00 < Colu(z,w)

et enfin, par le a) ci-dessus,

ot o)

%
Jeuw, "))y 2 < Colute, )

CET S (HE )
Il en résulte que

( )

le*u(z, —=)ll(~s,2) < Colulz, )

|c b +*(H?‘5)
d) Nous utilisons la méme decomposmon pour u(x,w) € C2~%([0,2n], Hz5(X)),
puis majorons avec la propositions 2.3.10 a) :

e~ (D) EUL2, < D e (DY B o (R ) [
£

[k|>1

<Co ) luely g

|k|>1

C'9| |CO(H2+5‘)
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La proposition 2.3.12 b) donne ensuite :

n —2s —s ) ik€
|e=*(D)"*(eD) ¥ U |fno < Y e (D) (D)% (1 —ox)(e "2 un) o

|k|>1
_ _ 1.0

<Y e BUD) (1 - 0w (e Fun) B

|[k|>1

+ 30 e BEUD) (1 - o) (€ Fun) Bao
|[k[>1
<Cp D k2 gy
|k|>1

< CO|U|2C%_S(H%+S)

En prenant le sup en &, nous obtenons
ULl -s+3.02 < Colu(, )| o g3+

et

le=*UZ | —s,2,00 < Colulz, w)|C%_S(H%+S)

Par le a) ci-dessus,

—s . 0(@)
e~ (@, “2)—s3,2 < Colue,)le -+ g -
Il en résulte que
0(x)

e e, “E a3y < Coluse,0)l g g+
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CHAPITRE 3

PROLONGEMENT ASYMPTOTIQUE DES FAMILLES
DE SOLUTIONS APPROCHEES PAR DES FAMILLES
DE SOLUTIONS EXACTES

Le but de cette section est de prouver le résultat suivant :

THEOREME 3 (Prolongement asymptotique d’une famille de solutions approchées par
une famille de solutions exactes)
Soit
(4,0). € (0, to], 25 F () N €1 (0, to], 2L F (%))
{ () € CO((0, o], 2 ¥ (%))
une solution approchée du systéme (Y M) en jauge Jx, A € [0,1], a Uordre O(eM/?),
M>n:
(0)- = (LA— F(A,6,1))- € CO([0,t0], /2w #F%(
(P)e = (06— G(A, 6, 9)e € ([0, to], eM/2Wz #(x))
(Q): = (D¥ = h(A,,)). € CO((0,to], M/2W2 5 *(%))
et
(T)e = (AA)e = Aa Vo Jo + (1 = NV (Tx);
avec
(Jo, ) € CO([0,4], £M72W2 2 (2)) 1 O ([0, 1], M2 W2 2 ()
Toutes données résiduelles

5:%,2 — 35,2 0,%,2
(Z,Z) € 6]\4/2W€2 : ) (VOZ, v(]Z)E|t=0 S é‘]w/QWE 22 et <5|t:0 S €M/2W5 2

€li=0
vérifiant les contraintes de compatibilité (67) et de jauge (68), se prolongent sur un
intervalle [0,t1], 0 < t1 <ty indépendant de €, en une unique famille

(Z,2). € CO([0, 1], MPWEE2(2)) 0 O ([0, 1], MW 582 ()
(©)e € CO([0, 1], eM/2W0 3 ()

telle que
('A7 (I)? W)s = (A7 QS? w)s + (Z7 Z’ C)S
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forme une famille de solutions exactes de (Y.M.) en jauge Jy. De plus, si

le™72(Z,2):(t = 0) 3.2

2:2°

1l M2(0,2,012).(t = )|y 3.5+ e /2(C). (0 = 0)

12

2

0,2,2 < 0np

pour un certain dp; assez petit, alors t1 = to. En particulier, si on prend soin de
choisir M > M' > n assez grand pour que Eéw*M < 6p, alors le prolongement
(Z,z,(). existe et est unique sur [0,tg] tout entier, et vérifie :
’ 1lmn ’ _ln
(Z,2). € CO[0, to], M PWEE2(5)) N CL([0, t), M2 WZ T F (%))
(Q)- € CO[0, to], &M /PWE 2 ()

Ce théoreme justifie la méthode d’optique géométrique mise en place dans la section

;4 , M8, 5,2 M . s, %
précédente. En effet, pour tout réel s, e2 W' 2" — g2 HZ tandis que ZE( 2o, He.
Nous sommes donc assurés que le reste (Z, z, (). généré pour résoudre exactement le

/2, ,1/2

systeme (Y M) est toujours d’ordre /2 dans Hz/“ x He/“ x HY, et reste arbitrairement
petit devant la solution approchée (A, ¢, ). La solution exacte est fidélement décrite
par le développement que nous en avons fait.

3.1. Estimations bilinéaires

La difficulté des résultats de cette section tient au fait que la famille de solutions
approchées construite par 'optique géométrique n’est pas uniformément lipschitzienne
en e. Ceci rend délicate 'estimation des produits de type Z..0A. ou z..0¢.. Les ma-
jorations mises au point dans [11, 10], par exemple, ne suffisent plus. Nous pourrions
travailler directement dans Hé +3 X Hé ta X HE% et utiliser des estimations extrapo-
lées de celles du lemme B.1, mais nous perdons alors le bénéfice de la petitesse du
reste devant la solution approchée construite, et réduisons & peu de choses les efforts
déployés pour décrire le comportement du systéeme (Y M) par le biais de I'optique
géométrique. La marge de manceuvre dont nous disposons est réduite & une demie dé-
rivée, qu’il va falloir exploiter systématiquement par un argument d’analyse adapté.
Le résultat central de cette section est exposé dans le lemme suivant :

PROPOSITION 3.1.1 (Estimations bilinéaires uniformes). — Etant donné un entier
M >n, un réel s > 0, il existe une constante C telle que :

a) si (U)e € eM/2Y2 R g V)e € EM/2WE_S’%’2, alors le produit (UV). €
eM2W 32 o

”é‘iM/zUs‘/sH—s n 9 < CHeiM/zUs

12

i /A

12

n
85,2

n
22

b) si (U) € M2y ? o (V)e € Zé_s’%), alors le produit (UV). € eM/2W. >
et
le™2U Ve )| ,2,2 < Clle™™2Uells, 3 2l11Velll (- s,2)

19
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C) St (U)E S EM/QW;S,%,Q et (V)s c ng’%), alors le produit (UV)E c EM/2W;S’%’2
et
le™™/2U Ve 20,5 2 < Clle™/2Ue |2 2l Vellls, )

3.1.1. Résultats intermédiaires. — Afin d’éclaircir la proposition 3.1.1, nous
détaillons un résultat intermédiaire(!) qui fait abstraction du paramétre ¢ :

PROPOSITION 3.1.2. — Pour tout réel s > 0,
a) Si f € H® et (D)%g € L, alors le produit fg € H™* et il existe une constante
C > 0 telle que :

If9la—+ < C|f|a|(D) *glr=

Si f € H® et (D)~*g € BMONL?, alors le produit fg € H~* et il existe une constante
C > 0 telle que :

|fgla-+ < C|fla=({D)"*glsmo + (D) "*glr2)
b) Si f € H® et (D)*g € L™, alors le produit fg € H*(R™) et il existe une
constante C' > 0 telle que :
|fala-+ < C|fla-:[(D)*g|L~
Si f € H=% et (D)*g € BMO N L2, alors le produit fg € H—(R™) et il existe une
constante C' > 0 telle que :

|f9la-+ < Clfla—+({D)*glBmo + (D) gl2)

Nous utilisons dans toute cette partie les opérateurs de décomposition diadique
introduits section 2.3.2. Nous complétons les résultats du lemme 2.3.5 par les estima-
tions suivantes :

LEMME 3.1.3. — a) Pour tout s € R, il existe C > 0, tel que pour tout k > 0 et
u € BMO,

|Ak(D)*ulp < C2([ulnmo)
b) Il existe C > 0, tel que pour tout k > —1 et u € BMO,
|Sku|pe < |[A_q1ulr~ + Cklulpmo
Pour tout s > 0, il existe C' > 0, tel que pour tout k > —1 et u € BMO,
1Sk(D)*ulre < [A-1(D)*u|r~ + C2*|ulpmo)
Pour tout s < 0, il existe C > 0, tel que pour tout k > —1 et u € BMO,
|Sk(D)*u|p < [A_1(D)*u|p~ + Clu|smo

(M nous remercions P. Gérard qui nous a donné I'idée de la preuve
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Démonstration. — C’est une conséquence de la caractérisation diadique de BMO. Se
reporter directement & I’annexe A.

Nous aurons aussi besoin d’un résultat un peu moins standard, que nous énon-
cons en élargissant légerement le cadre des décompositions diadiques précédentes.
C’est ici qu’apparait de fagon naturelle I’'espace BMO.

PROPOSITION 3.1.4 (Stein et Coifman-Meyer). — Soit ¢x(£), k = 0, une suite de
fonctions vérifiant la condition de sommabilité 3, - |<;~Sk|2 < C, et telle que la fa-
mille & = ¢1,(2F) est supportée dans une couronne fizre {1/R < |¢| < R} et reste
uniformément bornée dans C*°. Soit Jk(f), k > 0, une suite de fonctions telle que la
famille Uy, = 1y(2%.) est supportée dans une boule fize {|¢] < R} et reste uniformé-
ment bornée dans C*°. Nous posons Syu = 1hy(D)u et Agv = ¢p(D)v. Siu € L? et
v € BMO, alors :

Z/Iﬁk(D)v(y)IQ|§k(D)U(y)I2dy < ClufielvlEmo
k

De plus, la constante C ne dépend que d’un nombre fini de semi-normes des &Jk et
Yy, dans C§°.

Démonstration de la proposition 3.1.4. — Cette proposition est énoncée dans [7],
démonstration du théoreme 33, pour des décompositions diadiques dépendant d’un
parametre continu. La démonstration originale s’appuie sur [8], et peut-étre lue dans
[17]. Nous la reprenons dans ’Annexe A.

Démonstration de la proposition 3.1.2. — Le produit de deux fonctions f et g se
décompose en :

fo=Trg+Tyf + R(f,9)

ol
Trg=> Sk-afDrg. Tof =Y Sk—20Arf et R(f.g)= Y Awflrg
k=2 k=2 |k—k'|<2
Démonstration du a). — Commencons par examiner le terme Ty, f (hautes fréquences

en f, basses fréquences en g). Le spectre de chaque terme Si_2gAy f est supporté dans
une couronne 2872 < |¢| < 22, En considérant une fonction test h € S, |h|p> < 1,
il vient

‘<ZSk*29Akf’h>‘< D (ISk-298kf1,|Awh])
E>2

[k—k'|<3
<C Y 2P Agf27R S agl, | Ak hl)
k—k'|<3
1/2 1/2
<o(Xlbauflz) (X 127 SgAwhl)
k |k—k'|<5
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Par le lemme 3.1.3 b) lorsque s > 0 :

> 2R SkgAphli. < C > 127 Sglt e | Aphl]
k=K' |<5 k=K' |<5

< (JA-1(D)*glr= + C|(D)"*glmmo)* Y [AhlZa
k

Par le lemme 2.3.5 b), il vient que
Ak <CBFa <1 et Y 2MAkfR < Clf
k

Selon 'estimation désirée, il reste a majorer

|A—1(D)"*g|L~ + C(D)*glBmo < CUD)*gL~
ou
|A_1(D)"*glre < ClA_1(D)" gl 3+ < C(D) gl
nous en déduisons immédiatement
Ty flrz < C|flus|(D)"glr-
ou encore
Ty flrz < Clfla=(KD)*glr2 + [(D)"*glBmO)

Le terme de reste R(f,g) (méme ordre de fréquences pour f et g) est nettement
plus difficile a traiter. C’est ici qu’il est nécessaire d’introduire les estimations du
lemme 3.1.4 et que 'on voit que (D) *g doit étre bornée dans BMO. Considérons
une fonction test h € S vérifiant |h|p2 < 1. Le Spectre de chaque terme Ay fArg est

supporté dans une boule |£] < 254 lorsque |k — k| < 2, et il en résulte que :
(X2 Awrdigh)[ < D2 (18w S Akgl,Skishl)
[k—k'|<2 |k—k/|<2
<C Z 2k SAk/ 2” ksAkg| |Sk+5h|>
|k—k'|<2

< (Y RMaunB:) v (3" 127%ArgSershl3:) v
k k

Pour tout s € R et k > 0, posons ¢p(€) = (272 4 |27k¢|2)5/2p(27k¢) et Aju =
or(D)u, de sorte que 27*ALg = Ap((D)~*g). Les fonctions @ (&) = dr(2%¢) sont
uniformément bornées dans C§° et supportées dans une couronne fixe. Nous définis-
sons ainsi une décomposition diadique en couronnes légerement modifiée, mais véri-
fiant toujours la bonne propriété de sommation : 37 |¢x (€)|2 < C. Notons Sgysh =
§kh. Nous sommes ainsi amenés a estimer

Z |AL((D)~*g)Skh|22
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Or ce terme entre précisément dans le cadre du lemme 3.1.4 :

> 1AL((D)"*g)Skhliz < ClhIZ:[(D) *glfmo
k

enfin,

> 125 AkfI7: < Clfl3

k>0

d’ou l'estimation désirée :

|R(f9)|L2 < C|f|a-

(D)"*glsmo

Pour le terme Tyg (basses fréquences en f et hautes fréquences en g), nous pro-
cédons de fagon semblable avec une fonction test h € S, |h|gs < 1, et en remar-
quant que le spectre de chaque terme Sy_ofArg est supporté dans une couronne
2k72 < |§| < 2k+2 .

‘<ZSk—2fAkg,h>‘<C > (ISk—2fDxgl, | AL

k>2 [k—k'|<3
<C Y (Sk—af27" Aggl, [25° ALR])
lk—k'|<3
1/2 1/2
<C( D I8ar2 o arglts) (S0 125 ARl
k=2 k>0

Comme précédemment (en notant cette fois §k = Sk_o, et sans changer la définition
des Ay), nous appliquons le lemme 3.1.4 :

> [Sk-af2 o Arglia =D |SkfAR((D)*g) [

k>2 k
< Clf12:1(D) " glino
Enfin,

> 2 Aghli. < Clhf3
k>0

et il vient
ITrgla-+ < C|f|2[{D)*glBMO
ce qui acheve la preuve du a) de la proposition 3.1.2. La preuve du b) est symétrique.

Démonstration de la proposition 3.1.1. — Nous tenons compte, cette fois, de la dé-
pendance en ¢ des termes du produit. C’est ici que nous tirons bénéfice d’avoir résolu
le systeme & 'ordre eM/2, M > n.
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Démonstration du a). — Nous décomposons le produit U.V; en :
UVe =Ty, Ve + Tv.Ue + R(U, Vz)

Commencons par examiner le terme Ty, U, (hautes fréquences en U,, basses fréquences
en V). Le spectre de chaque terme Si_o2U.A;V. est supporté dans une couronne
2F=2 < |¢] < 282, En considérant une famille de fonctions test (h). de S, vérifiant
SUPg<c<ep |(eD)~"/2(D)*h|> < 1, il vient pour tout € € |0, o] :

’<Zsk—2VsAkUs,hs> < Z (|Sk—2VeARU:|, | A he|)

k>2 |[k—k'|<3
<C D (2R (e 2 A U227 S o Vel [(e28) T2 A )
|k—k'|<3
1/2 , 1/2
C(Z |2’“S<a2’“>"/2AkU5|%g> ( 3 27K Sy Ve (e2" >‘"/2Ak/hs|2L2>
k |k—k'|<5

Par le lemme 3.1.3 b) (avec s > 0) et 2.3.5 b’) :

SRS V(2 ) 2 A LR <€D 12700k o Veld | A (eD) T 23
lk—k'|<5 lk—k'|<5

2
< C(1A-1(D) " Ve~ +1(D)~*Velpuo) \Zm 24| A(D)* (D)~ he|
((D)™*Ve| 2 + [{D) ™" Velsmo)*[{D)* (e D) ™" *he 7 2
({D)™*Ve| 2 + [(D)~*Ve|pmo)?

Toujours par le lemme 2.3.5 b) et b’), nous savons que

D [2M (2" P AU 7. < Cl(eD)" UL .

c
c

NN

Il vient alors pour tout € € ]0, ] :
(DY (Tv,Ue) -+ < CHeD)™*Uel (D) ~*Vel 2 + [{D)~*Velmaro)

Pour le terme de reste R(Ue, Vz) (méme ordre de fréquences pour U et V.), considé-
rons une famille de fonctions test (h)e de S vérifiant sup.¢)g ] |(eD)™"/?h|p> < 1. Le
spectre de chaque terme Ay U.A V. est supporté dans une boule |¢| < 27+ lorsque
|k — k'] <2, et il en résulte que :

’< Z AkUeAkae,hs> < Z (| A U AR Ve, [ Sktshel)
lh—k'|<2 lh—k'|<2
<C Z (125 (2" VB AR U 27 AR V2, [(2545) /28y she )

[k—k'| <2

OS24 (e2) AU ) i (1o o arVa(e2 %) /28 hel3s) i
k k
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Pour tout s € R et k > 0, posons de nouveau ¢g(£) = (2728 4 [27k¢|2)s/2¢(2-k¢).
Nous vérifions que >, |¢x|2 < C. Les fonctions dilatées @ (€) = ¢y (27¢) sont suppor-
tée dans une méme couronne et restent bornées dans C§°, uniformément en k. Posons
Apu = ¢p(D)u, de sorte que 277 A, V. = Ap((D)"*V.). Nous introduisons une nou-
velle famille de fonctions 1y, (€) = (e255)~7/2(c€) 5 4p(2-(k+5)¢) | dépendant cette fois
du parametre €. Les fonctions dilatées \T/k(é“) = Jk(2k§) sont supportées dans une
méme boule et restent bornées dans C§°, uniformément en k et en €. Nous notons
S = (D), de sorte que (e28+5)=7/28,  ch. = S;.((eD)~"/2h.). Nous sommes ainsi
amenés a estimer

Y 1AR((D) T Ve)Sk((eD) T ?he )2
k

Or ce terme entre précisément dans le cadre du lemme 3.1.4, et il existe une constante
C, ne dépendant que d'un nombre fini de semi-normes de ¥y, et de @, dans C§°, donc
indépendante de €, telle que :

>k |AK((D) " V2) Sk ((eD) T 2he)lF2 < CHeD) ™ 2hel}2[(D) =" Velfnio
Par ailleurs, le lemme 2.3.5 b) et b’) nous donne :

D (27 (e2%) 2 ALUL|T: < Cl(eD) 2 UL 3
k>0

Nous obtenons alors 'estimation désirée :

[{eD)2 R(U:, Ve)lr2 < Cl{eD) 2 Ue|n-

(D)~*Vz|lemo

Pour le terme Ty, V. (basses fréquences en U, et hautes fréquences en V), nous
considérons une famille de fonctions test (h). de S, telle que

sup |[(D)*(eD)""/?h|.> < 1.
e€]0,e0]

Le spectre de chaque terme Sy_oU.A,V. est supporté dans une couronne 2F~2 <
€] < 242

[(DoSkosleteVesh )| <O D7 (1Sk-2UeeVel, [8LR)

k>2 |k—k’|<3

<C Y (SmaUe27 (25 B ALV, 25 (e2) T/ 2 A b )

lk—k'|<3
—ks k\ % 2 1/2 ks k\—n/2 2 1/2
< C(Z |Sk_2U52 <62 >2 Ak‘é'L?) (Z |2 <€2 > Akh6|L2>
k>2 k>0

Par le lemme 2.3.5 d), b) et b’) :

D [Sk-aU27*(e2M) A VL T2 < ClULL3 0 Y |Ak(eD) 2272F VL |7,
E>2 k
< ClUel(eD) 2 Vel3, -
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Par le lemme 2.3.5 b) et b’) nous majorons de nouveau :
> 2R (e2%) T2 Agheli. < Cl(eD) T P heliy.
k

et nous obtenons immédiatement 1’estimation :

(D)™ *(Tu. V)| -+ < CleD)"* Ve

U£|L°°

En rassemblant les trois termes que nous venons d’estimer, nous disposons, pour tout
e €]0,¢g0], de estimation uniforme suivante :

[(eD) 2 (UVe) -

< C({eD) 2 Ue|u= ((D)~*Vzlr2 + (D) *Velpmo) + [(eD) 2 Ve g

U6|L°°)
Or s > 0, donc on utilise 'injection de Sobolev ordinaire :

|UE|L°° < C|<D>%+SU€|L2
< Ce "2|(eDYV?U, | g+

Puis on applique I'injection de Sobolev limite de H™/? dans BMO :

(D) ~*Velpmo < C(D)"*(D)~*Ve]
< Cem"2|(eD)"/*(D) Ve 2

Nous obtenons ainsi, pour tout € € ]0, ¢}, I'estimation
[(eD) 2 (UV2) g
e 2(eDV3 V.| y—s + [(eD) 2 Ve| g

<C <|<5D>%U5|Hs a_"/2<5D>%U5|HS>

En multipliant chaque membre par e~ /2,

10, €0], nous déduisons

le™/2UVe|| 6,50 < Clle™™2Uclls, 3 20l 2 Ve -2 2

M > n, puis en prenant le sup sur € €

Démonstration du b). — Nous décomposons de nouveau le produit U.V; en :
UVe =Ty Ve + Tv.U: + R(U., Vz)

L’estimation des termes Ty U, et R(U., V:) se fait exactement comme dans le a), de
sorte que :

(D)™ (Tv.Us) -+ < CleD)"*Ue| - (

(D) *Ve|p2 + (D) *Velmo)

et que :
[{eD) % R(U, Vz) |2 < C|(eD) 2 Ut |-
—M/2

(D)™ *Vzlemo

En multipliant chaque inégalité par e M > n, puis en prenant le sup sur € €

10, €0], nous déduisons

le™2 Ty, Uz 4+ M2R(U, Ve)l|-s,3,2 < Clle™2Uells,3 21Vl —s,0,00 + 1 Vel -5, 5.,2)
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et puisque le lemme 2.3.8 nous garantit que zi=9) o W2 5020 il vient finalement

le™2 Ty, Uz + e MR, Ve)l|—s,3.2 < Clle™2Ue 5,2 2l|Vel [l s, 2

3,
Seul le terme Ty, V. (basses fréquences en U, et hautes fréquences en V;) doit étre
estimé de fagon différente. Nous considérons une famille de fonctions test (h). de S,
telle que sup,¢jq .| |(eD)~™/2h| s < 1. Le spectre de chaque terme Sy_oU.AxV: est
supporté dans une couronne 272 < [¢] < 282

(D SialediVah)| <C 7 (ISkoalUARVe, [ AGAL])

k>2 [k—k'|<3
SO Y (ISkoaUs27 (2" B ALV, 27 (e2") T/ 2 AL b))
k—k'|<3
" 1/2 1/2
< O( Y18kl (2 AV ) T (D125 (2 2 A 3 )
k=2 k>0

Par le lemme 2.3.5 b) et b’) nous majorons :

> (2R (e2") T2 Aghe|7. < CI(D)*(eD) " ?he|3

Pour le terme restant, nous décomposons V. € Ze(fs’%) en
Vo= VIV

de sorte que

IVl —st+z.02 < 2/ Velll(=s,2)
et

HVEHHfs,%,oo < 2|HV€|||(—S,%
Nous pouvons alors découper :

D [Sk-aU277(e27) 2 AL VL7 < C(Z) + 55 + 57)

E>2
avec

Ell = Z |Sk72U52_k5<€2k>%AkV€l|%2 < Cz |Sk72UE2_kSAsz,|i2

k>2,e2k<1 k>2
et
Sh= Y ISk 2U27"(2F) S ALV 7. < C™ ) |Gk oU 2K PR ALV
k>2,e2F>1 k>2
tandis que

S = |SkooU27 R (2 T AL V|7
k>2
Pour ¥, il faut de nouveau avoir recours au lemme 3.1.4. Pour tout s € R et k > 0,
définition la famille ¢ (€) = (2%) 5 (e€)~/22-ks (£)sp(27F¢), qui vérifie > k>0 lon|2 <
C. La famille des dilatées @5 (¢) = ¢r(2¥€) est supportée dans une couronne fixe, et
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reste uniformément bornée dans C§° par rapport a k et & . Notons Agu = q~5k(D)u,
de sorte que
<€2k>n/22—ksAva€// _ Ak(<D>_s<€D>%‘/gﬁ).
Notons §k = Si_o. Nous sommes ainsi amenés a estimer
> Ak (D)2 (D)~ V") Sk UL -
k
Par le lemme 3.1.4, il existe une constante C' — indépendante de ¢ — telle que :

Yk |2k ((eDYY2(D) V") Sk Ue 2. < C{e D)™ *(D) =V ol Ue |22
Nous en déduisons I’estimation :
[(eD)"*(Ty, V") -« < CU(D)~*(eD)"*V." |[Bumo |Ue |2

Pour 3}, nous procédons de méme, en posant simplement B(€) = 275 (£)5 g (275€).
Notons Apu = ¢p(D)u, de sorte que (2F)"/227 ks A V! = AL ((D)™5V!), et Sy, =
Sk_2. Nous devons estimer
D 1A(D) V) ST 72
k
Par le lemme 3.1.4, il existe une constante C telle que :

> [AR((D) V) ST} < CUD) ™V Byio ULl
par Pinjection de Sobolev H™/? < BMO, nous en déduisons :
%) < OV g U2

Pour X, nous majorons directement, en utilisant I'injection de Sobolev ordinaire
Hst% < L lorsque s > 0 :
S < Ce™ Y [SpoU2MH DALV,
k22
< C™ Y Sk 2Uelf o |2 T ALV S
k22
2 2
e"|Ue| Lo |VZ Host%

<C
< CM|(DY UV, oy
<C

(D) (eD) R U2 |VIT2 iy
Nous en déduisons I’estimation :
[(eD)™ (T, Vo) -+ < CIVE | o3 [(D)* (D) 3 U] 2

Pour tout e € ]0, g¢], nous disposons de l’estimation uniforme suivante :

[(eD) 2 (Tv.Ve) -+ < CeD)2Ue|m:(
< 20|<€D>%U6|H5

(D)= (eD)"*V! gm0 + V| jpev )
‘/s| | ‘(73,%)
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M/2

En multipliant chaque membre par ¢~ , M > n, puis en prenant le sup sur € €

10, €0}, nous déduisons
le™/2 Ty Vel —s,2.2 < Clle™™2Ul||s,2 2lIIVelll —s,2)

Ceci acheve la preuve du b) et constitue le résultat central de cette partie.

Nous procédons de fagon symétrique pour démontrer le ¢). Nous reprenons la preuve
pour étre complets. Pour le terme Ty, U, on considére une famille de fonctions test
(h)e de S, vérifiant

sup [(eD)"™/2(D)*h|.> < 1

€€]0,e0]
11 vient :
(D SiVellilah )| < 30 (1Si-a VAU |Awhe])
k>2 |k—k'|<3
ks k'\—n/2 2 1/2 —ks k\ % 2 1/2
<o 3 ISkaVe2 ety Ak ) (DD 12 R e AU )

|k—k'|<5 k

Par le lemme 3.1.3 b) et 2.3.5 b’) :

D 1SkoaVe2k (e2M) P Ap R, < C D Sk Veli < 25 (e2) T2 Ap b3
|k—k'|<5 |k—k'|<5

< C(|A-1(D)*Ve| o + [(D)*Vz|mmo)? (e D) ~"/(D)*hl7.
< C(D)*Ve| 2 + [(D)*Velpmo)®
Toujours par le lemme 2.3.5 b) et b’), nous savons que

> 272" PAUL e < Cl(eD) Ul -

Il vient alors pour tout € € ]0, ] :

(D) *(Ty. Ui+ < Cl(eD)2Ue| -+ (

(D)*Ve|L2 + [(D)*Vemo)

En multipliant inégalité par e =M/2 M > n, puis en prenant le sup sur ¢ € ]0, &),
nous déduisons

le™™2Ty, Ul —s,2.2 < Clle™2Uc|| _s, 2 2 (| Vells0,00 + 1V ]ls,2.2)

et puisque le lemme 2.3.8 nous garantit que ZES’%) — W20:% ] vient finalement

2l[Velll(s,2)

Pour le terme de reste R(Ue, V), considérons une famille de fonctions test (h). de
S vérifiant

H5_M/2TV€U6”—S 22 < C||5_M/2U6||—s 5

192 19

sup [(eD)™/2h|» <1
€€]0,e0]
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11 vient :

(Y Aawvavvh)

|k—k/|<2

<O( Xl et aia) (30 A (2549 S s
k k

1/2

Posons de nouveau ¢(£) = 225 (D)~5¢(27*¢). Nous vérifions que Dok |62 < C. Les
fonctions dilatées @ (€) = ¢r(2¥€) sont supportée dans une méme couronne et restent
uniformément bornées dans C§°. Posons &ku = gk(D)m de sorte que 2F5ALV. =
Ar((D)*Vz). Nous prenons (&) = (25+5)=n/2(¢) 5 (2= *+5)¢) dépendant cette
fois du parametre . Les fonctions dilatées \T/k(f) = Jk(2k§) sont supportées dans
une méme boule et restent bornées dans C§°, uniformément en k et en . Notons
S = (D), de sorte que (e28F5)=7/28,  ch. = S;.((eD)~™/2h.). Nous sommes ainsi
amenés a estimer
S IAk((D) Va)Su((eD) 2. 2
k

Ce terme entre dans le cadre du lemme 3.1.4, et il existe une constante C, ne dépendant
que d'un nombre fini de semi-normes de ¥y, et de ®;, dans C§°, donc indépendante de
g, telle que :

>k [Ak((D)*V2)Si((eD) /?he) 32 < CeD) ™/ ?hel32 (D) Ve Bao
Par ailleurs, le lemme 2.3.5 b) et b’) nous donne :

> 27 (e2k) E ARULIT . < CeD) 2 U3 -
k>0

Nous obtenons alors 'estimation désirée :

[{eD) 2 R(U:, V2) |2 < Cl{eD) 2 Uk |-

(D)*Vzlemo

M2

En multipliant I'inégalité par e~/ M > n, puis en prenant le sup sur ¢ € ]0, 9],

nous déduisons
Ha_M/zR(UE,VE)H_S,%,Q < CH5_M/2U6H—5,%,2HVEHS,O,OO
et puisque le lemme 2.3.8 nous garantit que ZES’%) — W20 il vient finalement
le™ 2R, Vo)l =532 < Clle™™2Uel| s, g 21| Velll s, 3)
Pour le terme Ty, Vz, considérons une famille de fonctions test (h). de S, telle que

sup (D)™ 2h|g. < 1
£€]0,e0]
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Il vient :
(3 SkalUelaVes b )| S C D7 [(Sk-2UeAkVz, Ak
E>2 [k—Fk'|<3
<C D 27 Sk aU.(e25) 8 A VE, 22 (25 T2 AL R,
|k—k'|<3
k k\2 2 \ /2 ks ok 2 2 \1/?
<O(D RSkl E AV ) (DD 12 2 2 Ak 3 )
k>2 k>0

Par le lemme 2.3.5 b) et b’) nous majorons :

> [2M(e2") T2 Agheli. < CI(D)*(eD) " ?he|7a
Pour le terme restant, nous décomposons V. € ZES’%) en

Vo= VAV
de sorte que
IVills+z,02 <20Vellls,zy et IV lls,3.00 < 2[1VEllls,2)

Nous pouvons alors découper :

D 27 R TG HUL(e2¥) T ALV, < D) + 35 + 87

k22
avec

Si= Y 27 TeG U (e2M) P AV < C Y27 TRg, L UAV 3
k>2,e2k<1 k>2

et

X = Z 272058y 5UL(2%) 2 AV |7
k>2,62F>1

<Cem Y 2 BRegy LU 2K AV 7

k>2
tandis que
T = 127 RSy U (e2") F ARV 7
E>2

Pour X", il faut de nouveau avoir recours au lemme 3.1.4. Pour tout s € R et k > 0,
définissons la famille ¢y, (€) = (£2%) % (e€)~™/2¢(27F¢), qui vérifie 2 k>0 |ok2 < C. La
famille des dilatées &)k(f) = ¢k (2%¢) est supportée dans une couronne fixe, et reste
uniformément bornée dans C’O , par rapport a k et & . Notons Apu = qbk( Ju, de
sorte que (£28)"/2ALV." = A((eD) ¥ V."). Définissons également la famille ¥ (£) =
2= (k=2)s (¢)s4(2-(k=2)¢) Les fonctions dilatées Wy, (€) = 1y (2%¢) sont supportées dans
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une méme boule et restent uniformément bornées dans C5°. Nous notons Sy, = (D),
de sorte que 2=(F=2)58;, LU, = Si((D)~*U.). Nous sommes ainsi amenés & estimer

Y AL(eD) PV S (D)~ UL ) 7
k

Par le lemme 3.1.4, il existe une constante C' — indépendante de ¢ — telle que
> [Ak((eD)2V") Sk (D)~ Ue) 32 < CleD)™ 2V Ryio|Uel
Nous en déduisons l'estimation :
(D) (T V") |-+ < Cl(eD)™*V." |pno |Ue s

Pour X', nous procédons de méme, en posant simplement A, = Ay, tandis que S
15 p ) p p ) q
est défini comme précédemment pour ¥”. Nous devons estimer

S IAVIS (D)) R
k

Par le lemme 3.1.4, il existe une constante C' telle que
2k [ARVISE((D) UL 72 < CIV R0l Ue 3 -
par Pinjection de Sobolev H"™/2 < BMO, nous en déduisons :
< OV 2 g UL
Pour ¥}, nous majorons directement, en utilisant le lemme 3.1.3, puis I'injection de
Sobolev ordinaire H= < BMO :

Sy < Ce™ Y (2778 pUL[F 285 ARV [7
k>2
< Ce Y (A (D) *Ue|r + (D) *Us 3o 125% Ak V.72
k>2
< Ce"[(D) T3V VI 4
< CD)~(eD) 2 U7V 4

Nous en déduisons I’estimation :
[(eD)" (T Ve') |-« < C|V'|,, 2 [(eD) 2 Ue| -

Pour tout € € ]0, £¢], nous disposons de 'estimation uniforme suivante :

[(eD)* (Tu. V)|l < CleD) 2 Ue|p-(

< 2C{(eD) 2 Ue| g

—M/2
b

D)V [Bmo + V.| 4 3)

En multipliant chaque membre par ¢
10, €0}, nous déduisons

le™2 Ty, Vell—s,2,2 < Clle™/2Uel| =5, 5.2l Velll 5,5

2

M > n, puis en prenant le sup sur € €

La preuve de la proposition 3.1.1 est compléete.
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3.1.2. Résultats complémentaires. — Nous aurons parfois besoin des estima-
tions suivantes, qui prennent en compte des cas dissymétriques qui échappent a la
proposition 3.1.1.

PROPOSITION 3.1.5. — Etant donné un entier M > n, un réel s > 0, il existe une
constante C telle que :

a) si (U): € eM2WOE? o (V)e € eMPPWEE2 glors e produit (UV). €
M2y m2 oy

le™ 20V, 3.2 < Clle™/20e 0.5 2l /2V. 3.2

y o

0,2,2

b) si (U): € eM2WER o V)e € MW glors e produit (UV), €
eMP2WDE? o

le™/2U Ve lo,2.2 < Clle™/2Uc||s,2 2lle™/*Velo,2 2

¢) 5i (V). € eMPWEE? et (V). € 299, alors le produit (UV). € eMPWYH 2
et
le= 72U, Vello.3.2 < Clle™/2Ue g 20 Ve lll0,5)

12

3
S

d) si (U). € MW 52 g V)e € Zés’%), alors le produit (UV). € eM/2p2
et
le™*/2UeVe

0,22 < Clle™2Ulo,2 2/l Velll(s,2)

nf3
IS

e) si(U) € MW T2 oy (V)e € ZE(O’%), alors le produit (UV). € eM/PW.>
et

le™PUVz =52 < Clle™2Ue 0,32l Velll0,2)

12

Démonstration. — Elle ne présente pas de difficulté nouvelle, il faut reprendre presque
mot pour mot celle de la proposition 3.1.1. Nous examinerons la preuve du a) et du
¢), les autres inégalités s’obtiennent avec les mémes arguments pris dans un ordre
différent.

Démonstration du a). — Pour le terme Ty, U, en considérant une famille de fonctions
test (h)e de S, vérifiant

sup [(eD)""/2(D)*h|.» <1
€€]0,e0]

il vient pour tout € € 10, gg] :

(D SkaVelil, h )|

k>2

<C<Z|<52k>"/2AkUs|QL2>1/2< > |SkV5<€2k/>_n/2Ak/h5|QL2>1/2
p |k—k'|<5
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Par le lemme 3.1.3 b) et 2.3.5 1) :
SISk V(e2 ) P AR < C Y [SkVel3 | Ak (eD) T 2R
k—k'|<5 |k—k'|<5

< C(A A Velpe + [Velpmo)® Y k272% | Ag(D)* (D) "2 he|7s

%
< O(|Velp2 + [Velgmo)2[(D)* (e D)~/ h. |2,
< C(|Velpz + [VelBmo)?

comme
> (e2M) M2 AUL . < Cl{eD)™?UL |7
Il vient alors pour tout € € |0, o] :
(eD)"*(Tv.Ue) -+ < CHeD)"/Ue|2(|Ve| 2 + |Velsmo)
En permutant le role de U et V', nous obtenons le terme symétrique :
(e D)™ *(Tu, V) -+ < CeD)™?Ve| 2 (|Ue| L2 + |Uz |sno)

Pour le terme de reste R(U,, V;), considérons une famille de fonctions test (h). de
S vérifiant

sup [(eD)""/2h|2 <1
€€]0,e0]

11 vient :

(Y Awvavvh)

|k—k'|<2

<o( Yl awn) (S Iaae ) 2 o f2)
k k

Posons simplement Apu = qNSk (D)u, introduisons la famille
i (€) = (e2"4°) T el) B2 g,

Les fonctions dilatées \T/k(é“) = Jk(2k§) sont supportées dans une méme boule et
restent bornées dans Cg°, uniformément en k et en . Nous notons Sy = ty(D),
de sorte que (2+5)=/28,  -h. = S ((eD)~"/2h.). Nous sommes amenés A estimer
S [ARVES,((eD)"/2h.)[2,. Or ce terme entre dans le cadre du lemme 3.1.4, et il
existe une constante C, indépendante de ¢, telle que :

Yk [ARVSk((€D) % he) 22 < CleD) ™ ?he 2 | Velfao

Par ailleurs :
3 (€25 E AL 2. < C|{eD) EULL2,
k>0

Nous obtenons alors 'estimation désirée :

|(eD)? R(U., V2)|1> < C|(eD) 2 U.|12|Ve o
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En rassemblant les trois inégalités obtenues, nous disposons, pour tout € € ]0, 9],
de 'estimation uniforme suivante :
|(eD) % (UeVe) -
< C (|(eD) #Ue| 2 |Velmmo + [{eD)  Ve| 2 |Ue[mo + [(eD) 2 Ue| L2 [(eD) ¥ Ve 2)

On applique Pinjection de Sobolev limite de H™/? dans BMO, et nous obtenons, pour
tout € € ]0, &¢], Pestimation

|(eD)* (UVe) |-
<C <|<€D>%UE|L2|E_M/2<ED>%VE|L2 + |<€D>%VE|L2|E_M/2<ED>%UE|L2)

En multipliant chaque membre par e /2, M > n, puis en prenant le sup sur ¢ €
10, &0}, nous déduisons

le™MPUVe| 5,22 < Clle™™2Ucllo, 2,2 - le™™/*Vello, 2 2

Démonstration du c). — Pour le terme Ty, U, en considérant une famille de fonctions
test (h)e de S, vérifiant
sup |(eD)"/?hlg2 < 1

€€]0,e0]
il vient pour tout € € ]0, ] :
(7 SkaVetal, e )
k>2
1/2 . 1/2
<O( Yoty Paua) (DD ISV () T2 Ak )
3 lh—k'|<5

Par le lemme 3.1.3 b) et 2.3.5 b") :
SISV @2 ) TP A bR <O Y 27 S VL3 < | A (e D) T 2 he 3
k=<5 =k’ <5

< C(|A Vel pe + [Velgmo)? D k27| Ag(eD) /2 hel
k

< O(Vz|pz + [Velgmo)?[(eD) ™2 he |2,
< C(|Ve|z2 + | VelBmo)?

comme
Z |2ks<52k>n/2AkUs|i2 < C|<5D>n/2UE|%Ia‘
Il vient alors pour tout € € |0, o] :
[(eD)"*(Tv.U2)| L2 < CUeD)™2Ue| = (IVel 2 + | VelBro)?

Pour le terme de reste R(U., V:), nous procédons exactement comme au a) et
obtenons
l{eD)2 R(U., V)|L2 < Cl{eD) 2 Ue|2|VelBmo
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—M/2

En multipliant chacune des deux inégalités obtenues par e , M > n, puis en

prenant le sup sur ¢ € 0, gg], nous déduisons
le= /2Ty, Ue + e MPR(U, Ve)llo,z,2 < Clle™2Uc ||, 2.2(IVello,0,00 + 1 Vell0,0,.2)

12
5%)

et puisque le lemme 2.3.8 nous garantit que ZE(_ — W50 il vient finalement

e ™21y U, + e MPR(U., V2)lo,2.2 < Clle™™/2U.

sz.2 |IVelllo,2)

Pour le terme Ty, Ve nous considérons une famille de fonctions test (h). de S, telle
que

sup [(eD)""/2h|2 <1
€€]0,e0]

11 vient :

(> SkaUekV )|

E>2
<c(y |Sk_2U6<a2’“>%Asz|%g>1/2 (> |<52k>‘"/2Akh6|2L2>1/2
k=2 k>0

nous majorons :
> [e2¥) 2 Aghe|3: < CleD) ™ ?he|3a

p -0,%
Pour le terme restant, nous décomposons V. € Z, (=0.3) en

Vo=V V!
de sorte que

IVZz 02 <2Velllo,2) et [V Mlo,2 .00 < 20[VElll(0,2)
Nous pouvons alors découper :

3 ISi_2Un(e2)) F ALV 2, < 5 + 5 + 5

k>2
avec
Si= Y ISkl (2 AV < O ISk ol ARV s
k>2,e28<1 k>2
et
Sh= Y ISe-aUn(e2EAV e < O Y ISi-aU25E AV, R
k>2,62k>1 k>2
tandis que

S = 1Sk 2U(e2") 2 AV |72
k>2
Pour X" et X/, il faut de nouveau avoir recours au lemme 3.1.4. Il existe des constantes
C — indépendantes de ¢ — telles que :

2" < OUeD)" V! [EnolUelie et 4 < CUD)*Vl[Rno|Uelzs
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par Pinjection de Sobolev H"™/2 < BMO, nous en déduisons :
2 2
£ < OV iy UL
Pour X)), nous majorons directement, en utilisant l'injection de Sobolev ordinaire

Hst% < L lorsque s > 0 :

T < Cen Y |Sh-2U.2 AWV
k>2
< O3 Skl ff 255 ALV2,
k>2
< CeMU V22
< Ce"[(DY*RULL VI
< CUDY (D) B ULV 4

Pour tout € € ]0, £¢], nous disposons de 'estimation uniforme suivante :

(D)% (Ty. V)l < Cl{eD) 5 Uelus(
< 2C|<ED>%UE|H5

—M/2
b

(eD)"*V! |Byo + [V 3)
Velllo.3

M > n, puis en prenant le sup sur € €

En multipliant chaque membre par ¢
10, &0}, nous déduisons

™2 Ty Vello,n 2 < Clle™/2U.

19

s.2.2ll[Velllo,2)

Ceci acheve la preuve du c). Nous procédons de fagon similaire pour prouver les autres
inégalités.

3.2. Résultat d’existence pour un systéme modele

Nous complétons ce paragraphe par un résultat d’existence pour un systeme semi-
linéaire représentatif de ceux que nous devons résoudre pour prouver le théoreme 3.
Ce résultat est tout a fait classique une fois établies les estimations bilinéaires de la
section précédente :

PROPOSITION 3.2.1. — Soit M > n. On considére des familles
1 n _1ln
(B). € C°([0, ], 2%y n ([0, 0], 2723

(8)e € C°([0, 1), 27 %))
ainst que
(P). € CO([0, to], MWz +57)
(Q)- € CO([0, to], M/ PWEE2)

Les fonctions p(Z,(, B, 8) et q(Z,(, B, 3) sont polynomiales de degré 3, a coefficients
C®, et s’annulent au moins a Uordre 1 en (Z,{) = (0,0). p est de degré au plus 1 en
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Cet2enc(, qestdedegré au plus 1 en 3 et (. La notation « - » désigne une forme

bilinéaire arbitraire. ) .
Si (Ze)e € M2z 32 (Zd)e € eMI2W 332 o (Ce)e € MW alors il
existe un temps 0 < t1 < to et une unique famille (Z,()

1
51552

_1ln
(Z)a S CO([O,tl],EM/zwg ) n Cl([O,tl],EM/zVVE 213 *2)
(€)= € CO([0, ta], M2 E2)
solution pour tout € du probleme de Cauchy suivant :

s) {DZE:Z-8Z—|—Z~8B+B~8Z+p(Z,C,B,ﬂ)+Ps

D¢ =q(Z,¢, B, B) + Q-

avec
Zs(oay) = ch(y)7 8tZ£(an) = Zc/s(y) et CE(an) = Ccs(y)
De plus, si
|P€|L°°([0,t/],sM/2WE_%’%’2) + |Q5|L°°([0,t’],sM/2wf’%’2)

M2 ey g o+ IR ZE Ly g o+ M e

0,2,2 < 0o

pour un certain dg assez petit, alors t1 = to.

En particulier, si on a pris soin de choisir M > M’ > n assez grand pour que
ed' =M <y, alors il existe une unique solution & (S), sur [0,%o] tout entier, et véri-
fiant :

1
51552 -

(Z)e € CO([0,t0), M 2W2 %) . C ([0, to), M /2 W:

1
31552

)
(©)e € CO([0, 8], M /P %2

Démonstration. — Nous résolvons par une méthode traditionnelle de point fixe. Le

schéma itératif mis en ceuvre est le suivant : dans un premier temps nous montrons

qu’il existe une suite (Z, (), (nous omettons de noter la dépendance en e pour plus

de lisibilité) solution des systémes linéarisés

(8.Lin)s { OZks1 = Pl + PPt + P
DCri1 = Q)i + Q' + Qe

avec les méme données de Cauchy pour tout & :

Z111(0,y) = Zce(y), 06 Z111(0,y) = Zc(y) et Ger1(0, ) = Cee(y)
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puis nous prouvons que cette suite converge uniformément en ¢ vers la solution cher-
chée. Nous avons décomposé le second membre en ses termes linéaires et non linéaires :

Pl = Zpy1.0B + B - 0Z41 + pH(Be, B2) Zit1 + P (Be, B2 )Gt
Pt = Zp0Zk + p*(Zi, (i, Be, B:)
Qi = ¢ (Be, B2) Zi1 + ¢*(Be, Be) 1
Qrt = ¢*(Zk, ¢k, Be, Bc)
ou
p'(B,B)Z = 92p(0,0,B,3)Z
p*(B, )¢ = dcp(0,0, B, B)¢
p*(Z,¢,B,B) = p(Z,(, B, B) — p*(B, B)Z — p*(B, 8)¢
q"(B,B)Z = 924(0,0,B,3)Z
¢*(B, )¢ = 9¢q(0,0, B, B)¢
*(Z.¢,B,B) = 4(Z,¢, B, B) — ¢"(B, B)Z — ¢*(B, )¢

Nous prenons (Z,()o = 0. Tout les résultats nécessaires a la convergence du point fixe
sont contenus dans la proposition 3.1.1. Nous utiliserons en fait le corollaire suivant :

PROPOSITION 3.2.2. — Supposons que M > n et

>)+|atBa| (—%,g>)+|ﬂa|

0,%) <4
Lw([o,to],zs

| Be| Loe([0,60], 22 2))

Loe([0,to], 2% %
a) 1l existe une constante positive C(9), polynomiale en § et vérifiant C(0) = 0,
telle que

—M/2, lin.

le pk+1H—%,§,2

<0(@) (Il Zisal

1n o+ €720 Zkl g w0+ IIE*M/QCkHIIo,%,z)

le™/2g4% Jlo,2 2

<C(@) (le™"* 2l

spe 1M 200y g0+ e il )

19

b) Si ||€_M/2ZkH%’%72 + ||€_M/28tZk||7%7%,2 + ||6_M/2Cng,%,2 < &', alors il existe
une constante positive C(6,4"), polynomiale en § et §', et s’annulant & Uordre 2 en
0" =0, telle que

le™™Pppt s a0, < CE,8), e Pq s 2 < C(6,8)

c) Si

le™ 221y 5 o+ e 202l _y 55 + 1l Cullog2 < &

et

||E_M/2Zk71||%,%,2 + ||E_M/28tZk—1H7%’§z’2 + e M2y 0,22 <0
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alors il existe une constante positive C(0,0"), polynomiale en & et &' et s’annulant
lVordre 1 en &' =0, telle que, en notant Ey = Zy — Zy_1 et & = (x — Ck—1, on ait

le” M/z(P Rl o 1)“—5,%,2
< O, )(HE_M/QEkH; 2o+ lle™MPOE| 1 a0+ IIE_M/kallo,%z)
le™™"2 (gt — g ) llo.z.2

272

<O, )(IIE MPE 1 20+ leMPOE| _y 25 + 67?6 o,g,2>
Démonstration. — 1l s’agit d’appliquer les propositions 3.1.1 et 3.1.5 aux systémes
linéarisés. La preuve est purement mécanique. Nous omettons les indices lorsqu’il n’y
a pas risque d’ambiguité.

a) Les termes & estimer sont de la forme : Z - grad B et Z - ;B qui se traitent par le
b) de la proposition 3.1.1 de la fagon suivante

le™™/2Z-grad B||_1 5 5 < Cle™™"*Z| 3 2 oll| grad Bl|| 1,2y < C(O) ™™ Z||3 2 »

220 2:2 220

et

|=M/22 - 0By 4 2 < Clle™/2 2]l g lllOBI - 5) < CO)le/22]

lﬂ 1l n o
22 2:320

B-0:Z et B-grad Z qui se traitent par le ¢) de la proposition 3.1.1,

le=M/B - grad Z||_, 4 ,
< Ol graa 7],
le=M8,2 - Bl _y

< cna*M/Qatzu_% 3 2Bl ) < CON™20Z]_y 5

12

4 2llBlll3.2) < CO) e

N)I»—‘
wl:

Le terme polynomial p' (B, 3)Z est de la forme 2o |+las|<2 CaZ B 3*2. Nous
utilisons en alternance les propositions 3.1.1 et 3.1.5, et obtenons successivement des
majorations du type :

[ ZB|_y 4 o < Clle™™PZBI_y 4 ollBlly, 5 < CNIBIE, )l

2779 2:2
ou
le™/ZBB||_1 = »
< Clle™2ZB) 1 2 ollIBlll 2,2y < CllIBIllx,2) 118l 0.3)lle™ 1n
2°2) 3:%) 3:%) 212
ou encore

HE‘_M/QZﬁHié,Q,Q C|||6|||(0 5 ”E

2

et il en résulte

le™M/2p (B, B)Z||_1 2 5 < C(6)]|e

272
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Le terme polynomial p?(B, 3)( est de la forme Z\a1|+\a2|<2,\a2|<1 Cn¢ B*t %2, Nous
utilisons en alternance les propositions 3.1.1 et 3.1.5, et obtenons successivement des
majorations du type :

2720

le™/2CB| s 55 < Cle™/¢BI s 2 ollBlllis.2) < CNIBIIE, )l %Clo.3.2

ou

le™/2¢BA| _1 4

2720

< Clle™72¢Bllo,2 21181l 0,2) < CIIBIlI 2,25 |11Blll o, 2)lle™/2¢llo,2 2

272
et il en résulte
le™/2p*(B, B)C|l 1.2 5 < C(6)e™™/%C[l0,2.2

3,3 120
Le terme polynomial ¢! (B, 3)Z est de la forme 2 o 4o <2, o<1 CaZ B 2. Nous
utilisons en alternance les propositions 3.1.1 et 3.1.5, et obtenons successivement des
majorations du type :

le=™/2ZB?||g.n o < Clle™/2ZB|jg.»

y D IR

oAl1Bllls.g) < CUIBIR. o €221y 5 2

2720

ou

HE_M/QZBﬁHO,g,z
< Clle ™20,z

19

2Bl 3.3y < ClIBIl 3,518l 0,3 e~ /*2]

2°2 2°2

532
et il en résulte
le=™"2¢" (B, B) Z]lo,2.2 < C(S)|e ™/ Z|| 1.2 »

2:2>
Le terme polynomial ¢?(B)( est de la forme Zlaﬂ@ CoZ B*'. Nous utilisons en
alternance les propositions 3.1.1 et 3.1.5, et obtenons des majorations du type :

le= /2B 0,5 2 < Clle/%¢B

0.3.2ll1Blll 3.2y < CIIBIIE 5 le™/%Cllo3 2

y Dy R 19

donc en définitive
le™2¢(B)Cllo.3.2 < COlle™*Clo,g.2

b) Les termes a estimer sont de la forme Z - 8,7, Z - grad Z que 'on traite cette
fois par le a) de la proposition 3.1.1. Il vient :

[e72Z - grad Z)_y 4 » < Clle22]}

)
et
|eM22 - 0,2)|_y 5 0 < Clle ™22y 5o+ e M?0Z) _y 5 2

2 2729 272
Pour les termes polynomiaux, qui sont de la forme E|a\<3 CoZ* (*2 B3 %4 ou le
multi-indice « est de la forme |a;| + |az] =@ > 1 et |ag| + |as] < 2 ou |ag| + |aa] < 2
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3.2. RESULTAT D’EXISTENCE POUR UN SYSTEME MODELE 135

respectivement pour p® et ¢3. On applique successivement les propositions 3.1.1 et
3.1.5 pour estimer les produits. Il vient

le=™"p*(2,¢, B B -1,22
E Co ||\B|H|a1| ||W||\|(g,2|%)H5_M/2Z||fi lle _M/QCH‘?:,z
2727

—M/2 7y las] —M/2 +pjloul
le= M2 21155 Hlle™™%Clg s »

0,2,2
[z

le=™"2¢*(2,¢, B, )
Zc IBII 5 1811 e

donc finalement

Z Cz J(Si(s/]

le™2p%(Z,¢, B,B)| _1 2.
i+5<3
et
le=726*(2,¢, B, A)log2 < Y Ciyo's”
i+5<3

Nous en déduisons que

e 2™ )y g0 SC(,0) et

HefM/2qn.l.H0,%72 < 0(5’ 6/)
) Les termes a estimer sont de la forme Zy.0,Zy — Zyp_101Zk—1 = Ep0iZy, +

c
Zi 10iEy et Zy.grad Zy — Z_1.grad Zy,_1 FEygrad Z;, + Zx—1 grad By, que 'on

traite par le a) de la proposition 3.1.1
Co'le™™ Bl n »

le™ M ErdiZi|—1 n 2 < Clle™ Eill1,n olle™ 0 Zkl| 1,0 2 <
et
HEiMZkflatEkH 1mo
S Cle™Zi-ll1,nolle™M OBkl _1 0 o < C8'||le™ OB _1 n »
ainsi que
HE’MEkgradeH_%%g
< Olle™Elly,n olle™ grad Zy[| 1 0 o < C8'[le™ Ep|l1 o
et

le™ Zk—1 grad B[l _1 2 »
< Cle™Z-all1,n olle™ grad Byl 1 n o < C8'[le™ Ep|l1 o

Les termes polynomiaux
¢*(Zk, Gk, B, B) — ¢*(Zk—1,Cr—1, B, )

P*(Zk, Gy B, B) — 0> (Zk—1,Cr1, B, B) et
peuvent s’exprimer sous forme d’une somme de termes de type
B (200G + 20, G2 ) BB ot & (200G + 200,02 B B
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ou || = 1, |ai| + |ag| + |as| + |as| < 2, avec les restrictions correspondantes sur
|ca| + |va]. On estime ces termes comme précédemment, en appliquant & tour de role
les propositions 3.1.1 et 3.1.5. On obtient sans difficulté particuliere I’estimation dé-
sirée.
Nous pouvons désormais prouver le résultat d’existence et d’unicité du systeme linéa-
risé :
ProrosiTION 3.2.3. — Si M > n,
_1lmn 9
(k" P)e € LH([0, ta], ™22 )

(qp, Q) € L([0, 1], M/2W0 %%

et st

|Be| SEN + |0¢ B |

Loo((0.12].2 2.+ |0l t.m) <O

L= (0,1], 28 ) Lo ([0,12],2

alors il existe une unique solution
ln _1lmn
(Z)k1 € CO([0, 1], eMPW2 52 0 CL([0, 1], MPWI 552
(1 € CO0, ta], MPWE 27
du systéme linéarisé (S.Lin.) avec les données initiales
ln _1ln n
(Ze,Zd (o). € M2z 3% o M2y T30 52 M/2)))0502
et qui vérifie l’estimation d’énergie

(%)

sup ]e_W)t <H5_M/22k+1||§,g,2 + e ™20 Zia |y g0+ lE P
te[0,ty

0,g,2>

< |le™™M/2 Ze,|

1agt HE_MMZC'EH_%,%Z) + e M2¢ o,z 2

ty
b [ (M o+ MG g+ IRy g
0

PRPR)
+ HE_M/QQsHO,gz)dt

Démonstration. — Nous disposons pour le systeme de I'estimation a priori classique
a e fixé :
. -Cg 1/2 m —1/2 m m
sup e~ ((D)“(eD)" Zyt1|L2 + [(D) (eD)" 0 Zyt1lr2 + (D) Gt 1lL2)
s€[0,t]

< D)2 (eD)™ Zee| 2 + [(D)"V*(eD) " Zet| 12 + [(eD) " Cec |12

t
+ / e (UDY 2 (eD)™ (phiny + Pt + Po)l e + [(eD)™ (g + gt + Q)12 )ds
0
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3.2. RESULTAT D’EXISTENCE POUR UN SYSTEME MODELE 137

—M/2

Puis nous multiplions chaque membre par € et nous prenons le sup sur ¢ € ]0, o],

et nous obtenons une inégalité d’énergie uniforme en ¢ :
Sl[lop]€7C§(H€7M/2Zk+1||§,g,z +le™ ™20 Zkall -y m 2 + e Crallo,2.2)
celo,t

<M Zellly g o+ N2y o+ I o g 2

n
505 0,5,2

t
[ U Ry M

n 9)ds

F M2 s a o4 e 2qE 0,32 e 2Pe) s o 1l M2Qc .5,

272
Par ailleurs, la proposition 3.2.2 nous donne ’estimation suivante sur les termes li-
néaires :
—M/2, lin.
le pk+1H—%,%,

< CO) (I 21l 3. 2+ ™20 Zsa |-

1
2120 27

2

g2+ 1M 2Gallo,g 2)

le™™/2g4% Jlo,2 2

< C(9) <||€_M/22k+1\\%,g,2 + HE_M/QatZkHHf%,g,z + ||€_M/2Ck+1||o,%,2>

A(8)t

En compensant avec un terme e~ on réabsorbe ce terme dans le membre de

gauche et on obtient l'estimation (%). Le reste de la preuve est classique.

PROPOSITION 3.2.4. — Si M > n, et si
B g, T10:B n W <6
e e o), 238 T 10 Bel gy 20y 10l 290y S
et
|P€|L°°([0,t0],sM/2WE_%’%’2) + |Q8|L°°([O,t0},sM/2Wg’%’2)
+ “57M/2Z05||%,%,2 + ||67M/2Zc\;||_%7%72 + ||67M/2Cc€‘ 0,82 < 5

alors il existe un temps t1, 0 < t1 < tg et une constante &', tels que ’hypothése de
récurrence suivante est vérifiée pour tout k > 0 :

(H®) : 3U(Z, 2) 41 vérifiant le systeme linéarisé (S.Lin.);, avec pour données initiales
(Ze, Zd  Co)e, et tels que

| Zgoy1] 2, + |8tZk+1|L " n

1l n _1n
Loo([o’tl]’sl\/l/ZW€2’2’ oo O,tl],EM/QWE 227 )

+ |Crr1] 2 <O

0,%2,
Loo([07t1]7€1\/1/2W€ 2 )

De plus, si 0y est assez petit, alors on peut prendre t1 = tg.

Démonstration. — Elle est presque entierement contenue dans les propositions précé-
dentes. Nous obtenons par la proposition 3.2.3 une unique solution (Z, {); de (S.Lin.)o
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138 CHAPITRE 3. PROLONGEMENT ASYMPTOTIQUE

sur [0, t], avec pour données initiales (Zc, Z¢/, (c)., et telle que

|Z1|L°°([O t'], 51‘4/2)/\/2 3 2 + |at 1|Loo([0 '], EM/zw’%’g |C1|Loo( [0,¢], sM/QW %’2)
< Collle™ M/QZcE\ Laa M2y e 2o 2
+ | €| 2 + |Q5| ,2 )

1([0,t/],eM/2W, 5.5 ([0,¢] 61\/1/2W )

avec Cy = Cy(6,t0). Du coup, (H°) est trivialement Verlﬁee si nous choisissons
&' = 2Cpdo > CO(||€_M/2ZCe||;,g,2 +leM2Zel| 1m0+t

| 6|L1 ([0,¢/],eM/2 W 5.3 2 + |Qs| 1([0,¢], 51\4/2W

2))

Supposons ensuite que les (H*) sont vérifiées pour tout entier 0 < k < n et montrons
(H™) pour un choix adéquat de t'. Nous appliquons la proposition 3.2.3, et obtenons
(Z,()n+1 solution de (S.Lin.), sur [0,t;], avec pour données initiales (Z¢, Zc/, Cc).,
et telle que

Zk 1 + 8tZk 1
| Zer |Loo([0’t]€1\l/2w2 Ex 2 | + | < ([0,t1],eM/2 W, 3% )

+ |C’““'Loo([o ], eM2W

1,22 + HE M/2<05||07§72

< C()(H&_M/QZCsH 1 no+ ||€_M/2ZC

220

+ [pj! s osagemrmmt 2 F1GE o cnrrani % %)

+ 1P| L(outaleraw 3 B2 +IQEIL1([M1 EAWEEN

ell-

La proposition 3.2.2 nous donne
,M/2pz.l.||_%,%,2 < 0(5, 5/)
le™"2qp o5 2 < C(5,8)

Y
avec une constante positive C(4,0") polynomiale en ¢ et en ¢’, et s’annulant & 'ordre 2
en &' = 0. Si #; reste assez petit pour que t1C(4,6")Cy < %/ alors 'hypothése (H"™) est
vérifiée. Si, de plus, &' = 2Cydy est assez petit pour que toC(6,8")Co < Cte(d')? < %/7
alors il est toujours possible de prendre t; = tg.

Pour achever la preuve de la proposition 3.2.1, il reste & montrer la convergence de la
suite (Z, () vérifiant les hypotheses (H*). Notons Ex = Zp — Zy_1 et & = Cp — (1
pour tout entier k > 1

le

PROPOSITION 3.2.5. — Sous les hypothéses de la proposition 3.2.4, il existe un temps
t1 et une constante c; < 1 tels que sur Uintervalle [0,t1], pour tout entier k > 1

HE_M/QEkr«I»l“%’Q o+ e M20,Erya|| 1 2ot IIE_M/2§k+1||o,g,2

b
<er(Jle/2

b3 MGy g0+ e 2600 5.2)
De plus, si dy est assez petit, on peut prendre t1 = tg.

279 279 120
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Démonstration. — (E, &)+ vérifie Pestimation a priori
FEii 10, +|0tEkt1 1n
| B |L(x>([07t1]’€1\/1/2W€2'2 2 | + I ([0,t1],eM/2 27277
+ |§k+1|L‘X’([O,t1]76M/2WS77’2)
<C ( n.d. . nl L + nd. _ n.l. n )
< Co{lpk™ =Pk L1((0,t1],eM/2w] 2752 lgi q’“_1|L1([0,t1],sM/2Wf'2'2)

Or la proposition 3.2.2 nous donne l'estimation

le _M/Q(p — Dr- 1)“75,7,2
< 0(4,0") (HE MmEkHé 2otlle” M/28tEk||_%7%72+ lle™ M/2§k||o,g,2>
et
le™2 (@i = gt llo, 5.2
<C6.9) (le™2Billy 3.0+ €720 Bl _y 3 2+ 1 6kllo,3.2)

Si nous choisissons t1C(4,8)Cy < ¢1 < 1, nous obtenons immédiatement I'inégalité
annoncée. Si, de plus, on prend §' = 2Cy g assez petit pour que toC (4, ")Co < Cted’ <
c1 < 1, alors rien n’empéche de prendre t; = #g.

n

La série > B, converge donc normalement dans e/ 2W 27 vers (Z)e et >, 01 FEx
—1ln n
dans eM/2W. 2 %% vers (0+Z)e, tandis que ) & converge dans EM/QWS’ % vers (Q)e-
Par passage & la limite dans (H*), nous obtenons en fait que
ln _1ln
(2)- € CO[0,1'),MPWE 2 N O ([0, 1], MPWI 2 5%
Q) € CO(0.1). MW E)

et

le™M2(Z)elly “M20,(2).
Puis par passage & la limite dans le schéma itératif, nous vérifions que (Zg, () est
bien la solution cherchée au systéme semi-linéaire (S) pour tout e € ]0,0]. Nous en

T IR (9N

220

ono <6

Rl

déduisons la proposition 3.2.1.

3.3. Démonstration du théoréme 3

Nous posons

Z.=A. — A.
ze = O — ¢
Cs:\l’s_ws

puis
fT(Asa¢€a¢6a Z - Eazs7<€) = f(AE + Z6a¢€ + Z€7¢€ + CE) - f(Af‘I)qSanpE)
gT(Ae,QSe,%,Z - EazsaCE) = g(As + Ze, e + 22, +Cs) - g(Asa¢sa¢6)
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et
hT(Asa Ge, Ve, Z — €, 2, Cs—:) = h(As + Ze, e + 2o, e + Cs) - h’(Asa ¢sa¢6)

qui sont des polynémes a coefficients C*°, qui s’annulent au moins a l'ordre 1 en
(Z,2,0)e = (0,0,0). fr et g, sont de degré au plus 1 en ¥ et 2 en (.. h, est de degré
au plus 1 en 9. et en (.
La famille (A, ®, ¥) est solution de (Y.M.) si et seulement si (Z, z, ¢). est solution du
systeme :
Lz, = F(As + Zey e + 2, P + Cs) - LA
= F(Aa + Zey G + 2,0 + Cs) - F(A57 ¢57w6) - O:
= F1(Z.,07.) + F'1(2.,02.) + F1(Z.,0A.) + F1(A.,0Z.)
+ FII(Z€7 8¢£) + FH(¢£»825) + fT(As» Ge, Ve, Ze, Za»(a) - O,
Oze = G(As + Zey e + 2, e +Cs) - 0o
(YMIJ) :G(A€+Z67¢€+Z€7¢E+C€) _G(A€7¢6a¢6) —735
=G!(2.,02.) + G (0Z., 2.) + G'(Z-,0¢.) + G' (A, 0z:)
+ Gll(aAsa Zs) + GII(aZEa ¢s) + gT(Asa Ge, Ve, Ze, 2e, Cs) - Pe
D¢ = h(As + Ze, e + 2zeytbe + Ca) — D
= h(As + Ze, ¢£ + Zsﬂps + Ca) - h(A57 ¢57w5) - Q.
= hT(Asa ¢sa ¢6a Z€7 Zey CE) - QE

Les données initiales

1 n n
3152 552

Z.(0,y) = Zea(y) € eMPWEE? o Vo(2.),(0,9) = (Ze))uly) € M2z 2

1 n _1ln
2¢(0,y) = z..(y) € EM/2W52’2’2 et Voz:(0,9) = 2..(y) € M2 2032

(66) ¢(0,9) = Ceoly) € MPWIE?

doivent vérifier la contrainte de compatibilité

(67) VI (Vi(Zeo)o — (2cl);) = (FI(Zce,0Zce) + FM (2., 02c.)
+ FI(ZCE7 8AE|t:O) + FI(A€|t:07 GZCE) + FII(Zcev a¢5\t:0) + FII(¢E|75:07 azcs)
+ f(cha Zeces Ccs) + fT(A£|t:O7 ¢5\t:07 ’(/}E|t:07 Zce, Zeces CC(—:) - 05)0
La résolution de ces contraintes sur les données de Cauchy se fait exactement comme
dans le cas régulier, en substituant les propositions 3.1.1 et 3.1.5 aux estimations
obtenues par le lemme B.1.

Le systeme (Y.M.) reste invariant par les changements de jauge de la forme u, =
eXe, qui transforme

A = -Als =Tx:+ e X (As + Zs)exs
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Remarquons que eXs =1+ 3" -, 1‘)—? et que HE_M/Q)(”H% 22 < < OP|le=M/2y |
pour tout entier p > 1 d’apres les estimations bilinéaires de la section precedente

proposition 3.1.1. Il vient alors

p
—M/2 Xe
HE Z P!

p>1

5 4

< exp(Clle M

1 n
31252

X5H%7%72) < Cte

de méme que

A e (=1)PxE X2 (=1)PxE X2
e = Ak (LTt A A (o) + (S ) (X)
p>1 p>1 p>1
=A. + E(AsaXE)
ou
le™™PB(Ae, X613 2 » < Cteexp(2C]e ™ 2xe 13 o)1 Aclll 3 2)
compte tenu de la proposition 3.1.1. Enfin,

ez =z 4+ (Y %)Zﬁ@(z %’) (T E) (s %1:)

! ! p!
p>1 p>1 p>1 p>1
=Z.+ E(Zsa Xs)
avec

||57M/2E(Z57X£)”%,§,2 < Cteexp(2CH57M/2X5 lng

M2, 5

3
o

Le méme changement de jauge transforme

D5 D =r(u )P, et U5 UL = p(u )T,

avec
3 n
r(us) =r(eXs) =1+7'( Z coo=1+47r, ou rEEEM/zVVS’Q’Z
p>1 '
3 n
plus) = p(eXs) =1+ p'(1 Z coo=14p.,, ou pEGEM/QWsQ’Q’Q.
p>1 P!

Nous en déduisons que le systeme (Y M) reste invariant par changement de jauge
Ue = eXe, avec X € EM/QWE%’%’27 qui transforme
(4,6,0): % (A8, 0)e = (4,6,0). € 238 x 2% z009)
et
7. % 7! = TXE + 7o+ E(As, xe) + B(Ze, xe) € eMPWE 32
2o N5 2l = zo (¢ +2.) € EM/2W2’2’
Ce ™5 ¢l = ot pelte + ) € MPPWE

Nous dirons d'un tel changement de jauge qu’il est « admissible » pour (Y Mf). Les
conditions de jauges JyA. = 0 deviennent pour Z. :

INZe =T = —IAc = -2 Vo Jo — (1 = NV (Tx)i
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avec

(Jor Tss) € CO([0, 1), /2 W2 H2(2)) 1 CL (0, 1], M2 W2 H ()
Remarquons qu’il est toujours possible de se ramener au cas ou J. = 0 en reposant
le probléme avec AL = A. — (Jo, Jx) et ZL(t =0) = Z.(t = 0) + (Jo, T=)(t = 0). Les
contraintes (67) sont invariantes par changement de jauge admissible a ¢ = 0, et il est
donc possible de traduire les données de initiales sur Z. dans une jauge Jy donnée et
d’imposer la contrainte de jauge :

(68) M2 (Zc)o + (1 =NV (Zeo); = —ThA =0

5\t=0

avec

Vs M2 Zedolly g o + 4 5 I PVZ g .

<Nem™2(Zee)lly g o+ e ™22 -y p 2

220 2020
Pour résoudre (Y M), il suffit alors d’adapter les méthodes développées section
1.3.5 pour des données régulieres, en remplacant les estimations habituelles du lemme
B.1, par des estimations uniformes en e de la proposition 3.1.1. Tout repose sur les
résultats suivants :

PROPOSITION 3.3.1 (Hyperbolicité de Y MY). — Pour toute donnée
(4). € CO(0,to], 22 (2)) N ([0, 0], 2 HH ()
la famille

{(Z’Z>s€C°<[o,t11 eMI2W2 B2 (5)) 1 C1((0, 1], eMPPWE 2R ()
0,2.2

(Q)e € CO([0, 1], MW= (%))

est solution du systéme (Y MU) en jauge de Lorentz RZ. = 0 si et seulement si elle

vérifie le systéme hyperbolique :

(O-Ric)Z. = FI(Z.,0Z.) + F'(2.,0z.) + F1(Z.,0A.)
+FI(A.,0Z.) + F (2., 00:) + F (¢, 02:)
+f7(Ae, e, Ve, Zey 26, () — Ok

(Y M3y, hyp.) Oz = G'(Z:,0z) + G (02, 2c) + G' (Ze, 0¢c)

+GT(A,02.) + G (0AL, 2.) + GTH(0Z., ¢.)
+9"(Aes Ge, Ve; Ze, 22, () — Pe

DCe = h"(Ac, e, Ve, Ze, 22, Ge) — Qe

et satisfait a t =0 les contraintes

(69) { (67) ,
a=2(Zcl)o+VI(Zeo)j =0
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Démonstration. — A défaut de pouvoir résoudre directement (Y MY), supposons que
nous disposons d’une famille
1l n _1ln
(2,2). € CO[0,t1], MW E2(2)) N CL([0, 11], eM2WZ T %(x))
(Q)e € CO(0, 1], MW 2 ()
solution du systeme (Y M4y, hyp.) et vérifiant & ¢ = 0 les contraintes (69). Nous en
déduisons
RZs|t:0 =0
et
VO(RZs\t:O) =0 (Z5)0|t:0_ (RiQ)OV(Zs)V\t:O) _vi(vi (Zs)O\tZO —Vo (Zs)i\tzo) =0
Puisque RL = R(O—Ric.) — RTR = 0, il vient

O(RZ.) = RTRZ.
= R(O—-Ric.)Z.
= R(F(A: + Zc, e + 22, + () — LA.)
= RF(Ac + Zo, ¢ + 2,0 +C2)

D’autre part, la relation de compatibilité du systéme (Y.M.) donne

RF(Ac + Ze,pe + 2e,pe + o)
=Q(Ac + Ze, L(Ac + Z.) — F(Ac + Ze, e + 22,0 + ()
+ Qg(¢e + 22, O(¢e + 2e) — G(Ac + Ze, e + 26, ¥ + ()
+ Qn(Ye + ¢, D(Ye +¢c) — h(Ae + Ze, e + 2o, e + )
= —Q¢(A- + Z.,T(RZ.))

Il en résulte que (RZ.) est solution du systeme

D(RZE) = _Qf(Aa + Z€7T(RZ€))
(RZE)ltZO =0
Vo(RZe)jt=0 =0

1l n _1ln
Or A e CO([0,4], 28> s cL([o,1], 2!72°2)) En utilisant les estimations bilinéaires
de la proposition 3.1.1, nous obtenons l’estimation a priori suivante :

|RZ5| g,z) + |VO(RZ5)|L

< C(IRZe ol

_1ln
oo ([0,4],eM/2W 2 2%

L,2+|VO(RZ5)|t:0| 7%,%,2)

1 n
2'2
eM/2W) 2 eM/2yy,_

1
Loo([0,t],eM/2 W2

Vu la nullité des données initiales, il en résulte que RZ. = 0 sur [0,t]. Le systeme
(S.Hyp.) propage donc naturellement la jauge de Lorentz. Mais alors

0Z. — (Ric)Z. = LZ. + TRZ. = LZ.
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et
(Y My, hyp.) = (Y M)
Le systeme (Y My, hyp.) entre dans le cadre de la proposition 3.2.1 du paragraphe
précédent, et nous pouvons affirmer que

PROPOSITION 3.3.2 (corollaire de la proposition 3.2.1). — Toutes données initiales

1l n _1lmn
Z:(0,y) = Ze(y) € MPWEE? ¢4 Vo(2.),(0,y) = (Zel),u(y) € MPwz 252

1l n _1mn
2:(0,y) = z..(y) € 5M/2W€272 2 et Voz:(0,y) = Zc/s(y) € 5M/2Ws 2.2

0,2,2
¢(0,9) = Cecly) € MW
se prolongent sur un intervalle [0,11], 0 < t1 < to indépendant de e, en une unique
solution

{ (Z,2). € CO([0, ], eMPWEE2(2)) 0 O ([0, 1], MW T2 ()
0,22

(€)e € CO([0, 1], MPW"27 (%))
du systéme hyperbolique (Y MY, hyp.). De plus, si
le™/2(Z, 2)(t = O)l1,n o + lle™ /(8 2,0:2).(t = O)[| 1,2
20,0 = 0ozt sup (140l 359

€[0,20]

+ 110 A, 0r)elll(— 3,y + 1=l (0,2)) < O

272

pour un certain dp; assez petit, alors t1 = tg.

Enfin, nous énongons un résultat analogue a la proposition 1.3.6, section 1.3.5, pour
le systeme (Y MY) :

PROPOSITION 3.3.3. — Toutes données initiales

1l n 1
Z(0,y) = Ze(y) € MPWEE? ¢4 Vo(2.),(0,y) = (Ze)u(y) € MPWz 252

n
2

1l n _1mn
2:(0,y) = 2. (y) € 5M/2W€272 2 et Voz:(0,y) = ch(y) € 5M/2Ws 2.2

¢(0,9) = Ceo(y) € MPWEE?

vérifiant les contraintes de compatibilité (67) et de jauge (68) avec A\ € [0,1], se
prolongent sur un intervalle [0,t1], 0 < t; < to indépendant de € et de A, en une
unique famille
1l n _1ln
(Z,2). € CO[0,t1], MW E2(2)) N CL([0, 11], eM2W2 T %(x))
(€) € CO([0, 1], eMPWEE 2 (3))
solution du systéme (Y M, ) et vérifiant la jauge

InZ: =0
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De plus, si
le™™/2(Z, 2)c(t = 0)l3,2 o + lle™™/(8:2,0:2).(t = 0)[|_1 5

1
2
+ ™M) (t =0)]lo,2.2+ sup (I11(A, @)elll ¢z, 2)
t€[0,t0]

+ 1110 A, 0)elll 3. 3y + el 2)) < ar

pour un certain dy; assez petit, alors t; = tg.

1l n
Démonstration. — En partant de données initiales (Z",z“)slt=0 € eM/2pyz?

_1mn n
(VoZ%, Vozh)e|,_, € eMPW 22 ? et ¢y € eM/2WD 32 yérifiant les contraintes de
compatibilité (67) et de jauge (68), nous souhaitons obtenir une solution (Z%, 2%, ¢?).
de (Y M) en jauge JyZ% = 0. Nous posons & t =0 :
Xe|t=0 = VOXs\t:O =0et a_QVng\t:O = RZEu:o
nous obtenons des données initiales :

l7ﬁ72
(ZZ)o\t:o = (Z£)0|t:0 € M/2yyz3

b M 3.%.2
(Z2)s)1=0 = AL g € EM/PWE2

—1lno
VO(ZE)O\t:O = VO(ZE)O\t:O o ngs\t:O € 5M/2W6 o

_1mn
Vo(Z2)s 1m0 = Vo285 € M/ PWo 577

qui vérifient la jauge de Lorentz :

Rzg‘tzo = Vo (Z8)ojmg + VI (2D) — a2 V3Xe g = 0

2j|t=0
ainsi que la formule de changement de jauge :

ugze‘x

t—0 b
Zg|t:0 ~ Z£|t:0 = TXs\t:o + Zg\t:O + E(A: + Z;, Xs)\tzo

Puisque (Y M) est invariant par ce changement de jauge admissible a ¢ = 0, ces
données restent compatibles et vérifient en définitive les contraintes (69). La propo-
sition 3.3.1 s’applique, et la proposition 3.3.2 nous permet de prolonger ces nouvelles
données par une unique famille

(2°,2). € CO([0, 1], eM/2WEE2(2)) 0 O ([0, 1], MW T E2(5))
(¢)- € CO((0, 1], MW TH(2))
solution du systeme (Y M) et vérifiant la jauge RZ? = 0, ou de facon équivalente
INZL= (2 = 1)Vo(Z)o

Pour revenir & une famille de solutions (Z%, 2%, ¢%). de (Y M4,) en jauge JrZEf = 0, il
faut résoudre I’équation suivante sur ye :

InTxe = —InZ2 — INE(A: + Z2, x2)
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Nous finissons la preuve comme pour la proposition 1.3.6, en prenant soin de remplacer

les estimations H®, s > 5 + %, par les estimations uniformes en & de la proposition
3.1.1.

3.4. Conclusion, stabilité des solutions réguliéres de (Y M) par perturba-
tions oscillantes

Le théoréme 1 s’obtient naturellement en mettant bout a bout les théoremes 2 et 3,
a condition de prendre des données de Cauchy

(A, 6,9)=(0,y) € HE? x HL/? x HAZ) et (84, 0:9)-(0,y) € HZ'/? x HZY(%)

admettant un développement oscillant & un ordre e™/2 suffisant, M > n :

M—-1

i/2( A * 0(0
A(0,y) = Z EI/Q(ACz‘(y) + el/? Acita (y, ( (c_"y))) + EM/QZCE
=0
M—-1
i/207 * 0(0,
¢ (0,y) = Y _ e (eily) + "7 degyy (v, ( y))) 4 eM/2y,,
=0
M—-1
/207 * 0(0,
e0.y) = 3 P+ Do 5, D0 Mg,
i=0 9
et
DA (0, ) =
M—-1 ‘ N N .
> 220,00, Acia (y, ") + Ac(y) + /%0, Acisa (y, 22)) + M7,
=0
8t¢5(07y) =
M—-1 . N B X
S 20000, e (5, D20) + 3l y) + 2120 Gy (y, L)) + M2
=0

La compatibilité de ces données est acquise si nous respectons le choix suivant :

HYPOTHESE 3.4.1. — Nous considérons pour le théoréme 1 des données initiales qui
sont la somme

— de données de Cauchy oscillantes & un ordre e™/2, M > n, compatibles avec la
phase 0 retenue, choisies en conformité avec les hypotheéses 2.3.1 et vérifiant la clause
de régularité (59) du théoreme 2, et

M/2 qui satisfait & la contrainte de compatibilité (67) et
vérifiant la clause de régularité (66).

— d’un reste & 'ordre ¢

Nous achevons cette étude en montrant que le théoreme 1 donne lieu a un résultat

de stabilité du systeme Y M par perturbations oscillantes, au voisinage de solutions
régulieres données.
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PROPOSITION 3.4.1 (stabilité du systeme (Y M) par perturbations oscillantes)

a) Le terme dominant (Ao, ¢o, Jo) des solutions oscillantes obtenues par le théoréeme 1
est lui-méme solution de (Y M) si et seulement si il 'est a t = 0, i.e. vérifie la
contrainte :

(A(Ag)o — divVo(Ao)™)t=0) = (F)o(Ao, Ay, ¢0,3¢0,1Z0)|(t:0)

Cette condition équivaut a la nullité, au premier ordre, de la charge moyenne induite
par les oscillations.

b) Si (Ao,qi)o,lZg) est une solution réguliére de (Y M) sur [0,to], alors il est possible
de prendre t1 = to dans le théoréme 1, c’est-a-dire que l'optique géomélrique garde sa
précision jusqu’a apparition de caustiques.

Pour démontrer cette derniere proposition, nous revenons directement sur ’expres-
sion des premieres équations de profil, en coordonnées locales. Nous sommes main-
tenant assurés, par le biais du théoreme 2, qu’elles décrivent fidelement au premier
ordre la solution exacte étudiée et que le reste ne risque pas de venir occulter la partie
dominante des développements. Il n’est alors pas vain d’affiner nos calculs.

LAy = Moy F'g( 41,00 A1) + Moy F'To(6,, 0, 1)
+F1(Ag, 0A0) + F' (¢, 0¢0) + f(Ao, b0, o, ?Zo)
O¢o = Moy Gle(%p 9. A1) + Moy G g(A1, 0, <*ﬁ1)
G (A0,000) + G (940, 60) + (Ao, 60, Do, 1)
Dypo = h(Ao, ¢o,0)
;11 =a; +al
Xy, 0l = 7OF (Ao, 8 1) + 70F  o(60, 0. 1)
X|, af = 70 FTg(Ag, A1) + TP 4(o, 6,)
X0y 61 = Glo(do, 0 A1) + G g(Ao, Do 61)
X ¢ = Gle(%,;h) + GH@(AO,%D
120 = 1/%
X 1#*3_ —Dyh (AO,GSO#ZONZO)

Comme Ry ;11: V”(;h)u =0, il vient :

Moy Fle(;lhaw ;h)u = - MO}’(Q[(;h)”, Vﬁaw(;h)u] + [(;h)’/’ Vﬁ@w(;h)u]
(A1) V00,(A1),))
= V0 Moy[(a?)", 0, (a?),]
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puis
Moy F 1 g(¢y, 0 ¢1) = — Moy(¢y 'r'(1)*V 00, ¢y + ¢, 7/ (1)V .00, ¢,)
= V0 Moy (¢ '/ (1)*0. ¢y + ¢y 7/ (1)0s &)

enfin
o2

D 0
2V 0

9T = gty

2

«
_ VGVOVAO
—2V09 AOGu Y Y

1 A
voegu 9"V

=V,0(Vo0)™ "

du coup
f(A07 ¢07{/;07’(/}0)M = MOY(gMVt(w(T)*WO’yU ¢o+) + f(A07 ¢07120)p,
= V,.0(Vo8) ™ Moy (*(¢55)* /(1) ¢5") + f (Ao, o, Yo)u
Toujours en utilisant Ry ;11: V”(;h)l, =0, il vient

Moy Glo(6y, 8 A1) = —r'(1).970 Moy (@ A1)y &= 0
et

Moy G g( Ay, 8 &,) = —2r'(1). Moy(A1)"' V.00, b= 0
Calculons également

4
a0+ @ 007~ 0.0. 0.0
(mt)y'm 4(v09)2vu9'7’7'7’7’7W'7VM9

1
= ,LLV;; V 0
2(V00)29 VOV L0y
= 0

d’ou N .
{ig) T g =0
Nous poursuivons avec
7O F g(Ao, 0 A1)y = —2[(A0)", Vuldu(A1)u] + [(A0)", Vub0u (A1)
+[(Ao)y, V00, (A1)u])
= —2[V¥Y0(Ap)y,, 0.,aY]
puis
WOFIIH(QSO,aw ¢1) = 7TOTO(aot’r/(l)*aw ¢1 +¢0T/(1)aw 51)
=0
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de méme
Glo(d0,00 A1) = —1(1).970(0 A1)y do= 0
Gy (Ag, s 61) = —20"(1).9"0( o), 0 6,

et

*

Do h (Ao,¢o,1Zo,1Zo) = —p'(1) - V077" (Ao)u J(J)r +i(Ceo + ¢o'C*) Dy Y5
= 2 (1).V0(A), U
Nommons
J%* =T, MOY[(G(li)V7 9(a})y]

Ty Moy(B, '/ (1)*0,, by + 6, /(1)00 31)
+Tp(Vo#) =t Moy (* (v )*p'(1) ¥ )

le courant moyen induit par les premiers termes oscillants. Nous pouvons alors réécrire
le premier systeme des équations de profils sous sa forme explicite :

LAg = T%(a0, 6y, 98) + F(Ao, Ao, do, Do, o)
O¢o = G(Ag, DA, ¢o, Do, o)

Dy = h(Ao, ¢o, %0)

(2V¥0V, +060)al + 2[VV0(Ag),,al] =0
2V, +006) ¢y +2(1).V70(Ag), ¢,= 0
(VY0 +000) v +20/(1).V"0(Ao), ¥ = 0

* *
Remarquons que al, ¢, et war satisfont a la méme équation de transport. Il en
résulte que J% vérifie aussi une équation de transport linéaire trés semblable le long
des géodésiques nulles qui engendrent les surfaces de phase :

(VOV, +00)T% + [V'0(A),, T = 0

Si \7(%;:0) = 0, la seul solution de I’équation précédente est bien entendu J% = 0

sur tout [0, %]. Le systéme (C,0) est donc découplé et les termes moyens (Ao, ¢o, do)
restent nécessairement solution du systeme (Y M). Compte tenu de la contrainte (45)
qui pese sur les données de Cauchy de (C,0), la condition \7(%:0) = 0 revient & imposer

(A(Ao)o — divVo(Ao)s) =0y = (F)o(Ao, D Ao, $o, Do, o) (1=0)

qui est simplement la condition de compatibilité d’origine de (Y M) pour les données
non-oscillantes (Ag, ¢, %o)-
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Enfin, la condition j(oﬁzo) = 0 peut également s’interpréter comme la nullité au
premier ordre de la charge moyenne engendrée par oscillations(?). La solution oscil-
lante que nous obtenons s’apparente alors a une perturbation linéaire d’une solution
réguliere donnée de systeme (Y M). La « petitesse » de la perturbation devant la so-
lution perturbée est donc a prendre au sens de « petitesse de la charge » moyenne
induite initialement par la perturbation. ’amplitude maximale des oscillations n’est
en définitive qu’un parameétre subordonné a cette condition de charge.

Nous en déduisons le résultat de stabilité a). Pour le b), si l'on suppose que
(Ao, Po, 1) est solution de (Y M) sur [0, o], alors tous les (C, k), 0 < k < M sont
linéaires, et le temps d’existence de la solution approchée est ty. Pour montrer que
la solution approchée se prolonge bien en une solution exacte sur le méme intervalle,
il suffit de pousser le développement oscillant a 'ordre M + 2 et de prendre ¢y plus
petit que le §p du théoreme 3.

(2)57{‘7‘2:0) = 0 n’est pas une quantité définie positive, et il suffit par exemple de jouer sur la parité des

*
coefficients de Fourrier de ¢, (.,w) pour garantir la nullité de I'expression. Quoi qu’il en soit, cette
contrainte supplémentaire ne réduit pas notablement la généralité des données de Cauchy oscillantes
admissibles.
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APPENDICE A

La preuve de la proposition 3.1.4 est détaillée dans [17, ch. I1.2 et ch. IV.4.3], mais
le cadre des décompositions diadiques utilisées difféere 1égerement de celles introduites
section 2.3.2. Nous la reprenons donc ici dans ses grandes lignes.

LEMME A.1. — Soit (Ek une suite de fonctions vérifiant la condition de sommabilité
Dok |q~5k|2 < C, et telle que les fonctions E)k(g) = (Ek(Zkf) sont supportées dans une
couronne fivre {R™1 < |¢| < R}, et sont uniformément bornées dans C$°(R™ — {0}).
Notons dqx (t) la masse de Dirac au point t = 2% ainsi que Ay = ggk(D). Si g € BMO,
alors la mesure
dp =" |Arg(y)ldydan ()
k>0

est une mesure de Carleson, c’est-a-dire que pour tout yo € R™ et pour tout € > 0,

3 / 1Akg(y)Pdy < Ce”|glfno
2-k>e ly—yol<e

De plus, la constante C' ne dépend que d’un nombre fini de semi-normes des ®y dans
Cge, et de C.

Démonstration du lemme A.1. — Nous notons Cte des constantes indépendantes des
&)k. Pour toute boule B = B(yo,€), B* désigne le double de B, xp+ la fonction
indicatrice de B*, xcp~ celle du complémentaire de B*, et g« la moyenne de g sur B.
Il est alors toujours possible de décomposer g = g1+9g2+9gp+, avec g1 = (9—gp~)x B~ €t
g2 = (9—gB~)xep+. Puisque les %k sont identiquement nulles dans un voisinage de 0 et
que gp~ est une constante, il s’avere que ﬁkgB* = 0 pour tout k > 0. Par conséquent
dp < dpy + dpz, ot duy = 32, |Argi(y)[dydor (t) et dus = 32, |Arga(y)[*dydor ().
Nous cherchons alors & montrer que duy et due sont des mesures de Carleson.

Nous avons supposé que ), |6 (€)|? < C. En multipliant cette inégalité par ¢i>(€)
et en intégrant sur &, il en résulte que 3, [Arg1|2, < Clg1|2.. Nous pouvons donc
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estimer :
DN NEAOICTES SIEA2
2Ic<6—1 B keN
< C|91|%2

N

2dy

C [ laly) - gp-
~ B*
< C|B|

g|2BMO

Nous concluons que dpp est bien une mesure de Carleson.

Notons m(y) et M, & (v) les transformées de Fourier inverses, respectivement, de Jsk(g )
et de @5 (€). Puisque les @ sont uniformément bornées dans C§°, M,, Vest dans S.
Il existe une constante C' ne dépendant que d’un nombre fini de semi-normes des Dy
dans C§°, donc indépendante de k, telle que :

C

| Mi(y)] < AT

Comme ¢, (€) = B (275¢), il vient que g (y) = 287 M, (2Fy), et immédiatement, avec
la méme constante C,

27k
(27F + [y *
Siy' ¢ B*, etsiy e B,alors |y —y| = |y —yo|/2 et |y —y| = edonc (2% + |y —y|) >
(e + |y — yo|)/3. Nous en déduisons

[m(y)| < C

- N 27%9(y") — 9B ,,
Bga)] = |7 * g2(y)| < C /
yeens (27F |y —y|)ntt

27%g(y) — g
yeens (€4 1y —yo|)"Ht

2—k n .
€ yern (€4 [y — ol )™

Le fait que g soit dans BMO implique ([17], ch. IV,1.1.4.)

/

< CteC

/ l9(s") — gm0 (L + [y/)~""dy’ < Cte |glsmo

Puisque 'espace BMO est invariant par translation et dilatation, nous en déduisons

/ € /
— . dy’ < Cte
/n lg(y") 9B (yo, )| (e + |y’ — y0|)”+1 Y lglB™MO

Il en résulte que pour tout y € B :
~ 92—k
(70) Bl < o€ (=) oo

€
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En sommant, il vient :

27k:

2
> [ 1BumtnPar < creciBlloino 3 (%) < CeCiBllskuo
B

2k e 2—k e

Nous concluons que dus est aussi une mesure de Carleson. Ceci acheve la preuve du
lemme A.1. Comme corollaire de cette preuve, nous obtenons le lemme 3.1.3.

Démonstration du lemme 3.1.8

a) Nous reprenons la preuve précédente, avec € = 27% &k > 0, et ﬁk satisfaisant
aux hypotheses de la proposition A.1. La fonction gp« est constante, donc Apg =
Akg1 + Args. L'inégalité (70) ci-dessus donne

|Akg2| < Cte ClglBao

Lo. Or |B*| = 2= (=D L 97 ot pour tout y

tandis que [Arg1|z.. < C|(9—95+)x5-

(9() — 95+ )x5- ()] < / 9(') — g5+

*

dy’ < Clglsmo

Il en résulte que pour tout k > 0,

|Akg|r= < Clglsmo
Sil’on pose ¢y, = 27%5(£)*¢27% s € R, et Ay, = ¢ (D), nous restons dans le cadre des
hypotheses de la proposition A.1. Il vient Ap(D)* = 2¥$ A}, et I'inégalité précédente
devient
|Ak(D)*glr= < C2*|glBmo
b) Nous majorons
|Sk(D)* gl < |A_1(D)*glre + > |A;(D) gl
>0

En sommant les inégalités obtenues au a), il vient :

—-sis=0:
|Sk(D)*glr= < |A_1g|L= + CklglBMO
-s8is<0:
ISk(D)*glr= < [A_1(D)*g|r~ + ClglBmo
—-s8is>0:

|Sk(D)*glp~ < |A_1(D)*g|r~ + C2*|glmo

La preuve du lemme 3.1.3 est complete.
Nous notons M f(y) = sup,~g€ " fly/|<€ |/ (y' —y)|dy la Fonction Maximale de Hardy-
Littlewood associée a f.

LEMME A.2. — Soit ¥y, une suite de fonctions telle que la famille U(6) = Jk(Qkf)

est supportée dans une boule fize et uniformément bornée dans C§°(R™). Notons S =
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Jk (D). Si Mf < oo, alors il existe une constante C, ne dépendant que d’un nombre
fini de semi-normes des ¥y, dans C§°, telle que :
sup  [Skf(y)] < CMf(y)
ly'—y|<2=*
Démonstration du lemme A.2. — Nous notons Cte des constantes indépendantes
des V. Nous commengons par remarquer que toute fonction F'(y) radiale, positive,
décroissante et d’intégrale finie s’écrit comme la limite d’'une somme Zig N CiXi, OU
les x; sont les fonctions indicatrices de boules B(0, R;), centrées & lorigine, et les ¢;
sont des constantes positives vérifiant limpy 1 o0 Zig N Ci < Jpn Fy)dy. Par ailleurs,

(f *xi)(y) < [B(O, Ri)| M [ (y)
soit en somment sur ¢ < N, puis en passant a la limite dans I'inégalité :
(F+F)(y) < MIG)- | F(y)dy'

Comme précédemment, nous notons mg(y) et Mk(y) les transformées de Fourier in-
verses respectives de (£) et Wy (¢). Les Wy sont uniformément bornées dans cse,
donc les My, le sont dans S. Comme 77, (y) = 2’“”Mk(2ky), il existe une constante C'
ne dépendant que d’un nombre fini de semi-normes des \T/k dans C§°, telle que :

27k
2% + [y

Les F}, sont radiales, positives, décroissantes, et nous vérifions que :

By <c( [

ly

Imk(y)| < C = Fy(y)

27k dy —|—/ 2_k|y|_"_1dy> < Cte C
R <2+ ly|>2-*

Le résultat ci-dessus s’applique & Fj, | f|, et

sup(Fy, * | f])(y) < Cte CM f(y)
k>0

Modifions légerement les fonctions Fj, et posons

ﬁk(y) = F,(0) = C2™F lorsque ly| < 9—Fk
Fi(y) = Fu(lyl — 27%) = C27*[y[ " L si |y| > 27"

Nous vérifions de nouveau que pour tout k > 0 :

/ ﬁk(y)dyzc‘(/<2 2’“”dy+/R 2—’“|y|‘"—1dy) < CteC
n y|< —k n

Il en résulte que pour tout |y — yo| < 27 :

1Skf )] < (1% Fo)(y) < (1f]% Fi)(yo)| < Cte CMf (o)

ce qui correspond exactement & I’énoncé du lemme A.2.
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Démonstration de la proposition 3.1.4. — 11 est bien connu ([17], ch.. I11,2.2. th.2)
que pour toute mesure de Carleson du(y,t) et toute fonction F(y,t),

(/Rnxw F(:c,t)du(y,t)’ < C/Rn F*(y,t)C(dp) (y)dy

ou

F*(y)= sup [F(y,1)]
ly'—y|<t
et

C(dp)(y) = sup

=7 |du(y', t)]dy'dt
B(yo,€)dy |B| |y’ —yo|<e—t

En prenant pour mesure de Carleson du(y,t) =", |Akg|2dydar (t), et en appliquant
le résultat & F(y,2*) = |Sk.f(y)|?, nous obtenons

S [ 18sPIBegPdy < Clofo |
k R™ Rn
Grace a la proposition A.2, il vient

~ 2
L] s Se[a<c | imrwra<ci

ly'—yl<2=*
avec une constante C' qui ne dépend que d’un nombre fini de semi-normes des &)k et
des ¥}, dans C§°, ainsi que de C'. La proposition 3.1.4 est prouvée.

~ 2
sup  Spf(y)| dy

ly'—y|<27*
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APPENDICE B

Nous rappelons ici un lemme de multiplication tres classique, de type « Gagliardo-
Nirenberg », qui nous sert tout au long de 'article. Nous donnons la preuve a titre de
comparaison avec les estimations bilinéaires des propositions 3.1.1 et 3.1.2.

LEMME B.1. — Soient s',s" et s trois réels, tels que s < s' + 5" — &, s <inf(s’,s"”)

et s +5" >0.8 fe H et ge H, alors le produit fg € H* et il existe une
constante C' > 0 telle que :

[fglms < C|f|Hs/|9|Hs”

Démonstration. — Nous utilisons les opérateurs de décomposition diadique introduits
section 2.3.2. Le produit de deux fonctions f et g se décompose en :

fg=Trg+Tyf + R(f,9)
ou
Trg =) Sk-2fDrg. Tyf =) SkagArfet R(fg)= > AwfAxg
k>2 k>2 |k—k'|<2

Commencons par examiner le terme T, f (hautes fréquences en f, basses fréquences
en g). Le spectre de chaque terme Sy_2gAy f est supporté dans une couronne 2=2 <
|€] < 252, Considérons une fonction test h € S, vérifiant |h|g-. <1 :

szmwmﬂ@%gi}:qﬁﬂnﬁm4mmwmr“Awm

k>2 |k—k'|<2

<o(L 1 aufz) (D RSl 2 AhLE:)
k

k—k'| <5

1/2

< Clf e 1Bl sup |266=5) G g| o

Par injection de Sobolev ordinaire :

12K6=) S gl < C12M6)Sig]n e
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pour tout € > 0. D’autre part, s — s’ < 0 par hypothese, et le lemme 2.3.5 ¢) nous
donne
Sl;p |2k(s—s )Skg|Hg+e S COlgl g +e-sre

Par hypotheses, § + s — s’ < s”, donc il existe € > 0 tel que § + 5 —s"+¢ < s”. Du

2
coup,

|Tgf|Ha‘ < C|f|H5/ G|Hs”
Un calcul symétrique nous donne

Trglers < Clf g |Gl g

Traitons enfin le terme de reste R(f,g) (méme ordre de fréquences pour f et g). Le
spectre de chaque terme Ay U.Ayg est supporté dans une boule |¢| < 2874 lorsque
|k — k| < 2. Considérons une fonction test h € S vérifiant ||,z <1:

‘< > Akak/g7h>‘< ST <25 A 28 Argl, |27 S 5h) >

kK| <2 k—k'|<2

’ 1/2 p .
< C(Z 2" Akf|%2> (Z 275" Ay g2~ (WH8) (s +s )Sk+5h|2L2>
k k

9l ggor sup [27HE D G o
k

1/2

< C|flgs

Par injection de Sobolev ordinaire :

127k +5") 6 Bl oo < C|2—k(s’+s”)5kh|H%+e
pour tout € > 0. D’autre part, s’ + s” > 0 par hypothese, et le lemme 2.3.5 ¢) nous
donne

sup 27K Gl w e < Clgl g oo
Par hypotheses, § — 5" — s” < —s, donc il existe € > 0 tel que § — 5" — 5" + € < —s.
Du coup,

|R(f, )l < C|f |
Ceci acheve la preuve du lemme.

G|H¢‘”
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