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INTRODUCTION

1 Rappelons la définition et les propriétés essentielles de l'ensemble
S, qui est à la base de ce travail :

5 désigne l'ensemble des entiers algébriques réels 9 > 1 dont tous
les conjugués (différents de 6 / ont une valeur absolue strictement infé-
rieure à 1 ( C . PISOT [1] )

1.1 Cet ensemble intervient de manière remarquable dans l'étude de la répar-
tition modulo 1 des exponentielles ;on sait ( J . F . KOKSMA [1] ) que la suite
{ X11} est équirépartie module 1 pour presque tout x réel> 1. On ne connaît
aucun x donnant effectivement une suite équirépartie ; par contre, soit e
un élément de S ; si l'on pose :

6 n » u + e , où u entier rationnel et |g | < s
on a, pour n assez grand :

[ e | < (s-l) p11 ( s degré de 9 , P < 1 valeur absolue maximan
des conjugués de 6 ) • II en résulte : lim e • 0 et donc e est un réel

n n^+"> 1 pour lequel la suite 9 n'est pas équirépartie modulo 1.

1.2 Réciproquement les éléments de S peuvent être caractérisés par des
propriétés de répartition modulo 1 ( C . PISOT [1] )
Exemple : Soit e un réel >1. On suppose qu'il existe un réel A f 0

oo 0tel que : \Q a u + e » avec : u entier rationnel, et T~" e < O B.n n n — , nn«l
Alors 6 appartient à S.
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1.3 Dans tout corps fte nombres algébriques réels, il existe des nombres
de S ayant le degré du corps» Cette propriété permet de caractériser les
nombres algébriques réels par l'existence d'approximations rationnelles
"régulièrement réparties" ( C . PI SOT C 2 3 ) .

1.4 On rencontre également l'ensemble S en analyse de Fourier. Soit E
l'ensemble parfait à rapport constant Ç du type de Cantor construit sur
le segment [ 0 , 1 ] de la droite réelle, avec Ç< « . E est ensemble d'uni"
cité du groupe R/Z si et seulement si 1/Ç est un nombre de S. ( R . SALEM
C.1.1 , R. SALEM et A. ZYGMUND £11 ) . (Rappelons les définitions suivantes :
soit û un groupe abélien localement compact, G son groupe dual. Un ensemble
E de G est ensemble de multiplicité s'il existe une fonction <t» de L00 ( G )
telle que ^ (ï ) -̂  0 quand y -»• 00 dans G . , ^ n'est pas identiquement
nulle, et le spectre de 4» est porté par E. Un ensemble E est ensemble d'uni-
cité s'il n'est pas ensemble de multiplicité).

1.5 S possède enfin la propriété remarquable suivante : S est un ensemble
fermé ( R . SALEM [2J ) . Cette propriété peut se déduire de l'étude de l'en-
semble ? des fractions rationnelles 4>(X) = A^ qui vérifient les con-
ditions suivantes : ( a ) les polynômes A et Q ont des coefficients entiers

rationnels.
( b ) <^(X) possède un pôle et un seul 1/6 dans le disque

| x | ^ 1 de C, ce pôle est réel et vérifie p ^ Ï <1o
( c ) | 4 > ( X ) | ^ 1 si | X | a 1 dans C
( d ) Q(0) s 1

On montre que l'ensembleq? est compact pour la topologie de la convergence
uniforme dans le disque X < r < p de C ( J . DUFRESNOY et C. PISOT ['13 )

2 L'analyse p-adique a permis ( C . CHAB-AUTÏ £ l ] ) de construire dans le
corps Q̂  des nombres p-adiques un ensemble de nombres algébriques 6 possédant
des propriétés analogues à celles de l'ensemble S : en particulier cet en-
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semble est fermé, et on peut le caractériser par la relation '^ e < »
n=l n

où e est la "partie principale" du développement de Hensel du nombre
p-adique 6 •

D'autre part, C. PISOT([3] 3, C6 1) & construit des ensembles de frac-
tions rationnelles généralisant l'ensemble J1 • En particulier soit j*

A ( V \l'ensemble des fractions rationnelles ^(X) s ̂ iyi vérifiant les condi-
tions ( a ) , ( b ) , ( c ) du paragraphe 1. 5 , et la condition ( d ' ) : Q(0) s q,
où q est un entier rationnel ̂  1, fixé,
y'* possède les propriétés remarquables suivantes :
^ est un ensemble compact pour la topologie de la convergence uniforme dans

le disque | x | ̂  r < p jd^ C, ainsi que pour la topologie de la convergence
uniforme dans le disque | x | ^ r < | q | de !î (clôture algébrique de

7.

) , pour tout p.s).
Ce résultat permet de construire des ensembles fermés de nombres algé-

briques dans R et dans û , pour tout p diviseur de q. Exemple : Considérons
le sous ensemble de f formé des fractions rationnelles 6 telles que :

| < ( ) ( 0 ) | ^ 1 , | < t > ( 0 ) | > 1 pour tout p diviseur de q
^ a un pôle et un seul, 1/6 dans le disque | x | < 1 de !î , et ce pôle

appartient à Q , pour tout p diviseur de q.
C« PISOT montre que l'ensemble des nombres 6 correspondants est fermé
dans R, et l'ensemble des nombres 6 correspondants fermé dans Q •P P
II retrouve ainsi dans le cas q " p^". les ensembles de C. CHABAUTY.

3- Ces résultats récents donnaient, .l'idée d'une généralisation de
l'ensemble S qui se situerait dans l'anneau des adéles de Q«

Cette généralisation est l'objet du travail présenté ici.

Dans le chapitre I, on rappelle la définition et un certain nombre
de propriétés de l'anneau topologique V des adèles de Q, en particulier
l'existence, pour tout élément x de Vp» d'une décomposition unique :
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x " e E(x) + e*,Ci) » où Cp est l'élément unité de l'anneau V , E (x)
un rationnel, et €^ix}un élément appartenant à. un sous-ensemble remarquable
F de V • Cette décomposition jouera le rôle de la décomposition en "partie
entière" et "reste modulo 1" d'un nombre réel» Dans ce même chapitre on
rappelle quelques propriétés de l'analyse harmonique dans V et ses sous-
anneaux V , isomorphes algébriquement et topologiquement au produit H û1 p 6 l R

(I ensemble fini de valuations distinctes de Q, 0 désignant la valuation
3rdinaire)•

Dans le chapitre II, on donne la définition dés ensembles Ŝ  qui
généraliseront l'ensemble S : ce sont des ensembles.d'élément s algébriques
de l'anneau V . L'ensemble Ŝ  possède des caractérisalions analogues à
celles de l'ensemble S (paragraphe 1 . 2 ) , le rôle joué par le reste modulo
1 étant joué par la composante p'-adique de e»Cx).

Dans le chapitre III, on généralise la propriété de S rappelée
au paragraphe 1«3 : tout anneau d'éléments algébriques de V_ contient
des éléments de l'ensemble Ŝ  ayant le degré de l'anneau et ceci permet
de donner une caractérisât ion des éléments algébriques de V_.

Dans le chapitre IV, on définit dans V- des ensembles E- "à rapport
constant" et on leur associe des ensembles E ' d ' u n groupe abélien corn-
pact F- qui est isomorphe soit à un sous groupe, soit à un groupe quotient
du groupe additif V-. On généralise à ces ensembles Ê  le résultat de
R, SALEM (cf. paragraphe 1«U)« Ce sont les ensembles S° qui interviennent
ici» Pour la démonstration, on définit des ensembles d'unicité du type
"Piatecki-Shapiro" dans un groupe abélien compact et on montre que cer-
tains ensembles E- sont de ce type ; d'autre part, comme dans la théorie
classique, on utilise les caractérisât ions du chapitre II»

Dans le chapitre V, on étudie la répartition dans (B/î)2^ de certaines
suites vectorielles définies dans V_, en particulier de la suite
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{ ( H (x 1 1)) -} où x appartient à V (H (x11) est la "partie principale"
du développement de Hensel du nombre p-adique x ) • On montre que cette
suite est équirépartie pour presque tout x de V- tel que |x | >1 ( p 6 l ) .
On ne connaît aucun élément x tel que la suite soit effectivement équi-
répartie ; par contre ̂ si 6 est élément de l'ensemble S° on montre que la
suite n'est pas équirépartie» Le chapitre V donne donc une généralisation
des résultats classiques rappelés paragraphe 1.1.

U. De nombreux problèmes restent à résoudre concernant les ensembles Ŝ  •
En particulier on ne sait pas si ces ensembles sont fermés ; cependant
les résultats de C. PISOT rappelés au paragraphe 2 montrent qu'il possèdent
des sous ensembles fermés remarquables»

II faudrait également chercher s'il existe dans l'anneau V- un ensemble
d'éléments algébriques généralisant l'ensemble T des nombres de R. SALEM C3,"î •

Enfin, de manière plus générale» on peut se demander si une étude ana-
logue peut être faite dans l'anneau des adèles d'un corps k de nombres al-
gébriques, extension finie de Q.
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CHAPITRE 1
ANNEAU DES K-ADELES - DEFINITION - PROPRIETES

1. Définitions» Notations
1.1 Soit Q le corps des rationnels. On sait qu'une valeur absolue

sur Q est équivalente soit à la valeur absolue ordinaire, qu'on notera
| | , soit à une valeur absolue p-adique notée | [ et choisi» telle

que | p | s - • On notera P l'ensemble de toutes les valuations distinctes
non équivalentes de Q : 0 désigne la valuation ordinaire, p la valuation
p-adique, R s Q le corps des réels complété de Q pour la valuation ordi-
naire, Q le corps des nombres p-adiques, complété de Q pour la valuation
p-adique. Z désigne l'anneau des entiers rationnels, Z l'anneau des en-
tiers p-adiques. Dans toute la suite, p désignera en général un élément
quelconque de P (on pourra avoir, en particulier p • 0)

1.2 Soit 1 un sous ensemble fini de P contenant 0. On pose :
V1 ( Q ) » H Q n Z
p pél p pfcP-I p

(produit algébrique et topologique). V ( Q ) est un anneau topologique
localement compact.

Par définition ( J . TATE fi) S. LANG [1] ) l'anneau des adèles
^ Q est :

Vp(Q) s u V^ ( Q )
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où la réunion est prise pour tous les sous ensembles finis 1 de P
contenant 0, et où la topologie est définie en prenant comme base
d'ouverts les ouverts de tous les anneaux topologiques V_ ( Q ) .

V ( Q ) est un anneau topologidue localement compact,
Dans toute la suite, on le notera simplement V • Tout élément x de V
peut s'écrire :

x a (x ) p avec x élément de Q et | x | ^ 1 sauf au plus pour
un nombre fini de p. (On note |x | • | x | )• P' P ' ' P
L'addition s'écrit : x + y " (x + y ) -. L'élément neutre ( 0 ) , . „p p p & F 0 e. F
sera noté 0.
La multiplication s'écrit : x y " (x y ) -, . Il existe unP P P 6 P
élément neutre : ( l ) p , qui sera noté e?.

1.3 Soit K un sous ensemble non vide, fini ou infini, de P.
On appelle anneau des K adèles de Q le sous anneau topologique suivant
de Vp :

V a {xeV_ ; x " 0 si p n'appartient pas à K)i\. - P
V est un anneau topologique localement compact (topologie induite par
IV

V dans V , sous ensemble fermé), V possède un élément neutre pour la
multiplication :

y vr
®y " ( 5 ) -a avec ^ • 1 ou 0 suivant que p élément de K ou non.K p p ç F p
Dans la suite, on s'intéressera surtout aux sous anneaux V_ de V_,

où 1 est un sous ensemble fini non vide de P, contenant ou non 0 (dans
ce qui suit, 1 aura toujours cette signification)»
Un anneau V est isomorphe au produit (algébrique et topologique) :

II Q . Cas particulier : ! " { ? ' } : le sous anneau V , " e , « Q ,
pçl P P P P

de Vp est isomorphe au corps topologique Q , •
V contient des sous anneaux isomorphes algébriquement au corps

Q des rationnels : ce sont les sous anneaux :

^ " ̂ ^ " ^xc \ s x " r élément de Q P0111" tout P de K^
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On pose 3L- » Cy^ pour tout x de V (x- est la projection de x dans V ).

Soit (K.). - une partition de K en un nombre fini de sous ensemblesn m f • • • «m
K. non vides. On a, d'une manière unique :

x • S y.» où x élément de V-, y. élément de V_
h1 h K h ^

(car y, « Xy ) • V est composé direct de ses sous-anneaux V •h \ K -Si
On pose : |x| y m Sup |x| pour tout x de Vy .

K pe.K p K

|x| y est une pseudo valuation de l'anneau V , c'est-à-dire :
I\. J'Y

| x | ^ -0 <===> x - 0

x + y| K é W K * lyl K
|xy|^ ^ |x|^ |y| ^

La topologie définie dans Vy par cette pseudo-valuation est équivalente
K

à la topologie initiale dans le cas seulement où K est un ensemble

fini I.

2. Décomposition d'Artin« Domaine fondamental
Notations : K~ désigne K- {0} ou K suivant que 0 appartient à K ou non.

K désigne K ou K+ {0} suivant que 0 appartient à K ou non.
Z CK] désigne l'anneau des rationnels n'ayant en dénominateur
que des facteurs p appartenant à K~ .

2.1 Définition
F , domaine fondamental de Vp, est le sous ensemble de Vp défini par :

F : {x € V tels que : |x | < 1 si p élément de P"
et : a$ XQ< a + 1 )

où a est un réel fixé.
F dépend de a (on pourrait le noter F a ) . Dans certaines questions,
on aura à préciser le choix de a (dans les chapitres II et III
a a - » » dans le chapitre IV a « 0)<
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Lemme 1 (E. ARTIN [1) )

Soit un élément x de Vp» II existe une décomposition uni<iue :

x » Cp E(x) + e (x)

^ E(x) est un rationnel et e (x) appartient au domaine fondamental

F?-

Démonstration

On sait que tout nombre p-adique x possède des développements :
—1

x m Ï a^ p11 (a^& Z). Le rationnel ' î a p11 est défini modulo 1 :
n^—k n*—k

En effet» à deux suites a et a' correspondent deux rationnels dont la
-1 n +<B

différence ï (a - a') p « t (a' - a ) p° est un rationnel
n«-k n"0

n'ayant que le facteur p en dénominateur, et de valeur absolue p-adique^ 1 :

c'est donc un entier rationnel.

On note H (x ) ce rationnel :

^ " "p ̂  + "p ̂  où V^2 c^ . Up (Xp)eZp
Si x = 0, on prendra H (x ) s 0

P P P

(on remarque que l'application x -^ H (x y ) où y élément de Q
P P P P P P

est un homomorphisme du groupe additif Q dans le groupe R/Z, et

cet homomorphisme est continu car |x | <: |y | "" entraîne ; H. (x. y ) s 0
P P P P P

module 1 (cf. paragraphe 3 groupe dual de Q ))

Soit un élément x de V_, H (x ) s 0 sauf au plus pour un nombreF p p

fini de ?• Posons : Ê (x) » Z H (x )
peP- p p

T (x) = x - i(x) » n (x ) - î H , (x , ) si p SL p"
p p p p p»çp- p' p' *

p'^

EQ (x) » XQ - E (x)

? , ( x ) = ( ^ ( x ) ) ^

On a : x = e E(x) + 'e (x), où E(x) élément de Q

II existe un entier n tel que a ^ ^^^ + n< a + 1

En posant : E(x) = E(x) - n , £p(3c) = £p (x) + né-

on obtient la décomposition cherchée.
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Cette décomposition est unique : Si CpE(x) + £p(x) a e- E'(x) + e- (x),

le rationnel E(x) - E'(x) = r vérifie : |r| ^ 1 si pcP*" et

|r| < 1 ; d'où n |r| < 1 ce qui entraîne r « 0
pfeP p

Remarque : Les valeurs de E(x) et Ep(x) dépendent évidemment du choix

du réel a qui détermine F . En notant provisoirement :

x = e E (x) + e^ (x) la décomposition d'Artin, on a par exemple :

- si a entier rationnel : e^^x) • e^Cx) + a et donc : e^^x) « e^txî+ae.

- quelque soit a : ( e^tx)) • ^^(x) et (( e^x))) » ̂ l/2) (x)

avec les notations : pour tout réel a :

a = f.ou + ( a ) " iLa'j] + ((a ))

où C 3 et Ê î éléments de Z, 0$ ( ) < 1 et -|̂  ( ( ) )< \

2.2 Définition

F , domaine fondamental de Vy» est le sous ensemble de VK. •——««——^—^«ii— îii—^———— 1^ ^——ii——^——i«—^™———^»î î̂ —. y^

défini par : F^ « Fp i\ V^

Lemme 2

Soit un élément x ̂  V . Il existe une décomposition unique :

x « e_ E(x) + 6y(x)
IV Jv

où E(x) appartient à l'anneau Z [K] , et Cy(x) au domaine fondamental

F aveci si 0 n'appartient pas à K, la condition :

a < - E(x)< a •»• 1

Démonstrat ion

L'existence résulte du lemme 1 : soit x un élément de V , on a :
K

x SB e E(x) + £p(x) , où E(x) élément de Q, £p(x) appartient à F •

D'où x » x^ » e^ E(x) + e^(x), où e^(x) " e^ £p(x) appartient à F^

Comme E(x) s î H (x ) module 1, E(x) appartient à Z rK."1.
P é ̂  p p

Si 0 n'appartient pas à K, E(x) » - e^(x) et donc a ^ - E(x)< a + 1

L'unicité se démontre comme pour le lemme 1, en utilisant la propriété :

Si r appartient à Z [Kl , II |r| < 1 entraîne r » 0
P&K+ p

2
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3< Analyse harmonique dans V et Vs~ *"""" i\.
3.1 Groupe dual du groupe additif V
Au cours de la démonstration du lemme 1, on a vu que :

e^(x) - XQ - r ^ H (x ) mod. 1 (x élément de Vp)

II est clair que l'application : x -*- exp 2i TT e „ (x y) (où y
élément de V ) est un homomorphisme continu du groupe additif V dans
le groupe multiplicatif T des nombres complexes de module 1, c'est-à-dire
est un caractère continu de Vp

J. TATE »'l7 montre que tout caractère continu de V est de la forme
x -*• exp 2i TT c (x y) , où y élément de V , et que V est isomorphe
algébriquement et topologiquement à son dual, par l'application qui fait
correspondre à y le caractère précédent.

Ceci résulte en particulier de l'étude des caractères continus de Q :
tout caractère continu de Q est de la forme : x -»• exp 2i ir H (x y ) .P P P P P
où y élément de Q , et Q est isomorphe algébriquement et topologiquement
à son dual par l'application qui fait correspondre à y le caractère pré-
cédent (dans le cas p s 0, on pose H (x ) a x^ module 1 pour x élément
de R - Q^).

La méthode de J< TATE, ou l'étude de V_ comme sous groupe additif ferméR.

de V , montre la propriété analogue pour V : tout caractère continu de V
r Jv J'Y

est de la forme : x -»• exp 2i n e . (x y),où y élément de V.-, et V_ estU R. A.
isomorphe algébriquement et topologiquenent à son dual par l'application qui
fait correspondre à y le caractère précédent.

Ceci s'applique en particulier aux anneaux V-. Dans ce cas, le résultat
se déduit immédiatement de la connaissance des caractères continus de Q,
pour tout p de 1 : le dual de n Q , produit d'un nombre fini de

Pel p ^
groupes localement compacts, est isomorphe au produit n Q et donc

^ P^I p
au produit II Q puisque Q Aual de Q est isomorphe à Q , et
l'isomorphiwie est de la forme donnée ci-dessus (HEWITT - ROSS f.l'i 23 - l8),
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3,2 Intégrale et mesure de Haar.

V.. étant un groupe additif abélien localement compact, il existe une
K,

fonctionnelle linéaire positive invariante par translation sur C (^î»

espace des fonctions continues à support compact dans V , ou intégrale
Jv,

de Haar, et, d'après le théorème de Riesz une mesure associée ou mesure

de Haar (RUDIN [11 chapitre !)• Intégrale et mesure de Haar sont uniques

à une constante multiplicative près» On normalise par : mes F • 1
n.

On notera l'intégrale de-Haar : f f(x) d x (^C^ (V^))

En particulier intégrale et mesure de Haar de e •Q ^ Q sont ainsi

normalisées par : mes F " 1 (F • e Z si p ^ 0, F." e,. FO, 1 L )p p p p o o '

Un anneau V étant isomorphe au produit fini n Q , on sait
p cl p

(HEWITT - ROSS 15 - 1T - i) que l'intégrale de Haar de V est propor-

tionnelle à la fonctionnelle produit des intégrales de Haar de Q ( p

élément de I) ; les normalisations choisies entraînent l'égalité • En

particulier, soit f une fonction de C (V-) définie par :

f(x) " H f (x ), où f appartient à C ( Q ) , x élément de V ,
pel p p p p

x élément de Q •

oL: j\^x)dx- ̂ nĵ )^

U. Etude de quelques sous groupes et groupes quotients du groupe additif V

4.1 Sous groupe e^. Z fK]

Lemme 3

Le sous anneau topologique e . Z [K] ̂  V est discret si 0 appartient

à K, dense dans Vy si 0 n'appartient pas à K«

Démonstration

Si 0 appartient à K

Montrons que l'élément 0 de e • Z LKI est isolé •

Soit A « {x^V_ ; |x| .< 1 si p élément de K" , |x| -< 1}i\. p o
A est un ouvert de V contenant 0. Soit r un élément de Z [Kt •

Si e_»r appartient à A, on a : II |r| < n |r| < !• Donc r • 0
K p e P p p,K p
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Si 0 n'appartient pas à K

Tout ouvert de V^ contient un ouvert du type suivant :
-n

A » {xeV^ ; |x - y| ^< p P si p élément de I. |x| .< 1 si p élément de K-I}

où 1 est un sous ensemble fini non vide de K. y élément de V . n entier
K p

rationnel.

Soit z l'élément de V^ défini par : z « qy , où q • n p^P

z appartient à V^. donc E(z) appartient à Z £111 . Soit r » i E(z)

r appartient à Z [I] , donc à Z CK].On a ;

^ - yplp "I 1 (z? - ̂ ))- Ypl p •1 5 £p(z)| ^ P np si p élément de 1

H p - |E(z)| ^ ç 1 si p élément de K-I

Donc l'élément e^. r de e^.Z CK] appartient à l'ouvert A : Tout ouvert

de V^ contient un élément de e^.ZCK] . Ceci achève la démonstration du lemme.

4.2 Sous groupe Q^

Lemme U

Le sous anneau topologique ÎL. - e .Q de V.. est dense dans V si
fk. R. —— R. ———————————-————- ^ ——,

K distinct de P.

(Si K « P, Q^ » Z CP:i est discret dans V d'après le lemne 3)

Démonstration On supposera le réel « du domaine fondamental choisi : a - - i
2

Si 0 n'appartient pas à K, le lemme U résulte du lemme 3 puisque

CK.ZEK] c ^C\.

Si 0 appartient à K

Tout ouvert de Vy contient un ouvert du type :K

A " {xe V_ ; |x - y| < - si p élément de I"
JY ' - ? C

«x - ̂  o< Ï

|x| < 1 si p élément de K-I}

où 1 sous ensemble fini non vide de K contenant 0, y élément de V » c réel > 0
n K

Pour tout p de 1 , soit un entier n tel que p p > c
n p

On pose Y • n p p . Si K distinct de P, il existe un entier u telpe.r
que : u >c v et |u| • 1 pour tout p élément de K
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Soit r " ^ E ( u y^). E( S y^) appartient à Z [!'] . On a :

—xi
I1' - ^1 p - ! ï «p ( ^ ̂ l p < p p< s 8i p élément de I"

l^yol o - l S ̂ ^l o < I
|r| p <: 1 si p élément de K-I

e.,r appartient à A : Tout ouvert contient donc un élément de Q.,, ce qui

achève la démonstration du lemme.

Remarque Le lemme 4 montre qu'un anneau V est isomorphe algébriquement

et topologiquement au complété de Q pour la pseudo valuation

|r| " Sup [r| définie paragraphe 1.2 (cf. K. MAHLER [1] nombres
pe 1 p

g-adiques et g* -adiques).

U.3 Groupe dual du groupe additif e.-. Z L'K] , ̂  0 élément de K

L**fflme $•

gj_ 0 appartient à K le groupe dual du sous groupe discret e . 1 C!G

.âS. ^y e3t isomorphe, algébriquement et topologiquement, au groupe quotient.

V / e.ç.Z [K] , qui est compact.

Démonstration

II suffit de démontrer que ey.Z (;K1 est son propre orthogonal

dans V_, car on sait (RUDIN Cil 2-1) que "à/H^ ~ ^jx

(H sous groupe fermé d'un groupe G abélien localement compact).

Le sous groupe H'*' de V orthogonal à e^.Z DO est défini par :

H4' » {yeV ; e (x y) » 0 mod 1 pour tout x^ e .Z [K.l}

Soit y élément de V- tel que pour tout r de Z [K] on ait :
K.

r y o " p^K- "P^^^^1

Le choix r « 1 montre y-. " p où p élément de Z |TK3

r p appartient à Z [IC] entraîne : r p " î H (r p) mod 1.
p^K" p

D'où ï H (r p ) a H (r y ) pour tout r de Z [Kl
p € K - P peK- p P
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Ceci entraîne : |r(p -y?))) ^ |(H^ (r(p -y )) | $ l

D'où |p - Y 1 < |r| ~1 pour tout r de Z LK3

et donc p » y (pour tout p de K)

L'orthogonal H-1 de e^.Z CKl est e^.Z £KI lui-même, ce qui achève

la démonstration du lemme.

D'après la décomposition d'Artin (lemme 2) à tout élément du groupe

quotient correspond un élément et un seul du domaine fondamental F
K

par l'application :

x + e .Z tK] ^ e (x) où x élément de V_
~- K

et réciproquement à tout élément de F^ Ç correspond un élément et un seul

du quotient V^ / e^.Z IKJ : ç + e Z [Kl .

(on retrouve ainsi directement le fait que V / e Z CK1 est un groupe

compact : en^ffet e^.Z £K3 étant fermé dans V^, le quotient est localement

compact pour la topologie quotient ; comme F est compact dans V
K K

V^ / e ,Z CK1 est nécessairement compact).

Définition Si 0 appartient à K, F t̂ désigne le groupe additif isomorphe

algébriquement et topologiquement au groupe quotient V / e .Z ÎKl , dont

les éléments sont les éléments du domaine fondamental F .
^̂ ^̂  ——————'——————————^—————^•—————————————^———i——i———^————ii————^-MMi———IM——IM^MB^.MI—————— JÇ

F,- est abélien compact»

Ceci revient à dire qu'on donne à F , sous ensemble de V ,
•*• K

une structure de groupe additif topologique, en définissant l'opération suivante

( ç » n ) - » - Ç ® n ( ç » n éléments de F ) où :
K

Ç ® n = Ç + n - » - n ,n étant l'entier rationnel tel que :

a ^ ÇQ + U Q + n < a + l

et en prenant comme ouverts les images, par l'application x ->- £ (x),

des ouverts de V .
K

Le lemme 5 s'écrit : Si 0 appartient à K : ^ ^ z [K]
K

o désignera l'isomorphisme y -»• Y « o (y) de C...Z pCJ dans î'1" .
K K
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(y élément de e»<Z [K] ). On sait que cet isomorphisme est défini par :

( e (x), y ) s exp 2i ff e (x y) pour tout x de V^

( Ç ->> ( Ç » Y ) désigne un caractère continu de F •

4,4 Groupe dual du groupe additif compact F , ̂  0 n'appartient pas à K

Si 0 n'appartient pas à K, le sous ensemble F de V est un sous groupe

additif compact de V-, On l'écrira F pour avoir la même notation que dans
Jv JY

le cas où 0 appartient à K.

L^n"ne 6. Si 0 n'appartient pas à K> le groupe dual du groupe

compact F est isomorphe au groupe quotient Vy/F.. , lui-même isomorphe

au groupe quotient Z DCl /Z, avec la topologie discrète.

Démonstration

Soit H le sous groupe de V orthogonal à F.- : H « {y c V ;

e (x y) " 0 mod 1 pour tout x de F } • €^x• y ) " - s H (x y ) « 0u R U p ç K P P P

mod 1 entraîne : |x y | ^ 1 si p élément de K pour tout x de Z
P P P P P

Ceci est réalisé si et seulement si |y | ^ 1 . F est donc
P P K>

son propre orthogonal dans V . D'où le résultat :

y ^ v / F*K K / K

D'autre part, soient x et x' deux éléments de V •
Jv

x-x' appartient à F si et seulement si E(x) « E(x') module 1.

Il est clair que l'application x + F -*• E(x) + Z définit un isonorphisne
Iv

du groupe additif Vy / Fy sur le groupe additif Z CK^ /Z» Comme le
K. K

groupe dual du groupe compact Fy est discret, le lemme est démontré.JY

o désignera dans ce cas l'homomorphisme du groupe additif V dans le
^+

groupe additif Fy •
Jv

y -». Y " o ( y ) où y élément de V et Y élément de F_
IY K.

On sait (RUDIN CH 2.1) que cet homomorphisme est défini par :

( e.,(x), y ) " wp 2i ir e,. (x y) pour tout x de V...
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$. Eléments algébriques de Vy-,———-———————————— j^

V est une algèbre sur Q» en définissant la multiplication d'un

élément x de V par un rationnel r par :K.

r • x • ^^p.K

5.1 Définition

On appellera élément algébrique de V- un élément algébrique sur Q
R.

de la Q algèbre V (N BOURBAKI î"l^ ch. U paragraphe 2 et [̂ 3 paragraphejv . '

11, Exercice l).

"Un élément Y de V_ est algébrique îgnifie : II existe un
Jv

polynôme de Q l-X] : A(X) • a^ •»• a^ X + ... + a^ ^

tel que : A( ^ ) " a,. e_ + a-Y + • •• •*• » Y " 0

On dit que Y est racine de A dans V .
K.

Remarque : " Y algébrique dans V " entraîne " y algébrique dans Q

pour tout p de K". La réciproque est exacte dans le cas seulement où

K est un ensemble fini !•

5*2 Polynôme minimal •

Si Y est algébrique dans Vy, l'ensemble des polynômes A de Q FX3 tels
K

que A( Y ) « 0 est un idéal de l'anneau Q CX1 : On appelle polynôme minimal

de Y et on écrit ;

P»^ (y ; X) " X8 •»• c - x8"1 + ... + c ( c ^ e Q )

le polynôme unitaire qui engendre cet idéal.

Le degré s de PBL. (y » X) est par définition le degré de y .

On remarque que les polynômes figurant dans la décomposition de Ï̂ L. (y ; X)

en facteurs irréductibles sont 2 à 2 distincts. En effet, dans le cas
p

contraire on aurait : Ptty (Y ; X) " A(X) B(X) où A et B appartiennent i

Q 1X.1 ; y serait racine du polynôme AB de Q [X'J » ce qui est absurde»

Si K contient plus d'un élément, Ptty(Y » X) n'est pas nécessairement

irréductiU».

Soit (K.). , une partition de K en un nombre fini de sous ensemblesn irl. • m
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non vides» Soit y un élément algébrique de Vy» y .. erfc un élément aigé-
K ^

brique de V.. et Pn— ( y ir î X) divise Pn- ( Y , X). Il en résulte :

Rûy ( Y » X) " p p c m Pm^ ( y ; X)
-• ^•1 « *-i» '-i»n—j. y • • yin n n

En particulier si K est un ensemble fini 1 :

Rn- ( Y » X) « p p c m Irr ( y ; X)
pc l p

(Irr ( y ; X) est le polynôme unitaire irréductible dont y est racine

dans Q ) .

On remarque qu'un élément y algébrique dans V^ est algébrique dans

Vp et l'on a :

Ptop ( y ; X) = p p c m {X, Pm^ ( y ; X)}

Un élément algébrique y de Vy étant donné, il existe une partition
Jv

(K.). . de K en sous ensembles non vides telle que les polynômesn irJ., • • ,m

POL.. ( -y „ ; X) soient irréductibles et distincts. En effet, si l'on

m
écrit Pm- ( y ; X) = n A. (X), où les polynômes A. sont les facteurs

Ic h«l n n

irréductibles distincts de Bn̂  ( y ; X), il suffit de poser :

K, s {pfc K ; AL ( y ) = 0} • Cette partit ion. sera notée

(K.)^. - est ̂ appelée partition de K relative à l'élément algébriquen ir-JL • • «m

Y • On a alors :
m

PBI^ ( y ; X) » n F^ ( y ; X)
h*! ci ri

(où Pn^ ( y ; X) < A^(X))
n n

Not alitons :

n désigne la clôture algébrique de Q ( ^ " C).

Les racines dans Sî de Pn̂  ( y ; X) sont distinctes. On les notera

Y ( i= l , . .« ,s) pour tout p élément de P. Si p appartient à K,

on pose Y ^1) » Y p.

ï Y 1 est un rationnel indépendant de p. On pose E y s - c - " Tr.-(y )
i»l p i»l P s"1 ">

n y est un rationnel indépendant de p. On pose II y • (-l) .̂. " Nm-(Y )
i«l p i«l p 0 lc
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5»3 Anneaux d'éléments algébriques

Soit Y un élément algébrique de V . A tout polynôme A de Q [Xl :
K.

A (X) « r. •»• r, X + ... + r X" .u i n

on associe l'élément a de V :K

a » A( Y ) " r^ e.. + r^y + ... + r y •

L'ensemble des éléments A( y ) de Vy, pour tout polynôme A de Q FXj ,
JY

est évidemment unealgèbre sur le corps Q» On note cet ensemble Qirlïl

Tout élément A( y ) peut s'écrire d'une manière unique :

A( y ) « A( y ) « IQ e^ + t^y •»• ... + t^ y8"1 ( t ^êQ)

le polynôme A étant le reste de la division de A (X) par ftL. (y ; X) •

Par suite, comme espace vectoriel sur Q, Qyt.yl est de dimension s.

Tout élément A( y ) est de degrés s. Si a • A( y ) est de degré s,

e_, a , ..,, a " constitue une base de l'espace vectoriel ̂  ïy ] •

Donc : Q^ fal • Q^ Cy^.

Etudions la structure algébrique de l'anneau Q^ îy'] •

A et B étant deux polynômes de Q CX3 , A( y ) " B( y ) si et seulement

si A(X) " B(X) mod B^ (y ; X). Il en résulte facilement :

l'application A( y ) -»- A(X) + ^^v (Y » X) ) définit un isomorphisme de

l'anneau Q.. Cy3 sur l'anneau Q [X) / (^v (y » X)) , anneau des classes

résiduelles de Q FX:! module l'idéal (Pm^ (y ; X)).

Soit (K,)^ - la partition de K relative à l'élément algé-n h®!,.•. ,m '

brique y . Pm^ (y ; X) = n PSL^ (y ; X) est la décomposition
h*!, • • ,m n n

de PnJy ; X) en facteurs irréductibles. L'application

A(X) + (Pin^ (y ; X)) ^ (A(X) + (Pn^ (y ; X))),, définitA. K, ÎY. n1*.!., « • ,m

un isomorphisne de l'anneau Q [X] / (Rn .̂ ( y ; X) ) sur l'anneau
m
n Q [Xj / (Pn-- ( y K . ; X ) ) (produit de m corps)
h=l \ "

II suffit en effet de remarquer : II existe un polynôme A(X) défini

module Pm^ ( y , X), congru module Pm» ( y ; X) à un polynôme
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A^(X), pour tout h s 1, • • « , m ;

A est défini par :
m PSL ( y ; X)

A(X) = E A,(X) B,(X) «r——,————-^ mod PtiL. ( y ; X)
h=l n h " V ^ K » x) rc

où les B^ vérifient : n n

PD^ ( y ; X)
V^ RIL, ( v ; X ) = 1 modplnK, ^^

-^ -St n
n H

L'application A ( y ) -> (A(y )) est composée
n h=l.• •m

de trois isomorphismes d'anneaux :

A( y ) - . A ( X ) + (RIL ( y ; X ) ) - ^ (A(X) + (PtiL, (y., : X ) ) )
^ "h ^h h«l...m

^ ( ^ Y K ^
n n5!» «•ni

Cette application définit donc un isomorphisme de l'anneau (L. CY 3
m

sur l'anneau n (L_ CY,, 3» produit des h corps Q^ CY <r 3 de V
h=l n n n ri n

Comme V est composé direct de ses sous anneaux V , ceci peut s'exprimer
K 1^

de la manière suivante :

Lemme T

Tout anneau Q^ Cy2 d'éléments algébriques de V est composé direct

des m corps d'éléments algébriques ^ [y "] de V^ »
n n h

où (K,)Y , est la partition de K relative à l'élément algébrique y .— ^ h"l y • • yin -—————————————————————————————~—————————~
D'où en particulier le résultat : Q^ [y] est un corps si et seulement

si le polynôme minimal de Y est irréductible*

Notations

On a vu que Y (i " l» • • • » s) désignent les racines dans ft

de Pn̂  (y ; X). Si a « A( y ) est un élément de Q^ C v ] » on écrira

souvent (chapitres II, III, IV) en abrégé a " au lieu de
n ~

A(y ^) • i-o + r, Y + ... + r y . s'il n'y a pas d'ambiguïtép 0 i p n p

(si a est de degré s, les A( y ) sont distincts , on a bien
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A( y ^) " a^ au premier sens ; dans le cas contraire, les valeurs
P 'P

distinctes des A ( y ^) sont les a ^) (j • 1, 2,... s ') au premier
P P

sens (s' degré de a ))•



C H A P I T R E II

ENSEMBLES S^ - DEFINITION - CARACTERISATION

On sait que l'étude du comportement module 1 de À e " , où. À non
nul est un réel bien choisi, permet de caractériser les éléments de S "
soit parmi les nombres algébriques, soit parmi les nombres réels ( C PISOT
[13 ) . Rappelons ces caractérisât ions :

Caractérisât ion 1 :
Soit un nombre algébrique réel 6 >1. 6 appartient à S si et seulement

s'il existe un réel \ ̂  0 tel que :

lim ( ( À 6 n ) ) • 0
n -*•+<•

Caractérisât ion 2
Soit un nombre réel 6 >1. 6 appartient à S si et seulement s'il

existe un réel \^ 0 tel que :
N
E n ( ( À 6 n ) ) 2 » o(N)
n-1

II est intéressant pour la suite de remarquer que dans ces caractérisât ions
on peut écrire :

( ( A e " ) ) » CQ ( À e " )
avec les notations du chapitre 1 paragraphe 2 (en identifiant R avec le
sous anneau e^. R de V , et en choisissant le réel a » -i )sous anneau e^. R de V , et en choisissant le réel a » -i )

Rappelons également la définition et les caractérisât ions des ensembles
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de nombres algébriques p-adiques définis par C. CHABAUTY [II :
Soit A(X) un polynôme de la forme :

A ( X ) " p2' X® + a - X8""1 + . . . + a.S—x U

où : r entier > 0, a.^ Z, a^^O |a | » 1
Soit 6 la racine de A dans Î2 de valeur absolue p-adique > 1 (qui
appartient à Q d'après le lemme de Hensel).

6 est élément de S (resp. de S*) si et -seulement si«" on impose———_————— p p — — - — " - — — • — " - —
à A la condition supplémentaire : les racines de A dans C (resp. les racines
de A dans Î2 distinctes de 6 ) appartiennent au disque | x | < 1.

Ces ensembles possèdent les caractérisât ions suivantes (avec les
notations de I. 2, le réel a » —, et Q identifié au sous anneau e ,Q de Vp)
Soit 6 un élément de Q vérifiant : | 6 | > 1. 8 appartient à S (resp.
S ) si et seulement s'il existe un élément À^ 0 de Q tel que :P P

S e- ( \ Qn)2< « (resp. | e ( À e " ) ] < C p"
n-1 ° P P

où C, p réels >0 et p< 1 ) .
On définira (paragraphe 1) des ensembles S" d'éléments algébriques de

V- qui généralisent l'ensemble S, ainsi que les ensembles S et Ŝ  Ces
ensembles possèdent des caractérisât ions analogues (paragraphe 2 ) , le rôle
joué par le reste module 1 dans le cas réel étant joué par une composante
de l'élément e?(^) de la décomposition d'Artin.

1. Ensembles Ŝ  - Définition - Propriétés.

1.1 Soit p' un élément de P.
S" est l'ensemble des éléments algébriques 6 de V-. tels que [ 9 | > 1

pour tout p ̂ I, et pour lesquels il existe un polynôme A de Z CX1 ayant les
propriétés suivantes ;

- 6 est racine de A dans V..
- les racines de A dans R , (distinctes de 6 , si p' /'I) appartiennent
au disque | x | , < 1.
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- les racines de A dans SI 9 pour tout p Ç.P» (distinctes de 6——————-——————- p —————~ p

si ptl) appartiennent au disque |x| ^ 1.

1.2 Les conditions imposées au polynôme A entraînent (si A supposé primiti

A(X) - q X11 + a^ X11"1 + ... + a^
— ^•Doù : |a J " 1 pour tout p&I"", q " n p p avec t î. 1

" p p c. I" p

Réciproquement» un élément 9 de V tel que |9| > 1 pour tout pcl»

racine dans V d'un polynôme A de la forme ci-dessus, appartient à S?

si l'on ajoute la condition :

Les racines de A dans !î , (distinctes de 6 ,, si p'c I) appartiennent

au disque |x| , < 1.

On voit ainsi aue l'ensemble S coïncide dans R avec l'ensemble

S u (-S) et que les ensembles S et 5^ sont bien ceux qu'on a définis

au début de ce chapitre.

1.3 Aucun ensemble S^ n'est vide.

S* contient les éléments e-.r de l'anneau e-.Z ll'j , où r = 2

vérifie ; q » n p p avec t > 1
pel" p

|n| p - 1 si P&I" et l|lp, < 1 si p'^I

\^\ Q > 1 si 0€l. et 1|| Q < 1 si 0 ^ 1

On peut montrer que S? contient des éléments algébriques de n'importe

quel degré. Ceci sera précisé chapitre III.

1*^ Le polynôme A intervenant dans la définition est lié

au polynôme minimal de 6 par la relation (A supposé primitif) :

A(X) « q PttL. ( 9 ; X) X"1

où m est l'entier défini par : a - ^ 0, a. " 0 si i <= m » (0^ m < n )m+j. i

En effet dans le cas contraire on aurait :

i A(X) » Pm^ ( 6 ; X). 7^. B(X)

où B est un polynôme unitaire de Q CX1I , B(0) ^ 0, et degré de B > 1



26 ENSEMBLES S^ - DEFINITION - CARACTERISATION

Ceci entraînerait : les racines de B dans ft , appartiennent au disque

| X | , <1 , et dans SI au disque | X | <1. D'où Iï B(0) < 1
P P p ^ p

et donc B(0) « 0 ce qui est contraire à l'hypothèse.

1.5 Si PtiL. ( 6 ; X) n'est pas irréductible, soit (l.)9 - la
j. ——————————————— ^ m.»»»»

partition de 1 relative à l'élément algébrique 9 (voir chapitre 1

paragraphe 5)
m m

On a : 9 - S Q et PÛL.( 6 ; X) » ïï Pm- ( 9 . , X)
h-1 \ L h-1 \ \

où les polynômes Pm- ( 6 ; X) sont irréductibles.
-h "h

Ie! 1 > 1 si Pel. ; d'autre part il est clayque le polynôme
h p

Pm^ ( 9 ^ ; X) est, à un coefficient entier q près, un polynôme A
ĥ h

(au sens de 1.1) pour l'élément 8 de V- . Par suite ;
-h -h

®T appartient à l'ensemble S^ de V- .
h "h •'h

Réciproquement soit (I,). - une partition de 1 et dans— —- n m, • • ,m •
V- soit T un élément de S^ de polynôme miniaal irréductible.

h m h

On pose : 6 » r T . Les polynômes Pm- (r . , X)
h»l n "h h

sont premiers entre eux 2 à 2 (car irréductibles et distincts)•
m

D'où : PBL. (9 ; X) • n Pm- (T . ; X)
1 h"l •'h h

I^L " l1 ul > 1 P01111 tou^ P^I ; d'autre part, il est clair que

le polynôme PBL.( Q ; X) est (à un coefficient entier q près) un polynôme

A pour l'élément 6 de V . Donc : 6 appartient à S^ .

Ces propriétés seront utilisées fréquemment dans les chapitres III

et IV, ainsi que la propriété suivante :

Soit J un sous ensemble non vide de 1 et J' " I-J, Si 6 appartient à

l'ensemble S^ et 6 à l'ensemble S^ , alors 6 , appartient à l'en-

semble S^, •

On a : 6 - 9j + 9j, et : |9j,| • [9 |> 1 si p e J'.
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On démontre que les polynômes Pm-( 9- ; X) et Pm-,( 6-,; X) sont premiers
u J J J

entre eux en raisonnant par l'absurde comme dans l.U.

D'où Rn^(9 ; X) « Pmj( 9j ; X) Rn , ( 9j, , X)

II est clair que Rn-, ( 9., ; X) (à un coefficient entier près) est un

polynôme A pour l'élément 9-, de V-,, D'où le résultat,
J u

1'^ Si 9 appartient à S^ ^ n entier > 0, 911 appartient à S1? .

En effet» soit s le degré de Pm (9 ; X) et soient 9^ (i»l,...,s)

ses racines dans !î ( 91 /» 9 si pçl). Quel que soit pcP, les nombre»
(i)"" p P P

9 (i • l,...s) sont les racines d'un polynôme B de Z 1X1 ; ils

sont nécessairement distincts car :

l^l^i >. le^l; (i-2,...s . p.i)
II est clair que B est un polynôme A pour l'élément 9" de V .

D'où le résultat. On a vu de plus que : 9 ̂  911 ont le même depré»

On aura besoin (chapitre III) de la précision supplémentaire :

Si n' > n > 0, Pm ( 911 ; X) et Pm ( 9" ; X) sont premiers entre eux

Ceci se démontre en raisonnant par l'absurde comme dans l.U,

2« Caractérisât ions de l'ensemble sÇ

On rappelle que dans ce chapitre le réel a de la décomposition

d'Artin est choisi égal à • » •

2,1 Les caractérisations suivantes généralisent à l'ensemble S^

celles des ensembles S, S et S33 rappelées au début du chapitre.

Théorème 1

Soit 9 un élément algébrique de V vérifiant : |9| > 1 pour tout

P Ê 1 • 9 appartient à S^ si et seulement si il existe un élément À inversible

de V tel que :

(1) lim e , (À 9 1 1 ) = 0
n -»• + °° p

^ est alors un élément algébrique de_l^anneau Q |^9^*"~ '" ~" ———~~" , — —. ,. . ..—- - ._ - — —^ ^
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Théorème 2
Soit^B jm élement_de V vérifiant : | 6 [ > 1 pour tout p^I»

6 appartient à Ŝ  Ĵ*̂  seulement si il existe un élément X inversible
de V tel gué :

' N n 2( 2 ) £ n | e ( X e " ) ) 2, " o ( N )
n»l P p

À est alors un élément algébrique de l'anneau Q C63

Remarques
- Dans le théorème II, on peut remplacer la condition ( 2 ) par la

90 n 2condition plus forte ( 2 ' ) : î | e ( X e ) | , < •
n«l p

- Si le réel a de la décomposition d'Artin est quelconque
(on notera provisoirement £p ( x ) le dx) correspondant), les
caractérisât ions précédentes ne peuvent s'exprimer simplement en fonctions
des ê  ( ^ Qn)^ sauf dans le cas p» " 0. En effet, on sait alors que :
( ( ^a) ( x ) ) ) • e ̂ 1/2 ( x ) pour tout xdc V^
Par suite, il suffit, dans l'énoncé des théorèmes 1 et 2 (où p' " 0)
de remplacer les conditions :
( 1 ) par (1 a) : lim ( ( e ( X e") ) ) - 0

n ^ •*•-
N

( 2 ) par (2 a) : î n ( ( e (\ Q^) ) ) 2 • b ( N )
n"l

ou ( 2 ' ) par (2* a) : î ( ( e^ (\ e " ) ) ) 2 < -
n"!

et ces conditions sont valables quel que soit a»
9 v\La condition ( 2 ' a ) est équivalente à ; S sin » c ( X 9 ) < <"»

n"l
(C'est sous cette forme que le théorème 2 sera utilisé dans le chapitre IV)

La démonstration des théorèmes 1 et 2 est analogue à la démonstration
classique. On utilise en particulier des séries de puissances £ ̂

n^O
et les déterminants de Kronecker D associés :n ^
D » det (IL . ) (0$ h, k ̂  n ) . On sait que E u X" représenten î+k ^Q n
une fraction rationnelle, «i et seulement si D • 0 pour n assez grand»
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2.2 Théorèmes 1 ft 2. Condition nécessaire. Démonstration»

La démonstration résulte immédiatement du lemme suivant :

Lenme

Soit 6 un élément de S^ de degré s jît. À un élément algébrique de l'anneau

Or L Q'J vérifiant les conditions suivantes :

l^lp ^ 1 (i-l»2,....s) si p ^ f

|^1^! { 1 (i«2,...,s) si p & I", p ^ p'

I^^O^êsTI 8i pt ^ ° (^•••-•s si 0 ^ 1 et i«2....,s si 0€ l )

Alors on a :

E ( À 0°) • S À^ e(i) (p «£ P) dès que n > n
i"l p -

£1 -• I^J^ ô11)! ,< C P" (C. p réels > 0, p < l)

Démonstration du lemme

Posons û  • Ï ^i) Q^ . (p e P)

u est un rationnel de l'anneau Z tll indépendant de p •

si p.i, p f o '.\> e"-̂  uj p - |j^ x^ e^"! ^ < i

s ip^ i .p^o : |uJ p - | j^ x^ e^lp^i

s i p ^ o e t o ^ i , l^e^uj,-!^ ^e^")^ |^< j

si p.^ o et o il : luj o - 1 j^ x^ e^l o < ̂  < j
S ^ . »

Si p'el |^ e"^ u |̂ , « (s-1) n11 A , où n « sup le'1 ;) , < 1

Si p1 ^ 1 |uJ , ̂  s n11 A , où n » sup |ô '| , < 1

(avec ^ t 'Sup lA^ I où ia2,...,s si p'c-I, i«l,...,s si p'^l)
- i P P

Ces relations entraînent : u " E (X e") pour n ̂  n

et : £p,(À e") . Àp, e", - u^ si p» c I (n > n^)
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e ( À 9") a -u^ si p' ^ I. (n > Dç)

D'où le résultat annoncé ( p s n ,C a s A , )

Con séquence : Si 9 appartient à S" on peut trouver un élément À inversible

de V^ tel que |e^(x 911) | . < Cp n

(n > n^). Il suffit de prendre un À inversible satisfaisant aux conditions

du lemme. Exemple : À a e- si p' a o

e! kÀ a -•L si p' ^ 0, avec p' > 2s •»• 1
P*

Pour un tel À les relations (l) et (2) des théorèmes 1 et 2 sont évidemment

vérifiées.

Le lemme démontré sera utilisé par la suite, en particulier chapitre III

(paragraphe 2) et chapitre IV (paragraphe U).

2.3 Théorème 1. Condition^ suffisante: - Démonstration.

Soit B(X) a b X5 + ... •»• b un polynôme de Z •.X'? dont 6 est racine.

La suite {X 9 } (n .- N * ) vérifie la relation de récurrence :

b \ 9" •»• b , À e""1 - » • . . . - » • b. À e""8 a 0 (n > s)
S S»JL U

Posons E(À 6") a u^, e i ( À S11) a n ^ et e ( À 9") a r^ (p e P)

On a : V^ a ̂  u^ ... ^ b^ u^ a - ( b^ n^^ ^ ... -. b^ n^^p) (p . P)

Par hypothèse : n , -»• 0 quand n - > ' • » • 00

D'autre part : |n [ < 1 pour tout p ^. P

II en résulte : n |V [ ^ 0 quand n -»••»• w

p . p 1 1 1 ' ^
D'où» V étant rationnel : V a o pour n > n.n n • o

La suite (u ) vérifie donc la même relation de récurrence que la suite {X 911}

La série de puissance Z u X" représente une fraction rationnelle

P (X^ nmo n
ÎT-T..V- (on supposera P, Q premiers entre eux).

Si p € P-I» |u | ^ !• La série converge dans le disque |x| < 1

de ft : les racines de Q(X) appartiennent donc au disque |x| >. 1,

Si p ^ I, on a :
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r ^ ^xn " r̂ hc • ^ ^xn + ^ ^ X"
n«o p p ^p x n-0 n n-0 ntp

Comme |n I ^ 1, la série E n X11 converge dans le disque
û»? P n«0 n^n«0 U9V

< 1 de fi : les racines de Q( X ) distinctes de 1/6 appartiennent|X|

donc au disque |x| >. 1 (en effet comme À i 0, 1/6 est racine de Q ( X ) ) <

Si P • P', la série E n , X11 vérifie de plus :——-—— ^Q n»p

n , •*• 0 quand n -*• + »n,p
p(x)Par suite» la fraction rationnelle yr^ n'a pas de pôle sur la circonférence

[x| , a 1 de ft ,, comme il résulte du lemme suivant ;

î^nvme
00

Soit la série de puissances î W X " ( W < ç , î 2 , ) On supposen n - p^n«0
qu'elle converge dans le disque |x| , < 1 et représente une fraction

B(X)
rationnelle gv.̂  « Sî  W -»• 0 quand n -»• + OB » la fraction rationnelle

n'a pas de pôle sur la circonférence |x| , " 1 de Sî , •

En admettant provisoirement ce résultat, il est clair que le polynôme

Q(1/X) est un polynôme A (voir 1.1) pour l'élément 6 de V : par suite

6 appartient à S? •
P(l/ 6 )

Pour tout p « I » o n a : À « - 6 ^r^-ys'-^ . Donc \p p Q'u/6 ;
est élément algébrique de l'anneau Q [6] .

Il reste à démontrer le lemme précédent : Raisonnons par l'absurde
p/Y\

en supposant l'existence d'au moins un pôle 1/a de la fraction ^-y ,

sur la circonférence |x| , " 1. On écrira :

âffl.,100 3 m = t W x11

1-cvX S(X) ^ 1 1 = 0 "

R(X) « r. ^ + r. . X1""1 +...+ r.,
t v—JL U

s^(x) • s^ y^ + s^ x3^"1 + ... + s^

On suppose R et S premiers entre eux, d'où : R(l/a ) ^ 0

On a : W « r. a" + ... + r. a"̂  - a"̂  R(l/a ) (n > t)n u u '
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et ^ " ̂  w^ '(' - • • • ' • •ïr w^ v <n > ̂n o n it n—kW

(n >. t)La première relation entraîne : |W | " |B (l/a )| > 0

et la deuxième entraîne : W -*• 0 quand n ->• + •n
ce qui est contradictoire» Le Lemae est donc démontré»

2»4 Théorème 2. Condition suffisante - Démonstration»

2.4.1. On conserve les notations du paragraphe précédent c'est-à-dire

E( X e") - u ,̂ e,(A 6°) - r^, e^ X 6°) - ̂

Soit D le déterminant de Kronecker attaché à la suite u :n n

D^ « det (u^^) 0 $ h, k ^ n

On se propose de chercher des majorations de |D | , pour tout p fc P,

de manière à majorer le produit : n [D [n1 pp c P
Pour cela on utilisera des déterminants déduits de D par combinaison!
linéaires entre les colonnes. On pose :

n.p \ - ̂  Vl si p € It n ^ 1

si p^ In,p n
Pour tout p c P» on a :

"n - det ̂  '

^

u!

•
•
.

"n

\V

^

•

•

•

V
n+l.P

• • • • \p
•
•
•
•
•

^n.p

C'est sous cette forme qu'on majorera |D^| .

Les relations : V^ • u^ - 6^ u^ • - ̂  ̂  6^^ si p . I. n>. 1

si p ^ 1V « un»P n p.n

entraînent facilement l ^ p l p ^ ^ • ^ l 6 ! ? s i p c l

|V | ^ 1' n,p1 p
si p^ 1
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2.U.2. Majoration de |D | pour p ^ p»

- Si p ^ 0 on majore |D | sur son développement, c'est-à-dire :

si p ^ 1 |Dj $ Sup |u^| (1+ |e| J"

Comme |uJ ^ - [^ |9| ; . on a :

(1) iDJp .< C T n

avec : C • |À | , T • |e| (l+ |e| ).

Si j) ^ 1 on a évidemment :

(2) |DJp , 1

- Si p « 0

On utilise la majoration d'Hadamard :

1°J Ï < ( '"ol2 + - * l^l2) J, C^.ol2 + - + l̂ n. ot2 )

si Q f e i |uJ,gs< (i + 1 ^ 1 o) lel^
On en déduit :

(3) IDJ,, .<C (n+l)1172 T "

|e|2
avec C - (1^ |X | ) -——j- , T - |9| (1+ |e| )

|6|o-l

Si 0 ^ I» on a :

(i») |Dj<, , (n+1) n+l/2

2.4.3. Majoration de .|D | ,

N .
Par hypothèse : î n |n , 1 , s o(N). On en déduit facilement :

n.l "•P P

Lnlvn^ "0(N)
- Si p* " 0 on utilise .la majoration d'Hadamard. D'autre part,

l'inégalité entre moyenne géométrique et moyenne arithmétique donne :

i,o 2 + • • • + V,̂  2, ̂ \,i ^ 2V, ^ ^ ... ^ n ̂  \ n V^.^.o ̂î-l^i.0 2 + • • • + ^n.o 2) ̂ Jl.̂  ^ 2V, ^ ^ ... ^ n V, ̂  n V^^..^n.o }
n 7n 7

2 2 Sv - *- ~
,^ ,l.o.2V,^ . . . .2nV^, >n _ (̂̂  n

Pn ' H2n ' ' r.
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On en déduit les majorations :

(5) |Dj^ < (n+1)1/2 ( S l̂)"/2 si o^ I

(6) |Dj^ « C T 1 1 (2^)n/2 ,i O t I

avec C - (l* Nç)172 , T - |e|^

- si p* ^ 0 on majore |D | , sur son développement :

l̂ î J l̂p' I\.P-IP-- l^n-l.p.lp.}

(i ,«..i ) étant une permutation de (l, 2,..., n-»-l)

D'autre part :

n s l\,p-'P. - l\.n-l.p.lp. • l̂l̂ .p.lp. ^IVI.P'IP- • • 'nl̂ n-l.p.lp2

^ ^.P.IP.- • • • • • • • • ^nl^n-l.p.lp.

(en utilisant l'inégalité entre moyenne arithmétique et moyenne géométrique). Or :

^p .̂ + - + l̂̂ n-l.p.l̂  -< l7!.?.^ + ^IV^pJ^ . ... . 2n|V^^|^.

= o(2n)

On en déduit les majorations :

(7) |DJp , .<C-^ (n î)-172 (^n.y/2 si O S I

où C - |X|^, , T . |e[p,

(8) JDJp, , (n;)-1/2 ^n2)n/2 si 0 ^ 1 .
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2.4.4. Etude du produit IT » n |D |
———————-———— n p € p n P

II suffit d'envisager les différents cas possibles et d'utiliser les majorations

(l),...(8) précédentes.

Si p* a 0 en utilisant les majorations (l) (2) (5) si 0 é I»

et (1) (2) (6) si 0 ^ 1 , on trouve :

n ^ c» r" (̂ L?!72
n ^ Y n 7

(C 1 , T' réels > 0)

II est clair que n < 1 pour n> n •

Si p' ^ 0

En utilisant les majorations (l) (2), (3) (7) si Oel, p' <=. 1

(1) (2) (3) (8) si Oel, p' ^ 1

(1) (2) (4) (8) si 0^1. p' ^ I

(1) (2) (4) (T) si 0^1. p» é I

on trouve :

n ,< C" T" n (n+l) n+l/2 ni-172 (^^l^2

n \ n /
( C", T" réels > 0)

Dans ce cas également il est clair que : II < 1 pour n > nn • o

2.4.5 Comme D est rationnel, la condition :

"n s n l^lp < 1 pour n> "o

entraîne :

D a 0 pour n > n

II en résulte : la série Z u X" représente une fraction rationnelle
n»o

P(X)
KryY • Comme on a, pour tout p e 1 :

1 A 9" X1 1 -^—— - i u^ - ^ n - . X "
n»o p p 1- e X n«o n n"o ntp

P

^V0» l 8 ? 1 ? ' 1 ' l"n,plp<1)-

l/ 6 est racine du polynôme Q(x).
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Par suite 9 est élément algébrique de V , et il existe À , élément
inversible de V pour lequel : e , ( \ Q11) •> 0 : on
est ramené aux hypothèses du théorème 1.

Le théorème 2 est donc démontré.



C H A P I T R E III

ELEMENTS ALGEBRIQUES DE V ET ENSEMBLES S^

Rappelons la propriété suivante de l'ensemble S ( C < , PISOT [2] ) ;
Dans tout corps de nombres algébriques réel, il existe des éléments de S
ayant le degré du corps,

D'autre part, C ; CHABAUTY Cl"l a montré que dans tout corps de nombres
algébriques contenu dans Q , il existe des éléments de l'ensemble S°F\ SpP P P
ayant le degré du corps s

Ces propriétés se généralisent pour les ensembles Ŝ  en utilisant les
anneaux d'éléments algébriques contenus dans V , qui ont été définis chapitre
1 paragraphe 5;

On a le résultat suivant î
Théorème

Dans tout anneau d'éléments algébriques de V-, il existe des éléments de
1'ensemble { \ S* ayant le degré de l'anneau a J désignant un sous

P ' 6 J
ensemble fini non vide de Pc

Après la démonstration de ce résultat (paragraphe l ) , on donnera, comme
application» une caractérisât ion des éléments algébriques de V (paragraphe 2 ) <

1. Démonstration du théorème.
La démonstration est analogue à celle du résultat classique ; celle-ci
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repose sur l'emploi du théorème de Minkowski sur les formes linéaires. On
aura besoin ici d'un "théorème de Minkovski" pour des formes linéaires à
coefficients soit réels, soit p-adiques. (Lemme de 1 . 1 ) . On étudiera dans
1.2 le cas où l'anneau d'éléments algébriques est un corps. On en déduira le
résultat général "dans 1.3c

1.1 Lemme* Soient :
LQ' ( x ) ( i " l , . . . , s ) , s formes linéaires en x . . . . > x ,

à coefficients dans R» de déterminant A ^ 0 .
L (x) (i«l,...,s), s formes linéaires en x ,...,x ^ à coeffi-

cients dans Q , de déterminant A ^ 0.———————— -p ——————.—— p

II existe un système x " (x ,...,x ) d'entiers non tous nuls^ tels que :

l^^lo^i
( ' } -x •

IS ^ Ip^P ptl (i-l»2.....s) e t p £ j "

si on a la relation :

s -o s
n e , n p p ^ |A J n |A 1 avec cï » z À .
ici z p^J- ° ° p^J- p p P i»l P»1

(J sous ensemble fini de P, c. réel > 0, \ . entier).

Cette propriété résulte du théorème de Minkowski et de l'évaluation du

4éte'-minant m(G) du sous-réseau G de Z8 : G a /^) G » où le réseau G est
PÉ.J' p p

défini par :

l̂  (^Ip^?"^1 (i-1.2....s)

Melle E. LUTZ CH démontre que :

m(G) • n ^ m(G ) (01. I, 5)
peJ" p

o
et m(Gp) « p p |Aplp (C1],I. 3 et 4)

Le lemme s'en déduit facilement.

Remarque : On peut remplacer l'hypothèse L^ (x) à coefficients dans R, par

LQ (x) à coefficients dans C» à condition qu'avec chaque forme figure sa conju-

guée et que les 2 formes soient majorées en valeur absolue par le même coefficient

^
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1.2 Soit Q- t. Y ^3 l'anneau d'éléments algébriques étudié. On

choisit l'élément algébrique Y engendrant 1'anneau eut ier algébrique.̂

On supposera d'abord que Q- ^.y"] est un corps ; ceci est équivalent à :

Pm- (y ,X) est irréductible» Soit s le degré de Rn-(y iX), et soient y /

(i"l».»s) ses zéros dans tî (avec y « y si p e. !)• ^T (Y »X) étantP P P 1
irréductible, tout y est exactement .de degré s sur Q dans n •

P P
Nous allons démontrer l'existence d'un élément 0 vérifiant l'ensemble

des conditions suivantes, (l) (2) (3) :

(1) 6 est de^ la^ forme : 6 = -„———y— ( r entier > 0)

. .P€I"où a est un élément entier algébrique de Q- \^fj de la forme :

a s x e + x, y + • • • + x y " (x. e. Z)

Pour tout p e P, on pose :

^-O^l ̂ -^s-l ^«A^.x)

Si p €L 1 on a : a » a^s A ( y^, x) » A ( y x)

(2) Pour tout p & 1 les inégalités suivantes sont vérifiées :

(Ap) ( P ^ O ) l°plp>P"1 ' la^lp^p-^^ (i«2.....s)

(AQ) (si 061) \aQ\Q> n . P1* l^lo ^ n n - pr (^••••i8)
Pêl" Pfel"

(3) Pour tout p€- IUJ^ {.0^ "-I (c'est-à-dire peJ, p ^ I,

et'p = 0 si 0 d l), les inégalités suivantes sont vérifiées ;

(Bp) (p ^ 0) la^lp ,< .p-1 (i=1.2,....s)

(B^) (si 0 ^ 1 ) l 0 1 ^ 1 ^^ 1 1 n . P1' (i=l,2,....s)
Pêl"

où n désigne un nombre réel : 0 < n < 1.

Tout élément 8 vérifiant l'ensemble des. conditions (l) (2) (3) est un

élément de degré s de l'ensemble ( \ S? :
p'e J

En effet, pour tout pel, les conditions (A ) entraînent que le nombre

algébrique a est exactement de degré s sur Q, Par suite, l'élément algébrique
/ * ^

a de V est exactement de degré s : pour tout p&I, les a 1 (i=l,..«,s)

» c'est-à-dire : Pm ( y ; X) appartient à Z CX1
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sont les racines, distinctes, dans ft du polynôme Pm (a ;X). Le système des

conditions (A ) (pel") (B ) (pé-J", p^l) et (AJ OU(BQ) suivant que Oçi ou

non, entraîne facilement pour le polynôme Pm (e ;x) les propriétés suivantes :

les racines de PBL (6 ;X) dans ft (distinctes de 9 si pel) appartiennent

au disque : |x| < 1 pour tout pçlaj 0(0} et au disque : |x| ^ 1

pour tout p<=P ; la racine 6 dans Sî (pel) appartient à Q et vérifie :

l6?!? - 1-
Un élément 6 vérifiant les conditions (l) (2) (3) est donc bien un élément

de degré s de l'ensemble f \ S^ (il appartient même à l'ensemble

/^ s';), '•"
?'€. IUJ U {0} 1

Le lemme du paragraphe 1«1«, permet de démontrer qu'un tel élément 6

existe,

Les formes linéaires A ( y » x) sont à coefficients dans H et non dans
P p

(sauf si pel et i«l).s
Pour appliquer le lemme, il faut se ramener à des majorations de valeurs

absolues de formes linéaires à coefficients dans C ou dans Q ,
JP

Si P ̂ I» les inégalités |xJ ^ p""1 (j»0,...s-l) entraîneront

|A (Y^x ) | ^<p - 1

c'est-à-dire la condition (B ). On posera donc :

OQ ^i) (x) -x^ et À^- l (i-l,...,s).

Si p e 1 et p ^ 0 y" est algébrique de degré s, sur Q, mais de

degré ^ s - 1 sur Q^, puisque Pm^y » X) a une racine y dans Q , c'est-à-dire

(i)8"1 (i)8"2

"P • ̂ .p ̂  / + - + .̂p (où S.p 6 S et l^.plp^ 1L

On a :

A( ^i) , x) - x^ c^ x^ ..... (x^ . c^ x^) ^i)s"2

Les inégalités

^^j.pVi'p'1''^^ (.i-o...., s-2)
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entraîneront

KA^ .x)!^?-^

c'est-à-dire les s - 1 dernières égalités de la condition (A ). On posera

donc :

(5) L^(x) - x^ . c,̂  x^ (i-2.....s)

et

À . • r •»• 1

(i)Les formes A(Yo , x) sont à coefficients dans C, 2 à 2 conjuguées. On pose-

ra donc simplement :

L^x) • A^ . x) (i-1.2.....s)

et, lorsqu'on a affaire à des majorations» c'est-à-dire pour i«2,...,s

(si 0€l) et i"l,2,...,s (0 ^ 1 ) » on posera :

c.. • n n p1' .
Pél"

Restent les formes ^ (Yp» 3 ^ (p € I) pour lesquelles les conditions A im-

posent des minorations en valeur absolue. Or la formule du produit des

valuations appliquée au rationnel :

'n A( ̂  . x) - ^ ^
i»l P i.l p

(rationnel indépendant de p, non nul si x ^ (0,»..,0) car dans n tout

Y est exactement de degré s sur Q - ici intervient l'hypothèse

CL. FYj es^ un corps) donne :
(i)n ^ n |A( Y^' . x | >i.

pel i»! * *
D'où pour tout p ' e I :

|A( T. . x)| ^ ^n |A( ,y \ x)| n ^ |A( T^ .x)| Y1(6) |A( v . . x)| ^ (̂  |A( Y ( l ) . x ) | n ^ «^ -(i)

p < ial2 - P € I

' P ^ P1

p < im2 - P € I - •/
\ -^ -A -.»

c'est-à-dire une minoration de |A( y ,» x)| . en fonction des majorations en

valeur absolue de toutes les formes :

A( Y^x) . (pgl*. Y^,^)

et en particulier de majorations en-valeur absolue des formes A( y , x) (p ç I,

P f P').
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On posera donc :
( ? ) L̂  ( x ) " A( y , x) ( p e I ) .

Le choix des majorations correspondantes :
- À ,
p pt et c (si 0 ê I)

est assez arbitraire pourvu évidemment qu'on les choisisse supérieures aux
minorations des conditions A • On prendra

c, s n P21' (si 0 c I) et ^ • Cr/23 (p ̂  I " )
1 p € l " pti

On peut alors appliquer le lemme aux formes linéaires L définies à partir
des formes A( Y , x) par les conditions ( U ) ( $ ) , ( ï ) et aux \ . et
c . associés. En effet, on démontre aisément que les déterminants correspondants

A et A sont ̂  Q.0 p
Le reste de la démonstration consiste en la recherche d'un réel n

(0 < n < l)et d'un entier positif r tels que l'inégalité du lemme
soit vérifiée et que le 2ème membre de ( 6 ) soit supérieur à p'~ (pour
p' e I") et supérieur à n p1' (pour p' a 0 si 0 & I ) .

Pel"
On trouve les conditions suivantes :

Si 0 e 1 : .,3-1 ̂ -cr/a, ,s-i ,s |,^ ̂ _|^
^-(8-1) ,-2r. Cr/2] A , .r- Cr/2] , ,-(s-l)

IP6I-J
finf pV-
{f^-f

Si 0 ^1 ;

n8^^23, b8 |AJ, ^^|Ap|^

n-8 a1-- ^/2J /inf pV- lr/^ > a8-1

^1;

( o ù a " I I p e t b » n p).
P fc I"' p €: J""

p^ I

II est possible de choisir n(r) tel que, pour r assez grand, ces
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inégalités soient vérifiées. On peut définir n par exemple par :
,s-l ,2r- tr/2] . ^ W 3 ^^

IP^1"/

n^-^ -/infpY/3 si ( 0 ) ^ 1 .
(p.I; ^

On a donc construit un élément 6 de Q^ [:Yl vérifiant les conditions (l)

(2) (3).

Le théorème est démontré dans le cas particulier où Q^ ^y^ est un corps.

1^ ÇîLSiîÉ^1 : Le P01^^ Pto (y , X) n'est pas irréductible. Soit

(I.).- ? la partition de 1 relative à l'élément algébrique y

(chapitre I, paragraphe 5)* Soit s. le degré du corps Q- CY-r "1
n h -h

(s » 1 s ).
h-1 h

Soit 6^ un élément algébrique de Q- j^y •] » de degré s ,

appartenant à l'ensemble / ) S^ (un tel élément existe d'après
p'ej -h

1.2). Les éléments 6° (n £ N') sont des éléments de degré s. de
r\ p» h ' h
: ( S- , et leurs polynômes minimaux sont premiers entre

P 'CJ . S
eux deux,' à deux ( chapitre II, paragraphe 1 ) •

On peut choisir un système (n-,«..,n ) d'entiers positifs tels que les
n^

polynômes Rn^ ( 0 ^ ; X) (h « l,...,m) soient premiers entre eux 2 à 2.
h

Soit 6 " î 6 . 9 appartient à I 1 Sp (chapitre II paragraphe 1)
h»l h pfej 1

et au corps Qy CYJ (chapitre 1 paragraphe 5).

D'autre part :

Rn^ (e , X) • ppcm Pm^ ( 9^ , X)
h"'- y • • • ^m h h

II en résulte : 6 est de degré s. Ceci achève la démonstration du théorème.

2•- Une caractérisât ion des éléments algébriques de V-

On sait que les nombres algébriques réels peuvent être caractérisés par

l'existence d'approximations rat tonnelles "régulièrement réparties" (C. PISOTEÎ.3)
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Cette propriété se généralise aux éléments algébriques de V (le rôle de

Z étant joué par le sous anneau e-.Z f.I] de V- .

On a le résultat suivant :

PyPPP.sJ-tion - Un élément a de V est algébrique si et seulement s'il

existe deux suites infinies ?u^ et [v ^ de rationnels de l'anneau Z [Ijl

telles que, pour tout n^N* :

^n "-^^l < c p n

1^1 «I-^ 9'! < c p n

et éventuellement̂  si 0 d 1 :

lujo < c p 1 1

1^1'0 < c p n

où p et c sont des réels : 0 < p < 1, 0 < c, et_ 0 un éléments de V

tel que |e| > 1 (p ç l).

Le degré s jie a vérifie l'inégalité :

8 - 1 %< îrA
où_c(l ) est le nombre d'éléments clé 1 et n le réel > 0 défini par :

P - f ^ leLV"- ( ' " le
•nr T.̂ i 'y

Démpnst rat i on

Elle utilise le théorème du paragraphe 1, pour le cas J " I'*'

et la caractérisation suivante de l'ensemble 1 } S^ , qui se déduit
T^P^f

immédiatement des propriétés de l'ensemble S* étudiées chapitre II

(Théorème 2 et lenme du paragraphe 2.2).

Soit 6 un élément de V^ tel que |e| > 1 (p e I). appartient à

f \ ^ S? si et seulement s'il existe un élément inversible \
p'el *

de V-, tel que :

^^(xe^cp1 1

(n > n^» c réel > 0, p réel : 0 < p < 1).
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À est alors un élément algébrique de Q, LQl •

Dans le cas où 9 £ / ) S^, on peut choisir pour X tout élément entier
p t£ I

algébrique de Q-UO 9 et l'on a (pour n > n-) :

E( \ 611) - Tr-( À 6") » ^ X^ e 1 1 5 (pour tout peP) .
i"l p p

•,'1'"'• - Ll.1' 'r "tl)

- -E ( x e") (p /D.

Principe, de la démonstration.'» Elle est analogue à la démonstration classique.

Si a est algébrique» on écrit a » À/p , où À et u sont 2 éléments entiers

algébriques de CL. [^a~\ , et on prend pour 6 un élément de f~^ S? appartenant

n n p t£ I
à Q- rail . Les rationnels :u " E ( À 6 ) , v " E ( p 6 ) remplissent les

conditions énoncées pour n > n... Réciproquement» 8*11 existe deux suites

{u } et {v } vérifiant les conditions de la proposition, on montre que :

e-.v
-JLJL -.„
e"

et sup |e ,( p e") | , < Kp n.

D'où il résulte : 9 appartient à l'ensemble ' ^ + S? » et v est un élément
p'el

algébrique de Q- l6l •
e-.u

Par un raisonnement analogue, on montre que -———-»• \ , et que À
0 ,

est un élément algébrique de Q- C61 • On en déduit facilement a « - ; a

est un élément algébrique de Q LOI •

L'inégalité vérifiée par le degré s de a résulte de la formule du

produit des valuations appliquée au rationnel Nm-( 6 )•
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C H A P I T R E IV

ENSEMBLES E A RAPPORT CONSTANT DANS V

Dans ce chapitre, on se propose de généraliser pour l'ensemble S
de V la propriété suivante de l'ensemble S :

_Soit E l'ensemble parfait symétrique à rapport constant Ç du segment
(0 , 1) (avec 0 < Ç < -, Ç çR) ; l'ensemble E- est un ensemble d'unicité»——- 2 —————— Ç ————-———————————— »
si et seulement si 0 " - appartient à l'ensemble S.
( R . SALEM Cil . R. SALEM-A. ZYGMUND Cl3 . J.P. KAHANE-R. SALEM ['11 en. V et VI)

La démonstration sera parallèle à la démonstration classique dont elle
doit reprendre toutes les étapes pour les généraliser ; ceci entraîne quelques
longueurs, que le lecteur voudra bien excuser.
Le plan adopté est le suivant :
! • Rappel des définitions des ensembles U et M d'un groupe abélien compact,
Construction d'une classe d'ensembles U, généralisant les ensembles de
Pjatecki-Shapiro ;
2. Définition de l'ensemble E de V , et de l'ensemble E^ associé du
groupe abélien compact F-. Définition et étude d'une mesure v portée par E
et d'une mesure associée importée par E'" ;
3. Recherche des ensembles E^ qui sont des ensembles M ,
U. Recherche des ensembles E-^ qui sont des ensembles de U ;
5. Définition d'un ensemble E dans Vy» où K est un sous-ensemble infi-
ni de P. Cas des ensembles U.
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1. Ensembles U J»t M dans un groupe abélien compact.
Dans ce paragraphe, G désigne un groupe abélien compact (non discret)

et F son groupe dual, qui est donc un groupe abélien discret (non compact).
On note x un élément de G, -y un élément d e r , x - » - ( x , Y ) u n caractère
continu de G. T désigne le groupe multiplicatif des nombres complexes
de module 1.

1«1« Définitions.
Un ensemble E de G est dit ensemble de multiplicité (ensemble M) s'il

existe une mesure p (non nulle) de M ( G ) , portée par E, dont la transformée
de Fourier î vérifie :

u( Y ) '+> 0 quand Y '* °° dans r ,
(ensemble M au sens strict), ou s'il existe une fonction • (non nulle)
de L " ( r ) , dont le spectre est porté par E, telle que :

• ( ï ) •*' 0 quand y -»- » dans F
(ensemble M au sens large)*
Un ensemble qui n'est pas ensemble de multiplicité est dit ensemble d'unicité
(ensemble U ) .
Remarques,» Un ensemble M au sens strict est bien un ensemble M au sens
large : en effet, p étant la mesure portée par l'ensemble telle que î(y) -»- 0
quand -y -*• » , on peut prendre ^ « v • car | y ( Y ) | est borné dans r , et le
spectre de Ï est identique au support de p (RUDIN Cl"] T . 8 . 5 * ) « -

Dans le cas G " R/Z, on retrouve des propriétés caractéristiques des
ensembles U et M classiques, mais non leur définition initiale, qui résulte
d'une étude de l'unicité du développement trigonométrique.

1.2. Exemples."»
Tout ensemble borélien E de G , de mesure de Haar positive, est un

ensemble de multiplicité au sens strict. En effet, soit x la fonction
caractéristique de E dans G : x^L^G), et donc îg 6 Cç (D (RUDIN [1] 1.2.U ( a ) ) .
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Soit y la mesure de M(G) engendrée par ^ (c'est-à-dire définie par :

U(A) » \ XE^) dx»

pour tout ensemble borélien A de G), y est non nulle, portée par E» et

telle que :

limî(Y) a 0
Y -». co

Tout ensemble E de. G formé d'un nombre fini d'éléments (x ,...,x^) est

ensemble d'unicité. En effet, toute fonction ^ e. L (r), dont le spectre est

porté par E. est de la forme (RUDIN Cl] ,7.8.3 ( e ) ) :
m

4>(Y) » S û-î^,» ^ (c, £ c ) t

i»l 1

D'autre part, il existe, pour tout e >0, un élément Y ^ 0 de F tel que

sup |(x..y ) - l| < e (HEWITT^-BOSS Cil (26.4)).
ri,2, • • • ,m

II en résulte l'existence d'une suite { y } (keN') de r , tendant vers

l'infini telle que î

lim (x.. Y . ) « 1 (1 < i < m).i' 'kk-^

Soit YQ € r tel <lue • ( ^o^ ̂  ° » on a :

^ ̂  ̂ 0 + Yk) • ̂  Y0) •

Donc • ( y ) ne tend pas vers zéro quand y -*• » : E est un ensemble U.

1.3.- Pour montrer qu'un ensemble E est ensemble M, il suffit de
trouver une fonction ^ de L" ( r ) , de spectre porté par E, non nulle, avec :

lim 4 > ( Y ) » 0
y-»-

Pour montrer qu'un ensemble E est ensemble U, il faut montrer qu'aucune
fonction <{» non nulle ne possède les propriétés précédentes ; on utilisera
par la suite le critère suivant :
Proposition 1.- Pour qu'un ensemble E soit ensemble d'unicité^ il suffit
qu'on puisse lui associer une suite infinie H.} (k € N' ) de fonctions
définies sur G ayant les propriétés suivantes :
1 °) le support de X est disjoint de E ;
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2°) À appartient à A(G) (c'est-à-dire,

^(x) • ^ ^(y) (x. y) dy ,

où î. appartient à L (F) ) et vérifie :

IFÎJ li a J? |^(Y)| dy < B indépendant de k .

3°) limlL(y) " 0 si ̂  0
k-̂

limî.(0) -^ 0.
k -H- o»

Démonstrat ion « - Soit ^c L" (r), non nulle, de spectre porté par E, et telle

que lim ^(y) • 0. Le support de À étant disjoint de B, on a (RUDIN El'3 T.8.3{b))
Y-N»

\^^ • 0 ,

c * est-à-dire ;

\ ̂  •(ô) • ;^ î^(ô - y) •(v) dy • 0 pour tout ô cF .

Ceci peut s*écrire » U désignant un compact de F ne contenant pas 6 :

t(0) •(ô) + 1 î (ô - y) •(ï) ^ î \« - ï) •(ï) • 0
& Y ^ U K Y € U x

Cocnne liai •(y) " 0 et | |î.[ |- < B» on peut trouver un compact U de F tel que :
T***

"I î \(6 - Y) •(ï)|< B su? ( • (Y) | < x
Y ^ U k Y ^ U 2

Cocune lia ^, (<S - y) " 0 si 6^ y» il existe un entier K tel que (U étant
TK*^ s-

fixé) pour tout k > K, on ait

I î t (6 - Y) •(y)| .< sup )t(6 - y) | Z |^ (y) |<-3
yeu y e U y e U w

Par suite, pour k >. K :

1^(0) <()(6)| < e .

D'où, comme lim'î.(O) a ̂  ^ 0, •(6) " 0 pour tout ô €. F . Ceci est contraire
k-H- &

à l'hypothèse : • non nulle» La proposition 1 est donc démontrée.

1.4. Ensembles de Pjatecki-Shapiro.

On se propose de définir ians G des ensembles généralisant les ensembles de

Pjatecki -Shapiro de R.
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Définition !•» Soit une suite d'éléments de F (s entier >l) î

{(( ^i)),-, J) (k cH ' ) .& r^^ • • • ,o

On dira qu'une telle suite «gf normale si, quel que soit l'élément ((n.). - - )——-—-———- .1. rjL ,<c, • • • ̂ s

de Z8 , la suite :

(î n_ T^} (k Ê N')
i-1 1 "

tend vers l'infini dans F •

Définition 2.- Un ensemble E non vide de G est dit ensemble de PjateckiJ-

Shapiro de dimension s (ou ensemble de type H ), s'il existe :

1°) un ouvert A non vide du tore T8 »

2° une suite normale {(( y^). , - ) } ( k e N ' ) de F 8 ,———————————— & rj.y»»«^s

tels que» quel que soit k <£ N 'y l'ensemble des éléments de T5 :

( (x .Y^ 1 1 ) . î ) où x élément de E.& r-L y • • • y s

soit disjoint de A •

Remarques •- On vérifie facilement que» dans le cas G • R/Z, on retrouve les

ensembles de Pjatecki •Shapiro classiques• Les ensembles de type B (noté H)

généralisent les ensembles de Rajchman.

Tout sous-ensemble non vide d'un ensemble de type H est un ensemble
de type H " .
Si le groupe G est d'ordre borné (et donc également F d'ordre borné), il
n'existe pas de suite normale dans r8 : quels que soient les y ( i « l , , , . , s )

£ q Y^ « 0 ( q ordre de F ) ;
i-1

on ne peut donc pas définir d'ensemble de type H •
On sait qu'il existe des ensembles de type û') dans G « R/Z (^ F^).

On verra dans la suite (paragraphe 4) qu'il existe des ensembles de type
H^ dans G « F ^ .

1.5 On sait que, sur la droite réelle» tout ensemble de type H est un
ensemble U. Ce résultat se généralise :
Théorème 1,- Dans G groupe abélien compact, tout ensemble de type H est
ensemble d'unicité.
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Démonstration.» Soit E un ensemble de type H^. Nous allons construire une

suite de fonctions {X^} vérifiant les hypothèses de la proposition 1.

L'ouvert A du tore T8 contient un ouvert qui est le produit de s interval-

les ouverts non vides A — ; (i»l,...,s) de T.

Il existe (RUDIN 1.6.U) une fonction f^ appartenant à A(T), c'est-à-dire

donnée par :

f^tz). Z a^ z" ( z ^ T )
n ê Z

avec : E \A')\ <•• telle que : f^^z) - 0 à l'extérieur d'un ouvert A'^
nez

non vide de T et :

^ f^hz) dz • a^ > 0.

L'ouvert A étant un intervalle ̂  u, , v. f de T, on prendra comme ouvert

À ' ^ 1 7 un intervalle ouvert )uî, v'.f contenu dans A ' avec uî ^ u.»

vl '' vi'
Par suite, le support de f est contenu dans A 1 .

A tout élément y (donné par la suite normale associée à E), on associe

une fonction À^ de A(G), définie par :

^i).^),^i)j

(oùfv^1 j désigne l'application x-f (x, -y vl ') de G dans T), c'est-à-dire

^^-^((X.T;^)). z a,(x,n^) .
ri ̂  Z

.̂ appartient à A(G), car on peut écrire :

^i)(x) - z '̂ i) (^ (x • v î où •^i) (^ - t r - ^ &(i) •k Y e r k k n&Z.nY ^^Y n

D'où

î l̂  ( Y ) l s < 2: la^^o .
y e r k nez °

Posons :

^a sn ^i) •k i«l k

La fonction À^ appartient évidemment à A(G). On a :

'k(x)' i" h ^i) (x•nY^ )^^ '^(^ (x.^.— A n c & Yé r



ENSEMBLES E A RAPPORT CONSTANT DANS V 53

avec :

^ t } r „ (1) (t)

^)' n^Z \ -S

^——V^-V

On en déduit :

Z |Î,(Y)| ^ S £ la^l • B < « ,
Y e. r i - lneZ

où B est indépendant de K«

Si xcE, ((x, Y ,̂ ) • i ) n'appartient pas à l'ouvert A ; il existek i-l.....s ( )

donc un indice i-. , 1 ^ i,. ^ s. pour lequel (x, y. ) n'appartient pas à
(ij ° ° k

A • Ceci entraîne que le support de À est disjoint de E. En effet, il

est évident que À. s'annule sur tout élément de E; d'autre part, supposons

qu'il existe une suite {x } (n € N') d'éléments de G tendant vers unn

élément x de E et tels que \(x ) ^ 0«& n

À (x^) ^ 0 entraîne (x^ , y^) <=. A'^ pour tout i - 1, 2,...,s

Comme x appartient à E,

(IQ) , (1.)
(x , Y^ ) f- A pour un indice i , 1 < i < s ;

or :

^ ^
x^ ^ x entraîne ^\ • \ ^ ̂  • \ ^ *

mais ceci est incompatible avec les 2 propriétés précédentes puisqu'on
(i^) (i )

choisi l'ouvert A' • ) u' , v' f contenu dans A • )u. » v. ( avec
0 0 ^0 ^-0

u! ^ u_ et v! • v . • Aucun élément de E n'appartient donc au support
0 0 0 ^

de^.

Etudions le comportement de ̂  (y )» Y étant fixé, quand k - > • + • .

W - E a^... a^
k n^feZ n! "s

n l^ l )+•••+».^s)-

La suite {( Y 1 1 )•«, .,} est normale ; donc, si n-...n sont fixés telsK rjL . • • • ,s ' 1 s
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que (n^,...»n^) ^ (0,...,0),

n^ y^15 •»• ... ^ n^ Y^ -lt " îuand k - » - + « .

Soit N un entier positif. Y étant fixé dans r , il existe un entier

K " K(N , y) dépendant de N et de y "tel que :

n! ^1) * ... - n, ̂  , y .

pour tout k > K et pour tout système (n.). - avec 0 < fn. | < N.i i".*-» • • • «s • i •

Donc, si K ^ K et y ^0 ,

^(.) - w ^ ... ̂
ï n.éZ n n

°i <" * •• *'. <•' - '
où la sommation est prise sur l'ensemble des systèmes (n.) tels que

|n. | > N pour un indice i-., 1 <$ i,. ^ s.

Si y» 0 et k ï K, on a :

^(0) • a(l) a(s) + S ^(1) ^(s)

^ ^O • • • "•0 z „ ^ • • • în.€.Z

n^^ ....̂ ^8) - 0

On notera :

r^- r |a^l , B^- E [a^l et B - S B<i) .
" nez n n feZ n i-1

|n|> N

On voit facilement que, pour k >- K,

I ^) «(1) ^^l < ^ .(i) B

' n^ \ • • • "s ' ' î l rN B^ •

n^l)+•••+ns^8)^

Quand N ->• œ , r ' 1 ^ w .On peut donc choisir N tel que :

sî r^ -Jm-<e
i-l N B 1 1 ^

II en résulte le choix de K • K(N, y ) tel yie, ai k ï K,

1\(Y)| < e si <y»( 0 ,
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et

^(0) -a^ ... a^| < c »iY •0

D'où

lim \(y) » 0 si y + 0 ,
k-H- k

lim 'Î (0) • a^ ... a^ ^ 0 (par construction des f^) .
k-n—

La suite (A } vérifie donc les conditions de la proposition 1 : E est un

ensemble U •

2. Ensemble à rapport constant dans V •

On se propose de définir, dans V_, un ensemble généralisant les ensembles

parfaits à rapport constant de la droite réelle.

2.1 Définition.

Dans la suite (à l'exception du paragraphe 5 ) » ^ désignera un élément

de V tel que :

0 < |Ç| < 1 pour tout p e I"

et

0 < ÇQ < 1 si 0 Ê I.

On pose :

E • ( x 6 V ; x»(e--Ç )( 6.C-»- 6- Ç-t- ... •*• 6 Ç"»-...); 6 • 0 ou 1}t, i I U I J L n n

(d'après le choix de Ç , toute série £ 6 Ç" , avec 6 " 0 ou 1, converge).
n-1 n

Pour tout x de E , on a :
M - $ 1 si p6l ,

et

0 ^ x < 1 si 0 fel et x ^ e- .

Donc, si 0 d 1 ; E , et si 0 fc 1 : E -(e-.), sont contenus dans le domaine

fondamental F- de V (défini chapitre 1 paragraphe 2.2) :

F » { x ^ V ; 0 ^ | x | ^ 1 si p<=I~ et a ^ x < a + l si 0 < ^ I } ,

si l'on a choisi le réel a a 0. Dans la suite,.on supposera a » 0.
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Notons x( 6 ) un élément de E., . Soient x(6 ) et x(6 '} tels oue : 6 » 5'n ç n n - n n
si 0 ,< n ^ k-1 , et 6 < <S' ; on a :

•K K.

Ix (^) -x(^) | - N;, (p,i-)n n' 'p ' • • ' p 9 ^P -' ± i

et, si 0^1,

"(W^cW^o^4^ '
Donc» si I" n'est pas vide, à 2 systèmes 6 distincts correspondent 2 élé-

ments distincts de E ; E a la puissance du continu. Dans le cas 1 • {0}

on sait que, si "0 < Ç < ^, à 2 systèmes 5 distincts correspondent $ points

distincts ; la situation est différente si i ^ Ç < 1 ; on laissera ce cas

de côté.

Notons x^( <SQ». . .» ^^), ou en abrégé x^, les éléments de E définis

par :

x^( <^,..., 6^^) s ^fi^) avec 6 « 0 ai n î k.
fk)E est contenu dans le compact 'E défini par

E^ « {x^V^ ;3x^( <Sç,.... ô^^)

tel que

|x-^|p< ISIÏ. VP<I", e t ^ ^«x<x^^ Ç; s i O e i ) .

(k)Comme un élément appartenant à tous les E' est nécessairement un élément de

E , on a :

Bç .n^ )
f9 k»l ç

D'autre part,

mesE^ « ( n |Ç| î1^ ^ 2^^ .
• pel p

Conseouence.- Si n |ç| < j, E est de mesure nulle.
pcl p "

Remarque.- Le cas n |ç| « - se produit si :
pd P

- ou bien 1 - {0} et Ç« j, d'où E »(o , 1^) ,

- ou bien 1 - {2}, |ç|^ « j, d'où E « Z^ .

Dans chacun de ces cas, mes E x 1.
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2.2 Définition d'une mesure ? portée par E., •——————————————————— ——————— Ç

On se propose de définir une mesure v portée par E- et appartenant à

M(V^).

Soit y, la mesure ponctuelle obtenue en attribuant la masse 1/2 à chacun
i.

des 2 éléments x( 6,.,..., 6 . ) de E •

Lemme • - La_suite_ des mesures {p } ( k <=: N ' ) converge au sens de la convergence

faible vers une mesure peM(V ), dont le support est E

Démonstration»- Soit f«=C^(V-.) (fonction continue à valeurs complexes et

s'annulant à l'infini). Posons :

^{) • 'V, f ^k •

Montrons que la suite {L ( f ) } (k Ê N') est convergente. On a :

\(f)'I^)a-^, £ , ^k^o—^-i"-^, r , ^o-^h-i»
2 ^•••^k-l 2 ^^••^h-l

» -^ î ( î f(x^) ^-^(x^)) .
2 ^••••^h-l ^•••^k-1

en supposant k > h.

f est uniformément continue sur F , c'est-à-dire qu'il existe une application

^ de N1 dans R , avec lim ^(h) • 0> pour laquelle
h--̂ -

| x - x ' | ^ . < |çÇ =^ | f (x ) - f (x ' ) | < •(h) ( x e t x ' e ^ ) .

On a donc :

|l^(f) - I^(f)| < ̂  î 2k•h •(h) ^ •(h).
2 ^••••^h-l

Par suite, {l.(f)) converge. La limite, qu'on notera I(f), est une fonction-

nelle linéaire bornée sur C (V ). D'après le théorème de Riesz, il existe

donc une mesure unique u de M(V-) telle que

I(f) • ! f du .
v!

La mesure u est portée par E ; en effet, étant donnés un ouvert quelconque
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û ne rencontrant pas E- , et une fonction f de support contenu dans Û ,

I^(f) • 0 quel que soit k, et donc :

I(f) « 0.

Par contre, si l'ouvert !î rencontre E , on peut trouver des fonctions

f à support dans H , telles que :

I^(f) ^ 0 et I(f) + 0.

2»3« Transformée de Fourier de la mesure p •

Par définition» la transformée de Fourier d'une mesure p€ M(V ) est donnée

par :

î(y) • ̂  exp(- Silre^xy)) dv(x),

où ycV^ puisque (chapitre I, paragraphe 3.1) tous les caractères continus

de V. sont donnés par :

x -<- exp(2iire (xy)) où y<sV

U étant limite faible des v., on a :

î(y) - lim î (y)
le-»- t

Or.

îk(y) ' ̂ ô.-O'ou 1 exp(" ̂ O^l - ç)(e! V-^ 'k.l çk"1» o."0 ou

„ , k-l _
D'où ^(y) - -^ H (1 •»• exp(-2iire (y(e - Ç) C 1 ) ) )

Jt 2K j-0 u 1

« H exp(-iire (y(e - Ç) ^D.cos-ir e^Cyte^ - ç) Ç0).
j-0

D'où,

î(y) " exp( »iir£ (y)) n cos ir e (y(e - Ç) Ç0),
u j-0

ce qui entraîne :

|î(y)|« n |cosire.(y(e- - Ç) ^ ) .
j-0 ° I

Cette expression» qui généralise l'expression trouvée dans le cas classique,

servira de base à l'étude du paragraphe 3 (ensembles M)»
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2^ Ensemble E^ et mesure y".

E est un ensemble du groupe T , qui est seulement localement compact.

Pour les questions d'unicité et de multiplicité, on va se ramener à un

ensemble du groupe compact F^, de même que, pour les ensembles de la droite

réelle, on se ramène, explicitement ou non, dans cette théorie, à des

ensembles du groupe compact R/Z (~ F"!.).

2.4.1. Rappelons les résultats suivants (chapitre 1 paragraphe 4.3 et

4.4). F^ désigne le groupe obtenu en donnant une structure de groupe additif

au domaine fondamental F-. On a :

F^ ~ n Z si 0 / I,
pel p

^ ^ v! / e! Z[I^ si 0 Ê I.

F-, muni de la topologie

- de sous-groupe de V- si 0 ^ 1 ,

- de sous-quotient de V- si 0 el»

est un groupe compact• Son dual F^ est discret et on a :

^~ V^ / F^ Z[ll /Z si 0 ^ I,

î^ ~ Z[l] si 0 e- I.

Exemples :

1 a (P) ( P ^ O ) , Fp-Zp, F^Zp .^^Qp/Zp^Zîp ] /Z,

1 • {0} FQ -[0 . 1C , F^ R/Z , î^ Z.

Définition.- E^ est l'ensemble de F* image de l'ensemble E de V

par l'application x -^ e-.(x) de V- dans F* .-——————————— I —— I ——— j

On remarque que E^ coïncide avec E si 0 ^ 1 , avec E - {e } si 0 fe I.

E^est un ensemble parfait de F^ :

- si 0 ^1, parce que E et Ep* coïncident, et que les topologies de F'*' et

de F^ comme sous-ensembles de V- coïncident ,

- sj 0 6 1 , parce que l'application x -^ e (x) est alors l'homomorphisme
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canonique de V dans son groupe quotient F"1'.

Dans la suite de cet exposé, on se propose de chercher dans quels cas E^est

ensemble U ou ensemble M.

2.4.2.- On définit une mesure iTassociée à la mesure p portée par E

par l'application x -»• e-(x), de la manière suivante :

Soit f e CQ(F^) ; l'application

f ^ J f(e-(x)) dp(x)
'1 I

est une fonctionnelle linéaire bornée sur C (F^) ; il existe donc une mesure

unique v^M(F-) telle que :

\ f ( e^ (x) ) d u ( x ) . ̂  f du" (fêCQ(Fp).

La mesure iTest portée par E^ : en effet» soient Q un ouvert de F* ne

rencontrant pas E»\ et feCCF*) de support contenu dans (2 ; f(c-(x)), qui

appartient à C(V-), à son support contenu dans c" (û) (ouvert de V

qui a R pour image dans l'application x -»- e^(x)) . cornue y est porté

par E et comme e^Q) ne rencontre pas E , on a :

^ f du • y f(e-(x)) dy(x) - 0.
•I 'I I

2.4.3. Soit y un élément de F^. On a :

î"(Y) • !^ ( -x . y) d^(x) • ̂  (- e^(x) . y) <iu(x) .

on •ait que (chapitre I paragraphes 4.3 et 4.4) :

(e^(x) , y) s exp(2iircQ(xy)),

où 7^®^ Z(I) si Oel, et y^V si 0 ^ I, et on désigne par a l'ap-

plication y -> y • o(y) ainsi définie (o est un isomorphisme de e Z(l)
^+ ^\A

dans F^ si 0 6 I, et un homomorphisme de V sur F si 0 d 1). On a donc :

1^(Y) " î(y) pour y" o(y).

Cette relation est fondamentale pour la suite (paragraphe 3).

2.4.4. On aura besoin, dans les paragraphes 3 et 4, de la propriété

suivante :
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Lemme.- Soient {y.} (keM') une suite infinie d'éléments de ̂  et (y.)

(keH') une suite d'éléments de V tela que y • cr(y^) pour tout keN'.
•A^

Y^ ^ " dans F- si et seulement si y, -^ • dans V-.
>< A

Démonst rat i on•- F- est discret • Yi. ^ - signifie : pour k assez grand,

Y. est en dehors de tout compact, c'est-à-dire de tout ensemble fini de F_,

fixé.

JL ->• - dans V est équivalent à 1^1»^ 4> • (CBr ^ sous-ensemble fini de P).

Si Ocl ; y^ee- Zlll , c'est-à-dire :

yk " e! ————^~ •n p1^
P6l-

|y.|- -»•+•» si et seulement si :

sup {|nJo • »ttp h^ } -> + • ,
p€Ï" *

ce qui est aussi une condition nécessaire et suffisante pour que y.-»- • dans

le groupe discret e- Z[l3*

Si 0 ̂  1 : y. est défini modulo F- par Y^ " o(y^)» \ donné. Ceci peut

s'exprimer ainsi :

o(y^) • o(y^) <<«=> E(y^) a E(y^) mod 1

(on retrouve le fait que F- ^ Z£2I /Z). Or,

B(y^) • ———Ç—— avec |n| • 1 (p <;!) et sup h^ ^ 1 si o(y^) ^ 0 .
H p tp P€I

P Î
On a :

|y | - |e E(y ]| - «up p^^
1 pd

|y.|- -»• ^ c» si et seulement si :

sup IL ^ -»• « ,
pd ttp

ce qui est aussi une condition nécessaire et suffisante pour que E(y.) mod 1-»- —

dans le groupe discret ZCJl /Z.
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3. Ensembles E." et ensembles M.

Dans ce paragraphe, on va montrer que, pour certains Ç , E^est ensemble M

du groupe F •

Méthode employée : elle consiste à montrer que

lia î^(v) » 0

où î^est la mesure portée par E^ définie dans le paragraphe précédent,

Pour cela, on étudie le comportement de u(y) quand y -*• » dans V-«

On en déduit la propriété cherchée pour u *^, grâce aux résultats des

paragraphes 2.^.3 et 2.U.4.

3.1. On démontrera d'abord le résultat suivant :

Proposition 2.» Soit Ç e V défini comme dans le paragraphe 2»1. Soit y

la mesure portée par E (définie § 2•2). On note Q a - .

Supposons : v(y) —-/•—^ 0 quand y ->- «» dans V •

Alors il existe un sous«»ensenble (non vide) J de 1 tel que ; ô- appartient

.à_S-, le polynôme minimal de 9, est irréductible, et l'on a :

n |e| > 2.
peJ p

L'expression "polynôme minimal de 0 " est employée à la place de "polynôme

minimal de l'élément algébrique G- relatif à V-. (chapitre 1 paragraphe 5.2).

On notera ce polynôme : Pm( 0- ; X) (au lieu de Bn-( 0- ; X))
J W (J

On démontrera la proposition 2 sous la forme équivalente :

Proposition 2 bis» Supposons : v(y)—^-^ 0 quand y -»• « dans V- .

Alors il existe un sous-ensemble (non vide) J de 1 tel que 0- appartient

Ji S-» 0 et J ne vérifiant aucune des 3 conditions suivantes :

(a) J » {0} °o • 2

(b) J • {2} |e|^ « 2

( c ) J ={0. 2\ Q^ « 2. |e|^ » 2.

Les propositions 2 et 2 bis sont équivalentes ; en effet, si, pour un sous-

ensemble J de I, 0-êS,» et si l'on n'a aucun des 3 cas (a), (b), (c),
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- ou bien Pn( 9 ; X) est irréductible, et alors n |e| • 2 ne peut se
p«J p

produire, puisqu'on a exclus (a) et (b),

- ou bien Rn( 9- ; X) est réductible ; il existe alors une partition J " J'4- J"

telle que 9j • 9j, + 9jn , 9p 6 S° , 9-nfcS°, et Pn( 9,, ; X) irréductible.

S'il existe dans J un élément p ^ 0 et 2, on peut imposer à J9 de contenir

p : donc n |9| > p > 2, et J' satisfait aux conditions de la proposition
P € J > p

2 » si J - {0 , 2} , on a 9j - Q^ + 9^ où 9^€ S^ et

^.ÊS^ ; Pm( 9ç , X) et Pn( 9g ; X) sont irréductibles, dont soit {0}

soit {2}, peut jouer le rôle de l'ensemble J' précédent, puisque le cas (c)

est exclus*

Réciproquement, s'il existe J tel que 9-€S° Pm( 9- , X) irréductible, et
u J «J

n |9| > 2, on ne peut évidemment avoir aucun des cas (a), (b), (c).
p€J p

L'équivalence des propositions 2 et 2 bis est donc démontrée.

3«2 Proposition 2 bis. Démonst rat ion.

Supposons que î(y)-y->0 : il existe une suite (y^) (k6N') d'éléments de

V- tels aue :

y^ - <• et |î(y^)| ^ 6 > 0.

Soit I' l'ensemble des indices p de 1 tels que |y | -»• • « O n notera :k p
1 • I' ^ I" ( I' est non vide, car 1 est un sous-ensemble fini de P),

Si p € I', il existe un entier a. tel que :

l^^lyjp l̂el̂ 1

et on a :

BL -r ^ • .
&»P

En prenant au besoin une sous-suite en lt» on peut supposer que, pour tout

pcl', la suite ûn '̂ } est strictement croissante et qu'il existe un indice

p'^ I' tel que :

\ 9 Vp' ^ "k.P Pour tout p^I'.
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II en résulte, en posant JL. » y Q ^ ,

(1)

^ l\lp. < Hp.

l^lp < I9!? 8i P €sr

l^lp < c l9!?^ ^P^I"

où C est une constante réelle > 0 indépendante de p et de k.

On peut donc extraire une sous-suite en k telle que À - » À , où ^ € V

et Mç» >1» ce qui entraîne À , ^ o»

Soit J le sous-ensemble de 1 défini par :

J » (p€.I ï \^^ 0} .

On a évidemment

tp') C J cl1.

.̂expression de î(y) a été donnée dans ?.3. On trouve :

(2) |iî(yJ| • n |cos ireo(\(®T - ^ e1^"0)! •j-0 u s. ±

On notera ^ e^.-X^. et ^ e^- \^.0n a^

^^k^i - ^) 9VJ • ̂ ^k.r^r - ̂  91nk'j) + ̂ ^k.î ^- ̂  ̂ ^od i

2 "j + ^ mod 1-

D'après (1).

l^^nte^. - ç^) e^^l p < c lel^ |i - ^|p (p e i").

Donc, si
log C)l - ç |

j ^ sup - — — — P ' P
Pd" log |9|^

On a

^^t.P^ " S^ evj) " ° pour tout P e Iw" .

d'où
nL.j

^ "^O^ " ^O5 ^ mod l si 0 e 1" .
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ou

B. • 0 si 0 /1 " .
J

Dans tous les cas, on pourra poser :

(3) K(Bj)) | < î ^ P0^ J >»•

où p est un réel : 0 ^ p < 1 (p • 0 si 0 ̂  I". et p" \Q\Q si OÊI")

et H un entier ne dépendant que de C et de 9 •

Par hypothèse,
v»
n |cos ir(a. + e.) | ^ ô > o ,

j-0 J J

on en déduit, à l'aide de (3),

(4) r sin2 ira. .< 6' (ou 6' ne dépend que de 6 et de N ) ,
j-M J '

En effet, en utilisant l'inégalité : 1 + x < exp x, on voit que :
— «

2 1H |cos ir<a- -t-e.) > 6 ==̂ . î sin Tr(a. + P.) < log -— ;
j-0 J J j-0 J J 62

d'autre part,
o p p

sin ira. < sin »(a. + 0.) -»• sin »B. + jsin 2 ir B.|
«J J J J j '

^ sin2 ir(a. + 0.) + ir2 | ( (0.)) |2 + 2ir | ( (B . ) ) | pour j ^N
J «J j j

^ sin2 ir( Oj -*• 8.) -»• jî ^ pour j î. N ,

d'où (4); avec 6' • log ^ + ^ -̂B-̂  .

(4) entraîne
it ?
î sin ira. < 6' pour tout BL > H t

j-M °

ort on a \ \ "S.-*
î sin2 ira. - î sin ^(^ T'^T» " ^T»^ ^t ^j-N J j^n 0 k.I 1 1 1

v»
• r sin2 ^(^ iî r - 4»5 ^t5 •

q«0 t
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donc, quels que soient h et k tels que h < k et N < BL
^ -n •

q-o 8in '^k.r^i.^.îe^ 6. ;

d'où, h étant fixé et k tendant vers l'infini, on obtient

V"

;o 8in ^r^r-Si.)^ <• .

Ceci étant vrai quel que soit h tel que H < », on a

^ 8in2 ^I.^l.-Si.)®?.)^ i' ,

ce qui équivaut à

^ 8in2 ,e (̂.j - ^) 9^) < (. ,

où Xj .st un éléaent inverBible de Vj. par .̂ ite, 9j est un éléaent de

l'enseBble S^ (Chapitre II. Théorème 2).

Supposons que Oj et J vérifient l'une des conditions (a), (b), (c).

_Ças _(a) : J - {0} , 9 - 2 .

Par hypothèse, l\|p -. 0 pour tout p c I-. Par suite, il existe un entier K

tel que, si k >. K, \\(«^ - S) ^lîi\ .< 1.

(2) entraîne :

Iî(^)| - ^ |cos ̂  (1 - ç^) e^f (k >,K)

00

* n |cos v\. ^ •—i—1 (^ > y\j«0 k,0 -m^+j+1 l ^ î r K }

"k1 sin» 2 À,k,0
"k

! ï ï 2 ^.0

AQuand k ^ « . À^^ -. \^ ^ Q par hypothèse ; Aonc. 1 2 " \ Q^ ^ <• .

Il w résulte |î(y^)| ^ o. ce qui est contraire à l'hypothèse : le cas (a)

est donc à exclure.

Cas^bn J - {2} . |9|^ « 2 . OgeS^ par hypothèse.
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(Exemples : si (L est de degré 1 : q • 1 • ;

si 9 est de degré 2 : 9 est racine d'un des 2 polynômes

2x2 t x + 1.)

Dans ce cas» 1\L •*• ° P01"" tout p c 1 - {2} • II existe un entier K tel

que, si k ^ K,
, n,-
I\(®T - Ç) 9 1 ^ 1 pour tout pél - {2} .

(2) entraîne :

1^)1 - ^ Icos^ (X^ ^(1 - ^) 9^ + Sg^k^^ " ̂  ̂ ^l (k ^ K)-
j^O

(l) entraîne 1 < l^wlp < 2 P0112* k ^sez grand. On supposera K choisi tel

que ceci soit réalisé dès que k > K. On a donc :
m,., BL.

\\ gd - Çg) 9g v |g • 2 & w (k ^K) .

d'où

Hg(^(l-Çg) 9^)-3 ;

en posant :

\ ' ̂ .c/1 - ̂ ) ̂  •
on a :

|î(y^)| < |cos(^ n^)| (k ^ K) ;

or n, -»• 0 quand k ^ w , donc |y(y^)| -»• 0, ce qui est contraire à l'hypo-

thèse» Le cas (b) est à exclure»

Cas (c) : J - (0 . 2} , QQ • 2, |9|g • 2.

Comme 9jCS; et 9^ S; . 9^ S^ .

Dans ce cas» À, ->• 0 pour tout pel" - {2} • II existe un entier K telK,p
que, si k ^ K,

"Se
l^k^I - ç) e 1 < 1 P01"* tout Pél'" - {2} •

D'autre part, \ Q •*' ^Q ^ ° et \ 2 "t> ^ ^ °' on a

I À o lo < 2 t l^^ < 2-
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On pose :

|X | • 2"11 (h >^o).2'2
On suppose K tel que, si k ̂  K,

l^-l^-2^

( 2 ) entraîne, pour k ̂  K,

^ A-J1^)1 • ^|cos . (^(i - ^) e^ ^ V^(i - ^) e^ ))|A-i
j»o

flo i , ^k-J-l "Sc-j^h
• H |cos ir (À 2 ^ J + 2^ )|

j"0 k»0

Jsin(ir 2\\. . •»• 21•h))

___K»0 ____

w 2^ (À. . + 21-h)

Quand k - * • + < » ,

."k .l-h^
\.o " ^o ^ ° donc I2 < ^.o " 2 )! " +

Par suite, |S(y^)| -*• O» ce qui est contraire à l'hypothèse. Le cas (c)

est à exclure»

La proposition 2 bis est donc démontrée.

3.3 La proposition 2 va permettre de montrer que, sous certaines

hypothèses, la mesure u^ portée par l'ensemble E^ est telle que :
^ "\
y ̂  ( Y ) -r 0 quand Y -*- œ dans F_

En effet, on a vu ( paragraphe 2.4.3) que :

î^( Y ) " î(y) pour y " o (y)

(où o est un iscmorphisme du sous anneau e-.Z CI] de V sur î^

si 0 é I, un honomorphisme de V- sur F^ si 0 é I).

D'autre part, (paragraphe 2.4.4.) on sait que :

T -»• • dans F^ si et seulement si y •> » dans V .

Par suite, " 1î(y) -»- 0 quand y -»- • dans V M entraîne" î^( y ) -> 0 quand

Y ^ • dans ^+ " .
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La proposition 2 entraîne donc le résultat suivant :

Théorème 2.- Soient Ç ç V défini comme dans 2.1, E et E-^' définis

comme dans 2«1 et 2,4. On note j s Q •

On suppose qu'il n'existe pas de sous-ensemble (non vide) J de 1 tel que «

°j appartienne à S- , le polynôme minimal de 0- soit irréductible, et l'on

ait :

B |e| > 2 .
P € J •

Alors E^ est ensemble de multiplicité au sens strict du groupe abélien——— ^ ———-———————————————————————————————————————

compact F- •

Remarque»* Comme cas particulier du théorème 2, on retrouve le fait que» si

1 • {0} , Oc « 2. ou, si 1 » {2} , |e| « 2 ; alors E~ est ensemble M.

Dans chacun de ces cas, on a vu (2.1) que E^" F-, E?" a donc une mesure de

Haar positive, et par suite (1.2) est ensemble M.

U. Ensembles E-" et ensembles U.

4»1.- La méthode employée pour trouver les ensembles E^ qui sont des en-

sembles U consiste a. montrer que, pour Ç bien choisi, E^ est un ensemble

de Pjatecki-Shapiro du groupe F^, et à utiliser le théorème 1 (paragraphe

1.5)- De manière précise, on a :

Proposition 3»« Soient Ç e V défini comme dans 2.1, E^ défini comme

dans 2.U. On note • • 9 •

Supposons qu'il existe un sous-ensemble non vide J de 1 tel que :

Qj appartienne à Sj, le polynôme minimal de 6 soit irréductible et de

degré s, et Von ait :

H |ô| > 2.
RÉ J •

Alors, E^est un ensemble de type H du groupe abélien compact F- .

La démonstration de ce résultat sera donnée dans le paragraphe suivant.

Comme conséquence du théorème 1 et de la proposition 3» on a :
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Th^orème_3»- Ç est un élément de V- défini comme dans 2.1, E^est défini

comme dans 2.k. On note < « e .

S'il existe un sous-ensemble non vide J de 1 tel que : 6. appartienne à

S , ait un polynôme minimal irréductible y et vérifie II [e| > 2, alors
+ pl£J p

E?''est ensemble d'unicité du groupe F. •

Les théorèmes 2 et 3 montrent que tout ensemble E?'est de "nature" connue»

ce qu'on peut exprimer par le théorème suivant, qui généralise le théorème

classique rappelé au début de ce chapitre.

Théorème 4.- Ç , E^ sont définis comme dans 2.1 et 2.U. On note • • 9

E^ est ensemble d'unicité du groupe F- si, et seulement si a il existe un

sous«-ensemble non vide J de 1 tel que 0- appartienne à S-, ait un

polynôme minimal irréductible, et vérifie II |o| > 2.
ptJ p

U.2 Démonstration de la proposition 3.

Dans une première paytie (2.1), on cherchera une suite ((y"1 ). , }
& -"•*•• • • t^

(keN') de V8 tendant vers l'infini, telle que, quel que soit k e N',

l'ensemble des éléments de T ,

((exp(2iire (xy^15))), ) avecxêE .
U & J- -A-» • • 1° s

soit disjoint d'un ouvert A non vide.

Ceci équivaut à la condition : ((e^xy1 ' ) ) . - ) n'appartient pas à unu & r.L, • • ,s
ouvert SI non vide de (R/Z)3 quels que soient keN' et x^E , l'ouvert 0

se déduisant de l'ouvert A •

On. montrera qu'il est possible de trouver une suite vérifiant ces

conditions de la forme :

V e 1 5 a \(^ v^ » Àfl^8-1y^ « À0j ..... y^ « À6Ç

où À appartient, dans V à l'anneau d'éléments algébriques Q CO-i<. «j u

Dans la deuxième partie de la démonstration (4.2.2), on déduira de

la suite {(y, ). - ^ ) une suite ((y^1 ). - ^ formant une suite
& l .^A.^—ft**0 ~ X—JL • & • > • • • S
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normale dans F^ et telle que, quel que soit k 6 N', l'ensemble des éléments

de T8,

((xt ^^i-l s) avec x € ̂K. rj.,..,s ç

soit disjoint d'un ouvert non vide A' de T8 .

^.2.1.- Soit X un élément de Qj Côjl ; Rn(e ; X) étant irréductible

Qj C0j3 est un corps (chapitre 1 paragraphe 5). Par suite» siÀ ^ 0 dans

Vj, A ^ 0 pour tout peJ (de plus le polynôme Pm-(À ; X) » Pm(\ ; X) est

irréductible).

Soit : |e|^ . p P (p ç I- . f^ ^ l).

On impose à l'élément X de Q [.9-] les conditions :
f ^^ / * \
^ l ^ l p ^ P p (h^l) l ^ p l p ^ 1 (i"2»...,s) pour tout p G J"

(1) {
| ( n p p)^ , élément entier algébrique.
/ P€J"

Soit xeE- . On & :

'o^9? x) ' 't ̂  ̂ j - ̂  ç?) lBod 1 •n^O

^^n^^- ^J5 ^^ s Vo^ - ^OÎ eS"n- ̂ ^J - ^J5 ̂ î Blbd 1 •i 0€J

• - ̂  ̂ ^J - ÇJ) "̂̂  si 0 ^ J ;

Or iMej - Çj) ̂ ^ .< p^^-^S . (p ç. J-) ;

d'où, si n >h -*• k. : E(X(e- - Ç-) eÇ"11) » 0 mod 1.j <j J

On a donc :

(2) ^(Xe^ x) % P^ + (̂  + B^ mod 1,

avec

P^(x) • ^(X(^ - Çj) (6^ e; + ... •. 6^ 9j)).

(^(x) • ^(X(ej - Çj) (6^ ^ 6^ ^ ^ ... ^ 6^^ ç ;-1)) .

R^(x) • 0 (si 0 ^ J),
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Ç ^

\wm v1 - ^) ï ( ̂ n+ - * Wj 4+ -) 8i ° e j ) -
Si h est fixé, quel que soit k, ^r^ nta ̂  2 valeurs possibles.

R.(x) est majoré en valeur absolue par :

(3) |l^(x)| ^ l^lo^ où 0 ^ p < 1

(p • 0 si Qd J, et p " Ç. si O e J ) .

Pour évaluer P., on fait intervenir les racines 9 ' de Pa( 0 ; X) dans

ft et À — 7 de Rn(X ; x) dans H • (Notations précisées chapitre 1

paragraphe 5). La remarque essentielle est la suivante :

(cf. chapitre II paragraphe 2.2)

^ • i (1 - ̂ )> ̂ ' ̂ "'
est un rationnel indépendant de p ; il appartient à l'anneau Z C'1"'] • sl

p£ J" :

lu A^ r ^ f l 1 1 1 ! • l r fi r ^ ^ i ^ ^ û ^ 1 ) ! < - i .
'"m •" ^^ " ^J^ "J Ip l^g ( S } P P 'P ^ l

on en déduit :

u^ » E(X(ej - Çj) eÇ) mod 1 ,

d'où

^^J - ÇJ) ̂  '• -J î̂  (1 - ̂  ̂ ^ lnod 1 8i ° ê J»

- S À^^l - ^i)) e^^ mod 1 si 0 ̂  J ;

On en déduit :

P^(x) - - ^ Â^ (1 - Ç^H ÔQ e^^ + ... ^ 6^ e^^) mod 1 si 0 ^J.

s " ill̂ 1^1
 " ̂ i))

 ( 60 ̂ i)k
 +

 • • •

+

 6k-1 Q(oi))
 nod 1 8i

 ° ̂ Jt

d'où, came le^1^ < 1 par hypothèse ( ejfcS^),

|((P,))|. ï lx^ l ^le^lo . .
i"2 0 0 "—~ ~,T:—— s i O G J ,

^l^lo
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i+le^L
l^k»! < .̂ lo ———°7—— 8io^-i-l u , | e ( i ) |1 • I-O '0

Supposons que À et 9 vérifient la condition

1 le^l
(4) l ^ ^ l o -—————— 0 - ' ' , ( o ^ e l > 0 ) ;

i.le^^.^/8

cela entraîne

l"^' -H-' ^T» "^-^

l"^)' < 7̂. 8 i o^ J •
Supposons d'autre part que h vérifie

(5) l^U^J ̂  s i o f r j .

cela entraîne

l^l ̂  7̂-8 ^'^8(3)) .

Si (U) et ($) sont vérifiées, on aura :

(6) |((P^^))| <^

Désignons par M^(x) et par 0 (x) les éléments suivants de (R/Z) :

M^(x) • (e^Xe^ x) . ... . ̂ (Âe^"1 x)).

0^(x) • (Q^(x),..., ^s.i (x)) .

En revenant à la définition de Q^(x)» on voit que 0 (x) a exactement 2

valeurs possibles pour x < = E • Comme M^x) appartient au "cube" de (R/Z) de

centre O.(x) et de côté 2 sup |(P,— + ^•î))! • ^VLi est najoré par
k 0.<i<s-l K 1 K

-22• d'après (6)) , tout M^(x) (x ç E ) appartient donc à la réunion de

ces g11"1'8— "cubes" dont le volume total est majoré par :

a^s-i^.j^^s^

Si l'on peut choisir o" j- par exemple, ce volume sera ^ • : (R/Z)8 contiens
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dra donc un ouvert !î sans point M^(x) •

II faut donc démontrer qu'il existe un entier h î. 1 et un élément À du

corps Q ["Qj] tel que les conditions (l), (4), et (5) soient vérifiées

avec o • ç .

On pose :
ht

a « ( n ^ p ^À .
P€J"

Soit u un entier algébrique de Q- [0 '] engendrant le corps. Le problème

aura une solution si on trouve un élément entier algébrique a de Q- ^0-]

donné par :

O « X Q ej + x^ œ + ... + x^ œ8"1 .

où (x^,...»x ) ^ (0, • • • » 0) dans 7e et vérifiant les conditions suivantes :

Hp < 1 (p ç. J"),

,. ^ -ht
l^lp < P p (PCJ" . 2 .$ i ^ s) .

i 1<=^ 1 ^ 1 v<+

( T ) < '^^^^^^^TT-^r(7 ) ^ ^ |^i)^ péJ 8.2

( 2 < i < « si O ^ J , l < i ^ s si 0 &J),

ht
|a|- < ( n p

v P^ u s^^/8^2
- ' o - ^ " ^ ^^ ————^ 8i o e j -

Le système (ï) est un système d'inéquations portant sur des valeurs

absolues p-adiques de formes linéaires en x^y.^x -, à coefficients

dans ft • A tout p ^ J correspondent s formes linéaires. Soit A

leur déterminant ( A ne dépend que de w et de p).

D'après un "théorème de Minkovski" (chapitre III paragraphe 1.1),il existe

un élément (x ,...,x - ) de Z8 + (0,...,0) et satisfaisant aux conditions

(ï), si l'on a la relation : i . \

( n p'̂ ^-Dh n8 (L-l!̂  ( n ^ - 1 .... ) > 'n A si o<&
péJ" i"i i + i e 1 1 ^ P^" s.ê^'^^2 P^ p
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e i l û ^ 1 ^ ! + -i. n^
( n p-V-^ n8 ( 1 " 1 9 0 10 ( n p^ ___3_)( n p'P)^___
pej" î  ^ ^ iQ(i) j peJ" g g(h/s)+2 p^J g ^(h/ï)+2

>- II A si 0 é J,
P^J p

t
Canne |o[ * p p ( p £ Ï ) » Ceci s'écrit dans les 2 cas :

(8) ( n |e| ^ 2•h > K.
p^J p

où K est une constante ne dépendant que de a) et de 0. (8) est vérifiée

pour h assez grand si H |o| > 2. Ceci achève la première partie de la
P€J p

dàiïonstratipn•

4.2.2. On a trouvé une suite

^ i-i,...s) ^i8 (^r-1).
telle qu'il existe un ouvert non vide ft de (R/Z)8 qui ne contient aucun des

éléments

M(x) » ((e^y^ x ) ) - i J ^uels ̂  soient k ç N' et xc-E, .& U K f^y^.^S (•

On se propose d'en déduire une suite ((ï, )• i ) normale dans F-, telle
K l"-!-» • • • fS 1

qu'il existe un ouvert non vide A' de T5, qui ne contienne aucun élément

((x, Y ^ . ) - i ) quels que soient k ç-N' et xc-E,.'. On désigne par A& r-L f • • y s <,

l'ouvert non vide de T8 tel que ((exp(2iire (y^ x)) ) . - ) n'appartienne
U K 1 " ± ( • • • y S

pas à A, quels que soient k e N' et x fe E ( A se déduit de Sî )<

Posons :

Y^ » (^.Ety^)).

Comme e .EÎy") appartient à e- Z ClJ • l'application o est bien définie en

e^(y^).

Pour tout xfe-F-, on a :
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(x . Y^) " exp(2ilreQ(xE(y^i)))) ;

or, pour tout y e V , et tout x^ F ,

£Q(xE(y)) = e^xy - xe^(y)) 2. e^xy) - e^xe^ty)) mod 1

î-eQ(xy) -XQ ^(y) nod 1 ;

on a donc

(x . ï^) « exp(2i1r(cQ(xy^)) - x^ Coty^5))) .

d'où

|(x . Y^15) - exp(2i1r^(xy^)))| ^ 2TT | ((x^y^15))) | ^ 2ir| ((^i)))) | ;

comme Oj^Sj, et connne À est élément de Q, (:© r] tel ûe : |A^| ^ 1 pour
ht p p

tout pc-J (2 ^ i < s) et ( n p p) À entier algébrique» on a
P€J"

|((eo(^e^)))| < YP11 (chapitre II paragraphe 2.2.)

où y» P réels > 0 et p < 1. Ceci entraîne :

|exp(2i1reQ(xE(y^i)))) - exp (2i1r€Q(xy^i) )) | < 2irvp k ,

pour tout kêN', xfcE . On peut trouver un ouvert non vide A' de T8 tel

que A» c A . ((exp(2i^^eQ(xy^l))) )^ ^ ^) n'appartient pas à A , quels que

soient k e. H'. xéE . Par suite, pour k ^ K (où K ne dépend que de y • P

<t A' ) .

((exp(2iTTc (xEty^))) )) « ( (x . Y^),., )
'- K 1=±,.. . ,S & 1S 81,. . ,S

n'appartient pas à A ' , quels que soient ké N', k >-K, et xérE^. On a

donc le résultat cherché, en numérotant la suite (k) à partir de K.

Il reste à montrer que la suite ((Y^L-, ) est normale dans F* Soit
K 1«1,.»,S I

(n^...,n^) un élément de Z5 ^ (0,... »0). On a :

ejd^ECy^) + ...+ n^y^1)) - e^n^(X^) +..^E(Àe}+8-l))

•ÂeÏ(nleJ^••^89^1)+nleJ(À9Ï)^^nseJ(À9ï^l)
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d'où :

|ej(n^E(y;^..^ E(y^))) - (X9;(n^.,^ e^))^ |nJ^.^|nJj.

Or, À (n^ Cj • * • . . . + n^ ôj" ) ^ 0, car le polynôme minimal de 0- étant irré-

ductible, quel que soit pe-J : n •»• ... •»• n O5" f 0 etÀ ^ 0. Par suite,

"^(y^ ) ^ • • • -*• ng E(y^ ) ->> ~ dans Z pQ quand k -»- <» ,

et donc (2.4.U.) :

n^ Y^15 + ... + n^ Y^85 - OB dans î^ .

Ceci achève la démonstration de la proposition U.

U.3. Ensembles E de Rajchman.

La proposition 3 montre que, si 0 e S° , si Pm(e- ; X) est irréductible et dej j j

degré s, et si n |ô|j > 2, E^ est de type H^^. On peut se demander si
P€J (n)E ne peut être, dans ces conditions, de type H avec n < s« La réponse à

cette question est affirmative, comme le montrent certains résultats de la

théorie classique. D'autres exemples sont donnés par le lennne suivant.

Leimne.- S'il existe un sous-ensemble non vide J de 1 tel que : 0 fcS° ,——————————————————————————— — ———a—— j j

ait un polynôme minimal irréductible de degré s, et vérifie II |e| > ^s
P€J P l

alors E^est de type H.

La démonstration est analogue à celle de la proposition 4. Dans les

inégalités (4), (5), (6), (7) on remplace la quantité 2^^ par 211. Le

"théorème de Minkowski" montre que le système (7) est résoluble dans le cas

n |e| > 28 ; on étudie alors la répartition dans R/Z de M(x) « e^01? x^

et de ^(x) " ̂ x^ et on montre qu'il existe un ouvert fî de R/Z

libre d'éléments M.(x) pour tout k e N', x 6 E .
~ Ç

Remarque,- Si O^J et|N(e)|-"1 > g8, on se trouve dans les conditions du

lemme, car :

i ^ |N(e) | n |N(e) | .< |N (©) | n |9| .
P£J - peJ *
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donc E^ est de type H.

5.- Ensemble E dans Vy» où K peut être infini»————— ^ —— j^ — ————————————

Dans l'étude ci-dessus (paragraphe U) concernant les ensembles E. , qui

sont ensembles U, l'hypothèse "I est un sous-ensemble fini de P" n'est

pas intervenue ; on a seulement utilisé le fait que J, sous-ensemble de I,

était fini» D'autre parti on n'a pas utilisé la propriété [ ç [ > 0 pour

p é 1 - J •

Ces remarques, et le théorème 3 9 amènent aux définitions et au résultat

suivant :

Définitions»- K est un sous-ensemble non vide, fini ou non, de P. Ç est

un élément de V- vérifiant :

0 ^ |ç| < 1 si p ^K"

et

0 ^ ^ < 1 si 0 c K.

E est l'ensemble des éléments x de V de la forme :
S lv

x - (e^ - Ç) (ÔQ e^ + 6^ -• ... + ^ Ç" + ...) (ô^ - 0 ou 1).

et E^ est l'ensemble du groupe compact F qui se déduit de E par l'applica-

tion x -»• e,ç(x) de V» dans F^ .

Théorème 6.- Supposons qu'il existe un sous-ensemble fini non vide J jàe^

K tel que Ç ^ 0 jsi p e J » et si l'on pose r-- " °j • °j appartient à
^ 2.

S°, le polynôme minimal de 0 est irréductible, et îï |e| > 2. Alors Ec
j — — — — — — — — ^ péJ p '

est ensemble U du groupe F .—————__— — — — — ^

Ce résultat donne des exemples d'ensembles d'unicité du groupe compact

F\ dual du groupe discret Z LK^ si O é K , et du groupe discret Z LIQ /Z
K

si 0 ̂  K. En particulier» pour K " P, on obtient ainsi des ensembles U

du groupe F » dual du groupe discret Q.

Par contre» la méthode employée (paragraphe 3) pour l'étude des ensembles



ENSEMBLES E A RAPPORT CONSTANT DANS V 79

E,. , qui sont des ensembles M, ne s'applique pas au cas où 1 serait un
ensemble K infini» On peut définir de manière analogue une mesure u portée
par E- y sa transformée de Fourier u ( y ) est donnée par la même expression (para-
graphe 2 . 3 ) ( mais si l'on a une suite y, tendant vers l'infini, dans V ,
l'ensemble I' des p tels que | y . | ->• BD n'est pas nécessairement un ensemble

fini et non vide de K comme dans 3 •2 .
La question reste donc posée de savoir quels sont les ensembles £ de

F qui sont des ensembles M, lorsque K est un sous-ensemble infini de P.K



s



C B A P I T R I Y

THEOREME DE KQKSMA DANS V

Le but de ce chapitre est de démontrer un analogue dans V du theorène

de Koksma sur la répartition module 1 , ce théorème démontre une propriété

métrique A'équirépartition module 1 dans R» dont voici un des énoncés

(non le plus général, cf. J F KOKSMA Lll ).

THEOREME DE KOKSMA•• a et h désignent deux réels, avec a < b. Soit {f }

(n"l,2,»»») une suite d'applications -continues et dérivables de (a.bj

dans R, telles que, pour tout couple a, n (m, neH) avec m ^ n, l'application

ft • ft soit monotone sur f^a,bj et vérifie :

| f^(x) - f^(x) | > K > 0, V x e[a,b]

(K indépendant de m, n, x )«

Alors la suite {f (x)} (n"l,2,««») est équirépartie dans R module 1

pour presque tout x de |a-»bj •

II en résulte immédiatement :

COROLLAIRE 1 La suite {x 911) ( • e. R» |9| > l) est équirépartie module 1

pour presque tout x de R»

COROLLAIRE 2 La suite {Xx11} ( À€ .R , X ^ 0) est équirépartie modulo 1 pour

presque tout x de R tel que |x| > 1.

Dans sa démonstration, KOKSMA utilise le théorème de Weyl, qui donne une carac-
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térisation des suite, équiréparties : {u^} ( n - 1 , 2 , . . . ) désigne une suite
d« réels , {u^} est équirépartie «odulo 1, •i et seulerent ai, pour tout k ̂  0
d« Z.

1 y
lim - ï exp 2i TT ku « 0.
K ^ - n-1

Les corollaires 1 et 2 du théorème de Koksma sont en relation avec les
éléments de l'ensemble S comme on l'a déjà signalé (introduction) :

Si 6 est un élément de S, pour tout x entier algébrique du corps
Q ( e ) ,

n
x 9 ->. 0 modulo 1 quand n •*• 4 o» ,

un tel x appartient donc à l"'enscntle de mesure nulle" du corollaire

1. Dans le corollaire 2, si À - 1 et si x est un élément de S,
n

x -»• 0 module 1 quand n->- + <» ,

S est donc contenu dans l'-ensemble de mesure nulle" du corollaire 2, dans

le cas X • 1,

Dans ce chapitre, on se propose l'étude de la généralisation suivante

du théorème de Koksma ;

c(l) désigne le nombre d'éléments de I (fini par hypothèse).

L'application Hp : x^ -. Hp(Xp) définit un homomorphisme continu du

groupe additif ^ dans R/Z (voir chapitre I. 2.1 et 3.1,rappelons que

HQ (x^) - XQ module 1).

L'application H , x . H(x) - (Hp(x^))^ définit évidemment

un homoBorphisme continu du groupe additif V- dans (B/Z)^15

Soit alors {f^} une suite d'applications de Q dans lui-même

(pour tout p élément de I), et f^ l'application x . f (x) - (f (x ))
° "•P P P6-I

qui est une application de V^ dans lui-même.

On considère l'application composée des applications f et H :

H o f ^ : x.Ho^(x)-(H^(x)))^
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Hof est une application de V dans (R/Z)0^ .

On se propose de donner des conditions suffisantes pour que la suite
(H of ( x ) } ( n a l , 2 , « , . ) soit équirépartie dans (R/Z) pour presque

tout x d'un domaine D à préciser de V ("presque tout" au sens de la———— JL
mesure de Haar de V ) •

Dans le paragraphe 1, on donnera quelques résultats sur l'intégration
dans Q et dans V .

Dans le paragraphe 2, on traitera le cas V • Q (c'est-à-dire 1 " ( p ) ) » et,
dans le paragraphe 3» le cas général»

1.- Intégration dans Q et dans V-«-
! • ! On a rappelé (chapitre 1 paragraphe 3) quels sont les caractères

continus des groupes additifs Q et V- et d'autre part quelle est la nor-
malisation choisie de la mesure de Haar de ces groupes.

Tout caractère continu de Q s'écrit : x -»• exp 2iir H (x y ) , où y
appartient à Q • Cette application définit également un caractère continu

p
du sous groupe Z de Q , et, comme Z ^ Q/Z , deux telles applications
définissent le m«me caractère sur Z si et seulement si y s y' module Z •
En particulier, on obtient le caractère égal à 1 si et seulement si | y | ^ 1.
Conséquence : L'intégrale sur un groupe compact d'un caractère étant égale à
0 ou 1 suivant que ce caractère est différent de 1 ou non,
on a :

fo si | y | > 1
J exp (2iir H ( x y ) ) dx «l p
^ P i . ,P \1 si | y | p .< 1 .

Il est intéressant de donner une démonstration élémentaire de ce résultat.
On peut supposer y " mp" , avec k > 1 et | m | = 1 (le cas | y | ,< 1
est évident). Le disque Z est recouvert par p disques disjoints de

—k krayon p , centrés aux points 0, 1, • • « , p - 1. Comme :
|x - x ' | p .< p^ ==̂  H^(xy) - H p ( x ' y ) ,
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l'intégrale est égale à la somme finie :

-k pt"1 k k D^ 1
p 2: exp (2iir H (nmp~ )) - p— p £" exp (2iff nmp ) « 0

n»0 p n«0

De la relation (l), on va déduire le résultat suivant :

Lemme 1. Soit $ une application isométrique de Z dans lui-même c'est-à-

dire telle que, quels que soient x» y dans Z , on ait ;

|*(x) - $(y)|^ - | x - y | p .

On a :

ro si |y| > l
\ exp (2iir H (y^(x))) dx » J

1 1 si |y|p .< 1.

Démonstration.» Le cas |y| < 1 étant évident, on va supposer y » mp""̂  » avec

l"1!? a 1 ^ k ^ 1, Considérons le recouvrement de Z par les p1^ disques de

rayon p~ . Comme :

I» - x'Ip ^ P"1' ===̂  |*(x) - »(x')|^ .< p^ ^ (y »(x)) - H <y •(x'Ï,

l'intégrale est égale à la somme finie ;

P^ p "î1 exp (2iir H (y »(n))).
n"0 p

Or n ̂  nt=^ l*(n) - •(n')] « |n - n'| >y p^ . Les *(n) (n«0,l....pk -1)

sont donc incongrus module p ; comme ils sont au nombre de p\ ils cons-

tituent un système complet de représentants de Z /p Z . Par suite,

il existe une permutation (j_)-,-o -A i d® (0,1».«., p1^ -l) telle quei* u—u , • • • , y^^jL

l^-jjp.p-1'.
Il en résulte :

-k P -̂l k P^1

p S exp (2iir H (y »(n))) - p ~ E exp (2iir H (yn))
n"0 p n«0 P

« ;^ exp(2i7r H ( y x ) ) dx.
P p

D'où le résultat.
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1.2 Un théorème métrique.- La propriété suivante se déduit d'une propriété

générale de toute fonctionnelle linéaire non négative sur l'espace C (X, C) des

fonctions continues à valeurs complexes, définies sur un espace topologique

compact X (HEWITT-KOSS Cil 11-2T).

Lemme 2.- Soient X un compact de G, groupe abélien localement compact, et

{h } (n»l,2,...) une suite d'applicat lorgnon négativa de C(X, C) telles que :
n ——"———————————————~~~~ '

lim I(h ) • 0, où I(h ) » J h (x) dx (intégrale de Haar).n n A n
n ^ + •

Soit {n,} (k<L,2,...) une suite croissante d'entiers positifs tels que

î 1 (h ) < •»•
k-1 \

II en résulte :

lim h (x) a 0 presque partout dans X

.^-^ ———————
(c'est-à-dire sauf pour x appartenant à un sous-ensemble de X ayant une

mesure de Haar nulle).

Dans la suite, on appliquera le lemme 2 au cas : G " Q , et

G « V ^ (le cas G « R^ de cette propriété est utilisé dans la démons-

tration du théorème de Koksma classique).

2.- Equirépartit ion d'une suite d'applications de Q dans R/Z

2.1 On se propose de démontrer les résultats suivants :

Théorème 1.- D désigne un disque de Q • Soit (f ) (n"l,2,...) une

suite d'applications continues de D dans Q • Pour tout couple (m,n)

d'entiers positifs, on note F l'application f - f • K désigne un—————————————————-—— m,n —————————— m n

sous-ensemble de NX N^ (ensemble des couples d'entiers positifs) contenant

les couples (m,n) tels que m ae n, et K., désigne le nombre d'éléments (m,n)

de K tels que : sup (a,n) $ N

On suppose les deux conditions suivantes vérifiées :

(l) Si (m,n) j£ K, quels que soient x et y € D :

l^n^-^n^lp-P^-ylp
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où ̂ n € z et ^rifie A^ ^ -<- + « quand sup (m,n) - » - + • .

(2) II existe une suite croissante N (k»l,2,...) d'entiers positifs

tels que :

^+1 +w \lim -i——* 1 et 2: —- < + oo .
k -> + • \ k«l N2

Alors la suite {H (f (x))} (n"l»2,...) est équirépartie daas R/Z pour

presque tout x de D.

(On peut démontrer que la condition 2 est équivalente à la condition suivante :
+• K..
£ - ? - < • * • « . )

N»I ir
Théorème 1 bis»- Dans l'énoncé du théorème 1 on peut remplacer la condition (l)

par la condition plus faible (1 bis) (*) :

(1 bis) Si (m,n) ^ K, il existe une partition :

J(m,n) .
D » U D"

j»l m»n

du disque D en un nombre fini J(m»n) de disques disjoints D^ , de rayonm,n

^n
P tn > tels que, quels que soient x et yeD0 :m^n

lF«,n(x)-FB,n^lp-P^nlx-ylp

où A*3 ê Z, etm^n

.-1 ^f n^ ( .̂° + ̂ .̂  " + " îuand 8UP {mta) " + - •j»!,.•»,Jvm,n} • I

Corollaires du théorème 1.

(1) La, suite (H^(x e11)} ( 6 & Qp. |e[p > 1) est équirépartie dans R/Z

pour presque tout x de Q .
P

(2) La suite {H^(x x11)} ( À e Qp. À ^ 0) est équirépartie dans R/Z pour

presque tout x de Q tel que [x( > 1.

Remarques :

1° Si e est un élément de l'ensemble S° et si x est un élément algébrique

(*) à la suite d'une remarque de Y. AMICE
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a du corps Q( 9 ) tel que :

- p a soit entier algébrique (a € Z),

- tous les conjugués de a (dans ft ) aient une valeur absolue p-adique ^ 1,

alors (cf. le lemme chapitre II, paragraphe 2.2)

H ( a e") •*• 0 quand n - > • < " » .

Pour les nombres p-adiques x de cette forme, la suite (H (x 911)} n'est donc pas

équirépartie : un tel x appartient à l"ensenble mesure nulle" du corollaire 1.

2° Si À " 1, et si x est un élément de S° »

H (À x ) -»• 0 quand n -»• » ,

la suite {H (x )} n'est donc pas équirépartie : un tel x appartient à l"'en-

semble de mesure nulle" du corollaire 2.

2.2. Démonstration des théorèmes 1 et 1 bis." On utilise les sommes de

Weyl relatives à la suite (H (f (x))} :p n

1 N

o^(x) - y E exp (2iir kH (f^(x))) (k fc Z, k ^ o).

D'où ( | | désigne la valeur absolue dans C) :

|o (x)|2 • ^ + S- £ cos (2ir kH (F (x))) .
N N N2 l^m,<n^K p n•n

Posons 1 • T |o (x)|2 dx. On a ;n JL' PI

T « mes D , 2!„ " —5— + -9 î i -
N N ? l^m^n^N ntn

où i - J cos (2ir kH (F (x))) dx .m^n D p m^n

et mes D " p (h e Z, p étant le rayon du disque D).

Pour tout couple ( m , n ) :

l^nl ^<nles D a p h

Soit un couple (m»n) n'appartenant pas à l'ensemble exceptionnel K, et
supposons que l'application F vérifie la condition (l bis). Notons :m,n
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^ n " ^ cos (2îr r̂̂ m ̂ (x))} dx*m»n .j p m,n
Q»n

On a :
J(m,n) .

i « î i" .n»n j^ m,n

Soit x'3 un centre du disque D*3 c'est-à-dire :m»n - m,n

^
^.n-^ ' l31 - <nlp < ? ̂  •

On pose :

X - X * ' .p^çni»n -

-h'3 A0 •i-h13

^n^n^ mtn ç ) ^m9n mtn '" <n ( ç ) -ni,n oi^n nî n

La condition (l bis) entraîne» pour tout Ç » n $ Z 9

l<n(^-<n^) lp- l^ - " I p -

L'application ^ est donc isométrique dans Z . Or :ni^n p

h^ -A'3 -h*1

ij m P laln ^ cos ̂  kH. (P mtn mtn *< ^ )" d^m,n L p

h^ -A^ -h^
• p mtn ^ cos(2i H^(kp ntn mtn •( Ç ))) dÇ .

Il résulte du lenme 1 (paragraphe 1.3) que l'intégrale :

-A'3 -^
\ exp(2inH (kp m>n mtn »( Ç ))) dÇ

P p

est égale à 0 si A0 + h11 - x >- l» ®'t égale à 1 dans le cas contraireffl^n m^n

(on note |k| » p"̂  ). D'où le même résultat pour l'intégrale i^p m,n

Par suite, si A° + h;3 - x > 1. î  " 0.m.n m.n m.n

Par hypothèse :

Inf A0 + hj ^ + ao <iuand sup (m,n) -» ' •»•<»
ia1 Tfn» n^ m»n nl»n *- •j"!»•••|J^m,n;
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c'est-à-dire : 3 un entier v( x ) t®l que :

sup (m,n) > v( x )-—> Inf A'3 + h^ >. 1 + x •- • - i T / \ ni»n m,njiLf••»J^m,n; • '

L'inégalité précédente est donc vérifiée pour tout couple (m»n) non

dans K» sauf éventuellement pour les couples tels que sup(m»n) ^ v( x ) î l®
p

nombre de ces couples est majoré par v( x ) •

On a donc i° ^ a 0 pour tout j«l,2,..., J(m,n) (et par suite

i^ ^ " 0) pour tout couple (m,n) non dans K, sauf peut-être pour v( x )2

d'entre eux. Il en résulte :

ly ^ mes D( Jj + \ ( v( X )2 + K^)).

C'est-à-dire, puisque IL. > N :

!„ - 0 ( ̂  ) .

Considérons la suite {N } de la condition (2). On a :
00

S 1 < + « .
^1 \

D'où en utilisant le lemme 2 (paragraphe 1.2) avec G " Q'*' :

Q

lim |o (x)^ s 0 pour presque tout x de D,
k -^ « "k

Soit N un entier positif quelconque. Il existe un entier k» et un seu3,

tel que :

\ •< N ' \.i
\ i Nk+l

ON(X) - r- \ (x) + i ̂  «P (2i1t "p ̂ w))-

D'où :

|o^x). ^o (x)!./^"^^ "Cl - 1
K &

l^^l^^l^ ^ ) 1 * 1 ^ - 1 | « |<'K <«)| * l^-ll.
k k k. k
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D'après la condition (2) :

H
1-^î3- - l| ^ 0 quand k - * - + - .

JK

Si x est tel que |o (x) | -»• 0 quand k -»—»•«» , quel que soit N ;
k

| o ( x ) | -»• 0 quand N -> + « •

Par suite» l^tx)) -»- 0 quand N - » • + < " presque partout dans D. Le

théorème 1 bis, est donc démontré,

Pour achever la démonstration du théorème l» il suffit de remarquer que la

condition (l) est un cas particulier de la condition (l bis) :

J(m.n) = 1 h ^ - h A ^ - Am,n m,n m,n

2.3 Démonstration des corollaires du théorème 1.- Le corollaire 1 est

immédiat : en effet, si l'on pose f (x) « x 611, on a :

F (x) » x( e"" - e") .m^n '

d'où, si m ^ n :

l1»^30 -^n^L- l6"-6 1 1 !^ ^.y^m,n m^n P P P

où le"1 - e11! = p" sup (mtn) (si | e [ « p^. La condition (l) est donc

vérifiée. L'ensemble K se compose uniquement des couples (m,n) tels que

m«n ; c'est-à-dire Ky " N,

Pour démontrer le corollaire 2, on pose f (x) " Àx • Soit D un disque
Tç

quelconque de rayon 1, non contenu dans Z • Soit p (k >• l) la valeur absolue

p-adique des points de D. Soit y - x «• pa , où |a| .< 1. On a, si x ^ y :

y" « x" , n ,H) ̂ t ^-1 €-1
-y—T-s ̂  ^ ) x P ° •

On pose : |n | a p" , \i\ ap~ » | ' n | 9 P^ • D® 1e1 relation :

|(?)| ^p^ avec P. 'î L^-l-r^]- L^^
^ v i»l p p p

résulte :
-( v-X )

l^ lp^P s i v > À .
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On a donc, dans tous les cas,

K",)!,̂  '-' ) .

C<««e px < Z ==>X , ̂  ,< gj4 < 2i - 3 pour .̂ 2. on a :

Kpl^p-^-3 ,̂̂ . 2.

Donc
,,n, n--t £-1 ^-1| -v ^-2+(n-^ )k (n-l)k-v -(^ -l)(k-l)-l|(^) x p a |̂  p « P

or

K^x11-1!^?^-1^
Comme Ï ^ 2, k >. 1, il résulte :

l,n» n-^ -^-1 •î-l| i,n^ n-lil,n» n-^ -t-1 •c-l| i,n^ n-li f^ û \\\jf) x p a [ < |( ) x | (2 .5 -t ^ n).1^ ) x p a Ip < Ki) x Ip
D'où, pour tout couple x, yc D avec x ^ y :

[Y11 - x11. ^ Inx11"1! » (n-l)k-v
1 y - x ' p ' 'p F

De même

l3^——^! - (mx111-1! .p(»-D^ .1 y - x ' p ' 'P p

Donc, si (n-l)k -v ^ (m - l)k - v, et x ^ y dans D :

^ n ^x) " ̂  n^) ^ •^ ^n n h» ^I m,n m,n | ^ jY — x y — x i . m,n
' x - y " " p ' y - x ' y - x ' p p -

où A » sup {(n-l)k - \», (m - l)k - y}. Ceci entraîne :m,n

A >, sup {(n - l)k - i2|-S. , (m - l)k - î  .m,n log p log p

La condition (1) du théorème 1 est donc vérifiée.

L'ensemble exceptionnel K est constitué d'une part des couples (m,n)

tels que m=n, d'autre part des couples (m,n) tels que ;
nk -v a mk - y

c'est-à-dire k(n-m) s v- y.

Supposons n > m, et |v - u| a P""1'. On a :

v - U» k^p1* (où |^| « 1)

jf rn-m s <• p
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On en déduit successivement : v > r, u ^ r, puis y r. A une valeur de

v - U correspond donc une seule valeur de y et une seule valeur de v , Or \»

étant fixé, il existe o( v ) entiers n', tels que n a n'p^ ^ N

et |n'|p- 1.

et l'on a :

o( v ) .<[^].
P

v - V et n étant fixés, le seul choix possible pour a est :

n -Jîp . Ls nombre de couples (m,n) (m < n) tels que k(n-m) » » - y ,

est donc majoré par :

log N
log p ^ w M

S o( ^ ) < 2: ^iï-i < - N .
v»l VI p^ P - 1

Par suite :

K,. < N + 2 ———N p - 1

K^ » 0(N)

La condition (2) du théorème 1 est donc vérifiée.

3. gquirépartition d'une suite d'applications de V- dans (R/Z)0^'

3*1 Dans le paragraphe 3i on étudiera l'équirépartit ion dans (R/Z)1' (r en-

tier > 1» dans la suite r » c(J)) de suites vectorielles. On rappelle la

définition suivante : La suite vectorielle {(u ,»...,u )} (n-1,2,...)

^n^i6^^ est é<luirêpartie dans (R/Z)2' si, et seulement si, quels que

soient les 2r réels a _ , 0. avec 0 ^ a. < 0. ,̂  1 (l < i .< r)

^( <^. 0,» N) r
————N————• n

l"
lim —————————» n ( B. - a.),

N -» - •» •« N i«i i l '

où v( a^, 0^, N) est le nombre de termes de la suite vectorielle {(u .)} vé-
n,i

ri fiant :

n ^ N et u^€ (^ ^ ( mod 1 (i-l,...,r).

Une caractérisation des suites vectorielles équiréparties dans (R/Z)1 '
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est donnée par le théorème de Weyl (CIGLER-HELMBERG Lll ) î

{(u -,..«,u )} est équirépartie dans (R/Z)1* si, et seulement si, pour

tout système (k.^««.,k ) d'entiers ^ (0,.,,,0),

1 N

lim a ï exp (2iir (k- u - + , . . - » • k u )) « 0N ^, 1 n^l r n^r
N -»• •K«»

Remarques,

1°) Si la suite vectorielle {(u .). - } (n a 1,2»..«) est équirépartien^i I~*-L( • • • ̂ r

dans (R/Z)1*, alors la suite de réels {\> u + • • • + v u } (n=l,2^..),i n ^ ^ . r n ^ r

où ( \) • • • • • • v ) est un système d'entiers ^(0,...,0), est équirépartie

dans R/Z (comme on le voit en utilisant le critère de Weyl dans le cas r = 1),

2°) Le fait que la suite de réels {u .} (n«l,2,.,.) soit équirépartie.n,i

dans R/Z, pour tout i=l»2,...,r, n'entraîne pas que la suite vectorielle

{(u .). - } (n"l(2(.«.) soit équirépartie dans (R/Z)1'.n^i i*^-» • • • ̂ r

3,2 On se propose de démontrer les résultats suivants :

Théorème 2«- Soient D un compact de V défini par :

D » {x e V^ : x € D , p G 1}

où D est un disque de Q si p ^ 0, et, dans le cas où 0 fc I, D.. un

segment_ ^a»b) de R.

Soit pour tout p € I, une suite (f } (n"l,2,...) d'applications

continues de D dans Q vérifiant les conditions du théorème 1 (ou 1 bis)———————.— p —— p ——————————————————————————

33. p ^ 0 ( l'ensemble K sera noté K et K_ noté K,. ) ,et les conditions

du théorème de Koksma si p " 0 :

Alors la suite .vectorielle {(H (f (x )) ,} (n«l»2....) estp n ^ p p p f c x

équirépartie dans ^R/Z) pour presque tout x de D,

Corollaires du théorème 2.

(1) La suite vectorielle <(Hp(x e")) ^} (n«l,2,...) (où 9 c Q .

|ô | > 1 pour tout p e l) est équirépartie dans (R/Z) pour presque

tout x de V .
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(2) La. suite vectorielle {(H^( ^ x")) } (n-1.2....) (où À ^ Q »

Âp ^ 0, pour tout p & I) est équirépartie dans (R/Z)0^ pour presque
tout x de V tel que :

inf |x 1 > 1
pel p p

Remarques,

1° Si 9 est un élément de S^. et si x est un élément algébrique a de

l'anneau Q^ ^9^ tel que a vérifie les conditions :

l^lp^ 1 (i-1.2.....s) si p^ I

J01?1 Ip ^ 1 (i-2.3....,s) si p é I"

Alors (lemme chapitre II paragraphe 2.2) :

£„( a 9 ) -*• 0 module 1 quand n ->• + o» .

Or (chapitre 1 paragraphe 2.1) :

EO ( a 9") - HQ ( (XQ 9") - E H ( a 9°). module 1 si 0 & 1
pel p p v

s • 2: - "T/ "n 8n^ modulo 1 si 0 d 1
pêl • • p /

La suite {(H^( a 911)) } n'est donc pas équirépartie dans (R/Z)^^

d'après la remarque 1 paragraphe 3.1 : un tel x " a appartient donc à

1'"ensemble mesure nulle" du corollaire 1.

2°) Si x est un élément de S° on a (Théorème 1 ou 2 chapitre II)

e,. (x ) -»• 0 module 1 quand n •*• + °» •

II en résulte, comme ci-dessus , la suite vectorielle {(H (x11)) -.}
p p p 6.1

n'est pas équirépartie dans (R/Z)0" : un tel x appartient donc à

1'"ensemble de mesure nulle" du corollaire 2.

3.3 Démonstration du théorème 2e- On utilise les sommes de Weyl relatives

à la suite vectorielle {(H (f (x )) }
P n,p p pel

1 N

o (x) « ^ î exp (2iw î k H (f (x ) ) ) (k G Z et (k ) . ^ (0.....0))
n»l p<&I P P n,p P P P P e l
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D'où» en notant F • f —f :m»n,p m»p n,p

" " ( x " ^ •«*7 KL.,,""2-,1.!^"'"-».^'"-' " N

On pose :

D»où

•

^ • ' D l0^!2 dx-

1 . mesJD 2 ^ ^
-N ^^ "2 - " „ m.nN l ^m<n^N

avec

i • !
\^ m ̂  cos ̂  ̂ ^ \ V^n.p^"^ • 'D COS(21T ̂ /P^n.pS^ dx-

Pour tout couple m, n :

i < mes D
m»n

on notera

S^n- 'D^^ 'p^ VS^.n.P^»^

On a (chapitre I paragraphe 3.2)

.̂n - ^ ;, 'Dp e^ (2i1t "p^p ^.n.p^p"1 ^p •

Comme ( ^ î ç i ^ (0^,.,0), il existe un indice p de I tel que k ^ 0.

1er cas p ^ p, » si (m»n) ô' K ;

^exp(2i.H^F^^)))dx^-0

sauf au plus pour v( x)2 couples (m,n) (cf. ^2 ,2 ) . Pour les mêmes couples

(m»n) on a Ï a 0 et donc i a O » II en résulte ;m»n m»n

I^neBD(J.^-( ^(X/*K,^)).

D'où

IN- 0^ ̂  •

La démonstration s'achève comme celle du théorème 1 bis, puisq^on peut

appliquer le lemme 2 au groupe G » V .
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2e cas p » 0, En utilisant» comme dans la démonstration du théorème de

Koksma le 2e théorème de la moyenne» on trouve :

!'.„ co•<2• k, '..̂ '«o" -ol . î^T - '̂  • > Ï̂T>
De même :

1\ •»<" »o '.,.o<«,» «.ol < ̂ -l^^D . ̂ > •
D'où

l^""2"t, '.....<«.» "ol . ̂ •" <r̂ (B. ç.>>
et

'i... i< i1.,. < ̂ < /„- - ».' •" <^ro. ̂ ,>.
Il en resuite, comme dans la démonstration de Koksma ;

'"'y*'^'^--','*,
°û A^ ^ J^l + log H).

2
Soit N " k (k"l,2,...). La série de terme général 1 converge» II

suffit alors d'appliquer le lemme 2, paragraphe 1.2 au groupe G " V :

il en résulte :

|o (x) | -f 0 quand K ->•<••» pour presque tout x de D.
"k

La démonstration s'achève cornue dans les cas déjà traités.
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