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THEORIE D’IWASAWA DES REPRESENTATIONS
p-ADIQUES SEMI-STABLES

Bernadette Perrin-Riou

Résumé. —  Soient F' une extension finie non ramifiée de Q, et V' une représentation
p-adique galoisienne semi-stable sur I’ de dimension d. On développe dans ce texte
la théorie d’Iwasawa relative & V' et a la Z,-extension cyclotomique. En particulier,
on construit un « logarithme » (régulateur) du module d’Iwasawa local associé a V
(construit & partir de sa cohomologie galoisienne) dans un module trés explicite sur
I’algébre engendrée par les fonctions analytiques sur la couronne {p~1/ P~V < |z| < 1}
et logx.

Abstract (Iwasawa theory of semi-stable p-adic representations)

Let F' be a finite unramified extension of Q, and V a p-adic galois semi-stable
representation on F' of dimension d. We develop Iwasawa theory for V' and the Z,-
cyclotomic extension: we construct a logarithm (regulator map) from the Iwasawa
module associated to the Galois cohomology of V' in a very explicit module on an
algebra generated by analytic functions on the annulus {p~'/®~1 < |z| < 1} and
log x.
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INTRODUCTION

Ce texte fait partie d’une série d’articles désirant comprendre la théorie d’Iwasawa
des représentations p-adiques géométriques sur une extension finie K de Q, ainsi que
de faire une théorie générale des fonctions L p-adiques associées a une représentation
p-adique géométrique d’un corps de nombres. Dans [19] a d’abord été traité le cas
des représentations p-adiques absolument cristallines (cristallines sur un corps K non
ramifié). Ce travail local a été ensuite utilisé dans [21] dans le cas des représentations
p-adiques géométriques du groupe de Galois absolu Gg de Q qui sont cristallines en p.
Des cas particuliers exploitant ce travail ont été traités dans [20] (cas multiplica-
tif), [22] (cas des courbes elliptiques), [24] (cas du carré symétrique d’une courbe
elliptique).

Dans [6], Colmez a montré la loi de réciprocité conjecturée dans [19], ce qui est
fondamental, car une partie des résultats des articles cités reposait sur cette loi. De
plus, il étend en partie la théorie faite dans le cas des représentations p-adiques de
de Rham. Cependant, ce travail me semblait inachevé et peu exploitable (par moi en
tout cas) tel quel.

Dans le texte qui suit, nous construisons, dans le cas des représentations p-adiques
semi-stables d’une extension finie non ramifiée de Q,, ’exponentielle et le logarithme
« élargis » en théorie d’Iwasawa. Nous démontrons, pour les représentations semi-
stables, la conjecture énoncée dans [26] relative au rang des normes universelles. Du
travail de Colmez, nous utilisons la loi de réciprocité.

Expliquons la maniere de procéder en prenant K = Q,, :

1) Soit H Talgebre des fonctions (strictement) analytiques sur le disque
{z € C,, |z| < 1} vérifiant une condition de croissance logarithmique lorsque |z| — 1.
Soit B l'algebre des fonctions (strictement) analytiques sur une couronne du type
{z € Cp,n < |z] < 1} et vérifiant & encore une condition de croissance logarith-
mique lorsque |z| — 1. Choisissons un(e branche du) logarithme logx, c’est-a-dire
une fonction localement analytique sur C, — {0} vérifiant ’équation fonctionnelle



2 INTRODUCTION

logzy = logx + logy et dont la dérivée en 1 soit 1. L’algebre Blogz] des poly-
nomes en logx a coefficients dans B peut étre munie d'une action du groupe de
Galois G = Gal(Qp(pp=)/Qp), d’'un opérateur ¢ (opérateur de Frobenius) et d’un
opérateur N (opérateur de monodromie) commutant & l'action de G et vérifiant
Ny = ppN et d’'une dérivation D prolongeant les actions usuelles sur 5, commutant
avec N et telle que Dy = ppD et DT = x(7)7D pour 7 € G et x le caractere
cyclotomique donnant ’action de G, sur les racines de I'unité d’ordre une puissance
de p. Enfin ¢ admet un inverse & gauche . Ainsi, pour f € B[log z]

pot(f)=p" Y FC(L+2)-1)
CEpp
ol pp est le groupe des racines p-iemes de l'unité. Soit I' = Gal(Qp(tp=)/Qp(1p))
et A = Gal(Qp(1p)/Qp). Définissons

B(Gx) =Zp[A] @ B(I'), H(Gx) = Zp[A] @ H(T)

avec B(T') (resp. H(I")) I'image de B (resp. de H) par application z — v —1 ol y est
un générateur topologique de I'. Les anneaux B et H, B(I") et H(I") sont integres. On
utilise la notion suivante de rang d’un module : le rang d’un module M sur un anneau
integre A est la dimension de K ® 4 M sur K pour K le corps de fractions de A.
Un H(Gs)-module M est dit de torsion s’il est de torsion en tant que H(I")-module,
on dit qu’il est de rang r si ses composantes sous ’action de A sont toutes de rang r
sur H(T").

En utilisant un résultat de Cherbonnier et Colmez [3], on démontre que B[log z]¥=°
est muni d’une structure naturelle de B(Gs)-module libre et admet comme base les
(1 + x)p~plog’ z pour i entier > 0.

2) Soit D un (¢, N)-module de dimension finie sur Q,, c’est-a-dire un Q,-espace
vectoriel de dimension finie muni d’un opérateur bijectif ¢ (Frobenius) et d’un opéra-
teur N (monodromie) vérifiant la relation Np = ppN. Soit

DE(D) = (Bllog #]*=° @ D)V =0
C’est un B(G)-module de rang dimg, D : il existe une Q,-application linéaire natu-
relle de D dans DE%(D) donnée par
dr—s d" = (1 +z)exp(—p ‘plogz - N)d
et DE%(D) = B(G o )DH.

Pour * € {e, f, g}, nous définissons des sous-modules Do (D) de D8P3 (D) sur
H(G o) de rang dimg, D. Par exemple, si le noyau de ¢ — p/ sur D est nul pour tout
entier j, les Do «(D) sont tous égaux au sous-module des éléments de DES(D) qui
appartiennent & 'image de (B[log z] ® D)N=0 par 1 — ®, c’est-a-dire &

(1 —®)(Bllogz] ® D)¥V=18¢.N=0
(ic, P=9pQ@pet N=1 N+ N®1).
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INTRODUCTION 3

Les lettres e, f et g ont bien str un rapport avec les e, f et g apparaissant dans
les définitions de Bloch et Kato [2] concernant certains sous-groupes de cohomologie
galoisienne.

THEOREME A. — Les H(Gx)-modules Do (D) sont de type fini, sans torsion et de
rang €gal o dimg, D. De plus, ils admettent une résolution de longueur finie par des
modules projectifs de type fini.

On peut définir le déterminant de tels H(Goo)-modules ([16], dans la catégorie
dérivée des H (G )-modules, ils sont représentés par un complexe parfait). Nous ne
considérerons ici que les déterminants au signe pres. Nous examinons aussi les relations
entre les modules Dy, (D). Soit U (D) = @,z Di] (i) ot DJi](i) est espace vectoriel D
muni de 'opérateur de monodromie de D, de I'opérateur de Frobenius donné par p‘ep
et de l’action de Galois donnée par le caractere x*. On a des suites exactes naturelles
de Goo-modules

0 — Deo,e(D) — Do, s (D) — U(D)NZO/(l _ ‘I))U('D)NZO 0,
0 — Do (D) — Do 4(D) — U(D)/NUD)* =" — 0,
0 — Doc,e(D) — Do g(D) — Cou(D) — 0

ol Coo(D) est le premier groupe de cohomologie du complexe

UD) — UD)xUD) — U(D)
u  +— (Nu,(1—P)u)
(u,v) — Nv—(1—-pP)u.

Enfin, si 'on pose

D3 4(D) = Do 4(D)
D3.4(D) =U(D)/(N,1 — p®)U(D)
Di, ,(D)=0 pouri#1,2,

et si 0 — D; — Dy — D3 — 0 est une suite exacte de (¢, N)-modules, on définit une
application de connexion DY, ,(D3) — D2, ,(D1) et on a une suite exacte longue

. — Dl ,(D1) — D, ,(D3) — D, ,(Ds) — ...

3) Soit V' une représentation p-adique semi-stable du groupe de Galois absolu Gq,
de Qp. 11 lui est associé par la théorie de Fontaine un (p, N)-module filtré D, (V) et
donc un H(Goo)-module Do 4(D,(V)). Définissons le module d’Iwasawa Z1 (Q,,T')
associé & V et & Qp(pp=)/Qp comme la limite projective des groupes de cohomologie
galoisienne H'(Qp(ppn ), T) pour T réseau de V stable par Gg,. C'est un Z,[Goo]-
module de type fini de rang dim V' dont le sous-module de torsion est isomorphe
a T~ Définissons de méme Z2 (Q,,T) comme la limite projective des groupes de
cohomologie H?(Qp(ppn),T). Par les théorémes de dualité de Tate, Z2 (Qp,T) est
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4 INTRODUCTION

isomorphe & T%(1)“= & un groupe fini prés (voir par exemple [19, 3.2.1]). On note
Z;O(Qp? T) = Z;O(Qp? T)/TGKOO .

Le théoreme suivant assure ’existence d’une application exponentielle en théorie
d’Iwasawa.

THEOREME B.1. — Soit h un entier > 1 tel que Fil"" D, (V) = D, (V). Il existe un
homomorphisme naturel injectif de H(G )-modules

Qin : Docg(Dp(V)) — H(Goo) @z, 00] Z5(Qp, T) -

Le théoréme est bien siir incomplet. L’application €)y;;, est caractérisée par une
foule de valeurs spéciales reliées aux exponentielles de Bloch-Kato et a leur appli-
cation duale pour V' ou son dual de Tate V*(1) = Homg,(V,Q,(1)) et ses tordues
V() =V ®Qpj) (voir 5.3.5).

Posons
_ logy

log x(7)

ol v est un élément d’ordre infini de G . Notons §;,(Q2y) le sous-H(G o )-module de
rang 1 de 'anneau total des fractions Frac(H(G)) de H(G o), qui est le déterminant
de Qv sur

i —1)¢ i _q)it+l
Dicqy (det Dy (D)) ™ 2,161 ®ie 1,2y (detz, 61 25 (@, 1)) T

et (V) = TLo_p 05" ™ P Y5,(Qy) (voir [19, 3.1.5], si M est un H(Goc)-

module de torsion de type fini, on utilise I’application canonique

det M — Frac(H(Gw)) ;

J

en fait tous les modules de torsion de type fini qui interviennent dans ce texte sont
des Q) ® Zp[Goo]-modules (ou Z,[Goo]-modules) de type fini annulés par un élé-
ment non diviseur de 0 de Z,[G] et on a det M = H(Gwo)detq, 9z, [c..]M (ou
det Qp QM = H(Goc)detzp[[Goo]]M)-

THEOREME B.2

1) 0t(V) = H(Go)- )

2) Soient h et h* > 1 tels que Fil™" D, (V) = D,(V), Fil™" D, (V*(1)) = D, (V*(1)).
Size ZL(QpV), [1_1<jcn- {—jz appartient a l'image de Deo,1(Dy(V)) par Q.

Ainsi, I'application logarithme Ly inverse de €y; est un homomorphisme de
Zp[Go]-modules

Lvn o Z5(Qp, V) — &, 1D s(Dp(V)) C & 1. DES(D,(V))

en posant & px = H_h<j<h* l_;.

4) On démontre avec ces outils le théoréme suivant :

MEMOIRES DE LA SMF 84



INTRODUCTION 5

THEOREME C. — Soient V une représentation p-adique semi-stable d’une extension
finie non ramifiée K de Q, et T un réseau de V stable par Gk . Soit Fil' V' la plus
grande sous-représentation de V' dont les poids de Hodge-Tate sont strictement positifs
et Fil' T = Fil' VNT. Alors, la limite projective des H) (K (ppn), T) relativement auzx
applications de corestriction est de rang sur Z,[G ] égal a [K:Q,] dim Fil' V et égale
a torsion prés a la limite projective des H' (K (jupn ), Fil' T).

Bien que ce texte soit volontairement limité a la théorie locale, terminons cette
introduction en évoquant I’application de ce texte au cas global (nous n’en parlerons
plus ensuite, voir [27] dans le cas particulier des courbes elliptiques semi-stables).
Soit V' une représentation p-adique géométrique de G, semi-stable en p [11] : ainsi
V' est non ramifiée en en dehors d’un nombre fini de places S (que 1'on suppose
contenir p) et semi-stable en p; soit Qg la plus grande extension de Q non ramifiée
en dehors de S : V est donc une représentation de Gal(Qgs/Q). Soit T un réseau de V'
stable par Gal(Qg/Q). Comment faire la théorie des fonctions L p-adiques de V' en
utilisant la théorie faite ici? Ou plutét comment construire le module arithmétique
des fonctions L p-adiques de V en utilisant

Lyn i Z(Qp, V) — &, . DEP(Dy(V)) ?

Soit HY, (Q,T) = lim H'Qgs/Qup),T) et H, 5(Q.V) = Q, ® HL 5(Q,T).
Les Zy[Goo]-modules HY, ¢(Q,T) sont de type fini. De plus, H., 4(Q,T) ne dépend
pas de S, nous le noterons H} (Q, T). Il est conjecturé que HZ, ¢(Q, T) est de torsion.
Cela implique que si 0 est un caractere de A de parité ¢(§) = £1, le J-espace propre
HL(Q,T)® de HL (Q,T) est de rang d_(5) sur Z,[['] ott d+ est la dimension du
sous-espace vectoriel de V' sur lequel la conjugaison complexe agit par . Notons dets
(resp. Aj) le déterminant (resp. la puissance r-ieme extérieure) de 'espace propre
associé & 0 (sur Z,[Geo] ou sur H(Gs) selon le contexte). Posons comme dans [21,
1.4] en rajoutant un indice § pour indiquer que l'on a pris la é-composante

ABY 5 = (dets H2, ¢(Q,T)) ® (dets HL(Q, 7))~
éo,S(Q7T) = @@vesHi(@(ﬂp")va) .

On déduit de Ly, des homomorphismes de Zj[I']-modules :

d

Lyns « (A5 )70 — A @ 7L (Q,T) 225 Frac(B(1) Ay~ DE(D,(V)) -

Fixons une base e de detsDE°%(D,(V)). On peut alors définir le module arithmé-

tique associé & V et & Q(up~) (en reprenant les notations de [21]) comme la fa-
mille des sous-Z;,[Goo]-modules Toyith 1p,oo},n(T)+(w) de Frac(B(Gw)) définis pour
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6 INTRODUCTION

w € Ny DE (D, (V) par
Iarith,{p,oc},h(T):t (w)e

(D) = H f:;m@p i DP(V)det(sZgo,Sf{p}(Q’ T)-wA LV,h,é(Aifg(T)_l)
j>—h

pour h assez grand. Lorsque V est cristalline en p, on peut associer a toute base de
D, (V) une base de Dg°%(D,(V)), que 'on peut considérer comme canonique, grace
a ’homomorphisme d — d(1 + z). Cela permet dans la définition (D) de remplacer w
par un élément de A%® D, (V) et e par un élément de det D, (V). Ces éléments ont le
grand avantage d’étre stables par dérivation et donc par twist : D(d(1+z)) = d(1+z).
Mais surtout, ils appartiennent au H(Goo)-module Dy (D, (V)) qui est simplement
ici HY=0 @ D, (V).

Lorsque V est seulement semi-stable, on peut penser & associer a une base de D, (V')
une base de Dg°°(D,(V')) par 'application

£ : dr— exp(—p to(logz) - N)(d)(1 +z) .

Mais les £(d) ne sont pas stables par dérivation et surtout n’appartiennent en général
a aucun des Do «(Dy(V)). Et bien str, les composantes de Ly, ne sont pas alors a
priori dans H(G o) mais seulement dans B(Go). Il est donc préférable de se donner
une base de Do, f(Dp(V)) : en général (c’est-a-dire lorsque ¢ n’admet de valeur propre
égale & une puissance de p), pour d parcourant une base de D, (V), il existe V(d) dans
Do, f(Dp(V)) congru & d(1 + «) modulo Bllog z] ® A(d) avec A(d) le (¢, N)-module
engendré par d. A défaut d’étre aussi explicite que 1 + x, nous donnons dans le texte
un procédé de construction. Si w est construit a partir d’une telle base, il existe
f € Z,[Gx] (non diviseur de zéro et en général égal a 1) tel que

fIarith,{p,oc},h(T):l:(w) € H(GOO) .

Remarquons que Dy (D, (V)) ne dépend que de la structure de (¢, N)-modules de
D, (V) et ne dépend pas de la filtration. Seule, ’application régulateur en dépend.
Peut-étre faut-il simplement retenir de la définition du module arithmétique des
fonctions L p-adiques qu’il mesure la position de la cohomologie globale dans un
B(G o )-module libre construit directement & partir de D, (V), i.e. la position de

—dimg,, Filf D, (V) lob -
H f_j @ dethgo,S_{p}(Q,T)Lv,h,é(Aiqs(T) 1)
i>—h
dans
Frac(B(I) Ay ¥ DE*(D,(V))

Toutes les autres définitions consistent a prendre des bases et a calculer les coordon-
nées dans cette base.

Prenons le cas ou V est de dimension 2 sur @, semi-stable et non cristalline.
Soit e1, ez = Nej une base de D, (V) avec e; un vecteur propre de ¢ : pe; = aes ;
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INTRODUCTION 7

on a alors wey = p~laes, Ney = 0. Reprenons les deux points de vue évoqués au

paragraphe précédent. On a E(e2) = (1 + x)ez. Quant a E(ey), il vaut
Ele))=(1+z) e —p tplogz(l+x) - Ney
—(1+2)er—pploga(l+a) e .

Si wglob, est une base de (detHZ, (1 (Q,T)) ® (detHL(Q,T)) ", avec HZ, ,(Q.T) le
noyau de HZO,{p}(Q,T) — ch,s,{p}(@,T), on a

Ly o(wglon) € DEP(V) =2 B(Go)E(e1) ® B(Go)Neq
et peut donc s’écrire
fi-(1+x)(er —pto(logz)Ney) + fo - (1 +x)Ney
=fi-(L+2)er+ (o (L+2) = fi- (p ¢(loga)(1+ ) Ney

avec f1 et fo dans B(Gw). En projetant sur D, (V)/ND,(V), il est facile de vérifier
que f est dans H(G). Par contre, fa n’a pas de raison d’appartenir & H (G ) lorsque
V n’est pas cristalline.

Si maintenant on fixe une base de Dy, s(D) avec D le (¢, N)-module D, (V) (en
fait c’est une base d'un H(Go )-module qui est un peu plus gros que Do £ (D) lorsque
« est une puissance de p) : 7o = (1 + z)es et 71 = (1 + x)eq + tpea, on peut écrire

Lyvo(wglob) = L1 - Ty + Ly - T

avec Ly et Lo appartenant & H(G). Il est clair que Ly = fj.

Lorsque V' provient d’une forme modulaire f pour Xo(IN) (dont le conducteur
est alors exactement divisible par p), la conjecture principale classique prédit que le
Zp[Goo]-module Zyyien engendré par Lq, c’est-a-dire la projection sur e; de

det H2, (,,(Q,T)Ly,o(HL(Q,T))

admet comme générateur la fonction L p-adique Ly, o(f) construite par interpolation
par Mazur-Tate-Teitelbaum (en ayant conjecturé auparavant que H. (Q,T) est de
rang 1). Le travail fondamental de Kato et sa construction d’éléments explicites et
modulaires de H. (Q,7') permettent de montrer que Ly, o (f) appartient & Zayitn. Plus
précisément, Kato construit un élément c,, de H (Q,T) tel que

Lyo(coo) = Lpa(f) Ti+ Lpp(f) T2

(aux facteurs d’Euler aux places de mauvaise réduction pres). Cela permet de voir qu’il
existe d’autres fonctions de H (G ) interpolant les valeurs spéciales des fonctions L
correspondant par la conjecture principale a Lo. Disons pour finir que lorsque o = p?,
le fait que Ly o(f) a un zéro en x~° vient de ce que, dans ce cas, ce n’est pas (71, 73)
qui forme une base de Do f(D) mais ((x(7)*7 — 1)73,72) pour 7 un générateur
de G Le calcul de la dérivée de Ly o(f) en x~* est alors tres simple et 'apparition
du parametre associé & la filtration de D, (V') tres naturel. Nous renvoyons & [27].
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8 INTRODUCTION

Donnons un résumé de chacun des paragraphes. Le premier paragraphe est consacré
a I’étude de certains anneaux de fonctions, par ailleurs bien connus, et a leur structure
de Go-modules. Dans les §2, §3, §4, nous faisons 1’'étude des Go.-modules associés
a un (¢, N)-module, calculons leur rang et montrons les suites exactes qui les relient.
Pour cela (§3), nous donnons une méthode pour construire des éléments. Ces trois
paragraphes peuvent étre réduits a un strict minimum si on se limite au cas ou ¢
n’a pas de valeur propre égale a une puissance de p. Dans le cinquieme paragraphe,
nous introduisons la cohomologie galoisienne et construisons I’exponentielle. Puis nous
déduisons des lois de réciprocité de Colmez le calcul du déterminant. Dans le sixieme
paragraphe, nous expliquons ce qui doit étre changé & [26] pour calculer le rang des
normes universelles.

Quelques calculs plus ou moins classiques dus en grande partie & Coleman sur
le polylogarithme ont leur place comme illustration. Nous les avons regroupés dans
I’appendice A tout en les signalant dans le texte principal. Dans ’appendice B, nous
reprenons la démonstration de Cherbonnier-Colmez qui permet de calculer la structure
de Goo-modules de B¥=9,

Notations : Si M est un Gg-module (éventuellement trivial), M (k) désigne le k-
ieme twist cyclotomique de M : P'action de Galois est modifiée par x*. Si M est un
¢-module, M[k] désigne le p-module décalé k-fois : le Frobenius est multiplié par p*.
On désigne par ¢, un systéme compatible de racines de 'unité d’ordre p™ : ¢, = (.

Je tiens & remercier le rapporteur pour ses remarques qui m’ont obligée a préciser
certains points.
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CHAPITRE 1

ANNEAUX DE FONCTIONS

1.1. L’anneau B

1.1.1. Si I est un intervalle de R™, on définit les espaces de fonctions analytiques :
H = { %anxn t.q. an € Qp et nEI:Eoo |an|r™ = 0 pour tout r € I}
ne

Par exemple, si I est fermé et égal & [r1,72] avec 0 < 1y < r2, on a

li n——oo |Un =0
H = { Zanx” t.q. an € Qp et { nn [an| } .

e limy,—t oo |an|ry =0
Pour p € I, on a supj,,|f(7)| = sup,|as|p™ et la valeur commune est notée | f|,.
On définit
HIT2) = {Z anz" € HIror2l tel que sup |a,|ry < oo}
nez

En particulier,

li n——oo |Un =0
HID = { Zanx” tel que a, € Q, et { H [an|r }

nel sup |a,| < oo

On définit pour I de la forme [r1,72} avec } =] ou ),
HE = { Zanx” e H! tel que sup(|an|r?, |an|ry) < 1}
nez ne€z

On a donc H! = H{[1/p]. Par le principe du maximum, pour tout p € I, || f, < 1
pour f € H}. On munit H’ de la topologie de convergence uniforme sur les |x| € J
pour J sous-ensemble fermé de I ([r1,r2) étant considéré comme ouvert en 73). Les
espaces H! sont complets. On pose pour f € H! avec I = [r1,7a],

1fllsp = lfllsp,r = sup(lan|ry’, [an|ry) .
nez
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Ainsi, HE est le sous-Z,-module des éléments de H! de norme < 1. Une suite f,
d’éléments de H! converge vers 0 dans H! si et seulement si pour tout p € I, || f.|,
tend vers 0. On note B’ la réunion des H!*!l pour p € [0, 1. Nous travaillerons en fait
essentiellement dans H!*l avec p fixé.

1.1.2. Pour tout A > 0, soit By, le Qp-espace vectoriel des éléments f de B’ tels
que limy, oo p~""||f||,, = 0 pour p, = p'/?" pour un p < 1 (ou pour tout p < 1,
ce qui revient au méme, on prendra en général dans la suite pg = p~ /(1
pn = p~ Y (@=1P")) On note B la sous-algébre de B’, réunion des By. Si f € B, on
note o(f) la borne inférieure des h € RY tels que f € By ; on 'appelle 'ordre de f.
On pose aussi H = BN HOML

L’intersection de B’ avec Q,[z] est I'espace des fonctions analytiques sur la boule
B(0,17) = {z € C,p, |z| < 1}. L’intersection de B’ avec Q,[1/z] est l'espace des
fonctions analytiques sur le complémentaire d’une boule

B(0,p7) = {z € C, tel que |z| < p}

avec p < 1. Plus précisément, H»Y N Q,[1/x] = HP>*). On notera avec un indice +
(resp. —) lintersection d’un sous-anneau de B avec Q,[z] (resp. Qp[1/z]). Avec les
notations des articles précédents, H = B = BN Q,[x].

1.1.3. Le corps des fractions de Z,[z] s’injecte dans B. En effet, par le théoreme de
préparation de Weierstrass, il suffit de vérifier que tout polynéme unitaire de Z,|x]
est inversible dans B. En passant a C,, il suffit de montrer que cela est le cas pour les
polynémes de degré 1. Lorsque |r| > 1, on écrit

T\ -1

(z—r)1= —r’l(l _ ;) — 1 Z f_n € C, ® Oc, [z]
n=0

(Oc, étant 'anneau des entiers de C,). Lorsque |r| < 1,

-1 -1 -1 -1 — 7"
(z—r)t=2"'1-=) =z — .
x xm

n=0

et cette série de Laurent converge pour |z| > |r| et appartient a Oc, ® B puisque
|r| < 1.1l est facile de redescendre & Q,,.

1.1.4. Le groupe Go = Gal(Q,(p1p=)/Q,) agit naturellement sur les H[*[ par pro-
longement continu de 1’action de G, donnée par 7(x) = (1 + 2)X(") — 1 et

1 x(r)!

Arap =1 (1 2Qr (@)™

T(1/z) =

ol Q- (z) € Zp[z] et agit donc sur B’. Remarquons que G, conserve B, H = B mais
ne conserve pas B_.
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1.1. ’ANNEAU B 11

1.1.5. Soit ¢(x) = (1 + )’ — 1 € zZy[x] et ¢(1/z) le développement de
1/(1+z)? —1)en 1/x

1 1
1/x) = =
P = T ey 1)~ w (L4 p(nQ0 D)
=52 (300() € (5)%[-]
n=0
avec () un polyndme & coefficients entiers. Pour |z| > p~V/®=V |p(z)| = |zP

et [p(1/z)] = [1/afP; st |z| < p=/@ D, on a ()| = |z|/p; si [z = p~ /P71,
on a |p(x)| < [z[/p = [a7].
On définit un opérateur ¢ de I'algeébre B’ prolongeant ces définitions :

gp( Z am:") = Z anp(z)" + Z anp(l/z)" .
nez n=>0 n<0
L’opérateur ¢ conserve les parties + et — de B. Si |z| > p~/®=Y  on a |p(z)| = |z[?.
Le principe du maximum et le fait que pour |y| > p~?/(P=1 I'équation ¢(z) =y a
une solution en z avec |z| > p~ /(=1 impliquent que

(Al = 1L fllpe i p > p~t/ P70

En particulier,
o(HIPD) c HIPPD g p s pmP/ =) = /D) gy,

On peut alors définir un unique opérateur ¢ du Q,-espace vectoriel B’ tel que

poulf) = 3 1 +3) 1)
CEpp
de la maniére suivante. En appliquant cette équation fonctionnelle a f = ¢(g), on
obtient que 9 o ¢ est I'identité. En prenant f = z*, ’équation fonctionnelle détermine
de maniére unique 1 (z*) et on a alors pour p > p~ /=1,

(@)l = Il 0 (@)l 1w < pllz® | /o

car [¢(1 4+ z) — 1| = |z| pour |z| > p~V/®=Y. Pour k < 0, ¥(1/2*) est de la forme
Qr(z)/x* oul Q. est un polynéme & coefficients dans Z, de degré < k. En effet, on a

1 1 P
po(1/ch) =~ -
b 2 A0 —TF 56l
avec deg P, < (p — 1)k. Le polynome Py est nécessairement de la forme Qg (p(x));
le degré de Qy, est inférieur & k. Le polynéme Py est & coefficients dans Z[z] : il est
en effet & coefficients dans p~'Z et la réduction de pPj dans le corps des fractions de
Z/pZ((x)) est

YNo+a)-1)F=Y2"=0 modp.

CEpp CEpp
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12 CHAPITRE 1. ANNEAUX DE FONCTIONS

Donc 1(1/x*) appartient & l'intersection de Z,[1/z] et de (1/2%)Z,[z] et
[o(1/z"), < [11/a", = p~F .

Il est facile de déduire de ces propriétés que 'image par 1 d’un élément de B’ (resp. B)
est dans B’ (resp. B), que v conserve les parties + et — de B, que pour p > p~ /(=1
et } =, ] ou), l'image de H!*">'} par 1 est contenue dans H?*1} et que w(H([)P’l})
est contenu dans HY!
1.1.6. LEMME
1) Soit g € B. Alors, pour p >0
1Y)l < pllgllprrm -
Sige HP® ona
1)l < llgllp -
2) Soit u € H[p D et g € HIP quec p> 0,

llugll, < llgll, -
Ici (et ailleurs), p > 0 signifie que p est supérieur & p~*/(P—1 et assez grand pour

que g € HlPLL

Démonstration. — Les deux premieres inégalités se déduisent des inégalités corres-
pondantes pour z*. La partie 2 est immédiate car |ul|, < sup(|jull1, [|ul,) <1. O

Donnons quelques formules sur ¢ :

(fe(9)
(1 + )

¥ (logh(1 + ) klog (1+42z).

Si A est un élément de Z,[A] @ H(L) : A = Y ;.00 ® gs(y — 1) avec gs € H

et v générateur topologique de T', on pose pour p < 1, || A, = supscallgsll, et
0(A) = supsea 0(gs)-

1b()

1.1.7. PROPOSITION. — L’anneau B est muni d’une structure de H(Gs)-module
prolongeant l'action de Goo par continuité. Pour A € H(T) et f € B, on a pour
p >0,

1A Fllo < TIMee=2 £ 1o < IR A1
et o(A-f) <o(A) +o(f).

Démonstration. — Commengons par vérifier que pour x () — 1 de valuation p-adique
> 1 et pour f e HIM,
(1.1.1) Iy =1 fllp < IFlp "0
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1.2. L’ANNEAU BJlog z]. 13

Utilisons pour cela le lemme B.2.2 qui implique que pour |z| = p > sup(pm—1,7)
et k€ Z, ||(y—1) x| < pFpP" 1. On en déduit que

Iy =1) - fllo < I flop” 71

En recommencant, on obtient I'inégalité (1.1.1). Si A = >-°  a;(y—1) est un élément
de H(T'), la série Y ;2 a;(y — 1)" - f est convergente dans B’ et on a

1A Fllp < M=o [1£1o -

Si maintenant f € B, il existe un réel h > 0 tel que p*"thle/pn tend vers 0 lorsque
n tend vers I'infini; si r est un réel positif tel que p~""[|A[[ j1/»» tend vers 0,

PN Fllpren < T IMpwrm-0/mm p T F Lt/

et tend vers 0 lorsque n — oo. Donc A - f € B. |

1.1.8. THEOREME. — BY=Y est muni d’une action de B(G o )-module prolongeant par
continuité l'action de Goo. De plus, il existe une unique application Qp-linéaire

B(Gs) — BY=°

prolongeant A — A-(1+2x) pour A € H(G) et c’est un isomorphisme de Goo-modules ;
Uimage de H(Gwo) est HY=C.

En particulier, si 7 € G4 n'est pas de torsion, 7 — 1 est bijectif sur BY=C. Ce
théoréme est essentiellement montré dans [3]; aussi, renvoyons-nous la démonstration
a 'appendice B.

Par contre, il ne semble pas possible de prolonger cette action a B.

1.1.9. Si f est un élément de B(G), il existe un entier n(f) tel que pour tout
caractere 1 de Goode conducteur p™ avec n > n(f) et tout entier k& € Z, on puisse
calculer nx*(f). L’entier n(f) est déterminé par le fait que f € HlPn) 1l et il s’agit
de remarquer que si u € 1+ pZ, et si ¢ est une racine de 'unité d’ordre p™, on a

[Cu — 1] < sup(Ju — 1],|¢ — 1]) = sup (p*r,pfl/(pfl)p"‘l)

avec égalité si les deux nombres sont différents. En particulier, si n > 1, on a
|Cu — 1| = p,, et f peut étre évalué sur nx” si n est de conducteur p” avec n > n(f).

1.2. L’anneau B[log z].

1.2.1. Soit logx une branche du logarithme, c’est-a-dire n’importe quelle fonction
localement analytique sur C, — {0} vérifiant logzy = logz + logy et dont la dé-
rivée en 1 est 1. Vérifions que log x n’est pas algébrique sur le corps des fractions
des fonctions analytiques sur une couronne C' = {r; < |z| < ro}. En effet, soit
log’C T+ Z?;& fi log’ = 0 une équation non triviale de degré minimal avec les £
des fonctions méromorphes sur la couronne C' (quotient de fonctions analytiques). En
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14 CHAPITRE 1. ANNEAUX DE FONCTIONS

dérivant, on obtiendrait une équation de degré k — 1 non identiquement nulle car 1/x
n’est pas la dérivée d’une fonction méromorphe sur C' (V.

En particulier, 'anneau B[log x] des polynomes en log z & coefficients dans B est une
sous-Q,-algebre de 'anneau LA(B(0,17) —{0}) des fonctions localement analytiques
sur B(0,17) — {0} et B_[logz] est une sous-Q,-algebre de 'anneau des fonctions
localement analytiques sur C,—{0}. Si h € B[log x|, on appelle degré de h le degré de h
en tant que polynéme en log x. Si f € B[log z] vérifie f(x) = 0 pour r1 < |z] <71y < 1,
f est identiquement nul.

1.2.2. Soit n > po. Si H =), Hj, loghz € HUlog 2], on pose pour 1 < p < 1,
|1 H ||, = sup||Hxll, -

On munit ainsi Bllog x| de la convergence coefficient par coefficient dans B (en tant
que polynémes en log z). Pour p > 0, Hl*[log 2] est complet.

1.2.3. Si 7T € Gy, soit

(1+z)X(1) —1

—

Comme x(7) est une unité p-adique, a, est un élément de H et plus précisément
de Hy. On pose pour 7 € G

ar = log

T(logz) =logx + a, .

On en déduit une action continue de G sur Bllog x] prolongeant 'action sur B.
Remarquons que l'action de G ne conserve pas B_[log z].

1.2.4. Ona
14z -1 @) . pt+---+aP
logT —logx—p = log -
p p
:log(1+5+-~-+xp71)

et log(1 +p/z + -+ + p/zP~1) définit, en utilisant le développement de log en série
entitre log(1+2) =3, . (—=1)"2"/n, un élément pa, de HIP0:>) avec pg = p~+/(P~1),

[p1,00)
0

Plus précisément, pa, appartient & H avec p; = p(lj/ P Calculons ||payl|, pour

p=pi-Ona

Ipapll, < [og(X + py)ll p-w-v = [log(1 + y)llp-1,-c-1) -

—+oo

n —
me oo MART™ =1 ce

(D On ne peut avoir f/ = 1/x avec f analytique sur C, car cela signifierait que >
qui est impossible ; si maintenant f est le quotient de deux fonctions analytiques sans I'étre : f = g/h,
nécessairement h a un zéro « sur la couronne C tel que f(a) # 0, sinon f serait analytique (voir
lemme B.1.1 de I’appendice B) et il est facile de voir en regardant ’ordre de ce zéro que ’équation

h? = x(g'h — gh') est impossible.
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Comme p > py, on a p~tp~ =D L pipl/p = p=r=1/P C py. Or

pfn/pfl

[log(1 + )|/ 5, = sup (———) =sup (p
n>1 |TL| k>0

k*(p’“/(pfl)) —1/(p—1)

=P

Ainsi, pour p > p1, |[pay||, est inférieur & 1. Donc pa,, appartient a ng’oc). On pose

plog x = p(log z +ay,) ,

ce qui permet de définir sur Bllog ] une action continue de ¢ prolongeant I’action
naturelle sur B. On prolonge alors l'opérateur ¢ sur B[log x] par

k
¢(logha) => (=1)*7 (’?)p—jlp(a’;—j)logj x

i=0 J

(équation obtenue en écrivant

logh z = (p~ploga — ap)k
= Z(—l)ki] (j)pjaff,](plogj x
7=0
et en utilisant la propriété désirée de ¥ : ¥ (fe(g)) = ¥(f)g). La formule
porp(g)x)=p ' > g(C(1+z)—1)

CEpp
se généralise & B[log z]. On a 1 (log z) = p~'log x et ¢ (a,) = 0. L’élément a,, que l'on
note aussi sﬁp ) est tres relié & la fonction de Kubota-Leopoldt (voir I'appendice A).

1.2.5. LEMME
1) Soit h un élément de H([)p’oc)[log x] de degré f en logz. Alors, pour tout entier
n >0, yY"(h) € pff"H([) -00) [log z]. Ainsi, si h € B_[log ], on a pour p >0

(), <o |18, -

2) Soit h un élément de Bllog x| de degré f enlogx. Alors, pour 0 < p <1,
[o(M)lp < " IRl o -

Démonstration. — Comme logz = p~tplogz — Ay,

k
, k . .
logh z = Zp‘ﬂ(—l)k” (j)aﬁ‘ﬂgplogj x,
§=0

donc pour g € B,

k
wlgtogt o) = S0 (V) wlaa 1007
=0

J
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16 CHAPITRE 1. ANNEAUX DE FONCTIONS

Pour h = Y hilogh z, on a

ok o
=330 (oo
Comme pa, € H([)p’oc), ¥ (h) appartient a p_ng)’oo) [log z], ce qui démontre la pre-
miere assertion pour n = 1. Comme ¥ (h) est encore de degré < f en logx, le cas n
quelconque s’en déduit. Montrons la deuxieme assertion. Les hj sont alors dans B.
Si g; est le coefficient de log? x dans ¢ (h), on a

f

= Y0 (5wt )

k=j

et en utilisant le lemme 1.1.6
lgill, < Sgp(p’“llw(hk(p%)’“*j)Hp) <p/tt sgp(llhk(paw)k’jllpl/p)

< pP sup(|[ bkl ) - O
k

On a en fait trouvé 'inégalité plus précise suivante

(n+1)k||hk

sup(p"? gl ) < psup(p pss)

J

avec pn, = p'/P". Aussi, est-il raisonnable de donner a |[log” z||,, une valeur équiva-
lente & p"* lorsque n varie. Ceci justifie la définition qui suit : pour g € Bllogz],

9=73,9 log? , on pose
(1.2.1) g™ = sup(p™|lg;1l,,.)
J

avec p, = p~/P=P" Si g € B, ||g||™ est simplement ||g||,,. Le lemme 1.2.5 et sa
démonstration impliquent alors que

(1.2.2) o)™ < [[(h)| " pour h € B [log ]
(1.2.3) [ ()™ < plle ()Y pour h € Bllog ]

ce qui est 'analogue des formules du lemme 1.1.6.

1.2.6. Un élément h de B est dit d’ordre < u™ (resp. < u) sip™""||A[ j1/om tend vers 0
(resp. est bornée) lorsque n — oo h =, _o g log® € B[log z] est dit d’ordre < u~
(resp. < u) si hy, est d’ordre < (u — k)~ (resp. < u — k) pour tout k. Autrement dit,
h € Bllog z] est d’ordre < u~ (resp. < u) si et seulement si p~"*||h]|™ tend vers 0
(resp. est bornée) lorsque n — 0o. On note o(h) la borne inférieure des u tels que H
soit d’ordre < u (ou < u™).
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Plus généralement, si D est un p-module de dimension finie munie d’une norme, un
élément H de BD est dit d’ordre < u~ (resp. < u) si p~"%||(1&¢) " "H||™ tend vers 0
(resp. est bornée) lorsque n — oo et qu'un élément H = >, _ Hy, log® z € Bllog z]@D
est d’ordre < u~ (resp. < u) si p~™*||(1® @) " H||™ tend vers 0 (resp. est bornée)
lorsque n — oo, c’est-a-dire si et seulement si Hy, est d’ordre < (u—k)~ (resp. < u—k)
pour tout k. On appelle ordre de H, et on note 0,(H), la borne inférieure des u tels
que H soit d’ordre < u (on parlera quelquefois de p-ordre).

Nous utiliserons les ||-||, pour montrer la convergence de suites d’éléments de
Bllog z] et les ||-||™™ pour calculer leur ordre qui mesure leur croissance au bord.

1.2.7. On note N l'unique dérivation de Bllog z] sur B telle que Nlogaz = 1. On a
Ny =ppN, NT = 7N pour tout 7 € G, car Na, = 0 et Na, = 0. L'opérateur N
est continu sur B[log z].

1.2.8. On note D la dérivation sur B donnée par D(f) = (1 + z)f'(z). On note
encore D la dérivation de B[log z] prolongeant D et telle que

r+1

1
D(log z) = :1+E ca'Zy[z] CB.
1.2.9. LEMME. — L’opérateur D de Bllog x] est surjectif et de noyau Q,.

Démonstration. — Soit Z;:o fi log’ z un élément du noyau de D. Comme log  n’est
pas algébrique sur B, on a nécessairement les relations (avec f,41 =0)

D+ G+ =0

x
Pour j = r, on obtient que f, est une constante A\. Pour » > 0, on a alors
D(fr—1) = —Ar(z +1/z). Comme (z+ 1)/x n’est pas la dérivée d’'un élément de
B, cela implique que A = 0. Donc » = 0 et le noyau de D est Q,. Montrons la

surjectivité de D. Comme D differe de la dérivation usuelle par multiplication par
une unité de Zy[x], il suffit de montrer que tout élément de B[logz] est intégrable.
On commence par les 2" log® x pour s > 0. On a la formule

I 2 - 1 jS! 1) 1oe’
2 log’r = ———— 1) = (r + og’ x
[arog T D

log* ™
—1 s

1 =
/x o8 s+1

On en déduit qu'il existe un élément F,. ; de 2"t1Qy[log 2] tel que F} , = 2" log” x et

pour 7 # —1 et

les coefficients a,y1.x(Fr,s) de 2"+ logk z pour k < s+ 1 vérifient

|r+ 1|76+ g £ 1

|ar g1k (Frins)] <
" e |s+ 1|7t sir=—-letk=s+1.
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18 CHAPITRE 1. ANNEAUX DE FONCTIONS

Si maintenant f = (3. b.(f)2")log®z est un élément de HI*Tlog®z pour
0<p<p <1, formellement F = > b.(f)F,., vérifie F' = f. Vérifions que F
appartient & Bllog z|. Si a, x(F) est le coeflicient de z” logkx dans F pour r € Z et
0<k<s+1,onapourp<p’ <p etpourr#0,

|br1(f)|PT'(|p|/sp+% sir<0
lar ik (F)|p"" < br—r ()" /Ir[** 7 < (p”/ﬂ/)r
lbr—1(f)lp" - BEa=s sir>0

Comme lim,_, oo |b-—1(f)]|p" = 0, que lim,_, 1 oo |br_1(f)|p'" =0 et quesi 0 < a < 1,
limy, 4o @™ /|n|*T17F = 0 (la série Y, 2™ /n*T1=* converge pour |z| < 1), on en
déduit que

lim |a.x(F)|p"" =0

— o0

T

et donc que F est un élément de H)7*'[[log z] et donc un élément de B’[log x]. Montrons

qu’il appartient aussi & Bllog z], 8'il en est de méme de f.

_nl/p"
Pour r < 0, on a avec p, = p ,

lar s (F)lpy, < larg(F)|p""
ce qui est borné et des que h > 0, on a

lim |p”har7k(F)|p:L =0.

n—oo

Pour r > 0, on a

(g 7 (p’ﬂ/p’ﬂ 1)T
lark(F)|p;, < |br71(f)|Pn+1|r|s+71tk

et pour r < 0,

r r (pn/pPn-1)"
lark(F)|py, < |br—1(f)|ﬂn71W

Soit My, = sup, ((pn/pn+1)"/|r[*17*) pour r > 0 et My, = sup,((pn/pn—1)"/|r[*7F)
pour r < 0. Par des arguments classiques, le maximum est atteint pour un entier
ro=p avecn+ A<to<n+1+Aet

log ((s +1-k)/(p— 1))
logp
une constante indépendante de n. On en déduit que

M, < Bpn(s+17k)

A:

avec B indépendant de n. Ainsi,
lar i (F)lpr, < Blor—1 ()l 23p"

On en déduit que si f appartient & B[logz], il en est de méme de F et on a méme
o(F) <o(f)+1. O
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1.2.10. COROLLAIRE. — L’opérateur D* de B[log x] est surjectif. Son noyau est le

Qyp-espace vectoriel engendré par les log” (1 4+ x) pour 0 < r < k et est donc contenu
dans 'H.

1.2.11. LEMME. — Le noyau de ¢ — p" sur Bllogx] est égal ¢ 0 si v < 0 et a
Qplog"(1+x) sir > 0.

Démonstration. — Le fait que le noyau de ¢ — p” sur B_ soit nul pour tout entier
r € Z se déduit de ce que (1/2") = 1/aP"+(1/2P"1)Z,[1/2]. Comme ¢ laisse stable
B_ et By = H, on en déduit que le noyau de ¢ — p” sur B est égal au noyau de ¢ — p"
sur H et il est bien connu que ce dernier est @, log" (1+x) [19, 2.2]. Passons & Bllog z].
Soit F' = Zj:o Fjlog’ x avec les F; dans B, Fy # 0 et s > 0. Si p(F) = p"F, on a
p*p(Fs) = p"F; car p(log x)—plog x appartient & B. On en déduit que p(Fs) = p"~*F
avec Fy € B.Sir < s, Fs = 0; donc F' = 0. En particulier si r < 0 et o(F) = p"F,
F est nul. Si » > 0, en appliquant 'opérateur de dérivation D", on en déduit que
D" (F) est nul. En appliquant le corollaire 1.2.10, F = 37_ a;log"(1 + z) € H et on
en déduit le lemme. O

1.3. Structure de Go.-modules

Posons o = p~lplogz et o, = (y — 1)a pour vy € T

1.3.1. PROPOSITION. — Il existe une unique structure naturelle de H(G)-module
sur Bllog x] prolongeant l'action de Go. De plus, on a pour A € H(T') et f € B[log z]
de degré r,

A= Fllo < Clo, ) I o1 [1£ 11

avee C(p,) = supggpe, (s [fp~*PD).
Commengons par quelques lemmes.

1.3.2. LEMME. — Pour vy € T’ avec ord(x(y) —1)=m > 1 et p > pm—1, pourn et k
des entiers positifs,

Ity = 1) (@), < p#7 D= RO |11

Démonstration. — Prenons d’abord k¥ = 1. Alors, (v — 1)(o) = «,. Comme
ay € H C B, on ad’apres (1.1.1) (démonstration de la proposition 1.1.7)

v = 1)@, = [1(y = )" Fayllp < p®7 D0 D lay |
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20 CHAPITRE 1. ANNEAUX DE FONCTIONS

D’ou la majoration désirée de ||(y — 1)"(a)]|,. Supposons le lemme pour les entiers
j < k. On a alors

(v = 1" = (v = )" (et — ot

-y (Y (" )atra).

=0 J
Or
030 o =X () 0on -0
On a donc
e =2 5 (P (M) e ).

D’ot la majoration

(v = D)™ (@]l < sup P oy BT (y = 1) ()
0<j<k,0<i<n—1

En utilisant ’hypothése de récurrence,

#7573y — )" (@), < {'OZZ__;)(W_:? g™ i1
p [y 15+ sin—i—1<j.
Donc,
PP s [E Iy = D) @), < pPEm T o |54
Comme j<keti>0,n—1—j=2n—1—ketsup(i,n—1—7) <sup(n—k—1,0).
Finalement,
I(y = D" (@), < prenEEOET D g B O

1.3.3. LEMME. — On a pour g € H"'l et p > sup(7, Pm—1)
1y = D" (ge®)lp < llgllpllwy [ p®" 1 ek

Démonstration. — On applique l'identité (1.3.1) & f = ¥ et I'équation (1.1.1) (dé-
monstration de la proposition 1.1.7) :

(p™—1)(sup(i—k,0)+n—i

Ity =)™ (gaM)ll, < s P p N 15 gllo -

0<ign

sup p(p —1)sup(n—k,n—1) :p(p —1)infogi<n sup(n—k,n—1)
oign

— p(pm—l) sup(0,n—k)

D’ot1 le lemme. |
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Démonstration de la proposition 1.3.1. — La convergence de A - f pour A € H(T)
et f € Bllogz] se déduit du lemme précédent. On a de plus pour g € B et

A= an(y —1)"
1A+ (90) 1 < llay 15 lgllp suplan|p®— 1= mitm)

< Nlay 1E1gll oMo p™ =Dk

Do, pour g € B[log | de degré r
IA-gll, < Clo, )Ml o121 £l -

Il reste & vérifier que X - f appartient bien & Bllog x| (et pas seulement a B'[log z]).
Pour cela, il suffit d’appliquer les définitions et de remarquer que les p""C' (pl/ pn,r)
sont bornés car o(a,) = 1. O

1.3.4. PROPOSITION. — L’anneau Bllog z]¥=° est muni d’une structure de B(G)-
module libre. Il admet comme base les (1 + z)p~‘plog’ .

En particulier, si 7 € G n’est pas de torsion, 7 — 1 est inversible sur B[log z]¥=0.

Démonstration. — Par le théoreme 1.1.8, si 7 € I" n’est pas I'identité, 7—1 est injectif
sur BY=C. 1l est aussi injectif sur B[log 2]¥=0 : en effet si f appartient au noyau, comme
(r—1) log" & est de degré < k, le coefficient de plus haut degré de f (comme polynome
en log ) est dans le noyau de 7 — 1 et est donc nul. Montrons ensuite par récurrence
sur le degré que 7—1 est surjective sur B[log z]¥=" pour 7 € I'. Soit m = ord(x(7)—1).
Posons toujours o = p~ ' log 2. L’hypotheése de récurrence étant que les éléments de
Bllog z]¥=" de degré < k sont dans I'image de 7 — 1, il suffit de montrer que les fra*
avec fr € BY=C sont dans I'image de 7 — 1. Cherchons G € Bllog z]¥=° tel que

(1—1)G = fra®
sous la forme G = gra® 4+ Gy avec g, € BY=C et G de degré k —1; I'équation devient
fra® = (7 = 1)(gr)® + 7(gr) (7 — 1)a* 4 (1 — 1)G; .
Comme (7 — 1)a* est de degré < k, elle est équivalente &
(7= Dgi = fr
(1 —1)Gy = —7(gx) (T — 1) .

En appliquant ’hypothese de récurrence, on en déduit que ces équations en gi et G
ont une solution.

Calculons ||(7 — 1)7"(F)||, pour F de degré k : montrons par récurrence que
pourn =0

(1.3.2) I(r =) (E)lp < p~"" p" PP sup(L, [lar o) Y,
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22 CHAPITRE 1. ANNEAUX DE FONCTIONS

avec ¢(k) un entier ne dépendant que de k. La démonstration est analogue au calcul
de ||(7 = 1)"(F)||,- Pour k =0, il s’agit de montrer que

I =17 (E)lp <p ™ I,
ce qui est démontré dans I’appendice (on a donc ¢(0) = 0). Supposons-le vrai pour k.

1l suffit de prendre F = f, 1051, Si G = (r—1)""F = 10t + G avec Gy de
degré < k, on a

(7= 1)"(grs1) = frr1 -

Donc
lgerille <o~ N fitillo =" 1 £, -
De plus
n—1
(=160 == 3 (1) = Vg - )@k
=0 v

Si Fy est le second membre, on a

1Fillo < sup g g™ O F 08" a1

N —

sup(i,n—k—1)p™

N

sup  p lovr 15 g1

0<i<n—1

R a5 el

<P
<p B lag S FL,
en supposant que n > k. Donc,
I1Gkll, < 7" p=EP" sup(1, [lar |o) M| F
< p7 " pmERFRHIPT sup (1, [|,p) O Y,
Comme p~(cBW+E+HDP™ qup (1, [|a, || ,)¢F)TFH1 est supérieur & 1, on en déduit que

lglly < 7" p= P sup(1, [|ar || ) H V| F,

avec c(k + 1) = c¢(k) + k + 1, c’est-a-dire que c¢(k) = k(k +1)/2.
On déduit facilement de I'inégalité 1.3.2 que l'action de G, sur Bllog z]¥=° se

prolonge a B(Go). O
1.3.5. Exemple : Polylogarithmes. — On peut lire ici la premiere partie de
I’appendice A. Donnons juste les notations suivantes qui en sont tirées. Posons
+1
Co(z) =272 () =logz .
x

Il existe une unique suite (£x)rez d’éléments de Bllog z] telle que

D(Ly) = L1, (&) =p "L .
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Pour k£ > 1,
log" ™t (1 + )
NEy(z) = CED
“ log" (1 + )
est un élément de H. )
Enfin, pour k € Z, 2%’) o (1 — p~*p)L;, appartient & BY=Y et vaut 0 en oo.

Plus précisément, 2,(5)) est défini pour |z| > p~ V=1 Enfin, Sép) est un avatar de la
fonction de Kubota-Leopoldt.
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CHAPITRE 2

MODULES D’IWASAWA
ASSOCIES A UN (¢, N)-MODULE

2.1. (¢, N)-modules

On appelle (¢, N)-module un Qp-espace vectoriel de dimension finie muni de
deux opérateurs ¢ et N vérifiant No = poN. Soit un (¢, N)-module D. On a sur
Bllog ] ® D diverses opérations : action de G, action de & = ¢ ® @, action de
N =1® N + N ® 1. On note Q,[k] le (¢, N)-module Q, avec ¢ = p¥, N = 0 et
Dlk] = D ® Qplk]. On note e la base 1 de Qp[k] mais nous identifierons la plupart
du temps D[k] et D.

2.2. Etude de la dérivation
Soit D un (¢, N)-module de dimension finie. On pose

DES(D) = (Bllog z]*=° @ D)N=0 .

2.2.1. PROPOSITION. — Le B(Gs)-module DES(D) est un B(G)-module libre de
type fini de rang égal a dimg, D.

Pour la démonstration, introduisons pour a € Bllog z] 'homomorphisme de Q-
espaces vectoriels
Ea : BRD — Bllogz] @ D

défini par
© _1\k
£ulf) = exp(—a- N)(f) = > LN (ot
k=0 ’

2.2.2. LEMME. — Si Na =1, &, est a valeurs dans (B[log r] ® D)N=0 et
Ea(f) = f mod Bllogz] @ ND .
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L’application réciproque est donnée par A, (f) = exp(a-(1&N))(f). Lorsque Nf =0,
AL (f) est aussi le terme constant de f dans son développement comme polyndme
en « :

(=" K
f= Z TN (Aa(f))a” .
k>0 ’

La démonstration est facile : par exemple,

N(&a(f)) = =N(a)(1 @ N)exp(=a(1 @ N))(f) + exp(—a(1 @ N))(1 @ N)f) =0 .

Prenons maintenant o = p~lplogz. Si d est un élément de D, E,((1 + z)d)
est alors un élément de DE%(D). Il est clair que I'image de D par l'application
d— E4((1 + x)d) engendre un B(Gw)-module de rang d = dimg, D. Bien que &,
ne soit pas un isomorphisme de G,,-modules, par récurrence sur le degré de nilpo-
tence de D, on vérifie que

DE(D) = B(Goo)Ea((1 + 2)D)

et que si (d;) est une base de D (par exemple adaptée a la filtration par les sous-espaces
N™D), les E4((1 + z)d;) forment une base de DE3(D).

2.2.3. La dérivation D induit un opérateur D de Goo-modules de DE%(D) sur
DE(P]().

PROPOSITION. — L’homomorphisme

D : DE>(D) — DE>(D[1])(1)

oo

est un isomorphisme de Go.-modules.

Démonstration. — Si f € D&(D) vérifie D(f) = 0, on a f € D. La condition
¥(f) = 0 implique la nullité de f. Soit f € D8*(D[1]). D’apres le lemme 1.2.9, il
existe F' € Bllogz] @ D tel que D(F) = f. Les conditions ¢(f) = 0 et Nf =0
impliquent que p = ¥(F) et A = N(F) appartiennent & D. Comme ¢ (u) = p, on peut
remplacer F par F'— p et on a alors ¢¥(F') = 0. La relation ¥ N = pN implique alors
que (A) = 0 et donc que A = 0. Donc F' € DE5(D). O

2.2.4. On pose N
Doo(D) = (B[log x] @ D)N=0v=10¢
La dérivation D induit un opérateur
D : Doo(D]-1])(=1) — Do (D) .
Notons g : D — D x D et 61 : D x D — D les applications définies par
do(v) = (Nv, (1 =)
01(Ap) = Np— (1= pp)A .
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Soit € (D) le complexe de longueur 2 :
0—D2%DxDLD—0.
On a

0— DN=0/(1-¢)DN=" — (D) — (D/ND)*=* —0
(2.2.1) I — 1

~

(o,
Ap) — A
2.2.5. LEMME. — Soit k un entier positif. On a une suite exacte de G-modules

0 — ®-k<icoH(€ (DLi])(1) — Doo(D[-H])(~k)

L2 Do (D) — @ _pcico HY(C (D[i]))(5) .

En particulier, pour r >0 our <0, D est un Goo-isomorphisme de Do (D[r]) dans
Doo(D[r + 1])(1).
Ainsi pour k£ = 1, on obtient la suite exacte :

0 — DN=09=P(_1) — D (D[-1])(~1) 2 Do (D) — C(D[-1])(-1) .
Lapplication Do (D) — @ _<icoC(D[i])(i) est décrite dans la démonstration.
Démonstration. — Si D¥(f) est nul, f = >o<j<k(@j—r/ih) log’ (1 + z). La condition
Y(f) =p *(1 ® ¢)f signifie alors que

_j _ log’(1+ z
7 -p kso)ajfki(., ) _ g
0<j<k J:

et donc que pa;_j = pk_jaj_k. Comme N f =0, les a;_j sont dans le noyau de N.
Donc a; € DN=0¢=P™" pour k < i < 0. Comme G agit sur log? (1 + x) par x7, le
noyau de D* est bien isomorphe &

i

B_k<icoDN TV (i) = B_p<ico H(C (D[3])(3)

Soit maintenant h € (B[log r] @ D)N=0¥=18¢ et H un élément de B[logz] @ D tel
que D¥(H) = h (son existence a été montrée dans le lemme 1.2.9). Les images par
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DF de N(H) et (v — p~%(1 ® ¢))H sont nulles et donc

N(H) = Z)‘j*kw E
<k J: .
, J
-t o) =Y i EC D ym

j<k

avec M =3 ., ,uj_k(logj(l + x)/;!). La relation

(PN @ 1+1&N) (¢ —p (1 ® )
=@ -p "M Aep)Nol+ @ -p ' 1lop)laoN
=W -p (1 ee)(Ne@1l+1apN)
=@ —-p " (1ep)N

implique que
N(@) = (% —p~* (1@ ¢))A
(N ®1 est nul sur A et 91). On en déduit que

NI = (1 —p F1a)A

car ¢ est un isomorphisme sur les éléments de ), log’ (1 + )D. Sur les coefficients,
cette équation se traduit par les relations

—k+j+1

Npjr=(1—-p PINj-k -

Sil'on change H en H+3_,_; vi_log? (1 + z) /4! (ce qui ne change par D¥(H)), \j_y
est changé en \j_ + Nvj_ et pj_p en pj_p + (1 — p*’”j(p)yj,k. De maniere plus
concise, A est changé en A + NA et M en M + (1 — ®)N. Ainsi, la classe de (N, 11;)
est bien définie dans C(D[i]). On définit alors ’application

RE) — (ﬁgk))_kgKo : Doo (D) — @ _r<i<oC(DIi])
par
ﬁgk) (h) = la classe de (A, p;) dans C(DJ[i]).

Il est maintenant clair que h appartient & 'image par D* de (B[log z] ® D)N=0-v=1®¢
si et seulement si R (h) = 0. Il est facile de voir que I’action de G, est donnée
par x*. O

2.3. Quelques Go.-modules

2.3.1. DEFINITION. — On définit 1) Dy 4(D) comme le sous-module des éléments g
de DE3(D) tels qu'il existe r € Z pour lequel I’équation (1 —p"®)G = D" (g) ait une
solution dans (B[log z] ® D)N=0:v=p"(18%) .
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2) Deo,f(D) comme le sous-module des éléments g de Do ¢(D) tels qu’il existe une
famille (Gy)rez avec Gy € (Bllog r] @ D)N=0 pour tout k € Z, D(Gy) = Gr41 et un
entier r € Z tel que (1 —p"®)G, = D"(g);

3) Deo,e(D) comme le sous-module des éléments g de Dy 4(D) tels que I'équation
(1 — p*®)G = D¥(g) ait une solution dans (B[logz] ® D)Nzoﬂl’zpk(l@w) pour tout
keZ,

4) Doo (D) comme le sous-module des éléments g de Do 4(D) tels qu’il existe une
famille (Gk)rez avec Gy, € (B[log z] ® D)¥=r"(18%) pour tout k € Z, D(Gx) = Grpa
et un entier r € Z tel que (1 —p"®)G, = D"(g).

Il est facile de voir que si g € Dy (D), il existe une famille de solutions Gy, de
I'équation (1 — p*®)Gy, = D*¥(g) telles que D(G}) = Gjy1. Ainsi, on peut aussi défi-
nir Do (D) comme le sous-module des éléments g de Do ¢(D) tels qu'il existe une
famille (G )rez avec Gy € (B[log x] @ D)N=0¥=1€¢ pour tout k € Z, D(Gy) = Gii1
et un entier r € Z tel que (1 — p"®)G, = D"(g). 1l est alors automatique que
(1 — p*®)G). = D*(g) pour tout k € Z (on le fait par récurrence descendante, comme
(1 — p*®)G}, — D*(g) est dans le noyau de v et de dérivée nulle par hypothese de
récurrence, il est nul).

Les Do «(D) pour * € {e, f, g} sont des H(G )-modules et on a

Doo,e(D) C Doo,#(D) C Doo,g(D) C DE*(D)
Doo,e(D) C Doo,n (D) C Do g(D) .

Les définitions sont fonctorielles en D et « invariantes par twist » : la dérivation
induit un isomorphisme de H(G s )-modules de

D : Do o(D) — Do (D[1])(1) .

Si r est suffisamment grand pour que D soit une bijection de Doo (D[s]) dans
Doo(D[s + 1]) pour s = r et pour s < —r, alors

Dose(D) = D"(1 = p~"®)Doe(D[7]) ,
Deo (D) = D7"(1 — p"®)Duo (D[r]) -

2.3.2. Construisons une application
Rp ¢ Doog(D) — @;ezC(DL])(4)
de la maniére suivante. Soit g € Do ¢(D). Pour s assez grand, I’équation
(1-p°®)Gs = D*(g)

a une solution G appartenant & (B[log ] ® D)¥=pP (18¥).N=0_ Notons (G},)rez une
famille d’éléments G}, de Bllog z]®D vérifiant D(Gy) = Gi41 avec pour G la solution

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2001



30 CHAPITRE 2. MODULES D’TWASAWA ASSOCIES A UN (¢, N)-MODULE

précédente. Posons G = Gy et abusivement D~*(G) = G}.. Alors,

. log/(1+ log/t" (1 +
ND (G):Z’\J—TQ 3 ,\j#

1 1 |
720 g U

r r pIlog? (1 +x . p I log’ (1 + x
W10 oD (G) =Sy LB AED _ e g~ pllos (L4 )
0<; J: >= (j+n)!

avec les \; et p; presque tous nuls. On a Ny = (1 — p~7T1p)A;. On définit Rp(g)
comme la famille (finie) des classes des couples (\;, ;) dans C(D[j])(j). Les D~"(G)
ne sont pas définis de maniére unique mais I'image de g dans C(D[j])(j) ne dépend
pas des choix (nous le démontrerons un peu plus loin, §2.3.2). Notons R le composé
de Rp avec la projection sur ®;cz(D/ND)?=P " (i) :

Rp : Doog(D) — @icz(D/ND)?=? """ (i) .
On peut récrire ce qui précede de la maniere suivante. Soit

U(D) = ©;ezD|j](j) = ©Dt;

olt t; est une base du j-itme facteur. On pose ¢t; = pit;, ¥(t;) = pit;,
7(t;) = X/ (7)t;, D(t;) = tj41. Pour k € Z, on note D¥ : U(D) — B lapplica-
tion définie par

log’ %1 + )
k —_ .
D (ijtj) =30 T
J Jjzk
On vérifie aisément que tous les opérateurs que 'on a nommé D sont compatibles et
que I’abus de notation ne porte pas & conséquence : DF*1 = D¥ o D. De plus, D*
est compatible avec les opérateurs ¢ et 1 et I'action de Go, : D* 0 p = p*p o D¥,
D¥ o4 = p~kip o D¥, D¥ o 7 = x¥(7)7 o D*. Ainsi, si (1 — p*®)Gs = D%(g) a une
solution G, appartenant & (B[log z] @ D)¥=P (189):N=0 ot §i (G} )rez est une famille
d’éléments Gy, de Bllog 2] ® D vérifiant D(Gy) = Gg1, il existe 9 et A appartenant
aU(D) tels que
NGy = D*(A)
(4 —1® @)Gr = (D" (M)

et sig=(1—®)Gy— D°(M), on a D¥(g) = (1 — ®)Gx — D¥(M) pour tout k € Z.

On considere alors le complexe € (D) de longueur 2 :

0 — UD) 2 UD) x UD) 25 UD) — 0
avec
So(v) = (Nw, (1 — @))
01 (A, IM) = NI — (1 —pP)A .
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Posons Coo (D) = HY (€ (D)) :
Coo(D) = @iezC(D[i])(7) -
On a la suite exacte naturelle
0 — UD)V=/(1 = ®U(D)N=" — Coc(D) — U(D)/NUD)*="" — 0.
On peut réinterpréter I'application
Rp : Dacy(D) — :czC(DIi]) ()
comme une application (notée de la méme maniére)
Rp : Doo,g(D) — Co(D) .
Posons aussi Uy (D) = ®;50D log? (1+2) et Coo >0(D) le sous-module de Co, (D) formé
des éléments provenant de Uy(D) :
Coo,>0(D) = @iz0C(DIi]) (i) -
Nous devons quand méme vérifier que Rp ne dépend pas du choix des D"(G), ce qui
se déduit du lemme suivant.
2.3.3. LEMME. — Le noyau de ® — 1 sur Bllog z] ® D est égal a
®;50D7 " log! (14 z) C Uy(D) .

D’autre part, Uintersection de (1—®)B[log z]@D et de Uy(D) est égale a (1—P)Uy(D) ;
en particulier, toutes les solutions de I’équation (1 — ®)X = u avec u € Uy(D) appar-
tiennent a Uy(D).

Démonstration. — Montrons que si G € B[log z] ® D vérifie (G) = G, pour k assez
grand, D*(G) = 0. En effet, H = D*(G) vérifie H = p*®(H). Le coefficient H, de
plus haut degré r > 0 en logx de H vérifie alors

Hy = p""®(Hy)
et donc
Hy = p+mma" (Hy) .
On en déduit que pour p > p~/@=1 tel que Hy € HI*! on a
[ Holl /o < "™+ (1@ )" Holl -

Donc, pour k tel que |[p*e|p < 1, la limite de |[Ho|| ,1/»m lorsque n — oo est nulle. On
en déduit la nullité de Hy et celle de H (comme ¢ conserve H et 3_, on peut séparer
le cas ot Hy appartient & B_ et le cas ol il appartient & H).

Donec G = > ¢ a5 log’(1 + z). La condition ®(G) = G implique alors
que pa; = pJa;.

Montrons maintenant que l'intersection de (1 — ®)B[log x] @ D et de Uy (D) est égale
a (1 — @)Uy (D). Soit G € Bllog x] ® D vérifiant I’équation (1 — ®)G = u € Up(D). 11
existe un entier 7 tel que D" (u) = 0. On a alors (1 — p"®)D"(G) = 0. On déduit de
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la premiére partie du lemme appliqué & D[r] que D"(G) € H® D. Donc G € H® D.
On a alors pour tout entier r ’équation (1 — p"¢)(D"(G)(0)) = D" (u)(0). Comme

UZZDT(U)(O)W , U:ZDT(G)(O)W

est une solution de 1’équation (1 — ®)v = u. Toutes les solutions appartiennent donc
A Uo (D). O

2.3.4. PROPOSITION. — Les suites suivantes de Go-modules sont exactes :

0 — Dooo(D) — Do (D) 225 Coo(D) |

0 — Dao (D) — Do (D) 72 U(D)/NUD)*"

0 — Doe.e(D) — Doo (D) 22 U(D)N=0/(1 — ®)UD)N=0 .

Démonstration. — Faisons par exemple la premiére. Soit ¢ € Do ¢(D) tel que
Rp(g) = 0. Il existe un entier s et un choix des G, = D"(G) tel que

G, € (Bllog z] @ D)N=0v=r"(10¢)

pour r > s. Comme Rp s(g) =0, A\s = Nvg, pus = (1 — p°p)vs avec v € D. Alors,
Gs = G, — v, appartient & Bllogz] @ D)¥=P (1€9):.N=0 ot vérifie D(G,) = Gy,
(1 - ®)Gs = D*(gs). La réciproque est facile. O

2.4. Exemple : N =0

Nous allons étudier le cas particulier o D est un ¢-module avec action triviale
de N et faire le lien avec des espaces introduits dans des articles antérieurs. Il est
démontré dans [19] la suite exacte
(2.4.1)

0— (1—®)H D=1 — =0 oD 2020 o (D)1 - pig)D)(i) — 0.

20

L’application A; : H¥=°®@ D — (D/(1 — p')D)(i) (avec un petit changement de
notations) est donnée par

Ai(f) = D'(f)(0) mod (1 — p')D

et a un sens pour i < 0 car la dérivation est un isomorphisme sur H¥=°.

2.4.1. PROPOSITION. — Soit D un p-module de dimension finie.
1) Doo,g(D) est contenu dans B® D et si g € Do 4(D), on a

g= Zﬁp,i(g)ﬂ(j’i’ mod H¥= @ D .

avec £%) = Di(g{P)).
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2) On a
Doo t (D) = HY=" @ D

et Uapplication Rp coincide sur Dog r(D) avec A = @iez\;.
3) En particulier, Do (D) est égal au noyau de A.

Ici, Rp,; est bien siir la i-itme composante de Rp :
Rp.i : Doog(D) — DP=P (i) .

Ainsi, Do, (D) est un H (G )-module libre de type fini de rang dimg, D. Il en est
de méme de Dy (D) car en fait, Do (D) est obtenu comme le tensorisé avec H(G oo )
du Qp ® Zy[Go]-module noyau de

A Zy[#]"° @ D — @:(D/(1 - plp)D)(3) .

Nous montrons la proposition précédente jusqu’a la fin du paragraphe 2.4. Com-
mengons par le cas particulier D = Q[s].

2.4.2. LEMME. — Si s est un entier négatif, le noyau de b — p® dans B est contenu
dans H. Si s est un entier positif, le noyau de 1)—p* dans B est contenu dans x =5~ 1H,
son intersection avec B_ est un Q,-espace vectoriel de dimension 1 engendré par
D*(z™1) et on a la suite exacte de G -modules

0— HY=P — BY™P — Qu(-s—1)—0.

Démonstration. — Comme 9 conserve H et B_, il suffit de calculer le noyau de ¥ — p?®
sur B_. Soit F' € B_ tel que ¢(F) = p°F. Fixons un réel p tel que F € H»>l.
Supposons d’abord s < 0. On a alors

P IE N, = 9(E) ), < I,

ce qui implique la nullité de F. Supposons maintenant s > 0. Prenons s = 0 et
Y(F)=Favec F =3 _jax"" € HY>®) . Comme 1(1/x) = 1/, on peut supposer
en ajoutant & F un multiple de 1/z que a; = 0. Si F est non nul, on peut supposer que
tous les coefficients de F' ne sont pas divisibles par p. Soit alors rg le plus grand entier
tel que a,, n’est pas divisible par p. Comme 1 (1/z") —p™o~1 /z™ € (1/z"~1)Z,[x],
on a
ro—1 _
1/J(F)—F=ampx7rol +ph+ ) %
k<ro

avec h € Z,[1/x]. Comme a,, est une unité, on en déduit que 1o = 1, ce qui est
contradictoire. Donc F est un multiple de z~!. Passons & s > 0 et soit F' € B_ tel
que (F) = p*F. Remarquons que équation ¢(F) = p°F implique que F € HPD
pour un réel p < p~ /P~ : en effet, si F € HI"D avec n > p~/®P=D 4 (F) et donc
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F appartiennent & H""1). En recommencant, on obtient un n < p~/®=1_ D’autre
part, on a

B(Flog*(1+2)) = p~*(Fplog*(1 +2)) = p*$(F) log*(1 + 2)
= Flog’(1+x)

Ainsi, G = Flog®(1 + ) est de la forme 71U avec U € H. En multipliant par x on
en déduit que
zlog’(1+x2)F=U .

Cela implique que U(({, — 1) est nul pour n > 1 et donc que U est divisible par
log(1+x)/x. En itérant, on en déduit que U est divisible par (log(l +z)/x)® dans H,
d’ott 2571 F € H. Ce qui donne la premiére partie du lemme. Il est clair qu’alors I'inter-
section du noyau de 1 —p* avec B_ est un Q-espace vectoriel de dimension finie. Mon-
trons qu’il est de dimension 1. Les D’ (x~!) forment une base des polynémes en z~1.
On peut donc écrive: F' = 377 a; D’ (2~1). Comme ¢)(D7 (2~ 1)) = p? D (z~), on dé-
duit de I’équation /(F') = p°F que a; est nul sauf pour j = s. Ainsi, B_ Nker(¢ — p°)
est le Q,-espace vectoriel engendré par D*(z~1).

Démontrons la compatibilité de la suite exacte avec 'action de Go,. On a pour
T € Goo,

P(D*aY) = x(7) D (r(a 1))

Donc

(x(1)*F'r =)D (a7!) = Ds(m;()(% - é) € Lpla] -

Donc la suite exacte de la proposition n’est pas scindée en tant que suite exacte de
G so-modules et I'action de G, sur le quotient est donnée par x5~ 1. O

2.4.3. PROPOSITION. — Soit D un w-module. Il existe un entier r > 0 tel que
(B® D)¥=1®% soit contenu dans v~ "H @ D et on a une suite ezacte de G -modules

(242)  0— (H@D)P='®% — (B D)¥='%% — @, (D" (j)—0.

L’application 9; : (B@D)¥=19% — D¥=r """ (j) est définie de la maniére suivante :

si G e (BeD)V= 1®“’ il existe des éléments uniques a; de D pour 7 > 0, presque tous
nuls, tels que
G-> aD'(1/z) eH®D;
i>1
La condition ¢(G) = (1 ® ¢)G implique que a_; € D*=P" " et on pose @(G) = a;
pour j < 0. On a ainsi
G- 0;(G)D™7 (1/z) € (H® D)V=1®¢ |
j<0
ou encore

G — Za )D7 (logz) € (H ® D)¥='®¢ .
7<0
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Démonstration. — La démonstration suit celle du cas particulier ot D = Q,[s]. Soit
Dy, /q) une composante isotypique du ¢-module D avec g et n des entiers premiers
entre eux et ¢ > 0 : il existe un sous-Zy,-module M de D,/y, de rang maximal et

tel que p~ "7 soit un automorphisme u. Si F € Hg’) ) @ M tel que F ne soit pas
divisible par p, il existe un entier r tel que

A, 1
F—pF1+ _r S ﬁZp[x]@)M
T T

avec Fy EH[pOO OM, A, e M —pM.Siy(F)=(1®¢)F, on a aussi
PIF) = (1@e")F =p"(1@u)F
et on en déduit que
(P" (1 @u) = p""~V)A, € pM
Lorsque n < 0, comme A, n’est pas divisible par p et que F' € B_ ® D, on obtient une
contradiction donc F' = 0 ou appartient a H®D. Lorsque n = 0 et ¢ = 1, cela implique
quer =1et F— (1/2)0(F) € H® D. Lorsque n > 0, on procéde comme dans la

démonstration du lemme 2.4.2. En multipliant par log®(1 + x) pour s assez grand, on
en déduit que F' € 27*"!H. On termine comme dans le lemme précédent. O

2.4.4. REMARQUES. — Si [|¢™!| < 1, on a D¥=P" = 0 pour tout entier s > 0 et donc
(B® D)¥=1®¢ = (H @ D)¥=1®%.

Sige (1—-®)(B®D)¥=19% définissons d;(g) par la condition

9> (9D~ () e @D
7<0

On a donc 9;((1 — ®)G) = 5]»(6‘). Comme le noyau de ® — p* sur (B ®@ D)¥=1% est
contenu dans (H ® D)¥=1®¢ on déduit de la suite exacte (2.4.2) la suite exacte

(2.4.3) 0— (1 - ®)(H@D)¥=1® — (1 — ®)(B® D)¥=1%%
(95)

@ pr=r 7"

. () —0
7<0

Montrons maintenant la proposition 2.4.1. On a pour r assez grand,
Dacy(D) = D77(1— g ®)(B @ D)P=120"¢

Pour simplifier, supposons que 7 = 0 (ce qui revient a tordre D, les définitions sont
de toute facon faites pour étre invariantes par twist). Montrons que 0; coincide avec
application Rp ;. Soit G € (B® D)¥=1®¢ et g = (1 - ®)G. On a

G- 9;(G)D (1)) eH®D

j<0
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avec @(G) € D= """ Comme D est surjectif sur H et que I'image réciproque de H
est contenue dans H, on a
DHG) =Y 9;(G)D (1)) mod H@ D .
j<0

Pour j < 0, on prend D?(1/z) = £_; et on a

, log 7' (1 4+ )

ND'(1/z) = —————=
(1/x) =Y

Donc

ND~*(@) Z @(G)loglzﬂw

N
= k+37)!
= log'(1+x
=y 31-_16(6’)% _
0<i<k :
Donc Rp.i(g) = 9;(G) = 8;(g). Cela démontre la premicre assertion de la proposi-
tion 2.4.1. On en déduit que le noyau de Rp est H¥=" ® D. Comme c’est aussi par
définition Do, (D), on obtient que

Deo (D) =HY=" @D .

Montrons maintenant que les applications A; : HY=°® D — D/(1 — p'p)D coincident
avec la restriction de Rp; & Do, f(D). On a pour r assez grand

Dooo(D) =D "(1 —p "®)(B D)V=1®P "

Supposons de nouveau que r = 0 (attention on ne tord pas dans la méme direction).
Soit g e HY="®@D : g = (1 — ®)G avec G € (H Q@ D)¥=19¢ et
D™*(g) - ZRD,ifk(g)logl(;i,—kx) c(l-pro)(HeD).
i>0
En appliquant D? et en prenant la valeur en 0,
DY(D7*(9))(0) = Rp,i-1(g) mod (1 —p'*¢)D .
Donc,
Ro,i-1(9) = Ai(D*(g)) mod (1 - p'~*¢)D
=A;_1(g) mod (1 —p"~*p)D .

On en déduit que le noyau de A est exactement Do (D). La proposition 2.4.1 est
montrée.
On pose

D3.4(D) = H*(C (U(D)) =U(D)/(1 - p®, N)U(D) .
= @iz H*(C (D[)) (i) = Biez(D/(1 — p 1 )D)(i) -
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La proposition suivante est maintenant claire :

2.4.5. PROPOSITION. — Soit D un @-module de dimension finie.
1) Les suites de H(G)-modules
0 — Doo, §(D) — Do (D) — ®;ez D= (—j — 1) — 0
et
0 — Dog,e(D) — Dog, (D) — Biez(D/(1 — p'¢)D)(i) — 0
sont exactes.

2) 8i0 - D; — D — Dy — 0 est une suite exacte de p-modules, on a les suites
naturelles exactes de H(Goo)-modules

0 — Ds,#(D1) — Doo, (D) — Do, f(D2) — 0

et

0 — Doo,g(D1) — Doo,g(D) — Dos,g(D2)
- ch,g(Dl) - Dgc,g(D) — Dgo,g(Dz) — 0.

Si de plus 0 — DF™P — D¢=r" — D=7 0 est exacte pour tout entier j € 7. (on
dira que lextension est e pour tout j € Z), la suite naturelle

0— Dm,e(Dl) — Dm7e(D) — Dm7e(D2) — 0
est exacte.

2.4.6. REMARQUES. — Le scindage Do ¢(D) — @jGZD“O:pj(—j — 1) explicité au
cours de la démonstration
(a5)iez — Y ait?)
i€Z

est 'unique scindage & valeurs dans BY=" @ D N Deo,g(D). En effet, Do #(D) est
contenu dans H¥=®D. Autrement dit, c’est I'unique scindage qui s’étend de maniére
analytique & |x| > p~ /=1 (cf. appendice A). Il a été utilisé dans le cas particulier
du carré symétrique d’une représentation p-adique de dimension 2 dans [24]. Une fois
le lien avec la cohomologie galoisienne faite, ce scindage peut étre vu comme un moyen
de constructions de « points géométriques » dans la cohomologie galoisienne.

2.5. Exemples de dimension < 2.

2.5.1. Prenons D = Q,,. Il est facile de construire un élément de Do ¢(Qp) qui n’est
pas dans D (Q,) : il s’agit simplement de

1 1
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Comme 2! est un élément de (B ® D)¥=1®¢ = B¥=1_¢{P) appartient & Do 4(Q,).

Par contre, il n’appartient pas & Do (Qp), ni méme & Dy r(Q,), car
D7HEP) = &F = (1 - pr) (L)

mais £ n’appartient pas & Bllog z]V=°.

2.5.2. Prenons D de dimension 2 de base (e, e1) avec e; = Ne, e = e. On a donc
oNe =p~'Neet N?e =0. Si k est un entier positif, soit

Ly = £Ne — N&ye = £ Ne — log" (1 + z)e .

1
(k—1)!

(1—p *1@) L, = £ Ne € (BV=" @ D)N=0
Ly € (Bllog z] ® D)NZOW:@?I*%
D(Ly,) = Li_1 .
On en déduit que
Sgp)Ne =(1—-pt¢)logz- Ne=a,- Ne

est un élément de Dy (D). Mais il n’appartient pas & De (D1) ot D; est le sous-
(¢, N)-module de D engendré par Ne d’apres le paragraphe précédent.

Montrons maintenant qu’il existe un élément de Do 4(D) de la forme (1 — &) M
avec

1
M=—e— (

x x
vérifiant Rp _1(M) = e mod ND. La condition NM = 0 est équivalente & ce que Vp
appartienne a B. La condition ¥ (M) = (1 ® ¢)M se traduit par 1’équation

_ 1\ Jogx
(W =p " Wo=~@—p ") (=)
-1
P logz —a _qlogx
] (- 2) +pt
x x

= 4(=£) € B_..

Comme [[¢(g)|l, < |lgll, pour g € HIP>l 1a série Y°°  p™h™(g) converge dans B_
pour un tel g et en particulier pour g = ¥(a,/x). D’ou l'existence de Vp. Soit M_4
tel que D(M_1) = M. 1l est facile de voir que

M = (logz — log(x + 1))e mod Bllog z] @ ND .
et donc que N(M;) = e mod Bllog ¥] ® ND. Par définition de Rp, _1, on a donc
Rp —1((1 —®)M) =emod ND .

log x

4 VO>Ne € (Bllog 2] ® D)N=0v=18¢

On en déduit que I'application

Deo.g(D) — (D/ND)*=(-1)
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est surjective. Comme (D/ND)¥=P" est nul pour tout i # 0, on en déduit la suite
exacte

0 — Doe (D) — Do o(D) Z25  (DJND)#=1(~1) — 0

|
Qp(—1)
D’autre part, DN=0/(1 — p7)DN=0 est non nul si et seulement si j = 1 et est alors
égal a Q,Ne. D’ou la suite exacte

0 — Dogo(D) — Do (D) 225 (DN=0/(1 — pp)DV=0)(1) — 0

I
Qp(1)
Par exemple, (1 + z)Ne est un élément de Do ;(DV=0) C Do f(DN=0) tel que
Rp1((1 4+ z)Ne) = Ne. Les éléments (1 + z)Ne et m = (1 — )M (resp. £§p)Ne
et m) forment un systeéme libre de Dy (D) sur H(G o). En effet,
m = £7¢e mod Bllog 2] Ne

et il n’existe pas de f € H(Gw) tel que f - Eép) = 0. Par contre, (1 +2z)Ne et Egp)Ne
sont liés car (x(v)y — 1)£§p) € Zp[Goo] - (1 + x) pour v un générateur topologique
deT.

Nous allons généraliser ces calculs dans le paragraphe suivant.
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CHAPITRE 3

CONSTRUCTION D’ELEMENTS DE D, .(D)

Le but de ce paragraphe est de construire des éléments de Do (D) pour
x € {e, f,g} & partir d’éléments de Do (D) olt D est le p-module D muni de 'opé-
rateur de monodromie nul. Bien que le cas de la construction d’éléments de Do 4(D)
contienne le cas de la construction d’éléments de Dy (D), nous avons préféré traiter
indépendamment le cas plus simple, celui étant suffisant pour les (p, N)-modules tels
que ¢ n’a pas de valeurs propres du type p’ avec j entier.

Nous utiliserons les théoremes de ce paragraphe essentiellement de deux manieres
différentes. Ils nous serviront d’une part dans §4.2 pour démontrer que les modules
Deoo,«(D) sont de rang optimal et pour construire des éléments de DL, (D) qui ne
sont pas dans Dy s(D) (proposition 4.1.1). Ainsi, la construction de I’exponentielle
faite dans le § 5 permet d’obtenir « beaucoup de systemes compatibles de points dans
la cohomologie galoisienne ». Le cas plus technique ot ¢ admet une valeur propre qui
est une puissance de p est donc important car il permet d’exhiber des éléments « g »
qui ne sont pas « f », le cas le plus simple étant celui du (p, N)-module trivial de
dimension 1 et de la fonction de Kubota-Leopoldt.

D’autre part, ils nous permettront dans §5.1 d’associer naturellement & un élément
g de Doo ¢(D) un élément Lp(g) de B “Ke @ D et de généraliser des résultats de
Coleman et Colmez [6].

3.1. Construction d’éléments de B[log z]

Dans la suite p est un réel vérifiant p~ /=1 < p < 1.

3.1.1. LEMME. — Si k est un entier positif, la suite p”kw”(logk x) converge dans
Bllog x] vers un élément de B_[log x] que l’on note ©. On a

Y(Or) =p*OL,  NOp=kO)
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et O — logkx est un polynome en logx de degré < k — 2. Enfin, les Oy peuvent étre
caractérisés comme l'unique suite d’éléments de B_[log x| tels que ¥(0) = p~*Oy,
NOy = kOp_1, ©1 =logx.

Ainsi, si © = Y70 (((=1)*/k1O% - (1 ® N)¥ vu comme opérateur de Bllog z] ® D
avec D un (¢, N)-module, la suite
" (exp(—p"logz - (1© N)))
converge vers © et NO =0, ¥(0) - (1 ® ¢) = (1 ® ¢)©. Nous posons
O = (1-p"0)0 .
C’est un élément de B_[log 7]¥=% qui est de degré < k — 1 en logz. On a

0 —q, = V.

Démonstration. — Montrons que p™*1)" (log” z) a une limite O}, dans B[log ] lorsque
n — o0o0. On a

€ d:éf p(n+1)k¢n+1(10gk J?) _ pnkwn(logk 1,)
= p"Fyn (pkw(logk z) — log" z) .
Or

k-1
p*y(log" 2) —loghz = Zpk_j <§)¢(a’;_j) log’
=0

est de degré < k — 1 en logz (et méme de degré < k — 2 car ¢(ay,) = 0) et
appartient & Hg) 00) [log z] avec p > p~ Y=Y On en déduit que ¢, appartient a

p”kp’”(kfl)H[op’m)[log z] (lemme 1.2.5), que la suite €, tend vers 0 et que la suite

p”kw"(logk x) a une limite qui appartient & B_[log z]. De plus le coefficient de logk_1 x

étant toujours nul, Oy — logkx est de degré < k — 2 en logz. Calculons NO avec
0= ((-DF/ENOr(1@ N)* et avec N=N®1+1®N. On a

WoN®1=pN@lo .
Donc,
Ny* (exp(—p"log z(1 @ N))) = p~ 9" (N @ 1) exp(—p* log (1 ® N)))
+ % (1 @ N)exp(—p”*log (1 ® N))
=p " (— (1 ® N)exp(—p*log 2(1 © N)))
+ 4 (exp(—p*log o(1 & N))(1® V)
=0.
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On en déduit que NO© = 0. Enfin, on a
(1®¢)0 =lim(1 @ p)y" (exp(—p" log z(1 @ N)))
— lim g™ (exp(—p" L log 2(1 & N)))(1 ® )
=9(O)(12¢).

Pour k = 1, ©1 = logz car ¥(logx) = p~!log x. Montrons par récurrence 1'unicité
des Oy vérifiant les propriétés énoncées. Il s’agit en fait de montrer que si f est un
élément de B_[log z] tel que ¥(f) = p~*f et Nf = 0 avec k > 0, f est nulle. La
nullité de N f signifie que f € B_ et on utilise alors le lemme 2.4.2. O

On déduit de
log? 2z = p*2g010g2 T — 2p*1awgolog 4+ ai
que
w(log2 z —p2plog? x) = 1/)(2p*1a¢g010g T — ai)
= 2p~ " (ay) log & — (a3)
= —¢(a2) .

. ‘o . . ¢
Ainsi, en rappelant que a, a été noté aussi Sgp )

O, =log’z + i " (sﬁp)Q)
n=0

— 224 i o (27
n=0
On a alors

=D(02) = Lo + >y (e ) .

n=0

3.2. Construction d’éléments de Do, (D)

On note D le p-module D avec opérateur de monodromie N nul. On pose

0= Z kl,) Okl ® N)*
=0

- Lo
—0(1 N
T=2 e
Si G € (BeD)¥=19¢ O(G) est un élément de (B[log x] @ D)V =" mais n’est plus dans

le noyau de ¢ — 1 ® o. Pour obtenir un élément de (B[log ] ® D)N=0¥=1®¢ il ne
reste plus qu’a appliquer limy_, o (1 ® @) ~*1)* si cela converge.
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3.2.1. THEOREME
1) Soit G un élément de (H ® D)¥=19% tel que (1 — ®)G soit d’ordre < 0~. Alors, la
suite (1 ® p)~FYk(O(G)) converge dans Bllog x| vers un élément

Np(G) € Doo(D) = (Bllog 2] @ D)N=04=1®%
tel que (1 — ®)Np(G) soit d’ordre < 0~ et tel que
Np(G) = G mod Bllogz] ® ND .

De plus, Np(G) est Uunique élément de Doo(D) tel que Np(G) — OG soit d’ordre
< (=1)". Enfin, Np est une bijection de l’ensemble des éléments G de (H® D)V=19¢
tels que (1 —®)G soit d’ordre < 0~ sur Uensemble des éléments G de Doo(D) tels que
(1 —®)G soit d’ordre < 0.

2) Soit G € (Bllog x] ® D)N=0¥=19¢ ¢t tel que (1 — ®)G soit d’ordre < 0~. La suite
(1® @) ""(T(G)) converge dans B® D vers un élément Mp(G) de (H @ D)¥=19%
tel que (1 — ®)Mp(G) soit d’ordre < 0~. De plus, Mp(G) est lunique élément de
(B ® D)¥=19% tel que G — OMp(G) soit d’ordre < (—1)~.

3.2.2. REMARQUES
1) Soit G un élément de B ® D. Si ¢, est une famille d’éléments de Bllog x| vérifiant
Nty = kty—1,

oo ,
> (_,1,)j L1 NYG
=0

est un élément de (B[log 2] @ D)V=Y. Le premier choix possible est t;, = log" . Mais le
comportement relativement a l'opérateur ¢ est compliqué. Nous ’avions utilisé dans
une premiere rédaction. L’équation fonctionnelle 1)(0;) = p~¥O; rend les calculs plus
aisés si t, = 0. Comme O — 1ogk x est de degré < k — 1 par rapport a log x, les Oy
forment une base de B[log z] sur B.

2) Lorsque NG =0, on a /\~/D(G) = (. Supposons que N = 0 sur D. Les éléments de
Doo(D) d’ordre < 0~ sont dans ce cas contenus dans H¥=° @ D car

11 ®@)™"d® D*(ap)lp, = Clp~™™"D'(ap)ll = p™ | D*(ay)]1 -

Ainsi, les éléments de (B@D)¥=19¢ tels que (1—®)G soit d’ordre < 0~ appartiennent
nécessairement & H ® D (voir aussi lemme 3.3.6).

3) Si [l¢7 | < 1, tout élément de Z,[z] ® D est d’ordre < 0~.

4) Supposons D est de dimension 2 : D = Ke; & Key avec pe; = p~F ey,
peg = p~*es, Nes = e1, Ne;s = 0. Calculons les conditions imposées sur g =
g1e1 + gaes avec (1 — )G =g. On a

(1@ ¢) "(g) = p*"grer + pgaes .

k+1

La condition est donc que ||p¢ )”gl||p1/pn et ||pk”gg||p1/pn tendent vers 0 lorsque

n — o0. Donc, g est d’ordre 0~ si et seulement si g; est o( log"™' (1 + ) et si go est
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un o(log®(1 + )). Pour que go soit non nul, il est nécessaire que k > 0. Il s’agit de
limitations séveres que ’on peut toujours contourner en tordant D.

Démonstration. — Posons g = (1 — ®)G. Montrons que si
Ur = (1@ ¢) "9*(O(q))
Uk+1 — Uy tend vers 0 lorsque k£ — oco. On a
U1 = U = (1@ ) 9" (1@ 9) "'y — 1)0(G) .
Or

= 7
Donc,
U1 — Ur = 1 @ ) "% (0P (g))
avec
@(p) Z )
7=0

Montrons que
Ve =" (1@ o)y (g0)

(p)

tend vers 0 lorsque k — co. Comme O, est un polynome en log z de degré < j —1

3 coefficients dans H([)p’oc), on a grace au lemme 1.2.5 pour p~%/®=1 < p < 1 et en
posant pj, = p/P*

1% (1 @ ) F* (g0, < ¥ (1 © ) Fg0 ||,
<1 @ @) gl 0P, -

Comme g est d’ordre < 07, ||(1® ¢) *g||,, tend vers 0 lorsque k — co. On en déduit
que Upy1 — Uy, tend vers 0 dans Bllog 2] ® D et donc que la suite Uy, a une limite que
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I'on note Np(G). 1l est clair que ¢(Np(G)) = (1® ¢)Np(G). Comme @ép) =0 et que
Uj+1 — Uy appartient & Bllog 2] ® ND pour k > 0,

Np(G) = Uy mod Blog 2] ® ND
= G mod Bllogz] ® ND .
Calculons NUy, :
NUg =p~* (1 ® ) "M (N(O(G)) =0..
Donc NNp(G) = 0. Montrons que (1 —®)Np(G) est d’ordre < 0~. Montrons d’abord
que Ugy1 — Uy est d'ordre < (—1)~ c’est-a-dire que

sgp\\p"jp’"(l ® )" Vi || ™

tend vers 0 lorsque n — oco. Or
Ip"7p ™" (1@ ) Vi | ™ < p I (1@ o) Rk (ge )|
<P p R (L o) TR rgel | ()
< CpH|[p I (1 ) R | )

avee C; = 0],

< Cjp"UD (1 ® ) kg (n )
=Cjllp" VA @ @) "gllps -

Pour j > 1, ce qu'on peut supposer car ©g = 0, n(j — 1) > 0. Comme g est
d’ordre < 07, sup|[p™p~™(1 ® ) "Vi||™ tend vers 0 lorsque n — oc.

Ainsi, Np(G) — O(G) est d’ordre < (—1)~. Pour montrer que (1 — ®)Np(G) est
d’ordre < 07, il suffit donc de montrer qu’il en est de méme de (1 — ®)O(G). Or

(1-®)(6(G)) = O(1 - B)G + (1 - ¢)(©)(G)
= 0(9) + (1 - 9)(©)P(G) .
Posons O™ =3, ((=1)*/k)p"* 04 (1 @ N)*. On a
Ay (1@ 9) (1 - 9)(0)(@(G)™
= (1= ) (O™)(1® p) ™ ((G)|™
< C[l(1 — @)o™||™;

la dernieére inégalité vient de ce que si h = (1 — ®)H est d’ordre <07, H est
d’ordre < 0 : en effet, on tire de H = ®(H) + h que

1@ @) Hllp, <sup(|(1@ @) Hllp, (1@ ) "Rp,) ;

comme [[(1® ¢)~"h|,, tend vers 0, la suite ||(1 ® ¢)""H]||,, est bornée. Comme Oy,

il

appartient & H log z], [[p™*Okll, < p~"*, et la limite de O lorsque n — oo
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est ©g = 1. Donc (1 — ¢)O™ tend vers 0 lorsque n — oo. On en déduit que
lim,_.o A, = 0. D’autre part,

B, € |(1®¢)"0(g)|™ = [0 ((1 ® ) "g)|™ .

Comme Hpkn@](;l)”p < p~"™ . B, tend vers 0 lorsque n — oo. Cela démontre que
(1 —®)Np(G) est dordre < 0.

Finalement, montrons la propriété d’unicité de J\~/D(G). Il s’agit de montrer qu’il
n’existe pas de H € Bllog ] ®D tel que ¢(H) = (1Q¢)H et qui soit d’ordre < (—1)~.
On écrit H dans la base des p~ %0y, :

H=> Hp Fe0,
k=0

avec H, # 0. L’équation v(H) = (1 ® p)H implique que

> pFp(Hy)Ok = Zp (1® @) HirpO,
e

ZZ 1@@ Hk(G)k—@,(Cp)) .

Comme @ffp) est un polynome de degré < k — 1 en logx, on en déduit que
Y(Hy) =p"(1© @) H, .
D’ou,
[Hrllp < llp™™" (1@ @) """ (He)ll, <p"llp™™" (1 © )" Hellp,

<
<p~ MA@ ) e,

ce qui tend vers 0 puisque H, est d’ordre < (—1 — )~ par hypotheése. Donc H, est
nul ainsi que H. [l

3.3. Construction d’éléments de Dy (D)
3.3.1. Posons Uy(D) = @ ;50D log’ (1 + x) = D°U(D) (voir 2.3.2). Rappelons que

0= Z 1@ N) .
Posons

/@(H) => %@i(l @ N)~'H .

i>1
3.3.2. THEOREME. — Soit G un élément de B® D tel que
(P =1®¢)G=p(M)
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avec M € Uy(D) et soit A un élément de Uy(D) tel que (1 —pP)A = NIN. On suppose
que g = (1 — ®)G — M est d’ordre < 0. Alors, la suite

k
(18 0) H6(O(G) = (10 9) Tut ) + Lo ) ok for)
r=1
converge dans Bllog ] @ D vers un élément Np(G, A) € Bllog 2] ® D tel que
(3:3.1) (v = 1@ )ND(G, A) = (M)
(3.3.2) NNp(G,A) = A
(3.3.3) Np(G,A) =G +logz - A mod Bllog 2] ® ND

et tel que (1 — ®)Np(G, A) — M soit d’ordre <0~ .

Donnons la valeur de Np dans quelques cas particuliers.

1) Lorsque N = 0 sur D, on a /\~/D(G, A) = G + A -logz. En effet, dans ce cas
O(G) =G.

2) Prenons G = 0; dans ce cas A vérifie ®(A) = p~'A. On a alors Np (0, A) = [O(A

3) Prenons G = U € Up(D); M vaut alors (1 — ®)U. L’élément A doit Verlﬁer
(1 —-p®)A =N = (1—-p®)NU. On a donc A = NU + Ag avec ®(Ag) = p~1Ao.
Alors,

Np(U,A) = Np(U, NU) + Np(0, Ao)

_U+/@( /@

Ces formules se démontrent facilement a ’aide du formulaire du lemme 3.3.7.

3.3.3. THEOREME (SUITE). — Np est un isomorphisme de [’espace vectoriel des
couples (G, \) avec G € BR D, A € Uy(D) vérifiant les conditions

(¥ — 12 )G = (M) avec M € Uy(D),
(H) (I —p®)A =N,
(1—-®)G —M est d’ordre <0~

sur Uespace vectoriel des G € Bllog x] ® D vérifiant

(W —1® )G = p(IM) avec M € Uy(D),
(K) NG e Uy(D) ,
(1 —®)G — M est d’ordre <0

Nous noterons M(G) (resp. A(G)) I'élément de Uy(D) caractérisé par
YO(G)) = (¥ —1@ )G (resp. NG = A(G) ).
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Pour démontrer la bijectivité, nous construirons une application analogue dans
I’autre sens, qui, bien que n’étant pas 'inverse de Np en général, permettra de montrer
la bijectivité de celle-ci.

Soit £(D) l'espace vectoriel des G € B® D tels que (¢ — 1 ® ¢)G = (IM) avec
M € Uy (D). Considérons le complexe €5,(B @ D)

Uo(D) — &(D) xU(D) — Us (D)
U —  (UNU)
(G, A) . NON(G) — (1 — pd)A

et C>o(B ® D) l'image de son premier groupe de cohomologie par l'application
(G,A) — (1 — ®)G — M(G). On vérifie facilement que 'on a on a une suite exacte
naturelle

0 — Do (D) — C20(B® D) — Uo(D)/NUo(D)*""" —0.

Notons C50(BRD)® (resp. Deo 4 (D)(?) le sous-Q,-espace vectoriel de Co(B @ D)
(resp. de Do 4(D)) des classes des (G, A) tels que (1 — )G —M(G) soit d’ordre < 0~
(resp. des éléments g d’ordre < 07). Alors, le composé de Np avec

Gr— (1-2)G - M(G)

induit une application linéaire que 1’on note Np de Cxo(B ® D) dans Dy, 4(D)© :

Np(G,A) = (1= ®)Np(G.A) - M(G) .
Si Doo’Q(D)(;g désigne le sous-module de Dy, 4(D)© formé des éléments g tels que
Rp(9) € Cso,>0(D), on obtient la suite suivante du théoreme :
3.3.4. THEOREME (SUITE). — Np est une bijection de C>o(B ® D) sur DOO,_(,(D)(;()J
et on a

Np(G,A) = (1 —®)G —M(G) + £P - A mod Bllog 2] ® ND |,
Ro(g) = (A,M(G)) € Coo(D)

Remarquons que si 'on remplace D par D[—u] pour u > 0, on peut supposer que
DOC,Q(D)(;% = Do o(D). De méme si g est un élément d’ordre < v, il devient
d’ordre < 0~ dans Dy ¢(D[—v]).

Cette bijection n’est cependant pas parfaite car elle n’est pas compatible avec
l'action de G .

3.3.5. Lorsque N = 0 sur D, on obtient simplement une bijection de Dy, f(D)(O) X
Uy(D)*=P"" sur Doy (D)@ donnée par

No(g.A) =g+ -A.
C’est exactement le scindage de la suite exacte (2.4.2) (voir aussi [24])

1

0 — Do (D) — Deo y(D) — Up(D)*P — 0.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2001



50 CHAPITRE 3. CONSTRUCTION D’ELEMENTS DE D, .(D)

3.3.6. Enfin, remarquons que grace au lemme suivant, si (G, A) vérifie les condi-
tions (H), G appartient en fait & H ® D.

LEMME. — Soit H € BQD tel que (1 —®)H — M soit d’ordre < 0~ avec M € U(D).
Alors He H® D.

Démonstration. — Pour démontrer le lemme, on peut utiliser le calcul fait dans le
cas ot N = 0. On peut aussi le faire directement. Posons h = (1 — ®)H. C’est un
élément d’ordre < 0~. Ecrivons h = hy+h_ avec hy € By et h_o € B_ d’ordre < 0~
et H= Hy + H_. On a alors (1 — ®)h_ = 0. Montrons que si D’ est le y-support
de h_, |p7|pr < 1. Eneffet, si h_ =Y 27 ay /2",

1A© @) " h]lp, Z (1@ @) k|1 = | "ax] .

On en déduit que pour tout k > 1, |¢ "ak| tend vers 0 lorsque n — oo et donc
que |p~"d| tend vers 0 pour tout d appartenant a D’. Ainsi, [p~!|p, < 1. Comme
ker(1—®|B_®D) est nul, le p-support de H_ est D’. D’autre part, comme 1) conserve
By, p(H-) = (1®p)H_ et

IH-|l, = Q@) "¢ (H )|, < [T 9) " H-|,
<l "o [ H-l, -

Comme |~ "|ps tend vers 0 lorsque n — oo, on en déduit que H_ est nul. Donc

HeH®D. O
Passons a la démonstration du théoreme 3.3.2 en commencant par un lemme-

formulaire :

3.3.7. LEMME

1) Sib € Up(D), Yo(p@1)(b) = (p®1)ot(b) =b.
2) Sib € UD) et f € Bllogz], on a (fb)
$(0,b) =p70;1(b) et

(129) w(O0) = O((1e ¢) b)) |
(o) fom) =p ! [oiro) v .

Y(f)(d). En particulier,

3) (1®N)O(G) = 0((1® N)G) ,
NO(G) = (N ® 1)G)
1) 1®N) /@(H) = [e(1e N)H)=H - 0(H) ,

(N®1)/®(H) :®(H)+/@((N®1)H) 7

N/@(H):H+/®((N®1)H) .
En particulier, si He BQ D, N [O(H)=H = (N®1) [0(H).
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3.3.8. Posons ¥ = (1 ® ¢)~1¢. Posons U, = U*(O(Q)) et

k
Up=Up— > W) +\P’“</@A>

et commencons par calculer U,’C+1 — Uj.. On a comme dans le §3.2
o~ (=1)
j!

¥(6(@)) = (WO (1@ NYG) +p 76,10 N)J¥(G)) -
7=0
En remplacant G par g + ®(G) + M et ¢(G) par (1 @ ¢)G + (M) et en utilisant le

)
lemme 3.3.7 et le fait que ¥(© g )) =0, on obtient

—yo !

1l
=0

WOV (1e N)g)+p 76,1 ®N>j(1 ®¢)G)

p70;(1® N) (M)

=907 (g)) + (1©¢)O(G) +(O(M )) :
D’ou
(3.3.4) U1 — Ui = 5107 (9)) + ¥*TH(O(M)) .
D’autre part,

v — 1)/9 /@ “1U(A /@ U((1—pd)A))
Z/@(p_l\ll((l(X)N)fm)):\I’ /@((1®N)zm)

= (M — O(M)) .
Dot
(3.3.5) \Ifk+1(/@A) - \pk(/@A) = UFHL (M — O(M)) .

On déduit des équations (3.3.4) et (3.3.5) que
Uk — Up = U107 (g))
- (-1

] ( ®N) kj\:[/k( @(P))

Le fait que g soit d’ordre 0~ implique comme dans §3.2 que le premier terme tend
aussi vers 0. On en déduit que la suite Uy admet une limite dans Bllog z] ® D que
I’on note ./\N/D(G,A). Vérifions qu’elle a les propriétés voulues. On a NO(G) = 0 car
(N ®1)G = 0. De méme,

N\p’f(/@(A)) :p—kq/k(N/@(A)) = pFwk(A)
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et

k k

N(Dwem) = 3 p (1 - pe)A)
t=1 t=1
=p "UF(A) - A
D’on, NU, = A et en passant a la limite N./\~fp(G7 A) = A. D’autre part,
U(Uy) — Upsr = T(M) .

Donc en passant a la limite

(¥~ 1)(Np(G,A) = ¥(M) .
et

(¥ = 1@ ) (Np(G, A)) = (M) .
Enfin, on a modulo Bllog z] ® ND

k
Uy = UHG) =) wi(m)
t=1
= G mod Bllog z] ® ND
(se déduit de I'équation ¥(G)—G = ¥(9M)). Donc Np(G, A) = G mod Bllog 2] @ ND.
Pour l'ordre de g = (1 — ®)Np(G,A) — M, on vérifie comme dans le §3.2 que

Ups1 — Up = UFF1(OP) (g)) est d’ordre < (—1)7, puis que (1 — &)Uy — M est
d’ordre < 0.

3.3.9. Construction d’une application presque réciproque. — On part main-
tenant de G € Bllogz] ® D tel que (¢ —1® ¢)G = (M), NG = A et tel que
(1 —®)G — M soit d’ordre < 07, c’est-a-dire vérifiant les propriétés (K). On utilise
cette fois ci les opérateurs
1 i
T(H)=Y 40:(1e N)'H
i>0
et L
_ , i—1
/T(H) =Y SOi(1@ N)'™'H .
i>1

Posons V} = V(T (Q)) et

a k
szvk—;\l/(mt)—m (/TA)

et commengons par calculer V;, ; — V}/. On a comme dans le §3.2

HTE) =Y %w(egm © NYG) +p70,(10 NY$(G)) .

=0
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En remplacant G par g + ®(G) + M et (G) par (1 ® ¢)G + (9M) et en utilisant le
lemme 3.3.7 et le fait que ¢(Tj(p)) = 0, on obtient

o0

HTE) =Y -

(0O (12 NYg) + 070,18 N (18 ¢)G)
7=0

.S %pﬂ'@ju ® N)p()

Jj=0

= (TP (9)) + 1©)T(G) +(T(M)) .
D’ou
Upyr — Ui = UEHT P (g)) + WHHH(T () .
D’autre part,

v 1) [ T() = (T -
D’ou
(3.3.6) WH&(/TA>_Wk</7A>
= UHH(T (M)
On déduit des équations (3.3.4) et (3.3.6) que
Vie1r — Vi = TFH(T W) (g))

=1 -
:§:3ﬂ1®AU%“Wk@@?U.
7=0

Le fait que g soit d’ordre 0~ implique comme dans le cas du §3.2 que le premier
terme tend aussi vers 0. On en déduit que la suite Vj, admet une limite dans B[log z|®D
que 'on note Mp(G). Vérifions qu’elle a les propriétés voulues. On a

oo

(NeDT(G) =Y ——6;1(18N) JG+Z ~0,(19 N)(Ne1)G
= G- =
=T(NG) =T(A)
car NG = A. D’autre part,
(N®1)/T (1@ NYIA
j:l
= T(A)
et
k
(N®1)) wim
t=1
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On en déduit que (N ® 1)V, = 0 et en passant a la limite que
(N®@ 1)Mp(G) =0 .
Ainsi, MVD(G) appartient a B ® D. D’autre part,
U(V) = Visr = T(IM) .
Donc en passant a la limite
(1 —1® Q)N (G, A) = (M) .
Enfin, on a modulo B® ND

k
Vi = UHG) = )W)
t=1

k
= UH(@) =Y (T (M)
= G mod B[lggac] ®QND .

Donc MVD(G) = GG mod Bllog z] ® ND. On procéde de la méme maniére que pour Nop
pour comparer les ordres de g = (1 — ®)Mp(G) — M et de g = (1 — )G — M.

3.3.10. Démonstration de la bijectivité de :1\79. — Lorsque N =0 sur D, Np
et Mvp sont clairement inverses 'une de 'autre.

Supposons que J\~/'D(G, A) =0 et soit A le plus petit (¢, N)-module de D tel que G
et A appartiennent a B® A. Comme

Np(G,A) = Na(G,A) = G + A - log z mod Bllog z] ® NA

et que G € B® A, on en déduit que G € B® NA et que A € U(NA). Comme NA
est strictement contenu dans A si A # 0, on en déduit la nullité de G.

Montrons maintenant la surjectivité par récurrence sur/lve degré de nilpotence de D.
Soit G vérifiant les propriétés (K) et A = NG. Soit Gy = Mp(G). Alors (Go, A) vérifie
les propriétés (H). On a

Np(Go,A) = Go +log z - A mod B[log z] @ ND
=G +logz - A mod Bllogz] ® ND .
Alors G; = G — ND(G(), A) vérifie les propriétés (K) et appartient & Bllog 2] ® ND.
E;n utilisant I’hypothese de Nrécurrence, on en déduit que GG; appartient a 'image de
Nnop et donc & I'image de Np.
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CHAPITRE 4

THEOREMES DE STRUCTURE DES D .(D)

4.1. Lien entre les D «(D)

4.1.1. PROPOSITION. — Les suites suivantes de Goo-modules sont exactes :

0 — Dooe(D) — Do (D) =25 Coo (D) — 0 ,

0 — Do, (D) — Do (D) 25 (U(D)/NUD)) =" — 0,

0 — Do e(D) — Do 5(D) “2 UD)N="/(1 = p@U(D)" =" — 0.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que Rp est surjective. On peut tordre D
de maniére & ce que D¥=P" = 0 pour i > 0. On a alors Coo(D) = Coo,>0(D). Soit

(A, 9N) € U(D) x U(D) tel que
(1— p®)A = N9 .

Il existe G € B® D tel que (¢ —1®¢)G = (M) (Uexistence vient de la surjectivité de

Do, (D) — U(D)/(1 — ®)U(D), §2.4). Quitte & remplacer encore D par D[—u| avec
u > 0, on peut supposer que l'ordre de g = (1 — )G — M est < 0. Donc Np(G, A)

existe et si g = (1 — )N (G, A) — M, Rp(g) est égale a la classe de (A, IMN).
4.1.2. Regardons le cas particulier oit M = 0 et A = p~1A. Alors,
No(0,8) = [(n)
h(A) = (1 — @) [O(A) est un élément de Dy 4(D) tel que
h(A) = 7 A mod Bllog 2] © ND
et Rpo(h(A)) est la classe de A dans (D/ND)#=F ", On a

= (!
= )

h(A) = 0P NE-IA
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Par exemple, lorsque N2 = 0, on trouve que

/@(A)zlogm-A——-NA,

4.2. Rang des Do, «(D)

4.2.1. THEOREME. — Soit D un (@, N)-module de dimension finie. Les H(G o )-mo-
dules Do (D) pour x € {e, f, g} sont des modules de type fini, sans torsion, de rang
égal a dimg, D et admettant une résolution de longueur finie (< 2) par des modules
libres de type fini.

En particulier, det Do (D) & un sens.

Démonstration. — On note Ag, = Q, ® Zy[G]. Nous utiliserons les faits suivants :

(i) Si f € Ag,, H(G)/[H(Gx) = Mg,/ fAg, (par le théoreme de préparation de
Weierstrass, on se rameéne au cas ol f est un polynéme (distingué) puis on utilise la
division euclidienne d’un élément de H(G) par f, [1]).

(ii) Si M est un H(G )-module de torsion qui est un Q,-espace vectoriel de dimen-
sion finie, c’est aussi un Ag,-module de type fini et il admet donc une résolution de
longueur 2 par des modules libres de type fini sur H(G ). En effet, M est annulé par
P(y—1) € Q'] ou P est le polynéme caractéristique de 'endomorphisme v — 1 et
on utilise le fait que Z,[I'] est un anneau local régulier de dimension 2 et la remarque
précédente.

(iii) Si M est comme précédemment et dans une suite exacte 0 — My — My —
M — 0, avec My un H(G s )-module de type fini, alors M; Pest aussi : si (m;) est un
systeme générateur de Mo, le fait que ), aym; appartient & M; se traduit par des
relations entre les «; engendrées par un nombre fini de relations!

Les quotients Do, 4/7(D) et Dog, /(D) sont des Ag,-modules de type fini de torsion
et en particulier admettent une résolution de longueur 2 par des modules libres de
type fini. Cette propriété étant stable par suite exacte et en utilisant (iii), il suffit
donc de montrer le théoréme pour un des Do « (D).

Lorsque N = 0 sur D, le théoreme est vrai. Passons au cas général. La suite

0 — Doo,g(DV=") — Do 4(D) — Do, (D/D¥=) — 0

est exacte a des modules de torsion pres qui sont de plus des Q,-espaces vectoriels
de dimension finie. Or DV=Y n’est jamais nul (si D ne 'est pas). On en déduit par
récurrence sur la dimension de D que Do 4(D) est de type fini, de rang inférieur ou
égal a dimg, D et admet une résolution de longueur finie (en fait < 2) par des modules
libres de type fini.
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Montrons maintenant que Dy (D) est un H(G )-module de rang > dimD = d.
Quitte & remplacer D par D[—k] avec k > 0, on peut supposer que [t < 1. 1l
existe go € Zy [#]¥=° tel que les R(d) = go ® d avec d € D appartiennent & l'image
de 1 — ®. Par exemple, on prend [, (x(7)*y — 1) - (1 + ) pour K I'ensemble des
entiers tels que D?=P " est non nul. Notons R(d) un élément de (B ® D)¥=18¢ tel
que (1 —®)R(d) = R(d).

Comme N est un endomorphisme nilpotent sur D et que Ny = ppN, les sous-
espaces D; = N®D qui sont non nuls forment une suite strictement décroissante
de sous-espaces de D stables par ¢ et par N. Choisissons une base B de D adap-
tée a la filtration par les D;, c’est-a-dire telle que les § de B non nuls modulo D;
forment un systeme libre dans D/D;. Les (R(8))sep vérifient alors une propriété
analogue : I'ensemble des R(/3) non nuls modulo H¥=° @ D; forme un systéme libre
dans H¥=" ® D/D;.

Considérons maintenant les S(3) = Np(R(3)) € Doo (D) qui existent car les R(f3)
sont d’ordre < 07, et montrons que les S(3) = (1 — ®)S(8) forment un systeme libre
dans Do (D). Soit Y 5cp Ag - S(B) = 0 avec B C B et \g # 0 pour tout 8 € B'.

Soit r le plus grand entier tel que les S(/3) appartiennent tous a Doo (D;). On a
> s+ S(B) € ker(1 — ®|Doo (D)) =0 .
peB’
Passons au quotient par D, et notons 7 la projection. On a
Z )\ﬂ NDT/DT+1(7T(R(6))) =0
peB’
dans 5OO(DT/DT+1). Comme N =0 sur D,./D;41, /VDT/DrH est en fait I'identité. On
en déduit que dans 2500 (Dy/Dr11)

En appliquant 1 — ®, on a

On en déduit que les Ag tels que 3 € D, sont nuls en contradiction avec I'hypothese que
les A sont tous non nuls. Donc les (R(8))gep forment un systeme libre de Do (D).

On peut retrouver le fait que Do 4(D) admet une résolution libre de longueur < 2
de la maniere suivante. Soit M le sous-H(G oo )-module libre de Do 4(D) engendré par
les R(/3). On démontre par récurrence comme précédemment qu'il existe hg € Z,[Goo]
non diviseur de zéro tel que pour g € Do (D), fo - g appartient & M. Comme les
Doo,+(D) sont de type fini sur H(G), le quotient de Do (D) par Y H(Goo)R(5) est
en fait un Ag,-module de type fini et de torsion. Comme D, 4(D) est une extension
d'un Ag,-module de type fini et de torsion par un H(G)-module libre, il vérifie les
conclusions du théoreme 4.2.1. O
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4.3. Comportement par suite exacte
4.3.1. On pose
Dl 4(D) = Peoyy(D)
2 —
D, 4(D) =0 pouri #1,2.

Si () : 0 = Dy — Dy — D3 — 0 est une suite exacte de (g, N)-modules, on définit
une application de connexion

Dl 4(Ds3) — D3 4(D)

en composant ’application

Rp, : Dl g(Ds) — Coo(Ds)
avec l'application de connexion

Coo(D3) — U(Dy)/(1 — p®, N)U(D1)

définie de maniere explicite par

(A, D) — NI — (1 — p®)A
si A et M sont des relevements de A et M dans U (D2).

4.3.2. PROPOSITION. — Soit (o) : 0 — Dy — Dy — D3 — 0 une suite ezacte de
(p, N)-modules. Alors la suite longue

(4.3.1) ... — DL (D1) — Di, (D2) — Di, ,(D3) — ...

est une suite exacte de H(Gs)-modules.

Démonstration. — 1l est facile de vérifier que la suite est un complexe. Le seul point
délicat est l'exactitude de

(4.3.2) Dl ,(D3) — DL, ,(Ds) — D2, ,(D1) .

Remarquons aussi que 1’énoncé est invariant par twist. Commencons par deux cas
particuliers. D’abord lorsque N = 0 sur D5 et donc sur tous les D;, la proposition
4.3.2 a été montrée (proposition 2.4.5). Démontrons maintenant que la suite (4.3.1)
(c’est-a-dire en fait la suite (4.3.2)) est exacte lorsque N = 0 sur Ds.

On peut supposer que ||~ !||p, < 1. Soit g € Dso 4(D3) C BY=" ® D5. Quitte a
tordre encore les D;, on peut supposer que 0,(g) < 0~ (pour u > 0 tel que ||p"*(1®
©)~"gllp, tend vers 0 lorsque n — oo, on remplace les D; par D;[—u]).

Soit (A, 91) un représentant de Rp,(g). On peut écrire

g=A" 4 g

avec g1 € Do f(D3) dordre < 0~. D’autre part, comme l'image de g dans
UD1)/(1 — D, N)U(D;) est nulle, il existe A et MM dans U(Dy) relevant A et I

MEMOIRES DE LA SMF 84



4.3. COMPORTEMENT PAR SUITE EXACTE 59

et vérifiant (1 —prJ)f\ = NO. 11 existe un relevement g de g dans Deo, (D) :
il existe Go € H® Dy tel que (1 — )Gy = g1 — M. Alors, Np, (G277\) existe et
g1 = (1 — ®)Np, (G2, A) — M est un élément de Do 4(D2) tel que

Gi=51+ 2% A mod Bllogz] ® ND, .

L’image de g; dans Do, 4(Ds3) est donc g, ce qui démontre 'exactitude de (4.3.2).
Démontrons le cas général par récurrence sur le degré de nilpotence de N sur D,.
Il existe un diagramme a 9 termes commutatif dont les suites et les colonnes sont

exactes

0 0 0
! ! !

0 - Dy — D) - Dy — 0
! ! !

O — Dl d D2 d Dg d O
! ! !

0 — D’l/ — Dé’ — Dg — 0
! ! !
0 0 0

et tel que le degré de nilpotence de N sur DY et sur Dj est strictement inférieur & celui
sur Dy. Par exemple, on peut prendre D) = D;/ND; pour i = 2 et 3, D} le noyau de
DY — DY (c’est aussi D1/Dy N NDy), D = ND,; pour i = 2 et 3, D} = Dy N NDs.
On en déduit un diagramme commutatif tordu

: : : (1)
! 1 ! 1

— 'Déc,g('Dll) — Déo’g(D/z) — 'Déc,g('Dé) — Dg}g(pi) — ...
! _ i) ! _ l
— DL (D) — DL, (D) — D ,(D3) — DI(D1) —...
. l . l . l . l
~ DLLDY) — Di,(DY) — DD — DILDY)

| 1 ! 1

(1)
dont les colonnes (tordues) sont exactes. Par hypothese de récurrence, la premiere et
la derniére ligne sont exactes. En prenant le déterminant sur H(I'), on en déduit que
la deuxieme ligne est exacte (voir par exemple [12]). O
4.3.3. On peut introduire les notions de suites exactes e, f. Soit

(@) :0—D; — Dy — D3 — 0

une suite exacte de (p, N)-modules. L’extension « est dite f si la suite

0— DY~ — D=0 —DY¥="—o0
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est exacte. Elle est dite e si elle est f et si la suite
0 — U(D;/ND1)*=! — U(Dy/ND2)*=r — U(D3/ND3)*=t — 0

est exacte.
Cette derniere condition est équivalente a I’exactitude de

0 — (D1 /NDy)¥=F — (Dy/ND2)¢=F — (D3/ND5)?=" — 0

pour tout entier j € Z.
On démontre facilement a l’aide de ce qui précede la proposition suivante.

4.3.4. PROPOSITION. — Si () est une suite exacte courte de (¢, N)-modules qui est
* avec * = e ou f, la suite naturelle

0 — Do, x(D1) — Do ,x(D2) — Do «(D3) — 0

est exacte.
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CHAPITRE 5

EXPONENTIELLE

5.1. Construction d’éléments de Bggr

On fixe un systéme compatible de racines de 'unité ¢ = ((,) avec (, une racine
de I'unité d’ordre p" et Cﬁﬂ = (,. On peut voir ¢ comme un élément de B, il
est noté [¢]. On pose B, = ¢ "([g]) dans Beys. On pose t = logle] € Bes. Nous
utiliserons aussi 'anneau By introduit par Colmez [6, II1.2] ainsi que sa norme
Il max- Ils vérifient en particulier

@(Bmax) - Bcris - Bmax
et

p_leHmaX”y”maX < [|2y]|max < |2/l max Y[ max

pour x et y appartenant & 'anneau Ay, des éléments de Bp,.x de norme < 1.

5.1.1. PROPOSITION

1) Soit F =3, ., apx® € HPL Alors, si pn, > p, la série > ke 0k (Bn— 1)* converge
+G -

dans By W) ot on note la somme F(B, —1).

+ Gap (ppoo)

cris

Si F e H"'l | F(B, — 1) appartient & B
2) L’application F +— F((, — 1) est continue.

Démonstration [7, proposition I1.5.1]. — On a
ﬂn N
D el =1 =3 (G~ (Eg)"
kez kez "

Les ((8n—1)/(¢,—1))F forment une suite bornée dans Bj; car limage de
(B —1)/(¢n — 1) dans C, est 1. D’autre part, |ax(¢, — 1)*| tend vers 0 dans
C, puisque la série >, ., axz® converge pour |z| = p,, = |¢,, — 1| lorsque k — Fo0. En
utilisant les propriétés sur les ensembles bornés énoncées dans [7, §5], on en déduit
que (¢, — D*ar((Bn —1)/(¢n — 1))*tend vers 0 lorsque k — 400 et la convergence
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de la série. La seconde assertion est démontrée dans [19]. Il reste & montrer que si
| F;ll, tend vers 0 lorsque j — oo (avec p = [(, — 1]), F;(8, — 1) tend vers 0 dans
Big. Soit m; une famille d’éléments de Q, tel que ||F||; < |r;| avec |r;| tendant vers
0 et posons G; = 7rj_1Fj => . aixk. En reprenant la démonstration de la premiere
partie, on montre que les ai(ﬂn — 1) sont bornés par rapport & k et & j. Il en est
donc de méme de l'adhérence du Z,-module qu'’ils engendrent. Donc les G (5, — 1)

sont bornés (par rapport & j). Comme la suite m; tend vers 0 dans Bjy, la suite
F;(Bn — 1) = m;G;j (B, — 1) tend vers 0 dans Bjy. O

La formule 3, = (, exp(t/p") permet de voir F (3, — 1) comme un élément de
Qp(ppn)[[t] [6]. Le lien entre v et P'opérateur de trace Tr, (1,041)/Qo(pn) = Trng1/m
induit par la trace sur Qp(j,n+1) et par Iidentité sur ¢ est

D(E)(Bn = 1) = Trg, (u,mi1)/Qp (pn) (F (Brr = 1)) -

5.1.2. LEMME. — Si f € B_, la suite f(B8, — 1) est bornée dans Bagr et p?™ f(3, —1)
tend vers 0 pour tout g > 0.

Démonstration. — Soit f =37, arz™% € B_ : on a donc |ax| < C et |ax| <
pour tout entier k, n assez grand et C' une constante. On a

> au(da -1 ZZ S - (=)

k>0 r>1 57=0

Comme [arpn—;/(Cn — D™ < Cpp? et [[(Bn = 1) [[max < pl, on a
|(Cn - 1)Tpn|71||arp“7j(6n - 1)meax <C

et la suite (arpr—;/(Co —1)P")(B, — 1)7 est bornée dans Bjy. D’autre part,
I'image de (¢, —1)/(8n — 1) dans C, est égale & 1 et la suite ((¢, —1)/(8n — 1))
converge dans Bjj;. On en déduit que la famille des (arpn—;/(Co — 1) )(Bn — 1)7 x
((Cn —1)/(Bn — 1))"P" est bornée dans Bj; de méme que I'adhérence du Z,-module
engendré par ces éléments. Donc, f(3, — 1) est bornée dans BJ. Pour toute suite u,
tendant vers 0, par exemple p?™ avec ¢ > 0, la suite u,, f(8, — 1) tend vers 0 lorsque

n — oo.

O

5.1.3. LEMME. — La suztep log(3,—1) a une limite dans B R qui est p =logle—1].

C’est un élément de BSt G tpeo) vérifiant Np = 1 et pp = pp. L’action de G est
donnée par Tp = p + p, avec p, = lim, p"a, (B, — 1). La suite p*"O(3, — 1) a une

+Gap(nyoe)

limite dans B, qui est p¥ =logF[e —1].

Rappelons que

(1+2z)x7) —1

= log =logx(7) + (x(7) = D +---
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n

Démonstration. — On peut soit le faire directement : dans By, la suite ([5]1/ P 1)
tend vers [e — 1], soit montrer la convergence de la suite p™ log(8, — 1) en utilisant le
lemme précédent (ce qui ne donne pas le fait que la limite appartient & BZ). Comme

log(B,-1 —1) —plog(fB, — 1) = pa<p(ﬁn -1),

il suffit de monter que la suite p™a, (8, — 1) tend vers 0 dans BGTR, ce qui est impliqué
par le lemme 5.1.2. Pour les mémes raisons, la suite p™a, (5, — 1) est convergente.

Soit H = O — log" z; c’est un élément de B_[log z] de degré < k — 2. Ecrivons
H= Zj 0h log’ z avec hj € B_. On a

k—2

PP H(B, — 1) = Zp”hj(ﬁn —1)p" Y logd (6, — 1) .

Jj=0

Or p"h;(Bn — 1) tend vers 0 grace au lemme 5.1.2, "V log? (B, — 1) tend vers 0
car k—1 > j et que la suite p™/ log (3, — 1) converge. Donc p™* H(3,, — 1) tend vers 0
lorsque n — oco. On en déduit le lemme. [l

Si D est un (p, N)-module, G € Bllog z]®D, G(8,—1) est définie pour n >> 0, méme
si G([e]—1) n’existe pas. Il est commode de poser =" (G([e]—1)) = (1Q¢) "G(B,—1).

5.1.4. PROPOSITION. — Soit G € Bllogz] ® D tel que (¥ — 1 ® )G = (M) et
NG = A avec M et A € Up(D). On suppose que g = (1 — &)G — M est d’ordre 0.
La suite définie par

O (G(le] - 1)) = > @ (M([g] — 1))
r=1

n
=(109) "G(B —1) = Y (1@ 9) M5 — 1)
r=1
+ oo . . \
pour n > 0 admet une limite Lp(G) dans By W) o p qui appartient a
+G . .
By ") @D et vérifie

®Lp(G) = Lp(G) + M([e] - 1)
NEo(G) = A~ 1) .
De plus, si (Go,A) vérifie les conditions (H),
Lo (Rp(Go, A) = exp(—p - (18 N))Lp(Go) + Alp- N)A(E] — 1)

avec

M-y 5

i=1

pi(1® NYi~

Rappelons que D désigne le p-module D avec opérateur de monodromie N = 0.
Démontrons d’abord un lemme.
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5.1.5. LEMME. — Soit g € Bllog z] ® D d’ordre < 0~. La limite de &~ "(g([e] —1)) =
(1®¢) "g(Bn — 1) existe dans Bagr et est nulle.

Démonstration. — Soit g € Bllogz] ® D, g = >, gk log"z avec g, € B® D
d’ordre < (—k)~. On a

1@¢) 9B —1) =D p ™1 @) "gr(Bn — 1)(p" log(Bn — 1))* .
k

La suite p” log(/3, — 1) étant convergente est bornée. La suite p~"* (12 ¢) " gr(B, — 1)
tend vers 0 : montrons-le en décomposant g, en hy +h_ avec hy € H®D et h_ €
B_ ® D d’ordre < (—k)~. Le premier cas se déduit de I'inégalité

16~ (1® )"y (Bn — Dllmax < Cllp™ (12 9) Ry |,

Dans le second cas, la démonstration du lemme 3.3.6 implique que si D’ est le ¢-
support de h_ (c’est-a-dire le plus petit sous-p-module de D tel que h— € B® D’),
lo~tp < p~*. Daprés le lemme 5.1.2, h_(3, — 1) est bornée. On en conclut que
p " (1® @) "h_(B, — 1) tend vers 0. O

Passons a la démonstration proprement dite de la proposition 5.1.4. Posons

n

Vi =Va(G) = @7(G([e] = 1) = D @7 (M(e] — 1)) -

r=1

On a pour n >0
Vi = Va1 = 07" (1 = @)(G([e] = 1)) = 7" (M([e] — 1))
=([1®@¢) 9B —1) .

Lorsque g est d’ordre < 07, la suite V,, a donc une limite que l'on note Lp(G). I est

Qp (kpoo)

+G
clair que Lp(G) appartient a B,y . Pour démontrer que L£p(G) appartient a
By, nous allons utiliser Np. D’apreés le §3.3, il existe Gy € B® D tel que

G =Np(Go,A), (¥—1®p)Go=1(M)

et tel que
g():(l—(I))Go—m

soit d’ordre < 07. En fait Gg € H ® D. En effet, si on décompose Gy sur B_ + B_,
(v—1®¢)Go,— = 0et (1-P)Gy,— est d’ordre < 0~ . Le lemme 3.3.6 implique que Gy —
est nul. En utilisant ce qui a été montré de la proposition pour un @-module vérifiant
N=0,lesV, =& "(Go([c]-1))—>_, & "(M([e] — 1)) convergent vers un élément

+ G J: oo . . N + G oo
de By @) Comme d’autre part Gop € H® D, ils appartiennent & B_ ;. i) g

méme que leur limite que I'on note L7(Go). On a ®(V,,) — V,—1 = M([e] — 1), d'otr
(Lp(Go)) = Lp(Go) +M([e] - 1) .
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Cherchons le lien existant entre L5(Go) et Lp(G) = Lp (Np(Go, A)). Ce dernier est
la limite lorsque k et n tendent vers I'infini de (on pose ¥ = (1 ® )~ 11))

Do = 0 (B~ 1)~ S W) - 1)
o (w5 ( forn) (- 1) - D e (e - 1)

1

On a
o (UHH)(e] 1) =@ " (H([e] - 1)) -
Autrement dit, ¥ = (1®¢) 14 devient un inverse & droite et & gauche de ®. En effet,
YH)(Bn —1) = (o (@ 1))(H)(Bnt1 —1) = H(Bny1 — 1)
et

&= (W (H) (] - 1)) = (18 )" gH(H) (B, — 1)
— (1©¢9) " H(Burk — 1)
— o (H(e] - 1)) .

On pose m =n + k. On a alors
Zu = 2"(O(Go)([E] - 1)~ - 7 n(e] - 1) + 07 [On)(fE - 1)

= 27"(O(Go)([e] — 1) — Y 27 (O(e™ T M)([] — 1)

m

+ (I)_m(Z(Q(‘Pm_Tim)([s] —1)—d"(M([e] — 1)) + /@(A)([g] _ 1)) .

r=1

En faisant de méme sur le second morceau, on obtient en passant & la limite que

2" (0(Go) (el - 1) = Y o6 (] - 1))

r=

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2001



66 CHAPITRE 5. EXPONENTIELLE

tend vers exp(—p - (1 ® N))(L5(Go)). Le terme suivant a étudier est

(Yo e@ ram(e - 1) - oM - )+ [OR)(E - 1)
r=1

m—1

= > o ( forey - pA(E - 1) + 8 o) -1

r=0

en utilisant N9t = (1 — p®)A

- <I>_m</@>([a] —1) A - 1)
On en déduit que
Lp(Np(Go, A)) = exp(—p- (1@ N))L5(Go) + Alp- N)A(fe] — 1) .

En particulier si G est comme dans la proposition 5.1.4, Lp(G) appartient a

BSJZ “@ =) o P On a alors
Ne(@) = 83 S Ny A - 1) = A - 1)
i=1
Lp(G) = Lp(G) +M([e] —1) .
5.1.6. Notons Ag , 'application de Bdcspw”oo) ® D dans Qp(pp») @ D induite par

Bflgpwpoo) . Bf}%@p(ﬂp"o)/(x(,}/)fkpn,yp" 1) 2 Q)
(voir [25, §4.1.2] pour la normalisation : pour k = 0 et b € Qp(pn ), on a Mg n(b) = b).
On a Agn(72) = X(7)* Ak, (2). Posons aussi T,,(z) = p~" >, A,n(x)t*. La proposi-
tion suivante répond a une question de Colmez.

5.1.7. PROPOSITION. — Soit G comme dans la proposition 5.1.4, c’est-a-dire véri-
fiant les conditions (K). On a pour n assez grand et pour k > 0
—nk 1® —nDkG n_l _ "_ —rk 1@ —erm r_l

et

n

P'Tn(Lp(G) = (1@ ¢) "G(By —1) = Y (1@ ¢) " M(B, — 1)

r=1
= "Gl - 1) = > @ M(e] - 1) .
r=1

Remarquons que D*(9M) (¢, — 1) = D¥(9M)(0) et que la formule peut donc s’écrire

p (1@ ) "DH(G) (G — 1) = Y0 p (1 @ ) My,

Mo (£p(G) = ;

avec M = >, Mty
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Démonstration. — Par continuité de A, n, Ap.n(Lp(G)) est la limite lorsque m — oo
de
n+m
Am((l @) "G Bugm — 1) = > (1@ @) "M(B, — 1)) .
r=1

Si H € Bllogz] ® D, on a pour n > 0 et pour k& > 0 comme dans [25, §4.1.2] en
remplagant m par m +n

7mennDk:H mn_].
Mo (H (Bimgn — 1)) = p Lyt /p(gnm()kk)!(c + )

et pour r < n,
DF(H) (¢ — 1
M (B (5, — 1)) = =)
Posons ¥ = (1 ® ¢) 4. L'équation ¥(D*(G)) = p*D¥(G) + ¥(D*(M)) implique
pour tout entier m
v (DH(@)) = pFmDH(G) + D pH e (DF(am))
r=1

On en déduit que
(1 ® 90)7mp7m Trm+n/n(Dk(G)(Cn+m - 1))

=" DM@ (G = 1) + YT (1® ) T T (D) (Gt — 1)) -

r=1

Donc Mg n(Lp(G)) est la limite lorsque m — oo de

p_m(l ® (p)—n—m Trm+n/n(Dk(G)(<m+n B 1))

p(n+m)kk!
. i (1 ® ‘p)irinpir Trr—O—n/n(Dk(m)(CnJrr - 1))
— p(n+r)kkl
B Z (1@ @) "DM )¢ — 1)
— prk!
_pMMA® ) DRG) (G — 1) — 3 p (A ® @) TDR (G — 1)
k! '
On déduit la formule concernant T;, de la remarque et de la formule de Taylor
= log B3,)*
H(B, —1) =Y D"(H)((n — 1)%
k=0
= ZD (H)(Cn — I)W
k=0
(vappelons que B, = Cu exp(t/p™)). O
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5.1.8. On peut utiliser les résultats qui précedent pour démontrer la généralisation
suivante du théoreme de Coleman-Colmez (voir ’appendice de [25] pour une présen-
tation analogue). Nous ne nous en servirons pas dans la suite.

Voyons Uy(D) comme plongé dans Beyis @ D : Up(D) = @;>0Dt en envoyant t;
sur ¢/ /5! avec t = log[e]. Pour distinguer, on notera Ais = A([g] — 1) 'image de A
dans Beis ® D. On note Dm,g(D)éO) le sous-Z,[Goo-module de Do ¢(D) formé des
éléments g d’ordre < 0~ et dont I'image par Rp dans Coo (D) appartient & Coo,>0(D)
obtenu & partir du complexe € (Uy(D)).

5.1.9. PROPOSITION. — On a la suite exacte de Goo-modules
0 B +Go,(u, 0o _ _
0 — U(D)oy ™"~ — (B " @ D)

— Doog (D) — Coo,50(D) — 0 .

Démonstration. — L’application « réciproque » C51 est Papplication
+ Gop(nyoo —1 N=
Doo,e(D) N (Bst Qp(prpoo) ®D)‘1>71,N70

définie de la maniere suivante : on écrit (1 — ®)G = g et on prend la limite Lp(G)
de (1® @) ™G(B, — 1). Sil'on en prend la classe modulo @;5oDV="¢=P""#J cela ne
dépend que de g = (1 — ®)G et non du choix de G.

La construction de ’application dans le sens direct est une conséquence du théoreme
de Colmez dans le cas ou D est un ¢-module et des constructions faites au §3.2. Soit

* Gaplupoo) =1 N= Lo N .
Be (B, """ @D)®=LN=0 1] g’%écrit de maniére unique sous la forme

= (=1)7 ,
B=>Y P Ao N) Ay
§=0
ris ) @ D)®=1. Soit Fj son image par 'homomorphisme de Colmez

Cz dans D (D) avec D le ¢-module D. On prend alors
Cp(B) = Np(F3,0) € Do (D) .

Il est facile de déduire des divers résultats de ce texte que la suite est exacte et que
Cp et Cgl sont bien « inverses » 'une de 'autre. O

+G
avec By € (B

On peut facilement généraliser ceci & Do ¢(D), compte tenu de ce qui a été fait.

Considérons le complexe &, ;. (D) en degrés 0, 1 et 2

+ Go,(u, 0o
z/{O(D)cris - z/{O(ID)cris X z/{O(ID)cris X Bst Orltipoo) ® D — UO(D)cris X z/{O(ID)cris

u — (Nu, (1 — ®)u,u)
(A, 90, ) — (Nx— A, (1 - @)z — M)
+G oo . . .
et notons (By ) & D), le premier groupe de cohomologie. On construit une
application
0 + Gap(rupos)
Docg(D)y) — (B """ @ D),
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de la maniére suivante. Soit ¢ € D 4(D) et G une solution complete de I'équation

(1—®)G =g :onadoncen fait (1—®)G = g+IM(G). Posons NG = A(G). La classe
Gopin oo :

de (A(Q)exis, M(G)exis, Lp(G)) dans (Boy "7’ D), ne dépend pas du choix de G.

5.1.10. PROPOSITION. — Soit D un (v, N)-module. Alors, l’application
+ Gopupoo
Lo Duoy(D)Sy — (B """ @),

est un isomorphisme de Gso-modules et

PTa(Lp(G) = (18 @) "C(B — 1) = 3 (10 @) MG (B, — 1)

r=1

=07 (G(le] = 1)) = YT (M) ([] — 1)) -

r=1

5.2. Théoréme-définition de I’exponentielle

5.2.1. Soit K une extension finie non ramifiée de Q, et soit V' une représentation
p-adique semi-stable de Gg. On pose K, = K(uym) = KQp(ppn). La représenta-
tion induite Indg/q,(V) de V' a Gg, est une représentation p-adique semi-stable
de Gg,. Le Qp-espace vectoriel D, (V) = D,(Indg/q,(V)) est muni d'une structure
naturelle de K-espace vectoriel. D’autre part, par le lemme de Shapiro, il y a un iso-
morphisme naturel entre H'(K,, V) et H'(Qp(ppn ), Ind /g, (V)) et entre H' (K, T)
et H'(Qp(ppr ), Ind e/, (T)) si T est un réseau de V stable par Gx. On pose

DE(V) = DE(Dy(V)), Doo(V) = Doo(Dy(V))

et pour * € {e, f, g}, Doo,«(V) = Do «(Dp(V)).

Pour g € D 4(V'), nous appellerons abusivement solution (complete) de I’équation
(1 — ®)G = g une famille (G,).¢cz telle que

1) G, € Bllog z] @ D,,(V) et D(G,) = Gri1

2) pour r >0, (1 -p"®)G, = D"(g)
Si g € Duo,#(V), on peut prendre les G dans (B[log 2] @D, (V))V=2. Si g € Do (V),
on peut prendre les G € (B[log z]@D,(V))VN=9%=0 et on a alors (1—p*®)Gs = D*(g),
mais ce n’est pas essentiel.

Si G est une solution complete de (1 — )G = g, on note D"(G) = G,.. On a les
relations « formelles » suivantes

(1-3)G =g+ M(G)
NG = A(G)
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avec M(G) et A(G) € U(D,(V)), ce qui signifie concretement que pour tout entier
rez

(1-®)D"(G) = D'(g) + D" (M(G))

ND"(G) = D"(A(GQ))
avec D" : U(Dp(V)) — H @ D,(V) lapplication
. log? ~"(1 4 )
r ip.) = ,
D (Zt bj> ; ) b; .

5.2.2. DEFINITION. — Soit g € Do (V) et G une solution (compléte) de I'équation
(1 - ®)G = g. On pose H = (AN 9, G) ot Al est A vu comme appartenant &
U(D,(V)[1]), ce qui pratiquement veut dire que

(1) AM) =p(1@p)A .

En tant que Qp-espace vectoriel, D, (V) et D,(V(k)) sont égaux et ’homomor-
phisme de Frobenius de D,,(V (k)) est p~* fois celui de D, (V). Nous ferons cependant
de temps en temps intervenir la base canonique e_j, de Q,[—k]| (voir [25, §3.1.1] pour

ke_ . Définissons

les détails) qui est simplement 1 avec 'action pe_j = p~
Eni(G) =p" V(1@ o) " DTH(H) (G — 1)

vu comme un élément de Cq(V (k), K,) avec Cst(V(k),K,) le H' du complexe
¢ (V(k),K,) (en degré 0, 1, 2)

D,(V(k)) — Dp(V(k)) ®Dp(V(k) ®tvw(Kn) — D,(V (k))
v — (Nv, (1 —p~*p), D)
()\7%2) — N.u_ (1 _p_k_‘—l(p))‘
ou

tv e (Kn) = K, ®k (Dar(V(k))/ Fil® Dar(V (k)))

= K, @k (Dar(V)/Fil" Dar(V))

= Qupr) ® (Dar(V)/ Fil* Dar(V))
(comme V est supposé semi-stable et K/Qj, non ramifié, Dqr(V) = D,(V)). Remar-
quons que, pour S € Up(D), D#(S)(¢, — 1) = D*(S)(0) est un élément de D, (V).

L’élément p"=, x(G) peut aussi s'écrire
P (10p) M (p~" DT (A), DTHEM), DTHG)) (G — 1)
=1 @) "(p "D (A)(0), DTF()(0), D7H(G) (G — 1) @ ey)

avec A = A(G) et M = M(G).
Bloch et Kato définissent dans [2] une application exponentielle

expy ( : Cat(V(k), Kp) — H' (K, V(k))
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dont I'image est par définition Hj(K,,V (k). Plus précisément, H (K, V(k)) est
défini dans [2] comme le noyau de HY(K,,V(k)) — H'(K,, Bar ® V(k)). L'égalité
avec le Qp-espace vectoriel que nous définissons ici a été montrée par Hyodo (non
publié) et Nekovér ([15], voir aussi [12]).

Soit T un réseau de V stable par Gk. Soit Z1 (K,T) la limite projective des
HY(K,,T) pour les applications de corestriction et Z1 (K,V) = Q, ® ZL (K,T).
Notons 7, : ZL(K,T) — HY(K,,V(k)) le composé de 'opérateur de twist induit
par V' — V(k) et de la projection naturelle (voir par exemple [19, 1.5]). Cet opérateur
se prolonge & H(Goo) ®q, 07, [G] Zao (K, V) (ce que nous noterons pour simplifier les
notations H(Gw) ® ZL (K, V). Une famille d’éléments P, , de H'(K,,V(k)) pour
a < k < best dite tempérée d’ordre < s s'il existe 2 € Hy(Goo) ® ZL (K, V) tel que
Tn.k(2) = Py pour tout a < k < b et pour tout n > 0.

5.2.3. THEOREME. — Soit h un entier > 1 tel que Fil™"D,(V) = D,(V) et u tel

que u > 1—h. Soit g un élément de Do (V') d’ordre < u™ et G une solution compléte
de Uéquation (1 — ®)G = g+ M. Les points de H (K, V (k))

P)(G) = expy gy (=11 (h+ k — 1)12, 4(G))
pour 1—h < k < u et n > 0 forment une famille de points tempérée d’ordre < (u+h)~

et définissent un élément de H(Gso) ® ZX (K, V) ne dépendant que de g et que Uon
note 0y, (G) ou Q1. (g9). On a de plus

0 1(9)) < 0,(g) + 1 -

5.2.4. REMARQUES
1) Pour que G et g soient non nuls, il est nécessaire que u > 1 — h.
2) On peut poser I'*(1 — h — k) = (=) = 1((h + k — 1)1)71, c’est le résidu de la
fonction I' en —k — h qui est ici négatif. On a donc
M — 1 =

Pn, (G) = mexpwk) (Enk(G)) -
3) « Pour n assez grand » signifie que G est définie en (,, — 1.
4) Nous donnons dans 'appendice A.2 ’exemple des éléments cyclotomiques et de la
fonction de Kubota-Leopoldt.
Démonstration. — Pour démontrer 'existence de Q&}‘ 21, on procede comme dans [25].
Nous mettons ici 'accent sur ce qui est (un peu) nouveau. Les relations du type
Trn+1/n(PT(L]j_)Lk(G)) = PT(L,C)(G) sont impliquées par la propriété

1® @) ' (D"(G) =p"D"(G) + (1@ ) '(D"(M)) .

Remarquons aussi qu’il suffit de regarder le cas ot K = Q, par induction. Notons
Eul : By, ® D, (V) — Fil’(By; ® D,(V)) un scindage continu de application

1—® : Fil%(By @ D,(V)) — By @ D,(V) .

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2001



72 CHAPITRE 5. EXPONENTIELLE

L’image de I'application
By @ D,(V)/V
— By @D, (V) @ By @ D, (V) @ Bar @ D, (V)/ Fil’(Bag @ D, (V)

est formée des triplets (A, B, C) tels que NA = (1 — p®)B. Soit ep un « scindage »
continu de cette application sur son image. Si (4,B,C) € Bs @ Dp(V) @ By ®
D, (V) @ Bar @ D,(V)/ Fil’(Bar @ D,(V)) et si C” est un élément de By @ D,(V)
tel que C" = C mod Fil®(Bar ® D,(V))) et tel que NC' = A (cela existe et nous en
trouverons!), on a

ep(A,B,C)=C"—Eul((1 — ®)C' — B) mod V
et Neg(A,B,C)=A, (1—-®)(eg(A,B,C)) =B et
ep(A,B,C)=C mod Fil"(Bgr @ D,(V)) .
Sibe By @ D,(V), on a
eg(A+ Nb,B+ (1—-®)b,C+b) =ep(A,B,C)+b.

On doit montrer que pour j entier tel que 1 — h < j < u, la limite des

YO) = plntuth=GHh=1) (7 _ 1) ( i pyerhot (J TR =1 :(h)t—k>
mr = Des 2 kth—1)7nmk

tend vers 0 lorsque n — oo pour 7 € Gg,(ju,00) avec

") — ()" (B 4k — 1)1E, 1(G)

)

(1]

Posons

J .
x W =p (]—!—h—l Z k+h—1 J+th—1 pn_(h)t_k
" e k+h—1

Ainsi, ;) = (j 4+ h — D)lpl»d (1 — 1)ep(XY). On a avec H = (AL, 9, G)

] J pn(k—J) & k
XD = 37 T e DTG 1
k=1—h )
h+j-1 .k
> pkl (1® @) "D (H)(C — 7
k=0 '

Appliquons la formule de Taylor & D~/ (G) :
htj—1

SR CCEUEIEDY nw H(DI (@) (G — 1)t

appartient & ¢7 Fil"™J BdR®Dp(V)CFilO(BdR®Dp(V)). On en déduit que
la troisitme composante X3 de X\ est congrue modulo Fil’(Bar ® D,(V)) &
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(1® )™ D(G)(B, —1)t~7. Comme ep ne dépend de la troisitme composante X
que modulo Fil®(Bar ® D,(V)), on peut donc la remplacer par

(1©@) "D (G)(Bn — 1t =p & (D(G) (] = 1)t77) .

Les premiere et seconde composantes X; et Xy de Xy(lj ) valent avec S' = Al
S2=m
Pk L Mt ok ; :
. e DS O = 3 B e ) s
—0 =0

=([1®¢) " DT(S)(Bn — Dt
=p MeT(DT(S)([e] - 1Y)

Posons

p~ Y @T(DTI () (] - 1)) ;
r=1
) 14 Gy (uyoo)
c’est un élément de By, ®D,(V). On a

P (X = Nb) = p™ 2 — Zp_”I’_T(D T(NOM)([e] = 1))

r=1

=pX =Y p e (DTI((1— p@)A)([e] — 1)t )
r=1

=p "® (DI (A)([e] - 1)t )
- Zp—’@ (1 —p®)(D (A)([e] — 1)t77)
=D (A)([e] - 1>t
Py — (1= ®)b) = "(D~ (smx[e] — 1))
D) ([e] = 1)t — (DI (M)([e] — 1)t )
=D (M )([s] 1)t

P =) = @D (G ([e] - DY) = Y @D (M)([e] - 1)t )

r=1
ce qui peut aussi s’écrire

pIe (DI (@) (] — 1)) — 3 pe~ (D (M)([e] — 1)

Bref, en réintroduisant la base canonique de Q,[—k], X3 — b est congru & la suite

Vij =Va(DT(G)@e )t =Vop,w)-(D7(G)@e )t~ .
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Elle converge dans By, ® D, (V) dés que [|p™ (1 ® ¢)"g||™ tend vers 0, i.e. dés que
g est d’ordre < j~.
Les propriétés de ep impliquent que pour 7 € G, (11, )
P (r = 1ep(X)

= (1= Dep(D7(A)([e] = )7, DTI@)([e] = Dt V) + (1= 1)b

= (1= Dep(D(A)([e] = 1)t™7, D7 (M)([e] = )t Vay) -
Revenons & Y7 = (j + h — 1)lpln@=) (7 — 1)ep(pni X)), Supposons d’abord que
§ = u. Alors, par continuité de e, Y7 converge vers (J+h—D)Yr—1)ep(Ly, L2, L3)
avec

Ly = D (A) () - 1
Ly =D7*(M)([e] = 1)t ,
Ly = EDP(V)[—u] (Diu(G))tiu .

Gy (pyoo
Comme L3 € Bst%( ) D,(V) et que NL3 = Ly et (1 — ®)(L3) = Lo,
eB(Ll, LQ, L3) = L3 — Eul((l - (I))(Lg) — Lg) = L3 mod V'

et
(’T — 1)63(L17L2,L3) = (’T — 1)L3 + (’T — ].)’U
pour T € G, (u,~) €t v € V est un cobord, ce qui termine la démonstration dans le
cas j = u.
Prenons maintenant j < u. La suite C,, = ||pl"* (1 ® ¢)™ D7 (g)||™ tend vers 0
par hypothese. On a

P (DTG (] = 1)) = Y _p" e (DT (M) ([e] - 1))

=" (1@ )" DT (G) (B = 1) = Y _p7 (1@ )T DT M)(B, — 1)

r=1
=P,(Bn—1).

avec P, (z) = p™ (1@¢) "D (G) ()= I_, p"7 (1®¢) "D~ (M) (" " (z)). Comme

D™(G) =p~?®(DTI(G)) + D (g) + DI(M) ,
on trouve

P11 = (0 ® )Py +p" T (1@ o)~ D (g)
et donc

[P B0 < sup(Crpr, /D) )

On en déduit que pour j < u, la suite ||pl(*=D®=DI P, ||(") tend vers 0 lorsque n — oo
pour j < u et qu'il en est de méme de la suite Y,/ (lemme 5.1.5).
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Ce qui démontre l'existence de O, |, (G). L'inégalité

o(2y (7)) < 0,(g) + b

est claire par la démonstration. [l

5.2.5. Nous n’avons interpolé qu’un nombre fini de tordus de V (j est compris
entre 1 — h et u). Nous verrons un peu plus tard comment compléter le théoréme
et enlever I'exposant u de 2. Dans le cas cristallin, on peut dés maintenant prendre
j = 1 — h. En effet, on remarque que si y est un élément de Beis @ Dp(V), on a
e5(0,0,y) = y — Eul((1 — ¢)y). Pour g € D (D), comme DI (G) € H & D,(V),
(1®¢) "D (G)(B, — 1)t~7 appartient & Beyis @ D,(V), on a donc pour 7 € Gk __,

Y =p™(j+h =D = 1)(10e) "D(G)(B — 1)t )
— Bul(1 ® ¢) "D (g) (B — 1))
= —p"(j +h =17 = DEu((1 ® ) "D (g)(Bn — 1)t 7).
Comme p™*(1® )" DI (g)(B, — 1)t 7 tend vers 0, on en déduit que Y, tend vers

0 pour tout j > 1 — h. Dans le cas de mauvaise réduction, cet argument ne s’applique
pas car les Y9 ne sont pas a priori dans By @ Dy (V).

5.2.6. Soit
o gy, loex()™y
log x(7) log x(7)
Vérifions que

QI\L/,h—O—l = ghQI\L/,h :
Prenons G tel que (1 — ®)G — M(G) soit d’ordre u~. On a
PUV(G) = (~h = R)PLG)

Or QF,(G) (resp. Qf,,,(G)) interpole les Pflk)(G) (resp. Prgfl,:rl)(G)) pour
—h<k<u (resp. —h —1 < k < wu). On remarque d’autre part que comme
Fil™" D, (V) = D,(V), les points P;th,i)(G) sont en fait nuls car

Fil’ D,(V(=h)) = Fil D, (V)[h] = Fil "D, (V) = D, (V) .

Comme €, (G) et £,827,,(G) sont tous deux d’ordre < (u+h+1)7, on en déduit
facilement 1’égalité.
On définit alors pour tout entier i et pour G tel que (1 — ®)G soit d’ordre < u™,

V@ =1 ) 'evw@

h<r<h’

avec B/ entier > 0 et > h tel que Fil™" D, (V) =D,(V).
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5.3. Loi de réciprocité

5.3.1. Soit W une représentation p-adique semi-stable de K. Si L est une extension
finie de K, soit Aw,z 'application duale de I’exponentielle eXPyy = (1,1,,- Précisément,
soit (-, -)v.r le cup produit

HY(L,W) x HY(L,W*(1)) — H'(L,Q,(1)) = Q,

Trr/qp

et [,-]p.r(v) la dualité naturelle L ® Dqr(W) x L ® Dar(W*(1)) — L
Notons aussi [+, -]p, (w) la dualité naturelle

D, (W) x Dp(W(1)) — Qp -
Posons pour G une solution complete : (1 — ®)G = g + M(G)

n

Qp-

Enk(@) =p" V(1@ 0) " DTG (G — 1) = Y p" TV (1@ 9) T DTHER(G)(0) -
r=1

5.3.2. THEOREME (Colmez). — Soit h un entier tel que Fil™" D, (V) = D, (V). Soit

g € Do g(V) d'ordre < u™ et G une solution compléte de l"équation (1 — ®)G =g :

(1-®)G=g+M. Sik=—h, on suppose de plus que

D™"(9M(G))(0) € (1 = p")Dy(V) .

On a

N0 (o 2 (0)) = Ty ) mod V()

pour tout entier n > 0 et pour k < —h.

Remarquons pour augmenter 1’analogie avec les formules du théoreme 5.2.3 que
1/(=k—h)!'=T(1—-h-k) L

Pour k = —h, la restriction n’est réelle que si V (—h)%* est non nul, ce qui implique
alors que V(—h) admet V(—h)%x = Q,, comme facteur direct car les valeurs propres
de ¢ sur D, (V) sont de valuation > —h puisque Fil™" D, (V) = D, (V) (faible admis-
sibilité). Par exemple, si Fil~"*1 D, (V) = D,(V), cela ne peut se produire. De méme,
lorsque k < —h, on peut choisir la solution G de maniére & ce que D~*(9M)(0) = 0.
On a alors plus simplement

n(k—1) —n—k B
A () (T (1 (9))) = 2 <1®20_>k_Dh)!<G><cn oy

Lorsque g € Do e(V), c’est un théoreme de Colmez [6], énoncé de maniere un
peu différente. Comme nous venons d’en faire la remarque, on peut remplacer G
par G vérifiant D=F(9M(G1))(0) = 0 pour k < —h. Un petit calcul facile montre
que =, x(GQ) = E,x(G1). D’autre part, si g € Doo,g(V), il existe un élément U de
Zp[Goo] dont 'image dans Z,[Gal(Qy(upn)/Qp)] est non diviseur de zéro et tel que
g1 = Tw *(U) - g appartient & Do (V). Le théoréme pour g; et k implique alors la

formule pour Ay (. (75 k (Q%,h(g)))
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Pour la démonstration dans le cas ol g € Do (V') reprenons le texte [25]. Ecrivons
toujours (1 — ®)G = g avec g € Dy 4(V) d’ordre < u~. Au cours de la construction
de Q0 1,(G), nous avons trouvé explicitement un cocycle Zy,  r de Gk, a valeurs dans
V' représentant m, (2, (G)) pourn > 0 et k+h—12>0: Z, . r = (x(T)Fr —Dens
pour 7 € Gk, .

5.3.3. LEMME. — Avec les notations précédentes, la suite
u+h—1
fu+h-—1
DY (_1)J< : >€m,jh+1
j=0 J

converge dans B$K°° @D, (V) et on a pour tout entier n > 0 et tout entier k tel que
k+u>0,

u+h—1
. m fu+h—1
)‘k,n(n}ﬂop > (_1)]< - )em,thrl)

=0 J
S 109 GG - 1)

En effet, en reprenant les calculs de la démonstration du théoreme 5.2.3, on obtient

u+h—1
m fu+h—1
Py (—1)J< . )em,jh+1 = (u+h—1)Vp

=0 J

avec Vi = (pP™ @ ™(D7“G([e] — 1)))t~*. Lorsque m — 00, V. tend vers
Lp—y)(D™*(G) ® e_y,)t™" (proposition 5.1.4) et on a

e (Lpi—g)(DT(G) @ e—u)t7™") = Migun (Lp—u)(DT(G) ® e—y)

dont le calcul est fait dans la proposition 5.1.7.
La démonstration du théoréme se termine comme dans [25, 4.3.3] (utiliser le lemme
VI.3.2 de [6]).

5.3.4. On peut maintenant calculer les m, (2, ,(G)) pour k > u. Pour tout k < u,
’ﬂ'n’k(Ql‘L/ﬁLl (G)) = T,k (275, (G)). Comme QF, ,(G) et QuH(G) sont d’ordre respecti-
vement h + u et h+ u + 1, ils sont égaux et on a donc pour k =u + 1

7Tn,u+1(Q1\L/,h(G)) = PT(L{—Liz-Fl(G) :

On obtient le théoréme suivant :

5.3.5. THEOREME. — Soit h un entier > 1 tel que Fil""D,(V) = D,(V). Soit
g € Do g(V) et G une solution compléte de I’équation (1 — ®)G = g. Les points
de HY(K,,V (k) pour 1 —h <k etn>0

PP(G) = T*(—k — h) "  expy () (Bnk (@)
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forment une famille tempérée de points et définissent un élément de H(Gx) ®
Zl(K,V) ne dépendant que de g et noté Qyp(g); son ordre est o(Qvn(g)) =
0,(g9) + h. Pour tout entier n > 0
Av () (T (Qvin(g)) =T7(1 = h — k:)_lgn,k(G) pour k < —h
logy (k) ,n (T, k(Qv,n(g))) =T(1 = h — k) 'Z,1(G) pour k > —h .

Si Tw est lopérateur de twist naturel Z1 (K,V) — Z1 (K,V (1)), on a comme

dans [19] et [25] la propriété
QV(1),h+1(G) = Tw(Qvn(D(G))) .

Notons o_1 I'élément de G, agissant sur les racines de I'unité par ¢ — (1. Soit
¢ Iinvolution de H(Gs) induite par 7 +— 7. La notion de H (G )-semi-linéarité
sera relative & cet automorphisme de H(Go) : linéarité & gauche, semi-linéarité a
droite relativement & ¢. On note (-, -)y I'accouplement semi-linéaire sur Z1 (K, V) x
ZL (K,V*(1)) déduit des accouplements de dualité sur H*(K,,,V) x H(K,,V*(1)).
On peut maintenant énoncer de maniere différente le théoreme de Colmez :

5.3.6. PROPOSITION. — La formule

[91, 921D, (V)00 = (=1)"(Quin(g1), 010+ (1),1-n(92))v
définit un accouplement fonctoriel H(G)-semi-linéaire
Do, (Dp(V)) X Doo,(Dp(V*(1))) — H(Goo)
vérifiant
1) [D(g1), D~ (g2)Ip, (v),00 = TW([g1, 92]D,, (v),00)
2) si g1 € Doo (D, (V)V70),
[91, 92]D, (V),00 - (L + ) = g1 % T(g2)"

avec m la projection dans Do, §(D,(V*(1))/N) et x induit par le produit de convolution
« usuel » sur H¥=Y et Uaccouplement naturel D, (V) x D,(V*(1)) — Q,[-1] = Q,.

Ainsi, si h et h* sont des entiers tels que
Fil ™" D, (V) = Dy (V) , Fil ™" D, (V*(1)) = D,(V*(1))
on a )
<Qv,h(91)»011( 11 Lj) Qv 1), (92))v = [91, 92]D, (V)00 -
—h<j<h*

La définition de cet accouplement est un peu tautologique. Cependant, la propriété (2)
ne 'est pas et permet par exemple de montrer par dévissage que l'accouplement est
unimodulaire, ¢’est-a-dire que I'image sur Dog ¢(Dp(V)) X Do, ¢ (D, (V*(1))) est exac-
tement H (G ), puisque c’est le cas du produit de convolution. On aimerait avoir une
description directe de cet accouplement, par exemple une généralisation du produit
de convolution & Bllog x]*=".
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Si 'on prend k tel que —k > 1 — h et k < —h*, on peut appliquer les formules du
théoreme de définition.

Démonstration. — Soient h et h* des entiers > 1 tels que Fil™" D, (V) = D, (V) et
Fil ™" D,(V)*[-1] = D,(V)*[~1]. Posons
91, 92ln.n = (=1)"(Qv,n(g1), 01 Qe (1), (92)) v -

Cet accouplement est & valeurs dans H(G) et vérifie :

Tw"((g1, g2]np-) = [D*(g1), D" (g2)]np~ -

L’'image par la projection modulo Gal(K.,/K,,) de [D~%(g1), D¥(g2)]n.n+ est nulle
pour k > —h +1 et —k > —h* car les points 7, x(Qv,n(91)) et Tn, & (Qv+1),n-(95))
sont alors respectivement dans H}c (Kn,V)et H} (K, V*(1)) et sont donc orthogonaux
[2]. On en déduit que [g1, g2]nn+ est divisible par £_j pour —h < k < h*. On définit
alors [g1, 92]p, (v),c0 comme [] ;. ;. E:} (91, 92]n,n+, ce qui donne la formule de la
proposition. Il est clair que ’accouplement est fonctoriel.

Prenons g1 € D, f(Dp(V)NZO). Les formules trouvées au cours de la démonstra-
tion du théoreme 4.2.3 de [25] sont encore valables. On en déduit que [g1, g2]p, (v),00
ne dépend que de la projection 7(g2) de g2 modulo Bllog z] ® ND,(V*(1)). Comme
7(g2) € Deoo,f(Dp(V*(1))/N), il est dans H¥=" @ D,(V*(1))/N et le produit de
convolution g1 * 7(ga)* existe et est caractérisé par les formules citées. O

Cet accouplement s’étend & D}, ,(D,,(V)) x DL, ,(D,(V*(1))) & valeurs dans 'anneau
total des fractions de H(Gs). On montre de méme que

(91, 92]D, (v),00 € H(G )
pour g1 € D})C,g(Dp(V)) et g2 € Doo,e(Dp(V*(1))).
5.3.7. PROPOSITION. — Le déterminant de l'accouplement [-,-|p (v)co SUT
i ikl ; )i+l
(®ie{1,2} det Doc,g(Dp(V))( 2 ) Y (®i€{1,2} det Doo,g(Dp(V))( 2 )
est égal a H(Gwo)-

Rappelons que le déterminant d’'un module de torsion s’envoie canoniquement dans

Frac(H(G)).

Démonstration. — La propriété a démontrer est multiplicative en les suites exactes
de (¢, N)-modules grace a la suite exacte (4.3.2). Par récurrence, il suffit de la montrer
pour les p-modules, ce qui se déduit du fait que dans ce cas

7 —1)itt ~
Ric(1,2}(det DL (D)"Y =2 det Do 4 (D)

et que I'image du produit de convolution sur H(G«) est exactement H(Goo). O
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5.4. Déterminant de Qv

Nous reprenons les notations des articles loc. cités. On note §;,(Qy ) le sous-H(G o )-
module de Frac(H(G)) image du déterminant de Qv sur

det DL, ,(V) ® (det D2, ,(V)) ™' @ (det ZL (K, V)" @ det Z2, (K, V)
i Y qyitl
= ®je{1,23(det Doc,g(v))( V' ®Rjeq1,23 (det ZL (K, V)Y
et , )
—dimg,, FilV D,(V
St (V) = H ;o on(Qv)
J>—h

qui est indépendant de h & condition que Fil™" D, (V) = D, (V).

Les suites exactes de cohomologie et la suite exacte (4.3.2) impliquent que dg; est

multiplicatif sur les suites exactes : si 0 — V3 — Vi — Vi — 0 est une suite exacte de
représentations p-adiques semi-stables, on a un isomorphisme naturel

651:(‘/2) = 651:(‘/1) ® 55‘5(‘/3) .

De plus, si V est cristalline, det D}, (V) ® (det D2, ,(V))~"' est naturellement
isomorphe a det Déqf(V) car

D3o(V) =UD,(V))/(1 = p@)U(Dy(V)
DLy (V)/ Do (V) = UD, (V)=
En général,
det DL, ,(V ® (det DZ, ,(V)) ™" = det DL, ;(V)®
(detU(D,(V))/(1 = p®, N)) ™' @ (detU(Dy(V))/NUD,(V)*=> ") .
5.4.1. PROPOSITION. — Le H(G o )-module 6s(V') est contenu dans H(Go).

La démonstration consiste a reprendre [19]. Donnons-en les étapes. Posons
D =D, (V). On commence par étudier Doo (D)g, ou G, = Gal(Ko/Ky). Considé-
rons I'application linéaire de G-modules
&n t Dooe(D) — (K, @ D)/DVN=09=1
définie de la maniére suivante : si g € Do (D), écrivons g = (1—P)(G) avec NG = 0.
L’équation fonctionnelle ¥(G) = (1 ® ¢)G implique que

(" " TrK,, K, (1© )G ((n — 1))
ne dépend pas de m assez grand pour que G({,, — 1) soit définie. D’ou I’application
notée &,
&(D) : Doc f(D)c, — Ko @ D/DN=00" LR, (D) .
On pose h(&,(D)) = dim coker &, (D) — dimker &, (D).

5.4.2. LEMME. — h(&,(D)) = — dimD#=5¥=0 dim D, .(D)a, = [K,:Q,]dimD.
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Démonstration. — Soit (v) : 0 — Dy — Dy — D3 — 0 une suite exacte de (p, N)-
modules. Si H est une fonction de D dans R, on pose

Il est clair que
dim R, (v) + dim p¥=+N=0 =0 .
D’autre part,
dimg, Dec,c(v)a, = dimg, Deo,g(V)a, + dimg, Ce (V), — dimg, Coo (v) %"
= dimg, Deo,y(¥)a, =0 .
En effet on a une suite exacte
0 — Doo 4(P1) — Doo g(P) — Doo 4(D2) — U — 0

ol U est un Q,-espace vectoriel de dimension finie. Comme dimg, U%" = dimg, Ug,,
et que Dy g(D)%" = 0 pour tout (p, N)-module, dimg, Do 4(v)c, = 0. En utilisant
les suites exactes tautologiques

0 — ker&, (D) — Dwo,e(D)g, — Rn(D) — coker&, (D) — 0

on obtient que
h(&n(v)) + dimp#=bNV=0 =

Lorsque D est un @-module, dimg, Ducc(P)a, = [Kn : Qp]dimD et grace a [19,
3.4.4]

dim DP=N=0 4 (€, (D)) = dim DP=HN=0 — dim DV=0/(1 — )
— dim(D/ND)*=""" +dim DV="/(1 — pyp)
=0.
Donc pour tout (¢, N)-module,
h(&n (D)) = —dim DP=HN=0,
dimg, Dec,e(D)g, = [Kn:Q,)dimD . O
Calculons la dimension sur Q, du noyau de
Qhn: Dooe(V)g, — ZL(K, V), -
5.4.3. LEMME. — dimker Qyp, ,, > [K,, : Q,] dim Fil® D — dim V&x 4 dim D#=1N=0,

Démonstration. — L’application D (V) — H! (K, V) se factorise en une applica-
tion
lV,h,n :Doc,e(V)a, — Hel(Kna V)
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Comme Z (K,V)g, s'injecte dans H' (K, V), le noyau de Q,,, , est égal au noyau
de Qv .. On a alors le diagramme commutatif suivant

0
!
ker &, 0
! !
0 = kerQy,, — Dwc(V)a, — HHKnV)
! !
VGr S5,.(D) — R.(D) — Hel (Kn,V)
! !
coker &, (D) 0
!
0

avec S,(D) = K,, @ Fil° D/ Fil’ DN=0¢=1 ¢t R,,(D) = K,, ® D/DN=0¢=1 (rappelons
que Fil® DN=0¢=1 — yGx — YGxn car V est semi-stable). On en déduit une suite
exacte

0 — ker &, (D) — ker Qf, ), , — Sn(D)/VE¥n — coker&, (D)
et I'inégalité
dimker QY ,, > [K, : Q] dim Fil° D — dim VI — dim h(&,(D)) . O

Finissons la démonstration de la proposition 5.4.1. En procédant comme dans [19,
3.4], on montre que le déterminant de Qyj, sur

det Doy o (D) @ detU(D)N=02=! @ (det VEr= )1

dimg  Fily D
s o
est divisible par [] i>—h 0 p

det Z2 (K, V) = (det V*(1)%x )"

dans H(G« ). Rappelons que

Donc (det V%o )~1. (V) est contenu dans

(detU(D)N=0*=1)"" . det Dos 4(D)/Dos,e (D) - (det D3, (D))
= (detU(D)N=0P=1)"1 . det(U(D) /NU(D))*=*"
- (detU(DN=0) /(1 — @)) - (detU(D)/(1 — p®, N)U(D))
=H(Gx)
d’on la proposition 5.4.1 lorsque V*(1)¢%= = 0. Dans le cas contraire, on peut soit
raffiner la suite exacte comme dans [19, 3.4.5], soit se ramener au cas ot V*(1)%xe= = (

par dévissage (la proposition est « multiplicative » en les suites exactes) en invoquant
le résultat de [19] puisque V%= est cristalline.

MEMOIRES DE LA SMF 84



5.4. DETERMINANT DE Qv.n 83

Montrons maintenant que gt (V) = H(Goo). Le Qp ® Zy,[Goo]-déterminant de l'ac-
couplement de dualité sur

L

(®ieqz (et ZL(E V)T @ (i (det Z (K, V(1))
est Qp ® Z,[Goo] (le module de torsion de Z1 (K,V) a méme série caractéristique
que Z2 (K,V*(1))"). En utilisant 5.3.7, on en déduit que

()01 n(Qv+1))" = H(Goo)
et
95t (V)9se (V7 (1))" = H(Goo) -

Comme on a les inclusions dgt(V) C H(Gx), 0st(V*(1)) € H(G), on obtient le
théoreme suivant :

5.4.4. THEOREME. — Soit V une représentation p-adique semi-stable de G . Alors,
05t (V) = H(Goo)-

Lorsque V est cristalline, d¢ (V') provient naturellement d’un sous-Q, ® Z,[Goo]-
module deris(V) de H(Goo) et on a deris(V) = Qp @ Z,[Goo].-
Soient h et h* des entiers > 1 tels que

Fil™"D,(V) =D,(V), Fil™" D,(V*(1)) = D,(V*(1)).

5.4.5. PROPOSITION. — Siz € ZL (K,V), H7h<j<h* {_jx appartient & Uimage de
Do, (V') par Qy,p.

Démonstration. — La démonstration est identique & celle de [25]. On a pour des
entiers positifs o
H e(ijjl‘ = A_lQV,h(g)
—h<j<h*
avec A € Zp[Guo] et g € Doo f(Dp(V)). Dot pour g* € Do, r(Dp(V*(1))),
M, Que 1y, n-(97)) = <( H Lj) QV,h(g)aQV*(l),h*(g*)>
—h<j<h*

=( TI =) @vnle) Qv-aonle")

—h<j<h*

:< H fz?ﬁl)[%g*]m(\/),m
—h<j<h®

On en déduit que pour tout g* € Do, r(D,(V*(1))),

* —aj;+1
9.9 b, €N ] 5T H(G)
—h<j<h*
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L’accouplement [-,-|p,(v),00 €st unimodulaire sur Deo (V) X Deo s (V*(1)). Done
g €N pejcn- E:?ﬁle,f(V). D’ou l'existence de g1 € Do, r(V) tel que
H E,j.’IJ = Qv,h(gl) . O
—h<j<h*
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CHAPITRE 6

NORMES UNIVERSELLES

Nous avons maintenant tout ce qu’il nous faut pour démontrer le théoréme suivant :

6.0.1. THEOREME. — Soient V une représentation p-adique semi-stable d’une exten-
ston finie non ramifiée K de Q, et T' un réseau de V' stable par G . Soit Fil' V la plus
grande sous-représentation de V' dont les poids de Hodge-Tate sont strictement posi-
tifs et Fil' T = Fil' V.0 T. Alors, la limite projective des H ) (K (), T) relativement
auz applications de corestriction est de rang sur Z,[Go] égal d [K : Q] dimFil' V
et égal o torsion prés a la limite projective des H'(K (jupn ), Fil' T').

Par exemple, si V' est une représentation semi-stable irréductible sur Q,, le Z, [Goo]-
module Z), (Qp,T) est nul ou égal & Z} (Q,,T).

La démonstration est identique & la démonstration de [26]. Nous indiquons dans
ce qui suit quelques modifications & faire.

6.1. Ingrédients
Commencons par un lemme de divisibilité.

6.1.1. LEMME. — Soit G € (B[log z] @ D)N=0 tel que G(,, — 1) = 0 pour tout entier
n > 0. Alors, il existe G; € (B[logx] ® D)N=0 tel que G = log(1 + z)G1. De plus,
o(G) =0(Gy) — 1.

Démonstration. — Pour G € H[P'L le lemme se déduit de la continuité de la divi-
sion euclidienne comme dans le cas des éléments de H (remarquons que Frac(Z,[x])
s'injecte dans B). Passons a G € (B[log z] ® D)V=Y. On a donc

G_§ ﬂNkG log®
= 7l olog
k

avec Gg € B® D. Comme G((, — 1) = 0 pour tout entier n, il en est de méme des
(1 ® N)/(G)(¢, — 1). Raisonnons par récurrence sur le plus grand entier 7 tel que
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N"Gp #0. On a alors (1® N)"G = (1® N)"Gy = N"Gy. Donc
(1® N)"Go = log(1 + z)H,
avec Hy = N"K; € B® D. Soit G1 = Gy — (—1)"log(1 + z)K;. Alors
G=> ((-1)*/k)N*Gylog" x — (—1)"log(1 + ) Hy
k

et N"G; = 0. Par récurrence, on en déduit le lemme. [l

6.1.2. Le lemme [26, 2.2] sur les filtrations devient :

LEMME. — Soit W un K-espace vectoriel de dimension finie muni d’un opérateur
nilpotent N. Soient g1,. .., g4 des éléments de (Bllog x] @ W)N=C. On suppose que
pour tout entier n, il existe une filtration décroissante exhaustive et séparée Fil' W,
de W,’f =K, kg W avec Fil! W, =0 telle que

1) les entiers h; = dimg,, Fil W, —dimg,, Fi/ ! W, ne dépendent pas de n ;

2) pour tout entier j < 0 et toute racine de l'unité ¢, d’ordre p",

D77 (g;)(¢n — 1) € FIV W, .

Alors det(gy,...,g4) (calculé dans une base de W) est divisible par log™ "™ (1 + x) o
tg = Zj jhj est le degré de la filtration.

6.1.3. Le lemme suivant est tres important car il implique que tous les sous-p-mo-
dules de D, (V) qui interviennent dans la démonstration sont nécessairement stables
par N et donc des (¢, N)-modules.

LEMME. — Soit D un (¢, N)-module et g un élément de (B[log z] @ D)N=0. Soit A
le plus petit sous-p-module de D tel que g € Bllogz] ® A. Alors, A est stable par N.

Ainsi, ¢-support et (¢, N)-support pour un élément de (B[logx] ® D)N=° sont
identiques.

Démonstration. — Ecrivons g = Y1 giv; avec les v; € A, les g; € Bllogz| et s
minimal. Comme Ng =0, on a

S S
ZgiNvl- = — ZN(gi)w € Bllogz] @ A .
i=1 i=1
Dans Bllog z] ® D/A, on a donc avec w; = Nv;, Y i, giw; = 0. Quitte & changer la
numérotation, on peut supposer que les w; non nuls sont les sy premiers et que les
s1 premiers sont indépendants et forment une base de 1’espace vectoriel engendré par
les w;. Supposons sg # 0. Alors,

S0
0:w1/\-~-/\w31,1/\2giwi

i=1
=hwi A Aws,
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avec h une combinaison linéaire non triviale des g; & coefficients dans Q,. Comme
h = 0, cela implique que I'un des g; s’exprime en fonction des autres et contredit le
fait que ’écriture de g est minimale. Donc, tous les Nv; sont dans NA. Si A’ est le
sous-espace vectoriel de A engendré par les v;, ona A =Y ¢©"A’. Comme Np = ppN,
on en déduit que NA C A et le lemme. |

6.1.4. Les théoremes de stabilité de Totaro restent vrais dans le cas des (p, N)-
modules filtrés. Un (¢, N)-module filtré D est dit faiblement admissible si tg (D) =
tn(D) et si pour tout sous-module D’ de D stable par ¢ et par N, tg(D') < tn(D).
Si D’ est un (p, N)-module filtré non nul de dimension dp-, posons

AND") = (tu (D) — tn(D")) /dp: .

Soit ¢ € R. On dit qu'un (¢, N)-module filtré D est de pente < ¢ (resp.< ¢) si pour
tout sous-(¢, N)-module filtré D’ non nul de D, on a A(D’) < ¢ (resp. A(D') < ¢).

6.1.5. PROPOSITION (Totaro). — Soient D; pouri = 1,2 deuz (¢, N)-modules filtrés
de pente < ¢;. Alors D1 ® Da est un (@, N)-module filtré de pente < ¢1 + ¢s.

6.1.6. COROLLAIRE

1) Soit D un (@, N)-module filtré de pente < ¢, alors D®" et A"D sont des (o, N)-
modules filtrés de pente < nc.

2) Soit D un (@, N)-module filtré de pente < 0, alors A" D est un (p, N)-module filtré
de pente < 0.

6.2. Esquisse de la démonstration

6.2.1. La théorie de I'exponentielle du §5 donne une interprétation de Z;O, f(K V)
similaire & celle de [26, §2.5.3]. Soit D un (g, N)-module filtré. Soient v un entier
tel que Iy(D) C] — o0,...,v] et J un sous-ensemble de Iy (D). On note AY?,(D) le
sous-H (G oo )-module de Do £ (D) formé des g tels que

0<P(g) < v+ T,

D (g)(¢n — 1) € K,, @k " Fil! D pour j < v et n > ng

D7 (g)(¢, —1)=0pour j € J et n>ng .
On pose A, (D) = AS?)J(D).

Ce module est plongé naturellement dans Agf?gros(D) qui est le sous-B(Gs)-
module de D&°%(D) formé des g tel que

oga(g) < U+T7
D7 (g)(¢n — 1) € K,, @K " FilY D pour j < v et n>ng
D77(g)(¢, — 1) =0 pour j € J et n > ng

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2001



88 CHAPITRE 6. NORMES UNIVERSELLES

6.2.2. PROPOSITION. — Soit v le plus grand des poids de Hodge de D, (V). Les mo-
dules Frac(Z, [[Goo]})®Z§o’J,g (K,V) et Frac(Z,[Goo]) @Ay, s (Dp(V)) sont isomorphes.

On suppose désormais que v = 0, c¢’est-a-dire que Fil* D,(V) =0, Fil° D,(V)#0
et que k est un entier négatif tel que V n’admette pas de sous-représentation W
telle que Fil* D, (W) = 0 : ainsi, pour tout sous-module (i, N)-module filtré vérifiant
Fil* D' = 0,onaty(D’) < tn(D'). Nous devons montrer que A% = Aé?%’kg}ms(Dp(V))
est nul.

Sil’on reprend la démonstration de [26], on est amené & considérer a priori le corps

des fractions de B[log z]. Cependant, on remarque la chose suivante :

6.2.3. LEMME. — Soit g € (Bllogz] ® D)N=" non nul. Supposons qu’il existe une
relation ®"(g) = 22;01 a;®'(g) avec les ay, € Frac(Bllog x]) n’appartenant pas tous a
Frac(B). Alors, il existe une relation

r'—1
7 (g) = Y a;j®'(9)
i=0
avec v’ < r. En particulier, il existe une relation de ce type avec les a; dans Frac(B).

Démonstration. — On applique N a la relation. En utilisant le fait que N®/g = 0
pour tout j, on obtient :

r—1
0=> N(a;)®'(g) -
=0

Sir’ est le plus grand entier tel que N(a;) # 0 (nécessairement 0 < 7' < r), on a donc
r—1

(o) =-3 T a'(s).

7=

Il faut juste vérifier que si a € Frac(B[log z]), Na = 0 si et seulement si a € Frac(B),
ce qui est clair (il s’agit d’une dérivation dans le corps de fractions d’une algebre de
polyndmes & une variable). O

Avec ces remarques, la démonstration de [26] s’adapte aisément.
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APPENDICE A

DIGRESSION : LE POLYLOGARITHME

A.1. Polylogarithmes (définition naive)

Posons

r+1
Lo(z) = —— Li(z) =logz .

Ce sont des éléments de B_[logx]. On a D(£1) = £o et ces deux fonctions vérifient

V(L) =Lo, Y(&1)=p 'L .

En effet,
o (o) = pov(l+ L) =141 > S —
14 o) =¢ x’ P C(14+x)—1
CEMp
1 14z
1
oth(€1) == > log(¢(1 + ) —1)
p
CEpp
=p tog((1+2)? —1) =p 'plogz =p~'o(£1) .
A.1.1. LEMME. — Il existe une unique suite (£x)rez d’éléments de Bllogx] telle que
D(L) =Li1, Y(&)=p "L .
Démonstration. — Pour k < 0, cela est clair, il faut et il suffit de prendre

Li(z) = D7F(1/x). L'existence d’éléments Ly de Bllogx] pour k > 0 vérifiant
D(Ly) = Li—1 vient de la surjectivité de D sur B[logz]. On peut alors ajuster
par récurrence la constante d’intégration de maniere unique pour que ces éléments
vérifient ¢ (Ly,) = p~*Ly. En effet, si o)(Lyp_1) = p~ DL, 1, ona

D(¢p(Ly)) = p~"p(D(Ly)) = p " L1 = p~*D(Ly) ,
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donc +(Ly) — p~ %L, = c. En remplacant Ly par Lj + d, on obtient 1'’équation
(1 —p~%)d = —¢, ce qui a une solution unique si k # 0. O

L’équation fonctionnelle permet ici de fixer la constante d’intégration. On aurait pu
fixer la constante d’intégration par d’autres moyens. Par exemple, on peut demander,
comme le fait Coleman dans [5] que la limite de £;(x) soit nulle lorsque z — (—1)
avec x restant dans une extension de @, de degré de ramification bornée.

Il est facile de voir que £ est en fait un polynoéme de degré 1 en logz. Pour k = 0,
N£y =0 et £9 € B. Montrons plus précisément le lemme suivant :

A.1.2. LEMME. — Pourk > 1,

log" ™1 (1 + )

N (@) = =g =

et Li(z) = £,(z) — (og" 1 (1 + ) /(k — 1)) logx est un élément de H.

On en déduit que

log(1+
()~ B 0 e
k—1
Démonstration. — Faisons une récurrence sur k. Pour k =1,

NE(x)=Nlogz=1et L1 =0.
Supposons I’hypothese de récurrence vraie pour k et écrivons

log" ™1 (1 + )

S = o

logx + Ly,

avec Ly € H. On a a une constante pres

£y, 1 /logk_l(l+x)logx+/ Ly,

S = =
Rt 1+z  (k—1)! 1+z 1+

(par intégration par parties)

1, Llogh(1+2) Ly
_Hlog (1+x)logx—/(g - _1—|—x)'

Le terme sous le signe intégrale est un élément de H car log(1+x)/x € H de méme que
Li/(1+ z). Donc sa primitive qui est Ly appartient & H. On en déduit ’assertion.
O

A.1.3. LEMME. — Pour k € Z, S;Cp) e (1 —p~*p)Lx appartient a BY=C et vaut 0

en 0o. Plus précisément, ng) est défini pour |x| > p~1/(P=1),
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Démonstration. — L’équation fonctionnelle et le lemme A.1.2 impliquent que
_ log" 14z _ _
(1-pFp)ty = %(1 —plp)logz + (1 —pFo)Ly
logkil(l + ) (»)
== __¢g? 1—pFo)LyeB.
(k _ 1)| 1 + ( p 410) k€

Donc, SI(CP) = (1 — p~F¢)L;, appartient & BY=. Montrons par récurrence qu’il ap-
partient a B_ et que sa valeur en oo est nulle. Cela est clair pour S(()p ) =1 Jx —

1/((1 4+ x)? — 1). Supposons-le vrai pour S;Cp). Ecrivons

S = f- ot f
avec fi € Het fo € B_. Comme D conserve H et B_, D(f+) = 0 ce qui implique
que f; est une constante et que SI(CP ) appartient a B~. Elle est donc définie en oo.
L’équation fonctionnelle w(SEf )) = 0 implique alors que pSEf )(oo) =0 et donc que
2P (00) =0 .

—1/(p—1

Montrons que Egcp) € HIP "2l Comme D(ng)) = E,@l et qu'’il s’agit d’éléments
de B, il est facile de voir que si S(()p) € H]p_l/(p_l)’oo]7 il en est de méme des SI(CP)
pour k > 0. Or 1/((1+ z)P — 1) appartient a HIP~"/" "l
pour Egp). O

et il en est de méme

A.1.4. Coleman a montré dans [5] qu’il existe des fonctions liy localement analy-
tiques sur P! — {1} telles que lix(0) =0 et

. z d .. lik,,l

lig(z) = —— , L1y = .

io(2) c—1 dz "
Reprenons rapidement sa construction. Considérons les classes résiduelles {|z| > 1}

et {|x—a| < 1} pour |a| = 1. Notons t,(z) =  —a, ou 1/x pour a = 0o, un parametre
local en a. Pour f € R, avec R, l'espace des fonctions analytiques sur {|z — a| < 1}
(ayant un développement de Taylor convergent) ou B, [log t,(x)] out B, est 'anneau des
fonctions analytiques sur une couronne du type n < t,(x) < 1 (la condition au bord
n’est pas nécessaire ici), I’équation différentielle D(g) = f a toujours une solution.
Pour chaque a, une puissance ¢™* convenable stabilise {|x — a| < 1} et il en est de
méme de ™. Les opérateurs ¢ et 1™ se prolongent alors & B,[logt,(z)] (mémes
calculs que ceux faits pour a = 0). Si f vérifie ’équation fonctionnelle

Pre(f)y=pFref

Péquation différentielle D(g) = f a une unique solution g telle que

Pra(g) =p FFnag

En procédant sur chaque classe résiduelle et par récurrence, on en déduit qu’il existe
une unique fonction Zj, sur C, privé de boules de centre 0, —1 et oo et de rayon
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strictement inférieur & 1 (en fait p~*/P=1) dont la restriction & chaque boule (ou
couronne) de rayon 1 est du type R, ou Bg[logt,(x)] et telle que

z+1 _
W(Z) =p "7 .

D(Zy) =Zy—1 , Zop =

Si 2P = (1—p~*p) Zy, on a p(ZP) = 0 et ZP) coincide avec £ (la dérivation est
bijective sur les éléments du noyau de 1 sur n’importe quelle classe résiduelle). Sur la
boule de centre —1, £;(x) coincide avec la série Y "/n* avec t = 1 + z, puisque les
deux fonctions vérifient a la fois les équations différentielles et I’équation fonctionnelle
¢ = p~* (& condition d’identifier logx et log(—x)). Ainsi,

Li(x) =lix(l+=x) .
Par rapport a la méthode utilisée par Coleman, pour fixer les constantes d’intégration

sur chaque classe résiduelle, nous avons juste remplacé I’évaluation sur un point de

Teichmiiller (fixe par une puissance de ¢) par I’équation fonctionnelle 1(g) = p~*~1g

plus dans I'esprit de cet article.
Que donne le calcul explicite des primitives de (1 4+ x)~1£; ? On a par intégration
par parties (C est une constante)
log(1 + )

/(1+x)*1logx—Czlog(l—i—x)logx—/ .
= log(1l + z)logx + lia(—x) .
D’oti, sur une couronne du type p < |z| < 1,
Lo(x) =log(l + z)logx + lizg(—z) + C
ou encore en utilisant I'unicité du prolongement analytique
lio(1+ z) = log(1l + z) logx + lig(—z) + C
et en changeant = en —x,
lis(1 — z) =log(1 — z)logx + liz(x) + C
Il reste a calculer la constante C'. On déduit de I’équation fonctionnelle que
Y(lia(~2)) —p~?liz(~2) = ~(1 - p~*)C,

c’est-a-dire que

Par prolongement analytique, cette équation reste vraie en 'infini, le premier membre
est alors nul, ce qui implique que C' = 0. On trouve donc I’équation fonctionnelle
classique.

Le lemme A.1.2 est en fait la proposition 7.1 de [5] ol 'on remplace B(0, 1) par
B(1,1) (faute de frappe).
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A.2. Polylogarithmes et fonction de Kubota-Leopoldt

A.2.1. Appliquons le théoreme 1.1.8 a S(()p) € BY=0. 1 existe un élément Lx_ 1 €
B(Gso) tel que

e = —Lp - (1+7).
En fait, Lx_ appartient & Panneau total des fractions de Z,[G] qui est naturel-
lement plongé dans B(Gw). En effet, si vy est un générateur de I (élément d’ordre

infini), on a
r+1

XMy = 1) —— € L[] -
Donc (x(v)y — D)Lk—-1r € Zp[Gx]. De méme, comme ng) € B¥=0, il existe
fx € B(G) tel que ng) = fr - (1 4+ z), en fait plus précisément

Sip) =—Tw "(Lx-1) (1 +2)

ot Tw est 'opérateur induit par 7 +— x(7)7. Il est facile de voir par (une des) construc-
tion(s) de la fonction L p-adique de la fonction de Kubota-Leopoldt Ly(s,n) ol n est
pour simplifier un caractere d’ordre fini de G, que 'on a

Lr-1(n(x)*) = Lp(=s,nw)
pour s € Z, — {1} avec w le caractere de Teichmiiller de A tel que (x) = xw™! soit &
valeurs dans 1 + pZ,. Ainsi pour k € Z,

Li—r(nx*) = Lp(—k,nw**1) .

1—k)

On en déduit les formules classiques reliant Ly, (k, nw avec la fonction E,(Cp ) pour 7

un caracteére non trivial primitif de conducteur une puissance p™” de p pour simplifier
[20, 3] :

GO L) lr—cix ™ = Y @) D) (G, — 1)
TEGal(Knn /Qp)

= Y amePe, -

TEGal(Knn /Qp)

avec G, ¢p,) = ZTGG&I(KTL"/QP) n(7)¢,, et donc

Lok ™) =G 6™ S )P —1)
TEGal(Knn/Qp)

La primitivité du caractere 1 permet alors de remplacer ng ) (Cn—1) par £x(¢n — 1) :
Ly(k,nw'™") = G~ G, )7 > amTeG, -1
TEGal(Knn/Qp)

La formule de Coleman
Lr(z) = lig(1 + o)
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pour tout z tel que |z| > p~/®=1) permet alors d’écrire cette formule sous la forme
voulue

Lyp(k,mw' ™) = G, ¢a,) 7! > n(r) " Hik(Cr,) -
TEGal(Knn /Qp)
Cependant, la formule fondamentale est :

(G- ) =lglG) = Y0

m>0
La formule pour le caractére trivial s’en déduit de la manieére suivante. Comme
Y(Ly) = p~* Ly, il est naturel de poser :

[(1=p' " ¢)Lk](0) = = Tr, jg, (Lr(G — 1))
Si (1—p*p)G =1+z—1log"(1+ z), G(0) est défini et vaut (1 —p~*)"' et on a
(1=p""")G(0) = [(1 = p'")p)G)(0) = — Tr, y, (G(¢1 — 1))
d’une part et
Tw "((x(7)y = DLk 1) - G = (X" *(v)y = )&
d’autre part. On en déduit que
Lx—r(x )1 =p""")G0) = [(1 - p" ") L] (0)

ou encore

fr-ati = L2,

On pose Lx(0) = [(1 — p'=*¢)L£.](0)/(1 — p=F). En utilisant '’équation
[(1=p' o) Li](2) = = Tr, j, (L (G (1 +2) = 1))

on peut interpréter comme le fait Coleman L (0) comme la limite de Li(x) pour x
tendant vers 0 dans une extension de QQ, de degré de ramification borné. On retrouve
la formule (4) de [5]

Lrx-p(x ") =1—p ")Lk(0)
Nous ne prétendons pas avoir fait plus simple que [5]! La théorie du prolongement
analytique de Coleman est fondamentale pour reconnaitre en £(¢, — 1) le nombre
lig () (remarquons cependant que la construction de £y, est dans un certain sens plus
facile (1)), nous avons simplement remplacé I’argument qui utilise la construction de
Koblitz ([14]) de la fonction L p-adique utilisant les mesures sur Z,* par la construction
basée sur les unités cyclotomiques et la série (z +1)/z (?). Par contre la méthode

(D pourquoi d’ailleurs préfere-t-on avoir la singularité en 1 plutot qu’en 07 et pourquoi les intégrales
itérées de log(1l — z)/x ont-elles plus de prestige que celles de log(z)/(1 + z)?
(Q)Finalement, Pétude de la fonction L p-adique de Kubota-Leopoldt est simplement 1’étude de z~1

et de sa primitive log z ! Ce qui traduit aussi la simplicité du systéme d’Euler associé qui est (1—Cpn)n.-

MEMOIRES DE LA SMF 84



A.2. POLYLOGARITHMES ET FONCTION DE KUBOTA-LEOPOLDT 95

semble se généraliser au cas des courbes elliptiques a réduction multiplicative déployée
par exemple pour ’étude du zéro trivial.

A.2.2. Ce paragraphe est lié au paragraphe 5. Prenons

V=0Q,1)etg=2" @e s €Q,[-1]=D,(Q,1))
et
G=logr®e_1 .
L’action de ¢ sur Q,[—1] est la multiplication par p~'. On a (1 — ®)G = g. Comme
ni 1 ni p~! ne sont valeurs propres de ¢ sur Q,[—k| pour k > 2 et que NG = e_q, on
a A(G) = e_1, M(G) = 0. Traduisons le théoréme 5.3.5. Comme

Fil ™' D, (Q,(1)) = Dp(Qy(1))
prenons h = 1. Les points Pfllfo) = Pr% (logx ® e_1) sont

P = expg, ) (P " (1@ 9) " (p A, 0,G)(Gu — 1))
= eXpr(l)((p_nv 0, log(Cn - 1)6*1)
= Cn - ]-
et pour k > 1,
1 n(k— n _
P = expg, iy ("D (1@ 9) (0,0, D7H(G) (G — 1))
= eXpr(k-o-l)(pnk(O,Oa Li1(Gn — 1))e—g-1)
Par le théoreme 5.3.5,

(‘Dkilk!pnkpfl,l,z e eprp(k+1),e((_l)kilk!pnkslﬁl(Cn - l)e—k—l)
est aussi I'image dans H' (K, Q,(k+1)) du twist Tw"(1—Cm)m) € ZL (K, Q,(k+1))
du systéme des éléments cyclotomiques (1 — ;,)m. Autrement dit, pour k > 2

P k(G — Ve =T (=k + 1) logg, oy (7 (Tw* (1 = Gn)m)))

ott m¥) est la projection de lim H'(Kp,Zy(k)) sur H'(Kp, Zy(K)) et ot Tw" est
cette fois l'opérateur de twist (dit & Soulé dans ce cas) de lim H'(Ky,Z,) dans
lim | HY(K,,Z,(k)). D’olt en utilisant le polylogarithme liy, de Coleman et par simple
application du théoreme principal,

, I*(—k+1) _

lix (Gn) = — Zmry 1080, (7 Twr (1 = G -

Lorsque k < 0, on obtient de méme les formules

. r“(—k+1) . _

lix(Gn) = — ey oxPg, (T TW (1 = Ga))
avec

li(2) = (35-)~*
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et exp(ap(k) I’exponentielle duale. Ce genre de formules et ses généralisations sont
certainement la motivation secrete fondamentale de tout ce travail.

A.3. Polylogarithmes et éléments de B:; Groo

A.3.1. Reformulons dans ce cas particulier les propositions 5.1.4 et 5.1.7.

PROPOSITION. — La suite p"* £, (8, — 1) = p"* li(B,) converge dans Bqr vers un
élément L de B:t Gros vérifiant
. th—1
@Sk,st =p Sk,st , NSk,st = m
n nk nj1: tk_j
p Tn(’gk,st) =p"L(Bn — 1) = Zp I hj(cn) ST
= (k—4)!

Avec les notations du §5.1.4, on a
’CQP[—M (Le®e_p) = Lrpst Qe .

Les £ s sont les avatars de la fonction de Kubota-Leopoldt dans Bt.

A.3.2. Soit le polylogarithme de Debye (ou plutét une translatée)

k—1 i
Jog?’(1+ =
Dy — Z(_ly%gm ,
j=0 '

PROPOSITION
1) La dérivée de Dy, est
o (2) = (=1)F 1 log" (1 + ) '
(k—1)! x
Pour k > 2, ®y, appartient a H. Pour k =1, D), = logx.
2) Pour n >0, les D(8, — 1) appartiennent & BT O o

cris

Di(Bn — 1) = £,(¢n — 1) mod Fil* B

3) La suite p"*Dy (B, — 1) converge vers un élément D de Bt Groe

cris

(resp. de BS—: Cro pour k = 1) vérifiant p(D ) = pk©k75t. On a enfin
pnTn(Qk,st) = pnkgk(ﬂn - 1)

=P (G = D+ (CDF Y e (G- D)
j20

pour k > 2

titk
(G+ k)

Avec les notations du §5.1.4, on a

’CQP[—k] (gk & efk) = Dk,st Re_k ;
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On a aussi
k—1 4
Qk,st = § Skrfj,st._| .
i=0 I

La derniere formule de la proposition peut aussi s’écrire pour n > 1

th=
To(Dkst) = Y D;(Cn = 1) 7—
= (k’ —J)!
_ijhj C" _») .
<k ’
Démonstration. — Pour k = 1, ©®1 = log z. Supposons maintenant k£ > 2. On a
< log’ (1 + )
VDL - TN@H
j—O
k-1 _
_Z _1_3 logt M (14 2)=0.

Donc @y, € B. En utilisant le lemme A.1.2, on montre facilement que D € H. On
retrouve ce résultat grace au calcul de la dérivée

Do) = (-1 L)y qpeales )

k—1! k—1
ou
o _ (CDF g (1 4 )
Pk —1)! T '
D’autre part,
_k Al jlogj(l +x) ()
(1=pFp)Dp => (-1) T’gkfj
=0 '

est d’ordre < k — 1. La convergence de la suite des p"*® (3, — 1) se déduit alors du
lemme 5.1.5. Pour k =1, ® 4 est égal a log([e — 1]).

Pour la derniere formule, D™(®y) (resp. D™ (Dy) — (—=1)F"1D"7#(£y)) est divisible
par log(1 +z) sir < k— 1 (resp. si r > k). Comme D7 (£y) = £_;, on en déduit la
formule. O

Les éléments @y, interviennent de maniere essentielle dans la construction de

I'application Qg (x) (de maniére un peu plus cachée ici que dans [19] et [25]) lorsque
P'on cherche & relever un élément 3 de K, en un élément 3 de B;SK‘” de maniere a

ce que ﬂ = B mod Fil" Byr pour h imposé & I'avance. C'est le cas de Di(Bn—1) et de
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B+ GKoo

cris

L£1(¢n — 1) =1lig(¢n). En passant a la limite, on obtient un élément Dy, & de
vérifiant D ¢ = pFDy st et tel que

Tn(Dpse) = p"* D L4(¢ — 1) mod Fil* B, .

C’est cela « 'avantage » de Dy s sur Lp st
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APPENDICE B

ETUDE DE B¥=°

Le but de cet appendice est de montrer le théoreme 1.1.8 de Colmez-Cherbonnier.
La démonstration est reprise de [3].

B.1. Préliminaires
Dans ce qui suit, les réels p, p’ vérifient sauf avis contraire 0 < p < p’ < 1.

B.1.1. LEMME
1) Soit f =3, cpanx™ un élément de HLP) | Sl existe un entier ng € 7 tel que

lan|r™ < |ang |r™°

pour tout n # ng et pour tout p < v < p’, alors f/x™ est inversible dans HleP) S
de plus, |an,| =1 (c’est-a-dire || f||1 = 1), alors f est inversible dans H([)p’pl).

2) Soit f =), cyanx™ un élément de HPP) (resp. HIPPT). On suppose que f n'a
pas de zéros pour p < |x| < 1 (resp. p < |z| < 1). Alors f est inversible dans H*")
(resp. HIPP']).

Démonstration. — voir [1]. O

La premiere condition implique en particulier que |a,| < |an,| pour tout n.

B.2. Structure de Go.-modules

On fixe 7 € I, on pose x(7) = 1+ p™u avec u unité. On fixe p < 1. On pose
P = p~ V/((p=1)p™)

B.2.1. LEMME. — (7 —1)(z)/2P" est une unité de H([)p’l) pour p > pm_1. De méme,

o(x)/zP est une unité de ng’l) pour p > po.
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Démonstration. — On a

(1= 1)(2) = (L+2)[(1 +2)"" 1]

—(1+2) g (i“)ﬁ —(+ J;);anx"

m

Il s’agit de montrer que ) a,x™/xP  est inversible. On utilise le lemme B.1.1 avec
no = p™. D’abord, apm = (ppm“
Pour n > p™, on a |a,|r™ < r" < " Pour n < p™, on a

o= (7))

On désire montrer que pour n < p™

) est une unité car u est premier a p. Soit p < r < 1.

n —m-ord, n,.n

" =p

p7m+ordp n,,,n < P

11 suffit pour cela de le vérifier pour n de la forme pm/ avec m’ < m, c’est-a-dire de
vérifier que pour m’ < m,
pmrr" < pra”

. xz . . 7 . . ya
Or la fonction = — p*rP " est croissante puis décroissante, il suffit donc de vérifier que

m—1 -

m N
S

. .. . pmfl(pfl) 1 5 NI . .

ce qui est vrai si et seulement Sl T > p~ ', c’est-a-dire si et seulement si

T > pm—1. Pour p(z)/2P = Z ( )27=P, on a pour tout j # p, |( riTP| < pirlop,
ce qui est strictement inférieur & 1 pour r > p~1/(P—1), O

B.2.2. LEMME. — Pour tout entier k € Z, (1 — 1)(z*)/x* appartient a acpm_lH([)p’l)
POUT P > Pr—1.

Démonstration. — Si k = 1, c’est le lemme B.2.1. Si k # 1, le lemme se déduit du
cas k =1et de
— 1 -1
Ce) s (M)t 0
j=1

B.2.3. LEMME. — Prenons } ) 1. Sip = p> pm—1, Uimage de xaH([)p’pl} par 7 —1

m
est contenue dans x®tP _1')'( ol }

Démonstration. — Comme Hy 026"} st complet, il suffit de démontrer cette propriété
sur un sous-ensemble dense. Si 8 € Q,,, Sz est un élément de H([)p #1 i et seulement
si |Blp®* < 1et|Blp’° < 1. Le sous-Z,-module de Hy o'y engendré par de tels éléments
est dense dans H”?. On a alors

(T~ 1)(ﬂxa+s) = pBa S TOtP" 1 = gatP" 1y gy g gate —lyyler]

avechH CH[pp]. O

MEMOIRES DE LA SMF 84



B.2. STRUCTURE DE G-MODULES 101

REMARQUE. — On a (7 — 1)(z) = 2" U avec U une unité d’apres le lemme B.2.1 .
Donc (1 — 1)gp(z) = 2P" " U,

B.2.4. PrROPOSITION (Colmez-Cherbonnier). — Soit p,, < p < p’. Pour tout a € Z,
T — 1 est une injection

a /=0 adtp™m—1_ , =0
o(z) H([)P,P ) — () +p 1H([)p ')

. : at+pm 1 0 ¥=0
dont l'image contient p(x)**t? 'H([)p M
B.2.5. COROLLAIRE. — S0it p > py,. Pour tout a € Z, T — 1 induit une bijection de

H[p,p’)wzo N H[pm/)w:o
et on a
_ a o ¥=0 a—p™ ! 0 y=0
(r =) ela) =) Cpla)
=0

Démonstration. — Reprenons la démonstration de [3]. Un élément de H[Op #) s’é-

crit de maniére unique sous la forme

p—1

9=">_(1+2)0(g)

=1

1/p
)

avec les g; € HP ") En utilisant le fait que (x)/zP est une unité et le lemme

B.2.2, on obtient
(1 = (@) (z + 1)p(g)) € (r = D) (@PH*))
C x“p“’m*lH([)P,P') — o(2)**?

C (@)™ " T )

m—1_ _ ’
1,p 17_4)/3,/3)

et donc

=0 _— =0
(r = D)’ ) C o)™ )
Construisons maintenant un « presque inverse » de 7 — 1 par la formule
p—1

ulg) = (1+a) @7 1)5%21) —1°

=1
On a
= o(uigi)
g)= 1+xi 1”1171 .
n(g) ;:1( ) ()
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ot u; = —a?" " /((w+ 1) TN/ 1) est une unité de HY .
Y= m— =0
Sige w(x)“%”*” )’ 0, 11(g) appartient & (z)?~P" " "H*)" " On a d’autre part
p—1
; (= 1)(g:)
p((r=1)(9) =g— Y (1+)'¢( — )
= (x4 1)~ ix(n)-1/p — 1
p—1
i o (T=1)(gi)
i=1

1 $=0
En particulier, si g € go(x)“H([)p’p) pour a € Z et pour p = pp, p((t —1)(9)) — g
est un élément de

m_q_,m—1 / a m=1, 1)_— s ! a ’ '
()" AP o) = ()T =Dl 0r) = p(yat gl )

[p.p") V=0

(on utilise ici le lemme B.2.2). Montrons que o(z)*#" " H} est contenu dans

=0
Iimage de go(x)“H([)p’p ) par 7 — 1. Pour
=0 =0
ge (p(x)ngPW) et h e (p(x)aH([)P,P) )

posons Fy(h) = h—p((t—1)h—g). L’équation Fy(h) = h est équivalente & (1—1)h = g.
On a

Fy(h)=h —p((T = 1)h) — u(g)

a m—1¢_  1\__ _
€ (p(a) " U p(a)P
0

m—1

nY=
C (p(x)aH([)P,P)

=0

pour b > a +p™ (car p(p—1) = 1> 1) et si h— I € p(@)H")
Fy(h) = Fy(h') = (h = ') = u((7 = 1)(h = 1))

c (p(x)d+pm_1(pfl)le([)mP/)w:O

=0
Cpla) I HPT

Ainsi, pour b > a + p™~! (par exemple, b = a + p™~1), Fy est une application
/ ’LZ):O
de o(2)*HY?)" " dans lui-méme contractante pour la topologie ¢(z)-adique et ad-

— =0
met donc un point fixe. Aussi, ¢(z)%+? 1H([)p’p) est contenu dans l'image de

apglor )V 1 tout enti 0
0 par T pour out entier a.

p(x)
REMARQUES. — Remarquons que

(T = D(p(x)*0(9)) = (T — 1)(z°g)
c sD(mcH»pm717_1[0P»Pl)) c sD(x)cH»pm717_(([)07%’/) .
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Comme p™ — 1 > p™~1,

(r = V(@) o (M) © o)™ 7" 1P 2 ()™

L’image de @(x)“H[Op’pl) par (7 — 1) n’est donc pas égale a @(x)“*pm_lH([)p’p/)7 ce qui
=0
explique que la proposition ne s’étende pas & tout HP» Y .
B.2.6. COROLLAIRE. — Pour tout entier k € Z et pour p > pm,
— =0
=0 z)ke" T ) stk <0
(r -1y T (AT T

m— =0 s ’
()P Ll)'Hép’p ) ou xk® _1)H([)p’p ) sik>0.
Pour fe HIP et p<r<letkeZ

s sik <0
6= DE e < T
PP Ifll- sik>0.
B.2.7. PROPOSITION. — S0it p > pp,. Soit A un élément de B(Gs) : A = f(r—1)
/1y =0
avee f =", cpana® € HIPY . Soit U € H([)p DT alors Spez an(t — DF(U) définit
" :0 m
un élément de P Y™ avec P = sup(p/, p'/?").
Démonstration. — Par hypothese, pour tout p < r < 1, limkﬂioo|ak|rk = 0. Soit
/ :0 m
UeHlPp A= Prenons r < 1 supérieur & p” = sup(p’, p*/?"). On a
lag|r®" —V*| U, sik>=0
lar(r = 1) O)] < - ,
lak|r? ®||U| sik<O0.
Comme " =1 > 7P" > p on en déduit que
Jimlax(r — DAW)], =0
plus précisément pour A € HIP(Gy), pour U € H 1 et pour tout r tel que p”’ <
r<l1
A= Ullr < sup([[Allom, [|Alom-)[[U ] - O

B.2.8. COROLLAIRE. — L’application continue B(Gs) — BY= définie par
Ar— A (1+x)
est une application linéaire bijective ; 'image de H(Goo) est HY=0.

Démonstration. — Montrons d’abord que (z7Z,[2])¥=° C B(Gw)(1+x). Pour cela,
on remarque que pour G € (z7%Z,[x])¥=°,

(r —1)*G) € (ac_a+k(pm_1)Zp[[x]])¢:0
et donc que, pour k = a/(p™ — 1),
(r— 1)k(G) € Zp[[x]]wzo = Zp[Goo](1 + ) .
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On en déduit que G appartient & B(Goo)(1 + ).
Np=0
Soit maintenant G € H([)p #)7" Pour tout entier n, il existe un entier by, tel que
=0 3
Gep Hy) 4 (@ Ly [a])P=

=0
Donc G € p”H([)p’p) + B(Gso)(1 + ) pour tout entier n, ce que implique que
G € B(Gx)(1 + ), puisque H[Op ) est complet pour la topologie p-adique et que les

p”HgJ *#) forment une base de voisinages.
O
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QUELQUES FORMULES

(14a2)X(7) _1
xT

2

(log ) =log x + a, avec a, = log
log"(1 + z)) = p*log(1 + z)
1+z)=1+az)?
logz) = p(logz + a,,) = p(logz — +L)

(

(

(

(

(

(fe(g)) =4(f)g
(

(

(logz) = p~tlogx

(log"z) = 325y (=1)% =9 (¥)p~Iep(ak7) log
(log" z) = p* (X5 (5)(ak7) log’ 2)
Dlog(l+z) =1

Dlogx = HT“”

Nlogzx =1

Oy = lim, p"*" (log" )

(Or) =p~FOy

NOy = kO,

log" z) = p*(log z + a,)* = p*(log" +(’f)a¢ log"ta+ -
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