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SYSTEMES DE LOIS
DE CONSERVATION
ET STABILITE BV

Christophe Cheverry

Résumé. — On considére un probléme de Cauchy strictement hyperbolique, en di-
mension un d’espace. Les résultats classiques assurent ’existence pour tout temps,
du moins lorsque les valeurs prises par 'amplitude et la variation totale de la don-
née initiale sont proches de zéro. L’hypothése de petitesse en norme L™ est en régle
générale incontournable. La question est de savoir s’il est possible d’assouplir la res-
triction imposée & la variation. L’objectif de ce travail est de mettre & jour un critére
qui permet de réaliser ce programme. La contrainte dont il s’agit porte sur le compor-
tement quadratique du flux : les coefficients de vraie non linéarité doivent dominer les
termes d’interaction. Dans ce contexte, on constate que la variation calculée sur des
intervalles de longueur (convenablement) fixée décroit avec le temps. La mise & jour
de cette nouvelle notion de décroissance est motivée par les applications suivantes :
(1) Existence globale lorsque la condition initiale est périodique, avec une petite va-
riation par période; (2) Propriétés de compacité de 'opérateur solution ; (3) Temps
de vie amélioré dans le cas de données petites en norme L mais grandes en variation.

Abstract (Systems of conservation laws and BV stability). — We consider the Cauchy
problem for strictly hyperbolic systems of conservation laws. Classical results give
the existence for all times if the total variation and the sup-norm of the initial data
are small enough. In general, we need the requirement that the sup-norm is small.
The question is whether the restriction on the variation may be relaxed. A criterion
under which this program can be achieved is produced. This constraint concerns the
quadratic behaviour of the flux function near the basic state : the amount of genuine
non linearty must dominate the interaction coefficients. In this context, the variation
computed on intervals of fixed (appropriate) length is decreasing. The different appli-
cations of this new notion of decrease are related to : (1) Existence in the large for
periodic initial data with small BV-norm by period; (2) Compactness properties of
the solution operator ; (3) Better life span in the case of a small amplitude but a large
variation.
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INTRODUCTION

Soit (#) le probléme de Cauchy hyperbolique monodimensionnel :

| (Gwu)(t,x) + 0:[F (u(t,z))] =0, (t,z) € R xR,
() =1\ 4(0,2) = hia) = (hi(a))

1<iKN
Le flux :
F:09ycRVYN — RN
u:= (u1,...,un) +— F(u):=(Fi(u),...,Fy(u)),

est une application qui est supposée réguliére (de classe au moins C®) sur tout un
voisinage ouvert 2; d’un point @ choisi comme état de référence. Chacune des com-
posantes u; est changée en u; — 4;. Ces translations ont pour effet de placer I'état @
a Dorigine :

(0.2) ~ a:=(0,...,0).

Le systéme de N lois de conservation (7{) est supposé strictement hyperbolique en
@. Cette hypothése signifie que la matrice DF () admet des valeurs propres qui sont
deux & deux distinctes. Quitte & changer une nouvelle fois d’état u, on peut toujours
supposer que la matrice DF (@) est mise sous forme diagonale. Ses valeurs propres
sont alors notées A; et sont rangées par ordre croissant :

(0.3) A< < A< < AN

(0.1)

La condition d’hyperbolicité écrite en (0.3) permet de construire sur un voisinage
ouvert 25 C Q; du point % un systéme bi-orthogonal. Un tel systéme consiste en la
donnée d’une base vectorielle {r! (u), ...,r" (u)}, formée de vecteurs propres & droite :

(0.4) DF(u) -ri(u) = \i(u)ri(u), ue€Qy, i=1,...,N,

ainsi que d’une base vectorielle {l1 (u),...,In(u)} duale de la précédente et formée de
vecteurs propres i gauche :

(0.5) li(u) - DF(u) = Ai(u)li(u), uw€Qy, i=1,...,N.



2 INTRODUCTION

Les vecteurs propres & droite et & gauche sont déterminés de maniére & vérifier des
relations de normalisation :

(0.6) /(@) = (G)1<hen,  1i(@) = Oin)rcrsn, L) - r*(u) = 6k

avec u € {dg,5,k = 1,...,N, ou la lettre §;; désigne le symbole de Kronecker : le
nombre J;; prend pour valeur 1 si I'indice j coincide avec k et 0 sinon.

Comme indiqué dans le résumé, la vraie non linéarité est imposée au point base .
En d’autres termes, la discussion porte sur des flux qui satisfont :

(0.7) T% =V \i(a)-r'(@) >0, i=1,...,N.
Un changement linéaire sur les variables d’état :
(0.8) u; — Thu;, i=1,...,N,
a pour effet d’aligner I’ensemble des coefficients I'; sur la valeur 1 :
(0.9) ri,=1, i=1,...,N.

Les N3 coefficients d’interaction A?? désignent alors les composantes calculées dans
la base {r'(u),...,7™V(u)} du crochet de Lie associé aux champs de vecteurs r?(u) et
ri(u) :

(0.10) {rP; ri}(@) = (@EP-V)ri(a) — (r?- V)rP(a)

N
Zquri(ﬂ), p,gq=1,...,N.
=1

Ces conventions ayant été adoptées, le rapport d’influence R est une expression nu-
mérique qui compte la contribution apportée en valeur absolue par tous les coefficients
d’interaction correspondant & des indices %, p et g deux & deux distincts :

(0.11) Ri= > > |AF].
1<i<N i#p<g#i

La taille d’un état u est mesurée en calculant :

0.12) el 2= max Jul.

L’amplitude d’une fonction h(-) est controlée par :
(0.13) POl ey = 5p (@)

La variation totale de la fonction h(-) désigne la quantité :

n—

1
tot . — . . — h.: .
(0.14) Vaz' (h()) : max sup ; lhi(2j41) — hi(x;)] .
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INTRODUCTION 3

Lorsque 'application h(-) est choisie périodique avec pour période le nombre P, on
aura de préférence recours a la variation de h(-) évaluée sur une période, c’est-a-dire :

n—

1
0.15 VPe'(h(-)) := max su hi(xz;11) — hi(z;)].
( ) ar ( ( )) 1<i<N0<w1<-~I<)zn<szzll ( J+1) (zj)l

Cet article met en ceuvre des outils et des concepts dont l'efficacité et 1’4 propos

sont illustrés par les deux résultats (1) et (2) suivants :

(1) Existence globale lorsque la donnée initiale est choisie périodique, avec une
petite variation par période :

THEOREME A. — Soit Rg et o deuz constantes strictement positives. On consideére
un flux F(u) dont le rapport d’influence R se trouve majoré par le paramétre Ry :

(0.16) 0< R < Ro.

On se donne aussi une condition initiale h(x), périodique de période P, dont la
moyenne sur une période est nulle et dont la variation par période ne dépasse pas
le seuil g :

(0.17) 0.< VT (h()) < 1.

Alors, pour Ro et no suffisamment petits, le probléme de Cauchy (H) admet une
solution faible entropique u(t,z) qui est définie pour tout temps. De plus, le compor-
tement asymptotique en temps de la fonction u(t,z) se trouve controlé par les lois de
décroissance :

(0.18) ||u(t,-)||Lw(R)<%, t €10, 00[-
Co
(0.19) Ve (u(t, ) < =2, te]o,oof

La restriction & un intervalle ]a, b[ d’une fonction v(-) définie sur R tout entier sera
désormais notée vjjq((-) :
. N
(0‘20) 'U|]a,b[ .]a, b[ — R
T V)ap(T) = v().

(2) Propriétés de compacité de I'opérateur solution :

THEOREME B. — Soit Ry et 1y deux constantes strictement positives. On considére
un flux F(u) qui admet un (petit) domaine d’invariance pour le probléme de Riemann
(cette hypothése est introduite uniquement pour pouvoir disposer d’une estimation L™
a priori) et dont le rapport d’influence R se trouve majoré par le paramétre Ro :

(0.21) 0< R < Ro.
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4 INTRODUCTION

On se donne aussi une condition initiale h(x) dont amplitude est contrélée confor-
mément a :

(0.22) 0 < 1A e (g) < o-

Alors, pour Ro et no suffisamment petits, le probléme de Cauchy (H) admet une
solution faible entropique u(t,x) qui est définie pour tout temps. De plus, pour tout

couple (a,b) avec —o0o < a < b < 0o, l'opérateur solution :
(023) Sg (t) : BL°°(]R) (’L—L; 7]0] — Ll (]a, b[)
h(-) — Set)(h() = wpap(t, ),

est compact.

Une littérature importante est consacrée & la construction de solutions pour le
systéme hyperbolique (#H). Ces solutions sont habituellement obtenues & 1'aide de
schémas. Le plus connu est celui de Glimm [G]. Un algorithme qui présente des
aspects novateurs a récemment été proposé par Bressan [B1]. Ces résultats ont un
point commun. Ils assurent I’existence pour tout temps d’une solution faible lorsque
la donnée initiale h(z) est astreinte aux deux conditions de petitesse suivantes :

(024) 0< ||h()”Loo(R) <m <K 1, m > 0.

(0.25) 0< VE(R() <m <1, m>0.

Notez que la contrainte introduite en (0.24) est requise au niveau des deux proposi-
tions A et B. Cette restriction n’a rien d’étonnant. En effet, la résolution du probléme
de Riemann associé & deux états uy et uq sert d’élément constitutif a la construction
de solutions pour (#). Or, sans hypothéses supplémentaires sur le flux F(u), cette
résolution n’est réalisable que si les vecteurs u, et uq sont suffisamment proches de
Porigine 4. D’ou la nécessité d’imposer le controle (0.24).

En revanche, la contrainte (0.25) ne figure plus parmi les hypothéses des théorémes
A et B. Cette absence signifie qu’un pas a été franchi dans la compréhension des
systémes de lois de conservation. Cette amélioration est non triviale. Elle ne se déduit
pas des énoncés connus & ce jour. Pour s’en convaincre, rappelons briévement les
informations que délivrent (dans le contexte des énoncés A et B) une argumentation
plus classique. .

Pour une donnée initiale périodique, de moyenne nulle, choisie comme en (0.17)
avec 7)o petit, le résultat de Glimm [G] assure P’existence d’une solution u(t, z) définie
dans une bande [0,T] x R avec T fini (voir & ce propos les explications qui sont
données en début de chapitre V.1 ou encore, pour plus de détails, I’article de Schochet
[Sc3]). Rien ne garantit que cette solution locale en temps puisse étre prolongée au
dela de linstant T'. En effet, dans ’analyse de Glimm [G], il se produit une perte
d’estimations BV lorsque l'instant ¢ se rapproche du temps d’arrét 7T'. Voila pourquoi,
il est impossible d’itérer tel quel le raisonnement tenu dans Schochet [Sc3] avec T
pour nouvel instant de départ.
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INTRODUCTION 5

Sous les hypothéses du théoréme B, la méthode usuelle s’organise selon trois mouve-
ments : Approximation de la donnée initiale par une suite de conditions initiales conve-
nablement régularisées; Construction de solutions approchées (globales en temps),
associées aux problémes de Cauchy correspondants ; Convergence d’une sous-suite ex-
traite vers une solution exacte. Comme un domaine d’invariance est & disposition,
le solveur de Riemann fabrique systématiquement des états dont la taille reste bor-
née. Dés lors, les estimations en norme L*°(R* x R) sont facilement garanties. Cette
stabilité en amplitude n’est pourtant pas suffisante en vue de mener a bien les deux
derniéres étapes mentionnées ci-dessus. En effet, leur réalisation nécessite aussi de
pouvoir controler ce que devient la variation (afin de pouvoir passer a la limite dans
les expressions non linéaires). Or, sur ce point précis, les travaux antérieurs n’ap-
portent aucune réponse vraiment satisfaisante.

Maintenant que nous avons motivé notre démarche, expliquons le point de vue
développé dans cet article.

L’évolution en temps des solutions du probléme de Cauchy (#) est sous I'influence
d’interactions non linéaires. Pour des solutions de faible amplitude, la nature de ces
interactions se repére au niveau du développement quadratique du flux F'(u) prés
de l'origine 4. Interviennent dans ce développement les coefficients de flux I'},. Ces
quantités traduisent le défaut induit sur les vitesses de propagation par la présence
de non linéarité. Elles sont obtenues en calculant le gradient des valeurs propres :

N
(0.26) Vui(@) == Y Thle(m), i=1,...,N.
k=1

Interviennent aussi les coefficients d’interaction A¥? (qui sont définis par la formule
(0.10)). Ces expressions gérent les échanges non linéaires qui s’effectuent entre les
différents modes de propagation.

Il est important de comprendre le role joué par ces différents coefficients en ce qui
concerne I’évolution de la variation.

La présence de coefficients d’interaction non nuls favorise sinon provoque la crois-
sance BV. Cette affirmation est étayée par les travaux de Joly-Métivier-Rauch [JMR1],
de Schochet [Sc3] et de 'auteur [Ch1]-[Ch4] sur loptique géométrique.

Un phénomeéne non linéaire connu sous le nom de résonance a été isolé. Ce phé-
nomeéne peut, lorsque la norme BV de la donnée de Cauchy dépasse un certain seuil
(en tout état de cause plus élevé que la valeur critique 7; qui intervient en (0.24)
et (0.25)), provoquer en temps fini ’explosion d’une solution. Plus précisément, les
normes BV, L™ et L' se trouvent simultanément multipliées par un facteur arbitraire.
Les mécanismes qui sont 4 la base de cette amplification ont été mis & jour 4 lissue de
manipulations heuristiques par Hunter [H]. Ils ont ensuite été rigoureusement établis
par Joly-Métivier-Rauch [JMR2].

Dans la situation inverse, a savoir lorsque les coefficients d’interaction sont tous
nuls au point base @ (dans ce cas la quantité R vaut zero), Schochet [Scl] a mis &
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6 INTRODUCTION

jour une propriété de stabilité BV dont il a déduit une amélioration du résultat de
Glimm [G]. En effet, il suffit d’imposer les deux conditions :

(0.27) 1B poo @y <8< 1, §>0,

(0.28) 1B poo gy X VEF(B(-) <0< 1, §>0,

pour que l’existence globale soit garantie.

La relation (0.28) autorise une variation totale d’autant plus grande que I’ampli-
tude est choisie petite. Voila typiquement un exemple de résultat qui indique que la
contrainte imposée en (0.25) ne revét pas toujours un caractére obligatoire.

La présence des coefficients de vraie non linéarité se traduit par de la décroissance
BV. Cette propriété a d’abord été observée par Lax [La] pour une loi de Biirger
associée & une condition initiale périodique. Elle a ensuite retenu 'attention de Tai-
Ping-Liu [TPL]. Elle permet en effet, lorsque la donnée initiale est & support compact,
de décrire le comportement asymptotique en temps des solutions de systémes de lois
de conservation. Le point important & ce niveau est I’apparition, aprés un certain laps
de temps, d’un découplage entre les différents modes de propagation.

Avant découplage, il s’établit un rapport de force entre les phénoménes de résonance
et de vraie non linéarité. Cette compétition a été analysée et interprétée par 'auteur
[Ch2| en ce qui concerne les équations de modulation données par 'optique géo-
métrique. Ces derniéres équations décrivent le comportement asymptotique d’ondes
oscillantes qui sont des solutions exactes du systéme de lois de conservation. Elles
fournissent un modéle qui facilite I’étude des propriétés inhérentes & (H).

Ce modele, bien que simplifié, reste assez fidéle au systéme de départ (H). Cette
similarité de structure souligne I'importance de la remarque suivante : Les équations
de modulation sont stables dans BV lorsque les coefficients de vraie non linéarité
dominent les coefficients d’interaction. Compte tenu de la convention adoptée en (0.9),
cette condition se traduit par la petitesse du rapport d’influence R.

Notre propos aujourd’hui concerne le probléme de Cauchy (#) a part entiére. Le
taux de croissance en variation provoqué par les résonances ainsi que le taux de
décroissance en variation lié aux effets de vraie non linéarité sont mesurés. Il s’avére
que ces taux sont comparables. Il s’ensuit que I’explosion ne se produit pas (ou &
défaut se trouve retardée) lorsque le rapport d’influence R est voisin de zéro.

Le lecteur trouvera dans l’exposé introductif de ’auteur [Ch3] une présentation
générale (agrémentée d’explications formelles) des idées qui sous-tendent cet article.
Notre objectif dans ce travail est de préciser les détails en toute rigueur. Le plan
s’organise autour de cing chapitres qui sont divisés en plusieurs sous-parties.

Le premier chapitre est consacré a la mise en place des notations et de quelques
outils de base. Il s’agit essentiellement de collecter pour la suite les résultats exposés
dans Schochet [Sc1] et Robin Young [RY1]. Dans un premier temps, le choix adopté
pour la normalisation des vecteurs 7¢(u) est spécifié. La maniére dont les invariants
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INTRODUCTION 7

de Riemann approchés sont construits est rappelée dans ce cadre. Un inventaire des
estimations d’interaction usuelles est ensuite dressé. Finalement, la définition de ce
que sont les paramétres caractéristiques qui sont associés au flux F'(u) est introduite.

Le second chapitre s’intéresse & une catégorie particuliére de conditions initiales.
Les données de Cauchy en question sont dites & variation locale uniforme. Elles sont
petites en amplitude. Leur variation évaluée sur des intervalles de longueur fixée reste
bornée mais leur variation étendue & R peut étre arbitrairement grande. C’est dans ce
contexte qu’est présenté et illustré a ’aide d’exemples le concept de décroissance au
sens large. Cette notion indique qu’il est pertinent de classer les conditions initiales
selon leur genre que caractérise un couple de parameétres noté (vy,9).

Le troisiéme chapitre analyse (lorsque la condition initiale h(z) posséde une grande
variation totale), le temps de vie des solutions du probléme de Cauchy (H). Plus
précisément, une durée d’existence minimale est déterminée. Cette durée dépend des
paramétres caractéristiques du flux F'(u) ainsi que du genre (v, §) de la donnée initiale
considérée. La facon dont se trouvent modifiées sur ce laps de temps I'amplitude et
la variation locale de la solution est expliquée.

Dans les chapitres IV et V| le rapport d’influence R est supposé petit. La donnée
de Cauchy est notée h(x). Elle est choisie du genre (v, §) pour des paramétres et §
suffisamment proches de zéro. Sous ces hypothéses, une solution u(t,z) décroissante
au sens large est construite. En d’autres termes, la stabilité en variation se trouve
établie.

Le résultat ainsi mis & jour (voir le théoréme 4.3) peut étre regardé comme la tra-
duction concréte, au niveau de la solution u(t, x) particuliére considérée, des propriétés
de compacité de ’opérateur solution associé au systéme hyperbolique (#). Il s’inter-
préte comme étant une alternative (efficace y compris pour des entiers N supérieurs
ou égaux a 3) A la théorie de la compacité par compensation (dont les enseignements
restent & ce jour limités aux systémes d’au plus deux équations, c’est-a-dire correspon-
dants & un entier N inférieur ou égal & 2). Ce principe présente plusieurs conséquences
qui sont exposées dans un dernier volet.

La premiére application concerne les données de Cauchy h(x) qui sont périodiques
et dont la variation calculée sur une période est voisine de zéro. En changeant au
besoin ’état de base, les fonctions h(z) en question peuvent étre rendues de moyenne
nulle. L’amplitude de la solution u(t,z) se trouve alors contrdlée par la variation
évaluée sur une période :

(0.29) A oo gy < Vi (R())-

Il s’ensuit que la stabilité en amplitude se déduit du résultat de stabilité en varia-
tion. Dés lors, I’existence globale en temps se trouve assurée (voir le théoréme 5.1.1).
Pourtant, dans ce cas de figure, la variation étendue & R de la condition initiale vaut
exactement +oo !
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8 INTRODUCTION

La deuxiéme implication se rapporte a des flux dont la structure permet des es-
timations & priori sur ’amplitude. Le probléme de Cauchy (H) avec donnée initiale
petite dans L>°(R) est alors bien posé (se reporter au contenu du théoréme 5.3.1).

Finalement, une troisiéme et derniére application est déduite de la notion de dé-
croissance au sens large. Comme la variation n’augmente pas, c’est amplitude de la
condition initiale qui devient un facteur limitant en ce qui concerne ’existence pour
tout temps. Cette idée est prise en compte de maniére & dégager pour (#) une durée
de vie minimale T3". La formule explicite qui détermine 75" dépend a la fois de I’am-
plitude, de la variation totale et de la maniére dont cette variation se trouve répartie
sur ’axe réel. Elle améliore de maniére significative la valeur que prévoit pour 75"
d’autres argumentations (par exemple celles qui sont présentées dans Schochet [Sc3]
ou Glimm [G]).

Je remercie les Professeurs G. Métivier et J. Rauch dont les conseils, toujours judicieux,
m’ont aidé & mettre en ceuvre ce travail.
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CHAPITRE 1

MISE EN PLACE

1.1. Normalisation des vecteurs propres

A la matrice DF(u) a été associé un systéme bi-orthogonal formé de vecteurs
propres 4 droite et & gauche reliés par les relations qui sont indiquées en (0.6). Ces
relations laissent de la liberté en ce qui concerne le choix adopté pour la normalisation
des vecteurs l;(u) et r’(u). Comme indiqué dans Robin Young [RY1], il existe du
point de vue du calcul des interactions d’ondes une facon particuliérement pertinente
de réaliser cette normalisation. Le procédé en question est ici briévement rappelé.

Soit v; une fonction & valeurs réelles, définie sur ’espace des états, qui vaut zéro
en a:

(1.1.1) vi(@) =0, i=1,...,N,

et dont le gradient se décompose selon :
N .

(1.1.2) Vuvi(u) =Y al(u)l;(u), i=1,...,N.
Jj=1

La fonction auxiliaire v;(u) est introduite pour décrire les différentes normalisations
possibles pour les vecteurs I;(u) et r*(u), & savoir celles qui préservent les contraintes
qui sont indiquées en (0.6) :

(1.1.3) Fu) :=e"Wri(y), i=1,... N.
(1.1.4) Li(w) :=e " W(w), i=1,...,N.

Comme la définition donnée en (0.10) pour les différents coefficients d’interaction
AP?? consomme exactement une dérivée, un décalage qui fait intervenir les scalaires

al (@) est observé dans le calcul des quantités AP? qui sont obtenues & l'aide des
nouveaux vecteurs 7 (u) :

(1.1.5) AP [i(a) - {775 P9} (a) = @B (@)Sg: + AP — al(@)5s.
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Les coefficients A?? satisfont les propriétés d’antisymétrie :
(1.1.6) AP =A% ipg=1,...,N,
et sont nuls lorsque les entiers p et g coincident :
(1.1.7) AP =0, i,p=1,...,N.
Les valeurs des scalaires af (0) peuvent étre fixées librement. On impose :
(1.1.8) al(0) :=AP?, p,g=1,...,N.

D’aprés (1.1.5), ce choix a pour effet d’annuler Pensemble des coefficients A? pour
lesquels deux des trois indices 4, p et ¢ coincident :

(1.1.9) API =A% =0, pg=1,...,N.

En revanche, aucune modification n’est observée en ce qui concerne les autres
expressions :

(1.1.10) AT =AY, p#q, p#i, q#i.

(1.1.11) i, =T%, ik=1,...,N

Les quantités A¥? qui correspondent & des indices i, p et ¢ non deux a deux distincts
ne sont pas pertinentes pour notre analyse. Le procédé qui vient d’étre décrit permet
de « gommer » ces coefficients indésirables. D’ou 'intérét de normaliser les N vecteurs
r*(u) de maniére & ce que :

(1.1.12) AP =0sii=poui=qoup=gq.

1.2. Invariants de Riemann approchés
La ™€ courbe de Lax [La] issue d’un point u choisi dans > est notée :
(1.2.1) gi— Tl (u), i=1,...,N.

La construction de cette courbe est classique (consulter par exemple Robin Young
[RY1]). Il en existe un paramétrage de classe C? tel que le contact en ¢; égal & 0 avec
la courbe intégrale du champ de vecteurs 7¢(u) issue du point u soit d’ordre deux :

d i i
(1.2.2) & {eir— T2, (u)}lsi=0 =r"(u).
La fonction composée :

(1.2.3) T.:(s=(e1,...,en),u = (u1,...,un))
— To(w) =T (T (- TL () -+ -)

£q 13
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est définie sur un voisinage de 0 dans R*V. Ce voisinage peut étre spécifié sous la
forme d’un produit d’ouverts relativement compacts wos X 25. En diminuant au besoin
le volume de ces ouverts, I’application :

(1.2.4) we D e+ T.(0) € Qo,

devient un difféomorphisme de classe C? du domaine ws sur §25. Son inverse est noté
w(u) = (wr(u),...,wy(w)) :

(1.2.5) Towy(0) = u, Vue€ Q.

La taille d’un état u peut aussi étre controlée a ’aide des invariants de Riemann
approchés w;(u). 1l suffit en effet d’introduire :

(1.2.6) llullp; = max fwi(u)l

pour obtenir une expression équivalente & la norme usuelle :
(1.2.7) lull s ~ lullg, w € .

En combinant les relations (0.26) et (1.2.2), on voit apparaitre :
(1.2.8) [As (T () = Xiw) — Tiyee] < Du few] (Jeil + llull )

avecu € o, 4, k=1,...,N.

La procédure de normalisation décrite au sous-chapitre I.1 change la longueur des
vecteurs propres. D’aprés la relation (1.2.2), cette manipulation a aussi pour effet
de modifier les forces attribuées aux ondes. En d’autres termes, imposer la condition
(1.1.12) revient & spécifier un choix particulier pour les scalaires ¢; et I’application
w(u).

On dit que le systéme de coordonnées {w; (u),...,wn(u)} est formé d’invariants
de Riemann forts sur ouvert 25 si :

(1.2.9) Voi(u) - (u) =0, i#j, uc Q.

L’existence d’un tel systéme est équivalente a ’annulation sur €2, de tous les coef-
ficients d’interaction AP?(u). Cette condition est trés restrictive. En général, elle est
mise en défaut. Dans ce dernier cas, un résultat exposé dans Schochet [Scl, page
1429] explique comment les coefficients d’interaction A¥? interviennent dans le déve-
loppement & ordre 2 de la fonction w;(u) suivie le long de la courbe intégrale du
champ de vecteurs r*(u) :

(1.2.10) w; (Tskk (U)) —w;(u) =& (5ik + Z Afkwp(“) + O(H““?ﬁ))’
i#Ep<kti

avec (0,...,65,...,0) € wo, u € Ns.
Seuls les triplets d’entiers (i, p, k) avec i, p et k deux & deux distincts interviennent
dans la somme écrite en (1.2.10). L’absence des autres combinaisons d’indices provient
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12 CHAPITRE 1. MISE EN PLACE

de la condition (1.1.12). Lorsque l'entier k est différent de I’indice ¢, le développement
limité (1.2.10) se traduit clairement par la majoration :

(12.11) i (T2 () = wiCa)| < lexl Null s (3
i#Ep<k#i

A*| 4+ Da Jlullg ),

avec (0,...,€k,...,0) Ews, u € Na, k # 1.
La terminologie d’invariants de Riemann approchés est désormais adoptée pour
désigner les fonctions w;(u).

1.3. Estimations d’interaction

Dans cette partie, les vecteurs d’ondes ¢ et les états u sont sélectionnés dans un
voisinage ouvert w3 x Q3 de R*V, contenant le point {0} x {0}. Ce voisinage est inclus
dans le domaine wy X 2. Son diamétre sera réduit chaque fois que nécessaire. On
appelle probléme de Riemann le probléme de Cauchy (#) lorsque la condition initiale
contient un saut unique :

(13.1) h(x):{ u” siz<O0.

ut siz > 0.

Ce probléme admet une solution qui est formée de NV + 1 états intermédiaires notés
(u)1<is<nv+1. Ces états sont séparés par des ondes élémentaires (de force £;) qui sont
soit des ondes de raréfaction (c’est la terminologie pour &; > 0) soit des chocs (si au
contraire €; < 0) :

(1.3.2) ut = u.

1.3.3 Wt = T (T (wT)--r), 1<i<N-1.
€4 €1

(1.3.4) uNT = u+=TE(u_).

L’application :
W : Qg X Qg —> W3
(1.3.5) (u™,ut) — W(usut) = (e1,...,en)
= Wi(u=sut), ..., Wn(u=;ut))
est de classe C2. Par ailleurs, la taille du saut qui sépare les deux états u~ et ut est

équivalente au module du vecteur d’ondes €.
En d’autres termes :

(NDs) [Ju" —ull, < |e] := maxicign [l -
(1.3.6) i
lel < (Da/N)lut —u™ |l -

On se donne deux solutions adjacentes du probléme de Riemann avec u~ dans Q3
pour l’état situé le plus a gauche :

(1.3.7) w=Th(u™)€Qs, a=(a,...,an) € ws.
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(1.3.8) ut =Ts(u?) € Q3, B=(61,...,0n) € ws.
On dit que ’onde «; approche I'onde B et on note a; AB si :

(1.3.9) j>k

ou bien si :

(1.3.10) j=ket (aj <0ou b <0).

Les calculs portant sur les interactions d’ondes consistent & résoudre le probléme
de Riemann associé aux deux états extrémes u~ et u™ pour ensuite exprimer les
forces €; des ondes sortantes en fonction des vecteurs d’ondes « et 3. Dans son travail
[RY1], Robin Young donne avec une précision d’ordre trois les relations qui unissent
les différentes forces a;, B et €;. On a :

(1.3.11) i =i+ i+ Y A (u)a; B + O(D(a, B)(lo] +18])),

i>k
ot la fonctionnelle quadratique D(a, 3) est définie conformément & ce qui est fait
d’habitude :

(1.3.12) D(a,B) = > lay||Bel-
a; ABk
On pose :
(1.3.13) R = mae (flu]| s o] s 1wt o)

Lorsque les vecteurs d’ondes « et 8 sont donnés sous la forme de deux ondes
élémentaires qui s’approchent :

(1.3.14) a=(0,...,ap,...,0) Ewg et B =(0,...,04,...,0) € wg,
le développement asymptotique (1.3.11) donne accés 4 :
(1.3.15) lei = Sipp — BiaBal < (IAZ7] + D) fay |15,

On dispose aussi d’un controle sur la taille des états qui apparaissent :
(1.3.16) flut| o < Ds®, 1<i<N-1

1.4. Paramétres caractéristiques

Les fonctions dont I’amplitude est petite et qui sont solutions du probléme de
Cauchy (H) ont un comportement qui se trouve approximativement déterminé par
la donnée de la matrice DF (@) (& savoir des N valeurs propres \;) et de la différen-
tielle seconde du flux F" (@) (c’est-a-dire des coefficients des N formes quadratiques
f/(1)). On dénombre ainsi en tout au plus N + N® quantités qui n’agissent pas de
la méme maniére du point de vue de la stabilité BV. Ces quantités sont triées selon
leur spécificité. Les paramétres caractéristiques du flux F'(u) sont destinés & mesurer
Iinfluence de chaque catégorie d’expressions ainsi formée.
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14 CHAPITRE 1. MISE EN PLACE

Un changement de variables affine est effectué sur les coordonnées t et = de maniére
a imposer la relation :

1
(1.4.1) —A1 = Ay = 3
REMARQUE 1.4.1. — Les échelles de temps et d’espace se trouvent ainsi déterminées
a une dilatation prés : Seule subsiste la possibilité de changer, pour un scalaire u positif
fixé, le couple (¢, ) en (ut, pr). q

La relation (1.4.1) impose la distance entre les valeurs propres extrémes :
(1.4.2) AN — A1 =1,

mais ne dit rien & propos de ’écart qui sépare les différentes vitesses de propagation.
Cet écart est mesuré par le degré ( de stricte hyperbolicité :

S = i 1 —A) < L
(14.3) 0<¢ lglgj{}_l()\,ﬂ A) <1

La borne d’accélération sur les vitesses Ay est destinée & controler la stabilité des
valeurs propres \;(u) sous leffet d’une perturbation :

(14.4) Ag = max  sup W ZAOL
LSN yzoeB(o) 1 — vl

On introduit le taux I' de vraie non linéarité :

= min T = min (@) - (r (@), r'(a
(1.4.5) r:=  in r,  in, fi'@) - (r* (@), (@) >0,

qui, compte tenu de la convention adoptée en (0.9), prend pour valeur :
(1.4.6) '=Ti=1 1<i<N.

Les coefficients d’interaction A?(u) (avec ¢, p et ¢ deux a deux distincts) traduisent
le défaut de commutation du procédé d’intégration le long des différents champs
de vecteurs r¢(u). Ce défaut est controlé par une expression numérique qui mesure
grossiérement la contribution apportée par ensemble des quantités A?? :

(1.4.7) A=Y > JAn.
1SN i#p<g#i

Les expressions A et I' sont comparées a ’aide de leur quotient :

DEFINITION 1.4.1. — On dit que le flux F(u) admet R pour rapport d’influence
(sous-entendu rapport entre les coefficients d’interactions et de vraie non linéarité)
si:

=R.

(1.4.8) %
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REMARQUE 1.4.2. — En reportant la relation (1.4.6) en (1.4.8), on retrouve la dé-
finition déja adoptée en (0.11) pour le rapport d’influence :
(1.4.9) R =A.

Cette distinction de terminologie pour désigner une méme quantité est introduite de
maniére & éviter une confusion. En effet les deux expressions R et A ne possédent pas
du tout la méme homogénéité. Un examen rapide montre que le rapport d’influence
R est adimensionné. Il est indépendant d’une dilatation sur les états. Il n’est pas non
plus affecté par le procédé de normalisation qui est décrit au sous-chapitre 1.1. 1l
s’agit d’un invariant dont les liens avec les propriétés de stabilité BV du systéme ()
seront expliqués en détail aux chapitres IV et V. q
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CHAPITRE 2

DECROISSANCE AU SENS LARGE

2.1. Variation locale uniformément répartie

L’axe des z est découpé en sous-parties. Ces sous-parties sont des intervalles. Ces
intervalles sont désignés par la lettre I. Ils sont ouverts, bornés et délimités par les
points i1 et i3. Chaque fois que nécessaire, leur position en temps sera précisée. Par
exemple, on dira de lintervalle I qu’il est situé & l'instant s s’il s’agit du segment
(contenu dans R* x R) dont les extrémités sont les points (s,41) et (s,42).

t4
I
shom e 3 r
I |
I |
! ! -
. . X
-0 < 1 < 19 < +00

Figure 1. Intervalle I placé a I'instant s

La notation |/| indique la longueur de lintervalle I :
(2.1.1) | := |Jix, d2]] = i2 — i1 < 0.
L’amplitude et la variation totale d’une fonction :

h:R — RN

(2.1.2) r > h(z):= (h1($),---:hN('T))’
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font 'objet des définitions (0.13) et (0.14). Ces deux notions admettent une version
locale :

213)  rOlpeo(y = sup [[A(2)|l, -
11 <e<ig
n—1
2.1.4 loe, (h(- ‘=  max sup hi(zj11) — hi(z;
QL) VERGO) = e s S W) - )
= max sup (Ozhis ) My (1y;c0(1) | -
LSISN {peco(D); Il o, <1} | ’ |
Soit :
. N

r +—  hy(z) = h(z),

la restriction & l'intervalle I de la fonction h(-).
L’application h;(-) appartient & I'espace des fonctions qui sont & variation bornée
sur I, & savoir BV(I), si :

— loc
(216) ”h”()”BV(I) = ”h[[()”Loo(I) + Var:l(hll(')) < 00.
L’espace vectoriel BV(I) muni de la norme qui est définie en (2.1.6) est un Banach.
Comme lintervalle I est borné, le théoréme de Helly s’applique. Il affirme que
Pinclusion :
(2.1.7) BV(I) = L'(I)
est compacte.

Un élément g(x) contenu dans BV(I) admet une limite & gauche et a droite en tout
point. Ces limites s’écrivent :

(2.1.8) g(zT):= lim g(y).

y—raxTF

Toute fonction g(z) qui est formée d’un nombre fini de discontinuités séparées par
des états constants posséde la régularité BV. Les applications qui satisfont ce critére
sont regroupées a part, avec la version globale :

(21.9) R(R) := {h:R — R"; la fonction h(z)
est constante par morceaux sur ’axe réel},
et la version locale :
(2.1.10) R(I) := {g: I — R"; la fonction g(z)
est constante par morceaux sur l'intervalle I }

La notation « supp(h(-)) » est désormais adoptée pour désigner le support de la
distribution A(-). Lorsque que celle-ci est une simple fonction, il s’agit donc de I’ad-
hérence de I’ensemble des x pour lesquels le vecteur h(z) est non nul.
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On pose :

(2.1.11) BV§(R) := {h(") : R — R"; h() € L®(R),
supp(9.h(-)) C I, hy;() € BV(I)}.

(2.1.12) R§(R) := {h(-) : R — RY; h(:) € L™(R),
supp(0:h(-)) C I, hy(-) € R(I)}.

Soit k une longueur strictement positive. Les intervalles :

(2.1.13) Iy =1lp+1r/2,(p+3)k/2[, pEL,

forment un recouvrement localement fini de ’axe réel :

(2.1.14) U =R, Lniy={}silp—q>2
PEZL

La maniére dont se trouve répartie la variation d’une fonction h(-) sur les différents
intervalles I est mesurée au moyen de la variation locale uniforme de longueur & :

(2.1.15) Varii (h()) := sup Vi (h().
pe

Parmi les fonctions qui possédent localement la régularité BV, certaines ont des
dérivées qui chargent de maniére uniforme les intervalles qui sont de longueur fixée :

DEFINITION 2.1.1. —
On dit que la fonction h(-) est & variation locale uniformément répartie et on note :

(2.1.16) h(-) € BVI¢(R),

si:

(2.1.17) B Oy = 1) ooy + VS (R()) < oo.
REMARQUE 2.1.1. — Soient & et k' deux nombres réels avec :
(2.1.18) 0<k'<k<gK', qeN*~

D’aprés (2.1.18), il est possible d’associer & tout indice p dans Z deux entiers relatifs
p1(p) et p2(p) tels que lon ait :

p1(p)+2¢—1 ,

(2.1.19) rc \J Ir.
r=p1(p)
) p2(p)+1

(2.1.20) rc |y .
r=p2(p)
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20 CHAPITRE 2. DECROISSANCE AU SENS LARGE

Les inclusions précédentes donnent clairement :

p1(p)+2¢—1
(2.1.21) Vs (b)) < Y Viaege (A()-

r=p1(p)

p2(p)+1
(2.1.22) Vae (BO)) < 32 Vaie (h0))-
r=p2(p)
De (2.1.21) et (2.1.22), on déduit les relations de comparaison :
(2.1.23) SVies (()) < VS () < 2 VoS ().

r:k/

Les inégalités écrites en (2.1.23) indiquent qu’une fonction h(z) est astreinte au
controle (2.1.17) dés qu’il existe un nombre k strictement positif qui réalise :

(2.1.24) Vieer (n(+)) < oo.

ar:xK

La condition (2.1.24) n’est pas affectée sous effet d’une dilatation, c’est-a-dire
par le changement de = en ux avec p positif. Cette remarque montre que la notion
de variation locale uniformément répartie est invariante sous ’effet des changements
de variables affines (et plus généralement sous l'effet des changements de variables
uniformément lipschitziens). 4

On s’intérésse & des solutions du systéme de lois de conservation () qui sont de
petite amplitude. Dans cet état d’esprit, la taille des états h(x) se trouve controlée
par un paramétre auxiliaire N.

On introduit :

(2.1.25) L=(LR) == {g() € L=(D); [lg( ) oo (1) < R}
et, pour tout symbole d’espace fonctionnel S égal & L', BV ou R :
(2.1.26) S(I;R) := 8(I) N L>®(I; X).

A tout élément g(z) contenu dans BV(I;R) est associé 'ensemble :
(2.1.27)  LM(g(-)) = {(9n(") .cn € RI;W);
Jm lgn (llpeery S N9Opoery > Hm[1(gn = 9)Ollpa(r) = 0}.
L’adhérence pour la norme || || ;) de R(I;R) coincide avec 'espace LY(I;X) tout

entier (qui lui-méme contient BV (I; N)). Par conséquent, LM (g(-)) n’est jamais vide.
Par ailleurs, on dispose d’un résultat de convergence classique :

2.1.28 yloe = inf lim inf V¢, (g, ().
( ) 1(g()) {(gn)neNn€LM(g(-))} n—r00 1(g ())

Les deux fonctionnelles || ||, et Vlee, ne sont pas d’un usage pratique dans
P’étude des solutions approchées du probléme de Cauchy (H). On aura recours de
préférence a d’autres fonctionnelles notées || || z;(; V: et Vloc.
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Ces applications sont définies en restriction & BV(I; R) conformément & un procédé
que nous décrivons & présent.
On introduit (voir (1.2.6) pour la notation) :

(2.1.29) g Riry = Slelgllg(w)llm, J=IouJ=R

Toute fonction g(-) contenue dans R(I;R) admet un nombre fini de points de
discontinuité dont les positions notées z§ avec g compris entre 1 et j,; sont ordonnées
par ordre croissant :

(2.1.30) z5 =1y <a:§’<~~~<:cg<~-<z§g <:c§g+1 = iy,

Pour X suffisamment petit, le produit de fermés B(u; R] x B(@; R] est inclus dans le
domaine de définition de ’application W définie en (1.3.5).
Dés lors, pour g(-) dans R(I;R), les deux expressions écrites ci-dessous ont un sens :

(2.1.31) Vai (90) = max >~ [Wilg(eg )i 9(as "))
<isv o
(2.1.32) Vari(90)) := sup Vgl (90)).

En comparant (2.1.4) et (2.1.31) a ’aide de (1.3.6), on voit apparaitre :

(2.1.33) DsViesi(9(-)) < Vapi(a()) < DaVixr(g())-

La fonctionnelle V15 (-) fournit ainsi une autre fagcon de mesurer la variation locale
d’un élément de R(I;R). Pour généraliser la formule (2.1.31) & BV(I;R) tout entier,
il suffit de s’inspirer de 'identité (2.1.28) :

2.1.34 Vloc inf lim inf V5 (gn(+))-
( ) ar I(g( )) {(gn)nENGLM( ()} n—ro0 I(g ( ))

Par analogie avec (2.1.15) et (2.1.32), on introduit :
(2.1.35) Vari(h() = sup Vs (h()-
pe

REMARQUE 2.1.2. — Le probléme de Cauchy (H) avec pour donnée initiale h(-)
dans R(I;X) admet une solution locale en temps. Cette solution est obtenue en jux-
taposant les différents problémes de Riemann posés aux points de discontinuité de
la fonction h(-). L’expression VoS (h( )) mesure la somme des valeurs absolues des
forces ainsi mises en jeu. Elle est de ce fait adaptée & ’étude des solutions approchées
du systéme d’évolution (H). Dans la pratique, étant donnée une condition initiale
h(-) dans BV(I;R), il est avantageux d’approcher la fonction h(-) dans L!(I) par une
suite (hn()) N Qui est contenue dans R(I;R)N et qui a pour effet de minimiser la

fonctionnellle V;l:"} Cette remarque motive la définition introduite en (2.1.34). q
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REMARQUE 2.1.3. — De la définition (2.1.34), on déduit ’existence d’une suite par-

ticuliére qui est notée (kn(-)) neny Qui est contenue dans LM (g(+)) et qui réalise :
loc . loc

(2136) ar I(g( )) - nE;n Var I(k ( ))

Remarquez que pour tout intervalle J =]ji, jof inclus dans I, avec g(.) continue
aux extrémités j; et j2, on a encore :

(2.1.37) Vaeg (915 () = lim V.25 (kaps ().

L’identité (2.1.37) se prouve & ’aide d’un raisonnement par ’absurde.
Si (2.1.37) est mis en défaut, il est toujours possible de trouver une suite (ex(-))
dans LM(g| I(-)) avec :

neN

ValfcI (glJ(‘)) =lim,— o0 Va}fCJ( ( )) <limp—e0 Valffl (knlJ())
(2'1-38) lim, o0 kn (j1+) =lim, o0 €n (.71+) = g(jl)-
lim,, o kn(jQ_) =lim,—ye0 €n (j2_) = g(jl)'

On forme alors la suite (In(")),,y avec :
[ en(z) sizeld
(2.1.39) n(w) := { ko(z) sizel\J.
La suite (In(")),,cy Vit dans LM(g(-)) et vérifie d’aprés (2.1.38) :
(2.1.40) lim Vo25 (In() < lim V.25 (ka() = Va2 (9()),
ce qui est contradictoire avec la définition (2.1.34). q

Les propriétés de la fonctionnelle V125 font 1’objet d’un lemme :

LEMME 2.1.1. — L’application Val” est équivalente a Vlocl Plus précisément, pour
toute fonction g(-) dans BV(I;X), on a les relations de comparaison :

(2141) D3 a'r]( ( )) Vafgc]( ( )) D4 arl(g('))'

Preuve du lemme 2.1.1. — Soit (gn(-)), .y une suite dans LM (g(-)). On a, d’apreés
(2.1.33),

(2.1.42) D3Vt (9n () <V (9a()) < DaViy (ga()).

On écrit (2.1.42) pour le choix particulier g, = k,. Les identités (2.1.28) et (2.1.36)

donnent aprés passage a la limite 'inégalité qui est annoncée en (2.1.41), & gauche.
La deuxiéme comparaison s’obtient en suivant une démarche analogue mais appli-
quée avec une suite (k;,(-)) cn qui cette fois-ci réalise 'égalité au niveau de (2.1.28).
O
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REMARQUE 2.1.4. — L’encadrement (2.1.41) reste vrai lorsque les fonctionnelles
Va};’c] et V;ll?‘} sont respectivement remplacées par V;‘f;“ et ‘/21?2” (ou encore, pour

h(-) dans R(I;R), par Vos¥ et V)o<v). Cette remarque signifie que pour étudier

I’évolution de la variation locale, il suffit de considérer 'une quelconque des trois
expressions Vlociu Ylociu o jrlociu q

ar:k ar:Kk ar:Kk
REMARQUE 2.1.5. — D’aprés (2.1.41), la fonctionnelle V%5 est positive en ce sens
ou :
(2.1.43) Va2 (R(5)) >0,
dés que la fonction h(-) est non constante sur I.

La dépendance de I’application W, en fonction de ses arguments n’a aucune raison
d’étre linéaire. On s’attend en général & ce que :

(2.1.44) We(u™ +v;u™ +v) # Wi (u™;u™).

(2.1.45) Wi (pu™; pu™) # pWe(u™5u®), 1#p>0.

Les défauts qui sont observés en (2.1.44) et (2.1.45) se transmettent au niveau
de Valfcl Cette remarque signifie qu’en 1’absence d’hypothéses supplémentaires, la

fonctionnelle V195 ne respecte ni la linéarité, ni I'inégalité triangulaire. Attention, il

ne s’agit pas la d’une semi-norme ! q
REMARQUE 2.1.6. — Soit (hn(-)),oy une suite de R(R)", uniformément bornée
dans 'espace BVL“(R). En d’autres termes, on part avec :
(2.1.46) limsup V25 (hn(-)) <8 <00, &> 0.

n—>aoo

Dans ces conditions, la compacité de l'injection (2.1.7) et le théoréme 3 énoncé page

11 dans [B1] permettent de construire une sous-suite (h'z/)(n)(')) avec la propriété

neN

suivante : Pour tout intervalle I borné de R, la suite des restrictions (th(n)| 1())n N
converge dans L'(I) vers un élément qui est & variations bornées. Plus précisément,

il est possible d’exhiber une fonction h(-) dans BV!°¢(R) qui est astreinte & :
“hll(’)“Lw(z) = limp— o0 ”h¢(n)II(')”L°°(I) :
(2.1.47)
limn—soo || (hgmyir = Fyr) Ol g1y = 0-
Au regard de la définition adoptée en (2.1.27), ces convergences signifient que la

suite (Ay(nyr(-)) e st contenue dans 'ensemble LM (h1(-))- En appliquant (2.1.34)
avec pour I I'intervalle I7, on voit apparaitre :

(2.1.48) 7225 (s () < limind V205 (R () <0
ce qui & fortiori garantit :
(2.1.49) Vass(h(-) <.
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24 CHAPITRE 2. DECROISSANCE AU SENS LARGE

<

REMARQUE 2.1.7. — Pour g(-) dans R(I;R), la suite stationnaire (g(-)), .y ap-
partient de toute évidence & LM (g(-)). Par conséquent, la majoration suivante est
toujours garantie :

(2.1.50) Vg (9()) <Vaei(9()), g(-) € RU;N).

En revanche, il peut arriver que 1’égalité en (2.1.50) soit mise en défaut. Expliquons
briévement pourquoi. Soit u? un état intermeédiaire.

RN RN
A A
u- , {7 —
] 1
] 1
ut Gn() ——9() :
! n—oo !
: :
1 1
1 1
| + ' +
' U — —u
------ R ETEEE R L EE Ry
1 1
-= - T T
n n
Figure 2

Clairement, la suite (gn (")), y. du dessin appartient & LM (g(-)).

Pour des états u~, uf et u convenablement choisis, il est parfois possible d’exploi-
ter la non linéarité de W), de maniére & obtenir :

(2.1.51) lrsr}caéxN(lwk(u‘;uh”+|Wk(uh- )|)<lg}cax Wi (w5 uh)].

L’identité (2.1.51) conduit alors &
(2.1.52) Ve (a() < Va7 (90)), 9() € R(LR).

Notez que la suite (gn(-))n ¢y D€ converge pas uniformément vers g(-). Clest la
raison pour laquelle une inégalité stricte apparait en (2.1.52). Considérons la situa-
tion inverse, c’est-a-dire un g(-) dans ensemble R(I;R) et une suite (gn(-)) cn dans
LM(g(-)) avec :

(2.1.53) Jim (i(gn = 9) ()l ey =0

On a alors nécessairement :

(2.1.54) Var (9()) < liminf Vo25 (gn ().

MEMOIRES DE LA SMF 75



2.1. VARIATION LOCALE UNIFORMEMENT REPARTIE 25

Cette remarque invite 4 envisager une autre définition pour LM (g()), & savoir :

(2.1.55) LMoo (g(-))
= {000 e € RUN' im0 = )0l =0}

Le choix précédent présente I’avantage de garantir d’emblée 1’égalité en (2.1.50).
Par contre, il lui manque la souplesse nécessaire pour prendre en compte les passages
a la limite qui, pour les systémes de lois de conservation, se produisent naturellement
dans l'espace L! (voir la remarque 2.1.6 ou le théoréme 4 page 13 dans [B1]).

C’est pourquoi, on préfére retenir pour les besoins de cet exposé la définition
(2.1.34). Ce parti pris présente une conséquence peut étre inattendue. Lorsque !'in-
égalité stricte se produit en (2.1.50) pour une certaine fonction g(-) dans R(I;R), les
solutions approchées du probléme de Cauchy (H) ne sont pas obtenues en imposant la
fonction g(-) comme condition initiale. Le procédé adopté consiste plutot & se donner

dans un premier temps une suite (gn(-)) oy dans LM (9(*)) qui réalise :

(2:1.56) Jim V29 (9n () = V23 (90)),

pour ensuite construire une solution approchée qui correspond & chaque donnée initiale
gn(-) et finalement passer a la limite lorsque I’entier n tend vers 'infini. Bien entendu,

cette démarche reste cohérente puisque d’aprés (2.1.27) la suite (gn())n N converge
dans L'(I) vers la fonction g(-). <
On poursuit par un lemme d’approximation :
LEMME 2.1.2
Soit h(-) dans BV{(R) avec :
(2.1.57) Viesu(h(-)) = 6 < oo, IRl oo (my = 8" < 0.
Alors, il existe une suite (hn (")), dans RG(R)N qui vérifie :
(2.1.58) nli_r{loo (hn = R) ()| 1) = O
(2.1.59) im Vs (ha() <6, lim [lha()llpe ) < 9"
Preuve du lemme 2.1.2. — La fonction h(-) est translatée en h(-) selon la formule

hé(z) = h(z + €). Cette opération n’affecte pas (2.1.57) et la suite (hs('))se]o,u
converge dans L!(I) vers h(-) lorsque le paramétre ¢ tend vers zéro. Soit ¢ fixé de
maniére & ce que h(-) soit continue aux extrémités de tous les intervalles I}. L’en-

semble Z des € qui ont cette propriété contient zéro dans son adhérance (0 € 7).
Soit alors (,(-)),,cy dans LM (hf/(-)) qui réalise :

(2.1.60) lim Vg (kn () = VaRi ()

ar:J
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Les fonctions k% (-) sont prolongées par des constantes & Pextérieur de lintervalle
1. Ces constantes sont ajustées de facon & garantir la continuité aux extrémités i; et
ig .
ké(x) sizel.
(2.1.61) ko (z) =< EE(iT) six <.
( ) six 2 ig.

D’aprés la remarque 2.1.3, si € € 7 on a pour tout intervalle I; :
(2162) hm Var Il( fL|I,1) ()) Valx(")cll( III( )) < d.

Comme toutes les fonctlons considérées ont leur support contenu dans un compact
fixé, le nombre d’intervalles I} mis en jeu au niveau de la définition (2.1.32) est fini.
Par conséquent :

: loc u oc
h_I)Il ar:1 (ks( )) = Sup ar: I1 (hflll)()) < 0.

n

En particulier :
Ve € I,3p. € N,Vos™(kS, (1) <6 +e.

al

Soit alors (€,)nen € I une suite qui tend vers zéro. Il suffit alors de définir (h,(+)) :=

kgr (-) pour voir apparaitre (2.1.59). a
On pose :
(2.1.63) Vit (h()) = tim V2§ o (h()

On termine ce paragraphe par un lemme qui permet d’ajuster la variation locale
uniforme :

LEMME 2.1.3. — Soit h(-) dans BV'°*(R) avec :

(2.1.64) Vieeu(h(-)) =6 < §' < oo.
(2.1.65) &' < VEH(h()).

Soit p un entier non nul ajusté de maniére 4 ce que :
(2.1.66) 2p—-1)8 <& <(2p+1)d.

Alors il existe un entier q (nécessairement supérieur & p) qui donne lieu a lenca-
drement :

(2.1.67) §' < Vkeer(n(r) < 8 +26.
Preuve du lemme 2.1.8. — L’application :
v:N* — R

g — v(g) = Vo (h()),

ar:q

(2.1.68)

est croissante et vérifie d’aprés ’hypothése (2.1.64) :
(2.1.69) v(g+1)—wv(g) <26, qeN,
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ce qui donne :

p—1
(2.1.70) v(p) <v(1)+ > [wlg+1) —v(@)] < 2p-1)5< ¢
g=1
L’existence d’un entier g supérieur a p qui réalise (2.1.67) provient alors de ce que
I’hypotheése (2.1.65) implique :

. '
(2.1.71) qh_1>noov(q) >4

2.2. Décroissance au sens large

Soit T' un instant positif fixé. Etant donné un espace de Banach E, le symbole
£([0,T); E) désigne I'ensemble des fonctions réglées de l'intervalle [0, T] & valeurs dans
E. Une fonction h(t) contenue dans £([0,T];E) admet en tout point une limite &
gauche h(t™) ainsi qu’une limite & droite notée h(t") :

(2.2.1) Jim_ |A(s) = h(tT)| = 0.

Le saut que subit & 'instant ¢ la fonction h(t) s’écrit :
(2.2.2) Ah(t) == h(tt) — h(t7).

Ce chapitre parle de fonctions u(t, z) qui possédent la régularité :
(2.2.3) u(t,z) € £([0,T]; Li,(R)) N L ([0, T]; BVL“(R)).

DEFINITION 2.2.1

Soit k et v deux nombres réels positifs avec v strictement inférieur & 1. On dit que
lapplication qui & ¢ associe u(t,-) est décroissante au sens large sur l'intervalle [0, T]
pour la longueur k et l'indice v si :

(224) Vloc:u(u(T—7 )) < U"’/loc:u (u(0+’ )) .

ar:k ar:k

REMARQUE 2.2.1. — La quantité V!oS%(u(T™,-)) peut atteindre la valeur +oo y
compris si la fonction u(T'~,-) posséde localement la régularité BV. Dans ce cas la
notion de décroissance au sens large ne présente aucun intérét. En revanche, 'inégalité
(2.2.4) contient une information vraiment significative lorsque la fonction u(T~,.) est
& variation locale uniformément répartie.

En fait, comme ’indice v est sélectionné strictement inférieur & 1, 'inégalité (2.2.4)
exprime que la variation a (localement) diminué a I'instant 7". On peut donc s’étonner
de la terminologie décroissance au sens large qui est adoptée. Cette appellation est
introduite parce qu’elle permet d’insister sur le fait que la baisse de la variation locale
est vérifiée & 'instant d’arrét T sans pour autant étre garantie aux instants ¢ qui
précédent T'. q
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28 CHAPITRE 2. DECROISSANCE AU SENS LARGE

2.3. Etude sur des exemples

Ce sous-chapitre se fixe 'objectif suivant : mettre & jour les conditions sous les-
quelles la notion de décroissance au sens large introduite en (2.2.4) se trouve effec-
tivement adaptée a la description des solutions de systémes de lois de conservation.
Plus précisément, on étudie deux exemples simples qui permettent de dégager & la
fois l'intérét et les limites de la définition 2.2.1. 1l s’agit de circonvenir son cadre
d’application exact.

EXEMPLE 2.3.1. — On considére la loi de Biirger :
1
(2.3.1) (Bsu)(t, ) + §az [u(t,z)?] = 0,

associée a la condition initiale :

) sur | — 00, 0],
(2.3.2) he(z) =

sur [n,n+1], neN,
n+1

ou le paramétre §, fixé positif, peut étre choisi aussi petit que souhaité.

La solution entropique du probléme de Cauchy ainsi formé est constituée d’une
succession de chocs. Ces discontinuités sont notées (ap, )nen=-

Elles suivent des trajectoires continues, rectilignes par morceaux, paramétrées par le
temps et qui avant la premiére interaction sont des droites d’équation :
(2.3.3) 2} (t)=n+ _ZnQ—ZLj-i-l_l)ét’ n € N*.

Comme les vitesses mises en jeu diminuent lorsque I’entier n croit, ces chocs se
rapprochent les uns des autres (puis s’assemblent) lorsque le temps évolue. Cela signifie
que la force totale des discontinuités qui sont contenues dans un intervalle de longueur
fixée augmente avec le temps. Il s’ensuit que la décroissance au sens large n’est réalisée
sur lintervalle [0, T] pour aucun instant T" positif et pour aucune longueur .

Notons que le cas de figure considéré ici réalise 1’égalité entre ’amplitude et la
variation totale :

(2.3.4) [15° Ol oo gy / Ve (B2 () = 1.
<

EXEMPLE 2.3.2. — On considére toujours la loi de Biirger (2.3.1) mais cette fois-ci
associée & une condition initiale h(z) périodique de période 4. La fonction h(z) est
déterminée par les valeurs qu’elle prend sur Vintervalle [0, 4].

On impose :
1 sur[0,1].
. sur [1,2[.
(2.3.5) hz) = 1 sur[2.3]
0 sur [3,4].
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La solution entropique u(t,z) du probléme de Cauchy correspondant & ’équation
(2.3.1) et a la condition initiale (2.3.5) est bien entendu périodique de période quatre.
Elle est formée de deux chocs d’amplitude 1 qui se rejoignent & U'instant 1. Il y a aussi
deux ondes de raréfaction qui prennent leur source & partir des points de coordonnées
(0,0) et (0,3).

Plus précisément, pour ¢ compris entre 0 et 1, on a :

(z/t sur [0, ¢[
1 sur [t,1+t/2].
Jo sur [1+1/2,2—1t/2[
(2.3.6) u(t, z) = < -1 sur [2 —t/2,3 — ¢t
(z—3)/t sur[3—t3[
L 0 sur [3,4].

Les deux ondes de raréfaction sont d’amplitude 1. Elles se touchent & 'instant 3/2.
Pour ¢ compris entre 1 et 3/2, on a :

z/t sur [0, ¢
1 sur [t,3/2]
(2.3.7) u(t,z) =< 0 sur [3/2,3 —{]
(x —3)/t sur[3—t3|
0 sur [3,4][.
t A ¢ pour choc
r pour raréfaction

Figure 3. Caractéristiques de ’application (t,z) — u(t, z)

On constate sur le dessin qui suit que la décroissance au sens large de ’application
qui & t associe u(t, -) est mise en défaut sur les intervalles [0, T'] pour lesquels I'instant
T précéde 3/2 et ce pour toutes les longueurs x et tous les indices v strictement
inférieurs & 1. En fait, sur ces petits intervalles de temps, la variation calculée en
restriction & un intervalle I de type espace est conservée pour peu que 'intervalle 1
soit convenablement choisi.

Cette situation n’est que passagére. Passé l'instant 3/2, les chocs se mettent &
interagir avec les ondes de raréfaction ce qui provoque la décroissance de la variation.
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Comme la solution est périodique, le comportement asymptotique en temps de la

variation calculée sur une période est en 1/T (voir Lax [La] ou plus récemment auteur
[Ch2]) :

Gy
?7
Il s’ensuit que la décroissance au sens large est chose acquise pour T choisi suffi-
samment grand.
La condition initiale considérée dans ce deuxiéme exemple présente une caracté-
ristique fonciérement différente de la précédente. Sa variation étendue a R est trés
grande en comparaison de son amplitude. On a en effet :

(2.3.9) B Lo sy /Vir® (A()) = 0.

(2.3.8) VR (u(T, ) < T €10, 00].

Résumons. Pour une loi de conservation vraiment non linéaire et & fortiori encore
plus pour un systéme, il est inespéré d’observer pour des temps petits la baisse de
la variation calculée sur des intervalles de longueur & fixée. Il faut au moins attendre
que soit passé un certain délai.

On constate par ailleurs que la décroissance au sens large se trouve compromise par
le phénoméne de concentration des chocs qui précéde les interactions choc-choc. Elle
est favorisée par I’expansion des ondes de raréfaction et provoquée par la rencontre
d’un choc et d’une onde de raréfaction. Pour que de telles interactions mixtes soient
présentes, il importe d’imposer la vraie non linéarité. La décroissance se trouve alors
d’autant plus marquée que le quotient 4 de la norme L sur la variation totale :

(2.3.10) ¥ 1= 1) poe ry /Var: (B()),

est voisin de zero (comme c’est le cas en ce qui concerne ’exemple 2.3.2).

Au demeurant, seule cette situation est véritablement nouvelle. En effet, la présence
d’un grand rapport 7 signifie que la variation totale de h(-) se trouve convenablement
controlée par 'amplitude de la fonction h(-). Comme la norme L* a d’emblée été
fixée petite, cela veut dire qu’on travaille & variation totale petite. Or ce cas de figure
reléve d’une analyse déja menée a son terme dans Glimm [G].

Cette derniére remarque indique qu’il est pertinent de classer les données de Cauchy
selon la valeur du paramétre 4 qui leur est associé. Tel est I’objectif du sous-chapitre
qui suit.

2.4. Données de Cauchy y-acceptables

On commence par introduire une définition :
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DEFINITION 2.4.1. — Soit v un nombre réel positif et inférieur a 1. On dit que la
fonction h(z) est y-acceptable lorsqu’il existe une longueur positive k qui réalise I’iden-
tité :

(24.1) Vo (h()) = 1RO oo gy -

Une fonction & variation locale uniformément répartie est y-acceptable pour un
ensemble de valeurs qui se trouvent réparties le long du domaine :

(2.4.2) A(h) := {7 € R}; la fonction h(z) est y-acceptable}.

Lorsque la fonction h(x) est continue, ’application qui au nombre & associe 'expres-
sion V;fi"(h(-)) est croissante et continue. L’ensemble 4(h) est alors un intervalle.

Lorsqu’en revanche, la fonction h(z) présente des sauts, ’ensemble A(h) n’est pas
forcément connexe. Soit y(h) sa borne inférieure :
(2.4.3) ~v(h) := 1%’1)7

Pour les exemples 2.3.1 et 2.3.2, le paramétre y(h) prend respectivement les valeurs
1 puis 0. Pour une fonction h(z) & support compact, on obtient :

1

(2.4.4) Y1) = 1O g gy /Var' (A()) < 54
DEFINITION 2.4.2. — On dit que la fonction h(z) admet pour genre le couple (v, §)
si elle est y-acceptable et si son amplitude se trouve contrélée conformément & :

(24.5) “h(‘)”Loo(R) = 70.

Interprétée avec la définition 2.4.1, la relation (2.4.5) signifie que toute fonction h(z)
qui admet pour genre le couple (v, d) vérifie (2.4.5) et, pour une certaine longueur &,
I’identité :

(2.4.6) Var (h()) =
On introduit la dilatation :
(2.4.7) O, : (t,x) — O,(t,z) := (t/k,x/K).

La transformation O, n’affecte pas les différentes vitesses de propagation. Elle
laisse les paramétres caractéristiques du systéme (H) inchangés. En revanche, elle a
pour effet de modifier la condition initiale hA(x) en :

(2.4.8) he(z) = h(kz).
Dans les nouvelles coordonnées O(t,z), la relation (2.4.1) devient :
(2.4.9) WVt (e () = AVaei () = (Ol oo iy -

En d’autres termes, le changement de variables ©, permet d’aligner le nombre &
sur la valeur 1.

Un énoncé concernant ’existence locale en temps d’une solution pour le probléme
de Cauchy (#) associé & une condition initiale du genre (vy,d) n’a de sens que si les
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échelles de temps et d’espace sont convenablement ajustées. Plusieurs nombres k sont
susceptibles de satisfaire la relation qui est écrite en (2.4.1). Clairement, un résultat
d’existence locale, valable jusqu’a un instant T fixé, contient d’autant plus d’informa-
tions que les variables d’espace et de temps ont été préalablement contractées. Par
conséquent, la sélection d’un nombre k aussi grand que possible s’impose.
Lorsque la variation totale est infinie, la quantité :
(2.4.10) Ky 1= _ sup k>0
{m; YVagsi (h()=I1B()l oo (ry }

est finie. La valeur k. est alors affectée & x puis la dilatation O, est effectuée. Ce
choix est cohérant avec la relation (2.4.1). En effet, comme I’application qui & k associe
Vlociu(h(-)) est continue & gauche, la borne supérieure k., est effectivement atteinte.
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CHAPITRE 3

TEMPS D’EXISTENCE

Notre objectif est I’étude du probléme de Cauchy pour les systémes de lois de
conservation. Rappelons briévement le cadre du travail tel qu’il a été fixé dans les
chapitres précédents. Le flux F'(u) est caractérisé par le rapport d’influence R qui lui
est attaché. La condition initiale h(z) est & variation locale uniformément répartie
et admet pour genre le couple (v,d). Les indices v et d sont choisis suffisamment
petits. Les échelles de temps et d’espace sont ajustées en utilisant d’abord le procédé
de normalisation décrit au paragraphe 2.4 et ensuite la relation (1.4.1). Notez que ce
choix d’échelle dépend de la donnée de Cauchy qui est sélectionnée.

Ce chapitre est consacré & la mise en place d’un algorithme. Cet algorithme s’ins-
pire fortement du schéma proposé dans Bressan [B1], & quelques modifications prés
qui servent a prendre en compte la présence de données grandes en variation. Il permet
d’établir 'existence locale en temps d’une solution. La question est de savoir exacte-
ment jusqu’ol cette solution peut étre prolongée. Une durée de vie minimale §T162 est
déterminée. La dépendance de I'instant foz en fonction du rapport d’influence R et
du parameétre § est rendue explicite. Est aussi expliquée la fagon dont évoluent sur
Pintervalle de temps [0, §T762] la variation locale uniforme de longueur 1 et ’amplitude
des solutions approchées qui sont, construites.

Le plan s’organise selon les grands axes suivants. La premiére partie est consacrée a
I’énoncé du résultat. Le second paragraphe est destiné a la mise en place des notations
et & quelques rappels sur le shéma de Bressan. Le troisiéme volet met & jour des
estimations locales en temps. Ces estimations sont ensuite utilisées pour prouver la
proposition du début.

3.1. Enoncé du résultat
La partie entiére d’un nombre réel = est notée £[z] :

(3.1.1) flz] <z < &[z]+1, Elz] €Z.
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Les lettres u et a désignent respectivement un entier naturel non nul et un indice
qui prend les valeurs 1 ou 2. On forme :

(3.1.2) s =& [2

5]+L 6#:5+%,(%@€N*xﬂﬂ}

Le symbole ‘ET% représente une durée de vie (qui dépend de quatre paramétres) :

(3.1.3) brd =€

z
az+$m]'
Le lemme 2.1.2 est appliqué avec pour I l'intervalle |-, u[ et pour h(+) la restriction
hjj—pu,u(-)- On obtient ainsi I'existence d’un élément h*(-) qui vérifie :

(3.1.4) W) € RS, (R).

(3.15) I Ol gy < IOl + 7, =161
) 1

(3.1.6) /_u W) = )l do < .

(3.1.7) Lo (1)) < V25 (1) + 5 = .

La section & l'instant ¢ du domaine d’expansion (de vitesse 1) issu de la base | — p, p[
est notée :

(3.1.8) El' =]-p—t,p+t], peN.

PROPOSITION 3.1.1. —

1l eziste trois nombres strictement positifs ¥, b et i avec les propriétés suivantes : le
probléme de Cauchy (H) considéré pour une condition initiale h(z) a variation locale
uniformément répartie et dont le genre (v,0) satisfait la double contrainte :

(3.1.9) 0<6<éd, 0<vy<A,
admet une solution faible u™(t,x), définie sur le domaine [0,‘§T752] x R. L’application
u™(t,z) est obtenue comme la limite dans L}, (R) d’une suite extraite d’une suite de

solutions approchées (u*(t,z)) . Chaque fonction u*(t,x) est astreinte a :

WE[ps,00]
(3110) U”(O, ) = hI—L(,), e [“57 OO[’
(3.1.11) u(t,7) € R (R), (t,p) € [0,8T] x [us, o0,
(3.1.12) ()| ey < 10905, (8 12) € [0,5TR] x [ps, 00,
(3.1.13) VSosu (uh (t7,-)) < 584, (t,1) € [0,T8] x [us, ool.
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REMARQUE 3.1.1. — Par passage a la limite (u tend vers I'infini) dans les inégalités
(3.1.12) et (3.1.13), on obtient (voir aussi la remarque 2.1.6) :
(3.1.14) 0™ (8, Mgy < 101AC) ey > ¢ € 10,57,
(3.1.15) Vlos (u(t, ) < 5Vag (h()), te[0,iTH).

q
REMARQUE 3.1.2. — Insistons de nouveau sur la spécificité des données de Cauchy

auxquelles s’applique la proposition 3.1.1. Leur variation calculée sur des intervalles
de longueur 1 est grande en comparaison de ’amplitude (le rapport entre ces quantités
étant mesuré par le petit nombre ). Par ailleurs, aucune limite n’est imposée en ce
qui concerne la variation totale de la condition initiale h(z) : La quantité Vi2*(h(-))
peut trés bien ne pas étre finie. q

REMARQUE 3.1.3. — Notez que les trois nombres s, 4 et i s’expriment en fonction
des paramétres caractéristiques du systéme (se reporter aux paragraphes 3.3.1 et
3.3.3). Sous les hypothéses de la proposition 3.1.1, les arguments développés dans
Glimm [G] prévoient effectivement un temps de vie qui est de 'ordre de 1/§ mais ne
précisent pas pour autant la forme de ’équivalence. Ils ne donnent pas non plus accés
a linformation qui est délivrée en (3.1.15). Ce gain d’information provient de ce que

notre analyse prend en compte la position en lesquelles les ondes interagissent (voir
[Ch3]). q

3.2. Préliminaires

Le schéma déterministe de Bressan (dans sa version [B1] qui utilise les résultats
exposés dans [Sc2| et [W]) a pour cadre d’application les données qui sont petites en
norme BV(R). Son usage est aussi adapté a I’étude de données grandes en variation
a condition toutefois d’apporter les quelques précisions nécessaires.

Suivant la démarche adoptée dans Bressan [B1], des solutions approchées notées
uk(t,x) sont construites. Ces solutions sont indéxées par deux paramétres entiers
non nuls g et v qui sont destinés a tendre vers infini. Les fonctions u#(t,z) de la
proposition 3.1.1 seront obtenues en posant :

(321) ull(., ) = ugﬂ ('a '), me [ﬂ&a OO[,
pour un entier v, convenablement choisi.
La trace & I'instant initial de Papplication u#(t,z) coincide avec h*(z) :

(322) ullj(oa ) = h”(')a JIAS [Né, OO[

En un saut (par exemple situé au point zo) de la fonction h*(z), la résolution
exacte du probléme de Riemann telle qu’elle est proposée dans Lax [La] se trouve
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modifiée. Chaque onde de détente ut = T/ (u™) (o la force &; qui intervient est
positive) est remplacée par v discontinuités.
Plus précisément, on applique le procédé :

u” six < xg+tA; (Tei,-/u(“_))’
(3.2.3) ub(t,z) == T,f,Ei/V(u‘) siz € J, etsiv €[l,v—1]
ut siz > o+ th(uh),

avec :
Jur =m0 +tXi (Tyoe, 1, (W7)), 0 + X (T(r 1), 10 (W) [

La solution approchée u¥ (¢, x) se trouve ainsi définie jusqu’au moment ou se produit
une A plusieurs interactions. En décalant légérement la vitesse des discontinuités, il
est possible de faire en sorte que pas plus de deux discontinuités se rencontrent 3
chaque instant.

La fonction u#(t, -) est constante par morceaux. Les sauts correspondent & des ondes
qui se propagent. A chacune de ces ondes est attribuée une lettre grecque, par exemple
a. L’onde a est caractérisée a 'instant ¢~ par sa position z4(t) et sa force a(t™). Elle
posséde un type t,. Il s’agit d’un entier qui indique la vitesse approximative a laquelle
I’onde avance :

(3.2.4) %{xa(t)} ~ A, 1<ta <N.

Les ondes sont classées selon leur nature Na,. Si la force a(t™) est négative, on
pose Na,(t™) = c et on dit que 'onde a est un choc (ou encore une discontinuité
admissible). Dans le cas contraire, la force a(¢™) est positive ou nulle. On pose alors
Nan(t™) = r et on dit que 'onde « est une raréfaction approchée. Cette terminologie
est choisie & propos : raréfaction pour tenir compte du signe + que posséde la force de
I’onde «, approchée parce que la discontinuité a n’est pas solution exacte du systéme
(H).

Lorsque 'onde « rencontre une onde (3, elle est prolongée dans le futur suivant
l'unique onde v de type t, égal & t, issue de 'interaction. La discontinuité o nait
ainsi & un instant noté T&“i, peut éventuellement changer de nature mais ne meurt
jamais.

On dit que 'onde 7 est de premiére catégorie & I'instant ¢t~ (ce qui est noté en
abrégé : Ca,(t7) = 1) si ’'onde 7 provient d’une onde a qui partage le type t., qui
est créée a linstant initial et qui ne change pas de nature durant I'intervalle de temps
[0, ¢].

En d’autres termes :

Ja, TN =0, 24(t) = 24(2).

(3.2.5) Ca,(t7) =1 { Naq(s™) = Na,(t7), Vs € ]0,4].
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Dans le cas contraire, on dit que ’onde «y est de deuxiéme catégorie & I'instant ¢~ .
On écrit Ca,(t7) = 2. Il s’agit de la situation qui correspond & :

(3.2.6) inf i,
{o; zo(t)=z4(t) et Nag(s—)=Na,(t~), Vs€]rini t]}

A Ponde a est aussi attribué un ordre repéré par le symbole Or,. Aux ondes de
premiére catégorie est attribué ’ordre 1. Plus généralement, I’ordre compte le nombre
de créations d’ondes qui ont vu le jour avant de donner naissance & 'onde a. Il s’agit
d’un entier [ compris entre 1 et v.

Lorsque deux ondes « et 8 avec «max(Orq,Org) < v» interagissent a l'instant
t, la solution est prolongée par résolution exacte du probléme de Riemann puis par
discrétisation (selon la régle indiquée en (3.2.3)) des ondes de détentes qui sont créées.

Lorsque deux ondes a et 3 avec «max(Or,,Org) = v» se croisent & l'instant ¢,
elles se traversent sans que soit changée leur force et sans non plus que soient créées
de nouvelles ondes. Cette procédure (communément appelée : wave front tracking)
demande de redéfinir la fonction u(t,-) sur le demi-axe [z4(t),c0[ tout entier. Elle
empéche le nombre de discontinuités d’exploser en temps fini. Par contre, elle provoque
Papparition d’ondes non-physiques qui voyagent & vitesse infinie.

Sur chaque intervalle ouvert |n, n+ 1[ avec n entier, les ordres des ondes sont déter-
minés suivant les régles de marquage expliquées dans Bressan [B1]. A chaque instant
nT, les ordres de toutes les ondes présentes sont systématiquement initialisés a 1.
Malgré cette modification, notez qu’a chaque instant le nombre total de discontinui-
tés reste fini.

Soient a et 8 deux ondes contenues & 'instant ¢ dans I'intervalle I :

(3.2.7) i1 < Ta(t) < zp(t) < in.

On dit que les ondes a et 3 s’approchent dans Iintervalle I (ce qui est noté en abrégé
a A5 3) si Pune ou l'autre des deux conditions (3.2.8) ou (3.2.9) écrites ci-dessous se
trouve vérifiée :

(328) ta > tg.

(3.2.9) toa = tg et (Nag,Nag) # (r,r).

Plus généralement, on dit qu'une onde a dont le type t, est différent de I’entier
k est liée a la position x par la relation a’“A}x si elle approche une onde fictive de
type k placée en z. En d’autres termes 'une ou l'autre des deux conditions (3.2.10)
ou (3.2.11) explicitées ci-dessous est satisfaite :

(3.2.10) i1 < xa(t) <z <igetty >k

(3.2.11) i1 <2 < x(t) <ig ettty <k

A tout intervalle I situé au temps t et a tout instant n inférieur a ¢, est associé un
ensemble DY (I;v). La région D (I;v) est appelée domaine de dépendance totale de
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sommet I, de base n, relatif a la vitesse maximale v :
(3.2.12) Di(L;v) :={(s,z); n<s<t, i1 —v(t—s) <z <ir+v(t—s)}

La section & un instant s compris entre 0 et ¢ du domaine D§(I;v) est notée It(v) :
(3.2.13) It(v) == iy — v(t — 8),i2 + v(t — 5)[.

La définition (3.2.12) manque de précision car elle ne percoit pas la présence des
différents modes de propagation. L’équation de Riccati décrite dans Fritz John [J,
(28) p. 283] indique en effet que les composantes convenablement polarisées d’une
solution réguliére exacte du systéme () évoluent dans des directions particuliéres.
Elles se propagent & des vitesses dites caractéristiques.

Ce principe s’interpréte au niveau de la solution approchée u (¢, z). En fait, chaque
onde « est liée 4 la valeur propre \;_ par la relation (3.2.4). Or le symbole ~ introduit
en (3.2.4) signifie précisément que 'onde « se propage a la vitesse \;, avec une marge
d’erreur qui se trouve controlée par une constante fois I’amplitude des états mis en
jeu.

La notion de domaine de dépendance Di(I; k,a) relatif au type k et au défaut sur
les vitesses a est congue de maniére & regrouper I’ensemble des positions (s,y) qui
satisfont le critére suivant : Une onde « de type k qui est située au point (s,y) et
qui se déplace entre les instants s et t & une vitesse comprise entre A\, —a et A\, + a
est susceptible de traverser 4 l'instant ¢ Iintervalle I. La région D§(I; k, a) est définie
comme étant :

(3.2.14) Di(I;k,a)
={(s,2); 0<s<t, i1 — M +a)t—s)<z<ir— (M —a)(t—s)}.
La section a un instant s compris entre 0 et ¢ du domaine D} (I;k,a) est notée
It(k,a) :
(3.2.15) I'(k,a) =i — e +a)(t — 8),ia — (A —a)(t — s)[.
La solution approchée u¥(t,z) est obtenue en juxtaposant cote & cote une succes-
sion d’ondes de type différent. Les ondes de type k contenues & 'instant ¢ dans un

intervalle I sont regroupées & part. La fonctionnelle £V/(¢) compte la somme des
valeurs absolues des forces qui correspondent aux discontinuités ainsi isolées :

(3.2.16) Tve@) = > la(t)] .

{a; 1<z (t)<i2, ta=k}

En comparant les deux définitions (2.1.31) et (3.2.16), on voit apparaitre la rela-
tion :

(7loc (, pn ) = Iyp
(3.2.17) wog (uk(t, ) lg}cangkVV (t).
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3.3. Preuve de la proposition 3.1.1

3.3.1. Un raisonnement par I’absurde. — D’aprés la définition (1.2.3) et la
condition (1.2.2), on a :

N
(3.3.1.1) T.(0) = Y _eir'(@) + O(lel),

i=1

soit encore, en se souvenant de la normalisation (0.6) :
(3.3.1.2) T.(0) = (615, &ir---en) + O(le]?)-

En tenant compte de la relation (1.2.7) et en reportant 'identité (3.3.1.2) en (1.2.5),
on voit apparaitre :

(3.3.1.3) w= (wi(w),. .. wiw),.. wy)+O(ul).

Par conséquent, le choix d’un controle 4 petit conduit a :
1 .
(3.3.1.4) 3 lull o < lJullg; <2||ully, Yu € B(a,d].

En accord avec (1.4.1) et (1.4.3), le controle § est choisi suffisamment proche de
z€éro pour que soient vérifiées les quatre contraintes suivantes :

3.1 <L
(3.3.1.5)  max, uesBu(g ; [Ae(u)] <1
(3.3.1.6) A0 < ¢ <1, &< min(d;Dam).
(3.3.1.7) 13000N2(1 + D4 + Ds + Dg)(R + 6)é < 1.

Le probléme de Riemann associé & deux états
contenus dans la boule B(#, 4] admet une solution
pour laquelle les estimations mentionnées

au chapitre I sont toutes satisfaites.

(3.3.1.8)

Le parameétre 4 est déterminé par la relation :

1
3.3.1.9 5= .
( ) 7= SON(1+ D2 + D3 + Ds + D5 + D2Dg + 34;)

L’entier p sera toujours implicitement choisi de maniére & ce que :
(3.3.1.10) ps < =04 <20 <26, Véelo,d]
Notez qu’avec ces conventions, I'inégalité (3.1.12) implique :
(3.3.1.11) [l (8, M| ooy < 10405 < 2096 <6,
¥ (t, 1) € [0,5TR] % [, 00[, VO €[0,0]

La preuve de la proposition 3.1.1 repose sur une étude fine du temps d’existence
correspondant & chaque solution approchée u”(t, z). Elle exploite le principe suivant :
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Tant que la solution approchée u¥(t, z) se trouve controlée conformément a I'inégalité
(3.1.12), il est possible d’aprés (3.3.1.8) d’itérer 'algorithme de Bressan [B1].

Le nombre T;f’u est défini comme étant le plus grand instant jusqu’auquel les esti-
mations (3.1.12) et (3.1.13) sont toutes deux vérifiées. En particulier :

(3.3.1.12) [t M ey < 10785, VEE[0, T3]
(3.3.1.13) Viesu(ut(t™,)) < 564, Vte[0,TI,).

Si Vinstant T, dépasse T3 pour un certain indice v, on pose :
(3.3.1.14) u(c,) =up (),

et le contenu de la proposition 3.1.1 est établi pour cet indice p particulier.
Retenir la situation inverse consiste & supposer :

(3.3.1.15) TS, <iT, Ve[l ol

Notre objectif est de prouver que ’hypothése (3.3.1.15) associée & des estimations
plus strictes que (3.3.1.12) et (3.3.1.13) conduit & une absurdité :

LEMME 3.3.1.1. — Les deux inégalités :
(3.3.1.16) ||ufj(T3;,-)||Ri(R) < 4y, Vv ey, o,
(3.3.1.17) Viosu(u(TS,,7) < 48%, Ve [y, 0]

sont en contradiction avec la définition adoptée pour T,‘f’u,

Preuve du lemme 3.3.1.1. — On suppose que les deux inégalités (3.3.1.16) et (3.3.1.17)
sont vérifiées. L’instant Tl‘f,y est le lieu d’au plus une interaction, disons entre deux

ondes notées a et . Dans ce cas, les conditions (3.3.1.8) et (3.3.1.12) permettent de

résoudre le probléme de Riemann correspondant et ainsi de prolonger la solution ap-

prochée ut(t, ) jusqu’a l'instant T; ou se produit la premiére interaction postérieure

a Tlf’,,. Les différentes ondes créées sont repérées par les lettres €1,...,en. D’aprés

(1.3.15) et (3.3.1.12),0on a :

N
D leil = lal - 18]
=1

soit encore, en tenant compte de (3.3.1.9) et (3.3.1.10) :

N
> leil — lal 18]
=1
Avec (1.2.11), (1.3.16), (3.3.1.4) et (3.3.1.16), il vient :

(3.3.1.20)  ub(t, Mpeew < 20l )l giw
< 8704 +8NDg [e| 705 (R + 4D2Dgyd%),

(3.3.1.18) < (R 4+ 10N D5v48%) |a] 18],

(3.3.1.19) < (R+6) e8]
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avec t € ]T,f,sz’[- Mais d’aprés (3.3.1.13), (3.3.1.7), (3.3.1.9) et (3.3.1.10), on a :

(3.3.1.21) 8N Dg || (R + 4Dy Dgydh )ydh < 265
L’inégalité (3.3.1.21) reportée en (3.3.1.20) conduit a :
(3.3.1.22) (8, Mgy < 1078, £ € 1T, T3l

Considérons & présent les modifications subies par la variation locale uniforme de
longueur 1. D’aprés (1.3.15), (3.3.1.7), (3.3.1.10), (3.3.1.16), (3.3.1.17), Vinteraction
provoque une augmentation d’au plus :

SH
(3.3.1.23) N(R + 4Dsv65)(464)? < 72

A ceci, il faut ajouter apport que fournit (éventuellement) ’entrée simultanée de
deux discontinuités a l'intérieur d’un des intervalles I;. D’aprés (1.3.6), (3.3.1.9) et
(8.3.1.22), cette contribution ne dépasse pas :
8y
5

Comme toutes les discontinuités se propagent  vitesse finie, on dispose d’un laps de
temps avant que de nouvelles discontinuités pénétrent les intervalles II}. En ajoutant

les inégalités (3.3.1.17), (3.3.1.23) et (3.3.1.24), on constate qu’il existe un instant T
postérieur a T;fyl, (et peut étre antérieur & T5) tel que ’on ait :

(3.3.1.24) 40D478Y <

(3.3.1.25) Voos(ub(t™,)) < 585, telTs, Tyl

IRZ)

Au regard de (3.3.1.22), (3.3.1.25), de la définition adoptée pour Tl‘f’,, et de la
construction précédente, on doit & la fois avoir :

v

(3.3.1.26) T}, > min(T;,Ty) > T}

ce qui est clairement contradictoire. O

3.3.2. Estimations locales. — On pose :
(3.3.2.1) $s 1= 207A4;0.

Pour démontrer la proposition 3.1.1, il suffit d’aprés le lemme 3.3.1 d’établir sous
la condition (3.3.1.15) la validité des deux inégalités (3.3.1.16) et (3.3.1.17). La pre-
miére étape consiste & obtenir sur de petites durées un controle précis des différentes
expressions mises en jeu.

LEMME 3.3.2.1. —
Soit n un entier inférieur ou égal au temps d’arrét T;i,,. A tout instant t avec :
(3.3.2.2) n<t<TP =min(n+ L;T,) < T3,
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Uamplitude et la variation locale de la solution approchée sont contrélées conformément
a:
- &\ cp _ C}
(3.3.2.3) [|ut(t ")"Ri(R) < (1+ 100N Dg(R + 6)8%) ||ut(n ,-)||Rz.(R) + o
I -\ « 1n(k0s) - 2 S\ (512
(3.3.2.4) VT <, Vi (n~) 4+ 3200N*(R + 6)(65)?,
[I| <2, p€ us,0f, ve[l,o, 1<k<N.
Pour toute fonction test p(t, ) a support compact en x et de classe C* sur la bande

[n, T3] xR :

» 4 pw

(3.3.2.5) ‘ / {o(n, z)ub(n™, z) — (T, 2)ub(Tr0 ™, x) }dz

T:”f o
-f-/;l /_Oo{atSD(t, z)ul, (t, ) +3w<p(t,w)F(ufj(t’ l’))}da:dt

02
n
< - oGy M oo (781 xR) -
REMARQUE 3.3.1. — Les deux constantes C}: et C2 sont indépendantes de I'indice
v. En revanche elles sont liées aux autres paramétres u, 4, R... N

Preuve du lemme 3.3.2.1. — La démonstration repose essentiellement sur une adap-
tation aux données grandes en variation des arguments qui sont présentés dans Bres-
san [B1]. Soit ¢ un instant compris entre n et T;’;,f. Soit I un intervalle situé a cet
instant ¢ et dont la longueur se trouve encadrée selon :

(3.3.2.6) 1<) <2.

La condition (3.3.1.5) conjuguée avec (3.3.1.11) a pour effet de limiter la vitesse
maximale de propagation :

(3.3.2.7) sup max
(t,2)€[0,T8 | xR ISISN

Ai(ut(t,@)| <1,

ce qui d’aprés (3.1.4) et (3.2.2) justifie 'information délivrée en (3.1.11).

Les encadrements (3.3.2.2) et (3.3.2.6) utilisés avec la majoration (3.3.2.7) montrent
que la longueur de la section & un instant r compris entre n et ¢ de la région D! (I;1)
ne dépasse pas :

(3.3.2.8) |(1)| <4, Vrent.

Tout segment dont la longueur est inférieure a 4 est contenu dans la réunion d’au
plus huit intervalles I} successifs bien choisis. Par conséquent, I'inégalité (3.3.2.8)
associée a (3.3.1.13) fournit :

(3.3.2.9) VaoGey (ub(r™,-)) <4085, 7 € [n,t].
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Les définitions (1.4.4) et (3.3.2.1) sont regardées sous couvert du controle & priori
donné en (3.3.1.12). En tenant compte des relations (3.3.1.6), (3.3.1.9) et (3.3.1.10),
cette manipulation conduit & la majoration :

3.3.2.10 /\ » . )
(#5210 S (0] <] < 0

IS

Un potentiel quadratique local 1 Q‘,j;fl(-) est introduit. Sa construction est calquée
sur celle du potentiel quadratique classique de Glimm [G]. Il s’agit en fait de sa version
locale car seules sont comptées les ondes susceptibles d’interagir entre les instants n
et t & Pintérieur du domaine D (I;1) :

(3.3.2.11) g3 r+— QML) = > |a(r)][B(r7)]-
AL )P

Avec (3.3.2.9), il vient :
(3.3.2.12) Tomt(r=) < (40N6Y)?, 1€ [n,t].

Le domaine D% (I;1) est le lieu de plusieurs interactions d’ondes. Ces interactions
se produisent & des instants r;. Ces instants sont rangés par ordre croissant :

(3.3.2.13) ro:=n<ry <o <1y <o <N STNe g = L

A chaque instant r; se rencontrent exactement deux ondes o et 3. Avant 'instant
rj, 'onde a approche 'onde 3. Aprés l'instant r;, 'onde o n’approche plus I'onde 3.
11 s’ensuit que le produit |a||5] n’est plus compté au niveau du potentiel quadratique.
Cette diminution de ! fo;,ﬁ(r) est contrebalancée par une éventuelle augmentation,
liée & la création d’ondes. Cet accroissement est controlé tout d’abord en invoquant
(3.3.1.19) et ensuite (3.3.2.9) et (3.3.1.7) :

(332.14)  ATQUA(Y) < [~1+ NR+8Vasy () (ub7,9)] lal 18]

1
< —5lallgl.

i) Controle de la variation locale :
Le potentiel 7 Q4! (-) est utilisé pour former une premiére fonctionnelle :

(3.3.2.15) LFLr) = B OOVEET) 4 2R+ 8)T QU (r).
A Vinstant de départ n, on obtient avec (3.3.2.12) :
(3.3.2.16) TFE (™) = 10y (=) 4 3200N2(R + 6)(08)2.

A chaque instant r;, expression 1 F! (-) se trouve modifiée. En reportant (3.3.1.19)
et (3.3.2.14) en (3.3.2.15), on constate que le saut en question est négatif :

(3.3.2.17) ALFL(r) S (R+6)(1-1)]al|f <0

La vitesse de propagation Ag (u’,j(t,:c)) est voisine de A & un défaut prés qui se
trouve controlé conformément & (3.3.2.10). L’inégalité (3.3.2.10) signifie qu’aucune
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onde de type k située & I'extérieur du domaine de dépendance D§(I,k, {s) ne peut
pénétrer & l'intérieur de cette région (par contre, des ondes de type k placées dans
Di(1,k,<s) peuvent en sortir).

Il s’ensuit que l'application qui & r associe if;‘,(r) est décroissante sur chaque
intervalle ouvert |r;,r;;+1[. Comme d’aprés (3.3.2.17), elle subit une baisse a chaque
instant r;, elle est en fait décroissante entre les instants n et ¢t ce qui donne :

(3.3.2.18) k08l y (=) = IVA(E) < LFLE) < LFL (o).

L’inégalité (3.3.2.4) du lemme 3.3.2 s’obtient en mettant bout & bout les identités
écrites en (3.3.2.16) et (3.3.2.18).

ii) Controle de I'amplitude :
On introduit :

(3.3.2.19) LZEt(r™ 7)== > la(r7)].

{o; ta#k, akA;“l):c}

(3.3.1.20) £GME(rT,z) == wi (ut(r™, )
+2D6(R +6) lubi (™, )| iy (KZ5m(r™ @) + 2(R + sl ot (r)).

Topt.—y._ Iop,t(,.—
(3.3.2.21) Gl (r™) lg}castzesglzl)kg,,,n(r , ).

De toute évidence :

(3.3.2.22) [|ub(r=, )]

RiIt(1)) S Ig,‘j”,ft(r"), Vr € [n,t].
A V’instant de départ n, on obtient avec (3.3.2.9) et (3.3.2.12) :
(3.32.23) Gt(n7)
< 0™, ey + [1+ 2D6(R + 8) (40N} +2(R + b)(40Ne5)?) |
Soit encore d’aprés (3.3.1.7) :
(3.3.2.24)  1GMi(n7) < (1+100NDg(R + 8)8%) |[ut(n™,

= ')”Ri(R)
< 2 “u,’,‘(n

i ')“Rz‘(R) :
Etudions le comportement de la fonctionnelle Glok(r) pour r variant entre n et
t. Le raisonnement est le suivant : la décroissance de ’application qui & r associe

TGt (r) est supposée connue jusqu’a l'instant r;. En tenant compte de (3.3.2.22) et
(3.3.2.24), cette information conduit & :

(3.3.2.25) [|ub(ry

j ")“Ri(lﬁj(l)) <2|ub(n”,-

M ie -

A Dinstant r;, Papplication 1 G# (-) se trouve modifiée. Pour comprendre la nature
j» 1'app. v,n
des changements en question, il faut étudier comment varie l’expression I Z#t au

v,n
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¢ Ep
A (tp—l;“‘p—l) Ep+1
Ep—1 ek
€1 EN
ryo | o) SN\ * (tn, on)
I
(to, o) * ! * (thy, Tly)
]
| B
]
]
1
1
|
1 »
pj z

Les ondes créées sont notées €, pour 1 <k < N.

Un point (¢g,zo) avec to > r; est positionné a gauche de 'onde &;.
Un point (¢, z5) avec tg < r; est positionné a gauche de 'onde a.
Un point (tn,zn) avec ty > r; est positionné & droite de 'onde .
Un point (tly,x}y) avec thy < r; est positionné a droite de I'onde e .
Un point (t,,z,) est placé entre les discontinuités €, et ep41.

Figure 1. Interaction & 'instant r; et & la position p; des ondes « et 8

voisinage du point (p;,7;). La valeur de la fonctionnelle iij’fl calculée au point (t,, zp)
est comparée & | Zlt (g, x4) si p < k et & | Zit (], zfy) dans le cas contraire (voir le
dessin). Les explications sont données en ce qui concerne le premier cas de figure (a
savoir si p < k). L’autre situation (p > k) se traite a 'aide d’arguments analogues.

Sur la figure placée page suivante, on constate que sont vérifiées les deux relations :

(3.3.2.26) e,* Ai?,, W 1<p<k-L
(3.3.2.27) sp’“A‘,i;;_ll(l)z,,_l, 1<p<k-1.

Par conséquent, on a :
(3.3.2.28) RE2E Nty mp) — 12 (o, 8p-1) = —|ep], 1<p<h -1
En utilisant (1.3.16) et (3.3.2.25), il vient :

(3.3.2.29) |wi (uf (tp-1,2p-1)) | < 2Ds [|ufi (0™, )| gy ) -
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L’inégalité (1.2.11) est appliquée avec pour estimation L* le controle obtenu ci-
dessus. En tenant compte de (3.3.1.9), il vient :

(3.3.2.30)  |wk(ub(tp,zp)) — wi (ub(tp_1, Tp-1))]
< 2Dg(R +80D2D649) ||uki(n™, )| pyey les]
< 2D6(R + 8) ”uﬁ(n_, ) ”Ri(]R) |5P| .

Les relations (3.3.2.28) et (3.3.2.30) sont reportées en (3.3.2.20). Cette opération
se traduit par :

(3.3.2.31) igg,’vtl(tp»mp) - igﬁ,’ﬁ(tp—bxp—l) <0,
d’ou 'on déduit par simple récurrence finie :
(3.3.2.32) kG (tp, 2p) <EGL(to, o).

Ensuite, I'expression ;G4 (o, %) est comparée & (G (tg, x(). Le passage du point
(to, o) & la position (g, xy) n’apporte aucune modification en ce qui concerne l'in-
variant de Riemann approché wy. Par ailleurs, d’apres (3.3.1.19) et (3.3.2.14), on
a:

(3.3.2.33) £ZMt(to,z0) + 2(R + 0) Qlt (to)
= k2Lt mo) — 2(R +0) Qli (tg) < 0.

En résumé :
(3.3.2.34) TG (tp, 7p) < £GE (o, o) < EGLL (0, ),
ce qui garantit :
(3.3.2.35) ATGhn () 0.

Comme d’aprés ’inégalité (3.3.2.7), aucune onde ne peut passer de 'extérieur a
Vintérieur de la région D(I;1), la décroissance de la fonctionnelle 'G4+(-) se prolonge
jusqu’al'instant r; , . Elle s’enclenche ensuite par itération du raisonnement précédent
a tous les crans suivants, jusqu’au temps d’arrét ¢ donnant avec (3.3.2.22) :

(3.3.2.36) lub (¢, M gagry < "GER () <TGER (D) (7).

En reportant (3.3.2.24) en (3.3.2.36), puis en passant au «sup» sur tous les inter-
valles I, on voit apparaitre le premier terme placé & droite de 'inégalité en (3.3.2.3).
L’autre terme provient des bavures provoquées par la mise en ceuvre, & chaque fois
que «max(Orq, Org) = v», d’un solveur de Riemann approché. Le défaut en question
est analysé & part :

iii) Erreur d’amplitude liée au schéma :

Pour controler la contribution apportée par les ondes qui se propagent vers la
droite & vitesse infinie, il faut détailler les estimations en variation, en distinguant se-
lon Vordre I € {1,...,v} des ondes mises en jeu. Les définitions (3.2.16) et (3.3.2.11)
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t
A
- L I I}
T[L,’V ———————————————— - < - — - — = — — = N e e e e e e e
s N N \
s g N S
Ly ISR P
Dnuy (IlaI) // D"u‘ (IZ’I) N D" (I3a )
n :

Figure 2. Etude du décalage d’amplitude induit par les 1nteractions

d’ordre v qui se produisent & l'intérieur du domaine D, s (I 1. 1)

admettent une version locale marquée qui consiste & faire intervenir dans les fonc-
tionnelles précédentes uniquement les couples d’ondes (o, 8) qui vérifient I'inégalité
«max(Orq, Org) > I». Avec les mémes notations qu’en (3.3.2.13) ou I'intervalle I et
I’instant ¢ sont respectivement remplacés par I; et T3 on pose :

[IR2]
,6
(3.3.2.37) T2, = {r], 1<j < Ne* max(Ora, Org) = l}
n,8
(3.3.2.38) PVV"n’j {Z la(r™)|; za(r) € (I;)f"’" (1),0r4 > l}.
(3.3.2.39)

I,iij’*g’l(r_) = {Z |a(r“)| |ﬂ(r_)| ’a’A:p)TL‘,’V s B,max(Ory; Org) > l} .

La démarche de Bressan [B1, p. 88, (24),..., (32)] s’applique telle qu’elle. Par
exemple, on a en remplacement de la troisiéme inégalité de (24) :
(3.3.2.40) ABVEP (1) + 2(R + 8T QM (r) <0

oﬁre7;flU~--U7',z,_2.
La partie positive et la partie négative d’un nombre réel s sont respectivement
notées :

(3.3.2.41) [s]+ := max(s;0), [s]- := max(—s,0).
Conformément & Bressan [B1], on introduit les expressions :
(3.3.2.42) VV”;lpl = sup PVV“;S (r7).

n<7‘<T;,§

(3.3.2.43) LQue = Y [ABQEE ()4

n<r<T:,’,f
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La procédure d’initialisation de ’ordre des ondes, répétée & chaque instant entier,
garantit de nouveau :

(3.3.2.44) Lyke () = HQPP (nt) =0, VI>2

v,n,l v,n,l
Dés lors, en répétant les manipulations (25)-(26)-(27) de Bressan [B1] et en tenant
compte de (3.3.2.9) et (3.3.2.12), il vient :

(3.3.2.45) LYM < 2R+ 8)BQEP .

(3.3.2.46) LQWe, < 8ON(R+8)d4 (4ON&S VAP + hQrr ).
Soit encore, d’apres (3.3.1.7) :

(3.3.2.47) Lorr <27 hiedl,. .. v}
On considére a présent un instant r; dans 7,7 ,. On a :

(3.3.2.48) AlQEE (ry) = ol |8].

Les arguments du lemme 2 page 89 de Bressan [B1] se répétent textuellement. Ils
montrent que le saut d’amplitude provoqué par la redéfinition de la fonction uf(r;, )
sur le demi-axe [z4(7;), 00[ se trouve controlé selon :

_ DSV;T © (7']_)

(3.3.2.49) ubs(rf, ) — uli(r; ,.)||Lw(R) BYj
Clairement, d’aprés (3.3.2.44) et (3.3.2.47) :

(3.3.2.50) S akQur (M- < 3 [ARQEE (] <PQEE, <277

r€Tr, reTr,

< Dre

la 18] -

Comme la dérivée 0, ul(r,-) est & support compact (plus précisément contenu dans
lintervalle E*), seul un nombre fini (éventuellement trés grand) d’entiers p sont a
considérer. En reportant le produit |a||8] écrit sous la forme (3.3.2.48) en (3.3.2.49)
puis en utilisant (3.3.2.50), on voit apparaitre, pour une certaine constante C}: indé-
pendante de l'indice v :

- 1 o—v
(3.3.2.51) SN flubert, ) —uk (7 M ooy S Cr 27"
PELZTET],
L’inégalité (3.3.2.3) du lemme 3.3.2.1 est établie.
iv) Erreur d’approximation commise par la solution approchée :

On commence par un lemme préliminaire qui décrit comment la force d’une onde
évolue sur de petites durées :

LEMME 3.3.2.2. —
Soit n un entier inférieur ou égal au temps d’arrét T ,. Soit a une onde de raré-
faction qui est déja créée a l'instant n et qui ne change pas de nature sur Uintervalle

[n,T2]. On a, pour t € [n,T}]] :

(3.3.2.52) (1-40(65)?)(T17) < a(t™) < (1+40(3)%)a(n™).
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Preuve du lemme 3.3.2.2. — Soit ¢ un instant compris entre n et T,ﬁ;f . Soit I un
intervalle de longueur inférieure & 2 (comme en (3.3.2.6)), qui est situé a U'instant ¢ et
qui contient le point z,(t). Comme précédemment, la méthode consiste & introduire
une fonctionnelle auxiliaire :

(3.3.2.53) [n,t] > r — LHE(r)

=a(r7)+ 4OD576504(T_)( Z ’0(r“)| +2(R+ S)IQﬁ”fl(r“)).
0A;1t_(1)a

L’application qui & r associe LH? () est décroissante entre deux instants d’inter-
action successifs car aucune onde ne peut pénétrer a lintérieur de la région D (I;1).
D’aprés (3.3.1.19) et (3.3.2.14), elle diminue aussi & chaque interaction qui ne concerne
pas l'onde «a sélectionnée.

Considérons & présent le saut que subit I’expression L H? (-) lorsque se produit une
interaction qui met précisément en jeu 'onde a (avec une discontinuité 8 auxiliaire).
Le signe de ce saut est étudié en distinguant selon le type de I’onde 3 qui intervient.

Si le type to est différent de tg, la perturbation induite sur la force de I’'onde o est
cubique en ce sens ot les identités (1.1.12), (1.3.15) et (3.3.1.12) conduisent & :

(3.3.2.54) |a(r}) = a(r})] < 2005784 |a(r;)|B(r5)] -

Comme 'onde 3 n’approche plus 'onde o aprés 'instant r;, elle n’est plus comptée
aprés cet instant dans la somme qui apparait en (3.3.2.53) :

(3.3.2.55) dooenH- > 166 =~ 80
GA:if(l)"‘ 9“4;,]‘..'_(1)0‘

En reportant (3.3.2.54) et (3.3.2.55) en (3.3.2.53), on constate :
(3.3.2.56) AL (ry) <O,
Si en revanche le type t, coincide avec tg, on a :

(3.3.2.57) a(rf) <a(ry) + B(r;) + 20Dsydh a(ry) |B(ry)] -

Mais comme l'onde 3 est nécessairement un choc (en d’autres termes, la force 3(r;")
est négative), 'inégalité précédente fournit :
(3.3.2.58) a(rf) <a(ry),

J

ce qui garantit une fois de plus (3.3.2.56).
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Finalement, d’apres (3.3.2.56) puis (3.3.2.9) et (3.3.2.12), on trouve :
a(t™) < HL ()

aHn(n7)

< (1 +80D5y x 20(8%)2 (1 + 80(R + 8)55)) |a(n)]

< (1+40(65)%) |e(n )| -

La partie droite de I'inégalité (3.3.2.52) du lemme 3.3.3 est prouvée. La minoration
placée & gauche s’obtient & ’aide d’arguments qui sont tout & fait analogues. O

/

N

(3.3.2.59)

COROLLAIRE 3.3.2.1. — Soit v une onde de détente qui est de premiére catégorie a
linstant T;fy,,. En d’autres termes, l’onde v provient d’une onde de raréfaction o qui
est créée a linstant initial et qui ne change pas de nature sur l'intervalle de temps
[0,T5,]. On a alors, pour t € [0,T} ] :

(3.3.2.60) (1—Do6¥)a(T),) = (1= Dodh)y(T)3)
< at™) < (1+ Dgéy)a(0F),
b
(3.3.2.61) a(0t) < ~
Preuve du corollaire 3.3.2.1. — D’aprés la définition (3.1.3), 'instant §T761 est un en-
tier. Par conséquent, ’hypothése (3.3.1.15) se traduit par :
(3.3.2.62) TS, < &[T, +1< T3,

Le lemme 3.3.3 est appliqué £[T} ] + 1 fois.
En se souvenant de l'inégalité (3.3.2.62) et de la définition (3.1.3), on voit appa-
raitre :

5
B

(1+ 40(64)2): " a(0)

(3.3.1.63) alt™) <
< (1+Dody)a(0%), tel0,T7,].

La partie gauche de I'inégalité (3.3.2.60) se déduit de la méme fagon.
Par ailleurs, d’aprés (1.3.6), (3.1.5) et le procédé de discrétisation rappelé en (3.2.3),
ona:

2Dy
4701 <

)
) < .
(3.3.2.64) a(0%) < = V

O

En reportant I'inégalité (3.3.2.61) en (3.3.2.60), on retrouve le contenu du lemme

3 page 90 de Bressan [B1]. Associé avec (3.3.2.51), ce lemme garantit ’apparition
de Pexpression (50) du méme auteur, qui n’est autre que (3.3.2.5) pour une certaine

constante C2 convenablement choisie.
Le lemme 3.3.2.1 est prouvé. O
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3.3.3. Convergence du schéma. — 1l s’agit d’établir la proposition 3.1.1. En
d’autres termes, il faut prouver sous ’hypothése (3.3.1.15) la validité des inégalités
(3.3.1.16) et (3.3.1.17).

Le parameétre i est déterminé par la relation :

o 1 .
(3.3.3.1) [i= m1n(13000N2(1+D6),3(R+5)).

REMARQUE 3.3.2. — Lorsque le nombre § et le rapport d’influence R sont suffisam-
ment petits, il suffit de retenir :

N 3
(3.3.3.2) i=3R+96), Ty =¢ H .

N

L’inégalité (3.3.2.3) du lemme 3.3.2.1 est appliquée £ [Tli,,] + 1 fois, avec un entier
n qui prend toutes les valeurs comprises entre 0 et £ [Tﬁ’,,]. Comme d’aprés (3.3.1.7) :

(3.3.3.3) 14 200N Dg(R + 6)6 < 2,
il vient, en utilisant la majoration (3.3.2.62) :
_ L ok
(3:3.34)  [Jul(T5: )| pygry < (1+100NDs(R +6)35)" ™ [11* ()l pigry + 55
avec :
ETe )

1. 1

(3.3.3.5) cti:= )" 2.
Jj=0
Le terme placé & droite de I'inégalité en (3.3.3.4) est controlé a laide de (3.1.3),

(3.1.5), (3.3.1.4) et (3.3.1.10). On voit apparai tre :

~

R 1
(3:3.3.6) [ub(To0, )l iy < 2exP {200N Ds(R + ‘”5(m +1) } 701 + g—

Les paramétres 4 et i ont été ajustés en (3.3.1.7) et (3.3.3.1) de maniére & ce que :

(3.3.3.7) 200N Dgi + 200N Dg(R + )6 < In2.
En reportant (3.3.3.7) en (3.3.3.6), on obtient :
C
5 1
(3.3.3.8) ot (T ) | gy < 4 (0 + ?2—5)
On pose :
In(C*u) — In(4
(3.3.3.9) v, =& ( Ml)n2 ( 7)] +1, u€us, o0,
ce qui implique :
Ci
(3.3.3.10) s+ TR 8L,
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REMARQUE 3.3.3. — Soit 7, 'ensemble des instants compris entre 0 et T;f’,, en
lesquels deux discontinuités o et 3 avec «max(Orq; Org) = v» interagissent. Pour le
choix de l'indice v, effectué ci-dessus, on obtient en particulier (en se souvenant de
la majoration (3.3.2.51) et en utilisant (3.3.3.9)) :

(3.3.3.11) 3t ) = ey )y < =1 ¥ € W0l

reT,

=

La majoration (3.3.3.10) placée en (3.3.3.8) conduit a (3.3.1.16) :

(3.3.3.12) [|uts(T

u,y,')|'Ri(R) <4yoy, Vv ey, o0l

Expliquons a présent pourquoi la variation locale uniforme de longueur 1 se trouve
controlée & linstant Tl‘f’; conformément & l'inégalité (3.3.1.17). D’apres la définition
(2.1.32), il s’agit d’obtenir pour tout p dans Z :

(3.3.3.13) Vioc (ub(TS, ) < 404,

ar:I1 ’RZ2
ce qui d’apres 'identité (3.2.17) équivaut & établir pour tout couple (p, k) dans Z x
{1,...,N}:
1
(3.3.3.14) PVE(TE,) < 468

Soit donc (p, k) un couple dans Z x {1,..., N}. L’intervalle I} est situ¢ & instant
T;i,,. La section a 'instant n du domaine de dépendance relatif au type k et au défaut
sur les vitesses s correspondant est notée :

1)
(33.3.15) kJUF = I~ (k, )

=Tir — (M + Q) (T2, —n),ia — Mk — Os)(T2, — )],

avec 0 <n <& [T;f’,,].. D’aprés (3.3.2.62), la longueur du segment ,.J}? ne dépasse
pas :

(3.3.3.16) e JEP] < 142050T5, 0<n<E&[TS,).
Or, d’aprés (3.3.1.6), (3.3.1.7), (3.3.1.9) et (3.3.3.1), on a :
; 409 A1 .
3.3.3.17 205 0TS < S+ 4044:0 < 1,
( ) RS R1d) 5
ce qui reporté en (3.3.3.16) conduit & :
(3.3.3.18) [hJiPl <2, 0<n<ETS,).

La majoration (3.3.3.18) permet d’appliquer l'inégalité (3.3.2.4) du lemme 3.3.2
une premiére fois avec pour ¢ I'instant Tlfy,, et pour I l'intervalle I; :

P
JEP

(3.3.3.19) PVA(TSS) < ETUTVE(nT) + 3200N2(R + §)(6)2,
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avecn =& [T;f,,,], puis ensuite avec pour ¢ I'instant n et pour [ la section ¢ Jf'P :
J#vl’ P ~

(3.3.3.20) ety 4 17) < R VE () + 3200N2(R + 6)(04)2,

avec 0 <n < E[T),] - 1.

Les £[T} ]+ 1 inégalités inscrites en (3.3.3.19) et (3.3.3.20) sont recollées. Toujours
d’aprés (3.3.2.62), il vient :

(3.3.3.21) TVA(TES) < ETVEOT) + 320082 (R + §) ST (082,
Mais d’aprés (3.3.1.7), (3.3.1.10) et (3.3.3.1), on a :
s . 1
s al') ~
(3.3.3.22) (R+6):TRdy <2(i+ (R+0)d) < 3500NZ"

Le controle (3.3.3.22) est placé en (3.3.3.21) :
1 34
(3.3.3.23) ZVA(TE) <EROveOt) 4 ot
D’apreés (3.3.3.18) écrit pour n égal & 0, le segment ;.J§’ posséde une longueur
inférieure & deux. A ce titre, il se trouve contenu dans la réunion de trois intervalles

successifs I} bien choisis. Dés lors, compte tenu de I'estimation (3.1.7), on obtient le
controle (3.3.3.14) :

(3.3.3.24) PVA(TS) <360 + 68 <48k, Vv € [y, 00].

REMARQUE 3.3.4. — C’est au niveau du raisonnement tenu en (3.3.3.15),..., (3.3.3.24)
que les positions en lesquelles les ondes interagissent sont prises en compte. La contri-
bution apportée par le croisement & l’instant r de deux discontinuités a et (§ est
majorée par une quantité proche de la valeur effective :

(3.3.3.25) la(n)]18(n)| ~ la()]1B(#)], n=E]H,
et non pas, comme c’est le cas traditionnellement, par ’expression (plus grossiére) :
(3.3.3.26) |a(0)]]8(0)] .

Au regard de (3.3.3.12), (3.3.3.14) et du lemme 3.3.1, on doit avoir :

(3.3.3.27) TS < TS, Vve [y, o0l
Dés lors, pour obtenir (3.1.12) et (3.1.13), il suffit de poser :
(33.3.28) W) =l (1), € s, 00]

Deux mots en ce qui concerne la convergence de la suite (u#(t, x))” €lus 00| POUT
terminer. On introduit la suite exhaustive de compacts :

(3.3.3.29) K, =[-¢,q x[0,]T8), geN.
(3.3.3.30) K, C Ko, | Ky =Rx[0,2T4].
gEN*
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D’apreés (3.1.13) :
(3.3.3.31) Viee (ut(t™,-)) < 10(1 +4g)d < oo,

ar:]—q,q(

V€ [us, 0], VgeN* VtE[O,fT;‘z].

Toutes les discontinuités se propagent avec une vitesse inférieure & 1. Par conséquent,
les arguments avancés dans Bressan [B1, p. 92], au niveau de lidentité (44), se ré-
pétent tel quel.

Avec la remarque 3.3.3.2, on obtient cette fois-ci :

(3:3.3.32)  [ur(t™,) = w7 ) g
D9|t—8|+2qZ”UNT a)—u# ”L°°
reT,

2
< Dyt —s|+ Zq, V€ [us,o0.

D’aprés le théoréme 4 pagel3 de Bressan [B1] (qui est une version adaptée du
résultat de compacité de Helly cité en (2.17)), il existe une application croissante :

(3.3.3.33) Vg : [/1’57 OO[—) [,LL&,OO[,

telle que la suite des restrictions :

(33334) (uﬁ—q,q[(t’ x))I—LG[ﬂéyoo[’

admette une sous-suite extraite :

Yalw)
(3.3.3.35) () g1t ) g ool

qui converge dans l’espace L'(K,) vers une fonction u(t,z).
D’aprés (3.3.2.5), pour toute fonction test ¢ (¢, ) dans C}(Kj), il vient :

/ {¢(0,2)*(0,z) — (foz,x)u”(‘ng{,z)}dx

‘gT,,'sZ [eS)
+ / / {Bup(t, x)u"(t, ) + Bap(t, ) F (v (t, z)) }ddt
0 —oo

irh
(3.3.3.36) < (Z CZ/VM)H@(', Mooy -
n=0

D’aprés la définition imposée en (3.3.3.9), on a :

3T72
2 —
(3.3.3.37) ”gnm(;C /VM)HSD( M peo(x,) = 0-

En passant a la limite au niveau de l'inégalité (3.3.3.36), on constate que chaque
application qu(t,z) est solution faible sur le domaine K, du systéme hyperbolique
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(H). Le procédé diagonal permet dés lors de construire une solution exacte u®(t,x)
(dont la restriction & chaque compact K, coincide avec I’application qu(t,z)).

REMARQUE 3.3.5. — D’apreés Bressan [B2], la fonction u™(¢, ) est en fait 'unique
solution entropique du probléme de Cauchy (H). q
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CHAPITRE 4

STABILITE BV

Le cadre de travail tel qu’il a été fixé au chapitre 3 est repris. Une suite de so-

lutions approchées (u“(t, x))# Clus o0l qui sont définies sur le domaine [0,‘§T7‘52] x R,

a été construite. A Dinstant 2T, la variation locale uniforme de longueur 1 peut
éventuellement avoir quintuplé. C’est du moins ce qu’autorise le contréle obtenu en
(3.1.13).

Supposons que la proposition 3.1.1 puisse étre appliquée autant de fois que souhaité.
Aprés n itérations, la variation locale uniforme de longueur un se trouve majorée par
la borne 5™ tandis que le temps d’arrét mis en jeu devient ‘ng;‘s. La série qui admet
pour terme général ‘ET%” est convergente :

(4.0) To= 3 T80 < +oo.
neN*

A priori, aucun controle sur la variation n’est disponible & linstant T. En fait,
comme en témoigne 'exemple décrit dans Joly-Métivier-Rauch [JMR2], une ampli-
fication de la norme BV peut se produire. Ce phénoméne n’apparait pas systémati-
quement. Il est lié & la présence de résonances. Or les résonances sont en compétition
avec les effets induits par la vraie non linéarité qui eux favorisent la décroissance de
la variation.

Notre objectif est de mesurer ces influences contraires et de prouver qu’elles sont
comparables. Cela signifie que les effets de décroissance BV liés & la présence de vraie
non linéarité peuvent, s’ils sont suffisamment affirmés, venir compenser la croissance
BV provoquée par la présence de coefficients d’interaction non nuls. C’est le cas en
particulier si le rapport d’influence R est choisi suffisamment petit. Cette condition
de petitesse n’est pas inconnue. Elle a déja été exploitée par lauteur [Ch2] afin
d’établir ’existence globale pour les équations de modulation données par 'optique
géométrique. En fait, son utilisation se transpose avec la méme pertinence a ’étude des
systémes de lois de conservation. Elle se traduit concrétement par de la décroissance
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au sens large pour les solutions associées & des données de Cauchy du genre (v, 4)
avec 7y et d petits. En d’autres termes, elle s’interpréte comme un critére qui garantit
la stabilité en variation du probléme de Cauchy (H).

Voila pour les motivations qui sous-tendent ce chapitre dont les grandes lignes sont
maintenant briévement présentées.

Dans le calcul de la variation d’une solution approchée u”(t,x), interviennent &
la fois des ondes de premiére et de deuxiéme catégorie. Dans la premiére partie, est
évaluée la contribution maximale que peut apporter, a la variation (et avant I'instant
d’arrét ‘ET 7‘52) les ondes qui sont de deuxiéme catégorie. Une onde de raréfaction admet
un chemin rétrograde naturel. Cette remarque permet de définir la notion de domaine
d’expansion rétrograde de type k relatif 4 un intervalle I. La maniére dont ce domaine
se trouve déformé lorsque le temps évolue reléve d’une analyse géométrique qui est
menée & son terme dans une deuxiéme partie. Finalement, dans un dernier volet, les
informations précédentes sont recollées en vue d’établir le résultat de décroissance de
la variation locale uniforme de longueur un.

4.1. Estimations en variation précisées

Le controle (3.1.13) explique la fagon dont la variation se trouve modifiée lorsque le
temps évolue. Le résultat obtenu manque de précision en particulier lorsque le rapport
d’influence R est proche de zéro. Dans ce cas, un bilan plus détaillé s’impose. La
solution approchée u*(t, z) est formée d’une succession d’ondes. Celles qui, & I'instant
t, sont contenues & l'intérieur de 'intervalle I sont triées comme précedemment selon
leur type mais aussi selon leur nature et leur catégorie :

4.11)  [VEE) = = > at™).
{a; i1 <z (t™)<iz,ta=k,Caq(t~)=1,sgn(a(t))==%}

(4.1.2) i) = > la(t™)].

{aj i1 <z (t™)<iz,ta=k,Caq(t—)=2}

Toutes les ondes de type k qui sont présentes entre les deux extrémités i; et iz se
trouvent ainsi recensées :

(4.1.3) RVAWT) = V) + 1V () + 1 Va(t ).

L’exemple 2.3.2 étudié au chapitre II indique qu’il existe pour les solutions du
probléme de Cauchy () qui sont associées a des conditions initiales du genre (v, d)
un temps caractéristique. I1 s’agit d’une durée au deld de laquelle on peut espérer
constater la décroissance de la variation locale uniforme de longueur 1 :

(4.1.4) Ty =€ [%} .
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REMARQUE 4.1.1. — Dans ce qui suit, le rapport d’influence R et le paramétre )
seront systématiquement fixés petits. Cela signifie, d’aprés la remarque 3.3.3.1, que
dans la pratique on aura toujours :

(4.1.5) Ty = T3,
i*R

Notez que 'instant Ts dépend aussi du coefficient de vraie non linéarité I, méme si
la convention adoptée en (0.9) ne fait pas apparaitre cette derniére dépendance dans
I’expression numérique proposée ci-dessus. <

L’indice p sera désormais systématiquement fixé supérieur & us. Par ailleurs, un
intervalle I de longueur 1 est sélectionné.

La variation se trouve modifiée chaque fois que se produit une interaction. Les
changements concernent les forces des ondes qui interagissent mais se traduisent sur-
tout par l’apparition d’ondes nouvelles. L’augmentation sur une durée égale & 1 de
la variation locale uniforme de longueur 1 s’exprime d’aprés le lemme 3.3.2.1 sous la
forme d’un accroissement qui ne dépasse pas la valeur 3200N2(R + §)(64)2. D’aprés
la proposition 3.1.1, le cumul de ces contributions conduit & I'instant final ‘ET;; a
un apport qui peut approcher le nombre 444 Tel n’est pas le cas lorsque le rapport
d’influence R est choisi suffisamment petit.

En effet, on a :

LEMME 4.1.1. — Pour tout paramétre € contenu dans l'intervalle 10,1/2], il existe
deuz nombres réels positifs notés ' (e) et R (e) tels que pour tout controle § dans
10,6 ()], pour tout rapport d’influence R dans 10, R ()] et pour tout indice u dans
(s, 00, on ait :

(4.1.6) RVa(tT) <edy, te0,Ts), | =1, p€ [us,00[, 1 <k <N.
Preuve du lemme 4.1.1. — On pose :

(4.1.7) &' (¢) := min(g/40000N>;e/(1 + 2Dy); §).

(4.1.8) R (e) := £/40000N2.

Intuitivement, ’expression iV‘j() regroupe les forces des discontinuités qui pro-
viennent d’ondes qui sont créées aprés I'instant initial. Une fonctionnelle auxiliaire
est introduite de maniére & contrdler la croissance de V'application qui & ¢ associe
Iyt .
1V, (t). Soit :

(4.1.9) LFLr) = p SOV +2(R + 64(6)) T Q).

Les deux fonctionnelles L Ft(-) et L7t (-) sont baties sur le méme modéle. Les ar-
guments qui sont développés dans la preuve du lemme 3.3.2 s’appliquent suivant la
méme logique et conduisent & une conclusion identique : L’application qui & I'instant
7 associe LF!(r) est décroissante. En fait, d’apres (3.3.2.14), il suffit d’établir qu’a
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chaque fois que se produit & I'instant r; une interaction entre une onde a et une onde
B,ona:

(4.1.10) A7V < (R 461@) [l 18]

Lorsque t, différe de tg, I'inégalité (4.1.10) est une simple conséquence de la dé-
marche qui conduit & (3.3.1.19). Examinons le cas to = tg. Soit 7 londe (avec
ty, = te = tg) qui prolonge a et 3. La catégorie de l'onde 7 est lice & celle des
discontinuités « et 3 selon le tableau :

(4.1.11) (Can(ry),Cag(ry)) = (1,1) = Ca,(r]) = 1.
(4.1.12) (Caa(ry),Cas(r;)) = (2,2) = Ca,(r]) = 2.

(4.1.13) (Caq(r;),Cag(r;)) = (1,2)

Ca,( +)—1 si Na, (r)) = Naq(r;).
=>{Ca,,( F)=2 si Nay(r}) # Nag(ry).

On note |€|\a7 5 la somme des valeurs absolues |e;| des forces &; des ondes qui sont
créées a lissue de interaction (et qui ne prolongent pas ’onde « ou 8, & savoir avec
te, # ta et te, ;étﬁ)

L’expression Lk Caly ( ) subit un saut dont la forme dépend des différentes situa-
tions qui sont classifiées ci-dessus :

;O
(4.1.14)  (4111) = A, sk E)V,l( r5) = lehays -
(k &s)
4115) (4L112) = A0 Vi(ry) = lelas + 1Y = lal = 18]

(4.1.16) (4.1.13) =
1 kos) | lelays — 16 si Na,(rf) = Nao(r;).
At W) = { elvas + 171 = 18] i Nay(r) # Naa(r; ).

Seule I’hypothése (4.1.13) avec Na, (r; ) £ Nao(r;) demande un examen attentif.
Mais dans ces conditions, on a forcernent

(4.1.17) Nav(rj ) = Nag(r; ) # Naa(r;).
On se souvient maintenant de (1.3.15) et de (3.1.12) pour obtenir :
(4.1.18) 17| = sgn(y)ex + |8| + 10D57dy |o] 8],
d’ott 'on déduit :
(4.1.19) lehas + 171 — 18] < 20N D536 (€) o] 18] < 6 (c) o] 6]

La majoration (4.1.10) écrite sans le coefficient R devient alors une conséquence
directe de (4.1.19).
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D’aprés (3.3.2.12), la décroissance de LF%(-) se traduit par les inégalités :
(4.1.20) V() < 80OV (n) + 32002 (R + 81 () (08)?,
n<t<n+1l, 0<n<Ts, |I|<2, pé€lus, o, 1<k<N.

Comme les ondes qui apparaissent & l'instant initial sont par définition de premiére
catégorie, pour tout intervalle I, on a :

(4.1.21) AMOSE
L’inégalité (4.1.20) est appliquée £[t] + 1 fois avec comme choix pour la séquence
d’instants successifs 0,1,...,&[t] — 1 puis £[t] et pour intervalles correspondants

Is(k; $s), It (K O8),y - - I;’[t] (k; {5) puis I. D’aprés la majoration obtenue en (3.3.3.18),
cette manipulation est licite. D’aprés les identités mises a jour en (4.1.21), elle conduit
a:
(4.1.22) £Va(t™) < 3200N*(R + 6" (e)) T5(8%)%, 0<t<Ts,
soit encore, en tenant compte d’abord de (3.3.1.10) et (4.1.4) puis ensuite de (4.1.7)
et (4.1.8) :
(4.1.23) RVa(t™) < 19200N* (R (e) + 6" (e)) 6 < 6.

O

Le lemme 4.1.1 signifie que la contribution apportée par les ondes qui sont créées
est encore négligeable & I'instant T5 ou les comptes sont faits. Ce principe a plu-
sieurs conséquences. Il implique en particulier que la seule connaissance de l’expres-
sion iV;L (t) permet de controler (& une erreur négligeable prés) la quantité iVV’: (®)
tout entiére :

COROLLAIRE 4.1.1. — Pour tout e contenu dans l'intervalle |0, 1], il existe un nombre
réel positif v (¢) tel que pour tout contréle § dans ]0,8(g)], pour tout rapport d’in-
fluence R dans )0, R ()] et pour tout indice v dans ]0,v*(€)], on ait les majorations :
(4.1.24) AV () S 25V (ET) + 3¢,
te€l0,Ts], Il =1, uE [ps,00, 1<k<N.
Preuve du corollaire 4.1.1. — On décompose :
(4.1.25) wy (u"(t—, 12_)) — W (u“(t',ii"))
= Z [wi (u (¢, 2a()1)) — wi (u* (¢, za(t)7))]
{e; 2o (t)El}

Les ondes a qui sont mises en jeu dans la somme écrite en (4.1.25) sont triées
selon leur type. D’aprés (1.2.10) et (3.1.12), une onde qui posséde le type k intervient
essentiellement par I'intermédiaire de sa force (qui est comptée avec son signe). D’aprés

(1.2.11) et (3.1.12), les ondes de type a avec a différent de k sont négligeables & ’ordre
1.
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En exploitant ces informations, 'identité (4.1.25) peut étre remplacée par la ma-
joration :

(41.26)  |we(u*(t™,i3)) —we (W (¢, i) — AV, @) + £V, ()]
SV + N {5 | gary (R + Do [[u (87, )| gy ry) Var (w (),
ce qui, a laide de (3.3.1.4), (3.1.12) et (3.1.13), se traduit par :
(4127) V(7)) =iV ()] < 1007N(R + 6)(84)*
RVa(7) + Jwi (w(t7,45)) — wi (w(7,3))] -
Mais d’aprés (3.3.1.4) puis (3.1.12) :
(4.1.28)  |wi (u*(t™,i5)) — wk (u ()]
<2 ”u"(t‘,i;)”oo +2 “u“(t',z1 )” < 40405

Le lemme 4.1.1 dont les hypothéses sont clairement vérifiées est appliqué pour
majorer en (4.1.27) Pexpression kV’(t ). Les contréles a priori (3.3.1.4), (3.3.1.7) et
(3.3.1.9) permettent d’estimer les autres termes :

(4.1.29) [RViF() = RV (07)] < (41y +¢)db.
Pour les indices v qui ne dépassent pas :
(4.1.30) 0<v<7y(e) :=¢/50,
I’inégalité (4.1.29) se précise selon :
(4.1.31) [RVE@E) = iV (t7)] < 2e6%.
On utilise de nouveau ’identité (4.1.3) pour écrire :
(4.1.32) RVEET) 20V + RV () — iV ()] +1Va).

L’inégalité (4.1.14) du corollaire 4.1.1 s’obtient en reportant (4.1.6) et (4.1.31) en
(4.1.32). O

4.2. Analyse géométrique

4.2.1. Onde de détente rétrograde. — Ce second chapitre est consacré a quelques
commentaires concernant les ondes qui sont de premiére catégorie. La trajectoire sui-
vie par une onde a avec Ca, égal & 1 commence & l'instant initial. Elle décrit une
courbe qui est continue et affine par morceaux.

Soient 8 et v deux ondes qui partagent le méme type (en d’autres termes, on a
tg égal & t,) et qui sont initialement situées en des points distincts. Les trajectoires
des ondes (3 et 7y peuvent éventuellement se croiser. Dans ce cas, ces deux ondes
occupent la méme position aprés I'instant d’interaction. Ainsi une onde « présente
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a l'instant T' peut provenir d’ondes qui au départ sont éloignées les unes des autres.
Cette éventualité est illustrée sur la figure de gauche du dessin pour laquelle on a :

(4.2.1.1) zg(0) # 2,(0), zg(T) = z,(T).

>

x

Figure 1. La fléche indique le chemin rétrograde suivi par une onde de raréfaction

Soit o une onde qui est placée & l'instant T~ . La base Bf (o) & un instant ¢~
inférieur & T de U'onde a regroupe ’ensemble des discontinuités § qui satisfont le
critére :

(4.2.1.2) Bl (a)
= {B; 25(T) = za(T), 7" <t, Nag(s™) = Nao(T ™), Vs €]t,T1}.

Si 'onde « est un choc, la base Bl (a) peut éventuellement contenir plusieurs
discontinuités distinctes les unes des autres. La situation est différente lorsque ’onde
a est une raréfaction. En effet, comme deux ondes de détente ne peuvent en aucun
cas interagir entre elles, aucune ambiguité n’est possible. L’onde « se prolonge dans le
passé nécessairement suivant I'unique onde de détente dont elle provient. En d’autres
termes, il existe un unique parcours rétrograde conforme 4 la notion de catégorie.

En notant # le cardinal d’un ensemble, on a :

(4.2.1.3) BT (o) =1, Vt € ]7", T si Nao(T~) =1,
soit encore :
(4.2.1.4) 318, 25(T) = z4(T) et Nag(s™) = Nao(T7), Vs € |7i" 7).
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Lorsque ’onde o est de premiére catégorie, le parcours rétrograde parvient obliga-
toirement jusqu’en ¢t = 0. Le point X, qui marque la position de I’onde 8 4 I'instant
initial :

(4.2.1.5) Xo:=25(0), Nao(T7)=r, Ca(T)=

est alors appelé la racine de 'onde a.

REMARQUE 4.2.1. — Soit « une onde de détente qui est de premiére catégorie a
l'instant T . Le long d’un chemin rétrograde associé & la discontinuité o (qui est
figuré en trait épais sur le dessin page 67), application qui & ¢ associe la force a(t) se
comporte, & une erreur négligeable prés, comme une fonction décroissante du temps.
Cette propriété s’obtient en interprétant le corollaire 3.3.2.1 sous les hypothéses du
lemme 4.1.1 (se reporter aussi & (4.1.7)). On a :

(4.2.1.6) 1-e)a(T;) <alt™) < (1 +e)a(0h), tel0,Ts).

<

4.2.2. Domaine d’expansion rétrograde. — Parmi les ondes de raréfaction ap-
prochées qui sont de type k, de premiére catégorie et situées a 'instant Ts & I'intérieur
de 'intervalle I, certaines partagent la méme racine. Ces discontinuités sont regrou-
pées selon ce critére en J paquets qui sont indicés par Pentier j.

Les paquets d’ondes (al, ., N, )1<j<J en question sont déterminés en appliquant
les critéres suivants :
(4.2.2.1) i1 <za(T5) < <z ! (Ts) < Ty (Ts) <

] 1

"<Zy (Ts5) <z i1 (T5) < --- < xyr (Ts) < ia.
7 1 NJ

(4.2.2.2) tyg =k, Cay(Ty)=1, 1<p<N;, 1<j<J
(4.2.2.3) Na, (t7)=r, Vt€]0,T5], 1<p<N; 1<j<J
(4.2.2.4) Xagv_jl_l <Xy =--= Xak]_ <X, 1<j < J

De chaque position Xa{ partent exactement v, discontinuités. Ces discontinuités
sont obtenues en découpant en v, morceaux égaux I'onde de détente qui apparait
lorsque le probléme de Riemann posé a linstant initial & ’emplacement X o est
résolu de maniére exacte. Ces ondes évoluent avec le temps. Elles forment un eventall
qui a tendance & s’étendre en espace.

Pour une loi de conservation scalaire, seules sont présentes les ondes de premiére
catégorie. La largeur de I’éventail peut alors diminuer suite & I’interaction des ondes de
raréfaction (qui bordent les paquets d’ondes) avec des chocs (ce point est illustré sur
la figure gauche du dessin). Les paquets d’ondes représentent exactement ce qui reste
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X 1 X s xz

51 51

Figure 2. Les deux paquets d’ondes extrémes (af,ad) et (af, a3, ad

A l'instant final Ts de ’onde de détente initiale, une fois que toutes les cancellations
ont eu lieu.

Pour les véritables systémes (avec N > 3), la notion de paquet d’ondes est plus
élaborée. Plusieurs phénoménes nouveaux viennent s’ajouter aux particularités déja
citées au paragraphe précédent. Par exemple :
+—— La vitesse d’expansion de ’éventail se trouve modifiée lorsque le paquet d’ondes
est traversé par des discontinuités de type p différent de k.
~—— Plusieurs ondes de type k (qui alors sont nécessairement de deuxiéme catégorie)
peuvent &tre créées a l'intérieur des paquets d’ondes (se reporter & la figure droite du
dessin). Leur présence peut provoquer la transformation (suivant le schéma indiqué en
(4.1.13)) de certaines ondes de raréfaction de premiére catégorie en chocs de deuxiéme
catégorie.

La notion de paquet d’ondes apporte des informations utiles. On s’intérésse en
particulier au chemin suivi par les discontinuités de premiére catégorie placées aux
positions extrémes de chaque paquet d’ondes.

On introduit :

DEFINITION 4.2.2.1. — On appelle domaine d’expansion rétrograde de type k asso-
cié & un intervalle I de longueur 1 situé & l'instant 75 ’ensemble :

(4.2.2.5) Pu(l; k) := {(t,y); 0<t<Ts,djel,J],ye€ ]wag (1), xa]N(t)]}
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Comme 'indique sa notation, cet ensemble dépend de I'indice p car il est construit
en considérant les discontinuités de la solution approchée u*(t, ). Sa section & I'ins-
tant t est désignée & ’aide du symbole :

(4.2.2.6) St(k):={y; Ij€[1,J], y € ENIONENS ®]}.

Elle est formée de J parties connexes disjointes qui d’apreés le controle indiqué en
(3.3.2.10) sont toutes contenues & U'intérieur de I'intervalle :

(4.2.2.7) S (k) € I (k; Os).
La majoration (3.3.3.17) et 'inclusion (4.2.2.7) impliquent :
(4.2.2.8) M(SE(ER)) < |LT(s (k; <>5)| <2, 0<t<Ts,

ot le symbole M désigne la mesure de Lebesgue.

D’aprés les identités qui sont écrites en (4.2.2.4), la base de chaque paquet d’ondes
se réduit & un point. En d’autres termes, la section S§ (k) n’est autre que 'ensemble
vide. Cette information permet de préciser a 'instant initial I'inégalité (4.2.2.8) selon :

(4.2.2.9) M (S (k) = 0.

La vitesse a laquelle le domaine P, (I;k) s’étend est une fonction constante par
morceaux dont la valeur & un instant ¢ s’exprime comme la dérivée d’'une somme :
a [
I — A .
(4.2.2.10) Wult) = Z(wah (t) = 2,5 (1))

j=1

En dehors des interactions, chaque discontinuité af, se propage a la k*™ vitesse
caractéristique correspondant & I’état qui est placé juste & droite du point Toi (#).

Autrement dit :

% {2a®} = Mt 5.

Compte tenu de la relation (4.2.2.11), la somme écrite en (4.2.2.10) s’écrit aussi
sous la forme :

(4.2.2.11)

J
(4.2.2.12) WVu) =D (T ay (7)) = M (w2 ()]

Les ondes contenues & I’instant ¢ & l'intérieur de la section Sf‘(k) sont triées selon
leur type a et leur catégorie £. Leurs contributions respectives sont regroupées dans
les 2N fonctionnelles suivantes :

(4.2.2.13) SVu(t™) =T}, > at™),
{e; 2o (t) €S (k) t(2)=a,Caq (t~)=L}
pour {=1,2,a=1,...,N.

La définition (4.2.2.13) considérée pour un indice a égal & k préte a confusion. Il
faut préciser si les ondes bordantes o] et ajvj interviennent ou non dans la somme.
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Par convention, les ondes a{ ne sont pas comptées tandis que les ondes ag\,j le sont
(ce choix est en accord avec la position des parenthéses en (4.2.2.6)).

Soit o un choc de type k qui est contenu & linstant ¢~ a lintérieur de la région
Pu(l;k) :

(4.2.2.14) dje[1,J], T, (t) < za(t) < Tod, (t).
Clairement :

(4.2.2.15) Ty (s) <zp(s) < a:agvj (s), Vse[ryi,t], VBeBia).
Comme :

(4.2.2.16) Nag(s™) =¢, Vse]rii ¢, VgeBi(a),

Pencadrement (4.2.2.15) mis en paralléle avec les conditions (4.2.2.3), (4.2.2.4) im-
plique forcément :

(4.2.2.17) 5 >0, VBe€ Br.n.( ).

En d’autres termes, tout choc de type k qui est contenu & l'intérieur du domaine
Pu(I; k) est nécessairement de deuxiéme catégorie. Cette propriété permet d’affirmer
que l'expression f,ﬁ V,.(+) regroupe en fait la somme de toutes les forces a{, (du moins
étendue aux indices p différent de 1) :

J Nj
kI - P —
(4.2.2.18) PVe) =)D ad(tn)
j=1p=2
4.2.3. Un contréle en variation. — La somme des forces des ondes de raréfaction

de premiére catégorie qui sont présentes & I'instant T a 'intérieur de 'intervalle I ne
peut pas dépasser un certain seuil :

PROPOSITION 4.2.3.1. —

Pour tout € contenu dans l’intervalle 10, 1], il existe un entier u'(c) et un nombre
réel positif §°(e) tels que pour tout § dans ]0,6%(g)], tout p dans [u'(g), o[ et tout R
dans 10, R (¢)], on ait :

T&
Z/ T)dt| + €.

=1

(4.2.3.1) Ts IVHT;) <1+ Z
k#a=1

Preuve de la proposition 4.2.8.1. — On pose :

(4.2.3.2) [:= max max |I},|.
1<k<N 1<a<N
(4.2.3.3) 82(e) == 8L (), ¢ := € ,
1000N (1 + T + Dy)
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Avec ces conventions, le lemme 4.1.1 implique :

m
(4.2.3.4) Iyr(t=) < &0y T
1000N(1+T + D)

I|=1, 6€]0, &2()], Vtel[0,Ts], m€lus,00[, 1<k<N.

Par ailleurs, l'inégalité (3.3.1.10) et les définitions (4.1.7) et (4.2.3.3) fournissent la
majoration grossiére :
(4.2.3.5) o8 <26 <28%(e) <1

L’indice u'(g) est sélectionné de maniére & ce que :
(4.2.3.6) 100/v, <&, Yp € [u'(e), o0l

L’entier u est désormais fixé supérieur & p!(g). Chaque différence qui intervient en

(4.2.2.12) est décomposée sous la forme d’'une somme qui fait intervenir I’ensemble
des sauts intermédiaires de expression A (u”(¢,-)) :

(4.2.3.7) M (u (17 (D)) = X (w17, 2, (5)7)

= Z e (™, ze(®)1)) — M (w(t, zp(t) 7))
8 2(0€le 5 (D25 O]

J

En mettant a profit (1.2.8), (1.3.6), (3.1.12) et (3.3.1.9), on voit apparaitre :

(4.2.3.8) }Ak(uﬂ(t*,m(tﬁ))—Ak(u“(t ,24(t)7)) — Thys)B(t —)’
< Du|B(t7)] 45

Comme I'inventaire des ondes établi en (4.2.2.13) est exhaustif, il vient en utilisant
(3.1.13), (4.2.2.8), (4.2.2.12), (4.2.3.7) et (4.2.3.8) :

kylt(t ZZZ Vu

La relation (4.2.2.10) est intégrée entre les instants 0 et Ts. En tenant compte de
(4.2.2.9), on obtient :

(4.2.3.9) < 15N Dy (84)2.

Ts J
(4.2.3.10) / ()t = Yy, (T3) =, (T9).
0 j=1 J

D’aprés les encadrements cités en (4.2.2.1), les points Ty (Ts) sont tous contenus
a intérieur de l'intervalle I. Comme par hypothése, cet intervalle est de longueur 1,
ona:

J
(4.2.3.11) Z[xa%_ (T5) = 2, (Ts)]| < 1.
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L’inégalité (4.2.3.9) est intégrée entre les instants 0 et Ty :

[Moon-5 5 [

£=1 a=1

(4.2.3.12) < 15N D, T5(58)2.

L’identité (4.2.3.10) est reportée en (4.2.3.12). L’inégalité obtenue est interprétée
a la lumiére de (4.2.3.11). Il vient :

Ts Ts
(4.2.3.13) / DEVa(tT)dt < /
0 0

bV

+1+ 15N D, T5(5%)>

S [S [Mrie

£=1

k;éa 1
La remarque 4.2.1 signifie dans le contexte du lemme 4.2.1 :
(4.2.3.14) (1- E’)a{,(T{) <ot ) (1+¢€)ad(0T),
Compte tenu de 'identité (4.2.2.18), les encadrements indiqués en (4.2.3.14) im-
pliquent :
(4.2.3.15) TiV(tT) = (L—€PiVu(Ty), Vtelo,Ts).

Toutes les ondes de raréfaction approchées de type k et de premiére catégorie qui
sont, contenues & l'instant T & lintérieur de 'intervalle I ne sont pas répertoriées en
(4.2.3.15). Pour obtenir un décompte exhaustif, il faut compléter avec les ondes o :

J
(4.2.3.16) ’;;,{vu(r);(1—5')£V“+(Tg)—(1—5)2@(1’5), vt e]o,Ts).

La remarque 4.2.1 est de nouveau invoquée (ou encore (4.2.3.14)). Elle permet
cette fois-ci de majorer la somme qui est placée & droite de ’inégalité (4.2.3.16)
conformément & :

J J
(4.2.3.17) Y al(Ty) <(1+) Y af(0h).
j=1 Jj=1
D’aprés Pinclusion (4.2.2.7) et 'inégalité (4.2.2.8), toutes les racines Xa{ sont conte-
nues a 'intérieur d’un intervalle de longueur inférieure a 2 :

(4.2.3.18) X, € I35 (k; Os),  Vj€[L,J],
avec :
(4.2.3.19) ]IOT“ (k; <>5)' <2

D’apreés le procédé de découpage décrit en (3.2.3), exactement v, discontinuités non
admissibles partent de chaque point X i Ces discontinuités partagent la méme force,

égale a Oi/ v, avec pour 0i la force de I'onde de raréfaction de type k qui apparait
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lorsque le probléme de Riemann posé au point Xa;l- est résolu de maniére exacte. La
condition (3.1.7) associée aux informations (4.2.3.18) et (4.2.3.19) permet de controler
en fonction du paramétre v, la contribution apportée par les forces aJ (0) :

J J
. 1 . 1 -
J _ J loc .
(4.2.3.20) ]§_1a1(0)_—yu j}_lek < 7 Ta(km)(hu())

" ar:I,

3 —loc: 364
< V(R () <
vy, vy
Le controle (4.2.3.20) est reporté en (4.2.3.17). L’expression obtenue est ensuite
plongée en (4.2.3.16) :

(4.2.3.21) PVu(tT) = 1= NV (Ty) — 3(1—€”)o% /v, V€O, Ty).
L’inégalité (4.2.3.21) est intégrée de 0 & T :

Ts
(4.2.3.22) /0 BIV(E)dt > TsEVHTY ) — € TshViF (Ty) — 384T .
D’aprées (3.1.13), (4.1.3), (4.2.3.3) et (4.2.3.5),0n a :

(4.2.3.23) e'T5iV,H(T;) < 'TspVE(Ty) < 5e'T5dy < 105'(% + 1)6
< ¢/(30+100%(¢)) < 35¢' < <,
Par ailleurs, les deux controles (4.2.3.5) et (4.2.3.6) conduisent & :
(42324) 30Ts/v, < 65(3 +1) /v < (184 65°()) /v,
<21/v, <e/4, Vpe[u'(e), 00l
Les majorations (4.2.3.23) et (4.2.3.24) sont placées en (4.2.3.22) :
Ts
- _ €
(4.2.3.25) TshV,H(Ty) < /O URVu(tT)dt + 5

L’inégalité (4.2.3.4) interprétée a laide de I'inclusion (4.2.2.7) et du controle (4.2.2.8)
fournit avec (4.2.3.3) :

o = [T 1T (0s)
(4.2.3.26) / ’g:,ﬁvy(t‘)ldtél“/ 1 k08 (=
0 0
< 20 Tse'ly < (124 46%(e))Te’ < 14T’ < e/4.

Par ailleurs, d’aprés (4.1.7), (4.2.3.3) et (4.2.3.5), on a :

(4.2.3.27) 15N D;T5(65)* < 60N D, (% - 1)52

< 240ND;182(e) < 240N Dy <&
1000N(1+T +D;) 4
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Les majorations (4.2.3.26) et (4.2.3.27) sont reportées en (4.2.3.13) puis I’ensemble
obtenu est plongé en (4.2.3.25). On voit ainsi apparaitre 'inégalité (4.2.3.1) de la
proposition 4.2.3.1. O

4.2.4. Décalage sur les vitesses. — Les quantités intégrales qui sont placées
& droite de linégalité (4.2.3.1) traduisent le décalage que provoque sur la vitesse
d’expansion du domaine P, (I; k) la traversée de cette région par des ondes qui sont
de premiére catégorie et dont le type a est différent de k.

A V’aide de (4.2.2.7), (4.2.2.8) et (3.1.13), on obtient facilement le controle grossier :

2
Y eevultT)
=1

ce qui & fortiori conduit simplement & :

(4.2.4.1) <1665, t€[0,Ty],

2

Ts I
£ [t

£=1

(4.2.4.2) < Constante.

La majoration (4.2.4.2) manque de précision. Le fait est qu’il se produit un phé-
nomeéne de cancellation. Les ondes de détentes et les chocs de type a qui traversent
successivement la région P, (I; k) décalent la vitesse d’expansion dans des directions
opposées. Ces effets se compensent et donnent lieu finalement & des estimations plus
fines :

ProprosITION 4.2.4.1. —

Pour tout € contenu dans l’intervalle 10,1], il existe deuz nombres réels positifs
notés 5°(c) et y%(e) tels que pour tout contréle & dans )0,8%(¢)], pour tout rapport
d’influence R dans )0, R'(€)], pour tout nombre v dans ]0,~v%(¢)] et pour tout entier
p dans [pt(g), 00|, on ait :

2 LTy
(4.2.4.3) Z/ cVu(tT)dt| <e, 1<a#k<N.
=1 0
Preuve de la proposition 4.2.4.1. — Pour simplifier la discussion et les dessins, on

suppose A = 0. Dans ce qui suit, seul le cas d’un entier a strictement supérieur &
lindice k est envisagé. Les autres situations (& savoir a < k c’est-a-dire A, < 0) se
traitent & I’aide d’arguments semblables.

La démonstration, assez technique, se déroule en plusieurs étapes.

i) Temps d’entrée et de sortie.
Le domaine d’expansion rétrograde P,(I; k) peut s’écrire comme 'union de ses
composantes connexes :

J
(4.2.4.4) Pu(lik) = | Pi(I; k).

i=1
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Plus précisément, les ensembles PJ (I; k) sont définis comme étant :
(4.2.4.5) PhI; k) = {(t,2); 0 <t <Tp,z,5(t) <z < Tog, ®)}.

Plus généralement, 'indice j est ajouté en haut a droite de toutes les expressions qui
ont été introduites lorsque seule la région PZ (I; k) se trouve concernée. Par exemple
le symbole S* (k) désigne la section a Iinstant ¢ du domaine Pi(I;k). Avec cette
convention, on a aussi :

(4.2.4.6) iyl{(t) = % {(aza;-vj (t) — Ty (t))} .
I Z a(t™).

{a; 2o (t)€SH (k) t(a)=a,Caq (t~)=£}

Il

(4.2.4.7) V()

D’aprés la condition de stricte hyperbolicité (1.4.3) et la majoration obtenue en
(3.3.2.10), on a :

(4.2.4.8) sup g (u(t, @) — A (uh(t,2)) >
(t,z)€[0,Ts] xR

It

L’inégalité (4.2.4.8) signifie qu’une onde § de type a qui, a l'instant ¢, se trouve
située a gauche du point z,; () :

(4.2.4.9) z(t) < Ty (1),

se rapproche du domaine PZ(I ; k) lorsque le temps évolue. Il se peut qu’elle atteigne
cette région avant I'instant d’arrét Ts. Soit alors En’ (3) 'instant d’entrée, c’est-a-dire
le nombre qui réalise :

(4.2.4.10) z5(En’ (8)) = 2,5 (En’(B)).
De méme, on introduit I'instant de sortie So’ (), c’est-a-dire le nombre qui vérifie :
J — . J ; )
(4.2.4.11) zg (S0’ (8)) = Ta,, (So?(B)) si Ta, (Ts) < 25(Ts),

avec pour autre convention :
(4.2.4.12) So’ (B) = T si 2o (Ts) < 25(Ts) < @,y (Ts).
i

Les ondes qui sont de type a sont regroupées en fonction de leur instant d’entrée &
lintérieur du domaine P, (I;k) :

(4.2.4.13) »'0} =
{B; tg =a, 7" <n,zs(n) < ,41(n), n <En'(8) <n+1}.

Le symbole ; oc{t (B) est utilisé pour désigner la durée que met I'onde B pour
traverser le domaine P} (I; k) :

(4.2.4.14) toch (B) == S0’ (8) —En?(B), Be 'Ol
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La trajectoire de I’onde 3 suit un chemin lipschitzien qui coupe transversalement
le domaine Pﬁ(I ; k) suivant un arc de courbe dont la longueur est repérée par la
notation :

, So?(8) 12
(4.2.4.15) Lod, (B) = / (1+ 25 (8)?) 2 at.
Eni (B8)
LEMME 4.2.4.1. — Sous les hypothéses de la proposition 3.1.1, il existe deuz cons-

tantes positives D1g et D11 (ot le nombre Do est sélectionné entier) telles que lon
ait :

(4.2.4.16) z5(t) € SF(k) = So’ (8) <t + Dyo, D1o € N*.

i J
(4.2.4.17) i o<l () — x5 2imltay, (n) = 2oy ()]} < Dud,
Be®Ol, 0<n<Ts—Dyo—1.

Prewve du lemme 4.2.4.1. — On pose :

(4.2.4.18) Dio := E[4/¢] + 1.
D’aprés (4.2.2.8) :
(4.2.4.19) Jig(t) € S{L(k) = 0< xaIJvJ (t) — xg(t) < 2.

D’apres (3.3.2.10) :

(4.2.4.20) zg(t) + Aa D10 — (D10/4 < z5(t + D).
(4.2.4.21) oy, (t+ D1g) < oy, (t) + Mg D1o + (D1o/4.

Le choix effectué en (4.2.4.18) associé & (4.2.4.19) et (4.2.4.20) garantit :
(4.2.4.22) Zag, () + MDao + CZ“’ < z5(t) + AaDio — ai“),
ce qui implique & la vue de (4.2.4.20) et (4.2.4.21) :

(4.2.4.23) So”(B) < t + Dio.

Une onde de type a qui appartient & ’ensemble Z’IO}I pour un entier n inférieur &
Ts — Do — 1 sort du domaine P, (I;k) & un instant antérieur & En'(8) + Djo. Cette
remarque associée a (3.3.2.7) conduit a :

. En'(8)+D1o 1/2
(4.2.4.24) Zzoc; (B) < / (1+ 2j4(t)?) " “dt < V2Dso.
j=1 En!(B)
Toujours d’aprés (3.3.2.7), on a :

(4.2.4.25) o, (B) < oo, (B) < V2i0d, (B).
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A PILE)  PALE)  PHIK)

S03(8) o 3 B t — zp(t)

En'(B) e

Figure 3

La limitation (3.3.2.10) imposée aux différentes vitesses de propagation garantit
Pencadrement :

2o, (En/(8)) -z, (En’(B)) |
(4.2.4.26) : < o, (B)

)\a - )\k + 2<>5
2, (Eni(9)) — o, (Eni(8))

<
)\a - /\k - 2<>6
En utilisant (1.4.3), (3.3.2.10), (4.2.4.25) et (4.2.4.26), on obtient :

(4.2.4.27)

eoc), (B) — (:vagvj (En(8)) = z,; (En’ (8)))/(Xa = i)

< 4Qs 1 od, (B) < 805 = ocl, (B)
(Ao = A +205)(Aa — Ak — 205) ¢? ’
d’ot lon déduit avec (4.2.4.24) :

(4.2.4.28) Ztoc’ “Tn _A Z[ma] (En’(B)) — 2,4 (En? (6))]’
< 1213412005
La définition (4.2.4.6) permet d’écrire :
J
(4.2.4.29) Z[z i, (En/(8)) -z, (En’(8))]
=1

J J
= Yl ) =g+ Y [ Tupwon(LVi s
=1 j=17R

MEMOIRES DE LA SMF 75



4.2. ANALYSE GEOMETRIQUE 75

La majoration (4.2.3.9) est interprétée en distinguant selon les différents indices j.
Cette manipulation fournit :

J N 2
(4.2.4.30) D I mns @ ($EVA(sT) = DD eeVi(sT)]| < 1N D1 (85).
j=1 a=1¢=1
Par ailleurs, on a :
J N 2 . i
(4.2.4.31) SO TD eiVi(sT)| < 15NTé.
j=1la=1¢=1

En définitif, on obtient :

J J
; 1
(4.2.4.32) Zt‘xfz (8) = S Z[%;’Vj (n) =z (n)]
j=1 Jj=1
< (240D109A4; + 30NCD1o(T + 2D16))8/¢? < D116,
a savoir (4.2.4.17) pour un choix convenable de la constante Dy;. O

i1) Mise en forme du probléme.
Les ondes (87)1<4< ui sont contenues dans I’ensemble 'O} sont rangées en
q <9<Qn q k n
ordre croissant suivant leurs positions respectives a l'instant n :

(4.2.4.33) zgp(n) <zgp(n) <---<zgp(n) < - <zgy _ (n) <zgy (n),

I
pour 37 € " O,.
Le classement effectué ci-dessus reste conservé (au sens large) lorsque le temps
évolue :

(4.2.4.34) wop(t) < <app(t) <~ <agy (1), t=n.
Toutefois certaines discontinuités peuvent s’assembler. Par exemple les ondes suc-

. 19
cessives 37 , By, 41, - - - Bgs—1 €t B, peuvent se confondre a I'instant ¢ (avec t > n) en
une seule onde 3. Dans ce cas, la force 5(t) de 'onde 3 est décomposée sous la forme :

(4.24.35) B(t™) = B2 (n) + BL 41 (n) + - -
+ B _1(n) + By, (n) + Err(B(t 7)) = Exa(B(t™)) + Err(8(t7)),
avec :

(4.2.4.36) zgn

n () <@gy () = =gy () <2y, (1)

Une fois passé I'instant n, il se peut que des ondes de type a apparaissent (a l’issue
d’interactions) entre les deux discontinuités bordantes 3} et ﬂgn. Les ondes en ques-
tion sont alors de deuxiéme catégorie au moment de leur création. Elles poursuivent
ensuite leur chemin. Quelques unes se trouvent absorbées au passage des disconti-

nuités 8. Dans ce cas, leur contribution est gardée en mémoire au niveau du terme
d’erreur Err(8(-)).
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D’autres ondes, par exemple -y, restent libres en ce sens ot :
(4.2.4.37) zap(t) < -+ <zgn(t) <z4(f) < zpn, (1) <--- < :cﬁln_l(t),

avec t € [n,n + D1g + 1], t, = a.
Il est naturel d’adopter en ce qui concerne les ondes v qui satisfont le critére
(4.2.4.37) la convention d’écriture suivante :

(4.2.4.38) Err(y(t7)) :==(t7), Exa(y(¢t7)) := 0.

Les discontinuités sont regroupées selon leur position :
(4.2.4.39) “TOL@1) :=

{a; ta = a, xa(t) € Stu(k)? Ty (t) < xa(t) < x/fj;_l(t)},

pour n € [0,Ts — Do — 1] avec par extension pour le départ et ’arrivée :
(4.2.4.40) TOL (1) := {0 ta = a,z4(t) € SI(K), zgp, () < za(t)},
pour t € [0, T;].
(4.2.4.41) STOL(1) == {a; ta = a,24(t) € SI'(K), za(t) < @ r-pio-1 (1)},

pour t € [Ts — Do, Ts).
Les quantités intégrales qui sont placées & droite de I'inégalité (4.2.3.1) sont dé-
composeées conformément & la partition ainsi réalisée :

2 Ts
(4.2.4.42) Z /
D10 1

- Z / ) () (CTVI(E) + V(7)) dt

n=0
Ts . Ts
+/ ,Z”V,;“(t—)dt+/ PV () dt
0 0

En ligne (4.2.4.42), on a posé :

(4.2.4.43) LVntT) = T, > Exa(a(t™)).
{a; a1 OL(8)}
(4.2.4.44) Vi) = T%, > Erx(a(t)).
{o; a€p OL(O}
(4.2.4.45) ity = T, Y. e(tT), xe€({infi}.

{o; aciTOL(1)}

La majoration évidente :

(4.2.4.46)

a.f V;(t-), < 15NTs%, € {in,fi},
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associée a la propriété (4.2.4.16) fournit :

Ts I
/0 Sy ) dt

1l reste & évaluer les différentes expressions :

(4.2.4.47) < 30NDy I8, « € {in,fi}.

Ts
(4.2.4.48) / ]I[n,T5] (t_):”,ﬁvg(t—)dt , *x € {e,d}, n e [0, Ts — Do — 1].
0

i1i) Des quantités négligeables.

La quantité g;ivg(t-) est constituée d’'une somme d’expressions. Ces expressions
comprennent les forces d’un certain nombre d’ondes de deuxiéme catégorie (dont cer-
taines sont absorbée par les 37 tandis que d’autres ne le sont pas) augmentées de
perturbations induites par le croisement de discontinuités de type a avec des discon-
tinuités de type b différent de a. L’ensemble de ces contributions est négligeable en ce
sens ou :

LEMME 4.2.4.2. — Pour tout entier n dans [0,T5s — D1g — 1], on a :

Ts
(4.2.4.49) /0 Jl[n,m(t—)g;ﬁvg(t—)dt < Dypé2.

Preuve du lemme 4.2.4.2. — On pose :

(4.2.4.50) [n,n+Dio+1] 3t (Qn(t™) = Y |a(t™)]]|8¢7)].
aAfITtlﬁ

En (4.2.4.50), lintervalle J! désigne (se reporter a (3.2.13) et (3.2.15) pour des
explications en ce qui concerne les notations) :

(4.2.4.51) Tto= (15 e (k:00) 70 ().

Notez le principe qui est a la base de cette construction. D’aprés I'inclusion (4.2.2.7),
Pensemble ¥, ;, ., (k) est entiérement contenu dans lintervalle I o Dyo+1(K; Qs). Par
conséquent, le potentiel quadratique 1 Q,, (™) rassemble (en particulier) toutes les in-
teractions susceptibles de se produire entre les instants n et n + Do + 1 & l'intérieur
de la région P, (I; k).

Une fonctionnelle auxiliaire est introduite :

(4.2.4.52)  LF.(t7):= 1%, > [Err(a(t™))| +20(R + 8)£ Qu(t).
{a; a€P'OL(1)}

Clairement :

(4.2.4.53)

SR <IFa), b€ n+ Dio+ 1]
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Par ailleurs, d’aprés (3.1.13) et (4.2.2.8), on a :
(4.2.4.54) I Fa(n™)

Il

20(R + 6)LQn(n™)
2T(R + ) (20(2 + D1g)N6L)?,

N

D’aprés la propriété (4.2.4.16), les intégrales qui sont considérées en (4.2.4.49) sont en
fait étendues & un intervalle dont la longueur ne dépasse pas la valeur Dig + 1. Cette
remarque associée a (4.2.4.53) et (4.2.4.54) montre qu’en vue d’établir la validité
(pour une certaine constante Djs) de la majoration (4.2.4.49), il suffit de prouver
la décroissance de I'application qui & ¢ associe iﬁn(t_). Or ce dernier point résulte
facilement de ’estimation d’interaction qui est rappelée en (1.3.15). O

iv) Un phénoméne de cancellation locale.

Ce paragraphe est consacré a I’évaluation de 'expression intégrale qui en (4.2.4.42)
se rapporte a la quantité j;,{vg(t—). Par lintermédiaire de la fonctionnelle « Exa»,
chaque discontinuité 37 apparait uniquement sous la forme de sa force 37 (n) a l'ins-
tant n. En conséquence de quoi, la contribution qu’elle apporte s’exprime comme
étant le produit de By (n) avec la durée passée par I'onde 37 a l'intérieur du domaine
Pu(I; k), & savoir : -

Ts Qn J )
(4.2.4.55) /0 Ty ()2 0Vn ()t =T, S B2 () (3 vod, (B7)).
g=1 1

Jj=
En appliquant le lemme 4.2.4.1 avec (3.1.13), on voit apparaitre :

k J

T; Qn
| B e = o (Yl () = g ) (3 55)

j=1
~ Qn ~
(4.2.4.56) <IDus(d |Br]) < 100Dy, 6%
q=1
D’aprés (4.2.2.7) et (4.2.2.8), on a :
1< 2
2.4. — i -, < 5.
(4.2.4.57) Y (Z::[%Nj (n) — 2, (n)]) c

J=1

Le phénomene de cancellation se lit au niveau de la somme des 3. En suivant la
démarche effectuée en (4.1.25),..., (4.1.29), on obtient :

Qn
A
g=1

<

(4.2.4.58)

wa (u? (7, 265 (1)) — wa (u* (0™, 25; (n)—))( + 785 < 8274.
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Le gain obtenu en (4.2.4.58), par rapport & une estimation en valeur absolue,
concerne I’apparition du facteur v (qui peut étre rendu aussi petit que souhaité).
En définitif, on trouve :

Ts
| B v e

(4.2.4.59) < 180078/¢, VYn €[0,Ts — Dy — 1).

v)Recollement des estimations.
Les informations qui ont été obtenues en (4.2.4.47), (4.2.4.49) et (4.2.4.59) sont
reportées en (4.2.4.42). 1l vient :

Ts 5
(4.2.4.60) Z / . (t7)dt| < 60N D6
+(Ts — D1o)(D126 + 180Ty/()8.
Comme :
(4.2.4.61) Ts — Do <Ts5—1<3/6,

il est possible de remplacer (4.2.4.60) par la majoration :

Ts - 5
(4.2.4.62) ¢ Vu(t™)dt| < 60NDyol'd + 3D126 + 5400y /¢.

Les inégalités qui sont écrites en (4.2.4.3) sont garanties dés lors que les deux
controles 6% (g) et v2(¢) sont choisis conformément 3 :

(4.2.4.63) 8%(e) := min(6®(e);6/(120N Dyol + 6D15)).

(4.2.4.64) v2(e) := Ce/1080F.

4.3. Décroissance BV

Les estimations en variation qui font ’objet de la proposition 3.1.1 peuvent &tre
ameéliorées lorsque le rapport d’influence R est situé en dessous d’un certain seuil R :

THEOREME 4.3.1. —

Il existe une constante positive R telle que tout systéme de lois de conservation
associé a un flur F(u) qui admet un rapport d’influence R inférieur a R vérifie la
propriété suivante :

Il existe deux constantes positives § et 7 et un indice O (compris strictement entre
0 et 1) tels que le probléme de Cauchy (H) associé & une condition initiale h(z) du
genre (v, 8) avec :

(4.3.1) 0<d<det0<y<7,
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admette localement en temps une solution faible qui est notée u™(t,z). La fonction
u®(t,x) est définie sur le domaine [0,Ts] x R. Elle est obtenue comme la limite dans

L},.(R) d’une suite estraite de la suite de solutions approchées (ut(t,z)) De

reE(m,00[
plus, Uapplication qui a t associe u™(t,-) est décroissante au sens large sur lintervalle

[0, T5] pour la longueur 1 et Uindice ©. En d’autres termes, on a :

(4.32) Vard® (u(Ty ) < oVg25*(h()).
Preuve du théoréme 4.3.1. — Par hypothése :
(4.3.3) Vi (h() =

Par conséquent, il suffit d’établir :
(4.3.4) Vard™ (u(Ty7,7)) < 00y, Vu e [@,ool.
En effet, d’aprés la remarque 2.1.6, I'inégalité (4.3.2) s’obtient par simple passage

a la limite (en faisant tendre 'indice p vers 'infini) au niveau de I'inégalité (4.3.4).
On fixe la valeur des différents paramétres mis en jeu :

e L 58 A28 Rom R(F
(4.3.5) €= oo 0:=6°(E), F:=7°(8), R:=R (5.
Par ailleurs, l'indice p est sélectionné supérieur a :
(4.3.6) p=p=pt(e).

Interprétons sous ces conditions le contenu du corollaire 4.1.1. Si pour tout inter-
valle I} placé a l'instant Ts, on a :

(4.3.7) PVHTT) <208/5, ¥ (k.p) € [L,N] X Z,

alors en appliquant (4.1.24), il vient :
I on < 4 1 "
(4.338) SVATD) < (s + oy )% VP ELN]XZ,

soit encore, d’apres (3.2.17) :

(4.3.9) Vardn (wh(Ty7, ) <95/10, VpezZ,

ce qui implique au regard de la définition (2.1.32) :
(4.3.10) Vlosu (wh(Ty ) < 98 /10.

Autrement dit, le théoréme 4.3 se trouve établi avec pour indice © le nombre réel
9/10. Cette discussion montre que la clé du résultat de décroissance en variation
repose sur les majorations qui sont indiquées en (4.3.7). Celles-ci sont obtenues &
l'issue d’un raisonnement par I’absurde. On suppose que l'inégalité (4.3.7) est mise
en défaut pour un certain couple d’indices (k,p) dans [1,N] x Z :

1k _
(4.3.11) 265 /5 < FV.H(Ty),
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et on prouve que cette hypothése conduit & une contradiction. A cette fin, il suffit

d’invoquer les propositions 4.2.1 et 4.2.4 avec pour intervalle I le segment Ié. Cette
opération fournit 'inégalité :

1

(4.3.12) Ts P VH(Ty ) < 1+ Ne < 1+ 1/30.

Mais d’aprés (4.3.11), on a :

1 1 5 264 I

4.3.1 1+ — < (14 =) —=2Ts < T 7VHIY).
(43.13) r<(rg)emm s <IN @)

Les deux relations écrites en (4.3.12) et (4.3.13) sont clairement incompatibles 1’'une
avec l'autre. Le théoréme 4.3.1 est donc prouvé. O
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CHAPITRE 5

APPLICATIONS

La démonstration du théoréme 4.3 repose sur le principe suivant : le comportement
des solutions de systémes de lois de conservation dont le flux présente un petit rapport
d’influence R est dominé par les effets de vraie non linéarité. Rien d’étonnant donc &
ce que la décroissance de la variation puisse étre établie.

En revanche, aucune diminution n’est garantie en ce qui concerne 'ampli- tude
de la solution. Sur ce point, la seule information dont on dispose est délivrée par
linégalité (3.1.14) : & priori, la norme L* peut étre multipliée & I'instant Ts ol sont
faits les comptes, par un facteur 10. Malgré cette perte d’information, le point de vue
développé dans les chapitres précédents permet d’obtenir des résultats non classiques.
Ces résultats forment le contenu de trois sous-chapitres qui sont indépendants les uns
des autres.

Dans la premiére partie, une durée de vie minimale T§™ pour les solutions qui sont
associées A des conditions initiales grandes en norme BV et petites en amplitude est
rendue explicite. L’impossibilité de prolonger la solution au dela de I'instant T3 pro-
vient du manque de controle sur les estimations L*°. En fait, de telles estimations sont
garanties & condition d’imposer des hypothéses supplémentaires. Deux types d’hypo-
théses sont envisagés dans ce travail. Dans la seconde partie, la restriction concerne la
donnée de Cauchy qui est supposée périodique. Dans la troisiéme partie, la contrainte
porte sur la fonction flux F(u). Elle requiert lexistence d’un domaine d’invariance
pour le probléme de Riemann. Dans ces deux cas de figure, il est possible de construire
une solution pour tout temps et d’en étudier les propriétés de décroissance BV.

5.1. Temps de vie minimal

La condition initiale est choisie du genre (v, d). Les échelles de temps et d’espace
sont ajustées en utilisant d’abord le procédé de normalisation décrit au paragraphe
2.4 et ensuite la relation (1.4.1).
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Dans ce contexte, le résultat de Glimm [G] (ou celui de Bressan [B1]) s’applique
& condition de mettre en ceuvre la propriété de propagation a vitesse finie : Sous
I’hypotheése (3.3.2.7), la valeur prise par une solution u(,-) en un point (¢,z) dépend
uniquement du comportement de la condition initiale h(-) en restriction a I'intervalle
de base |z — ¢,z + t[.

Ce principe permet de construire une solution sur un domaine de la forme [0, TaG ] x
R. L'instant d’arrét T est déterminé en exigeant que la variation calculée sur tous
les intervalles |z — TJG , T+ T5G [ avec z variant dans R ne dépasse pas le seuil 7; mis
en jeu en (0.24) et (0.25).

t
A max  sup  [\i(u(t,2) <1
1SISN (¢ ,2)€[0,TE]x R

¢ |

T
.

M
s Y

|z~ T€, 2+ TF]
Figure 1

Concrétement, il faut imposer :

(5.1.1) Sup V;::Tx—Tf,w+Tf[(h(')) S
z€R
La contrainte (5.1.1) est réalisée pour toutes les données h(z) qui sont du genre (v, )
dés que ’'on a :
(5.1.2) (1+4TF6 <m.

Cette derniére majoration permet d’accéder au comportement asymptotique en §
de la durée de vie minimale T qui est prévue par I’analyse faite dans Glimm [G] :
m 1
5.1.3 |TG - —| =o(5).
( ) § 46 o 8

En fait, il est possible de prolonger la solution (beaucoup) plus loin :

THEOREME 5.1.1. — Soit F'(u) un flux dont le rapport d’influence R est inférieur a
R. Soit h(x) une condition initiale dont le genre (v,d) fait intervenir des paramétres
v et & qui sont astreints a :

(5.1.4) 0<36<d et 0<32y<H.
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Le probléeme de Cauchy (M) associé au flux F(u) et a la donnée h(xz) admet une
solution qui est définie sur un domaine de la forme [0,T¢] x R ou le temps de vie T}
se trouve minoré conformément a :

m 53 v S
REMARQUE 5.1.1. — Pour simplifier les écritures, la solution exacte u* (¢, z) qui a
été construite au chapitre 3 sera désormais notée u(t, z). <
REMARQUE 5.1.2. — Sous les hypothéses du théoréme 4.3, le phénoméne d’amplifi-

cation en norme L™ se trouve atténué (du moins par rapport & I’évaluation grossiére
qui en est donnée en (3.1.14)). En effet, d’aprés le lemme 3.3.2.1, Paugmentation sur
une durée égale & 1 de amplitude se traduit par un facteur multiplicatif qui ne dé-
passe pas la valeur 1 + 100N Dg(R + 5)65‘ . Le cumul de ces contributions conduit &
I'instant d’arrét T & :

(5.1.6) (1+ 100N Dg(R + 8)64) ™ < exp(200N Dg(3 + 6)(R +3)).

La quantité placée & droite de I'inégalité (5.1.6) dépend de (R + 5) et peut étre
rendue aussi proche de 1 que souhaité pour (R + §) suffisamment petit. On pose :

(5.1.7) m := £[-Inl6/Inv] + 1 = o™ < 1/16.

(5.1.8) b:=In2/(m+1) = 1+b< (1+b)™H < 2.

Dans la suite, on supposera que les paramétres R et 0 (dont la valeur est liée &
0 via les relations (4.1.7), (4.2.3.3), (4.2.4.63) et finalement (4.3.5)) sont ajustés de
maniére & ce que :

(5.1.9) (s, M poo(my < (L +0) [1BC)l| Lo m) -

<

REMARQUE 5.1.3. — Décrire avec une meilleure précision le comportement asymp-
totique du temps de vie T} est un sujet d’étude dont les enjeux sont importants.
Grosso modo, dire que la solution se prolonge plus loin signifie qu’il est possible
d’envisager des conditions initiales dont la variation est plus grande. Les deux sous-
chapitres 5.2 et 5.3 s’inspirent de ce principe.

A ce titre, le résultat (5.1.5) est des plus significatif. Il améliore les informations
qui sont délivrées (comme en (5.1.3)) a 'issue d’une argumentation plus classique. <«

La puissance §* qui intervient en (5.1.5) n’est certainement pas optimale. D’autres
choix sont possibles. En fait, sa valeur dépend de la maniére dont est déterminé le
paramétre m qui est introduit en (5.1.7) et (5.1.8). Un examen plus attentif montre
que le comportement en §* peut étre ajusté quelconque, de la forme §* avec k entier.
Néanmoins, une limitation reste toujours présente pour Ty : La solution n’est pas
définie pour tout temps.
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Cette imperfection de notre analyse provient du manque de précision de ’estima-
tion L™ qui est avancée en (5.1.9). Le facteur 14 b apparait a la suite de majorations
en valeur absolue, établies & I’aide de la formule (1.2.10). Cette démarche ne prend en
compte aucun phénomeéne de cancellation. Il est probable (?) qu’une étude plus fine
puisse mettre a jour un meilleur controle que celui qui est avancé en (5.1.9) (& savoir
une réelle décroissance en amplitude). Toutefois, cet aspect du probléme ne sera pas
abordé dans le cadre de cet article.

Pour I’heure, rien ne garantit que le théoréme 4.3 puisse étre itéré indéfiniment.
L’obstacle provient de ce que les traces successives u(Ts, -) ne sont pas stires de pouvoir
s’écrire pour une certaine longueur k sous la forme d’une fonction qui admet un genre
(v, 6) avec :

(5.1.10) §<6, v<7.

Toutefois, lorsque les deux paramétres v et § sont fixés avec une certaine marge
par rapport 4 7 et 6, le résultat 4.3 peut étre répété plusieurs fois. Cette opération
conduit & une autre interprétation de la décroissance en variation locale uniforme. Ce
nouveau point de vue fait 'objet du lemme préliminaire suivant :

LEMME 5.1.1. — Soit h(z) une fonction qui est astreinte d :
(5.1.11) 1A ey <70, 327 <7
(5.1.12) Vieeu(p()) <6, 35<34.

Sous les hypothéses du théoréme 4.3, le probléme de Cauchy (H) associé a la donnée
initiale h(x) admet une solution qui est définie sur un domaine de la forme [0, ;"] xR.
On a lalternative suivante :

(5.1.13) i = o0,
ou bien :
(5.1.14) 8/8 < Ti" < oo.

De plus, lorsque c’est la condition (5.1.14) qui est retenue, la trace calculée a
Uinstant T,ﬁ" de U'application qui & t associe u(t,-) se trouve contrélée conformément
g :

(5.1.15) [ a(TR™, )| oo gy < 278
(5.1.16) Vieeu (w(Tim, ) <26, 16 < k.
Preuve du lemme 5.1.1. — Pour construire une solution locale sous les deux hypo-

theses (5.1.11) et (5.1.12), plusieurs stratégies sont envisagées. Elles distinguent selon

les valeurs prises par la variation locale uniforme de longueur 1 et la variation totale
de la donnée de Cauchy h(z).

1) : ViU (R() <.
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Le théoréme de Glimm [G] est alors invoqué. Il garantit ’existence d’une solution
qui est définie pour tout temps. En d’autres termes, cette situation correspond au
choix Ti» =
i) : Vgt (h()) > m et VEG (A() < 6/16.

En considérant les définitions (4.1.7), (4.2.3.3), (4.2.4.63), (4.3.5) et la condition
(3.3.1.6), on voit apparaitre :

(5.1.17) § < Dsn;.

Cette inégalité associée au lemme 2.1.1 et a 4i) conduit & :
(5.1.18) Vaet (R() = D3Vt (h()) > 6.

Les informations dont on dispose sont collectées :
(5.1.19) Viest (h(-)) < 8/16 < 26 < & < VLo (h(-).

Le lemme 2.1.3 est appliqué en donnant & ¢’ la valeur 24. Il faut trouver Pentier p
qui permet de réaliser la relation (2.1.66). D’aprés (5.1.19), on a nécéssairement :

(5.1.20) 26 < (2p+ 1)V25¥(h(-)) < (2p +1)8/16.
La condition (5.1.20) impose :

(5.1.21) 16 <p<k:=gq.
La conclusion du lemme 2.1.3 s’écrit alors :

(5.1.22) 26 < Vo (h()) < (2 +1/8)4.

ar:K
Le changement de coordonnées O, (dont la définition est rappelée en (2.4.7)) est
effectué. Les nouvelles variables de temps et d’espace sont notées :

(5.1.23) (£,%) = O,(t,x) = (t/k,x/K).

La transformation réalisée en (5.1.23) est une contraction qui a pour effet de chan-
ger la condition initiale suivant :

(5.1.24) h:&—s h(Z) := h(ki).
D’apreés la formule (2.4.9), on a :
(5.1.25) Vars ™ (A()) = Vagii" (h().

D’aprés I’encadrement (5.1.22) puis l'identité (5.1.25) et hypothése (5.1.11), la
fonction h(Z) admet un genre (%,48) qui vérifie :

(5.1.26) 20<06<(24+1/8)6<48, 7<v/2<7.

Les inégalités (5.1.26) permettent de mettre en ceuvre le théoréme 4.3 (avec © =
9/10) dans les variables (%, ). Cette manipulation fournit une solution locale u(f, &).
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Cette solution est définie sur le domaine [0,7j] x R et se trouve controlée a I'instant
T conformément & :

(5.1.27) [ u(T5, - ”Loo(R) (1+b)||A(- ”L°°(R) 276,
(5.1.28) Viesu (u(Ty, ) < 94 < 26.

On pose alors :
(5.1.29) Tir .= kT5 > 16(3 — §)/6 = 16(1 — 6)/6 > 8/4.

En transcrivant les informations (5.1.27), (5.1.28) et (5.1.29) dans les variables
initiales (¢, ), on voit apparaitre (5.1.14), (5.1.15) et (5.1.16).

REMARQUE 5.1.4. — Les points ¢) et 44) n’utilisent pas la restriction 32y < 4 mais
simplement la contrainte (moins forte) v < 7. q
— iid) : VI (h()) > m et /16 < V15U (h(-)) < 4.

Dans ce cas, la fonction h(z) admet un genre (°,%5) qui vérifie d’aprés la marge
dont on dispose en (5.1.11) :

(5.1.30) 99 <6<6,%°y<16y <

Le théoréme 4.3.1 est invoqué. Il fournit I’existence d’une solution u(t, z) étendue
a la bande [0,70s] x R. De plus :

(5.1.31) (o5, )l oy < (145)7

(5.1.32) Vioe (y(Tos, -)) < 09.

al

L’instant Tos est alors regardé comme un nouveau point de départ. Si la situation
i) ou %) se fait jour, le lemme 5.1.1 est prouvé. Sinon, cela signifie qu’on garde :

(5.1.33) §/16 < Vo5 (u(Tos, -)).

arl

La minoration (5.1.33) associée & (5.1.31) et (5.1.32) implique que la trace u(Tos, -)
posséde un genre (1v,16) avec :

(5.1.34) §/16 <16 <06 <6, Ty <16(1+b)y <y

D’aprés la remarque 5.1.2 et les encadrements qui ont été obtenus en ligne (5.1.34),
Popération peut étre recommencée avec pour nouvelle fonction de départ u(Tos, ).

La condition (5.1.7) associée a la décroissance (4.3.2) garantit que l’algorithme
ainsi enclenché bifurque vers une des directions %) ou ¢4) (on expose ici le cas 7)) au
moins une fois avant la mi®™ itération. Soit j avec j inférieur ou égal & m I'indice
concerné. La solution u(t, z) se trouve ainsi définie jusqu’a 'instant :

(5.1.35) Ti® = Tog + Tig + -+ Tio1s + kTi5 > 8/9,
et on a d’apreés (5.1.8) et la démarche expliquée en (5.1.25),..., (5.1.28) :

(5.1.36) (T3 )| Lo ® S A+ b)ITlys < 240.
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5.1.37) Viecu (4y(Tin ) < 276 < 2(0)76.
h

ar:k

Par ailleurs, comme la trace u(Tos +- - -+ Tks, -) mise en jeu a lissue de k itérations
avec k inférieur ou égal & j (et donc inférieur ou égal 4 m) posséde un genre (¥, ¥§)
qui est encore astreint a :

(5.1.38) §/16 <k < (0)*6 <6, Fy<16(1+b)y <7,

le théoréme 4.3.1 peut effectivement étre appliqué aprés k itérations ce qui justifie
l’argumentation développée.

Le lemme 5.1.1 est prouvé. O
Preuve du théoréme 5.1.1. — On pose :
(5.1.39) ns == &[In(6/36)/In2] €N, 36 < 6.

Cette définition est ajustée de maniére & ce que :
(5.1.40) 32758 < 6.

Le lemme 5.1 est appliqué avec pour donnée initiale la fonction h(z) qui inter-
vient au niveau du théoréme 5.1. Cette démarche fournit une solution dont la trace
u(T}®,-) a linstant T} se trouve controlée conformément aux deux inégalités (5.1.15)
et (5.1.16). Le nombre x mis en jeu en (5.1.16) est noté x;. Le changement de coor-
données O, est alors effectué (voir toujours (2.4.7) pour la définition).

Les nouvelles variables de temps et d’espace sont notées :

(5.1.41) (t1,21) := Ok, (t,z) = (t/K1,2/K1), K1:=k > 16.

La transformation effectuée en (5.1.41) est une contraction qui a pour effet de
changer la trace u(T}",-) en :

(5142) hi1:x21— hyg (:L'l) = U(T,iln,lﬁ',l.'lfl).

La fonction hq (z1) vérifie de nouveau les contraintes (5.1.11) et (5.1.12) mais cette
fois-ci pour un indice 1§ changé en 26. D’aprés I'inégalité (5.1.40), Popération peut
ainsi étre répétée au moins ng fois. Aprés ng itérations du raisonnement, la solution
u(t, ) est construite jusqu’a un instant T} qui dans les variables initiales s’exprime
sous la forme de la somme :

ng
(5.1.43) Ty =T + s Tit + -+ (H ﬁi)TfiJL&
i=1
Comme :
J
(5.1.44) IIxi>16,
=1

on a la minoration :

(5.1.45) Ty" > 8/;6 > 8/276.
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On voit ainsi apparaitre le développement (5.1.5), & savoir :

8 8n5+1 -1 8ln(3/36)/1n2 53
5.1.46 8 > > > =T§".
( ) > ; ) o751~ Lo
Le théoréme 5.1.1 est prouvé. O

5.2. Conditions initiales périodiques

Cette deuxiéme partie s’intérésse aux données de Cauchy h(x) qui sont périodiques,
par exemple de période 1 (un changement de variables permet toujours de se ramener
a cette situation) :

(5.2.1) h(z +1) = h(z), =x€]— 00,00

Une translation convenable sur 1’état u permet de travailler avec des fonctions h(x)
qui sont de moyenne nulle :

(5.2.2) /Th(x)d:c =

Chaque discrétisation h*(x) peut étre choisie de moyenne nulle et périodique de
période 1 en restriction a l'intervalle | — p, p[.
En d’autres termes, on impose :

(5.2.3) W (z+1)=h*(z), z€]-pp-1[

x+1
(5.2.4) / ' (y)dy =0, x€]—p,p—1[

Rappelons que la solution exacte u(t,z) du probléme de Cauchy (7{) est obtenue
comme la limite dans L}, _(R* x R) d’une sous-suite extraite de la suite de solutions
approchées (u*(t, a:))ye[w ool

L’application u#(t,-) n’est certainement pas périodique ne serait-ce parce que son
support est compact. Néanmoins, dans la mesure ou 'information se propage a vitesse
finie, sa restriction a l'intervalle | — u + ¢, u — t[ hérite (& une erreur prés qui devient
asymptotiquement négligeable : se reporter au paragraphe 3.3.2.iv) des propriétés qui
sont imposées aux approximations h*(-) sur chaque intervalle | — u, u[ : Périodicité et
moyenne nulle.

Ces caractéristiques (locales) se transmettent aprés passage a la limite (lorsque
Vindice p tend vers Dinfini) & toute la droite réelle :

(5.2.5) u(t,z + 1) = u(t,z), V(,z)€[0,T5] xR.

x+41
(5.2.6) / u(t,y)dy =0, V(tz)€][0,Ts] xR.
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REMARQUE 5.2.1. — Quitte & effectuer une légére translation en espace (la variable
z est changée en x + €), on peut toujours s’arranger de maniére & ce que la donnée
initiale et la trace a l'instant Ts de la solution u(-,-) soient continues aux points
demi-entiers :

(5.2.7) h((p/2)T) = h((p/2)7), VpEL.

(5.2.8) u(Ts, (p/2)") = u(Ts, (p/2)"), VpeZ

Cette manipulation garantit qu’aucune perte de masse ne s’effectue a la jonction
des intervalles I}. Comme les fonctions g(-) considérées sont périodiques de période
1, on a alors exactement :

(5.2.9) Vasga (90) = aVi2a (9()), V(a,k) € N* x Z.

a

En remplagant la fonction g(-) successivement par h(-) puis u(Ts, ), on déduit de
(5.2.9) les deux identités suivantes :

(5.2.10) Vaeg“(h()) = aVa2s* (h()), VgeN".
(5.2.11) Vi (u(Ts, ) = aVar§™ (w(T5, ), Vg €N

REMARQUE 5.2.2. — On a:
(5.2.12) llu(t, 2) = u(t, 2)l|o, < Vaos™(u(t,)), |o—z|<1

ar:1

La relation (5.2.12) est intégrée par rapport & la variable z, pour z variant dans
I'intervalle [0,1]. En tenant compte de (5.2.6), on voit ainsi apparaitre :

(5.2.13) lu(t, )l < VES (ult, ), Vi€ [0,T5].
Soit encore, en passant au «sup» sur x puis en utilisant le lemme 2.1.1 :
(5214) ”U(t’ ')”Loo ‘/;lx?clu( ( "))/Dl’n Vie [05T5]
N

Le gain d’information qu’apportent les deux remarques précédentes permet de pro-
longer la solution indéfiniment :

THEOREME 5.2.1. — Soit F(u) un flux dont le rapport d’influence R est inférieur a
R. Soit h(x) une condition initiale qui est périodique de période 1, dont la moyenne
sur une période est nulle et qui vérifie :

(5.2.15) 8 = Vari* (h()) <49,
ol on a posé :

(5.2.16) i := (E[1/Ds7) +1) ' < Da7.
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Le probléme de Cauchy (H) associé au flur F(u) et a la donnée h(zx) admet une
solution u(t,x) qui est définie pour tout temps. Le comportement asymptotique de la
fonction u(t,x) est décrit par la loi de décroissance :

207
(1—-o)t’
REMARQUE 5.2.3. — En interprétant la formule (5.2.14) et le lemme 2.1.1, on re-
trouve I’énoncé du théoréme A.

(5.2.17) Vieet (u(t,-)) <

a

t €]0,00[.

Preuve du théoréeme 5.2.1. — Le changement de coordonnées ©(y/5) est effectué. Les
nouvelles variables de temps et d’espace sont notées :

(5.2.18) (tr,21) := O 4)(t,7) = (¥, ).

La transformation effectuée en (5.2.15) est une contraction qui a pour effet de
modifier la donnée de Cauchy h(z) et la solution locale u(t, z).
Ces données sont changées en :

(5219) h1 (:L'l) = h(l’l /’)/), Uul (tl, .T,'l) = u(t1 /”y, .’121/’}’) .

Comme par définition, le nombre 1/4 est entier, la remarque 5.2.1 s’applique. Elle
conduit & :
(5.2.20) Vet (h () = 6/4-

La remarque 5.2.2, I'identité (5.2.15) et I'inégalité (5.2.16) se traduisent alors par
les relations de comparaison :

(5:221)  [[P1()ll poo gy = ||h(~)||Loo(R) Vs (r(-))
< Viosu(h(-))/Ds = /D3 < (7/D3)(8/%) < 7(8/%).

Par conséquent, la fonction h;(z;) admet pour genre un couple (1v,1d) qui est

astreint & :
5 -

(5.2.22) 15 = 5 <o, My <.

Le théoréme 4.3.1 est appliqué une premiére fois avec pour condition initiale la
fonction qui & z; associe hi(z1). A I'instant Ti4, la variation a baissé :

04

(5.2.23) Vard™ (w (Tis,) < -

L’application qui & z; associe uq(T15,z1) est périodique de période § (avec ici
4 & 1). Cette information sur la structure de la solution permet de déduire du controle
(5.2.23) des estimations précises & une échelle plus fine. Les segments de longueur 1
sont divisés en 1/ sous-intervalles sur lesquels vient se répartir de maniére uniforme
la majoration (5.2.23). Toujours, d’apreés la remarque 5.2.1 bien utilisée, on a en effet :

(5.2.24) Vaost (u1(Ths,-)) < 6.
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Dans le systéme de coordonnées formé par les variables initiales ¢ et z, 'information
(5.2.24) se traduit par la relation :

(5.2.25) Viest (u(Tis /4, ) < 06 < A48.

L’inégalité (5.2.25) signifie que le controle (5.2.15) est encore vérifié a l'instant
Tis/7%. Le raisonnement précédant peut donc étre répété une deuxiéme fois puis une
infinité de fois. L’existence globale en temps se trouve de ce fait garantie.

Plus précisément, aprés n itérations, la solution w(t,z) est construite jusqu’aux
instants ¢ qui sont compris entre :

n—1
(5.2.26) > Ts<t< ZTM, < (0)U~Dlg,
Jj=1

Pour les instants considérés en (5.2.26), la variation locale uniforme de longueur 1
se trouve contrélée conformément & :

(5.2.27) Viesu (u(t, ) < 56()" .
Comme :
4 &
(5.2.28) Tis < i

i§ ~ (0)i-18’

Pencadrement (5.2.26) fournit la majoration :

4y 4y

5.2.29 t < -
( ) = Z (D)1 (1-0)é(o)n1"

L’inégalité (5.2.29) se formule autrement :

207

2. el 2L
(52.30) (0" < b

Le comportement asymptotique annoncé en (5.2.17) s’obtient en reportant (5.2.30)
en (5.2.27). 0

5.3. Existence globale et compacité

Cette troisiéme et derniére partie est consacrée aux systémes de lois de conservation
qui admettent un (petit) domaine d’invariance pour le probléme de Riemann. Cette
hypothése signifie que les amplitudes des N —1 états intermédiaires u’ qui apparaissent
dans la résolution du probléme de Riemann (se reporter a la définition (1.3.3)) sont
convenablement controlées si les amplitudes des deux états extrémes le sont :

(5.3.1) u~ € Dy,ut €D, =u'€D,, Vie[l,N-1],

ou le domaine D, est un voisinage du point % dont le diamétre se trouve convenable-
ment controlé :

(5.3.2) @€ D, CD,CB(n], n>o0.
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Dans ce cas, pour une donnée initiale & valeurs dans D,, le schéma de Bressan
[B1] fabrique des états qui & une erreur négligeable prés (voir le paragraphe 3.3.2.iv))
restent tous contenus & 'intérieur de D,,.

La contrainte (5.3.1) est vérifiée pour certains systémes de deux équations (consul-
ter [CCS]) et n’est réalisée qu’exceptionnellement pour les systémes de N équations
avec N supérieur ou égal & 3 (voir [Se]).

Il faut concevoir la contrainte (5.3.1) comme une hypothése simplificatrice dans
le cadre de laquelle la notion de décroissance au sens large s’illustre de maniére trés
significative :

THEOREME 5.3.1. — Soit F(u) un flux dont le rapport d’influence R est inférieur
a R et qui admet des domaines d’invariance pour le probléme de Riemann. Il existe
une constante positive H telle que le probleme de Cauchy (H) associé a une condition
initiale h(z) dont amplitude est controlée conformément a :

(5.3.3) h(z) € D555, VT €R,

admette une solution u(t,x) qui est définie pour tout temps. De plus, lopérateur so-
lution ainsi mis & jour est compact de L™ & valeurs L}

loc €T ce sens ot la loi de
décroissance suivante se trouve vérifiée :

. H|I
(53.) ) < T 1> 10,00l
REMARQUE 5.3.1. — Cette nouvelle formulation du théoréme B est plus précise. «
REMARQUE 5.3.2. — Comme expliqué dans l'introduction, le théoréme 5.3 propose

une alternative & la compacité par compensation. L’inégalité (5.3.4) provient de ce
que la décroissance au sens large permet de mesurer concrétement les propriétés de
compacité de opérateur solution. <

Preuve du théoréeme 5.8.1. — Soit p(z) une fonction positive, réguliére (a savoir de
classe C™), a support compact et d’intégrale 1. La condition initiale h(x) est appro-
chée par une suite de données régularisées :

(5.3.5) hn(z) := (h * @n)(z), on(z) := np(nz), ne N

La solution locale (ou globale) qui est associée & la donnée de Cauchy h,(z) est
notée u, (¢, z). Les coordonnées t et  sont appelées les variables de départ.

Si la variation étendue & R de la fonction h,(x) se trouve majorée par le controle
71, le théoréme de Glimm [G] s’applique tel quel. Il existe alors une solution u,(t, z)
qui est définie pour tout temps et dont la variation totale est évaluée conformément
a:

(5.3.6) Vark (un(t,)) < Dizm, t€]0,00],

pour une certaine constante Dj3.
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Notez que la relation (5.3.6) donne en particulier :

(5.7 7205 (un(t,) < 22 HL 415 4, 4 e 30,00

Examinons & présent la situation inverse, & savoir :
(5.3.8) Var' (fn () > mr.

En appliquant la démarche déja expliquée en (5.1.17) - (5.1.18), on voit apparaitre :
(5.3.9) V% (hn(-)) > Dsm > 6.

Comme l'application qui & z associe h,,(z) est de classe C* et posséde une dérivée
qui est uniformément bornée sur R, il existe une longueur % qui réalise I'égalité :

(5.3.10) Vaoss (hn(-)) = 6.

ar:k9

Pour une donnée initiale h(zx) peu réguliére, il faut s’attendre & ce que le nombre
k9 soit petit (intuitivement, le scalaire % converge vers 0 lorsque I’entier n tend vers
Pinfini).

Le changement de coordonnées O .o est effectué. Les nouvelles variables de temps
et d’espace sont notées :

(5.3.11) (th, 25) = O (t,2) = (t/kp, z/Kp),

et sont appelées les variables adaptées.

La manipulation effectuée en (5.3.11) consiste donc & opérer une importante dila-
tation qui a pour effet de modifier la donnée de Cauchy h,(z) et la solution (locale
ou globale) u, (¢, x) qui lui est éventuellement associée respectivement en :

(5.3.12) hg(xg) = hn(li?l.’lj?l), u?l(tg,xg) = un(/@ntg,/eomo)

La condition recherchée en (5.3.4) ne varie pas sous l’action des opérateurs de
dilatation ©,. Par conséquent, les relations :

H|I
(5.3.13)  Vne N, V2 €]0,00f, VIavec |I| > 1%, V2o5(ud(t2,) < %
impliquent :

(5.3.14) VneN*, Vte]0,00], VIavec [I| >t, VIS5 (un(t,")) < H—tlj—l

En d’autres termes, il suffit d’établir la validité de Iidentité (5.3.4) pour chaque
fonction w2 (t2,2%) (regardée dans les variables adaptées (t2,2%)) pour que celle-ci
soit vraie uniformément en n pour les fonctions u, (¢, z) (considérées cette fois-ci dans
les variables de départ (¢, z)).

Supposons que les inégalités qui sont indiquées en (5.3.13) soient toutes satisfaites.
D’aprés (5.3.14), la suite de solutions (un(t,z)) cn- Vérifie les hypotheses du théoréme
de Helly (dont I’énoncé est rappelé en (2.1.7)). Il est donc possible d’en extraire une
sous-suite qui converge fortement dans 'espace L, (R* x R) vers une application qui

est notée u(t, ).
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D’aprés la remarque 2.1.6, la fonction u(t,z) posséde une variation locale qui se
trouve majorée conformément & (5.3.4). De plus, elle est solution du probléme de
Cauchy (#) associé a la condition initiale h(z). En un mot, le théoréme 5.3.1 est
prouvé. O

1l s’agit maintenant d’établir, pour tout indice n : Premiérement, I’existence pour
tout temps d’une solution w2 (t%,z2). Deuxiémement, la validité des controles qui
sont mentionnés en (5.3.13). Ce programme est mené & son terme pour un entier n
particulier positif fixé.

On introduit :

(5.3.15) m := E[-In8/Inv] + 1 = 0™ < 1/8.

L’étude débute par un énoncé préliminaire qui fait en quelque sorte écho au lemme
5.1.1:

LEMME 5.3.1. — Soit h(z) une fonction qui est astreinte auz deux contraintes :
(5.3.16) h(z) € D555, VYV €R.
(5.3.17) Vi (()) < 3.

Sous les hypothéses du théoréme 4.3, le probléme de Cauchy (H) associé a la donnée
initiale h(x) admet une solution qui est définie sur un domaine de la forme [0, Tj™] xR.
De plus, on a Ualternative suivante.

Ou bien :
) 2497
(5.3.18) Ty = oo, % <Mt < %,
avec :
(5.3.19) Vieeu (u(t,)) <58, Vte[0,'Tim,
(5.3.20) Viot(u(t,)) < Dum, Vte['T" 0.
Ou alors, on a la décomposition :
(5.3.21) Ty" =T + KTy < o0
avec :
2 24m 2 6
. 22 = lT X = :\QTzn\ T 2< )
(5.3.22) 3 5 5SS T S3 "
(5.3.23) u(t, ) € Dyz/g,  V(t,z) € [0,T"] x R,
(5.3.24) Viest (u(t, ) <58, Vtel0,Ti,
(5.3.25) Vieen (u(t,) <58, Yte['T T,
(5.3.26) Vari (u(Ty", ) < 08 < 8.
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Preuve du lemme 5.3.1. — D’aprés (5.3.2), ’hypothése (5.3.16) implique en particu-
lier :
(5.3.27) 1)y < 7878,

La démonstration s’inspire de celle du lemme 5.1.1. On retrouve les trois stratégies
i), i1) et i3i).

La direction ¢) se traite de maniére identique. Il s’agit simplement de compléter
avec l'inégalité (5.3.20) dont 'obtention est immédiate puisque cette majoration se
trouve déja énoncée dans le travail de Glimm [G].
= i) : Vi (h(+)) > m et Vie§™ (h(-)) < 8/8.

De nouveau :

(5.3.28) Vit (h(-)) > 6.

Le lemme 2.1.3 est mis en jeu avec pour &' le choix §/2. Il faut trouver l'indice p
qui permet de réaliser la relation (2.1.66). D’aprés ), on doit nécéssairement avoir :

(5.3.20) 5/2 < (2p+ DVRT(h() < (2p + 1)3/8,
ce qui impose :
(5.3.30) 2<p<K:=gq.

Le lemme 2.1.3 affirme :
(5.3.31) §/2 < Vlecu(n(-)) <36/4< 8

Le changement de coordonnées O, est effectué (voir (2.4.7) pour une définition).
Les nouvelles variables de temps et d’espace sont notées :
(5.3.32) (£,%) := Ok(t,x) = (t/K,2/K).

La transformation effectuée en (5.3.32) est une contraction qui a pour effet de
changer la trace de la donnée de Cauchy h(z) en :
(5.3.33) h:&v— h(Z) := h(kZ).

D’aprés la formule (2.4.9) :
(5.3.34) Vaeg (R(-)) = Vi (h()-

Dés lors, la fonction A(x) admet un genre (3,4) qui vérifie :
(5.3.35) 6/2<6<8, <7

Les inégalités (5.3.35) permettent d’appliquer le théoréme 4.3 dans les variables
(f,#). Cette procédure garantit ’existence d'une solution u(f, #) qui se trouve définie
sur un domaine de la forme [0, T3] x R avec :

(5.3.36) 2/6 < T := &£[3/4] < 6/4. .

(5.3.37) Viesu(u(t,-)) <58, Viel[0,T;].
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(5.3.38) Vlos (u(Ts, ) < 98 < 6.

ar:1
> i) : Vit (h(-)) > mi et §/8 < Vaeg™ (h(-)) < 3.
Le théoréme 4.3.1 est invoqué plusieurs fois. A chaque fois, la solution est étendue

sur une bande dont la largeur (dans la direction du temps) ne dépasse pas :

24

(5.3.39) < Tis = E[3/76] < 5

Sl N

et on a:
(5.3.40) Vo5 (u(t,-)) < 507718 < 59,

Vte[Tig+ -+ Ti-15,Tis + - - - + Tig).

(5.3.41) Viosu (y(Tig + - -+ Tis,-)) < 074.

D’aprés (5.3.15) et (5.3.41), au plus 7 itérations du raisonnement avec ¢ inférieur
ou égal & 7h sont nécéssaires pour qu’une des deux situations i) ou i) se produise.
D’apres (5.3.39), on a alors :

(5.3.42) 2/ <M i=Tig+ -+ Tis < 24i/5 < 24m/6.

L’estimation (5.3.19) provient de (5.3.40). La majoration (5.3.24) se déduit aussi
de (5.3.40), du moins pour les instants ¢ qui précédent T, ,"l". Pour ¢ compris entre
ITin et Tin, il faut faire attention & ce que la variation locale uniforme de longueur
1 ne dépasse pas la borne 55 qui est imposée. Il suffit pour cela d’avoir recours au
théoréme 4.3.1 dés que I'expression V2% dépasse le seuil /8.

Les controles (5.3.25) et (5.3.26) s’obtiennent en traduisant successivement les re-
lations (5.3.37) et (5.3.38) dans les variables (¢, z).

Le lemme 5.3.1 est prouvé. O

Rappelons que la condition initiale h2 (z2) est astreinte & :

(5.3.43) ho(x9) € Dssrs, Vah € R

(5.3.44) Vo5 (W) = .

Le lemme 5.3.1 est appliqué une premiére fois avec pour donnée de Cauchy la
fonction h%(x?). Lorsque 'instant d’arrét T;L‘é est fini, cette démarche procure une
solution dont la trace u(7}3,-) calculée & I'instant T3 se trouve contrélée conformé-
ment & (5.3.23) et (5.3.26). Le nombre & mis en jeu au niveau de (5.3.26) est alors noté
k%. Le changement de coordonnées O, est ensuite effectué. Les nouvelles variables
de temps et d’espace ainsi obtenues sont désignées par les lettres :

(5.3.45) (th,2h) = O (1) = (1 /KA a0 /KL), KL =r>2.

1
n
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La transformation effectuée en (5.3.45) est une contraction qui a pour effet de
changer la trace u(T}%,) en :

(5.3.46) hL :zl —s Al (zl) = u(TiH 0,/‘& zh).

D’aprés les formules (2.4.9) et (5.3.26), la fonction hl(zl) vérifie & nouveau les
deux contraintes (5.3.16) et (5.3.17). L’algorithme ainsi enclenché peut donc étre
itéré indéfiniment. Comme d’aprés (5.3.22), chaque répétition du procédé se traduit
par un saut en temps de 2/§ ou plus, ’existence pour tout temps se trouve assurée.

Soyons plus précis.

Apreés g + 1 itérations du raisonnement, la solution (locale) qui est construite est
notée ul(tZ,x2) avec pour nouvelles coordonnées :

q q
(5.3.47) td = t?l/(n rufl), zd = x%/(H K1)
j=1 j=1
On adopte les conventions d’écriture suivante :

(5.3.48) 079 :=0, 70 :=
g—1 7

(5.3.49) ITY = Tih + Z(H n{l)T;g . g>2.
=1 j=1

L’application ud (t2,z?) se trouve ainsi définie sur le domaine :

(5.3.50) (t°,2%) € 1B% .= [7T2, 97 T x R.
En reportant l'identité (5.3.21) en (5.3.49), on voit apparaitre :
-1 i _ Camloil .
(5.3.51) 10 =i + 3 (] ) 7 + wi2Tis + > (T] w4) 27,
i=1 j=1 i=1 j=1
pour q > 2.
D’aprés (5.3.24) et (5.3.25), la fonction u? (¢, z?) est astreinte a :
(5.3.52) Vios™ (ud(ts,)) <58, Vti €[0,'T;5].
(5.3.53) Vieew (ud(th, ) <55, Vil € ['T}3,Tha).

Ces inégalités se transcrivent dans les variables adaptées :

q
(5.3.54) Ve ud(2,4) <56, Vo €[4T, 1T + K
(i #2) L
]:

On trouve aussi :

q
(5.3.55) V“"Eﬁw ])(u‘,{(t‘;, ) <58, V2 e [1T + (H n{;)lT;';;,q+1T3].

=1
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0
t’f 4
4T3 b o m o o e e .
IBY 4+ (8, 23) = (0 /K%, 20 /KD 5 KR >2 5 )
3T3 _______________________________________________________
B (th,22) = (tn /K3, 2 /KZ) 5 K2 >2 5 u
0
B = (ty,my) = (/K a0 [KD) 5 Kp>2 5 g
ITS _______________________________________________________
OB« (th,x0) 5wl
Vm?l
Figure 2. Domaines de prolongement successifs dans les variables
adaptées de la solution u2(t2, %)
Clairement :
rrloc rrloc:u 'II
(5.3.56) art (un(th, ) <2V (un(tn, ) oo M1 > 10
Si:
g 7
(5.3.57) 110 < [[ %5 et 5 € (772, [] %2,
j=1 J=1

on utilise simplement (5.3.54) et (2.1.23) pour obtenir :

(5.3.58) Vaogs (ud (tn, ) < 106.
Dans le cas contraire, la remarque 2.1.1 est appliquée avec les choix :
(5.3.59) K = f[ K <ITO < =10 < IT0 + (f[ w)' T
j=1 j=1
On obtient :
(5.3.60) Vaga (un(tn, ) < 5(2r +1)8,
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avec :
(5.3.61) ri=E[0 /K] + 1.

On a la majoration évidente :
q
(5.3.62) 2r+1< 279/ (] #) +2'Ti5 +5.
Jj=1

Soit encore, en se souvenant des encadrements qui sont donnés en (5.3.22) et de la
définition (5.3.51) :

A8m AN L ony 12, 20
(5.3.63) QTHST(Z(.H ) )+T(1+Z(.H w) ) +5.
=0 j=i+1 =0 j=1i+2
Comme tous les nombres &7, sont supérieurs & deux, il vient :
48m 24

(5.3.64) 2r+1< ="+ 2 +5.

En reportant (5.3.64) en (5.3.60) puis 'expression obtenue (resp (5.3.58)) en (5.3.56),
on voit apparaitre :
(5.3.65) loc (w9 (t2, ) < (480m + 240 + 508) || /19,

>ty Vi) €[TR, 9T + (Tj=y #3) ' Tig)-

Si:
7 ) g+l
(5.3.66) )+ ([[ s3) T < [ <2
i=1 i=1
et :
q . . q+1 .
(5.3.67) t € /T3 + ([T s2) ' T, TT #2),
=1 =1
on majore simplement en utilisant (5.3.55) et (2.1.23) :
(5.3.68) Vaoss (un (t9,-)) < 108.

Dans le cas contraire, la remarque 2.1.1 est appliquée pour les nouveaux choix :

(5.3.69) K = qfll ki <ITO + (ﬁ K1) ;L':}l <k =10 <10,
j=1 j=1
Cette opération donne :
(5.3.70) Vieeu (4919, -)) < 5(2r + 1)4,
avec :
(5.3.71) r=E[2 /K] + 1.
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Un calcul analogue & celui qui est développé en (5.3.62),..., (5.3.64) fournit cette
fois-ci :
96m 24

q
5.3.72 2r +1 <2970 1) +5< — + = +5,
(5.3.72) r n/(jl;llﬂn) =t

ce qui garantit :
(5.3.73) Voo (ud (9, ) < (960 + 240 + 503) |I| /12,
I >t3, Vi €[TR+ (ITj=, #3)' T, O T3],
On pose :
(5.3.74) H := max(D137;; 960m + 240 + 506).

Les inégalités (5.3.7), (5.3.65) et (5.3.73) montrent que la contrainte (5.3.13) est
satisfaite par la fonction u (%, z%) avec pour constante H 'expression qui est définie
en (5.3.74).

Le théoréme 5.3.1 est prouve.

REMARQUE 5.3.3. — De maniére & pouvoir développer les idées de décroissance
au sens large dans un contexte trés général, les paramétres R, § et 7 ont été fixés
trés proches de zéro. Notre propos se rapporte donc & des systémes qui sont des
perturbations (non triviales) de N lois scalaires bien découplées. Comme tous les
effets non linéaires classiques (bien qu’amoindris) restent tout de méme présents a ce
niveau, ’analyse garde toute sa saveur...

Toutefois, il serait intéressant de poursuivre I’étude en ce qui concerne des situa-
tions plus concreétes, issues de la physique. Un exemple de systéme qui comporte trois
équations apparait en dynamique des gaz. Il s’agit de ’équation d’Euler pour un
fluide compressible. Dans ce cas, le deuxiéme champ caractéristique est linéairement
dégénéré (en d’autres termes : I'3, vaut 0). Aucune décroissance en variation ne peut
donc étre induite par la vraie non linéarité de ce coté la. Toutefois, comme le coef-
ficient d’interaction correspondant est aussi égal a zéro (la nullité de A%; a déja été
remarquée et exploitée dans [RY1] et [Scl]), les interactions qui se produisent sur
le deuxiéme mode ne provoquent pas non plus d’augmentation sur la variation. On
constate ainsi que la variation d’entropie (& savoir la somme des valeurs absolues des
forces des discontinuités de type 2), regardée en gommant les erreurs d’ordre trois ou
plus, garde une valeur constante (éventuellement strictement positive). Cette parti-
cularité provoque sur le premier et le troisiéme champ un afflux régulier de création
d’ondes (car les coefficients Al; et A3, sont différents de zéro) qui se trouve équilibré
par la décroissance induite par la vraie non linéarité du premier et du troisiéme champ
(on a aussi I'}; et T'3; non nuls).

En fait, le systéme considéré du point de vue de 'optique géométrique est stable. En
d’autres termes, les équations de modulation admettent une solution pour tout temps.
De plus, cette solution reste convenablement controlée (voir sur ce sujet [Ch3]). Cette
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stabilité des équations asymptotiques donne des renseignements en ce qui concerne
le systéme d’Euler d’origine. Elle se traduit pour les données qui sont de petites
amplitude par de l’existence en grand temps. La récente contribution de Robin Young
[RY2] va dans le sens de cette affirmation. Notre méthode, appliquée dans le contexte
de la dynamique des gaz, permet certainement de préciser les résultats de Robin Young
[RY2]. Le fait est qu’elle prend en compte un facteur jusqu’a présent passé sous silence
dans les argumentations. A savoir I'influence stabilisatrice de la vraie non linéarité.
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