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INTÉGRALES ORBITALES SUR GL(N, F) OÙ F
EST UN CORPS

LOCAL NON ARCHIMÉDIEN

Bertrand Lemaire

Résumé. — Soient F un corps commutatif localement compact non archi-
médien de caractéristique p > 0 et N un entier > 2. Nous prouvons en détail
les résultats de base de la théorie des intégrales orbitales sur G = GL{N^F),
résultats pour la plupart connus mais non encore rédigés pour p > 0 : conver-
gence, propriétés de descente, développement en germes au voisinage d'un point
d'orbite fermée et leur indépendance linéaire, caractérisation sur l'ensemble des
éléments absolument semi-simples réguliers, densité des intégrales orbitales ab-
solument semi-simples régulières dans l'espace des distributions invariantes. Le
traitement des éléments inséparables, i.e. ceux dont une au moins des compo-
santes irréductibles du polynôme minimal est inséparable sur F', nous conduit à
découper les nappes de Dixmier de G en sous-nappes et à produire une norma-
lisation J°(f^x) (f G C^°(G)^ x G G) des intégrales orbitales sur G induisant,
pour toute fonction / e C^°{G), une application x ^ JG{f^x) localement
constante sur chacune de ces sous-nappes.

Abstract. — Let F be a non-archimedean locally compact field of cha-
racteristic p ^ 0 and N an integer > 2. We prove in détail thé basic results
of thé orbital intégral theory on GL{N^F). Most of them are aiready known
but had never been written before for p > 0 : convergence, réduction formu-
las, germ expansion in a neighbourhood of a point in a closed orbit and linear
independence of thé germs, characterization on thé set of regular absolutely
semi-simple éléments, density of thé regular absolutely semi-simple orbital in-
tégrais in thé space of invariant distributions. Thé treatment ofthe inséparable
éléments, i.e. those whose minimal polynomial has at least one component in-
séparable on F, leads us to break down thé Dixmier strata of G in sub-strata
and to produce a normalization JG(f,x) (/ e C^°{G), x ç G) of thé orbital
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intégrais on G which'induce, for ail / ç C^°(G)^ a map x 1-4- J°(f^x} locally
constant on each of thèse sub-strata.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1. Préambule

Ce papier ne prétend pas à l'originalité dans la mesure où il contient rela-
tivement peu de résultats vraiment nouveaux. D'ailleurs, nous conseillons aux
spécialistes de commencer la lecture directement à partir de la section 4. Nous
avons essayé de rassembler, en rédigeant complètement les démonstrations in-
trouvables dans la littérature, les résultats de base de la théorie des intégrales
orbitales sur G = GL(N^ F) où F est un corps commutatif localement compact
non archimédien (non discret) de caractéristique p > 0 et N un entier > 2.
Insistons sur le fait que pour p = 0, et même, plus généralement, pour p ne
divisant pas 7V, on dispose aujourd'hui de résultats beaucoup plus profonds
— et très souvent valables pour n'importe quel groupe réductif connexe dé-
fini sur F — que ceux présentés ici. Pour p > 0 en revanche, la théorie est
beaucoup moins avancée ; d'où l'intérêt de disposer d'un terrain solide permet-
tant plus tard d'approfondir cette théorie, voire de l'étendre à d'autres groupes
que le groupe GL(N). Cette rédaction nous a semblé nécessaire pour plusieurs
raisons : si la philosophie générale veut que la plupart des énoncés relatifs à
l'analyse harmonique sur GL{N), vrais en caractéristique nulle «passent» à
la caractéristique > 0, les arguments utilisés sont parfois bien différents d'une
caractéristique à l'autre; les techniques que nous présentons, de nature es-
sentiellement algébrique, sont toutes indépendantes de la caractéristique; la
normalisation des intégrales orbitales sur G (issue des travaux de Bushnell-
Kutzko [BK]) introduite dans la section 4, semble particulièrement adaptée,
si p divise 7V, aux problèmes liés au nombre infini de classes de conjugaison de
sous-groupes de Cartan de G ; un outil, donc, pour de prochains travaux.



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.2. Description des résultats

L'article s'organise en cinq sections, auxquelles s'ajoute la présente intro-
duction.

Dans la section 2, on rappelle la structure des classes de conjugaison de G
en insistant sur les particularités issues de la caractéristique > 0. Les compli-
cations sont essentiellement dues à la présence, si p divise 7V, d'éléments in-
séparables^ i.e. dont une au moins des composantes irréductibles du polynôme
minimal est inséparable sur .F, instables par extension algébrique du corps de
base. On a en particulier deux notions d'élément semi-simple [B] Alg. VII,
§9 : les éléments absolument semi-simples^ i.e. qui restent semi-simples lorsque
considérés dans GL{N^F) pour une clôture algébrique F de F, et les éléments
semi-simples inséparables. Au voisinage de ces derniers, les techniques clas-
siques en caractéristique nulle fondées sur le déploiement d'un sous-groupe de
Cartan de G par extension séparable (finie) du corps de base sont inutilisables :
les orbites inséparables « dégénèrent » par extension radicielle de F, cf. la re-
marque (2.4.1). De plus, la décomposition de Jordan en parties semi-simple
et unipotente commutant entre elles, couramment utilisée dans la théorie des
intégrales orbitales en caractéristique nulle, n'existe pas pour les éléments in-
séparables. On note G C G l'ensemble des éléments séparables et C?r C G
l'ensemble des éléments réguliers absolument semi-simples.

Une orbite Oc(s) (s ç. G) est fermée dans G (pour la topologie ^u-adique sur
G où w désigne une uniformisante de F) si et seulement si s est semi-simple,
et pour tout x ç. G y la proposition (2.3.1) décrit explicitement la fermeture
Oc(x) de l'orbite OoÇx) dans G; en particulier Oc{x) contient une unique
orbite fermée : l'orbite fermée associée à x. Un élément x ç. G est dit irré-
ductible (resp. elliptique) si son polynôme minimal (resp. caractéristique) est
irréductible sur F.

On reprend la décomposition de G en nappes de Dixmier utilisée dans
[BDKV], décomposition que l'on affine en stratifiant chaque nappe en sous-
nappes : une sous-nappe X^^ d'une nappe Xa est l'ensemble des éléments de
Ko dont l'orbite fermée associée est contenue dans la nappe Xp. Les propriétés
topologiques des nappes et des sous-nappes sont décrites en 2.5 et 2.6.

En 2.8, on rappelle la généralisation aux orbites quelconques, rédigée par
Laumon [La], des constructions de Howe pour les orbites unipotentes [Ho].
Signalons le rôle central du lemme (2.8.1) dans la théorie des intégrales orbitales
puisque c'est grâce à lui qu'on peut dans la section 3 montrer leur convergence.

Dans la section 3, on établit, avec une attention particulière aux questions de
normalisation, les propriétés fondamentales des intégrales orbitales sur G. La
preuve de leur convergence, rédigée par Laumon [La] sur des idées de [BDKV]
généralisant le travail de Howe [Ho] pour les intégrales orbitales unipotentes,
est basée sur la notion de descente parabolique : pour tout x ç G et toute
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1.2. DESCRIPTION DES RÉSULTATS 3

fonction / e C^°(G), l'intégrale orbitale sur G de / au point x se réduit, via
descente parabolique, à Pintégrale orbitale sur un sous-groupe de Lévi M de
G d'une fonction /M e C^°{M) en un point XM € M (la composante de x sur
M) irréductible dans M (3.3.1), d'où la convergence puisque l'orbite OM^XM)
est fermée dans M; de plus, si L est un sous-groupe de Lévi contenant le
centralisateur de x dans G, l'intégrale orbitale sur G de / au point x se réduit,
via descente parabolique, à l'intégrale orbitale sur L au point x d'une fonction
/L € C^°(L} (3.3.3). On appelle normalisation des intégrales orbitales sur G
la donnée, pour chaque orbite 0 de G, d'une mesure AdG-invariante non nulle
sur 0. En 3.4, on définit naturellement à partir des éléments irréductibles de
G et de la propriété de descente (3.3.1), une normalisation « I » des intégrales
orbitales sur G compatible à la propriété de descente (3.3.3).

Les points suivants sont cités dans [BDKV] mais, à notre connaissance,
non rédigés pour p > 0 ; on a donc puisé avec circonspection dans la littérature
écrite en caractéristique nulle (principalement la thèse de Rogawski [R 1] et
l'article de Vignéras [V]) : développement en germes au voisinage d'un élément
semi-simple (3.5.2) et formule d'homogénéité des germes au voisinage d'un
élément central (3.6.2). Insistons sur le fait — trop souvent négligé — que ces
germes, en tant que germes d'intégrales orbitales sur G, dépendent étroitement
de la normalisation des dites intégrales orbitales que l'on a choisie. Pour tout
sous-groupe de Lévi L contenant le centralisateur dans G d'un élément semi-
simple s de G, les germes (définis par la normalisation « I » ) au voisinage de s
dans L sont les restrictions à L des germes (définis par la normalisation « I » )
au voisinage de s dans G (3.5.5). La propriété d'indépendance linéaire des
germes (définis par n'importe quelle normalisation des intégrales orbitales sur
G) est montrée dans la section 5.

Dans la section 4, on présente une approche nouvelle, adaptée au traite-
ment des éléments inséparables. L'idée, suggérée dans [DK] puis [BDKV], est
de produire une normalisation des intégrales orbitales sur G induisant, pour
toute fonction / ç C^°(G)y une application «intégrale orbitale de /» locale-
ment constante sur chacune des sous-nappes de G. Notons qu'il n'existe pas de
normalisation des intégrales orbitales sur G induisant, pour toute fonction / ç
C^°(G), une application «intégrale orbitale de /» localement constantes sur
les nappes de Dixmier, cf. la remarque (4.4.3). Pour ce faire, on réduit comme
dans la section 3 le problème aux éléments irréductibles, éléments au voisinage
desquels on dispose des fines constructions de Bushnell-Kutzko [BK]. Si s ç G
est irréductible, considérons une strate simple [G^npÇs)^ —(kpÇs) + 1),5] où G
est un Or-ordre héréditaire dans M (N.F) normalisé par F^ et maximal
pour cette dernière condition ; pour la notion de strate simple et la définition
des entiers npÇs) et kpÇs). on renvoie à 4.2. Soit alors dgs la mesure de Haar
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4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

sur le centralisateur G s de 5 dans G définie par

A ( { g ç G : g - l s g ç s + J ç k F ^ l } ^ ) = l
dgs

vo

où J^ ̂  s + est la puissance (kp{s) + l)-ième du radical de Jacobson de G et dg
la mesure de Haar sur G telle que vol(GL(7V, Op), dg) = 1. On vérifie que dgs
ainsi définie ne dépend pas du choix de G. Etendue par descente parabolique
à tous les éléments de G, cette normalisation — dite normalisation «J» —
des intégrales orbitales sur G induit, pour toute fonction / ç C^°(G), une
application «intégrale orbitale de /» localement constante sur chacune des
sous-nappes de G (4.4.2). Comme les germes introduits dans la section 3 sont
des germes d'intégrales orbitales sur G, on peut en retour (dans la section 6)
caractériser les intégrales orbitales sur G définies par la normalisation «J»
(6.1.2) : ce sont les fonctions Ad*Gf-invariantes $ : G -> C admettant un
développement en germes (définis par la normalisation «J») au voisinage de
chaque élément semi-simple de G et telles qu'il existe une partie compacte
^ C G telle que {g ç G : ̂ ) + 0} G AdG(^).

Mais revenons un instant sur cette normalisation « J». Soit s e G irréducti-
ble. Posant E = F[s], on a G, ^ GL{d,E}, d[E : F] = N. Soit alors dg, la
mesure de Haar sur G s telle que (en identifiant G s avec GL(d,E))

yol{GWOE)^G(s)-ldg,)=l
avec

^(.) = ̂ ^/^|detLie(^)\Lie(^)(l - Ad.-1)]^/2

où q est le cardinal du corps résiduel de F et 6 { E / F ) l'exposant du discriminant
de l'extension E / F . Etendue par descente parabolique à tous les éléments de
G, cette normalisation des intégrales orbitales séparables sur G induit, pour
tout x G G (séparable ou non) et toute fonction / e C^°(G), une application
« intégrale orbitale de / » constante au voisinage de x dans X H G où X est la
sous-nappe de G contenant x (4.5.1) ; en d'autres termes, il existe une constante
À = \c{x) > 0 telle que pour tout y ç X H G suffisamment proche de x, la
mesure dgy sur G y donnée par la normalisation «J» coïncide avec À"1 dgy.

La preuve de la propriété d'indépendance linéaire des germes (5.6.1) élaborée
dans la section 5 constitue la partie la plus délicate de l'article. C'est bien
entendu le cas s ç G semi-simple inséparable qui pose problème : pour s e
G absolument semi-simple, on peut procéder comme en caractéristique nulle,
cf. la remarque (5.6.2). Fixé un élément s ç G semi-simple, que l'on peut
supposer irréductible grâce à la propriété de descente des germes définis par la
normalisation « I » (3.5.5), toute la difficulté consiste à se ramener au cas où s
est central dans G, plus précisément à réduire les intégrales orbitales sur G des
fonctions / ç C^° (G) au voisinage de s dans G à des intégrales orbitales sur
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1.2. DESCRIPTION DES RÉSULTATS 5

G s de fonctions (f)f ç C^°{Gs) au voisinage de s (ou de 1) dans G s. En fait, il
suffit de réduire « suffisamment » d'intégrales orbitales elliptiques sur G à des
intégrales orbitales elliptiques sur G s. On y parvient, assez péniblement, grâce
aux résultats de [Le 2] et à la machinerie de Bushnell-Kutzko [BK].

Dans la section 6, on prouve la caractérisation des intégrales orbitales sur G
énoncée plus haut puis, grâce à la proposition (5.6.1), la variante suivante sur
Gr (6.1.3) : toute fonction Ad*GLinvariante <I> : Gr —^ C admettant un déve-
loppement en germes (définis par n'importe quelle normalisation des intégrales
orbitales sur G) au voisinage de chaque élément semi-simple de G et telle qu'il
existe une partie compacte f! G G telle que {g e Gr : ^>(g) / 0} G AdG'(îî),
est une intégrale orbitale sur G. Quant à la propriété de densité des intégrales
orbitales absolument semi-simples régulières dans l'espace des distributions
AdG-invariantes sur G (6.2.2) — à l'origine de cet article, puisqu'on en avait
besoin pour clore la preuve de la conjecture de Howe pour G en caractéristique
> 0 (cf. [Le 1] Chap. 4) —, elle s'obtient facilement grâce, à nouveau, à la
propriété d'indépendance linéaire des germes (5.6.1).

Ce papier s'inspire très largement du chapitre 3 de [Le 1]. Signalons que la
démonstration de la propriété d'indépendance linéaire des germes donnée dans
le numéro 4.3 du dit chapitre n'est pas correcte, puisque basée sur une formule
d'entrelacement fausse en général. La section 5 du présent article répare cette
erreur.

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1997
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CHAPITRE 2

LES CLASSES DE CONJUGAISON DE G

2.1. Notations

Soient 0 = Op l'anneau des entiers de F, V = Pp l'idéal maximal de
0, KF le corps résiduel de F et g le cardinal de K^. Fixons une uniformisante
w = wp de F et notons | \p la valeur absolue sur F normalisée par \w\p = q~1.
Si p > 0, on identifie F à /^((w)), le corps des séries de Laurent formelles en
l'indéterminée w sur Kp-

Soit V^F^. L'algèbre de matrices M(JV,F), identifiée à A(V)=EndF(V),
est munie de la topologie z^-adique induite par F. Le corps F est naturellement
identifié au centre de A(V). Sauf mention du contraire, toutes les notions to-
pologiques utilisées font référence à la topologie w-adique. Notons que puisque
F est complet, pour toute extension finie F' /F, la topologie w-adique produit
sur F ' (identifié à F^'^l) coïncide avec la topologie w^-adique où wp' est
une uniformisante de F ' .

On note Ad : G —> Autp(A(y)) la représentation adjointe de G et l'on
appelle orbite une AdG-orbite dans A(V). Soit H est un sous-groupe de G.
Pour x e A(V), on note On(x) = [h^xh : h € H} l'AdjH-orbite de x et
Hx = {h € H : h^xh = x} le fixateur de x dans H. Pour X C A(V), on note
AdH(X) l'union des AdTî -orbites On{x), x ç X. On note UH l'ensemble des
éléments unipotents de H et l'on pose U = UG'

On utilise le langage des groupes algébriques de la manière (abusive) sui-
vante. Tous les groupes algébriques que l'on considère sont supposés définis
sur F et l'on n'introduit que leurs groupes des points sur F. On appelle
groupe w-adique le groupe des points F-rationnels d'un groupe algébrique li-
néaire connexe défini sur F, muni de la topologie w-adique induite par F.
Un groupe w-adique H = H_(F) est dit réductif si H_ est réductif, déployé si
H_ est F-déployé, etc. On appelle sous-groupe parabolique (resp. tore, sous-
groupe de Cartan, etc.) d'un groupe sadique H = H_{F) le groupe des points
F-rationnels d'un F-sous-groupe parabolique (resp. F-tore, F-sous-groupe de
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Cartan, etc.) de H_; si de plus H est réductif, on appelle sous-groupe de Lévi
de H une composante de Lévi d'un sous-groupe parabolique P = P(F) de
H i.e. le groupe des points F-rationnels d'un F-sous-groupe de Lévi de P. Si
H = H_(F) et H ' = H_\F) sont deux groupes w-adiques, un morphisme (de
groupes ^-adiques) (p : H — H ' est un homomorphisme de groupes induit par
un morphisme (de groupes algébriques) (p : H -4- H1 défini sur F.

Soit F? l'ensemble des groupes w-adiques isomorphes à un produit de la
forme ]~[Li GL(m,F[) pour des entiers n, > 1 et des extensions finies F [ / F .

2.2. Paramétrisation des orbites de G

Soit II l'ensemble des partitions, i.e. l'ensemble des suites d'entiers > 0
presque tous nuls (ai > 0/2 > • • • > On > • • • ) . On définit le poids \a\ d'une
partition a = (ai > 02 > • • • > a^ > ' ' ' ) par la formule |a| = E^i^-
Pour tout entier m > 1, on note 11̂  l'ensemble des partitions de m/Le. le
sous-ensemble de II formé des partitions de poids m. A toute partition a =
(ai > û/2 > • • • > an > ' ' ' ), on associe la partition duale à = (ai > 0/2 >
• • • > an > ' • • ) définie par àj = #{z : a, > j}. L'application n ->• II, a \-> à
induit, par restriction pour chaque entier m > 1, une bijection 11̂  -^ n^. On
a sur 11̂  une relation d'ordre partiel « -<» définie comme suit. Si a, /3 sont
deux partitions de m, alors a -< f3 si et seulement si pour chaque entier k > 1,
Z^=i ^i < ̂ z=i A- On vérifie aisément la propriété (cf. [M] Chap. 1)

a -< f3 ^===^ /3 ^ à.

Deux partitions a, /? de m telles que a -< (3 sont dites adjacentes si a ̂  (3 et
s'il n'existe pas d'élément 7 e 11̂  tel que ^ ^ a , ^ ^ / 3 e t a ^ ^ - < ( 3 .

L'ensemble U est union finie de classes de conjugaison, paramétrées par les
éléments de 11̂ . Rappelons brièvement la construction, telle qu'on peut par
exemple la trouver dans [Ho]. Si u ç U, on note {VJ : i = 0 , . . . . r} (où r - 1
est le rang de u - 1) le drapeau de V défini par rç = ker{(u - 1)^ : V -^ V}
et au la partition de N duale de la partition À = (Ai > À2 > • • • > \n > ' ' ' )
donnée par À, = dim(VJ) - dim(rç-1) si i G {1 , . . . ,r} et À, = 0 si i > r.
L'application u i— Ou induit une bijection entre l'ensemble des orbites de U
et UN. Pour chaque a e 11̂ , on note Oa l'orbite unipotente associée à a
i.e. l'union des u ç U tels que Ou = a.

Tout x G G définit sur V une structure de F[T]-module V^. Deux éléments
x , y de G sont dans la même orbite si et seulement si les ^[T]-modules Vx et
Vy sont isomorphes. Ainsi l'application x ̂  Vx induit une bijection entre

- l'ensemble des orbites de G,

- l'ensemble des classes d'isomorphisme de F[T]-modules W tels que
dimpÇW) = N et T. W = W.
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2.3. FERMETURE DES ORBITES DE G 9

Soit ^>F C F[T] l'ensemble des polynômes irréductibles unitaires de degré > 1,
excepté le polynôme T. La théorie des modules sur les anneaux principaux
assure l'existence (et V unicité) (Tune application

G X ÏF -^ II, (^ /) ̂  ̂ (/) = (^(/)i > ^(/)2 > . . . > ̂ (f)n > • • • )

telle que pour chaque x G G,

^ © F[T]/(/^^)
/e^F,î>i

(isomorphisme de .F [T]-modules). Alors ([B] Alg. VII, n°5, Prop. 3), l'applica-
tion x 1-4- ̂  induit une bijection entre

- l'ensemble des orbites de G,
- l'ensemble des applications ^ : ^>p —^ n telles que ||'0|| = 7V

oùii^ii^E/c^^gœi^^^^ :
Pour chaque application ^ : ^>p —> n telle que \\^\\ = N^ on note 0 ;̂ l'union
des x çz G tels que ̂  = ^. Ainsi, 0^ est une orbite unipotente de G paramétrée
par a ç UN (i-e. 0^ = Oa) si et seulement si ^{T — 1) = a et |^(/)| = 0 pour
tout f E^F - [T - 1}.

Le support d'une application ^ : ^7? -4- II est l'ensemble des polynômes
/ G <S>F tels que \^{f)\ 7^ 0 ; on le note Supp(^).

2.3. Fermeture des orbites de G

Soit x G G. Pour chaque entier k >_ 1, posons D^^ = Y[f(-^ f^x(•f)k. Ainsi,
{Dx,N \ DX^N-I | • • • | ̂ ,1} ̂ t la suite des diviseurs élémentaires de x.

(2.3.1) PROPOSITION. — Soit x E G. La fermeture Oc(x) de l'orbite OcÇx)
dans G pour la topologie w-adique est union disjointe des orbites 0^ où ^
parcourt F ensemble (fini) des applications ̂ p ~> n telles que pour tout f ç <^p,
W)\=\^{f)\ etW)-^^{f).

Démonstration. — Soit y G Oc{x). Comme x et y ont même polynôme ca-
ractéristique, pour tout / e <S>F, on a \^y{f)\ = \^x{f}\' De plus ([B] Alg. VII,
§5 App., n°3, Prop. 5), pour chaque i e {1, . . . ,A^}, le polynôme P^ =
ni^o D^,N-k est le p.g.c.d. des mineurs d'ordre i de la matrice (T — x) e
GL{N,F[T]) ; on en déduit que P^, divise Py^ {i = 1, . . . , N ) donc que
Tlk=i Dy.k divise n^i D^^ (i = 1, ... , N ) et finalement que ^y(f) -< ^(/)
pour tout / ç <S>p.

Réciproquement, soit y ç G tel que |^(/)| = |^(/)| et ^(/) -( ^(/) pour
tout / e <S>F ; on suppose que y n'appartient pas à l'orbite OG'(^). Commençons
par isoler les composantes primaires de x. Pour / ç Supp(^) G ^^, notons
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Vf le sous-espace vectoriel de V défini par Vf = ker^a;)"^ : V -> V} où
^(/) = '0o;(/)i est la multiplicité de f dans le polynôme minimal de x. La
décomposition de V en V = QfVf où f parcourt les éléments de Supp(^)
définit un sous-groupe de Lévi de G

M = [g ç G : gVf C Vf, V/ e Supp(^)} = []/ <?W).

Quitte à remplacer y par g^yg pour un ^ G G", on peut supposer que y ç. M.
Il suffit alors de montrer que y est dans la fermeture dans M de PAdA<f-orbite
OM^X}. On est donc ramenés au cas où le support de ̂  est réduit à un élément,
disons /.

Soit d = deg(/) et soient a = (a\ > 02 > • • • > a^ > • • • ) , / ? = (/?i > /?2 >
• • • > o^n > ' ' ' ) les partitions de N / d définies par ai == ^y(f)i et (3i = ^x(f)i-
Par induction grâce à la transitivité de la relation d'ordre partielle « -< » sur
n^v/rf, on peut supposer les partitions a -< (S adjacentes c'est-à-dire de la forme

ai = A
O^m = ftm - 1
On = ̂  + 1

si i^ {m, n}

pour deux entiers m > 0 e t n ^ m + 1 . 0 n peut sans perte de généralité se
limiter à l'étude des deux cas de figure suivants :

cas 1 : a\ = /?i — 1, 02 = 1 et 03 = /?2 = 0,
cas ^ : ai = /?i - 1, 0/2 = /?2 + 1 > 1 et 03 = /?3 = 0.

La dernière étape consiste à construire, pour chacun de ces deux cas, une
application algébrique A : F —> G telle que A(0) ç Oc(y) et A(^) ç Oc(x)
pour tout T] € F - {0}. On pose / = T^ + Cd-iT01-1 + • • • + c{T + CQ et l'on
note J et I{r]) (77 € F) les matrices d x d définies par

J=

/ O C

0 1 ' • •

: ' • . ' • • (

V o ... o ]

) -co \

-Cl

) :

1 -Cd-1 )

,^)

0 r) \

0

Dans le cas 1, le F[r]-module Vx s'identifie à F[T]/(/^1) muni de la base

{i,r,... ,Td-l;/,.^/,... .r^-1/;... ;/^-l,^^-l,... ,^d-l/^-l}
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2.3. FERMETURE DES ORBITES DE G 11

et la matrice de la multiplication par T dans cette base est

/ J 0 ... ... 0 \

1(1) J • - .
A= 0 1(1) • - . (/?i x /3i blocs).

0 1(1) J )

Pour C € F, on définit la matrice

/ J 0

IW J
A(ri) = A^(î]) = 0 1(1) (A x /?i blocs).

0 1(1) J )

Il est clair que A(0) € Oa(y} ; pour T) ^ 0, A(??) = g^Ag où g = g^(rf) est
la matrice diagonale diag^l^, !<;,... , 1^) (/3i blocs diagonaux, 1^ désignant
la matrice identité de GL(d,F)). L'application r) >-> A.('r]) construite ci-dessus
vérifie donc les propriétés voulues.

Dans le cas 2, le F[T]-module V^ s'identifie à F[T]/(f^) <SF[T]/(f^) muni
de la base

{l,^,...,^d-l;/,^/,...,^d-l/;...;/A-l,^/^-l,...,^d-l/^-l}x
{i,r,... ̂ -^r/,... .r^-1/;... i^2-1^/^-1,... ,yd-i^2-i}

et, avec les notations introduites plus haut, la matrice de la multiplication par
T dans cette base est la matrice diagonale par blocs

A /=diag(A^(l),A^(l)).

Pour rj € F, on définit la matrice

A'^f^) 0 \
w { Y A^(l);'1-

(IW

0

V 0

0 ... ... (

0 • • •

... 0 0 (

3 \

0 /

(/?2 x/?i blocs).
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12 CHAPITRE 2. LES CLASSES DE CONJUGAISON DE G

Ainsi, A'(0) e 0^) et pour rj e F - {0}, A'^) - g ' - ^ ^ g 1 où

/ 0 -Irf 0 .. . 0 \

,'^f^ °n)^ ' • • ' • • ' • • : ( ^XA blocs).
\ s ^l7?) 7 • • . > . . o

\ 0 . . . . . . 0 -ld )

Comme pour le cas 1^ l'application T] 1-4- A7^) vérifie les propriétés voulues. D

(2.3.2) COROLLAIRE. — (i) Les éléments d'orbite fermée dans G pour la to-
pologie w-adique sont les x ç G tels que ^x(f)i ^ {O? 1} pour tout f 6 ^p et
tout entier i > 1 (i.e. les éléments «semi-simples» au sens de [B] Alg. VIII,
§9, Déf. 1 ) .

(ii) La fermeture dans G d'une orbite 0 pour la topologie w-adique est union
de 0 et d'un nombre fini d'orbites de dimension (en tant que variétés w-
adiques) strictement inférieure à la dimension de 0. En particulier, toute orbite
de G est une sous-variété w-adique localement fermée de G.

Démonstration. — Le point (i) découle directement de la proposition (2.3.1).
Pour (ii), soit x € G et soit y G Oc(x) — Oc{x). La dimension de l'or-

bite Oc{y) coïncide avec N2 — dim{Gy) et l'algèbre de Lie de G y s'identifie à
EndF[T]{Vy) dont la dimension est -^V+2^^ ideg(Dy^) ([J] Theorem 3.16).
Ainsi, reprenant la notation P^ = ni;=o ^z,N-k {z ^ G} introduite au début
de la preuve de (2.3.1), on obtient

N / p \
(2.3.3) dimOG(x)-dimOG(y)=2Vdeg —^ > 0.

i=i ^x^

D'où le point (ii) de (2.3.2). D

2.4. Lexique

Désormais, et jusqu'à la fin de ce papier, nous utilisons la terminologie^
suivante. Un élément x G G est dit

- primaire si le support de ̂  est réduit à un élément,

- semi-simple si ^x{f)i ^ {0^ 1} pour tout / ç ^p et tout entier i > 1,

(1^ Signalons, pour éviter les confusions, que nos éléments semi-simples (resp. absolument
semi-simples, irréductibles) sont les éléments «fermés» (resp. «semi-simples», «elliptiques»)
de [La].
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- irréductible (ou simple) si rr est primaire et semi-simple, autrement dit si
le polynôme minimal de x est irréductible sur F ,

- régulier si ^x(f)2 = 0 pour tout / e <S>p, i.e. si D^^ = 1,
- elliptique si a; est irréductible et régulier, autrement dit si le polynôme

caractéristique de x est irréductible sur F^
- séparable si tout / G Supp(^) est séparable sur .F,
- absolument semi-simple ([B] Alg. VIII, §9, Déf. 2) si x est semi-simple et

séparable.
Au risque de gêner certains lecteurs, nous employons le terme semi-simple

pour désigner à la fois les «vrais» éléments semi-simples (i.e. ceux qui restent
semi-simples dans GLÇN^ F) pour une clôture algébrique F de F) et les « faux »
éléments semi-simples (i.e. les autres). Bien sûr, ces derniers n'existent que
si p | N. Le point de vue que nous adoptons, aidé en cela par les travaux
de Bushnell-Kutzko [BK], nous conduit en effet à traiter indistinctement les
« vrais » et les « faux » éléments semi-simples ; nous verrons dans la section 4
que les intégrales orbitales sur G ont, pourvu qu'on les normalise correctement,
des propriétés de régularité qui d'une certaine manière «ne voient pas» les
éléments inséparables (cf. la proposition (4.4.2)).

(2.4.1) REMARQUE. — Si s est un élément absolument semi-simple de G, on
peut fixer un sous-groupe de Cartan F de Gs, i.e. un sous-groupe de Cartan
de G contenant 5, et étudier le comportement des orbites voisines de OG'(^)
dans AdG(r) en déployant F par une extension séparable finie de F (cf. par
exemple le Lemma 19 de [HC 1]). Pour les éléments semi-simples inséparables
en revanche, ce procédé n'est pas utilisable : si p | N et x est un élément
semi-simple inséparable de G, alors G^ est (non canoniquement) isomorphe à
ni=i GL(ni^ F[} pour des entiers ni > 1 et des extensions finies F [ j ' F^ données
par F[x] = F[ x ' ' ' x F^ dont une au moins est inséparable; en particulier,
Gx est dans F p mais n'est pas réductif (comme groupe ^-adique), et pour
toute sous-jF[rr]-algèbre Q Ç End^r^Y) commutative séparable maximale, le
sous-groupe F == Q^ Ç Gx dégénère en se déployant sur F (comme ^-algèbre,
Q est inséparable). Exemple : supposons p > 0 et considérons l'élément

w

x = çGL^F).
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II est elliptique dans GL(p,F) et conjugué dans GL{p,F[^/w]) à

/ ^w 0 ... ... 0 \

1 ' • • ' • . :

y= o ' • . • • . :

\ 0 ... 0 1 ^w )

lequel est loin d'être semi-simple dans GL(p,F[^/w]) puisque produit de la
matrice scalaire diag(-Ç/w,..., ^/w) par un unipotent régulier.

(2.4.2) REMARQUE. — Les énoncés de normalisation et de descente des inté-
grales orbitales en caractéristique nulle sont pour la plupart formulés en termes
de la décomposition de Jordan. Or cette décomposition n'existe pas en général
pour les éléments inséparables (exemple : si p > 0, un élément x ç GLÇp^.F)
de polynôme minimal T^ - wp ne peut pas s'écrire sous la forme x = su avec
s semi-simple, u unipotent et su = us). On verra dans la section 2 comment,
moyennant quelques petites modifications, on peut sans la décomposition de
Jordan reformuler tous les résultats de descente connus en caractéristique nulle.

Soient (?r C G l'ensemble des éléments semi-simples réguliers et C?e C Gr
l'ensemble des éléments elliptiques. Soit G C G l'ensemble des éléments sépa-
rables et soient Gr = G H Gr, Ge = G H Ge.

On généralise naturellement les définitions et notations de 2.4 à tout groupe
H ç F F , donc en particulier au centralisateur dans G d'un s ç. G semi-simple :
soit un isomorphisme (de groupes w-adiques) y? : H -^ Yl^i GL(ni, F[) pour
des entiers ni > 1 et des extensions finies F[fF. Un élément h ç H est dit
primaire (resp. semi-simple, irréductible, séparable, etc.) dans H si pour chaque
indice i ç {! , . . . , r} tel que ni > 2, la composante de y(h) sur GL(ni,F![)
est, en remplaçant N par ni et F par F^ dans les définitions précédentes,
primaire (resp. semi-simple, irréductible, séparable, etc.). Ces définitions sont
indépendantes de l'isomorphisme y choisi. Comme pour G, on définit Hy, Hç,
AT, Hr et ffe.

2.5. Nappes de Dixmier

Pour chaque entier n ^ 1, on note F[T]n la variété w-adique formée des
polynômes unitaires de degré n non divisibles par le polynôme T, et pn :
F[T]n —^ F71'1 x Fx l'isomorphisme de variétés w-adiques donné par pn($) =
(^_i(^),...,co(0) pour ç = T71 +E?=o1^)^. Si ç ç Un>i^[T]n, pour
chaque entier k > 1, soit Vk(ç) l'image réciproque par l'application pd, où
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d = deg(^), du voisinage ouvert compact de pd(Ç) dans F^1 x J^ formé des
d-uplets (cd-i, Crf -2 , . . . , co) tels que ci = Ci(^) (modP^) pour 2 = 1,..., d—1 et
CQ = co(0 mod (1 + P^). Comme le résultant R(f^g) G F de deux polynômes
/, /î ç Un>i -^[^In dépend continuement des coefficients de / et ^, si / et g
sont premiers entres eux, alors il existe un entier k > 1 tel que pour tout couple
(//,^) 6 Vk(f) x VkW, les polynômes /' et h' sont premiers entre eux.

Fixons un entier n > 1 et un polynôme ^ e F[T]n. Soit n/ç^ /m/^) la
décomposition de $ en produit de polynômes irréductibles sur F, et soit fc($)
le plus petit entier k > 1 tel que pour tous polynômes /, h ç. <&^, f 7e h
tels que mf(ç) > 0 et m^) > 0, on ait la propriété : pour tout couple
(/',/î') € Vkif^^) x Vk^^), les polynômes /' et h' sont premiers entre
eux. Ainsi, pour chaque entier k > k(^) la partie

H^o^n/w"^0)
où / parcourt l'ensemble des composantes irréductibles de ^, est un voisinage
ouvert compact de $ dans F[T]n (lemme de Hensel), et les M4($) (k > k(^))
forment un système fondamental de voisinages ouverts compacts de ^ dans
F[T]n. De plus, le lemme suivant implique que si l'entier k est suffisamment
grand, alors pour chaque composante irréductible / de ^ et pour tout (f) ç.
VkÇf"1^^), les degrés des composantes irréductibles de (f) sont multiples de
deg(/).

(2.5.1) LEMME. — Soient un polynôme f € <&^ et un entier m>l. Il existe
un entier k > 1 tel que pour tout (f> ç VkÇf171) et toute racine 7 de (f), deg(/)
divise [F[^\ : F].

Démonstration. — Fixons une clôture algébrique F de F et une racine a de /
dans F. Soient E = F[a]^ K / F la sous-extension séparable maximale de E / F
et r le plus grand entier m > 0 tel que / ç F^T^} Q/ = 1 si p = 0). Alors
/(T) = hÇT^) pour un polynôme h € <&F, séparable sur F puisque h ^ F^}.
Comme deg(/) == p7' deg(/i) et que le nombre de racines distinctes de / est
égal à deg(/î), on a [E : K] = p7'. Donc K = F^] et x^ G K pour tout
x G E. Soit v : F —> Q la valuation sur F telle que v{K} = Z i.e. la valuation
sur F qui prolonge la valuation normalisée sur K y et soit S l'ensemble des F-
plongements de K dans F. Si ( / ) ç F[T}n où n = mdeg(/), pour toute racine 7
de 4> dans F, on a ^(/i77^^)) = ^((/m — ^>)(7)). Par suite, il existe un entier
fc > 1 tel que, pour tout polynôme (f) € VkÇf171) et toute racine 7 de 0 dans F,
il existe un unique a/y € 5 tel que ^(7^ — a^a^) > v^odf — a^a^) pour tout
a ç S, a 7^ a/y ; alors cr/yJ^ C F^^] (lemme de Krasner).
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Soit P(T) e K[T] tel que ^(P(a)) = p"^ i.e. tel que P(a) soit une uni-
formisante de E. Pour chaque a e 5, il existe un unique plongement de
2? dans F prolongeant a ([B] Alg.V, § 8, Prop. 8), que l'on note encore a.
Quitte à rempacer k par un entier plus grand, on peut supposer que pour
tout (f) ç. VfçÇf171) et toute racine 7 de (j) dans F telle que cr-y == i d ^ / p ^
^(P(7)) = ̂ (P(a)). Alors, pour tout (f) G VkÇf171) et toute racine 7 de (f) dans
F, ^(a/yP(7)) = v{a^P{(j^a)) =p-r, donc?7' divise [^[7] : a/yAT] et finalement
deg(/) = pr deg{h) divise [^[7] : F]. D

Soit a; e G. L'isomorphisme de F[T]-modules Vx ^ S^F^/ÇD^^) donné
par la théorie des diviseurs élémentaires permet d'associer à x une partition
de 7V

a^ djf (deg(D^i) > deg{D^) > ' " > deg(A^) > 0 = — = 0 = . - . ) .
L'application G —^ UN-, x \—^ a^ prolonge l'application U —^ Î Î - N ^ u \—^ Ou défi-
nie en 2.2. On notepcar : G —^ F[T]N l'application «polynôme caractéristique»
donnée par pcar(^) = Yl^ Dx,i'

Pour chaque a e 11̂ , soit Xa = {x G G : a^ = c^} la nappe de Dixmier de
G associée à a. La décomposition de G en nappes de Dixmier décrite dans la
proposition suivante est essentielle pour la suite de la construction.

(2.5.2) PROPOSITION. — (i) Pour chaque a G 11^; la nappe Xa est une par-
tie KàG-invariante de G, V orbite Oa (cf. 2.2) est Vunique orbite unipotente
de Xa et la restriction à Xa de l'application pcar induit une bijection entre
l'ensemble des orbites de Xa et pco,r{Xa).

WG=Y[^X^.
(iii) Soit a ç. 11^. Pour tout x ç Xa, la dimension de l'orbite Oc^x) (en

tant que variété w-adique) est 2 ̂ ^i î(l — o^).
(iv) Soit a G 11^. La fermeture Xa de la nappe Xa dans G pour la topologie

w-adique est contenue dans \\Q^a^ft e^ ^a es^ ouverte dans U/^Q^? en

particulier, Xa est une sous-variété w-adique localement fermée de G. Préci-
sément, Xa est union des fermetures dans G des orbites de Xa-

Démonstration. — Les points (i) et (ii) sont clairs.
(iii) Soit x G Xa- La dimension de l'algèbre de Lie de Gx est —N +

2]^^m, ([J] Theorem 3.16) donc la dimension de l'orbite OG(^) est 7V2 +
N-2EN^i^=_2_EN=l^-^)-

(iv) Soit y e Xa- Les arguments utilisés au début de la preuve de (2.3.1)
entraînent que S^O^-Â; ^ ^ëŒl^o-^y^-k) (i = ^ • •^ 7 V ) donc que
^^k=lak ^ ^ëiYl^i-^y^) (z = ^ • • • ^ ^ O e^ finalement que ay -< a. D'où
l'inclusion Xa Ç U^o;^.
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2.6. SOUS-NAPPES DES NAPPES DE DIXMIER 17

La seconde assertion du point (iv) résulte de l'inclusion ci-dessus grâce à la
transivité de la relation d'ordre partielle « -< » sur îl^ '. pour toute partition
(3 de 7V, la partie U^ Xy est union des fermetures dans G des nappes Xy
(7 -<: /?) donc est fermée dans G. Comme la partie [L^ g^a X^ est union
des LL^/?-^ (/3 -^ <^ /? / o'), elle est fermée dans G donc dans [L^o^
et par conséquent (passage au complémentaire) la nappe Xa est ouverte dans
U/^a^-

Quant à la précision, il est clair que l'union des fermetures dans G des orbites
de Xa est contenue dans Xa. Il suffit donc de montrer que cette union est fermée
dans G. Si a = (ai ^ • • • > Or > 0 = • • • == 0 = • • • ), un polynôme ç appartient
à Pcàr(Xa) si et seulement si il existe des polynômes ^ ç LIr^i^l7]^ (z =
l , . . . , r ) tels que ^ = H^W et a, = E^deg(^) (^ = ï , . . . , r ) . Soit
^ G ^[T]^ —Pcar(^a). Si k ^ fc(^) est un entier suffisamment grand, pour tout
polynôme C = FI/C/ dans H^) = n/^W^0) où / parcourt l'ensemble
des composantes irréductibles de ̂  les degrés des composantes irréductibles de
C/ sont multiples de deg(/) (pour chaque /) et donc WA;(O G F[T]N-p^r(Xa).
On en déduit que pcar(Xa) est une partie fermée de F[T]N. Comme l'union
des fermetures dans G des orbites de Xa est la trace sur ]_J^ X^ de l'image
réciproque de pc&r(Xa) par l'application ^can cette union est fermée dans G. D

Ainsi, la nappe régulière X(^>o=...=o=-) est l'ensemble des orbites de dimen-
sion maximale; a l'opposé, la nappe centrale X(i^...^i>o=-=o=.") (identifiée à
Fx) est l'ensemble des orbites de dimension nulle.

(2.5.3) REMARQUE. — La fermeture d'une nappe Xa dans G pour la topo-
logie ^7-adique ne coïncide en général pas avec [L^^. Considérons par
exemple les partitions a = (3 > 1) et /? = (2 > 2) de N = 4 et soit
x e GL(4,F) un élément de polynôme minimal / de degré 2 irréductible
sur F. Cet x appartient à la nappe X^ de GL(4,F) mais n'appartient pas
à la fermeture dans GL(4,F) de la nappe Xa ; il n'est en effet pas possible
d'approcher d'aussi près que l'on veut le polynôme caractéristique f2 de x par
un polynôme ayant une racine dans F.

Pour la topologie de Zariski en revanche, la fermeture d'une nappe Xa de
G est bien l'union des nappes Xp (/3 ^ a).

2.6. Sous-nappes des nappes de Dixmier

La décomposition de G en nappes de Dixmier n'est pas assez fine pour le
propos qui nous intéresse; on verra en particulier qu'il n'existe pas de nor-
malisation des intégrales orbitales sur G induisant des applications localement
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18 CHAPITRE 2. LES CLASSES DE CONJUGAISON DE G

constantes sur les nappes de Dixmier. On raffine donc cette décomposition en
stratifiant les nappes en sous-nappes.

Soit a = (ai > • - • û / 7 . > 0 = • • • = 0 = • • • ) une partition de N. La nappe Xa
est l'ensemble des points sur F d'une sous-variété algébrique lisse X^ définie
sur F de G_ = GL(N) vu comme groupe algébrique défini sur F. De même,
notant Ya l'ensemble des suites {^1,^2?. • • ̂ r} de polynômes unitaires ^ e
F[T] - TF[T] tels que ^+1 | $, (i = 1,..., r - 1) et degfâ) = a, (i = 1,..., r),
Ya est l'ensemble des points sur F d'une variété lisse Y_^ définie sur F. Soit
P : ï.a ~^ ï-a ^e morphisme algébrique tel que pa(x) = {25^i,.. . , D^^r} pour
tout x ç Xa et soit Sa :Y^a —^ X_^ la section de p définie comme suit. Pour
chaque fô}[=i G Ya^ Sa{{^i}) est la matrice diagonale par blocs

diag(J(^i),..., J(^r)) (ai x • • • x a^ blocs)
où

/ 0
1

-co \

-Cl

J ^ ) - çGL(d,F)

\ 0 ... 0 1 -Crf-i /
pour tout polynôme ç = T0- -h Sf=i1 c^ € F[T] - TF[T]. Ainsi, p est surjec-
tive, submersive et de fibres les Ad^-orbites de X_^ (avec la terminologie de
Gelfand-Kazhdan [GK], le couple (X_^p ) est un «geometrical factor»).

Pour décrire la topologie de V^, reprenons les notations introduites en 2.5.
Soit {^}[=i un élément de Ya et soit

fe(fô})^max^),fe(^),..,Â;(J)}.r-l

^ ,

Alors, pour chaque entier k > fe({^}), la partie

c (-/^-Yi^.^r-l}
VÇr-î+l/ J

mWi})=<{d}eYa:(:r^m^r)^ em
Cr-î+1 Ur-î+1/

est un voisinage ouvert compact de de {^} dans Ya et les H^tô}) (A; >
fc({^})) forment un système fondamental de voisinages ouverts compacts de
{Ci} dans Ya.

Pour chaque x ç G, on appelle orbite fermée associée à x l'unique orbite
semi-simple contenue dans la fermeture de Oc(x) dans G i.e. l'orbite 0^ où ^
est l'unique application <S>p -> 11̂  telle que pour tout / G $j?, |^(/)| = |^a;(/)|
et W)i e {0,1} où ^(/) = (^(/)i > ^(/)2 > • • • > WN > 0 = . . . ) . Si s
est un élément semi-simple de G, on note AG?(.S) l'ensemble des x ç G d'orbite
fermée associée OG?(.S), i.e. l'ensemble des x ç G tels que pcar(^) == Pcar(^)- En
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2.6. SOUS-NAPPES DES NAPPES DE DIXMIER 19

d'autres termes, Ac(s) est la fermeture dans G de l'unique orbite régulière O^j
telle que Supp(^) = Supp^^) et les orbites de Ac(s) sont paramétrées par
l'ensemble fini îi\^)\ x • • • x HI^)! où { / i , . . . , fr} = Supp(^).

Tout x G G possède une (unique) décomposition de Jordan de la forme x =
s^u^ avec Sx 6 G semi-simple et Ux € Gsy, unipotent ([B] Alg. VII, §5, Prop. 11
et Prop. 12). Ainsi, pour s 6 G absolument semi-simple, Ac(s) == IIu^c^^)
où u 6 UG^ parcourt un système de représentants des AdG^-orbites unipotentes
deGs.

Fixons une partition a de N. Pour chaque partition f3 de N telle que /? -< a,
soit Xa,(3 C Xa la sous-nappe de G formée des éléments de Xa dont l'orbite
fermée associée est contenue dans X^.

(2.6.1) PROPOSITION. — (i) Pour chaque (3 C UN tel que /3 -< a, la sous-
nappe Xa,(3 de G est une partie AdG-invariante de Xa-

(U) Xa = U^a^^.
(ni) Pour chaque f3 6 UN tel que f3 -< a, on a Xa,/3 = Xa n (USÇJ^AG;^)).

En particulier, X^n=...^i>o=---=o=---) := Fx0a et Xa,a = {x ç: Xa '' x semi-
simple} .

(iv) Soit f3 e UN tel que f3 -< a. La fermeture Xa,/3 de la sous-nappe Xa^
dans G pour la topologie w-adique est union des fermetures dans G des orbites
de Xa,/3 et Xa,(î est ouverte dans (LLy^/^û ̂ -y) UdJ^^^a^) ^ en Particu-
lier, Xa,(3 est une sous-variété w-adique fermée de Xa localement fermée dans
G.

Démonstration. — Les points (i), (ii) et (iii) découlent directement de la cons-
truction.

Pour (iv), il suffit de remarquer que pcar(^a,/?) coïncide avec peur (X a) H
pcar(^)î laquelle intersection est fermée dans F[T]pf (cf. la fin de la preuve
du point (iv) de (2.5.2)). Comme l'union des fermetures dans G des orbites
de Xa,/3 est la trace sur LL-^o^ de l'image réciproque de pcar(^a,^) par
l'application pcan cette union est fermée dans G et coïncide avec Xa^- Enfin,
comme les orbites de Xa sont fermées dans X^ la sous-nappe X^ est fermée
dans Xa'

Soit {$î}[^i G ÎQ,/? = pa(Xa^)' Si k > k({^i}) est un entier suffisamment
grand, le voisinage Wk({^i}) de fô} dans Ya est contenu dans U^^o^û'^-
Par suite, ]_L-<</y-<a ^a/y est ouvert dans Xa et la sous-nappe Xa^ est ouverte
dans (U^a^a ̂ } U(LL^ Xa^ 5 D
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20 CHAPITRE 2. LES CLASSES DE CONJUGAISON DE G

2.7. Décompositions standards

On dit que la décomposition ordonnée d'une partie Sî de G en fi = ]J^ î^
est une décomposition standard si elle vérifie les deux conditions suivantes :

- pour chaque k e { 0 , . . . , m}, la partie [J^o 0, est fermée dans G,

- pour chaque k ç { 0 , . . . , m}, la partie 0^ est ouverte dans ]_J^o f^.
Si rr G G, il résulte du point (ii) de (2.3.2) qu'une décomposition de la ferme-

ture Oc{x) dans G de l'orbite Oc{x) de la forme OcÇx) = ]J^o Oc(^z) est une
décomposition standard si et seulement si dim(0(;(^)) < dim(OG'(^+i)) pour
i = 0 , . . . , m — 1. Rappelons que si 5 est un élément semi-simple de G, AG'(.$)
coïncide avec la fermeture 0 dans G de l'unique orbite régulière 0 contenue
dans Ac(s) ; par conséquent les décompositions standards de Ac(s) en union
disjointe d'orbites ont déjà été décrites.

Si o^ /? sont deux partitions de N telles que a -< /?, alors Oa Ç 0/3 (2.3.1) ;
en particulier Xa D X^ / 0. Cette observation jointe au point (iv) de (2.5.2)
entraînent qu'une décomposition de G en G = ]J^o -y^ est une décomposition
standard si et seulement si elle est compatible avec la relation d'ordre partiel
«-< » sur UN au sens où pour tout couple d'entiers (^j), 0 < i^j < n, la condi-
tion ai -< aj implique i < j. Enfin, si G = ]J^o X^ est une décomposition
standard et si, pour chaque partition o^, l'on se donne une décomposition de
la nappe X^ en Xa^ = U?=o ^^z^j compatible avec la relation d'ordre partiel
« -< » sur !IA^ alors la décomposition de G obtenue en rangeant les sous-nappes
Xa^/3j suivant l'ordre lexicographique est une décomposition standard (point
(iv) de (2.6.1)).

2.8. Fermeture des «orbites paraboliques» de G

Si u G U, le drapeau [V^ : i = 0,..., r} (où r - 1 est le rang de u - 1) de V
introduit en 2.2 définit un sous-groupe parabolique de G

P={9^G:gV^CV^ z=l,. . . ,r}.

De plus, U = {g G G : {g - 1)VJ Ç V^~1, i =l,...,r} est le radical unipotent
de P et tout v ç U induit, par passage au quotient pour chaque i e { 2 , . . . , r},
une application

(y _ i) . y^/y^-i _^ y^-1/^-2
Ve7 -"-/î • ^ u l 'u ' 'u 1 'u

Le Lemma 2 de [Ho] dit très exactement que PAdP-orbite Op(v) d'un v G U
est dense dans U pour la topologie w-adique si et seulement si les applications
(v — l)i, i = l , . . . , r sont toutes injectives ; en particulier, Op{u) est dense
dans U. Grâce à ce résultat, Howe peut montrer la convergence des intégrales
orbitales unipotentes en toute caractéristique (i.e. pour p > 0), [Ho] Prop. 5.
La généralisation du Lemma 2 de [Ho] aux orbites quelconques de G décrite
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2.8. FERMETURE DES «ORBITES PARABOLIQUES» DE G 21

ci-dessous (et son application à la théorie des intégrales orbitales, cf. 3.2 ci-
après) est esquissée dans [BDKV] et complètement rédigée par Laumon dans
[La] 4.8.

Soit x e G et pour chaque / G Supp(^), soit Vxj le sous-espace ca-
ractéristique de V défini par

V^f = ke^fÇx)^^ : V -^ V}.

La décomposition de V en V = SfVx,f définit un sous-groupe de Lévi de G

M' = {g G G : gV^f Ç V^, V/ e Supp(^)} = ̂ GUy^f}.

Fixons un / 6 Supp(^) et soit [V^ : m = 0 , . . . ̂ x{f)i} le drapeau de
y^j défini par V^ = ker^rc)771 : V^j —^ V^j}. Il induit un sous-groupe
parabolique de GL(Vx,f)

P'f = {g e GL{V^f) : gV^ Ç V^ m = 0 , . . . ,^(/)i}.

On peut alors définir un sous-groupe parabolique de M'

P" = Wf ̂  n/^Wj)- M'.
Soit U" le radical unipotent dç P".

Fixons un ordre Supp(^) = { / i , . . . , fr} sur le support de ̂  et soit P ' le
sous-groupe parabolique de G de composante de Lévi M' donné par

P' = [9 e G : g((B^V^) Ç ©tiV^ k = 1 , . . . ,r}.

Soit U ' le radical unipotent de P ' et soit P le le sous-groupe parabolique de G
de radical unipotent U " U ' défini par P = P"U1.

Notons que les groupes M', P" (= M' H P) dépendent canoniquement de
x tandis que les groupes P', P dépendent de x et de l'ordre arbitrairement
fixé sur le support de ̂ . On appelle M' le sous-groupe de Lévi de G associé
à x^ P" le sous-groupe parabolique de M' associé à x et l'on dit que P est
un sous-groupe parabolique de G associé à x. Notons que deux sous-groupes
paraboliques de G associés à x sont conjugués dans G. Pour alléger l'écriture,
on se référera dans la suite à cette construction par la formule « soit x G G et
soient M7, P, P" = M'DP les sous-groupes de G associés à x en 2.8», laquelle
sous-entend que l'on s'est donné un ordre sur le support de ̂  et que P est le
sous-groupe parabolique de G associé à x et à cet ordre.

Soit TT" : P" -^ P" fU" = P" le quotient réductif maximal de P", et soit
TT : P -> P / U ' = P" -^ ~P" le quotient réductif maximal de P.

(2.8.1) LEMME ([La] Lemma 4.8.4). — Le centralisateur Gx de x dans G est
contenu dans P" et 7^"{x) est irréductible dans P . De plus,

Op^=7^ff~\0-p.{7^lf(x)))
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22 CHAPITRE 2. LES CLASSES DE CONJUGAISON DE G

(fermeture dans P" pour la topologie w-adique) et Opr(x} — Opn(x) est une
sous-variété w-adique fermée de Opn(x}.

(2.8.2) COROLLAIRE. — On a
Op(x)=^-l(0^(7^11(x)))

(fermeture dans P pour la topologie w-adique) et Op(x) —Op(x) est une sous-
variété w-adique fermée de Op(x).

Démonstration. — Pour tout p " ç. P", M1 = ̂ ' ^ M ' p " est le sous-groupe de
Lévi de G associé àp""1^?", par conséquent det^^u^Çl—Adp^^xp") / 0 (on
a Gpn-i^ C M') et l'application U1 -^ U1, u' ̂  (pff-lxpfl)-luf-l(plf-lxpff)uf

est un isomorphisme de variétés w-adiques. Puisque P = P^U' (produit semi-
direct), on a donc Op(x) == Op"{x)U1 et Op(x) = Opn{x)U' où Op"(x} désigne
la fermeture de Op"{x) dans P " . D'où finalement

Op(x) = ̂ -^O^^ÇXWU' = TT-^Op^TT"^)))

(lemme (2.8.1)) et
Op{x)- Op(x) = (7^//-l(0^(7^//(.c)) - Op.{x}}U'.

D
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CHAPITRE 3

INTÉGRALES ORBITALES SUR G

3.1. Notations

Soient /C = M(N, 0) l'0-ordre héréditaire maximal standard dans A(V) et
J]G = ̂ IC son radical de Jacobson. Soit K = GL(N, 0) le groupe multiplicatif
de /C (i.e. le sous-groupe ouvert compact maximal standard de G) et pour
chaque entier m > 1, soit K^ = 1 + JJ^ le sous-groupe de congruence modulo
P171 de K.

Soit X un espace topologique totalement discontinu. On note C^°(X) l'es-
pace des fonctions à valeurs complexes sur X localement constantes à support
compact. Le dual algébrique D(X) de C^°(X) est l'espace des distributions
sur X. Si Q est une partie ouverte (resp. fermée) de X, on identifie 07^(0)
(resp. D(îî)) à l'espace des fonctions (resp. distributions) sur X à support dans
Q, cf. [BZ] 1.7. Toute action (à gauche, continue) H x X -^ X, (h,x) ̂  rh{x)
d'un sous-groupe H de G sur X, induit une action r* sur C^°(X) (et plus
généralement sur l'espace des fonctions à valeurs complexes sur X)

(r*/i(/)) (x) = f(rh-\x)) {h ç H, x ç X, f ç C,°°(X))
et une action r sur DÇX)

(r^(r)j) = {T^h-\f}} (h ç ̂  r e D(X), / ç ̂ (x)).
Pour toute partie Y C X , on note ly la fonction caractéristique de Y.

Si îî est une partie AdG-invariante de G, on note (7o(îî) le sous-espace de
^(îî) engendré par les fonctions de la forme /-Ad*ff(/) (/ ç C^°(fl), g ç G).

3.2. Convergence

Soit dff la mesure de Haar sur G — fixée pour toute la suite de l'article —
telle que vol(K^dg) = 1.

Soit s ç G semi-simple. Le groupe G s est dans Yp donc est unimodulaire,
et la donnée d'une mesure de Haar dgs sur G s induit une mesure invariante
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dg
—— sur l'espace homogène Gs\G, [W] Chap. II, §9. On peut alors, pour toute
^Vs
fonction / ç C^°(G), définir l'intégrale orbitale au point s sur G

^(/^^)= [ fÇg-^g)^.
JG,\G dgs

Puisque l'orbite Oc(s) est fermée dans G, cette intégrale converge absolument ;
c'est même une somme finie, la restriction d e / à Oc(s) restant localement
constante à support compact.

La généralisation de cette construction aux orbites quelconques se heurte
à deux difficultés : le centralisateur dans G d'un élément qui n'est pas semi-
simple est-il encore unimodulaire ? Si tel est le cas, l'intégrale orbitale définie
comme ci-dessus pour un élément dont l'orbite n'est pas fermée dans G est-elle
encore convergente? Comme pour le lemme (2.8.1), la réponse (positive) à ces
deux questions a été rédigée par Laumon.

(3.2.1) LEMME ([La] Lemma 4.8.6). — . Pour tout x G G, le centralisateur
Gx de x dans G est un groupe unimodulaire.

(3.2.2) PROPOSITION ([La] (Prop. 4.8.9)). — Soient x G G et dg^ une me-
sure de Haar sur G^. Pour toute fonction f ç. C^°(G), l'intégrale orbitale

IG{f^^g^= t fÇg^xg)^
JG^\G d9x

est absolument convergente.

Le calcul explicite d'une intégrale orbitale est en général très difficile. Pour
x e U, Howe réduit ^(f.x.dg^) à une intégrale convergente sur le radical
unipotent U du sous-groupe parabolique de G associé à x, [Ho] Prop. 5. Pour
x quelconque, on peut, via le corollaire (2.8.2), reprendre l'idée de Howe et
réduire ^(f.x.dg^) à une intégrale orbitale convergente ^{^f.XM.dm^^)
((/)/ e C^°{M), XM Ç M irréductible dans M) où M est une composante
de Lévi d'un sous-groupe parabolique de G associé à x, cf. 2.8. Rappelons
cette construction, qui nous servira plus loin de définition pour normaliser les
intégrales orbitales sur G.

Démonstration de (3.2.2). — Soient M', P, P" = M' HP les sous-groupes de
G associés à x en 2.8. On se donne une décomposition de Lévi P" = MU"
de P"; elle induit une décomposition de Lévi P = MU. Soit x = XM^U"
{XM ç M, xu" Ç U"} la décomposition de x suivant P" = MU". Fixons un
sous-groupe ouvert compact maximal Kp de G tel que G = PKp et P Fl Kp =
(M n Kp}(U H Kp) (si g e G est tel que gMg~1 et gPg~1 sont standards,
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on peut prendre Kp = g^Kg, cf. [BZ] Lemma 3.11), et des mesures de Haar
dkp, dm, du respectivement sur K p , M, U telles que

yol(Kp, dkp) = vol(M H Kp, dm) = yol{U H Kp, du) = 1

(comme tous les sous-groupe ouverts compacts maximaux de G sont conjugués
dans G, dkp est la restriction à Kp de la mesure dg sur G). On a alors la formule
d'intégration (cf. [C] 4.1)

[ f{g)dg= [ I I f{mukp)dmdudkp (f G C^°(G)).
JG J M J U J K p

Comme Gx = Pp, la mesure dg^ sur le groupe unimodulaire Gx induit une
mesure invariante —,—— sur l'espace homogène G^\P ([W] Chap. II, §9).

dgx
Pour toute fonction / G C^°{G), on a donc l'égalité

I°(f,x,dgx)= \ \ A(Ï'kp{f)(u~lm~lxmu)———dkp',
JG^\MxuJKp dg^

il ne s'agit encore que d'une égalité formelle au sens où le terme à gauche du
signe « = » converge si et seulement si le terme à droite converge.

L'AdP-orbite Op(x) s'identifie (en tant que variété ^-adique) à l'espace ho-

mogène Px\P et l'on note da la mesure sur Op(x) déduite de la mesure ———
dgx

sur Px\P par cette identification. Elle vérifie l'égalité d(pap~1) = 6p{p)da
(p G P) où Sp désigne le caractère module sur P (cf. 3.3 pour la définition).

Comme M est (non canoniquement) isomorphe à un produit ]~[I=i GL(ni, F)
pour des entiers n^ > 1 et XM est irréductible dans M (2.8.1), le centralisateur
MX^ de XM dans M est dans Tp donc est unimodulaire. Fixons une mesure

de Haar dm^^ sur M^^. Elle induit une mesure invariante .——— sur l'espace
dlïixM

homogène Mr^\M. On identifie les variétés z^-adiques OM{^M)U et M^\P

et l'on note d(3 la mesure sur OM^M^U déduite de la mesure -———du sur
dTTixM

MXM\P P^ cette identification. Elle vérifie l'égalité d(p/3p~1) == 6p{p)d/3 (p e
P), donc induit une mesure dfS sur l'ouvert dense et AdP-invariant Op{x) de
OM(XM)U (2.8.2), elle aussi vérifiant l'égalité d(p/3p~1) = d/3 (p e P).

On en déduit qu'il existe une constante c = cÇdnix^) > 0 telle que da = cd(3
(cf. [W] Chap. II, §9). La partie fermée OM{XM)U — Op(x) C OM(X)U ayant
un volume nul pour la mesure d(3 (2.8.2), pour toute fonction / e C^°(G), on
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a l'égalité

I^LœA^cf f f ^p[î}[m-\Mmu}^dud^
J M ^ ^ \ M J u J K p dm^M

Comme FAdM-orbite OM^M) est fermée dans M, cette intégrale converge
absolument. Q

On étend naturellement le lemme (3.2.1) et la proposition (3.2.2) à tout
groupe H ç Tp '• soit dh la mesure de Haar sur H qui donne volume 1 aux
sous-groupes ouverts compacts maximaux de H (ils sont tous conjugués dans
H). Soient x G H et dhx une mesure de Haar sur le centralisateur (unimodulaire
grâce à (3.2.1)) Hx de x dans H. Pour toute fonction / ç C^°(H), on définit
l'intégrale orbitale au point x sur H

J^(/^d/^)= ! /(/z-1^)-^.
JH^\H ^x

Comme pour tous espaces topologiques séparés localement compacts totale-
ment discontinus (donc en particulier tous groupes w-adiques) H \ ^ . . . , ffy., on
a ([HC 1] Cor. of Lemma 16)

(3.2.3) C^ÇHz x ... x Hr) = C^(H^ ® ... 0 C^(Hr),
cette intégrale converge absolument.

3.3. Descente parabolique

La preuve de la proposition (3.2.2) repose sur l'idée de descente parabolique^
centrale dans la théorie des intégrales orbitales. On rappelle les deux formules
de réduction dont nous aurons besoin par la suite.

Soient L un sous-groupe de Lévi de G, (P, A) une paire parabolique de L
(i.e. P est un sous-groupe parabolique de -L et A un tore déployé du radical de
P) et Kp un sous-groupe ouvert compact maximal de L en bonne position par
rapport à (P, A) i.e. tel que L = PKp et P n Kp =- (M H Kp){U H Kp} où M
est le centralisateur de A dans L et U le radical unipotent de P. Soient dkp^
du les mesures de Haar respectivement sur Kp^ U telles que vol(Kp^dkp) =
vol(i7 H Kp^du) == 1. Soit Sp : P —> ç7 C Q le caractère module sur P défini
par d(j9'pj/~1) = ôp(p')dp {p' ç P) où dp est une mesure de Haar à droite ou
à gauche sur P. Pour toute fonction / e C^°{L), soit /p G C^°(M) le terme
Kp-invariant de f suivant P défini par

fp(m)=61p2(m) t [ K^kp{f){mu)dudkp (me M).
JU J K p

Cette intégrale converge absolument (c'est même une somme finie).
Pour tout sous-groupe de Lévi M de G", on note AM le centre de M.
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(3.3.1) PROPOSITION. — Soit x ç G et soient M', P, P" = M'nP les sous-
groupes de G associés à x en 2.8. Soient M une composante de Lévi de P " , Kp
un sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne position par rapport à
(P,AM); et dm^M une mesure de Haar sur le centralisateur M^ dans M de
la composante XM de x sur M. Alors il existe une (unique) mesure de Haar
dgx sur Gx telle que pour toute fonction f ç C^(G), on ait

IG(f.^dg^=IM(fp^M^m^)

où /p e C^°(M) est le terme Kp-invariant de f suivant P.

Démonstration. — cf. la preuve de (3.2.2). D

(3.3.2) REMARQUE (Avec les notations de (3.3.1)). — L'application

C,°°(G) ̂  C,°°(M), /^ / p

n'est pas surjective. Cependant, la distribution T sur G définie par (T,/) =
jM^p^^^^^ n^est pas identiquement nulle (prendre pour / la fonction
caractéristique d'un compact ouvert de G contenant XM), et (3.3.1) implique
que si dg^ est une mesure de Haar sur Gx telle que I°(f^ x^ dg^} = (T, /} pour
une fonction / ç C^°(G) telle que (TJ) ^ 0, alors J^-^d^) = T (égalité
dans D(G)).

(3.3.3) PROPOSITION. — Soit x ç G et soit L un sous-groupe de Lévi de G
contenant Gx. Soient Q un sous-groupe parabolique de G de composante de
Lévi L et KQ un sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne position
par rapport à (Q^AL). Alors, pour toute fonction f G C^°(G) et toute mesure
de Haar dg^ sur Gx, on a

^{f^M = l^^^l^2^^^,^)

où f^ ç C^°(L) est le terme Kq-invariant de f suivant Q et D^\G la fonction
sur L définie par

DL\GW = detLie(L)\Lie(G) (l - AdF1) {l e L).

Démonstration. — Cf. [La] Prop. 4.3.11. Dans l'énoncé de Laumon, x est sup-
posé d'orbite fermée, mais la démonstration fonctionne tout aussi bien pour x
quelconque. D

(3.3.4) COROLLAIRE. — L'intégrale orbitale ^{f^.x.dg^ (f e C^(G)) ne
dépend pas du choix du sous-groupe parabolique Q de composante de Lévi L
ni du choix du sous-groupe ouvert compact maximal KQ en bonne position par
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28 CHAPITRE 3. INTÉGRALES ORBITALES SUR G

rapport à (Q^A^) (bien que le terme Kq-invariant de f suivant Q, lui, en
dépende).

3.4. Normalisation « I »

Soient M un sous-groupe de Lévi de G et s ç M irréductible dans M.
Comme M s est dans F^, tous les sous-groupes ouverts compacts maximaux de
M s sont conjugués dans M s. On définit l'intégrale orbitale normalisée au point
s sur M

IM{^s)=IM(^s^m^
(égalité dans D{M)) où dm s est la mesure de Haar sur M s qui donne volume
1 aux sous-groupes ouverts compacts maximaux de M s.

(3.4.1) DÉFINITION (Normalisation «J») . — Soit x e G et soient M', P,
P" = M' D P les sous-groupes de G associés à x en 2.8. Soient M une com-
posante de Lévi de P1' et Kp un sous-groupe ouvert compact maximal de G
en bonne position par rapport à (P,AM). Pour toute fonction / ç C^°(G), on
définit l'intégrale orbitale normalisée au point x sur G par

IG(f^)=IM(fp^M)

où fF € C^°{M) est le terme I^p-invariant de / suivant P et XM la composante
de x sur M.

Cohérence de la définition ( 3 . 4 - 1 ) ' — Stricto sensu, il suffit de vérifier que la
distribution Ie\'^x) sur G ne dépend

(i) ni du choix de K p ,
(11) ni du choix de la composante de Lévi M de P",
(iii) ni du choix de P (i.e. de l'ordre sur le support de ̂  définissant P).

On vérifie aussi que la distribution I°{^x) ainsi définie
(iv) ne dépend pas vraiment de x mais seulement de Oc(x).

Soit U (resp. U"} le radical unipotent de P (resp. P").

(i) Les groupes P, M étant fixés, soient Kp^, Kp^ deux sous-groupes ouverts
compacts maximaux de G en bonne position par rapport à (P, AM\ Soit p 6 P
tel que Kp^ = Adp(Kp^) et pour i = 1, 2, soient dkp^, dui les mesures de
Haar respectivement sur Kp^^ U telles que

yol{Kp^i, dkp^ = vol((7 H Kp^, dui) = 1.

Comme U H Kp^ = p(U n Kp^)p~1, vo\{U H Kp^, du^} = 6p(p) et donc

du\ = 6p(p)du^.
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Soit dm la mesure de Haar sur M telle que \o\{MÇ}Kp^ dm) = 1 {i = 1, 2)
(ceci a un sens car MïïKp^ est un sous-groupe ouvert compact maximal de M)
et soit dm^M ̂  mesure de Haar sur M^ qui donne volume 1 aux sous-groupes
ouverts compacts maximaux de M^. On a donc deux mesures d/?i, ri/?2 sur
la sous-variété w-adique OM^XM^U de P déduites par identification respecti-

, dm - dm
vement des mesures ,———du\^ -——du^ sur l'espace homogène M^\P, et

dm^M dm^M
qui vérifient la relation

d(3i = 6p(p)d^
Par suite, d{3\ est l'image de d/?2 par Pisomorphisme de variétés zzj-adiques

OM{XM)U -> OM(XM)U, /3 ̂  p(3p~1

et pour toute fonction / e C^°(G)^

1 t Ad*Â;p,i(/)(/3i)d/?idA;p,i=
JOM(XM)U J K p ^

1 1 Ad*Â;p,2(Ad*p(/))(/?2)d/32 dkp^.
JOM(XM)U J K p ^

On conclut en remarquant que pour toute mesure de Haar dgx sur Gx^ la
distribution ^ { ' ^ x ^ d g ^ ) est AdG-invariante sur G.

(ii) Le groupe P étant fixé, soient Mi, A^2 deux composantes de Lévi de
P". Soit u" ç Î7" tel que M^ = ^"Mi^""1 et soient x = 51^1 et x = s^u^
{s\ G MI, ^1 G (7, 52 = u" s\u"~1^ u^ = ZA"^^1^""1^!^!) les décompositions de
a; respectivement suivant P" = M^U11 et P" = M^U". Soit ATpi un sous-groupe
ouvert compact maximal de G en bonne position par rapport à (P, A^i ) et soit
Kpft = u"Kp^u"~1 ; il est clair que Kp^ est en bonne position par rapport à
(P, AM^)- Soient dm\ la mesure de Haar sur Mi telle que vol(MnATp i, dm\} =
1 et dms^ la mesure de Haar sur (Mi)s^ telle que J^^-.^i) = /^(-^i.dmsj
(égalité dans D(Mi)). Alors, pour toute fonction (j) ç C^°(M^)^

7^(^52) = /* ^(Ad^"(mr l)Ad^ /(5l)Ad^"(ml))dm^
^(Mi)^\Mi d^si

= ^(AdV-1^)^!).

Si / ç C^(G), pour % = 1, 2, notons /P5Î e C7coo(M^) ^ terme ATp^-invariant
de / suivant P. Comme I ° ( ^ x ^ d g x ) est (pour toute mesure de Haar dg^ sur
Gy une distribution AdG-invariante sur G, pour toute fonction / e C^°{G)^
la relation

AdV-1^-2) = (Ad*^7-^/))^1 (/ ç ̂ (G))
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entraîne l'égalité
^(/^i)^2^'2,^).

(iii) Les groupes P, M, Kp étant fixés, soit P1 le sous-groupe parabolique de
G de composante de Lévi M' défini par P ' = M'P et soit U' le radical unipotent
de P'. Il est clair que Kp est en bonne position par rapport à (P', A^-/) et que
Kpn = M'H Kp est un sous-groupe ouvert compact maximal de M' en bonne
position par rapport à (P",A^f). Comme U = U " U ' (produit semi-direct), on
a la relation

(fP')P"=fP (fçC^(G))
où /p € CC°°(M) est le terme ATp-invariant de / suivant P, /p/ € C^ÇM')
le terme Kpi -invariant de / suivant P' et (/?')?" € C^°(M) le terme Kpn-
invariant de / suivant P " . Soit XM la composante de x sur M et soit dgy;
la mesure de Haar sur Gx telle que pour toute fonction / ç. C^(G), on ait
7"G'(/,a;,c^5fa;) = ^(/^a;^) (3.3.1). Pour toute fonction / £ ^(G), on a
(3.3.3)

J^'O^a-A) = I^M'YG^iy2^^^,^)

- |I)M'\G(^ly2^((/p')p'',a•M).

On en déduit (cf. la remarque (3.3.2)) que dg^ est l'unique mesure de Haar
sur le centralisateur Gx = M^ de x dans G telle que pour toute fonction
^eC^M'), on ait

I ^ ^ x ^ d g , ) = ̂ M^G^y^^'^XM).

laquelle caractérisation est bien indépendante du choix de P.
(iv) Les groupes P, M, Kp étant fixés, soit dnix^ la mesure de Haar sur

MXM telle que ^(-^M) = ^{'^M^rrix^) (égalité dans D{M)) et soit
y == gxg~1 Çg ç G) un élément de OG'(a;). Soit AdgÇdmx^) l'image de dm^^
par risomorphisme de variétés w-adiques

MXM ^^Mg-^g^g-l.

Pour toute fonction / ç C^°{G)^ on a

^(/.y) = ^^"'(/^"^^M^-SAd^^m^))

= ^(Ad^-1^^-1),^,^^)

où / 9 P 9 € C^°(gMg~1) est le terme g Kpg~1 -invariant de / suivant P.
Comme pour le point (ii), on conclut grâce à la relation

Ad*^-1^'1) = (Ad*^/^ (/ ç C^G)).
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La cohérence de la définition (3.4.1) est ainsi complètement établie. D

Grâce à (3.2.3) et en utilisant la linéarité de l'application / ̂  /p, on étend
naturellement la normalisation « I » à tout groupe H ç FF (notation : JT^/, x)
pour tous x e H, f e C^°(H)).

La normalisation « 1 » traduisant directement la propriété de descente (3.3.1),
il est naturel de se demander si elle est compatible à la propriété de descente
(3.3.3). La réponse à cette question passe par le petit lemme suivant.

(3.4.2) LEMME. — Soit x CL G primaire et soit L un sous-groupe de Lévi de
G tel que Gx C L. Alors L=G.

Démonstration. — Soit {Vi}^ {V = ®[=i^) la famille de sous-espaces vec-
toriel de V telle que

L = { g e G : g V i C V i , z=l,...,r}.

On note ly = e\ © 63 © • • • © ^r la décomposition de l'élément unité ly de
A(V) en somme d'idempotents e^ ç îîompÇV, Vi}. Pour chaque i ç. {1 , . . . ,r},
la condition Gx C L entraîne que Pidempotent ei commute à tous les éléments
de Gx donc à tous les éléments de Lie(Gx) (si y e Lie(Gx), alors ly+w771^ e Gx
pour tout entier m suffisamment grand, donc (w~mlv + y) € Gx et par suite
y commute à x). Par conséquent ([J] Cor. 1 of Theorem 3.17) pour chaque i ç
{! , . . . , r}, Pidempotent ei appartient au sous-anneau F[x] de A(V). Comme x
est supposé primaire, Supp(^) = {/} et F[x] ^ F[T]/(/^(/)1). Or Panneau
F[x] possède un unique idempotent non nul (si (f) ç F[T], la condition (j)(x)2 =
(f)(x) implique que /^a;(/)l divise (f)2 - (f) = (f){(f> - 1), et les conditions ^(rr)2 =
(f)(x), cf)(x) ^ 0 impliquent que f^f)1 divise (/) - 1), par conséquent r = 1 et
L=G. D

(3.4.3) PROPOSITION. — Soient x e G et L un sous-groupe de Lévi de G
contenant Gx- Soient Q un sous-groupe parabolique de G de composante de
Lévi L et Kq un sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne position
par rapport à {Q,AL). Pour toute fonction f e C^°(G), on a l'égalité

IG(f^x)=IL(fQ^x)

où f^ e C^{L) est le terme KQ-invariant de f suivant Q.

Démonstration. — Soient M', P, P" = M'nP les sous-groupes de G associés
à .r en 2.8 et soit P' le sous-groupe parabolique de composante de Lévi M'
défini par P ' = M'P. Comme x est primaire dans M' et Gx C M^, le Lemme
3.4 entraîne la double inclusion

M' Ç L C G.
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Soit M une composante de Lévi de P". Soient XM G M la composante de
x ç P" sur M et dm^^ la mesure de Haar sur My,^ qui donne volume 1
aux sous-groupes ouverts compacts maximaux de M^. Comme l'énoncé de
la proposition (3.4.3) est indépendant du choix de KQ (corollaire (3.3.4)), la
double inclusion AM Ç AM> Ç AL permet de supposer KQ en bonne position
par rapport à (P.A^f). Alors, pour toute fonction / € C^°{G)^ on a l'égalité
(3.4.1)

IG(f^)=IM{fp^M.dm^)
où /p G C^°(M) est le terme J^ç-invariant de / suivant P.

Soit dgx la mesure de Haar sur le centralisateur Gx = M^ de x dans G telle
que pour toute fonction (f) e C^°(M1}, on ait (3.3.1)

I^^xM = ̂ ^P'^XM.dm^)

où (^^ ç (^(M) est le terme {KQ DM') -invariant de (/) suivant P " . Pour toute
fonction / 6 C^°(G)^ la proposition (3.3.3) jointe à a relation (./^^ = /p

où /p/ est le terme jKç-invariant de / suivant P', entraîne l'égalité

^{î^^^^'r^dm^ = I^^'^M

= {DM^G^y^U^x^dg^.

En reprenant à l'identique le raisonnement ci-dessus en remplaçant G par
son sous-groupe de Lévi L, pour toute fonction (f) G C^°ÇL)^ on obtient l'égalité

I^^x) = ̂ M^L^yi^^x^dg^.

La relation (3.3.3)

^0^) = \DG\L{x)\^/2IL(fQ^^g^ (f e ̂ (G))

et l'égalité
I^M'̂ ^iy'I^G^I^I-DM^L^)!^2 = 1

impliquent le résultat. D

3.5. Germes au voisinage d'un élément semi-simple

Soit s € G semi-simple et soit Ac(s) = U^o Oc^i) une décomposition
standard, cf. 2.7. Pour chaque k ç { 0 , . . . ,m}, soit 0^ == U^=o ̂ G^i).

(3.5.1) LEMME. — Pour tout entier a > 1, il existe un jeu de fonction {fs^^o
C C^ÇsK^ tel que

( 1 ) Supp(/s^) H Ok C Oc(xk) pour k = 0,.... m,
^ I ° { f s ^ ^ X j ) = 6ij pour tout couple d'entiers Ç i ^ j ) tel que 0 < i ^ j < m.
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Démonstration. — Fixons un entier a > 1. Les conditions (1) et (2) de l'énoncé
ne dépendant pas vraiment des éléments xi mais seulement des orbites Oc(^),
on peut supposer la famille {xi}^ contenue dans le voisinage ouvert compact
sK^ de s dans G. On procède par induction croissante sur le nombre d'orbites
de Ac{s). Soit k e { 0 , . . . , m-1} et supposons que l'on a construit des fonctions
f^i e C^ÇsK^ (2 = 0 , . . . . A;) vérifiant les conditions

f Supp(/^) n Oi C Oc(xi), i = 0,..., k
\ IG(f^xj)=S^^ 0 < i J < k

(pour k = 0, cette hypothèse est trivialement vraie : on a ^(l^.^o) > 0
pour tout ouvert compact W Ç sKa d'intersection non vide avec Oc{s)). Pour
passer au cran suivant, fixons un ouvert compact C de G tel que Ad(7(r^+i) C
sK" (comme a-^+i ^ s K " , un tel C existe). Soit ac > 0 le volume de C pour
la mesure AdG-invariante sur 0^(^+1 ) donnée par la normalisation «J» et
soit (f)c e C^°(OG(xh^)) la fonction définie par

^C = O^c^lAd^x^)'

Puisque Ad(7(^+i) est ouvert dans Ok+l^\sKa et C^+i ̂ sK0' est fermé dans
sKa, il existe une fonction h e C^ÇsK0') telle que

f Supp(/i) n Ok+i c 0^(^+1)
1 ^OG(XW) = ̂

II est clair que Ie (h, xi) = 4+i^ (i = 0 , . . . , k). On définit les fonctions f^ ç
^{sK^ (i=0,...,k+l) par

J ^T-^-^O^^+i)^ ^ = 0 , . . . ^
) /'A;+l _ ,
t Js,k+l - h

Elle vérifient les conditions d'induction au cran k + 1. D
Soient Z un sous-espace d'un espace topologique X et x un élément de Z

où Z est la fermeture de Z dans X. Toute fonction complexe / définie au
voisinage de x dans Z, i.e. définie sur V = YV H Z pour un voisinage W de a;
dans X, induit un germe de fonctions au point x dans Z que l'on note [/]f
(deux fonctions /i, /2 respectivement définies sur les voisinages V^ et V^ de
a; dans Z induisent le même germe [/i]f = [/2]f si et seulement si il existe un
voisinage V Ç Vf^ n V^ de ^ dans Z sur lequel /i et ^ coïncident). Si de plus
Z est muni d'une action de groupe H x Z -^ Z, {h,x} ̂  rh(x), cette action
induisant une action r* sur l'espace des fonctions complexes sur Z (cf. 3.1),
elle induit aussi une action sur les germes, que l'on note encore r* :

^ ([/]f) = [^TO]^.) (/ : Vf -^ c, h e H).
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(3.5.2) PROPOSITION. — Soit s e G semi-simple. Pour chaque orbite 0 de
Ao{s}, il existe un unique germe [Io]? = [!§]? ^ (lue P0^ toute fonction
f € C^°(G)y on ait le développement

[^(^•)]G=EJ^G^^)^(•)]G
0

où 0 parcourt l7 ensemble des orbites de Ao{s) et où (pour chaque 0) xo est
un quelconque élément de 0. De plus, pour chaque orbite 0 C Ac(s) et pour
tout g ç. G, on a

Ad^([Zo]f)=[Jo]^.

Démonstration. — Existence : soit Ao{s} = U^Lo^O^) une décomposition
(standard ou non), et soit {fs,i}^o C C^° (G) un jeu de fonctions vérifiant la
condition (2) de (3.5.1) pour cette décomposition. Soit h G C^°{G). On définit
la fonction ̂  ç C^{G} par

m

<t>h = h - ̂  Ie{h, Xi)fs,i.
i=0

Pour tout g 6 AG?(.S), on a Ie'((^/i, g) = 0. Par suite, il existe une fonction
4> € Co(G) qui coïncide avec (f)^ sur AG?^), [V] Prop. 2.1. Comme la fonction
(j) — (f)^ est nulle sur AG'(«), on peut appliquer le Lemme 2.4 de [V] et conclure
à l'existence d'un voisinage ouvert, AdG-invariant et compact modulo conju-
gaison (i.e. contenu dans AdG^C) pour une partie compacte C de G) de s dans
G sur lequel (f) — ̂  est nulle^. Ainsi, pour toute fonction / G C^°{G\ les
germes [/^(/s^, -)]^ (% = 0 , . . . , m) vérifient l'égalité

771

[I^f^^I^f^I^f^-}}0.1S / ^ •'• V J î ^ î / L - 1 V J S , Î 5 /Js

i=0

Unicité : soient [ai]0 (i = 0,.. . ,m) des germes au point s dans G tels que
pour toute fonction / C (7^(0),

m

^(/.^M.)]?^.
i=0

Alors, pour k = 0 , . . . , m, on a
m

0=^IG(fs,k^i)[ai(•)^=[ak(•)]G.

^ ̂ L'article de M.-F. Vignéras est écrit pour la caractéristique nulle mais les preuves des
deux résultats cités fonctionnent en toute caractéristique.

MÉMOIRES DE LA SMF 70



3.5. GERMES AU VOISINAGE D'UN ÉLÉMENT SEMI-SIMPLE 35

Par conséquent les germes [^(/s^, •)]^ (i = 1,..., m) sont les seuls vérifiant les
conditions de l'énoncé. Il est clair qu'ils ne dépendent que des orbites OcÇ^i) et
pas du choix des représentants xi de chacune de ces orbites. Pour i = 0 , . . . , m,
on pose [Jo .̂)]0 =[7° (/,,,, •)]°.

Propriété d'invariance par conjugaison : soit g € G. Pour toute fonction
/ € C^(G), on a

Ad^ {[IeV, -)]f) dlî [Ad^Z^/, .))]^-, = [̂ (.f, .)]^-i.

Par suite, pour toute fonction / € C^ÇG)^ le développement en germes au
point s dans G entraîne le développement

[^•)&-i =^I°(f.xo)Ayg ([Jo(.)]f)
o

où 0 parcourt l'ensemble des orbites de Ac(s) et où (pour chaque 0) xo € 0.
On conclut grâce à la propriété d'unicité des germes [Io]°-i montrée plus
haut. D

(3.5.3) REMARQUE. — Dans l'esprit de la propriété d'invariance des germes
par conjugaison montrée ci-dessus, mentionnons la propriété d'invariance des
supports par conjugaison suivante. Supposons donné, pour chaque orbite 0 C
AG^Y un représentant ao du germe [Io]0' Alors, pour tout g € G, la fonction
Ad*ff(ao) est un représentant du germe [Io}0-!- Fixons une fonction / G
C^(G) et un voisinage Vf de s dans G tel que ^(f.x) = ̂ ^ IG{f,xo)ao(x)
pour tout x e Vf. Alors, pour tout g € G, gVfg~1 est un voisinage de gsg~1

dans G tel que ^(f.x) = ̂ ^(/.^Ad^ao)^) pour tout x e gVfg~1.
Bien sûr, si l'on prend pour chaque représentant ao une intégrale orbitale sur
G, cette remarque est une trivialité.

(3.5.4) REMARQUE. — Les germes [Jo]?? en tant que germes d'intégrales or-
bitales normalisées, dépendent de cette normalisation. Pour chaque orbite 0
de G", supposons donnée une constante complexe ao 7e 0 et notons I^Ç^xo)
{xo € 0) la distribution sur G définie par I^Ç^xo) = aol°(''>xo)' Soit
aiji : G -> C — {0} l'application définie par ai^i{x} = (^OcCc) (a; e (^)' ^olt

5 € G semi-simple. Pour chaque orbite 0 de AG?^), il existe un unique germe
[l'o}0 tel que pour toute fonction / ç C^°(G), on ait le développement ((3.5.2)
pour la normalisation J'6^-, •))

[I10^.^^!10^^!^
o

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1997



36 CHAPITRE 3. INTÉGRALES ORBITALES SUR G

où 0 parcourt l'ensemble des orbites de AcÇs) et où (pour chaque 0) XQ est
un quelconque élément de 0. Soit Ac(s) = U^o^O^) une décomposition
(standard ou non) et soit {fs.i}^ C C^°ÇG) un jeu de fonctions vérifiant la
condition (2) de (3.5.1) pour cette décomposition. Pour i = l , . . . ,m , posons
ai = OO^^Y Pour tout couple d'entiers (^j), 0 < i^j < m, on a

ItG{a,-lf^xj)=6^.

Par conséquent (3.5.2), pour i = 0 , . . . , m, on a

[l'oa^0 = [i10^-1/^-}}0

= [a,-1 .̂)̂ ,,,.)]0

= ^-l[^,^(•)]G[-W.)(•)]f•

Soient un groupe 77 G rj? et un élément semi-simple s de ̂ . Comme pour
G, on note A^-s) l'ensemble des x e ff tels que OH {s) G On{x) où OnÇx)
est la fermeture de On{x} dans ff pour la topologie zzj-adique. Pour chaque
Ad^f-orbite 0 de Ajf(5), on note [I^]11 le germe attaché à 0 comme dans la
proposition (3.5.2).

Si L est un sous-groupe de Lévi de G contenant le centralisateur G s dans G
d'un élément semi-simple s de G, alors L contient le sous-groupe de Lévi de G
associé à s (3.4.2) et l'application 0 i-̂  LiïO induit une bijection de l'ensemble
des orbites de Ac(s) sur l'ensemble des AdL-orbites de A^(^) = L H Ac(s)
(cf. (2.3.1)).

(3.5.5) PROPOSITION. — Soit s e G semi-simple et soit L un sous-groupe de
Lévi de G contenant Gs- Pour chaque orbite 0 de Ao{s), le germe [I^o}^ es^
la restriction à L du germe [Io\° (i^- fônolf' == [^o]^)'

Démonstration. — Soit AcÇs) = U^=o ^G'0^) (^ e ^ P0™ 'l := 0 , . . . ,m)
une décomposition standard et soit {fs.i}^ C C^°{G) un jeu de fonctions
vérifiant les conditions (1) et (2) de (3.5.1) pour cette décomposition. Pour
k = 0,..., m, soit Ok = U^i OG^). Il est clair que A^s) = [J^o OL(^) est
une décomposition standard.

Fixons un sous-groupe parabolique Q de G de composante de Lévi L et un
sous-groupe ouvert compact maximal Kq de G en bonne position par rapport
à (Q, AL). Alors, pour tout y e G tel que Gy C L et toute fonction / ç C^°(G),
on a (3.4.3)

IG(f^)=IL{fQ^)
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où /Q e C^°(L) est le terme ATç-invariant de / suivant Q. Comme L contient
le sous-groupe de Lévi de G associé à s, il existe un voisinage V de s dans
L tel que, pour tout y e V, le sous-groupe de Lévi de G associé à y, donc à
fortiori le centralisateur de y dans G, est contenu dans L. Par conséquent, pour
i = 0 , . . . . m, la restriction à L du germe [Ie {fs^ •)]? est le germe [^(/^ -)]^.
On est donc ramenés à montrer l'égalité

të^)(•)]fy=[^(&•)^ (.=0,..,m).

On peut supposer m > 0 car si m = 0 (i.e. si s e Gr), l'égalité ̂ (/^ ^o) =
I°{fs,o, xo) == 1 assure que [-^(/^ ̂ ^ est bien le germe cherché. Soit U le ra-
dical unipotent de Q et pour k = 0 , . . . , m, soit 0^ = L H Ok (= U^o °L(^)).
Si ^ e A^(.s), l'application U —fU^ u\-> x~^uxu~1 est un isomorphisme de va-
riétés sadiques, donc xU == Ou(x). Ainsi, pour A; = 1,.... m, on a (condition
(1) de (3.5.1))

Supp(/^) H AdKqÇxU) C Supp(/^) n OG(^) = 0 {x ç Of_i)

donc
Supp(/^)noti=0.

En définitive, le jeu de fonction {/^J^o c (^œ(£) satisfait les conditions
(1) Supp(/^) H Of- C OL(^) pour k = 0 , . . . . m,
(2) ^{f'i.Xj) = ̂ (fs^Xj) = ^j pour tout couple d'entiers (ij) tel que

0 < i^j < m.
On conclut grâce à (3.5.2). D

3.6. Homogénéité des germes au voisinage d'un élément central

Pour t e 0 - {0} (on rappelle que Fx est identifié au centre de G) et
/ e C,°°(AdG(^1)), soit /* ç (^(AdC^l + ^J^)) la fonction définie par

F f\\ + tx) = f{l +x) si x e AdG(J^))
1 /^)-0 s i^^AdG(l+^) •

(3.6.1) LEMME. — Soient u ^ U e t t ^ O - {0}. Pour toute fonction f ç
C^°{AdG(K1)), on a

lG(f\n) = \4dlm(OG(u))IG^u)

où dim(OG(u)) désigne la dimension de OcÇu) (en tant que variété w-adique).
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38 CHAPITRE 3. INTÉGRALES ORBITALES SUR G

Démonstration. — Soit a = (0:1 > • • • ^ ar > 0 = • • • = 0 == • • • ) la partition
de N telle que Oa{u) = Oa. Quitte à remplacer u par g~^ug pour un g ç. G,
on peut supposer que u est la matrice diagonale par blocs diag(Jai,..., Jy )
où

0

Ja 0 çGL(ai,F).

0 0
0
I /

Soit y = diag(ya,,..., y^) ç. G la matrice diagonale par blocs donnée par

0 \/ .̂-l

0

V o

0 ... ... C
^Q.-2 •.

' • • ' • • ( C
... ... 0 1

3 \

)
1 7

Va, = çGL(a^F),

On vérifie sans peine que y luy = 1 + t{u - 1). Ainsi, pour toute fonction
/ e C^(AdG(K1)),

1 f^y-^yg)^
lGn\G dgu

^{Î^U) = |detLie(^)\Lie(G)(Ady)|^ f f\g-^y-\yg)^
JGn\G dgu

= |detLie(G.)\Lie(G)(Ady)|^ ̂ {f, u}

où dgu est la mesure de Haar sur Gy, donnée par la normalisation «J». Or
l'espace Lie(Gy\Lie(G) est symplectique pour la forme {x,y) ̂  trace((l -
u)[x,y]) où [x,y\ = xy - yx, et Ady en est une similitude de rapport t. Par
conséquent

|detLie(G.)\Lie(G)(Ady)|^ = W^^^LieÇG)) = \t^m(OG^2

et le lemme (3.6.1) est prouvé. Q

(3.6.2) PROPOSITION. — Soit z e AG (== Fx). Pour chaque orbite 0 C
Ao(z), le germe [Io\0 vérifie la formule d'homogénéité

[Io(z(l + tx)}}0 = l^-^0)/2^^! + x))]0 (x e J ^ t ç 0 - {0})

où dx est la dimension (en tant que variété w-adique) du radical unipotent
d'un sous-groupe parabolique de G associé à 1 + x.
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Démonstration. — Soit Ac(z) = Y^oOcÇzui) une décomposition standard
de Ac(z) = zU et soit {fz,i}^ C C^°(zK1) un jeu de fonctions vérifiant les
conditions (1) et (2) de (3.5.1) pour cette décomposition.

Commençons par réduire la preuve au cas z = 1. Soit A : G -> Aut(G')
l'action de translation à gauche donnée par \g(x) = gx ((g,x) e G x G).
Puisque \z commute à l'action par conjugaison sur G, pour toute fonction
/ e C^(G), lG{^z(f),zx) = ^(f.x). On en déduit que {À*^-1^,)}^ c
C^°(K1) est un jeu de fonctions vérifiant les conditions (1) et (2) de (3.5.1)
pour la décomposition standard AG?(I) = U^o OcÇui)' Par conséquent (3.5.2)

Voc^u,)}0 = ̂ ([Jo^)]f) (i = 0 , . . . , m)
et l'on peut supposer que z = 1.

Soient x ç Jjc, f e C^°(AdG(K1)) et t e 0 - {0}. Montrons l'égalité
(3.6.3) ^(A 1 + tx) = M^/, 1 + x).

Soient M', P, P" = M1 H P les sous-groupes de G associés à 1 + x en 2.8
et soit U le radical unipotent de P. Alors Gi+to = Gi+a; = Pi"4-ap M' est le
sous-groupe de Lévi de G associé à 1+tx, P" est le sous-groupe parabolique de
M' associé à 1 + tx et P est un sous-groupe parabolique de G associé à 1 + tx.
Soit {0} = V° C V1 C • ' ' C V7' = V {V1 ^ V1-1) le drapeau de V tel que
P = {g e G : gV^ C V\ i = 0, . . . , r} et soit L(P) la sous-algèbre parabolique
de A(V) définie par L(P) = {g ç A(V) : gV1 C V\ i = 1,... ,r}. Fixons une
composante de Lévi M de P " . Pour i = 1,... ,r, soit Vi le supplémentaire de
Y,-i dans V1 tel que M == {g ç G : gV, C V^ i = l,...,r}, et soit L(M)
la sous-algèbre de Lévi de A(V) définie par L(M) = {g ç A(V) : gVi C
Vi,i = l,...,r}. Soit aussi L(U) = {g ç A(V) : gV1 Ç V1-1^ = l,...,r}.
Notons x = XM+XU {xM e L(M), xjj € L(U)) la décomposition de x suivant
L(P) = L(M) © L(U). On a les relations

f 1 + x = (1 + XM)(I + (1 + XM^XU)
{ l+tX=(l+tXM)(ï.+t(l+tXM)~lXu) '

Fixons un sous-groupe ouvert compact maximal Kp de G en bonne position par
rapport à (P,AM) et soient dkpj dm, du les mesures de Haar respectivement
sur Kp, M, U telles que

vol(Kp, dkp) = vol(M H Kp, dm) = vol(i7 H Kp, du) = 1.

Ainsi, posant y M = 1 + XM, on a M^XM = ̂ M et

IG(ft,l+tx)= [ (fVÇm-^l+txM^)-^
JMy^\M dmy^
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40 CHAPITRE 3. INTÉGRALES ORBITALES SUR G

où (/^p est le terme ATp-invariant de f1 suivant P et dm^ est la mesure
de Haar sur My^ donnée par la normalisation «J». Comme Ad*^(/^) =
(Adg(f)y (g ç G), pour tout m e M, on a

(/^(m-^l+^MM^

^/2(l+^M)|detLie(^)(Adm-l)[ /* /* (Ad*mÂ;p(/))^(l+^)^Wfep du.
J K p Ju

Or, notant dn la mesure de Haar sur L(U) image de du par Pisomorphisme de
variétés w-adiques U -^ L(U), u ̂  u-1, pour toute fonction ( / ) ç C^°{AdG(K1)),
on a

/ (0)^(1 + ̂ M)^ = / ^(1 + ̂ M + (1 + txM)n)dn
Ju JL(U)

= ̂ ^ f ^(1 + txM + t(l + XM)n)dn
JL(U)

= 14- fW^XM)u}du
Ju

(grâce à l'égalité | det^u)^ + txM}\p = | det^)^ + ̂ M)L = 1). D'où l'éga-
lité (3.6.3).

Pour toute fonction / ç C^(G), soit r(/) le plus petit entier > 1 tel que
pour tout g ç AdGÇK^), on ait le développement (3.5.2)

m

IG{f,9)=^IGÇf,Ui)IG(fl„g}.
i=l

Ainsi, pour / ç C^°{AdG{K1)), t e 0-{0} et x e AdGf(J^(/é)-^)) où ^(^) e
Z>o est défini par \t\p = q-^W, grâce au lemme (3.6.1) on a le développement

m ^

Ie\f\ 1 + tx) = ̂  l^^00^^;, u,)7<?(/i,, 1 + te).
î=0

Pour / ç C'w(AdG'(A^l)) fixée, l'application 0-{0} -^ C7w(AdG'(A:l)), * ̂  /*
est localement constante. On en déduit que pour chaque entier v >_ 0, il existe
un plus petit entier r tel que r ^ r(/*) pour tout ( € wl/OX ; on le note r(f, v).
Soient r-o = max{r(/i,,, 0) : i = 0 , . . . , m}, n = max{r(/i,,, 1) : i = 0 , . . . , m}
et p = max{ro;ri - 1}. Alors, pour ( € Ox}^w0x et x <= AdG'(J^), le
développement ci-dessus appliqué aux fonctions /i,, entraîne la relation

Ifl̂ A,, 1 + x) = \t\^OG^2IG{f^ l+tx) (i = 0..... m).
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Par induction croissante sur la valuation v(t} de t, pour t G 0 - {0} et x e
AdG(J^), on obtient

^(A,, 1 + tx) = |,|^-^(ÛG^))/2^(^^ ̂  ̂  (^ = 0, . , m),

ce qui achève la preuve de (3.6.2). D

3.7. Commentaire

On a jusqu'à présent suivi d'assez près, en la modifiant au besoin pour
l'adapter à nos objets, la théorie telle qu'elle se présente en caractéristique
nulle. On pourrait dans le même esprit montrer la propriété d'indépendance
linéaire des germes (5.6.1) au voisinage de n'importe quel s ç G absolument
semi-simple. Pour un tel s en effet, tous les ingrédients utilisés dans la preuve
de cette propriété en caractéristique nulle sont à notre disposition pour p > 0 :
le Lemma 19 de [HC 1] pour la réduction au cas s ç AG (cf. [R 1]), la formule
d'homogénéité des germes au voisinage d'un élément central (3.6.2), et l'exis-
tence, pour tout sous-groupe de Cartan elliptique F de G, d'une constante
cr 7^ 0 telle que [^{i}]^06'' = cr ([He] Appendice 3 pour p > 0 ; l'énoncé
d'Henniart est en fait plus précis, cf. (5.5.1)). Pour s ç G semi-simple insé-
parable en revanche, la réduction au cas s ç AG pratiquée en caractéristique
nulle ne fonctionne plus (c'est d'ailleurs ce même obstacle que l'on a déjà ren-
contré lorsqu'on a voulu étendre à G — G la propriété d'intégrabilité locale
des caractères-distributions des représentations admissibles irréductibles de G,
cf. [Le 2]) ; d'autre part, on a besoin de l'existence d'une normalisation —
disons jT'6^', •) — des intégrales orbitales sur G induisant, pour toute fonction
/ e C^°(G), une application x ^ IIG{f^x} localement constante sur C?r. La
normalisation « J» définie dans la section 4 vérifie cette propriété. Nous l'utili-
serons dans la section 5 pour bâtir, à l'aide d'une partie des résultats de [Le 2],
une preuve de la propriété d'indépendance linéaire des germes valable dans le
cas général i.e. pour p > 0 et s e G semi-simple.
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CHAPITRE 4

NORMALISATION « J » DES INTÉGRALES
ORBITALES SUR G

4.1. Introduction

Dans cette section, on montre en la produisant explicitement qu'il existe
une normalisation J°(^ •) des intégrales orbitales sur G induisant, pour toute
fonction / e C^°(G), une application x ̂  JG(f,x) localement constante sur
chacune des sous-nappes de G. La question de l'existence d'une telle norma-
lisation se ramenant à l'étude des orbites voisines d'une orbite irréductible 0
dans la sous-nappe de G contenant 0, on rappelle en 4.2 les constructions et
résultats du chapitre 1 de [BK] que nous utilisons pour décrire ces orbites. Les
résultats techniques rassemblés en 4.3 nous permettent de construire en 4.4 la
normalisation « J» souhaitée. Enfin, pour les orbites séparables, on relie en 4.5
cette normalisation « J » à la normalisation standard définie dans [V].

4.2. Rappels sur les constructions de Bushnell et Kutzko

Soit F ' / F une extension finie de F. On note Op' l'anneau des entiers de F ' ,
VF' l'idéal maximal de O p ' - , I ^ F ' le corps résiduel de F ' et vpi : F ' —^ ZU{oo} la
valuation normalisée sur F ' . Soit V un F'-espace vectoriel de dimension finie
et C une chaîne de Op' -réseaux dans Vf i.e. une suite {Li}içz de O^v-réseaux
dans V1 telle que

(i) L,+i C L, et L,+i ^ L, (i ç Z),
(ii) il existe un entier e (la Op' -période de C} tel que I^+g = PpiLi (i G Z).

Cette chaîne définit un C^v-ordre héréditaire G = End^ \C) dans la F ' -
algèbre A F ' ( V ' } == End^/(V) ; réciproquement, tout 0^-ordre héréditaire Q\
dans A^(V') est de la forme Gi = End^, (C-^) pour une chaîne de 0^/-réseaux
H\ dans Y', unique à changement d'indexation près. On note e(G | Op'} la Opi-
période de C, Jç le radical de Jacobson de G, Jç = {JçY (i ç Z) les puissances
de Jç et VQ la «valuation» sur A F ' ( V ' } relative à G donnée par

vç(x} = max{% ç Z : x ç Jç} (x ç AF'(V'}}
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(en particulier pour V = F ' , on a Q = Op' et ̂  = ^pQ. On pose

N^ = XM^JC) = [x & ÀArt^V1) : ̂ L, G £ (i ç Z)},
^°(Ç) = ^O?) = ̂
^ ( Ç ) = l + j j (z entier >1).

Comme l'ordre G détermine la chaîne C, on a de manière équivalente

N(Q) = {x e Aut^(y') : ̂ -1^ = Q}.

De plus, -?V(Ç) est un sous-groupe ouvert, compact module le centre (natu-
rellement identifié à F^) de Aut^(y'), et les U^G) {i entier > 0) sont des
sous-groupes ouverts compacts distingués de N{Q).

Soit E / F ' une extension de F ' contenue dans Api^V'} et soit B = A^(y')
le commutant de E dans A^/(V). On note e(E/F'), f ( E / F ' ) respectivement
l'indice de ramification et le degré résiduel de l'extension E / F ' . Supposons que
Ex C N{G}- Alors les L{ sont des O^-réseaux et

B = B H Q =End^(/:)

est un C?£;-ordre héréditaire dans B ; réciproquement, si B\ est un (9^-ordre
héréditaire dans B, il existe un unique (9^-ordre héréditaire Q\ dans Api^'}
normalisé par JS^ tel que B\ = Br\Q\ i.e. Q\ = End^ , (.Ci) où fL\ est la chaîne
de C^-réseaux dans V attachée à ffi. On a ([BK] L2.4)

^ = End^ (£) = i3 n End ,̂ (£) = B n Jç (z £ Z)

(n\n \ ^G\OF')
^^^-eÇE/F^'

Soit
AF'(E)=End^{{PE}iez)

l'unique Oj?/-ordre héréditaire dans Ap'{E} normalisé par Ex. Pour alléger
l'écriture, on pose A{V'} = AF(V) et A{E) = Ap{E).

Fixons un élément f3 G E tel que F ' [ / 3 ] = E et posons np/(/3) = -VE^}-
L'application a? : A F ' { V ' } —^ Ap^V1), g ^-> /3g - g / 3 déforme la filtration
de Api{y1) induite par les puissances de Jç. Pour mesurer cette déforma-
tion, Bushnell-Kutzko introduisent (et décrivent) les réseaux A4 (A Q} suivants
([BK] 1.4) : pour chaque k G Z, soit A4(/3, G) l'O^-ordre (et (25,25)-bimodule)
dans AF'(V1) donné par

A4(AÇ) = ^eç :a^^ç^ }cç .
On a

Ç)W^)-B
feez
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et A4(AÇ) C B+JQ pour k suffisamment grand ([BK] 1.4.4). Soit ko{(3,Q) ç
Z U {—00} l'exposant critique de (3 dans G défini comme suit. Si f3 ç F1', alors
kQ{(3,G) = -oo; sinon,

WG) = max{A; G Z:Mk{^G) ^ f f+Jç}

ou de manière équivalente ([BK] 1.4.13)

W,G) = mm{k ç Z : J^ n a^Ap^V1}} C a^Q}}.

On pose kp'W = Â;o(A-4^(^)) et e^Q} = e(B | O^;). Alors on a l'égalité
([BK] 1.4.13)

WG)=e^G)k^{(3).
De plus, si la quantité A^v(/3) est finie (i.e. si (3 ^ F'), on a k p ' ( ( 3 ) > —nF'{/3)
([BK] 1.4.15) et donc W,Q) > -e^G)n^{(3) = ̂ (/3).

On terminera ces rappels par la notion de strate ([BK] 1.5). Une strate
dans A F ' ( y ' } est un 4-uple [G,n,r,a] où G est un 0^-ordre héréditaire dans
AF'ÇV), n et r deux entiers tels que n > r, et a un élément de Ap'ÇV) tel que
yG{a) ^ ~n- Cette strate est dite fondamentale si a+J^ ne contient pas d'élé-
ment niipotent de Aj7/(y'), pure si i^çÇoi) = —n et si l'algèbre F^a] est un corps
tel que F'IO^ C N(G) (clairement, toute strate pure est fondamentale), simple
si elle est pure et si r < —koÇa^G)' Deux strates [Ç^n^r^o^] (z = 1, 2) dans
A F ' ( y ' ) sont dites équivalentes (notation : [Çi^i^i^i] ~ [^2 5 ̂ 2 5 ^2 ̂ 2]) si
ai+Jj^^+Jj2 .

4.3. Un lemme d'entrelacement ; application

Soit E / F ^ E ^ F une extension de F contenue dans A(V) (on rappelle que
V = F1^) et soit B = AE(V) le commutant de E dans A(V). Soient G un
0^-ordre héréditaire dans A(V) normalisé par E X , B = B ^ \ G e t A = A{E).

Fixons une OE-base ([BK] Def. 1.1.7) {w/J de la chaîne de 0^-réseaux
attachée à G et soit W le sous-^F-espace vectoriel de V engendré par {w^}. Le
choix de W induit une injection de F-algèbres

(4.3.1) iw : A{E) —> A(V}

qui prolonge l'inclusion E ^-> A(V) (l'extension E / F étant canoniquement
identifiée à un sous-corps de A(.E)), et une {W^E)-décomposition de A(V)
(i.e. un isomorphisme de (A^^^-bimodules, [BK] 1.2.6)

(4.3.2) rw : A{E) ®E B -^ A(V).

Explicitement, l'isomorphisme (4.3.2) est donné par l'injection (4.3.1), l'in-
clusion canonique B ̂  A(V) et la multiplication dans A{V). De plus, cette
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(W, ̂ -décomposition (4.3.2) induit, par restriction pour chaque i G Z, un
isomorphisme de (A, ff)-bimodules ([BK] 1.2.10)

(4.3.3) A ®OE JB -^ JQ'

Fixons un élément s ç E tel que F[s] = E et posons e = es(G), v = vç{s) =
-eriF(s), ko = ko{s,G) = ekp(s), Af(Q) = Afko^^G)' Pour chaque k G Z,
la (W, ̂ -décomposition induit par restriction un isomorphisme de (0^,25)-
bimodules ([BK] 1.4.13)

(4.3.4) Mk^ A) ®OE B -^ Mek{^ Ç).

On se propose de montrer que pour toute fonction / e (7^(0), l'application
x ^ JG'(/,rzl,d^) est — pourvu que l'on normalise convenablement les me-
sures de Haar dg^ sur Gx pour x voisin de s dans ^(Aut^(15)) — localement
constante au voisinage de s dans ^(Aut^(£1)).

(4.3.5) LEMME. — Pour tout entier n > 1, on a

{g e G : g-^sg ç s + J^} = C?,(l + Jg^{G)Y

Démonstration. — Les arguments sont ceux de la preuve du Theorem 1.5.8 de
[BK]. Fixons un entier n > 1 et notons Z la partie {g ç G : g^sg ç s+J^0^}.
Soient g ç î et y e </^(Ç). Comme (1 + y) ç ^(Ç) C A^(Ç), ff(l + y) € î
si et seulement si

^= f f ( l+y)5 ( l+y) - 1 (modffJ^).

Or (1 + y)^(l + y)-1 = s - (sy - ys){l + y)-1 e 5 + J^ car y ç J^(É?),
par conséquent g(l + y)s(l +y)~1 = gs (mod gJ^0^) et ^(1 + y) e I puisque
gs = sg (mod gJ^0^). On a donc montré la relation

î(i+j^(ê0)=z,
laquelle implique en particulier l'inclusion

G,(1+J^(Ç))ÇZ.

Réciproquement, soit g € Z; on veut montrer que ff(l+^A/'(^)) est d'inter-
section non vide avec G s. Posons t = î^ç(g). Comme sg — gs ç gJ^0^ C
j^o+t+n^ ^ ̂ ^ ̂  y ç J^AfÇG) tel que sg-gs = sy-ys ([BK] Cor. 1.4.10).
Ainsi, 7 = g - y appartient à Br\Jç = Jg. De plus, comme Bx == Gs est dense
dans B, quitte à remplacer y par y + a pour un a ç Jg"1'71, on peut supposer
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que 7 ç (5s. Montrons par induction que pour chaque entier i > 1, il existe des
éléments g, ç g(l + JgM(Q)), 7, ç G^ tels que

^=7, (mod J^W^)).

Le cas % = 1 ayant déjà été traité ((51,71) = (5,7) satisfait les conditions
voulues), fixons un entier j > 1 et supposons qu'il existe des éléments ^-, 7^
comme ci-dessus. Soit x e J^U^G) tel que ̂  = 7̂ - + a:. Comme ̂  ç î, en
remplaçant gj par 7^ +rr dans la relation sgj = ^-5 (mod ffj^0"^), on obtient

^EE^ (mod7^•Jj^o+n+J^O+t+a+l)n)

et donc
^ - xs e j^^ n (7^0+n + jj^+y+1)7^

car ^ e J^AfiG). Soit .. e J^MÇG) H {^N{0} + J^^W)) tel
que 5a;-a:5 =5^-^ ([BK] Prop. 1.4.16). On écrit z sous la forme z = ̂ a+b
avec 7,0 e J^AfÇG) r}^JgAf(Q) et & e ̂ ^^'^(Ç). Soit 6 = x - z e B.
Comme plus haut, on peut supposer que 7, + 6 appartient à G s. On pose
9j+i = %•(! + û)~1 et 7^+1 = 7, + 6. Alors

^•+1 = (7^1(1 + a) + b - ôa){l + a)-1 = 7^+1 (mod J^^ArÇÇ)).

Comme la partie A = g(l + JgM(G)} est ouverte compacte dans G, si i est
un entier suffisamment grand, g ' + J^mM(G} C A pour tout g ' e A. Par
conséquent A H G s i=- 0 et le lemme (4.3.5) est prouvé. D

Le lemme suivant est une (légère) extension de la Proposition 2.2.2 de [BK].

(4.3.6) LEMME. — Soient n un entier > 1 et x ç Lw{s + JJ^00"^). Alors la
strate [G, -v, -e{kp(s) + n),x} est simple et équivalente à [G, -v, -e{kp{s) +
n),4

Démonstration. — Puisque P^JB = J^ (k e Z), l'isomorphisme (4.3.3) im-
plique que l'on a l'inclusion iw{s + jj^^) c s + J^^H71). Les strates
[G, -v, -eÇkpis) + n), x] et [G, -v, -e(kp(s) + n), 5] sont donc équivalentes.

Comme 5 est elliptique dans le groupe H = Aut^(^), le ^f-entrelacement
formel de la strate simple [A, npÇs), -(kpÇs) + n), s] dans A(E)

^([A, n )̂, -(^(^) + n), s]) dif

{/i e ̂  : /î-1^ + j^^h n(s+ jy8^) + 0}
coïncide avec

^(l+^^^^A))
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([BK] Theorem 1.5.8). En particulier, î^([A,nF(5), -(kF{s)+n),s}) est com-
pact module le centre de H et contenu dans N(A). Soit a e JJ^5^1 tel
que x = iw{s + a). Le centralisateur Hs^a de 5 + a dans H est contenu dans
•î^dy^ ^F(«s), —(^(5) +1), 5]) donc est compact modulo le centre de £T, ce qui
implique (en utilisant par exemple la décomposition de Jordan additive dans
A{E)) que s + a est elliptique dans H. De plus, comme F[s + a^ C N(A),
on a A ̂  AÇF[s + a]) (comme Or-ordres) donc e{F[s + a ] / F ) = e { E / F ) et
f{F[s + a\/F) = f { E / F ) . Soit E' = F[x\ G A(V). Puisque E' = iw{F[s +
a]) ^ F[5 + a] (isomorphisme de F-algèbres), E ' est un corps i.e. x est irré-
ductible dans G. Il est clair que vç{x} = v. Pour rj ç H, y ç A(E) et & ç B,
on a

(77 (g) !)(?/ (g) 6)(77 (g) 1)~1 = rjyrj~1 (g) &.

Par conséquent (cf. Pisomorphisme (4.3.3)) E ' ^ G N{G) et la chaîne de Op-
réseaux dans V attachée à Q est une chaîne de OE' -réseaux. Soient B' =
End^(V) G A(V) et B' = B' H Ç. Comme la strate [Ç, -v, -{ko + en), a:] dans
A(V) est pure et équivalente à [Ç, —î/, —(en+A:o), 5], pour tout couple d'entiers
(m, A;), fc < Â;o + en, on a ([BK] 2.1.3)

JW{x^)=J^^G).

En particulier, pour m = 0 et k = ko + 1, on obtient

B' + Jç G A4o+iM) + ̂  = A/^o+iM) + JQ

avec (grâce à [BK] 1.4.8)

A4o+i(^ ÊO + ̂  = B + J^(Ç) + Jç = B + Jç.

Donc K ' + Jç G B + Jç. Mais puisque .4(1?') est un (9^-module à droite libre
de de rang [E' : F] = [E : F], on a [A(^') ®o^ B' : A{E') (g)^, J^} = [B1 :
JB'}^'-^ d'où (cf. Pisomorphisme (4.3.3)) [G : Jç] = [B' : J^j^^l ; de même,
[G : Jç} = [B : J^]^. Par conséquent l'indicé [B1 + Jç : Jç] = [B1 : J^]
coïncide avec l'indice [B + Jç : Jç} = [B : J^], d'où B' + Jç = B + Jç.
On en déduit que Mko(x,G) Ï- B1 + Jç et A4o+i(^Ç) C B1 + Jç, donc que
ko{x, G) = ko. D

(4.3.7) PROPOSITION. — Pour chaque x ç iw{s + J^^1), soit dg^ la me-
sure de Haar sur Gx telle que

vol(G,(l+^A/'(Ç)),-^)=l.
dQx
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Alors, pour toute fonction f ç C^° (G), le germe au point s dans ^^(Aut^(^))

^^[JG(/^,^)]^(Aut^£;))

est un germe constant.

Démonstration. — Soient n un entier > 1 et x e bw[s + jj^5^). Soient
E' = F[x\, B' = End^(Y) G A(V) et B1 = B' n Ç. Puisque les strates
[^-^-e(Â;^(.s) +n),a:] et [G.-^-eÇkpÇs) +n) ,5] sont simples et équiva-
lentes (4.3.6), on a e Ç E ' / F ) = e ( E / F ) et f ( E ' / F ) = f ( E / F ) ([BK] 2.1.4),
et pour m e Z, J^A4oM) = J^ko(s,G) ([BK] 2.3.1). Comme A(^') est
un 0^-module à droite libre de rang [E' : F] = [E : F], pour m e Z>o, on
a [^(£;') 0<^, B' : A(E1) ®o^ ^\ = {^ '' J^'-^ d'où (cf. l'isomorphisme
(4.3.3)) [G : J^} = [B1 : J^}W ; de même, [G : J^} = [B : J^]W. Donc
[B : Jg1} = [B' : Jg?] (m ç Z>o). Par suite, pour toutes mesures invariantes dp.
et d^ respectivement sur les espaces homogènes Gg\G et Gj\G, la quantité

vol(G.(l +^A4o(^g)),^ /) ^ [̂  : J^-6]
vol(^(l +^A4o(^É?)).^') [A4o(^^) : ̂ T'^o^^)]

coïncide avec
vol(^(l+^A4o(^g)),^)
vol(G,(l+^A4o(5^)),^)'

Pour chaque entier n > 1, soient Wn et Vn les voisinages ouverts compacts de
s respectivement dans H et G définis par YVn = «s+JJ^5^ et K = 5+J^O+en.
Ainsi (avec les mesures dg^ définies dans l'énoncé de (4.3.7)), pour tout entier
n > 1 et tout x e ^(Wn), on a

^{Iv^x^dg^ = vol(G,(l+^A4o(^Ç))^)
^Qx

= vol(G,(l +^A4o(5,^)), dg-) = ̂ (IK,.,^,);
^S

en particulier, ^{l^^x^dgx) •=• 1.
Soit une fonction / e C^{G}. On peut, sans perte de généralité, supposer

que / est la fonction caractéristique d'un ouvert compact C de G. Comme l'or-
bite Oc{s) est fermée dans G, on peut construire un recouvrement du compact
Oc(s) nC de Oc(s) de la forme Oc(s) n C = OcÇs) n (U^ Ad^(KJ) pour
des entiers n^ > 1 et des gi e G. Soit n = max{r^ : i = 1,.... m}. Alors, pour
tout x e iw(yVn),

m

1°\f, x, dfe) = ̂  Ie\1^, a., d^) == ^(y, 5, d^),

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1997



50 CHAPITRE 4. NORMALISATION «J» DES INTÉGRALES ORBITALES SUR G

et la proposition (4.3.7) est prouvée. D

(4.3.8) REMARQUE. — Si de plus s ç Ge (i.e. si [E : F] = 7V), la proposition
(4.3.7) dit qu'il existe un jeu de mesures de Haar {dg^} sur les centralisateurs
Gx des x ç G voisins de s dans G tel que pour toute fonction / e C^°(G),
le germe x 1-4- [^(f.x^dgx)]^ est un germe constant. Harish-Chandra avait
déjà, grâce à son très élégant principe de submersion, montré ce résultat (et
même un résultat plus profond) au voisinage de tout s ç. G^ puis par descente
parabolique au voisinage de tout s C Gr, [HC 2] Theorem 3. D'ailleurs, sa dé-
monstration fonctionne encore au voisinage d'un s e Gr inséparable, cf. [Le 3].

4.4. Définition de la normalisation « J »

On peut dès lors définir l'intégrale orbitale normalisée J°(^x) pour tout
x ç G. Soit s e G - AG irréductible et soient E = F[s], B = AE(V). Soit
G un Op-ordre héréditaire dans A(V) normalisé par Ex tel que B = B H
G soit un 0^-ordre héréditaire maximal dans B i.e. tel que e(B \ OE) = 1
(on a besoin d'associer à s un Or-ordre héréditaire dans A(V) tel que la
normalisation définie ci-après ne dépende pas du choix de cet ordre ; il est clair
qu'on aurait tout aussi bien pu travailler avec un Op-ordre héréditaire G' dans
A(V) normalisé par Ex tel que B H G' soit un 0^-ordre héréditaire minimal,
i.e. d'Iwahori, dans B). On pose J0^^) = ^(-.s.dgs) (égalité dans D{G))
où dgs est la mesure de Haar sur G s telle que

VOl(Gs(l+PE^(s)^G))^
^Qs

=1.

A priori, la mesure invariante -— sur l'espace homogène GAG — donc aussidgs
la distribution J ° ( ' , s ) sur G — définie ci-dessus dépend du choix de G- Véri-
fions qu'il n'en est rien. Soient Gi, Gi deux Or-ordres héréditaires dans A(V)
normalisés par Ex tels que Bi {i = 1, 2) soit un C^-ordre héréditaire maximal
dans B. Soit b ç. B^ = G s tel que B^ = &5i&~1. Alors Q^ = bGib~1 et pour
tout k ç Z, A4M2) = bNk(s,Gi}b~1. On a donc

G,(l +^A/^(,)M2)) = G,(l +PEA/^(,)Mi))6-1

et pour toute mesure invariante d[i sur l'espace homogène Gs\G,

vol(G,(l+^A4^)(^Ç2)),^)=vol(Gf,(l+^A4^)(^^
Si z ç AG», pour toute fonction / e C^G), on pose J0^^) == /(^).
Soit M un sous-groupe de Lévi de G. Via la donnée d'un isomorphisme

(de groupes sadiques) y? : M ^ ]~[I=i GL(rii,F) (n, ç Z>i) et grâce à
(3.2.3), pour tout x ç M irréductible dans M, on définit l'intégrale orbitale
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normalisée J^-,^) au point x sur M composante par composante comme ci-
dessus. Cette définition ne dépend pas de l'isomorphisme y choisi. Recopions
alors la définition (3.4.1).

(4.4.1) DÉFINITION (Normalisation «J»). — Soit x ç G et soient M', P,
P" = M' H P les sous-groupes de G associés à a- en 2.8. Soient M une com-
posante de Lévi de P" et ATp un sous-groupe ouvert compact maximal de G
en bonne position par rapport à (P,A). Pour toute fonction / ç C^°(G), on
définit l'intégrale orbitale normalisée au point x dans G

JG(f^)=JM(fp^M)

où /p e C^°(M) est le terme ATp-invariant de / suivant P et :TM la composante
de x sur M.

Cohérence de la définition (4.4.1). — Clairement, les points (i), (ii), (iii) et
(iv) de la preuve de la cohérence de la définition (3.4.1) restent vrais si l'on
remplace la normalisation « I » par la normalisation « J ». D

Comme pour la normalisation « I », on étend naturellement la normalisa-
tion «J» à tout groupe H ç FF (notation : JH{f,x) pour tous x e H,
f G C^°(H)), et la proposition (3.4.3) reste vraie si l'on remplace la norma-
lisation «J» par la normalisation «J». De même (3.5.2), si s est un élément
semi-simple de G, pour chaque orbite 0 de Ac(s) il existe un unique germe
^o]? = [JS]? tel q^ P0111'tout<3 fonction / ç C^°(G), on ait le développement

[JG^'^='EJG(f^o)[Jo(^
0

où 0 parcourt l'ensemble des orbites de Ac(s) et où (pour chaque 0) XQ est
un quelconque élément de 0. Les propositions (3.5.5) et (3.6.2) restent vraies
si l'on remplace la normalisation «J» par la normalisation «J».

(4.4.2) PROPOSITION. — Pour chaque sous-nappe X^ de G et pour toute
fonction f e C^°(G), l'application

Xa^-^C, X ^ J G ( f , x )

est localement constante.

Démonstration. — Soient a, (3 deux partitions de N telles que (3 -< a, et soit
/ e C^°(G). On pose a == (ai > • • . > Or > 0 = ' . . = 0 = • • • ). Comme
J°(f^y) = JG{f,9~lyg) pour tout y ç G et tout g ç G, et comme les fibres
de la submersion pa : Xa -^ Ya (cf. 2.6) sont les orbites de Xa, on est ramenés
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à montrer que pour tout {Q}[=i ^ îa,/3 = Pa{Xa,p), le germe de fonctions au
point {CJLi dans Y^

fô}Ll^[^(/^a(fô}Ll)]^

est un germe constant.
Soit x e XQ^ et soient M', P, P" = M'DP les sous-groupes de G" associés à

a: en 2.8. Soit M une composante de Lévi de P" et soit XM € M la composante
de x sur M. Fixons un isomorphisme (de groupes zzj-adiques)

d
y.M ̂ ]^GL{m,F) ( n i + . . . + ^ = A T )

i=l

et soit ( 5 i , . . . , 5 r f ) == y{xM)' Pour chaque i = l , . . . , d , soit £^ = F[si] C
A^1) et fixons une injection de F-algèbres n : A{Ei) -^ A(Fn^) (4.3.1)
prolongeant l'inclusion Ei c-^ AÇF^) et telle que pour toute fonction h{ ç
C^{GL(m, F)), le germe

^^[J^(n,F)^.^^]^(Aut.(^))

est un germe constant (4.3.7).
Soit Kp un sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne position

par rapport à (P, AM) et soit /p ç C^°{M) le terme ATp-invariant de / suivant
P. Grâce à (3.2.3), on peut supposer que la décomposition de /p à travers y
est de la forme

/p = (®ii/,) ̂  (^ € C~(GL(n,,F))).

Pour z = 1,. . . , d, fixons un voisinage ouvert compact Vz de si dans Aut^(£^)
contenu dans l'ensemble Aut^(£^)e des éléments elliptiques de Aut^(^)
(d'après (2.5.1), cet ensemble est ouvert dans Aut^(£^)) et tel que pour tout
Vi C H{Vi),

JGL(n-F)(f^=JG^n^îF){f^^

Soit V = ̂ "Kn^i H) C M. Pour tout î/ e V, on a l'égalité

JM(fp^)=JM{fp^M).

Quitte à restreindre les ouverts Vz C Aut^(^) (% = 1,. . . , d), on peut supposer
(grâce à (2.5.1)) que pour tout y e V, le sous-groupe de Lévi M'(y) de G associé
à y est contenu dans M' : cela revient à supposer que pour tout couple d'entier
(^j)î 1 ^ i ^ J < d tel que y"1^) et (^-l(^•) sont dans deux composantes
distinctes de M' pour la décomposition de M' en produit de groupes linéaires
sur F (cf. 2.8), alors pour tout couple {x^xj) ç Vz x Vj, le polynôme minimal
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de xi est distinct de celui de Xj. Alors, pour chaque y ç V, il existe, et l'on
peut donc fixer, un u'y dans le radical unipotent U" de P" tel que

f y^y^M^^a^
\ M est une composante de Lévi de P"{yu")

où P'^yu'y} est le sous-groupe parabolique de M'{y} associé à yu'y (noter que
M'(y) est le sous-groupe de Lévi de G associé à yu'y). Ainsi, pour tout y ç V,
on a J^CA^;) = JM{fp,y) (4.4.1) et donc JG(f,yuty) = J^/^).

Soit Yv = Pa({y^ : y e V}) G U/^^a^/r pour Â; (= Z>i suffisamment
grand, le voisinage Va,/? nH^pa^)) (pour la définition de Wk(pa (^)), cf. 2.6)
depa(^) dans V^ est contenu dans y^nVv. La proposition (4.4.2) est donc
prouvée. Q

(4.4.3) REMARQUE. — Dans l'ordre d'idées de la remarque (2.5.3) et contrai-
rement à ce que l'on pensait intitialement, il n'existe pas de normalisation des
intégrales orbitales sur G induisant, pour toute fonction / ç C^°(G), une ap-
plication «intégrale orbitale de /» localement constante sur les nappes de
Dixmier de G. En effet, considérons un pseudo-coefficient f^ de la représenta-
tion de Steinberg TT du groupe H = GL(2,F) et soit

Ui =
1 0
1 1

Comme u\ estjdansj'orbite unipotente régulière de H, u^ est dans la fermeture
de Hç (resp. H^ — Hç) dans H pour la topologie w-adique. Or

f J H ( f ^ , x ) ^ 0 ^ x ç H ^
\ ̂ CAn^-O \ / x E H , - H ^ '

par conséquent l'application x ^ J11^^), comme d'ailleurs l'application
« intégrale orbitale de f^ » induite par n'importe quelle autre normalisation des
intégrales orbitales sur Jï, ne peut pas être localement constante au voisinage
de u\ dans la nappe régulière de H.

Je remercie J.-L. Waldspurger de m'avoir évité une erreur «embarrassante»
en m'indiquant le contre-exemple ci-dessus.

4.5. Comparaison avec la normalisation standard

On peut, comme il est suggéré dans [BDKV] Appendice A, 2.d, essayer
d'utiliser la normalisation définie dans [V] l.g. A tout x e G, Vignéras associe
une «mesure orbitale canonique normalisée» dc{x)^ où /4 est l'image par
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Pisomorphisme de variétés w-adiques Gx\G -> OG^X)^ g \-> g~^xg d'une me-
sure G-invariante /^ sur l'espace homogène Gy\G canoniquement définie à par-
tir de la décomposition de Jordan x = su, s G G semi-simple, u ç Ucs = Gs^U

— en particulier pour x semi-simple, /^ = „— où d ' g (resp. d'^) est la mesure
d 9x

de Haar sur G qui donne volume 1 aux sous-groupes d'Iwahori de G (resp. Ga;)
—, et où do(x) est un facteur de normalisation défini comme suit. Soient T_ un
tore maximal du groupe algébrique G_ = GL(N) tel que s ç T(F), S un sys-
tème de racines de G_ par rapport à T, Si C S l'ensemble des racines triviales
sur s et S2 = S - Si. Alors dc^) = \Dc(s)\y où

^OO ^ II ^ ~ a^)) = ^^(G^V^G)^ - Ad5~1).
aç^2

Si p | 7V, on ne peut prolonger cette normalisation sur G — G de manière à
obtenir, pour toute fonction / e C^°(G), une application «intégrale orbitale de
/ » localement constante sur chacune des sous-nappes de G, comme le montre
le contre-exemple suivant. Supposons p > 0 et reprenons l'élément x G H =
GL{p^F) défini dans la remarque (2.4.1). Il est elliptique inséparable dans H
et peut être approché d'aussi près que l'on veut par un élément y ç Hç. Mais
comme x a une seule valeur propre ^/w de multiplicité p dans l'extension
radicielle F[^/w} de F , quand un tel y tend vers x, ses valeurs propres tendent
toutes vers ^/w dans une clôture algébrique F de F et le facteur de norma-
lisation du (y) tend vers 0. Précisément (proposition (4.5.1) ci-après), notant
^F^y) {y ^ Hç) l'exposant du discriminant de l'extension F [ y ] / F , pour toute
fonction / e C^°{H), l'application y ^ ̂ ^^(y)^/^) est localement
constante au voisinage de x dans Hç.

Soit M un groupe zzj-adique isomorphe à un produit ni=i GL(rii^F) pour
des entiers ni >_ 1. On pose

dM{y) = |detLie(M,)\Lie(M)(l - AdM?/"1)^ Q/ € M).

Soit s ç M irréductible dans M. La F-algèbre F[s] se décompose en F[s] =
E\ x • • • x Er pour des extensions séparables finies E i / F ^ et l'on pose

6^s)=q^^WF^

où 6 ( E i / F ) est l'exposant du discriminant de l'extension E i / F et n^ = di[Ei :
F]-

Soit x ç G et soient M', P, P" = M' H P les sous-groupes de G associés à
x en 2.8, U" le radical unipotent de P" et TT" : P" -^ P'VÎ/" = P" le quotient
réductif maximal de P". On pose r]G{x) = 6j,n{^"{x)) dp^Ç^Çx)).
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(4.5.1) PROPOSITION. — Soit une sous-nappe Xo,^ de G. Pour toutx ç Xa,(3
(séparable ou non) et toute fonction f ç C^°(G), l'application

Xa^-^C, y^^y^CAy)

est constante au voisinage de x dans X^ D G.

Démonstration. — Soit x G X^ et soient M', P et P" = M' H P les sous-
groupes de G associés à a; en 2.8. Fixons une composante de Lévi M de P" et
un isomorphisme (de groupes w-adiques)

r

y : M -̂  JJ GL{ni, F) (ni + • • • + rir = AQ.
i=l

Soit XM € M la composante de x sur M et soit (^ i , . . . ^ S r ) == ^(^M)- Pour
i = l , . . . , r , soit Ei = F[si] C A^^). Pour y ç M irréductible dans M,
posant (y i , . . . , yr) = (^(y), on a

r

ÔM(y)dM{y) =Y[SGU^^)(yi)dGL(n^F)(yi)'
i=l

Ainsi (cf. la preuve de la proposition (4.4.2), il suffit de produire, pour i =
1,... ,r, une injection de F-algèbres ^ : A(£^-) —^ A^^1) prolongeant l'inclu-
sion Ei ^ AÇE^) et une constante \i = AGL(n,,F)(5^) > 0 telles que que
pour tout yi ç. n^AutFÇEi)) séparable dans GL^n^F} et voisin de si dans
^(Aut^(^)), on ait

^(n.F)^)^^^^)^^^^-,^) = XiJ^^^yi)

(égalité dans D (GL(ni, F))).
Soit 5 ç G' irréductible et soient E = F[s] C A(V), B =- AE(V). Soit

G un 0^-ordre héréditaire dans A(V) normalisé par Ex tel que B =- B H G
soit un O^-ordre héréditaire maximal dans B. Soient A = A(E) et A/"(Ç) =
^kp(s) (^î G}- Fixons comme en 4.3 via le choix d'une Os-base {wjç} de la
chaîne de 0^-réseaux dans V attachée à Ç, une injection de F-algèbres LW ''
A(E) -^ A(V) (4.3.1) prolongeant l'inclusion E ^ A(V). Si y e bw{s +
J^F(S)+I^ ^ strate [Q,nF{s\ -{kp{s} + l),y] dans A(V) est simple et équiva-
lente à [Ç,n^(.s), —(kpÇs) + l),^] (4.3.6). Pour un tel y, soit dgy la mesure
de Haar sur Gy c^ GL(d^F[y]) {d[E : F] = N) donnant volume 1 aux sous-
groupes ouverts compacts maximaux de Gy i.e. la mesure de Haar sur Gy telle
que I e ( ' ^ y ) = Ie ( - ^ y , d g y ) (égalité dans D{G)}. Montrons qu'il existe une
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constante À = \c(s) > 0 telle que pour tout y ç iw{s + JJ^00"^1) H G,

vol(G,(l+^^(e)),^(y)-dô-)==À.
^Oy

Fixons un y ç ^(5 + JJ^00"^) H G et soient ^' = F[y\ C A(V), B1 =
AE'(V) et Bf = B' r\ G. Fixons aussi une uniformisante WE' de £". Soit

S w ( E ' / F ) = ̂ J^ - e ( E ' / F ) + 1

l'exposant de Swan de l'extension E ' / F . On a f ( E ' / F ) = f Ç E / F } , e ( E ' / F ) =
e Ç E / F ) ([BK] 2.1.4) et la relation

^-^
implique l'égalité e{131 \ OE'} = 1. Soit P E ' : A(V) —> B1 la projection ortho-
gonale relativement à l'accouplement non dégénéré {x\,x^) ̂  tr A(y)/F(trla;2)
sur A(V} où trA(y)/F désigne la trace usuelle. L'application

A(V) ̂ B',g^ f(g} = ̂ W(E '^PE'W

est une corestriction modérée sur A(V) relative à E ' / F ([BK] 1.3). Soient
Ay = 1 - Ady-1 : A(V) -)• A(Y) et ki = hpis) + np(s) ^ 0. Pour m € Z, on
a la suite exacte courte ([BK] 1.4.10)

(4.5.2) 0 ̂  ̂ WA/^O/, Ç) ^> JJ"^ -4 ^m+fcl ^ 0.

Pour m € Z, on a ./B".A/^(,)(y, Ç) = Jgl^{G} ([BK] 2.1.3), donc en particulier
JB'J^k^y.G) == ^A/'(Ç) == PE^{G). Comme | detLie(G^)\Lie(G)(Ay)|F =

dcO/)2 et |deta(/)|^ = q - f ( E ' / F ) S w ( E ' / F ) d ^ ^ ^ suite exacte courte (4.5.2)
pour m = 1, on déduit l'égalité

dG(y)2vol(Gy(l + ̂ A^))A
^Qy

dg
= q-^'l^^'I^^Gyd + J^Y ——)•

^Qy
Soit

^ ^ vol(G,( l+^^(Ç))^)vol(G,(l+^ l + l))^)
^ ' dgy

[g/:41] vol(l+J^^)2

vol(l + JB'.dgyY [Q : N{G)}[Q : J^}
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Comme [B' : J^} = [B : J^\ et voï(l 4 Js/^J = MB'] ; W^ =
\tj^i3") -- u^isy^—^, o-n- a

rR jk^u(K\. r^(n\\2 v(A{U^G^d^
/ /==[5: t7B][w)• [ / (^[ç:^(W:^ l]•

En remplaçant vol(Gy(l + JJ1141)), -^-) par vol(G'y(l 4- PE^{G}}, -^r^
"ffy "yî/

dans l'égalité précédant la définition de ^, on obtient
dG{y}2.o\{Gy{l + PEW}}, y = q-S^I^^'l^^

d'où

vol(G,(l+P^MÇ)),^(y)^)=^(y)dG(y)-19-^(£;7F)5?(E7F)^^.agy

Or ^(y)dG(y)-1 = <ÎG(y) et 8a{y}q-W/F)SW(EI /F)d = <p/(e-l)d, d'où

vol(G,(l + ̂ ^(Ç)),^(y)^) = çJAW(e(W-i)^è ̂  ̂
affy

En définitive, pour tout y 6 iwÇ8 + .̂4 ) D G, on a

^(y^^AJ^y)
(égalité dans -D(G')). D'où la proposition (4.5.1). D
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CHAPITRE 5

INDEPENDANCE LINÉAIRE DES GERMES

5.1. Introduction

Dans cette section, on donne une preuve de l'indépendance linéaire des
germes au voisinage de n'importe quel élément semi-simple de G (5.6.1). Le ré-
sultat n'était jusqu'alors connu que pour les éléments absolument semi-simples
(cf. [BDKV] Appendice 1). Fixé un élément s ç G semi-simple que l'on peut
supposer irréductible grâce à la proposition (3.5.5), l'idée consiste à réduire
les intégrales orbitales sur G des fonctions / € C^°(G) au voisinage de s dans
G à des intégrales orbitales sur H == G s de fonctions (f)f ç C^°(H) au voi-
sinage de s dans H^ pour ensuite appliquer la propriété suivante : pour tout
sous-groupe de Cartan elliptique F de H^ il existe une constante cr{H) ^ 0
telle que [if^]^11' = cr(H) ([R 2] en caractéristique nulle pour tout groupe
semi-simple connexe défini sur F', [He] Appendice 3 en toute caractéristique
pour GL{n}}. Comme la preuve s'appuie sur un passage à la limite combinant
la propriété ci-dessus et la formule d'homogénéité des germes au voisinage d'un
élément central (3.6.2), il suffit de réduire «suffisamment» d'intégrales orbi-
tales semi-simples régulières sur G à des intégrales orbitales elliptiques sur G s.
Cette partie réduction d'intégrales orbitales repose en caractéristique nulle sur
le Lemma 19 de [HC 1] (cf. aussi [R 1] §1, Lemma 1), lemme topologique
dont la démonstration n'est pas utilisable si s est inséparable. On a donc fina-
lement opté pour une approche légèrement différente. La submersion utilisée
dans [Le 2] permet de réduire toute distribution AdG-invariante T sur G à
une distribution Ad5'-invariante OT sur H de support contenu dans un voi-
sinage (indépendant de T) de 1 dans H compact modulo Jï-conjugaison. En
fait, seule la restriction de T à un petit voisinage ouvert AdG-invariant de
s dans G joue un rôle pertinent dans la réduction. On est donc ramenés à la
question suivante : si l'on prend pour T une intégrale orbitale sur G de support
suffisamment concentré sur OcÇs), la distribution OT ainsi obtenue est-elle une
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intégrale orbitale sur H ? C'est la réponse à cette question — réponse par-
tielle puisque seulement pour des intégrales orbitales T bien particulières —
qui occupe l'essentiel de cette section.

5.2. Rappels sur les éléments minimaux de Bushnell et Kutzko

Soit F ' J F une extension finie de F. On rappelle la notion d' élément minimal
sur F ' ([BK] 1.4.14). Soit K / F ' une extension finie de F ' et soit b e K tel que
K = F'[b}. Posons v = VK(V), et choisissons une uniformisante w p ' de F ' . On
dit que & est minimal sur Ft si

r ^ e ( K / F ' ) ) = 1
^ Wp^h^l^^ + VK engendre l'extension de corps résiduels K K / ^ F '

En fait, on utilisera surtout le critère suivant ([BK] Prop. 1.4.15) : v < k p ' ( b )
avec égalité si et seulement si b est minimal sur F ' . Rappelons aussi la notion
de polynôme caractéristique attaché à une strate fondamentale [Ç,r,r — 1,&]
dans Ap/ÇV) où V est un F'-espace vectoriel de dimension finie 7V'. Posons

y, = b^W^9 + Jç

où e = e[Q | Op'} et g = (e,r). En tant qu'élément de G / J ç ^ yb ne dépend
que de la classe d'équivalence de la strate [Ç,r,r — l^b] dans A F ' { V ' } (et pas
du choix de w p ' ) ' Soit C = {Lj}jçz l3- chaîne de Op' -réseaux dans Ap^V)
attachée à G. On a

e-l

G/Jç = ]^End^{Li/L^) G End^,(Lo/Le).
2=0

Soit alors (f>b(T) ç ^^/[T] le polynôme caractéristique de y^ vu comme K p ' -
endomorphisme de Lo/Lç ; de manière équivalente, (pb(T) est la réduction mo-
dulo VF' du polynôme caractéristique de bel9wrF9 vu comme F'-endomor-
phisme de V. Comme pour y^, <^ ne dépend que de la classe d'équivalence de
la strate [G, r, r - 1, &] dans Ap' (V1). Si [G, r, r - 1, b] est pure, alors ̂  = (f)^^
{d = deg((f))) pour un polynôme (f) € K ' F ' [ T ] irréductible sur K p ' ? e^ d divise
f{FI[b}|FI}. Si de plus [G,r,r - l,b\ est simple, alors d = /(F'[&]/F'). Notons
que si [G^ r, r — 1, &] est pure, alors [Ç, r, r — 1, &] est simple si et seulement si b
est minimal sur F ' (on a ebÇOkp'Çb) = ko(b^G) > ̂ ç(b) = ̂ b{G}vF'[b}W}'

Si F" et ^I// sont deux extensions finies de F d'indice de ramification e' =
e ( F ' / F ) et e11 == e{F" / F ) , on note encore z<^/ la valuation sur F11 donnée par
^ F ' = ̂ F"-

5.3. Lemmes techniques

Le premier lemme découle directement d'un cas particulier de (4.3.6).
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(5.3.1) LEMME. — Soit [Ç,n,r,a] une strate simple dans A(V) tel que F[a]
est un sous-corps maximal de A(V) et soit a' e a + J^'. Alors la strate
[Ç.n.r.c/] est simple et F[a1} est un sous-corps maximal de A(V).

Démonstration. — D'après (4.3.6), la strate [Ç.n.r.c/] est simple et équiva-
lente à [G,n,r,a] (on a A(F[a]) ^ A(V)), d'où f ( F [ a ' ] / F ) = f ( F [ a ] / F ) et
e(F[a']/F) = e(F[a]/F) ([BK] 2.1.4). Donc Fia'] est un sous-corps maximal
de A(V). D

Le deuxième lemme est un résultat technique sur les raffinements d'une
strate simple, cf. [BK] 2.2. Soit une strate simple [ G ^ n ^ r ^ s ] dans A(V). Soient
E = F[s], B == AE(V) et B = B H G ' On fixe aussi une corestriction modérée
([BK] Def. 1.3.3) S E / F sur A(V) relative à E / F . Soit a e J^ tel que [B,r,r-
1, S E / F ^ ) } est une strate simple dans B et E\ = E^E/F^}} (== F[s^ ^/^(a)])
est un sous-corps maximal de B. Alors ([BK] Prop. 2.2.3), [G^n^r — 1,5 + a]
est une strate simple dans A(V), K = F[s + a} est un sous-corps maximal de
A(V) (donc e ( K / F ) =e(G\Op) = e^i/F) et f { K / F ) = f { E z / F ) ) et

.. /, , ^ _ J -r= ̂ {SE/FW) si ^/j.(a) ^ E
w l û / ; ~ t Â;o(^Ê?) = ^(5) si 5^(0) ç E '

Sous ces hypothèses, on a le lemme suivant.

(5.3.2) LEMME. — Soit SE^/E une corestriction modérée sur B relative à
E\jE. Il existe une corestriction modérée S^/F sur A(V) relative à K/F telle
que pour tout i ç Z et tout g ç Jç,

S K / F ^ } = S E , / E ° S E / F { 9 ) (mod Jç^1).

Démonstration. — Posons S E ^ / F = S E ^ / E ° S E / F ' D'après [BK] Def. 1.3.3,
s E ^ / F es^ une corestriction modérée sur A(V) relative à E\jF. Si E\ = E = B
(i.e. si S E / F ^ ) G E)^ alors les strates [Ç,n,r,5] et [Ç,n,r,5 + a] sont simples
et équivalentes (5.3.1). Par conséquent ([BK] 2.4.12) OK et OE^ ont même
image dans G / J ç et il existe des corestrictions modérées s ' ^ i p e^ ^E I F sur

A(V) relatives à K / F et E - ^ / F respectivement telles que pour tout i C Z et
tout g ç J^,

^ K / F ^ S ) = s ' E / p ^ } (mod ^+1).
Comme 5^/j^ = 775^ ip pour un 77 ç (9^, si ^ ç 0^ est tel que ^ =
r] (modJç), alors 5^/^ = ^s'^,? est une corestriction modérée sur A(V) rela-
tive à K / F qui satisfait les relations de congruence voulues.

On suppose désormais que E\ ^ E. Commençons par montrer que pour
chaque i e Z, Pj^ + J^1 = P^ + ^+1. Notons as l'application A(Y) ->
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^V), g ^ sg - gs et posons ko = ko{s,Q). Soit g e P^Mi-r{s + a,Ç) pour
un i e Z. On a

(s + a)g - g(s + a) = 0 (mod ^+l-r).

Comme g ç Jç et a ç J ç 7 ' , cela implique que a^) e J^. Grâce à [BK]
1.4.10, il est possible d' écrire g sous la forme g = 6 + y avec 6 ç Jg et
^/çJ^-^o^Ç). Alors,

0 = (5 + a){6 + y) - (6 + y)(s + a) = ds(y) + a6 - 6a (mod J^1^)

(les termes ay et ya sont dans J^1"7' car -r - ko > 0). Par conséquent (en
appliquant S E / F ) S E / F ^ ) S - Ô S E / F ^ ) ^ ̂ +l-r, et puisque A:o(5^(a),fi) =
—r, 5 G P^ + Jç~^1' En définitive, on a montré l'inclusion

VK^I-AS + a^Ç) + ̂ +1 G ̂  4- ̂ +1.

Par ailleurs, 0^ C M-r(^ + Q-, Ç) d'où

^K + ̂ +1 C VK^I-AS + a, ÉO + ̂ +1.

Or [̂  + Jj+1 : J î] = [̂  : p^-i], [̂  + ̂ +1 : ̂ +1] = [PE, : ̂ î1], et
puisque f(K/F)=f{E,/F)^

[PJ, : p^} =[p^ : T^-1].

Par conséquent P^ + Jç+1 = P^ + J^.
Ensuite, choisissons une corestriction modérée S ^ / F sur A(V) relative à Kl F

et traitons le cas i = 0. Notons 7 = 5+a et a^ l'application A(V) —^ A(V), g \-^
79 - 97- Comme OK + Jç = OE^ + Jç, l'application S ^ / F '' G / J ç -^ Q I JG
déduite de S ^ / F P^ passage au quotient est un endomorphisme de (/^ x /^ )-
bimodule, de même image OE^ + Jç que l'application S E ^ / F : G 1 JG —^ G / J G -
Montrons que s ^ / p et S E ^ / F ont même noyau. Comme S E / F ^ } ^ E, ̂ 0(7, G} =
^o(SE/F(a)^) = —r et le noyau de S ^ / F coïncide avec a^{P^M-r{^^ G}} + Jç
([BK] 1.4.10). Les strates [Ç,n,r,7] et [Q,n,r,s\ sont pures et équivalentes,
donc P^N-r{^,G} = J^M-r(s,Q) ([BK] Prop. 2.1.3), et puisque -r - ko >
0, J^M-r(^G) = J^ + ^°A4oM) ([BK] 1.4.9). Soient 6 e J^ et y e
^°A4o(^^.Ona

a/y (6 + y) = as{y) + a6 — 6a (mod Jç)

car ay - ya G J^7'^0 et -r - ko > 0, d'où

S E / F ( ^ ( S + y)) = ^/^(oOJ - Ô S E / F ^ ) (mod J^)
et

5£;i/£; o ^/^(a/y(^ + y)) = 0 (mod ̂ ).
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En définitive, on a montré l'inclusion

keî(sK/F) Çker(5^/^).

Comme keîÇs^/p) et ker(5^/^) ont même dimension en tant qu'espaces vec-
toriels à gauche (ou a droite) sur /^, cette inclusion est une égalité. Par
conséquent S K / F et S E ^ / F diffèrent d'un /î^-automorphisme de /^, i.e. ^ S ^ / F
coïncide avec S E ^ / F sur G / Jç pour un ^ ç 0^. Comme ^ S K / F est encore une
corestriction modérée sur A(V) relative à K / F , on a prouvé le résultat pour
% = 0 .

Traitons maintenant le cas général. Choisissons une corestriction modérée
S K / F sur A(V} relative à K / F telle que s ^ / p i g ) = S E ^ / F ^ } (mod Jç) pour
tout g e G- Fixons un entier i ç Z et montrons que, pour tout g e jj,
^/r(^) = S E . / p Ç g ) (mod ^+1). Soient 6 çP^ ety çÇ.et soit j' ç P^ tel
que J EE j' (mod J^1). Puisque s ^ / p et 5^/^ coïncident sur G / J ç , on a

5X/F(^) + J^1 = 5^/^(^) + ̂ +1 = S ' S E ^ F ^ } + ̂ +1.

Or on a

S ' S E . / F W + J G ^ = S E , / F ^ y ) + J ç + l

= ^/^^J^1

car 6y = S ' y (mod ^+1). Comme Jç = WJ^Q pour une uniformisante WK de
AT, tout élément de Jç est de la forme 6y {6 ^P^y çÇ). Par conséquent s K / F
et 5^/^ coïncident sur J ç / J ç ~ ^ 1 , ce qui achève la preuve du lemme (5.3.2). D

Le lemme suivant est une simple généralisation du Lemme 1.2.2 de [Le 3].
Comme l'a très justement remarqué A. Genestier, la preuve du dit Lemme 1.2.2
n'est pas complète : il faut, pour pouvoir appliquer le lemme de Nakayama,
montrer au préalable que l'image de TT^ + r]m est bien un réseau (r]m n'est
pas linéaire). La preuve que nous donnons ici, légèrement différente, répare
cette omission. Nous n'utiliserons pas directement ce lemme par la suite, mais
seulement le corollaire qui suit.

(5.3.3) LEMME. — Soient X , Y deux 0-modules libres de rang fini, et £ =
{Xz}içz une chaîne de 0-réseaux dans Xp = F <S>o X telle que XQ = X.
Soit (f) : X —^ Y une application de la forme TT + r) pour des applications
TT, 77 : X —^ Y telles que TT est 0-linéaire et surjective, et rj satisfait la propriété :
pour tous x, x' e X , r ç Z>o, la condition x = x' (modXr) implique que
rj(x) = r]{x') (mod7r(J^+i)).

Alors il existe une application injective /? : X —^ X telle que TV o f3 = <^.
Si de plus rj est différentiable (resp. analytique), alors il existe une application
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différentiable (resp. analytique) bijective /3 : X —^ X telle que TT o (3 = (f) et
|Jac^(/?)|F=l ( x ^ X ) .

Démonstration. — Soit e e Z>i la 0-période de la chaîne C. Pour i ç Z,
posons y^ = 7r(Xi). Ainsi {V^ez est une suite de 0-réseaux dans F 0o Y
telle que YQ == Y, V,+i c Yi et V,+e = w^ (z e Z). Soit M un 0-réseau
dans Xp tel que ^X = Xe C M C X et pour i = 0 , . . . , e - 1, les /^-espaces
vectoriels (MnXi)/Xe et (7T~l{Ye)^Xi)/Xe sont supplémentaires dans X,/Xe.
Ainsi, kerTT H M C wX et 7r(M H Xi) = Yi {i = 0, . . . ,e - 1). Puisque Y est
0-projectif, la suite exacte courte de 0-modules

0^ker7rnM-»M-^4y^O

est scindée. Soit [i : Y —^ M une section de TT i.e. une application 0-linéaire
telle que TT o ̂  = idy. Pour 2 = 0 , . . . , e - l , 7 r induit, par restriction et passage
au quotient, un isomorphisme de /«^-espaces vectoriels (MHX^/Xe —^ Yi/Ye,
par suite /^(V,) C M H Xi C Xi. Donc pour i G Z, /^(V,) G -X,. Soit | \c la
F-norme sur Xj^ associée à C i.e. l'application Xp —^ R définie par

^=q-^^{içz:xçx,} ^ ç x p ) .

Pour x^ y ç Xp, t ç F, on a
(i) |to|r = l^lrl^l/ : ,
(n) k + ylr < max{|a;|/:, \y\c},
(iii) |.r|^ == 0 si et seulement si x = 0.

En particulier, (ii) entraîne que |.r+y|/; = max{|a;|/:, \y\c} dés que \x\c 7^ \y\c'
Soit /? (= /3^) : X -^ X l'application définie par /? = idjc +^orj. Pour a; G X,

on a

7TO/3(a') = (TT+T?)^)

= ^).

De plus, pour x, y ç X, on a |̂  o ^(a;) - ̂  o 7?(y)|/: < ç'^la- - y\c donc

|/5(a;) - f3(y}\c = max{|a; - y|^, |̂  o ^(a:) - ̂  o ^(y)|/:}
= \x-y\c'

En particulier, /? est injective.
Si de plus 77 est différentiable (resp. analytique) alors f3 est différentiable

(resp. analytique), et puisque ^ o rj est lipschitzienne de rapport < 1, on a
Jac^/3) e [^(O) C Ox donc |Jac^(/3)|j. - 1 {x ç X). En particulier, /? est
ouverte et la formule de changement de variables dans les intégrales entraîne
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que

voWX),dx)=vol{X,dx)

où dx est une mesure de Haar sur X. Or Z = (3(X) est fermé dans X {X
est compact et /? est continue), d'où vol(X — Z^dx) = 0 si et seulement si
X — Z = 0. Donc Z = X i.e. /? est surjective. D

(5.3.4) COROLLAIRE. — Soit un diagramme commutatif

x -^ y
a 4- -\. À

x ^ y
où /Y, y sont des variétés w-adiques (i.e. analytiques, séparées, de dimension
finie, cf. [HC 1] V, §2), X , Y des 0-modules libres de rang fini, et Ç, X, a,
(f) des morphismes de variétés w-adiques (i.e. applications analytiques). Soit
C = {Xi}içz une chaîne de 0-réseaux dans Xp = F ®o X telle que XQ = X .
On suppose que

(i) a, X sont des isomorphismes,
(ii) (f) est de la forme TT + r] pour des applications TT, rj : X —> Y telles que TT

est 0-linéaire et surjective, et 77 satisfait la propriété : pour tous x^ x' G X , r 6
Z>o; la condition x=. x' (mod-Xy.) implique que rj(x) = r]{x') (mod^X^i)).

Alors C, est une application surjective et pour toute fonction f G C^°{y), on
a

^ f o Ç o a~^(x)dx = f f o \~1 o 7r(x)dx
J x J x

où dx désigne une (quelconque) mesure de Haar sur X .

Démonstration. — D'après (5.3.3), il existe une application analytique bijec-
tive f3 : X —^ X telle que TTO/? = ^ et |JaCa;(/3)|^ = 1 (x G X). Donc ( / ) est surjec-
tive, et Ç = \~1 oc/)oa est surjective. La seconde assertion n'est autre que la for-
mule de changement de variables dans les intégrales (Çoa~1 = \~1 OTTO/?) . D

5.4. Descente centrale d'intégrales orbitales sur G

Soient E / F ^ E ^ F une extension de F contenue dans A(V), B = Endj^V)
le commutant de E dans V et H = Bx = Aut^(V). Soit s G E tel que
E = F[s]. On a donc H = G s. On rappelle la construction et les résultats de
[Le 2]. Fixons une £'-base {w^} {k == 1, . . . ,d) de V et notons C^ la chaîne
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{Lm,i}içz de O^-réseaux dans V définie par

Lm^k = PE^E^I + OEW2 + • • • + OEWd-k + PEWd-k+1 + - ' + PE^}

( . 7 e z , f c e { o , . . . , d - l } )
et CM la chaîne {Luxiez de 0^-réseaux dans V définie par

LM,Î = PE^EWI + OEW^ + ' • • + OEWd).

Ainsi, 25m = End^) p(^m) est un 0^-ordre héréditaire minimal dans B, BM =
End^(£M) est un O^-ordre héréditaire maximal dans B et pour tout OE-
ordre héréditaire B dans B tel que 2?m C B C BM^ {^k} est une O^-base
de la chaîne de Oj^-réseaux attachée à B (si l'on utilise {w^} pour identifier
B à M(d,£1), les 0^-ordres héréditaires 25 dans B tels que 2?m G B G 2?M
s'identifient aux O^-ordres héréditaires standards dans M(d, E) décrits dans
[BK] 2.5). Posons Gm = End^(/:m) et CM = End^(/;M). Soit W le sous-
J^-espace vectoriel de V engendré par w i , . . . , w^ et soit A = A{E). Le choix
de W induit une (W, ̂ -décomposition TW : A(E) ^E B -^ A(V) (4.3.2).
De plus, pour tout Oj^-ordre héréditaire G dans A(V) normalisé par Ex et
tel que Gm C G C GM 5 on a 2?m C B == B Fl Ç C BM et l'application TW
induit, par restriction pour chaque i ç Z, un isomorphisme de (A, £?)-bimodules
^l(g)^J^Jj (4.3.3).

Fixons une corestriction modérée Ï E / F sur A(E) relative à E / F ([BK]
Def. 1.3.3) et un élément x ç. A tel que Ï E / F ^ ) = 1- Comme Ï E / F { J A ) =
VEI oi1 a nécessairement ^(rr) == 0. Soit S E / F l21 corestriction modérée sur
A(V) relative à E / F donnée en terme de la (TV, ̂ -décomposition TW par
S E / F = ̂ E / F ^E ida ([BK] Prop. 1.3.9) et soit x = rw(x (SE 1)- Ainsi, on a
x e Gm et S E / F ^ ) = L

Soit C = {sg - gs : g ç A(V)}. Comme A(V) = C © a:B, l'application

5 : G x xB — A(V), (p, .r&) ̂  ^(5 + xb)g~1

est submersive au point (1,0). Par suite, si c est un entier suffisamment grand,
s + xJ^ C G et l'application

G x xJ^ -^ G, {g, xb) ̂  g(s + xb)g~1

est partout submersive. Fixons un tel entier CQ > max(l, kE{s) + 1). Soient dh
la mesure de Haar sur H telle que \O\(U{BM)^ dh} = 1 et db la mesure de Haar
sur B telle que vol(J5^,d&) = \U{BM) : ^(Bu)]'1 i-e. la mesure de Haar
sur B telle que vol(J^,ût&) = vo\{U1 {Bu) ̂  dh) ; ainsi, pour m € Z>i, on a
vol(J^ , d&) = vol(?7m(5M)5 dh). Alors il existe une unique application linéaire
surjective ([HC 1] Theorem 11)

C^{G x xJ^J -> C^{6{G x xJ^)\ ^ ̂  ^
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telle que pour toute fonction (f) ç C^°{G x xJ^° ) et toute fonction ^ ç
C^ÇSÇGxxJ^))^

t [ cf>(g,xb)^o6(g,xb)dgdb= t ^W{g}dg.
J G J B JG

De plus ([Le 2] Lemma 2.3.1), pour toute distribution AdG-invariante T sur
G, il existe une unique distribution i?r sur xj^° telle que pour toute fonction
^eC^{6{GxxJ^))^

{^T^ô}={T^0}

où (/)§ ç C^°(xJ^0 ) est la fonction donnée par

Mxb)= f ^xb)dg (beJ^).
J G

Clairement, si deux distributions AdG-invariantes Ti, T^ sur G coïncident sur
l'ouvert 6(G x xJ^° ) de G, alors ^Ti == ^T^' En particulier 'ÔT = 0 pour toute
distribution AdG-invariante T sur G telle que Supp(T) H S(G x xJ^° ) = 0.
La réduction d'une distribution AdG-invariante T sur G à une distribution
AdH -invariante sur Adff(Jg° ) est un peu plus délicate. Toute fonction (p ç
(^(Adff^)) se décomposa en y = ̂ H ^ où ̂  e C^(bJ^b-1)^ ̂  = 0
pour presque tout & G lî ; on pose alors

(^r^) - ̂  ̂ ï.Ad^-1^) o^/j.|^co )
&e^ M

où Ad*^"1^) ç C^ÇJ^0 ) est la fonction donnée par

Ad*^1^)^) = ^(&6'r1) (^ e j^j.
La quantité (i?T,y?) ne dépend pas de la décomposition (p = ̂ ^fj^b choisie
et la distribution 'ÔT sur AdH(J^° ) ainsi définie est Adiî-invariante, [Le 2]
2.3.

(5.4.1) REMARQUE. — Dans [Le 2], on travaille en fait avec l'application
G x xB —^ A(V), (g,xb) \-^ gs(l + xb)g~1 == g{s + sxs^s^g^. Or sxs~1 =
rw(sxs~1 ®E 1)5 sxs~1 ç A car s^As = A, et ^/^(^î^"1) = ss^lF^}8'1 =

1. On passe donc d'une construction à l'autre en remplaçant x par sxs~1 et b
par 5&. Notons aussi que dans [Le 2], l'élément x est supposé inversible dans
A{E) ; nous n'avons pas retenu cette hypothèse puisqu'elle intervient seulement
au cours de la preuve du Lemme 4.1 de [Le 2], lemme que nous n'utilisons pas
ici.

Comme dans [Le 2] 2.3, fixons un voisinage ouvert fermé Ad-ff-invariant Q
de 0 dans B tel que Q C AdH(J^). On a 0 = AdHÇfl H J^). Soit î/n =

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 1997



68 CHAPITRE 5. INDÉPENDANCE LINÉAIRE DES GERMES

1 +0 C H et soit ?7n l'isomorphisme de variétés ro-adiques fl -> U^, & ̂  1+&
Pour toute distribution AdG-invariante T sur G, soit OT la distribution Adfi^
invariante sur H définie par

f ^r|ff-t/n =̂ 0
l ('9'r, (/)} = {ST, <f> o ??n) si <^ e C'c°°(î7n)

Enfin, si F = J^., 7) pour un 7 ç C?, on pose ̂  = <?r, ̂  = ST et fty = OT.

(5.4.2) LEMME. — Soient &i e J^ ef 71 = s + xb,. Alors {s + xbb,b-1 • b €
H,bb,b-^J^}cOGW.

Démonstration. — Fixons un élément b € H tel que &z = ^i&~1 € 7e0 et
montrons que 5 + xb^ € OG(7l). Pour chaque entier m ^ CQ, soit A^ = J|̂  n
& •%6 et soit Vm la fonction caractéristique du voisinage ouvert compact
bi +A^ de &i dans B. Soit F un sous-groupe ouvert compact de G et soit /r la
fonction caractérisique de F divisée par vol(F, dg). Pour chaque entier m ^ CQ,
on a

(^7i^m) = ̂ ((/r ® l^i+A^))5, 7l).

Pour toute fonction ^ ç C^(G x xj^), la fonction ̂  s'obtient localement en
intégrant <f) sur les fibres de la submersion S ; en particulier, on a Supp(^) Ç
J(Supp(<^)) et si ^ ^ 0, alors Supp(^) = <^(Supp(<^)) et <^LsuppW) > 0.
Puisque 71 ç J(F x a-(&i + A^)), on a donc

^((/r®l^+A,))',7i)^0.

Or Ad*6(ynJ = l(,,+feA^6-i e C^iJ^), par conséquent ([Le 2] Lemme 2.3.2)

<^i^m)=(^,Ad^(^))
avec

<^,Ad^(^)) = ̂ ((/r ® l^+6A^6-i))',7i).
Par suite

^((/r^l^+bA^-i))'5,71)^0
et

(s + x(bî + 6A^6-1)) n 0(?(7i) / 0.

Par passage à la limite m -)• +00, on obtient que s + xby € 0^(71) (fermeture
dans G pour la topologie tï7-adique) donc que Oa(s + xb^) c OG^. Mais
puisque &2 € J^ et fe-^afe = 61 € J^, le même raisonnement entraîne que
Oc(7i) C OG(S + xbî). Donc Oa^s+xbî) = Oc^i) (point (ii) de (2.3.2)). D
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Pour c ç Z, soit

^ c = {&ef fe:^(&)>c}Cf l ^e;

c'est un voisinage ouvert AdH -invariant de 0 dans Hç. En particulier, si B =
E (i.e. si s ç Ge), on a H^ = PE - W (c e z)' Si b ç ^e H J^ pour
un c e Z, alors det^/^(&) = 0 (mod P^0) (rappelons que d = r^i) et
^E(b) == ^ ^(det5/^;(&)) > c. Par conséquent

AdH(H,nJ^)=H,nAdH(J^)cH^ (c e Z).

Rappelons que dg désigne la mesure de Haar sur G qui donne volume 1 aux
sous-groupes ouverts compacts maximaux de G\ Pour b G Hç H Jg° , on définit
comme suit un facteur de normalisation JjSÇs^b) > 0. Soient E\ = E[b] (c'est
un sous-corps maximal de B), Q ^ A(E^) l'unique 0 y-ordre héréditaire dans
A(V) normalisé par Ef et B = B H G ^ AE^E^. Si B -^ E, on pose

. vol([/-^(5)+^(b)+l(g),dg)
G[s' / vol(E/^W+i(fi),^)

(cette définition a un sens car A;£;(&) ^ ^i(&) = ^5(^)^£?(^) ^ kQ(s^G) >
î^ç(s)) ; si B = E^ on pose

J^(^&) = ç/W^)^(.)(ç/^/^) _ l)vol(E/nF(5)+^(s)+l(Ç),^)

(noter que dans ce cas, le facteur de normalisation J ^ î ( s ^ b ) ne dépend pas
de 6). Nous verrons au début de la preuve de la proposition (5.4.3) ci-après
que pour b G Hç H Jg° minimal sur £7, on a s + xb ç Ge avec kp(s + xb) =
max{es (G)kp(s)^ A:^(&)} ; d'où, pour un tel 6, la définition équivalente suivante
(unifiant les cas B -^ E et B = E) :

^ vol([/^(g)^(^)+^(^^)+i(g)^ff)
G ̂  ) ~ ^ ( J ^ ^ ^ d b ) •

Soit ^e,m = {b G Hç : b minimal sur E}. Si E 1 / E est une extension non
ramifiée de E de degré d contenue dans 5, b G 0^, un générateur de O^;/ sur OE
et iz7^ une uniformisante de £', alors pour tout c ç Z, w^6 e HçHAdHÇJ^ ) C
^ est minimal sur E. Par conséquent, ^e,m H ̂  (c C Z) est une partie non
vide, ouverte ([BK] 2.2.2, i.e. (5.3.1) avec r = n — 1) et AdH -invariante de Hç
dont l'adhérence dans B (pour la topologie îZ7-adique) contient 0.

(5.4.3) PROPOSITION. — Soit 61 ç £Te,m H îî H J^. La distribution Os+xbi
sur H coïncide avec l'intégrale orbitale J^.s.&i)"1^^-, 1 + &i).

Démonstration. — Soient Ei = E[bi], G\ ^ A(E^) l'unique Or-ordre hé-
réditaire dans A{V) normalisé par Ef et B\ = B H Q\ ^ AE^E-^). Posons
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71 = s + rr&i, ni = -^i(<5), r\ = -^i(&i) et ei = e(E\jE\ Comme
^(&i) > CQ > kp(s) et VE{E\) = ̂ Z, il existe un entier k > 1 tel que

k
z^(bi) = ^(5) + —.

^i
Or fcoO^i) = 65(^1)^(5) avec 65(^1) = ei, d'où -n (== ei^(&i)) =
e\kp{s) -\-k> ko(s,G]_). Soit un élément b ç H tel que 2?m C bBib~~1 C BM et
soient b[ = bbzb-\ B[ = bB^b-1 et ^ = bÇ[b-1. On a A;o(5^0 = ko{s, Ci),
^ (^i) = ^1(^1 ) = "n et '̂i ^ J r ^ ' Ainsi la strate [Çî,ni,ri — 1,5 +i y-^
xb[] est un raffinement de la strate simple [G[^ ni, ri, s} dans A(V) tel que
[B[ ,ri ,ri — l.&'i] est une strate simple dans B et ^[^i] == bE^b~1 est un
sous-corps maximal de B. Donc 5 + xb[ G Ge ([BK] Prop. 2.2.3) et puisque
-ri > eico, &'i e J ,̂160 C J^ donc 0^(5 + .rb'i) = 0G(7i) (5.4.2). Comme
J°{^s + xb[) = J^'^i) (égalité dans D(G}}, on a ^s+a;y = ̂  et quitte à
remplacer &i par b[ ç Iîe,m H îî D Jg0 , on peut supposer que 2?m C 2?i C ^M-

Montrons tout d'abord qu'il existe une constante a\ > 0 telle que A-y^ ==
aiJ^^l + &i) (égalité dans D(H)). Comme 6^ est une distribution Adiî-
invariante sur B et l'espace vectoriel des distributions Ad^f-invariantes sur
OnO- + bi) est engendré par J^(', 1 + &i), il suffit pour cela de montrer que
Supp(^) = 0^(l+&i) i.e., puisque 0^(&i) C 0 et Supp^^ji)) = 0^(71)
est contenu dans l'ouvert 8(G x x{^ÎH Jg° )) de G, que Supp(î9/yJ = 0^(&i).
Soit F un sous-groupe ouvert compact de G et soit /r la fonction caractérisique
de F divisée par yol(T^dg). Pour (p 6 C^°{Sî) décomposée en (p = S^e^^
(pb ^ C^°{bJ^0 b~1), (pb = 0 P0111" presque tout & ç ^f, on a

^71^) = ^^((/r^Ad^-^^o^/^l .00)^71)
bçH M

= J0^^^ ® Ad*&-1^) o ̂ /^ | .co )^7i)
M

puis, par linéarité de l'application C^^G x xJg° ) -)• C^°(8(G x xJg° )), (f>^
^, ^

{^^} = JG((/^ ® (Eoe^Ad^-1^)) o SE/F\^ )',7i).
"M

Si de plus y > 0, alors (î?/^, (^) 7^ 0 si et seulement si

6(r x ^SuppE^Ad*^1^))) n 0^(71) / o
i.e. si et seulement si

{s + ̂ ' : b' ç Supp(E6^Ad*&-l(^))} H Oc,(7i) 7^ 0.
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Ainsi OnÇbi) C Supp(^) (car ̂  est Adjff-invariante), avec égalité si et
seulement si

s + xb^ e Oc(7i) Pour un &2 e ̂  ̂  &2 C On(h).
Montrons donc cette implication.

Soit 62 ^ <^ tel que 5 + xb^ G 0^(71)- Si &2 est contenu dans une sous-
algèbre parabolique propre PB de B, alors P = rw{A{E) ®E PB) est une
sous-algèbre parabolique propre de A(V) et

s+xb^= rw{s ®E 1 + x ®E ^2)

appartient à P, ce qui contredit le fait que s + xb^ ç Oc(7i) est elliptique
dans G. Donc b^ ç He. Soient £^2 = £[&2] (c'est un sous-corps maximal de
B), ^2 ^ ^(£'2) l'unique 0^-ordre héréditaire dans A(V) normalisé par E^ et
B<2= BHÇ^^ AE{E^). Posons n^ = -^a^)^ ̂  = -^(b^) et 62 = e(E^/E).
Puisque &2 C H^ n J^ C Tî^0, on a

-7-2 = 62^(62) > e2Co.
Soit un élément b' ç H tel que 2?m C b'B^b1-1 C ^M et soient &î> = b'b^b1-1,
B^ = b'B^b1-1. Comme ^(&2) = ^(&2) = -r^ on a ^ e J^'2 G J^2'0 C
J^, 5 + ^fc^ appartient à Oc^i) (5.4.2) et quitte à remplacer &2 par 62,
on peut supposer que £?m C B^ C ^M. Alors rr&2 € ^r2 et puisque -r^ >
e^rÇs) +1) = A;o(.s^2)+e2 > ^0(5,^2), la strate [^2 ̂ 2 ̂ 2-1^+3:62] est un
raffinement de la strate simple [̂  ̂  r^, s] dans A(V) tel que [2?2, r^, r^ -1, &2]
est une strate pure dans B.

Pour i == 1, 2, posons fc, = Â;o(.s,Ç,) et N{Qz) = A4,(5,^). Puisque le G-
entrelacement formel

ÎG([^I^I, ri, 5], [Q^ n^ r^ s}) (M

{9 € G : g-\s + J^1 )gn{s+ J^2 )} ̂  0}.
coïncide avec

(1 + J^-^MÇÇ^HÇl + J^2-^^))

([BK]1.5.12),ona(l+y2)- l^ - l(l+yl)- l(s+a•&l)(l+yl)<î(l+y2)=s+a;&2
pour des éléments y, € 1 + JQ^^M^ÇH) (i = 1, 2) et S e jEf. D'où l'on déduit

0 = ( l+yl) - l (5+a;&l)( l+yl) j - j ( l+y2)(s+a•&2)( l+y2) - l

= (syi-yis+xbi)6-8(-sy2+y2S+xb^) (mod ̂ 2rl-fclj + ÔJç^2-^).
En appliquant s^/^, on obtient

0 = &iJ - J&2 (mod J^-^ô + ÔJ^^2)
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i.e.

ô~\h + J^-^ô n (&2 + ̂ 2r2-'2) + 0.
Or pour % = 1, 2, on a —ri — ki > 0, par conséquent 6 appartient au H-
entrelacement formelîjfdffi.ri.ri—l.&i], [^2 5^2 5 ^2—1^2])- Soit ̂  (% == 1, 2)
le polynôme caractéristique attaché à la strate pure [2?^r^r^ — 1,&^] dans B.
Comme [2?2î^2^2 ~ 1^2] est équivalente à une strate simple dans B ([BK]
Theorem 2.4.1.(i)), on a les relations <^ = ̂  et ^ = ̂  ([BK] Remark 2.6.3).
Puisque &i est minimal sur E et i?[&i] est un sous-corps maximal de B, (f>^ se
factorise en (f)^ = (f>61 pour un polynôme ( / ) ç /-^[T] irréductible sur I ^ E - De
l'égalité 0^ = (^S)61, on déduit que 62 divise ei. Soit a = |1. Comme ri == eij2 =
ar2, a divise (ri,ei) = 1 donc a = 1. En définitive ei = 62, r\ = r^ et puisque
Bm C Bi C BM (i = 1, 2), on a ffi = 232. Le Theorem 2.6.1 de [BK] assure
alors l'existence d'un élément 8\ € U{B\) tel que 6]_b^6^1 ^ &i (mod ^g7^14^1).

Désormais, et jusqu'à la fin de la preuve de (5.4.3), on note r = ri, B = 2?i,
n = ni, Ç == Ci et e == ei. Montrons par induction que pour chaque entier
j > 1, il existe un 6j G U(B) tel que ôjb^ô-1 = &i (mod J^^3}' Le cas
j = 1 ayant déjà été traité, fixons un entier 3>_ 1 et supposons qu'il existe
un 6j ç U(B) vérifiant la propriété voulue. Soit K = ^[71]. C'est un sous-
corps maximal de A(V) et [Q^n^r — 1,71] est une strate simple dans A(V)
telle que kp^i) = max{ekF(s),kE{h)} ([BK] Theorem 2.2.3). Fixons une
corestriction modérée S E ^ / E sur AE(Y) relative à E\jE et (grâce au lemme
(5.3.2)) une corestriction modérée s^ip sur A(V) relative à K / F telle que pour
tout i ç Z et tout g ç Jçy

S K / F ( S ) = S E , / E ° S E / F ^ ) (mod Jç^1).

Soit c e J^'7^^ tel que ôjb^ô-1 == &i + c. Fixons (grâce au lemme (5.4.2)) un
5 6 G tel que g~^^\g = 71 + ^c. Soit ^ = ^(ôO. Alors

7 i^ - f f7 i=0 (rnodjj"^)

i.e. g e V^N-r+j^G) ([BK] 2.1.1). Comme ^(71) = A;o(7i^) < -r (avec
égalité si et seulement si 2?i / E), on a ([BK] 1.4.8)

A/"-^-(7i^) = 0^ + ̂ r-'H71)+^(^)(7l^) C 0^ + Jj.

Ecrivons g = /^ + y avec ^ çP^ - P^~1 et y ç JJ .̂ Alors

0 = 7i(^+y)-( /^+î/)(7i +xc)

= 71^ - ̂ 71 - ̂ c (lïïod ^-r+27)'
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En appliquant S ^ / F ^ on obtient que jis^/F^0} = 0 (mod ^-r+27) i.e. que
S K / F ^ C ) appartient à P^23 G P^^1. Par conséquent (5.3.2)

S E ^ / E ° S E / F ^ X C ) = S E ^ / E ^ C ) = 0 (mod J^^1)

et ([BK] 1.4.10) il existe un a e T^N-r{b^B} == J '̂ tel que

c = & i a - a & i (modJ^^1).

Alors
(1 + a)-1^! + a) EE 61 + c (mod ^r+J+l),

et puisque (1 + a) e ;7(ff), ^-+i = (1 + a)^- ç î7(ff) et

^+l&2^+ll = 61 (mod V^1).

L'hypothèse d'induction est donc vraie pour tout entier j > 1. Puisque l'orbite
0^(&i) est fermée dans H^ par passage à la limite j —^ +00, on obtient que
&2 ^ On(b\}. On a donc prouvé qu'il existe une constante ai > 0 telle que
ft-yi == o^J^^l + bi) (égalité dans D{H)). Montrons pour finir que cette
constante est précisément Jfî{s^b\}~1.

Si B ^ E, alors ^(1 + &i) = ^(&i) = -r car A/A;(I + 6i,25) = A4(&i,25)
pour tout fc ç Z, donc (par définition de la normalisation «J»)

^i+^-^l+^-l;

si B = E, alors pour toute fonction / ç C^°{H), J^(/, 1 + &i) = /(l + &i)
donc en particulier

^(ii+^-^i,i+6i)=i.
Comme

(^i^i+h+j^^1) = (^i^^i+Jg7'4-1))'
il s'agit, dans les deux cas, de prouver l'égalité (^7151^ . T - r + i ^ ) ==J^(5, foi)"1.

Identifions l'espace tangent à G x xB au point (1, xb\) à A(V) x B et l'espace
tangent à G au point 71 à A(V). Alors l'application linéaire tangente à Ô au
point (l.rr&i) s'écrit

TT : A(V) x B -> A(V), (g, b) ̂  -a,(g) + xb

où us est l'application A(V) -^ A(y), g ̂  sg — gs. Soit

r = i + J^-^'^X^^) c U\G)
et pour % G Z, soit

A, = Jr'^^W^Ç) x J^-^1 c A(V) x B.
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Pour (y,&) e Ao, on a

<î(l + y, x(bi + &)) = 71 + 7r(y, &) + ^(y, fe)

avec

il(y,b) = (sy2 + [y,a;(&i + 6)] - ysy)(l + y)-1

où [•, •] désigne le crochet de Lie usuel. Or

TT(A,) = {c n 4-r+l) © a;4-r+l = ̂ -r+l (, e z)
et pour tous (y,&), (y',b') e Ao, i G Z>o,

(y, &) = (y', 6') (mod A,) ̂  ï?(y, &) = r j (y ' , b') (mod ̂ -2r-fco(^)+l)

avec jj-27-^-^! c jj^1^^1 = 7r(A,+i). On peut donc appliquer (5.3.4) :

6{F x x{b, + Jg'-+1)) = 71 + J^+i (= ̂ t/»-^1^))

(rappel : n == -vç{s} = -^(71)), et pour toute fonction / £ ̂ (71 +Jg-r+l),

/ _ ,,fo6(9,x(bl+b))dgdb= f(-fi+7r(g-l,b))dgdb.J r x j g r+l ./rx./g"''+1

D'où l'on déduit, en prenant pour / la fonction caractéristique de 71 + Je''4'1,

( I r ^ l ^ _ vol(r^)vol(V^^
( r w l^l+^-r+l)) - vol([/»-'-+l(ç),^) 17l+^-+l•

Par suite,

^ 1 . vol^-^1^),^) ^
v 71' l^l+^r+l)/ - ̂ (^-r+l^)^^)17 (l^+J^+l,7l).

SïB ̂  E, alors (par définition de la normalisation «J»)JG(1 ,.+1,7^) = l
donc

/^ i ,_ voliU-^ÇB^dh)
^l'l&l+^-'•+l^ - ̂ \{Un-r+^G},dgY

s i B = E , alors ̂ (^)(7i,^) = A/^(,)(5,ÊO ^^(Ç), n = n^(s), et puisque
(4.3.5)

{g € G : g-^g e 71 + ̂ -r+1} = Ex^,
on a

JG(17l+^+l'71)=vol^x^'^)
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où dgs est la mesure de Haar sur Ex telle que yol{EX(l +PE^{G}Y ^-) = 1.
Mais comme

Hn PPip • 'p-r-^(s)+l^ f/n_ . -p-y-M^lvoir^r -^-) = [^. / ̂ ___J = \UE ' ^E \
5
 d^ [PE^{Q} : ̂ r^^w^)] [Ê? : J^-^}5

on obtient

vol^-^^),^) [(̂  : ̂ -r-^)]
^l^+J^ VOl^-^^)^) [^ ^ J-^-W]

q-f(E/F)kp(s)Çqf(E/F) _ ^-1

vol^+^OO+i^),^) î

ce qui achève la preuve de la proposition (5.4.3). D

(5.4.4) REMARQUE. — Soit 61 e He^nflnJ^. Pour tout b[ e OAr(&i)nJg^
le facteur de normalisation J^î(s^b[) coïncidant avec J ^ î ( s ^ b ) ^ on a l'éga-
lité 9\j^xh1 = ^71- Mieux, fixons une autre £?-base {w'i, . . . ,w^} de V et soit
W le sous-F-espace vectoriel de V engendré par {w^}. D'où une (W^E)-
décomposition rw' '' A(E) (SE B -=> A(Y) (4.3.2). Fixons aussi un élément
x ' ç. A dans la pré-image de 1 par une corestriction modérée s ' ^ i p sur A(E)
relative à E / F et posons x1 = T w ' ( x ' ®E 1)- Notons B^ POE-ordre héréditaire
maximal dans B obtenu en remplaçant {wic} par {w^} dans la définition de BM
et soit un entier c > max{l, kp(s) +1} tel que s + x ' J^i C G et l'application

M

6' : G x x'Jff -> G, {g, x ' b ) >->• g(s + xb)g~1
M

est partout submersive. Quitte à remplacer c par un entier plus grand, on
peut supposer que J^, C Jg° . Soit fi' un voisinage ouvert fermé et AdH-
invariant de 0 dans B tel que fî' C AdJf(Jg, ), et pour tout 7 € G", notons 0'
la distribution Ad7ï'-invariante sur H de support contenu dans U^' = 1 + f2'
obtenue à partir de l'intégrale orbitale J^-^) en remplaçant 6 par S ' dans la
construction précédente. Alors, si &i ç -ftTe,m H fi' H Jg/ , la distribution ̂ .^
coïncide avec J^^&i)""1,/^-,^!) donc coïncide avec Os+xb\-

On s'intéresse maintenant au cas — nettement plus simple — &i =0. On
définit le facteur de normalisation JfH(s) = Jfî(s^O) par

,Hf ^ _ vol(^^H^)+l(^dff)
G v / ~ —————————,..^(5)+1 , ,x——————•^{JKM ?d&)
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(5.4.5) PROPOSITION. — La distribution 0g sur H coïncide avec l'intégrale
orbitale J^Çs^J11^, 1) i.e. la mesure formée d'une masse J^î{s)~1 au point
1.

Démonstration. — II s'agit d'une version simplifiée de la preuve de (5.4.3).
Montrons tout d'abord qu'il existe une constante a > 0 telle que Os = a J11^, 1)
(égalité dans D(H)), i.e. (cf. la preuve de (5.4.3)) montrons l'implication

s + xb ç Oc{s) pour un b e Jg° =^> b = 0.

Soit b e J^ tel que s + xb ç OG'(.S) et soit r = -i^BuW- Supposons b -^ 0
(i.e. r > —oo). Soit g ç G tel que 5+a;& == g^sg. Comme — r > c o > kp{s), on
peut écrire g sous la forme g = 6{l-\-y) avec 6 ç H , y ç J^-MS:'A/^s) (5, CM) =
^-^W^MM) (4.3.5). Alors

5+^6 = ( l+^-^l+î/)

= 5 + (1 + î/)-1^ - y s} = s + sy - y s (mod ̂ "^^^

En appliquant S E / F J oïl obtient b = 0 (mod J^271"^^^) donc ^BM^) >

-2r - kpÇs) > -r, contradiction. Donc b = 0 et il existe une constante a > 0
telle que 0s = o-J^C, 1) (égalité dans D {H)).

Fixons un entier ÏQ > CQ. Soit
r =1 + ̂ ^.A/'^MM) c u\ç)

et pour i ç Z, soit
A. = ̂ "'^M^^M) x J^° c A(V) x B.

Pour (y,&) € AO, on a

^(1 + y, a;&) = s + -n-(y, 6) + ??(y, &)

avec7r(y,fe) = [y,s]+a;& et î?(y,6) = («^^-[^^^-^^(l+y)-1 où [-,-] désigne
le crochet de Lie usuel. Or ^(A,) = Jg^0 (i € Z) et pour tous (y, 6), (y',^) £
AQ, î € Z>o,

(y, 6) = (y', &') (mod A,) ̂  î?(y, b) = r , (y ' , b') (mod Jg^0-^)

avec ^^"-^(^ c jj^1^10 = 7r(A,+i). On peut donc appliquer le corollaire
(5.3.4) : 8(T x xJ^) = s + Jg°^ et pour toute fonction / e C^is + Jg° ),

/ . foS(g,xb)dgdb= l f(s+7r{g-l,b))dgdb.
JrxJ^ •/^x<
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D'où l'on déduit, en prenant pour / la fonction caractéristique de s + Jç° ,

voi(r^ff)voi(j^,d&)
^M7 V01((7^(^0(^),^) ^M

(puisque es(^M) = 1, on a npÇs) = -^(s)). Par suite

- ?,1,^) = «.,î ï = ̂ â^̂ (î ,.).
Or (par définition de la normalisation « J » )

JG(I . ,)- voi(gr,^) _ [BM : jy^'1]
' S+J^ ' VOl(2T(l+^^(,)(5,Ê?M)),^) [Gu : Jg0'^'1}

où d^ désigne une (quelconque) mesure invariante sur l'espace homogène H\G,
d'où

voi(j^,d&) [BM : ̂ -fcf(Ji)-1] ^ voi^y^1,^)
vol((7^(â)+^o(ÇM),^) [CM : J10-^^)-1] vol^H'O+M^+i^M),^) '

y M -

Donc a = J^î(s)~1 et la proposition (5.4.5) est prouvée. D

(5.4.6) PROPOSITION. — Soit f ç C^(Ô{G x x(Sî H <7^))). Il existe une
fonction (f)f e C^ {U^nU00 {Bu)) telle que pour tout &i ç (^,mn^nJ^)U{0},
on oîÏ

J^(^, 1 + &i) = J^, fri)^^ 5 + xb,).

Démonstration. — L'application linéaire (f) \-> (f)0 induit par restriction une
application surjective

c,°°(G x x{fl n J^)) ̂  C^WG x x(fl n J^))), ^ ̂  ̂ .
Comme C7,oo(Gr x rr(0 H J^)) = ^(G) 0 C^(x^ H J^)) ([HC 1] Cor. of
Lemma 16), il existe des fonctions /, ç C^°(G), ̂  ç C^(x{Sî H J^)) (% =
1,... ,m) telles que / = (^^i /% 0 '0 .̂ On peut supposer que pour chaque
z e {1 , . . . . m}, ̂  est la fonction caractéristique d'une partie compacte 1̂  de G
divisée par vol(r,,o^). Soit alors (f)f ç C^(U^ H U^^u)) la fonction définie
par

m

<^(i + 6) = ̂  ̂ (a-ft) (& e o n Jg^).
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Pour tout &i ç 0 H Jg° , on a
m

(^5+^1 ̂ / ) = ^ (^s+xh, ̂ i}
i

m

= ^JG({fi<S^)s,s+xb,)=JG(f,s+xbl).
i

On conclut grâce aux propositions (5.4.3) et (5.4.5). D

5.5. Le lemme-clé

Comme Gj- est dense dans G pour la topologie iz7-adique, pour tout s G G
semi-simple, les germes [f]0 {f : G -^ C) au point s dans G induisent des
germes [f]^ au point s dans Gj ; si de plus s est irréductible, ils induisent des
germes [f]06 au point s dans Ge.

Soit e : Ge -> ^-Z l'application définie par e(y) = e(F[y]/F)-1 (y ç C?e).
Soit ck la mesure de Haar sur AG = Fx telle que vol(0><,d^) = 1 et soit d(St)

le degré formel de la représentation de Steinberg de G défini par la mesure -g-
sur AG\G. On pose c(G) = (-l^-^St)-1.

(5.5.1) LEMME. — Pour tout z e AG, le germe l^}]^6 coïncide avec
C(G)[6]^.

Démonstration. — Soit À : G -)- Aut(G') l'action de translation à gauche. Pour
tout z ç AG, on a [1^]° = À*^!}]?) et [e]^ = A*^([e]Ge). II suffit donc
de montrer (5.5.1) pour z = 1. Soit J'C,-) une normalisation des intégrales
orbitales sur G telle que F(f, 1) = /(l) (/ ç ̂ (G)) et

^"(^y) = f fig-'yg)^- {y e c?e, / e ̂ (G)).JAG\G dz

Pourj/ ç G^e, on a donc e ^ I ' 0 ^^ ) = ^(-.y) (égalité dans D(G)). Or
[^i}]?6 := c(Gf) ([He] Appendice 3), d'où la conclusion (cf. (3.5.4)). D

5.6. Indépendance linéaire des germes

On peut désormais montrer le résultat principal de cette section :

(5.6.1) PROPOSITION. — Soit s ç G semi-simple. Soit une famille de nombres
complexes {co} telle que

^[JoL^O
0

où 0 parcourt l'ensemble des orbites de Ac(s). Alors CQ = 0 pour chaque 0.
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De plus, pour toute autre normalisation I10^, •) des intégrales orbitales sur
G (donc en particulier pour la Normalisation « J » ) , renoncé ci-dessus reste
vrai si Von remplace les germes [lo]0 par les germes [J^]f définis par cette
normalisation.

Démonstration. — Soit M' le sous-groupe de Lévi de G associé à s. Si V
est un voisinage ouvert compact de s dans G suffisamment petit, pour tout
g e M^H V, le sous-groupe de Lévi de G associé à g est contenu dans M' et
donc M[ H V = Gr H V. Par conséquent (3.5.5)

0- E^^no^-E^^.
M'no o

On peut donc supposer s irréductible dans G.
Fixons une décomposition (standard ou non) Ac{s) = [J^g Oc(xi) et un jeu

de fonctions {fs,i}^o C C^°{G) vérifiant la condition (2) de (3.5.1) pour cette
décomposition. On peut supposer que Oc(xo) = Oc(s). Pour i = 0 , . . . ,m ,
posons Ci = CoG(xi)- Soit / ç C^°(G) la fonction définie par

m

f =^cifs^

On a donc
771

[^(/.-^-E^^^)^-0
i=0

et l'on est ramenés à montrer que Ie(/, xi) = 0 pour i = 0, . . . , m. Comme Gr
est dense dans Gr et

[IG(L•)}?r=o=[JG^•)]Gr,
la proposition (4.4.2) implique l'égalité

[JG{f.'^r=0=[IG{f.^r.
En particulier, si s ç Ge, alors m = 0 et ^(f.xo) = ̂ (f.s) = 0. On peut
donc supposer que s n'est pas elliptique. On suppose aussi, dans un premier
temps, que s ^ AG. Soient E = F[s], B = AE{V) et H = Bx.

Commençons par montrer que ^(/^o) = 0. Reprenons la construction (et
les notations) de 5.4. Fixons une corestriction modérée S E / F ^r A(E) relative
à E / F et un élément x e A(E) tel que S E / F ^ ) = 1. Fixons aussi, via le choix
d'une J?-base {wj,} de Y, une (TV, ̂ -décomposition TW : A{E) ̂ p B -^ A{V)
(4.3.2) et posons x == rw{x ®E 1),

6 : G x xB -^, {g,xb) ̂  g(s + xb)g~1.
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Soit BM = End^(/;M) où CM est la chaîne [L^iez de 0^-réseaux dans V
définie par

LM^Î = PE^EWI + OEW^ + ' " + OEWd).

Soit un entier CQ > max{l, kp(s) + 1} tel que s + xj^ C G et l'application

G x xJ^ -^ G, (g^xb) ̂  g(s + xb)g-1

est partout submersive. Soit aussi un voisinage ouvert fermé Adif-invariant
îî de 0 dans B tel que îî C AdH{J^) et OE^Î = îî (cf. [Le 2] 2.3 pour
l'existence d'un tel 0), et posons U^ = 1 + 0. On peut supposer (3.5.1) que
pourchaqueze {0, . . . ,m}, Supp(/^) c 6{G x^(fînj^)). Ainsi, Supp(/) c
6(G x x(fl H J^)) et il existe une fonction (f)f ç C^(U^ H ^^(^M)) telle que
pour tout &i ç (Iïe,m H 0 H J^) U {0}, on a (5.4.6)

J^, 1 + 61) = Jj(^ foi)^^ ^ + xbz).

Pour un tel &i 7^ 0 suffisamment proche de 0 dans B, on a donc

J § ( s , fci)^/, s + xh) = J^(^, 1 + &i) = 0 = I11^, 1 + 6i)

(on rappelle que &i ç Jïe,m H J^ =^ 5 + xb^ ç Ge). Fixons une extension non
ramifiée E\jE de degré d contenue dans B et notons F = E^ le sous-groupe
de Tif correspondant. Soit Vr = ^e,m H 0 H Jg^ H F ; c'est une partie non
vide ouverte de F H Hr dont l'adhérence dans E^ (pour la topologie z^-adique)
contient 0. Si &i ç Vr et t ç O^ - {0}, alors E[l + ^&i] = £;i et, puisque
^(^i) = ^i(t) + Â;£?(&i) = ^i(^i), on a ^61 ç Vr.

Soit {ui}^Q C Tî une famille de représentants des AdTî-orbites unipotentes
de H. On peut supposer que UQ = 1. Pour chaque i ç { 0 , . . . , m}, fixons un re-
présentant ai : H -^ C du germe [^(^)]f. Alors, si &i ç Vr est suffisamment
proche de 0 dans £'1, pour tout t ç OE - {0}, on a le développement ((3.5.2)
et (3.6.2))

m

o=j^(<^i+^i) = ^^(<^Mi+^i)
î=0
m

= EJ^/^)l^2dim(OH("t))^l+^
î=0

où 1 |̂  est la valeur absolue sur E normalisée par IÎZ^L = q ~ f ( E / F ) et
dim(0^(n,)) est la dimension de O^(^) en tant que variété ^-adique (pour
une uniformisante WE de E}. Soit un entier c\ » 1 tel que pour tout &i e
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vr n ^M' on ait le développement ci-dessus. Pour b G Hç H J^, posons
m

Q{b)=^IH^^uMl^b).

Comme dim(0^(^)) > 0 Ci = 1, . . . , m), si le germe [Q]^ n'est pas nul, alors
pour 61 ç Vr H J^ tel que Q(&i) ^ 0, |Q(^i)| tend vers +00 quand t tend
vers 0 dans OE - {0}. Mais puisque le germe [ao]f induit le germe constant
(5.5.1)

[a^=e{H}^Q
(où la constante c{H) -^ 0 attachée à H ^ GL(d, £'), d[E : F] = N est définie
comme en 5.5 en remplaçant F par E et 7V par d), le germe [Q]^ est un germe
constant donc est nul. On en déduit que I11^/, 1) = <?!>/(!) = 0 donc que

^r^/o) - j ° { î . s ) = o = î ) = j^o).
Ensuite, fixons un i ç { 1 , . . . , m} et montrons que Ie(/, x^) = 0. Soient P le

sous-groupe parabolique de G associé à xi (cf. 2.8) et U le radical unipotent de
P. Fixons une composante de Lévi M de P et un sous-groupe ouvert compact
maximal Kp de G en bonne position par rapport à (P.AM). Soit {^}^i
(Y = ®^i^) la famille de sous-espaces vectoriels de V telle que

M = { g ^ G : g V i C V ^ i = ^ . . ^ r }

et soit £(M) la sous-algèbre de Lévi de A(V) définie par

L(M) = {g e A(V) : ̂  Ç Y,, z = 1,. . . , r}.

Quitte à remplacer ^ par gxig~1, donc aussi P par gPg~1, et M par gMg~1

pour un 9 ç G, on peut supposer que L{M) = rw{A(E) 0^ B^) pour une
sous-algèbre de Lévi standard BM de B (identifié à M(d,E) via la ^-base
{wj,} de V choisie plus haut). Soit H M = B^ le groupe multiplicatif de BM et
soit Xi = XMXU (XM e M, xjj e Î7) la décomposition de rc^ suivant P = M?7.
Comme XM e OG(«S) H M est irréductible dans G, quitte à remplacer (une
nouvelle fois) x^ par mxim~1 pour un m ç M, on peut supposer que XM = s.
Enfin, quitte à changer (grâce au lemme (3.5.1)) le jeu de fonctions {fs.i}^ C
C^°(G), on peut supposer que le support du terme .Kp-invariant /p ç C^{M)
de / suivant P est suffisamment concentré sur s pour qu'il existe une fonction
(/)fP G C^ÇM) et un entier c » 1 tels que (5.4.6),

f JHM(^p^)=J^M{s)JM{fp^)

\ ^M(^p,l+&l)=J^M(3,6l)JM(/p5+^l) (&ie(^M)e,mn^M)
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où la partie (ffM)e,m C (^M)e et les facteurs de normalisation J^ (s), J^ (s, &i)
sont définis, via la donnée d'un isomorphisme (de groupes w-adiques) (p : M ̂
ni=i GL(ni,F) (ni e Z>i, Y^^ ni = N) composante par composante comme
en 5.4 (noter que pour chaque i e {1, . . . ,r}, on a [E : F] [ m donc n, > 2).
On procède alors comme pour le cas i = 0. Fixons un sous-groupe F de HM
de la forme ̂ (nLi E^) pour des extensions non ramifiées EkjE de degré
[Ek, : E] = m telles que FILi^ C ^M). Puisque [^(f^ = 0, la
proposition (3.4.3) implique que

o^^a,-)]^^^^-)]^.
Comme on peut approcher 0 d'aussi près que l'on veut dans (HM) H F H Gr,
en remplaçant G par M dans le raisonnement effectué pour i = 0,' on obtient
I^^fP, 1) = ^p(l) = 0 donc

^OO-1^!) = JM{fp^) = 0 = JV,.),

et finalement (3.4.1)

0=IM(fp^)=IG(f^i).

Ainsi, pour s ^ AG, la première assertion de (5.6.1) est prouvée. Pour s e
AG, on procède exactement de la même manière en supprimant toute la partie
descente de G à H.

Quant à la seconde assertion de (5.6.1), elle découle directement de la pro-
priété (impliquant la première assertion) montrée ci-dessus : si une fonction
h e C^(G) induit le germe trivial [Ie (h,'^f1 = 0, alors Ie (h, g) = 0 pour
tout g ç Ac(s). Or, pour toute normalisation -r^-,-) des intégrales orbitales
sur G, si une fonction h e C^°(G) induit le germe trivial [F0 (h, ')]Gr = 0, alors
[Ie\h, .)]f- = 0 donc Ie (h, g) = 0 = F0 (h, g) pour tout g e Ac(s). D

(5.6.2) REMARQUE. — Pour s ç G absolument semi-simple, on peut re-
prendre le travail de Rogawski [R 1] et montrer que pour chaque orbite 0
de Ac(s), il existe une constante 1^(0) > 0 (on note toujours H = G s)
telle que le germe [J^f0^ coïncide avec le germe ig(O^Io]?^. Indiquons
brièvement comment établir ce résultat. On peut, grâce à (3.5.5), supposer s
irréductible. Soient E = F[s] et B = AE(V). La difficulté, nouvelle par rapport
à [R l], consiste à prouver la version «uniforme» (au sens ou l'on ne travaille
pas, comme dans [R l], au voisinage de s dans un sous-groupe de Cartan fixé
de H mais au voisinage de s dans H) suivante du Lemma 19 de [HC 1] : il
existe des voisinages Vn(s) et Vc(s) de s respectivement dans H et G tels que
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le (7-entrelacement formel

{geG:g-lVH(s)gnVG(s)^0}

est contenu dans HÇl pour une partie compacte fï de G. Notons qu'une telle
propriété est fausse pour s € G - G irréductible non elliptique. Soit C =
{sg - gs : g e A(V)} G A(V) et soit G un Op-ordre héréditaire dans A(V)
normalisé pm Ex, B = B H Q, ko = ko(s,Q), M{Q} == M;oM). Puisque
A(V) = C © B, on peut reprendre la preuve du lemme (4.3.5) et montrer que
pour tout entier n > 1 + Sw{E/F) où S w ( E / F ) désigne l'exposant de Swan
de l'extension E / F , on a

{9 e G : g-\s + J^g H (s + J^) + 0} = H{1 + J^V(ÊO).

Admettons ce résultat et fixons une fonction ^ e C^°(G) telle que la fonction
^ € ^(lîVG) donnée par

^) = / ^(hg)dh (g e G)
J H

où d/i est toujours la mesure de Haar sur H qui donne volume 1 aux sous-
groupes ouverts compacts maximaux de H, soit la fonction caractéristique de
H(l + JgN{G)). Pour / e C^(s + J^0^), on définit la fonction ̂  e ̂ (ff)
par

W = f Wf^Wg (h e H).
JG

Comme dans [R l], on vérifie que

f ^(f^)^^)
\ IG(f.y^gy)=IH^f^^gy)

pour tout y ç s + J^0^ tel que Gy C H et toute mesure de Haar d^ sur
Gy. En particulier, ^(/^y) = J^(ç!>/,y) pour tout y ç H n G r . Soit A^(.s) =
U^o Oîl{sui) une décomposition (standard ou non) de A7:f(<$) = s Un. On peut
supposer que 5^ ç 5 + J^ {i = 0 , . . . , m). Soit {./^}£o c ̂ (^ + ̂ o+n)
un jeu de fonctions vérifiant la condition (2) de (3.5.1) pour la décomposition
^(•s) = U^o Oc(sui). Pour i = 1,..., m, soit o^ la constante > 0 définie par

aiIH^fs^^i)=IG{f^SUi)',

posant (f>i = a^ ̂ , on a J^(<^, 5^-) = Sij (0 < %, j < m) donc

[^(^)(-)]f = [^(<^ -)]f (^ = 0, ... ,m).
En définitive, on a montré que

\TH i ^ n G r _ - r r G ' ilifnGr /, n \^OHÇsui^s - °^z ^OGÇsui)^ (î = 0^ ..., m).
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En caractéristique nulle, c'est cette propriété qu'utilise Rogawski [R 1] pour
étendre à s G G semi-simple le travail d'Harish-Chandra et Shalika pour 5=1,
[HC 1] et [S].

En revanche, pour p > O e t s ^ G — G semi-simple irréductible, l'application
0 ^ H n 0 (0 orbite de Ac{s)^ H = G s) ne permet plus d'associer cano-
niquement les orbites de Ac{s) aux AdiY-orbites de AH (s). Supposons par
exemple que p = 2 et N = 4, et soient s G G de polynôme minimal T2 — w^
x\ ç G de polynôme minimal T4 — w2. Soit aussi u\ G UH — {!}• Alors on a
Ac(s) = Oc{s) U OG(^I), An{s) = {s} [J 0^(5m) mais H n OcÇs) = A^)
et ^nOc^i) = 0-
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CHAPITRE 6

CARACTÉRISATION DES INTÉGRALES
ORBITALES SUR G ET THÉORÈME DE

DENSITÉ

6.1. Caractérisation

On reprend le plan de l'Appendice 1, 2.e de [BDKV]. Rappelons que les
techniques développées en caractéristique nulle dans [V] utilisant la finitude
du nombre de classes de conjugaison de sous-groupes de Cartan de G, on ne
peut les appliquer ici. L'idée consiste à faire jouer aux sous-nappes de G le rôle
tenu dans [V] par les « couples standards ».

(6.1.1) LEMME. — Soit X == Xa^ une sous-nappe de G et soit (f) : X —^ C
une application telle que

(i) Ad*g((f)) = <j) pour tout g 6 G,
(ii) (f) est localement constante^
(iii) il existe une partie compacte Q C X telle que Supp(<^) C AdG(î^).

Alors il existe une fonction ^ G C^°(X) telle que pour tout g 6 X et toute
fonction h G C^°(G) telle que Supp(/î[^-) C X (où X est la fermeture de X
dans G pour la topologie w-adique) et h\^ = ̂ , on ait (f){g) == J^^Çh^g).

Démonstration. — Les conditions (i), (ii), (iii) assurent l'existence d'une partie
finie T C fl telle que

cf>(X)-{0}=^)-{0}=W.

Pour chaque x G .F, soit u}x C AdG(îî) le voisinage ouvert, fermé et AdG-
invariant de x dans X défini par o^ == {g G X : (/)(g) = (f){x)} ; notons Qa; la
partie (compacte) 0 D Ux et fixons une fonction fx 6 C^ÇG) telle que

fx\-x= 1^

(une telle fonction existe car X est une sous-variété w-adique localement fer-
mée de G). Alors la restriction à X de l'intégrale orbitale J°{fx-,') est une
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fonction localement constante (4.4.2), Ad*C?-invariante et Supp^^/a;, •)|^) c
AdG(^x) = AdG^fî) n ̂ . Par conséquent, pour chaque x ç .F, il existe une
partie finie Ja; C fîx telle que pour tout g e Supp^^/a;, -)|^),

JG{f^g)=JG(f^y) (3yeJ-.).
Soit x ^ T. Pour chaque y e c^, soit ̂ ^ C cja; le voisinage ouvert, fermé et

AdG-invariant de y dans X défini par cc;̂  = {g ç Li;a; : JG{fx^g} = J°(fx^ y)} ;
notons fîx,y la partie (compacte) îîa;ria;a^ et fixons une fonction f^,y G C^°{G)
telle que

^,2/lx = ̂ x,y'

Ainsi,

JG{fx.9)= E^^^) ^ex) '
î/e^r

En particulier, JG(fx,g) = J°(fx,y,g) pour tout couple (y, g) e^x ^x,y
Pour chaque x e ^7, fixons une famille {fx,y}yç^ c ^^(G} comme ci-

dessus. Soit alors / ç C^°(G) la fonction donnée par

f = ̂  ̂  ^(x)cx,yfx,y
xç^ye^x

où, pour chaque (;r,y) e ̂  x ̂ , Ca;^ = (J°(fx,y))~1 > 0. Ainsi,

^(/,ff) = E ̂ ^ E ^^(^^ff) = ^ff) (^ ^ ^)-
x^T yç^

De plus, si h ç C^°(G) est une fonction telle que Supp(/i|^) C X et h\^ = f\^,
alors /i|y = f\-^ et

^(^^-^(^ff)-^) (^ex).
Par conséquent, la fonction -?/? = jf|^ ç C^°(X) vérifie la propriété voulue. D

Par induction sur le nombre de sous-nappes de G, on prouve grâce à (6.1.1)
la caractérisation suivante des intégrales orbitales sur G.

(6.1.2) THÉORÈME. — Soit $ : G -^ C une application telle que
(i) Ad*^(^) ==- $ pour tout g ç G,
(ii) pour chaque s ç G semi-simple, on a le développement

W ='E^o)[Jo]°
0

où 0 parcourt V ensemble des orbites de Ac(s) et où (pour chaque 0) XQ est
un quelconque élément de 0,
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(in) il existe une partie compacte f2 C G telle que [g ç G ' ï(g) -^ 0} C
AdG(î2).
Alors il existe une fonction f ç C^°{G) telle que <!>(g) = J^/,^) pour tout
g^G.

Réciproquement, pour toute fonction f ç C^°(G), l'intégrale orbitale JG(f, •)
satisfait les conditions (i), (ii), (iii) ci-dessus.

Démonstration. — Commençons par la réciproque. Les points (i) et (ii) sont
clairs; quant au point (iii), si / ç C^°(G) alors {g ç. G : J0^^) ^ 0} C
AdG(Supp(/)).

Soit x ç G. Si s ç G est dans l'orbite fermée associée à ;r, tout voisinage
AdG-invariant de s dans G contient Ac(s) donc contient x. Fixons un tel s
et, pour chaque orbite 0 de Ao{s), fixons une fonction fo e C^°(G) telle
que [Jo(')]° = [^(/o,-)]?. Le point (ii) de l'énoncé assure alors l'existence
d'un voisinage ^ de s dans G, que l'on peut grâce à au point (i) supposer
AdG-invariant, tel que pour tout g ç ce;,

W=Y^<S>(xo)JG(fo.9)
0

où 0 parcourt l'ensemble des orbites de Ac(s) et où (pour chaque 0) xo e 0.
Par suite (4.4.2), la restriction de $ à chaque sous-nappe X de G est localement
constante sur X ; en particulier, Supp($|^) C X H AdG^îî).

Soit G = U^Q Xi une décomposition standard de G en sous-nappes (cf. 2.7)
et pour % = 1, .... r, soit Nj, la partie fermée de G définie par ̂  = [J^o JC,.
Comme le support de la restriction de $ à la nappe centrale XQ est contenu dans
XoHÎÎ, ç^ ç Cc°°(Xo) et il existe une fonction /o e C^°(G) telle que pour tout
z C XQ, (f>(z) = fo(z) = JG(fo,z). On procède alors par induction croissante
sur l'indice i des sous-nappes de G dans la décomposition G = ULo^-

Soit k e { 0 , . . . . r-1}. Supposons qu'il existe une fonction fj, e C^°(G) telle
que $(9) = JG{fk,g) pour tout ^ e A^. Soit alors ^+1 : G -^ C la fonction
définie par

^k+l(g)=<î>-JG(f^g) {g^G}.
Il est clair, compte-tenu de la réciproque déjà montrée, que ^k+i vérifie les
conditions (i), (ii), (iii) de l'énoncé. En particulier, la restriction de $^+i à la
sous-nappe J^+i est localement constante, Ad*GLinvariante et Supp(<^+i |̂  )
est contenu dans Z^+inAdG^f!') pour une partie compacte îî' C G. Montrent
pour pouvoir appliquer (6.1.1), qu'il existe une partie compacte O^+i C X^i
telle que Supp(^+i|^^) c AdG(^+i).
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Soient s e G semi-simple et Ac(s) = U^o OG^s.z) une décomposition
standard compatible avec la décomposition G == U^o ̂  au sens suivant : pour
% = 0, . . . , m-s, soit ks,i C { 0 , . . . , r} l'indice tel que Xs,i e X^ ^ ; on demande
que pour tout couple d'entiers (î,j) tel que 0 < i^j < ms, i <, j si et seulement
si fes^ < ksj. Dans ces conditions, reprenant à l'identique la preuve du lemme
(3.5.1) en remplaçant les orbites par les sous-nappes et la normalisation «J»
par la normalisation « J», on construit un jeu de fonctions {fs^^o C C^°(G)
tel que

(1) Supp(/^) H N^ C X^, k = 0,.. . ,ms,
(2) JG{fs,i^Xs,j) == Sij pour tout couple d'entiers (i^j) tel que 0 < i^j < ms.

Alors (3.5.2)

[^^)(•)]?=[JG(^•)]? (^=0,...,m,)

et il existe un voisinage ouvert AdG-invariant ujg de s dans G tel que
ms

^k+i(g) =^<s>k+l(xs^JG(fs^g) (g e 0:5).
2=0

Pour chaque s ç G semi-simple, fixons comme ci-dessus une décomposi-
tion standard Ac(s) ==• U^o Oo^s.i) compatible avec la décomposition G =
U^o^î un J611 ^e fonctions {fs^^Q C C^°(G) et un voisinage ouvert AdG-
invariant ujs de s (donc de Aa{s)) dans G. Ainsi AdG(fï') C Usç^(^s pour
une famille finie T d'éléments semi-simples de G. Pour chaque s G J-', soit
^+1 C { 0 , . . . , ms} l'ensemble (non vide car k < r — 1) défini par

^+1 = {^ € { 0 , . . . , mj : ̂  ̂ G-Nf,}.

Pour chaque 5 G T ^ on a

^+i(^)= ^ ^k+i(x^k)J°(fs^g) ( g ^ ^ s ) '
içl^1

Soit 5 = Supp($^-(-i|^ ). Comme 5 est contenu dans AdG(îy) donc (par
construction) dans X^\ H (Usç^-o;s), les développements en germes de ^^+1
aux points s G T dans G entraînent l'inclusion

sc U U {ff ^ ̂ +1 ^^(/^^ / 0}.
^ici^

Or, pour chaque 5 ç J*, les conditions (1) et (2) imposées au jeu de fonction
{/s,î}^o assurent que le support de la restriction à A^+i des fonctions fs,i
(i G ^+1) est ou bien vide, ou bien contenu dans la sous-nappe X^+i. Par
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suite,

^1= U U ^Ppf^kJ
s^içiW

est une partie compacte de X/c+i et 6' G AdG^Î^+i).
On peut donc appliquer (6.1.1) : il existe une fonction ^+1 ^ C^C^-n)

telle que pour toute fonction h ç C^° (G) telle que Supp(/^|^—) C ^+1 et
^Ix^i ^^fc+1, on ait

^i=J°{h,g} (gçX^).

Comme la sous-nappe Xk+i est ouverte dans A^+i, il existe une telle fonction
h satisfaisant la condition supplémentaire : Supp(/i|^ ) C ^+1- Alors la
fonction //c+i ^ C^°{G) définie par fk+i = h + fk vérifie la relation

W-^+l^) ( f fC^+i ) ,

ce qui achève la preuve du théorème (6.1.2). D

Rappelons qu'on appelle normalisation des intégrales orbitales sur G la don-
née, pour chaque orbite 0 de G^ d'une mesure AdG-invariante non nulle sur
0.

(6.1.3) THÉORÈME (Variante de (6.1.2)). — Soitl'{'^} une normalisation des
intégrales orbitales sur G et soient [l'o}0 (s ^ G semi-simple, 0 orbite de
Ac{s)) les germes définis comme en 3.5 pour cette normalisation. Soit $ :
Gj- —^ C une application telle que

(i) Ad*^(<I>) = <& pour tout g e G,
(ii) pour chaque s ç G semi-simple et chaque orbite 0 de Ao{s}, il existe

une constante co{s) 6 C telle que l'on ait le développement

[^-E^^^
0

où 0 parcourt l^ ensemble des orbites de Ac(s),
(iii) il existe une partie compacte f2 G G telle que {g ç. G y : ^{g) 7^ 0} C

AdG(î2).
Alors il existe une fonction f G C^{G) telle que ^(g) = J'^/,^) pour tout
g ^ G r .

Réciproquement, pour toute/onction f ç C^°(G), l'intégrale orbitale I10^^ ')
satisfait les conditions (i), (ii), (iii) ci-dessus.

Démonstration. — La réciproque est claire.
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Soit s ç G semi-simple. Comme (3.5.2)

Ad*ff ([lo]0) = [I'o\^ (0 orbite de A(^), g C G),

la proposition (5.6.1) implique que pour chaque orbite 0 de Ac(s), co{s'} =
co{s) pour tout s ' € OG^)-

Posons co = co{s) {s ç G semi-simple, 0 orbite de AcÇs)) et soit ^ : G —^ C
la fonction définie par

^ ^ [ ^cW ^ ̂  AdG(O)
v / \ 0 sinonsinon

II est clair que ï(x) = ̂ >(x) pour tout x e Gr.
Pour chaque orbite 0 de G, soit 0,0 la constante complexe (non nulle) donnée

par I^Ç'.xo) = aoJ°{'^o) (égalité dans D(G)) pour tout xo € 0. Soit
ajr : G -> C - {0} l'application définie par aj^(x) = aocÇx) {x e ^r) et soit
^r = ar1^. Il est clair que ^ vérifie les conditions (i) et (iii) de (6.1.2). De
plus, pour chaque s € G semi-simple, on a (cf. la remarque (3.5.4))

[Io}° = ̂ oWl^]? (0 orbite de A^))

donc

[< = E^^)^]?^]?
0

= ^aj^^o)^]?
o

= ^(xo)[Jo]°
0

où 0 parcourt l'ensemble des orbites de Ac(s) et où (pour chaque 0) xo € 0.
Donc il existe une fonction / ç C^°(G) telle que ^(a;) = J°(f,x) pour tout
rr ç G (6.1.2). En définitive,

$(^) = aj^Çx^if^x) = I^U^x) (x e G)

donc^^I^Çf.x) (xçGr). "

6.2. Densité
On procède en deux temps. Le lemme suivant découle directement de la

proposition (5.6.1).

(6.2.1) LEMME. — Soit une fonction f e C^{G} telle que J°(f,g) = 0 pour
tout g ç Gr. Alors J°(f,g) = 0 pour tout g ç G.
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Démonstration. — Soit s € G semi-simple. Le développement en germes de
l'intégrale orbitale J°{f^ ' ) au point s dans G induit la relation

0=[JG(f.')}?r-^JG(f^o)[Jo(')}?r

0

où 0 parcourt l'ensemble des orbites de Ac(s) et où (pour chaque 0) XQ G
0. Par suite, pour chaque orbite 0 de Ac(s)^ on a J°{f^xo) = 0 (5.6.1).
Comme G = UsAG'(<s), 5 parcourant l'ensemble des éléments semi-simples de
G, J°(f,g) = ° P0^ tout 9 ^ G ' !=]

De la même manière qu'on a prouvé (6.1.2) grâce à (6.1.1) par induction
sur le nombre de sous-nappes, on prouve le théorème (6.2.2) ci-dessous grâce
à (6.2.1) par induction sur le nombre de nappes de Dixmier.

(6.2.2) THÉORÈME. — Soit une fonction f E C^°{G) telle que JG(f,g) =- 0
pour tout g G Gy. Alors T{f) = 0 pour toute distribution AdG-invariante
TçD(G).

Démonstration. — Soit G == ]J^o ^-^z un décomposition standard de G en
nappes de Dixmier et, pour k = 0 , . . . , r , soit N^ = Uî=o^ûi- ^)ar mduction
croissante sur l'indice i des nappes Xa^ montrons que / ç C()(G).

D'après (6.2.1), J ° ( f ^ g ) = 0 pour tout g ç G'; en particulier la restriction
de / à la nappe centrale Xao = NQ de G est la fonction nulle sur NQ. Fixons
un entier k ç { 0 , . . . ,r — 1} et supposons que f\^ ç CoÇNjç). Puisque Njç est
fermé dans G, il existe des fonctions ç!)i,. . . , (f)rn dans C^ÇG) et des éléments
9l 5 • • • ? 9m d6 G tels que

m \

/-^(^•-Ad*^(^) =0.
V ^° / N,

Notant ^ G C^°(G) la fonction Y^Q ̂ j - Ad*^-(^), on a donc

f ^x^^C^ÇX^)
\ ^(^^=0 (V^GG)

Les travaux de Gelfand-Kazhdan appliqués au morphisme p : X_^ —^
k~T-l-

Y_^ (cf. 2.6) entraînent que la restriction de la fonction ^ à la nappe X^
appartient à Co(Xa^) ([GK] Prop. 1). Puisque Xa^^ est ouvert dans A^+i
et Nk+1 est fermé dans G, il existe des fonctions < j , . . . , ̂  dans C^°(G) et des
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éléments x\^..., Xd de G tels que
/ d
h/'-^(0-Ad^-(c,))
V j=o

^0.

Nk+i

Donc /|jv € C'o(A?'fc+i) et le théorème (6.2.2) est prouvé."fc+i
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