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Géométrie des systémes hyperboliques
de lois de conservation

Bruno Sévennec (*)

Résumé. On étudie les systemes hyperboliques de lois de conservation en di-
mension un d’espace. L’espace des états apparait naturellement muni d’une
structure affine. Les systémes physiques possédent des lois de conservation
excédentaires, ou “entropies”, et on montre que les propriétés d’intégrabilité
des champs de directions propres sont liées a ’existence de ces entropies. La
dégénérescence linéaire et la présence d’une entropie non-dégénérée sont deux
caractéristiques des systémes d’origine physique. On montre qu’elles entrai-
nent une propriété de “rigidité” du feuilletage de contact associé au champ
linéairement dégénéré, qui est explicitée sur un certain nombre d’exemples.
L’étude asymptotique de la stabilité des oscillations permises par la dégénéres-
cence linéaire conduit a la notion d’hyperbolicité globale, que ’on étudie dans
le cadre de la géométrie transverse du feuilletage de contact, et pour laquelle
des critéres généraux sont dégagés, tel le “non-enlacement” de ce feuilletage.

Abstract. We study hyperbolic systems of conservation laws in one space di-
mension. State space appears naturally endowed with an affine structure. Phys-
ical systems posess extraneous conservation laws, the so-called “entropies”, and
we show that the integrability properties of eigendirection fields are strongly .
related to the existence of these entropies. Linear degeneracy and existence of
a non-degenerate (e.g. strictly convex) entropy are characteristic features of
physical systems. We show that they entail a “rigidity” property of the contact
foliation associated with the linearly degenerated field, which is evidenced on
some examples. In studying stability of oscillations permltted by ‘linear de-
generacy, one is led to the notion of global hyperbolicity, which is studied in
the framework of contact foliation’s transverse geometry. It results in several
criteria of global hyperbolicity, such as the “unlinking” of contact foliation, for
a certain class of systems.
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Introduction

Les systémes hyperboliques de lois de conservation étudiés dans ce travail
font partie de la classe plus générale des systémes quasilinéaires

d
8,v+ZA“(v)6,a'v=0 ,teR,a.':(a:l,...,xd)eRd ,v(z,t) €V CR"

a=1

(0.1)
qui sont hyperboliques, i.e. les matrices A(v,£) := Y3_, €4 A%(v) sont diagona-
lisables & valeurs propres réelles \;(v,£) pour tout £ dans R? et tout v dans
V . 1l est classique qu’il s’agit d’une condition nécessaire pour que le probleme
de Cauchy associé au systéme linéarisé autour de toute solution constante de
(0.1) soit bien posé, ou comme on dit, que (0.1) soit “linéairement bien posé”.
Lorsque de plus A(v,£) n’a pas de valeur propre multiple pour § # 0, on dit
que (0.1) est strictement hyperbolique'. On suppose les A%(v) réguliéres en v,
par exemple C*, k > 2.

L’ espace des états V est généralement un ouvert de R", tandis que “I’espace
physique” est celui de la variable z , c’est-a-dire R%. On se limitera en fait au cas
d’une seule dimension d’espace (d = 1), qui correspond par exemple & I’étude
des ondes planes v(z,t) = #(£-z,t) pour un systéme du type (0.1). Soit donc

v+ Aw)o,v=0,z €R ,v(z,t)eVCR" (0.2)

un tel systéme. Sa non-linéarité fait qu’en général, les solutions classiques (par
exemple C, ou lipschitziennes) ont un temps d’existence fini, et qu’au “temps
critique” ¢ = t, apparait dans la solution une singularité, plus précisément
sup, |8;,v| = oo pour t — t, (cf. par exemple [A2, Ba, Jn, Lax4, Lax5, Li5]). On
ne peut prolonger la solution pour t > ¢, qu’en faisant naitre une discontinusté
de v(-, t).

Mais P’équation (0.2) n’a plus de sens, méme dans 7', si v est discontinue :
c’est le probléme bien connu “sgn(z).do(z)”. Pourtant les systémes du type (0.2)
ont une origine physique qui montre que des solutions discontinues “existent”.
L’exemple historique est celui de la dynamique des gaz, étudié depuis plus d’un
siécle [Sto, Rie, Ran, Strl], mais beaucoup d’autres ont été découverts depuis :
élasticité non-linéaire, cables élastiques, circulation automobile, électromagné-
tisme non-linéaire, magnétohydrodynamique, chromatographie, électrophorese,
“modulations lentes” des solutions quasi-périodiques d’EDPs non-linéaires dis-
persives, etc....

'Pour certaines valeurs de (n,d) cette condition n’est jamais réalisée [Lax6, F-R-S], par
exemplesid =3 et n # 0,21 mod 8 .
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Il s’aveére que les systémes correspondants sont toujours ’expression de lois
de conservation, c’est-a-dire s’écrivent dans le cas d’un systéme du type (0.1) :

d
du+ Y 9, f*(u) =0, u(zy,...,2q4,t) €U CR" (0.3)
a=1

et dans le cas d = 1 considéré ici 2:

Ou+ 8, f(u) =0, u(z,t) eU CR". (0.4)

L’équation (0.3) entraine immédiatement que pour tout ouvert Q C R? & bord
régulier, de normale sortante v, on a

&Lu@Jﬂz+Lnﬂﬂ-ﬂMaﬂﬂw=0 (0.5)

avec v - f(u) := T4_, vof*(u) € R™, clest-d-dire que les “quantités de u;”

(¢ = 1,...,n) sont localement conservées, (d’ou la terminologie) : la varia-

tion de la “quantité totale de u;” dans Q2 ne dépend que de ce qui se passe

sur le bord. Cela justifie aussi 1’appellation.de “flux” pour les fonctions f7,

que l'on peut considérer comme définissant des (n — 1)-formes différentielles
d_ (-1)*f*(u)dzy A...Adzo A...Adzg sur R? dépendant de u € U.

On peut alors considérer des solutions discontinues : il suffit d’observer
que le membre de gauche de (0.3) a un sens en tant que distribution dés que
(z,t) — u(z,t) est mesurable et (localement) bornée, et en particulier pour des
u discontinues. On parle alors de solution faible de (0.3).

Un peu de réflexion montre cependant que tout ne peut pas aller aussi
facilement : ces systémes décrivent des phénomeénes physiques irréversibles (la
dynamique des gaz par exemple), irréversibilité dont les formulations (0.3),(0.4)
ne gardent aucune trace puisque u(z, —t) est solution si et seulement si u(—z,t)
Pest.

De fait, méme pour I’équation scalaire (“équation de Burgers”, n =d = 1)

Byu + 0, (u2/2) = 0 (0.6)

on s’assure facilement de la non-unicité des solutions faibles du probléeme de
Cauchy, en considérant par exemple les deux solutions faibles distinctes u,,
égales pour ¢ < 0 et données par :

u(z,t) = 0
(2, 1) { sgn(z) si|z| < t/2

0 si |z > t/2.

20n peut trouver dans [Gel] une trés jolie motivation “naturelle” & ’étude de ces systémes
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On doit donc imposer une condition d’admissibilité aux solutions faibles, qui
a pour but de rétablir 'unicité, en incorporant d’une maniére ou d’une autre
Dirréversibilité nécessaire 3.

Une telle condition restaurant ’unicité dans tous les cas reste & découvrir,
méme pour d = 1 et s’agissant du probléme de Riemann [Rie] : étant donné
deux états u~,u" il s’agit de trouver une solution u au probléme de Cauchy avec
donnée initiale discontinue u(z,0) = u*, z > 0, de la forme u(z,t) = i(z/t)
(c’est obligatoire s’il y a unicité, compte tenu de l'invariance du probléme par
homothéties).

C’est Lax, dans son article [Lax2], qui a le premier formulé une telle condi-
tion d’admissibilité. Elle concerne les discontinuités des solutions “réguliéres par
morceaux” d’un systéme (0.4) strictement hyperbolique. Dans le cas de la dyna-
mique des gaz, cette condition exprime ’accroissement de I’entropie physique
des particules traversant 1’onde de choc, et on ’appellera “condition d’entropie
pour les chocs” ou “condition de Lax”.

Cette condition lui permet de démontrer, pour une large classe de systémes
(ceux qui sont “convexes” en un certain sens), Pexistence et 'unicité d’une so-
lution continue par morceaux du probléme de Riemann lorsque les états u~, u*
sont proches.

Depuis lors, un grand nombre de conditions d’admissibilité ont été déga-
gées, s’appliquant soit au probléeme de Riemann et aux solutions faibles u de
classe VB de (0.3),(0.4) (cf. [Dafl, Daf4, Li2] et aussi [Daf2, Li6] pour une
présentation générale), soit aux solutions faibles u € L™ [Fri-L, Lax3].

On peut aussi mentionner ’approche par “viscosité évanescente” [Gel], olt
’on considére par exemple (0.4) comme “limite” pour € = 0 du systéme para-
bolique

Oyu + 8, f(u) = €0,(B(u)d,u) (0.7)

avec B(u) matrice (définie) positive. Cette approche conduit & la notion de
“profil visqueux” ou “structure” pour un choc et & une autre condition d’ad-
missibilité, étudiée par exemple dans [Ger, Gol, Go2, Go3, Vv, Dy] et plus
récemment dans [Co-S1, Co-S2, Frel, Fre2, Mo2, Mo4]. On est alors conduit
& étudier les liaisons entre points critiques pour certaines familles de champs
de vecteurs, & I'aide d’outils topologiques (théorie de Morse, indice de Conley,

Une des seules conditions gardant un sens pour v € L™ est la “condition
d’entropie” introduite par Lax et Friedrichs [Fri-L, Lax3]. Elle fait intervenir la
notion d’entropie d’un systéme quasilinéaire (0.1) : c’est par définition la densité
d’une quantité conservée localement par les solutions réguliéres de (0.1), c’est-
a-dire une fonction F : V — R vérifiant

dE(v).A*(v) =dF*(v) ,a=1,...,d (0.8)

3Dans le cas de la dynamique des gaz, la nécessité d’une condition d’admissiblité pour les
chocs est connue depuis un siécle (cf. [Str2, Rie, Jou])
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pour des “flux d’entropie” F'* : V — R convenables, de sorte que pour toute
solution réguliere de (0.1), on ait

8,E(v) + i 0z F*(v) =0 (0.9)

(la terminologie vient du cas de la dynamique de gaz, ou -l’opposé de- la
densité d’entropie physique joue ce réle). Par exemple, un systéme de lois de
conservation (0.3) admet pour entropies “triviales” toutes les restrictions & U
des fonctions affines. De plus, tous les systémes d’origine physique possedent
apparemment au moins une entropie “supplémentaire” (non-affine...), dotée de
certaines propriétés de convezité [Daf3). Dans le cas d = 1, c’est-a-dire pour un
systéme (0.4) d’origine physique, il en existe en fait toujours une conveze, et
méme fortement conveze, c’est-a-dire que D?E est partout définie positive. Ceci
a des conséquences importantes pour le systéme (0.4) : cela entraine par exemple
son hyperbolicité, et en fait sa symétrisabilité (voir [Go3, Go4, Fri-L, Bo2, Bo3],
et aussi chapitre II). On en rencontrera un certain nombre d’autres dans la suite.

La condition d’entropie de Lax et Friedrichs pour une solution faible u me-
surable .bornée est alors obtenue en remplagant pour E convexe égalité (0.9)
par 'inégalité dans D’ :

8.E(u) + i 8, Fo(u) < 0. (0.10)

a=1

Le seul résultat général d’unicité dans L™ de la théorie, dii & Kruzkov [Kru],
utilise cette condition. Il concerne le cas scalaire (n = 1), et est accompagné
du résultat d’existence globale correspondant, obtenu par une régularisation
parabolique analogue & (0.7). Il faut aussi citer le résultat d’unicité dans VB
(n = 1), di & Oleinik [Ole3], basé sur des arguments trés différents (de “dualité”,
cf aussi [Sm] pour une généralisation & certains systémes 2 X 2, dans la classe
des solutions continues par morceaux).

Un autre résultat partiel d’unicité dans VB est di & DiPerna [DiP4], et
concerne les systémes de deux équations & une dimension d’espace (n = 2,d =
1). Dans L%, le probléme de 'unicité quand n > 1 est complétement ouvert 4.

Concernant I’existence globale (en temps) de solutions, le résultat central
est le célébre théoréme de Glimm [Gl], raffiné par Liu [Li4] et dans une autre
direction par [K-T]. Ce théoréme fournit lorsque d = 1 ’existence globale d’une
solution VB pour des données initiales “petites” (dans VB). Le cas de données
initiales non “petites” reste limité (via une adaptation de la démonstration de
Glimm) & des systémes particuliers [Ni-Sm, DiP2, Li3, Sm]. Lecasd > 1,n > 1
est ouvert.

*Voir & ce sujet [Mo4)], qui met sérieusement en doute le fait que ’on puisse obtenir
I'unicité en toute généralité, méme pour des solutions réguliéres par morceaux du probléme
de Riemann et des systémes “non-pathologiques”.
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On étudie dans ce travail la géométrie des systémes hyperboliques de lois
de conservation, en se basant sur les caractéristiques communes des exemples
fournis par la physique. Cette étude géométrique parait étre un préalable né-
cessaire si on veut se passer des hypotheses de “petitesse”, par exemple dans le
théoréme d’existence de Glimm ou le probléme de Riemann (voir [Ni-Sm, Sm,
Lil, Li3, K-K2] pour des cas particuliers), ou encore le théoréme d’apparition
nécessaire de singularités de John-Liu [Jn, Li5]. C’est aussi le cas si on veut
comprendre la structure des oscillations, i.e. le comportement d’une suite fai-
blement convergente (u¢) de solutions (cf [Ser3, Serll, Serl12, Ser13), et aussi le
chapitre I1.2.7). On pourrait citer de nombreux autres exemples, comme I’étude
des points “ombilicaux” et de changement de type (hyperbolique-elliptique), ou
des valeurs propres viennent en coincidence [K-K1, K-K3, I-M-P, Fre3], de la
géométrie globale de ’ensemble de Rankine-Hugoniot [Frel], ou encore de la
“résonance non-linéaire” [Ma-R, Ma-R-S, Peg, Jo-M-R1, Jo-M-R2]. On peut
dire que généralement, la compréhension globale d’un probléme (EDP) non-
linéaire passe par celle de la géométrie (ou topologie) différentielle sous-jacente.

Dans le chapitre I, on étudie les contraintes locales (différentielles) imposées
ala géométrie des champs de directions propres — et plus généralement a ’espace
des états lui-méme - par le systéme hyperbolique de lois de conservation qui
y est défini. La géométrie affine apparait immédiatement de fagon naturelle.
On donne une caractérisation des systémes quasilinéaires admettant une forme
conservative (thm. 4), en termes de I’existence d’une connexion affine plate (i.e.,
localement, une structure affine) “compatible” avec le systéme en un certain
sens. Cette caractérisation est malheureusement peu pratique, du fait de la
complexité des équations (non-linéaires) exprimant ’annulation de la courbure.

On y voit aussi que la présence d’entropies supplémentaires non-triviales
a des conséquences directes sur les propriétés d’“intégrabilité” des champs de
directions propres. Celles-ci se manifestent par ’existence de coordonnées (non-
conservatives) dans lesquelles le systéme s’écrit sous la forme (0.2) avec A tri-
angulaire par blocs.

Ainsi, par exemple, un systéme n X n ayant une entropie non-dégénérée et
n — 1 invariants de Riemann en admet en fait n, i.e. est diagonalisable (cor. 9)
(Pexistence d’une entropie non-dégénérée est essentielle dans ce résultat). Pour
le systeme 3 x 3 de la dynamique des gaz, qui admet une telle entropie, on peut
vérifier qu’il y a soit un seul invariant de Riemann, soit trois pour certaines
lois d’état trés particuliéres (telles que la vitesse du son c soit fonction de la
pression p). Un résultat du méme type (cor. 10) affirme qu’un systéme possédant
n entropies a hessiennes indépendantes est diagonalisable. Il suffit méme de trois
entropies “en position générale”.

Ces propriétés (entropies supplémentaires, intégrabilité) sont “non-généri-
ques” pour un systéme hyperbolique de lois de conservation, mais présentes
dans les exemples d’origine physique, et on a cherché a en tirer les conséquences
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générales. Ainsi, I'interaction des “ondes élémentaires” de faible amplitude est
fortement liée aux propriétés d’intégrabilité précédentes (I1.4).

Le cas extréme des systémes possédant une infinité d’entropies supplémen-
taires est celui des systémes “riches”. Introduits par D.Serre [Ser7], ils ont
été étudiés indépendamment par Tsarev [Ts2, Ts4] sous le nom de systémes
“semi-hamiltoniens”, et de maniére surprenante, par G.Darboux & la fin du
19¢ siécle [Dar2, Darl], avec d’autres motivations bien sir®. On montre (1.2)
que ce sont exactement les systémes conservatifs diagonalisables, i.e. pouvant
s’écrire (dans des coordonnées non conservatives) sous la forme (0.2) avec A
diagonale. Ultérieurement, on montre que ce sont aussi, parmi les systémes
quasilinéaires (0.2), ceux qui commutent avec n systémes indépendants (prop.
24). Ces systémes sont “complétement intégrables” en deux sens distincts : celui
de l'intégrabilité des champs de directions propres et celui de la construction
“algébrique” de leurs solutions [Du-N1, Ts4]. Les “symétries” des systémes
quasilinéaires sont étudiées, comme éventuelles responsables des propriétés non-
génériques manifestées par les systémes d’origine physique.

On constate ici une parenté (“dualité”) entre les entropies (lois de conser-
vation) et les symétries, qui reste a expliquer dans le cas général, puisque le
théoréme de Noether qui relie ces entités ne vaut que dans un cadre varia-
tionnel, dont Pexistence n’est pas établie en général. A ce sujet, les systémes
possédant une entropie quadratique méritent une attention particuliére : ils sont
en effet hamiltoniens [Du-N1], et donc (au moins en principe) susceptibles d’un
traitement variationnel (I.6), qui n’a pas encore été développé dans ce domaine.
Signalons une propriété remarquable de ces systémes : ils possédent, outre ’en-
tropie quadratique, une autre entropie supplémentaire, & savoir la densité du
hamiltonien. :

Le chapitre II est consacré a I’étude d’une autre propriété (non-générique) de
nombreux exemples fournis par la physique, & savoir la dégénérescence linéaire
d’une ou plusieurs valeurs propres J;, pour lesquelles dA; s’annule alors sur
ker(A — X;). Sans entrer dans les détails (cf introduction au chapitre II, et
1.4), disons que c’est une propriété qui autorise des discontinuités “réversibles”
dans les solutions faibles entropiques, et donc des oscillations arbitraires dans
les suites faiblement convergentes de solutions. A D’inverse, et bien que cela
ne soit pas établi en général, il semble que la véritable non-linéarité (absence
de valeur propre linéairement dégénérée) interdise ce comportement, et force
Papparition de discontinuités irréversibles, i.e. de chocs (pour plus de détails,
voir Iintroduction au chapitre 11.2.7).

On montre, et c’est le résultat principal du chapitre II, qu’en présence d’une
entropie supplémentaire, la dégénérescence linéaire d’une valeur propre impose
des contraintes trés fortes au champ de sous-espaces propres correspondant. Par
exemple, si cette valeur propre est simple et E est la norme euclidienne dans
R", les courbes intégrales sont sur des cercles ou des droites de R™. Les sous-

$Plus précisément, I’étude des “systémes de coordonnées curvilignes 3 lignes conjuguées”.



INTRODUCTION 11

variétés intégrales de ce champ de sous-espaces propres forment le “feuilletage
de contact” associé a la valeur propre linéairement dégénérée. La terminolo-
gie peut paraitre quelque peu antinomique, puisqu’en géométrie différentielle
une “structure de contact” est l’extréme opposé d’un feuilletage. Ici, le mot
“contact” provient de l’appellation traditionnelle “discontinuités de contact”
pour les discontinuités réversibles.

Cette propriété de “rigidité” n’ayant apparemment pas été mise en évidence
auparavant, méme sur ’exemple “canonique” de la dynamique des gaz, on la
vérifie et on étudie son apparence sur un certain nombre d’exemples. Le fait
qu’elle soit jusqu’a présent passée inapergue réside peut-étre dans le fait qu’elle
n’apparait naturellement qu’en se plagant dans “I’espace d’état dual”, image de
I’espace d’état par la différentielle dE de ’entropie supplémentaire considérée
8. L’image du feuilletage de contact (de dimension m égale & la multiplicité de
la valeur propre choisie) par dF est alors constituée de parties de “E*-sphéres”
de dimension m. Par définition, un tel objet est ou bien simplement un sous-
espace affine, ou bien, dans un sous-espace affine (de dimension m + 1), une
hypersurface du type E* + (fct affine) = 0, ou E* désigne la transformée de
Legendre de E (I.1).

Cette rigidité permet de construire tout systéme n X n d’entropie donnée
ayant une valeur propre linéairement dégénérée au moyen d’une sous-variété
immergée (de codimension > 3) dans un certain espace vectoriel de dimension
n+2 (prop. 6). Il est alors possible de construire des exemples ne provenant pas
de la physique mais en présentant les “caractéres apparents” : entropie supplé-
mentaire et dégénérescence linéaire. Si la construction d’exemples de systémes a
feuilletage de contact de codimension 1 prescrit ne pose pas de probléeme (I1.2.7),
c’est plus délicat en codimension > 1, le feuilletage devant alors satisfaire des
conditions différentielles (cf appendice II1.3.5 et aussi I11.3.5).

Dans le chapitre 11.2.7, suite logique du précédent, on étudie “I’hyperboli-
cité globale” des systémes présentant une valeur propre linéairement dégénérée.
Cette notion, introduite par D.Serre [Ser12, Serl3], vise & étudier la structure
des oscillations qu’autorise la dégénérescence linéaire.

Qu’il suffise de dire ici qu’il s’agit de I’hyperbolicité du systéme “moyennisé”
qui décrit I’évolution transverse de certaines solutions asymptotiques oscillantes
(cf introduction au chapitre I1.2.7 pour plus de détails). Tous les systémes
physiques sur lesquels cette notion a été étudiée se sont révélés globalement
hyperboliques, ce qui a conduit D.Serre & formuler dans [Ser13] la “conjecture
d’hyperbolicité globale” (voir III.1 pour un énoncé).

Le cadre de I’étude est celui de la géométrie transverse du feuilletage de

6Cette transformation, notée entre autres par Godunov [Go3, Go4], Lax-Friedrichs [Fri-L,
Lax3], Boillat [Bo2], intervient dans de nombreuses situations. Elle est par exemple & la base
de l'existence d’une “extension” hyperbolique (si E est convexe) A(u,v) de A(u) telle que
f(u) — f(v) = A(u,v)(u — v), utilisée dans certains schémas numériques [Ha-L-vL], et aussi
par M. Schatzman dans [Sch].
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contact, dont I’hyperbolicité globale fait naturellement intervenir un champ
d’automorphismes du fibré normal, qui est en quelque sorte “moyenné” le long
du feuilletage. L’hyperbolicité globale est alors simplement inversibilité (pro-
priété “d’évolution globale”) ainsi que la nature hyperbolique (R-diagonalisable)
des moyennes obtenues.

Un pas en direction de la conjecture ci-dessus est effectué en caractérisant
Phyperbolicité globale d’une certaine classe de systémes au moyen d’une pro-
priété géométrique du feuilletage de contact (dans I'espace d’état dual). Cette
propriété est interprétée comme une condition de “non-enlacement infinitési-
mal” de celui-ci (thm. 18). Elle coincide avec le non-enlacement topologique
dans certains cas (e.g. n = 3, feuilles “complétes”), mais est essentiellement
affine en général.

Parmi les systémes de la classe concernée figurent tous ceux qui ont une
entropie quadratique convexe (non-dégénérée), i.e. les systémes “gradients” (ce
sont des systémes hamiltoniens).

Au passage, on a montré que dans tous les cas, la propriété d’évolution
globale (“moitié” de 'hyperbolicité globale) ne dépend que du couple entropie-
feuilletage de contact (II1.2.2, cor. 6). Ceci est en fait un corollaire d’un autre
résultat de rigidité (thm. 5), montrant que le champ des automorphismes “dis-
tingués” du fibré normal au feuilletage est déterminé par ses valeurs sur une
transversale & ce dernier, ’extension a tout l’espace des états se faisant par
holonomie et “transport parallele”.

Divers critéres d’hyperbolicité globale sont ensuite dégagés, basés sur I’exis-
tence d’une métrique transverse invariante ayant certaines propriétés (lemme 9,
prop. 10,13). Un seul des exemples physiques traités (celui de la MHD) échappe
a ces critéres généraux, bien qu'’il soit globalement hyperbolique. Les systéemes
ayant une entropie quadratique (“hamiltoniens”) occupent une position privi-
légiée dans cette approche de ’hyperbolicité globale, et avec eux les systémes
vérifiant une certaine condition sur les dérivées d’ordre 3 de ’entropie. En gros,
la raison en est que le passage de ’espace d’état (ol siege I’hyperbolicité glo-
bale) & son dual (ot “tout se passe bien”) au moyen de dF respecte alors les
propriétés affines du feuilletage de contact.

On montre ensuite que tous les exemples du chapitre II sont globalement hy-
perboliques, au moyen des techniques développées précédemment (3 I’exception
de la MHD, ou ’on n’a pu éviter ’approche “calculatoire” directe).

Enfin, on construit sur le feuilletage (par cercles et droite) de Hopf dans R®
des sytémes qui ne sont pas globalement hyperboliques, et dont certains sont
définis dans un domaine convexe, comme c’est le cas pour les systémes d’origine
physique. IIs ne contredisent cependant pas la conjecture d’hyperbolicité globale
(I11.3.5). Ces exemples sont paramétrés par une fonction holomorphe. Bien
entendu, c’est la propriété d’enlacement du feuilletage de Hopf qui a servi de
guide. Elle entraine en fait que ces systémes ne sont pas globalement d’évolution,
et les solutions oscillant le long du feuilletage de contact sont donc probablement
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tres fortement instables.

L’appendice A montre comment on peut interpréter un systéme hyperbo-
lique de n lois de conservation, muni d’une entropie supplémentaire F, comme
une “transformation par plans tangents parallzles” au sens de Darboux [Dar2]
d’une certaine hypersurface dans ’espace affine de dimension n + 1. L’hyper-
surface en question n’est autre que que le graphe de E. Ces transformations,
étudiées par G. Darboux & la fin du siécle dernier (avec une motivation essentiel-
lement géométrique), font apparaitre la géométrie des sous-variétés d’un espace
affine comme un cadre naturel pour I’étude de la géométrie des systémes hy-
perboliques de lois de conservation (voir [Fel] pour une constatation analogue
dans le cas particulier des systémes hamiltoniens, ot F est quadratique).

L’appendice II1.3.5 regroupe des résultats concernant les transformations
du type “Euler-Lagrange”, généralisation aux systémes quelconques de celle qui
permet de passer de la formulation eulérienne de la dynamique des gaz (ol la
variable z est une position) 4 sa formulation lagrangienne (ol z est une masse).
On y voit que ces transformations sont de nature projective (ce qui étend le cadre
“affine” précédent), et qu’elles respectent “toutes” les propriétés des systémes
hyperboliques de lois de conservation (par exemple P’existence d’une entropie
convexe, la dégénérescence linéaire et ’hyperbolicité globale). Leur importance
vient du fait qu’elles respectent aussi les solutions faibles entropiques [Wa).

Enfin, ’appendice I11.3.5 est consacré a I’étude des feuilletages, dits “admis-
sibles”, qui peuvent étre feuilletage de contact d’un systéme d’entropie donnée.
On montre qu’en codimension > 1 les candidats naturels (feuilletages par E*-
sphéres) ne sont pas en général admissibles : ils doivent satisfaire pour cela des
conditions différentielles d’ordre < 3.

On étudie aussi certains exemples de feuilletages (de codimension 2) “por-
tant” plusieurs systémes distincts, et parmi lesquels figure le feuilletage de Hopf
dans R3.

Enfin l'invariance par le groupe des transformations conformes (similitudes
et inversions) de la classe des feuilletages admissibles associés & une entropie
quadratique est établie.






I Conservativité et structures affines

I.1 Systémes conservatifs
Considérons un systéme quasilinéaire hyperboliquede n équations
O + A(v)0,v =0 (1.1)

dans un ouvert V' de R®, ot A: V — M,(R) est de classe C*, avec & > 2.

On suppose que les valeurs propres de A(v), v € V sont de multiplicité
constante , et on les note A;(v) < ... < Ay(v). Ce sont alors des fonctions de
classe C* de v € V, de méme que les sous-espaces propres correspondants. On
peut donc localement dans V' trouver une base (;(v))i=1,...n de R™ telle que

A)ri(v) = Ni(v)ri(v) ,i=1,...,n (1.2)

et telle que v — 7;(v) soit C* pour i = 1,...,n. On note enfin (I!(v)); la base
duale de (r;(v));.

Il est important de remarquer que du point de vue “intrinséque”, I’équation
(1.1) fait de A(v) un élément de End(7,V), et en particulier que ses éléments
propres \;,7;, 1! sont respectivement une fonction sur V, un champ de vecteurs
dans V, et une 1-forme différentielle dans V.

Définition 1 Le systéme quasilinéaire hyperbolique(1.1) est dit conservatif dans
V' sl eziste un changement de variable u = ¢(v), ¢ € Diff*(V,U), U owvert de
R", tel que le systéme (1.1) devienne : :

By + 0, f(u) = 0 | (13)
pour une application f:U — R"™ convenable, soit aussi
D¢(v)A(v) = Df(¢(v))Dé(v) = D(f 0 $)(v) .

St le systéme (1.1) est conservatif au voisinage de tout point de V', on dira qu’il
est localement conservatif (dans V). |

‘ Ainsi, un sytéme est conservatif si on peut ’écrire sous forme d’un systéme
de lois de conservation 8yu; + 0, fi(v) =0,i=1,...,n (cf. introduction).

On peut encore exprimer la conservativité du systéme (1.1) au voisinage d’un
point vy € V en disant qu’au voisinage de vy, il admet n entropies ¢y,..., ¢,
“indépendantes”, au sens ou leurs différentielles d¢;(vo),7 = 1,...,n sont li-
néairement indépendantes. Rappelons (loc. cit.) la
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Définition 2 Une fonction E : V — R est appelée entropie du systéme (1.1)
sl eziste une fonction F' : V — R, appelée flux de E, vérifiant

dE(v).A(v) =dF(v) ,veV (1.4)

ce qui revient aussi & dire que pour toute solution (locale) réguliére v(z,t) de
(1.1), on a Végalité
OE(v)+ 0, F(v)=0. (1.5)

On voit facilement que E est une entropie d’un systéme sous forme conser-
vative (1.3) (avec U simplement connexe) si et seulement si la forme bilinéaire

(X,Y) = D*B(u)(Df()X,Y),

notée simplement D?E(u).D f(u), est symétrigue pour tout u € U , ou encore
(puisque Df(u) est diagonalisable sur R) si et seulement si les sous-espaces
propres de D f(u) sont D?E(u)-orthogonaux pour tout u € U.

Sin =1, toute fonction FE est une entropie; si n = 2, ’espace vectoriel £ des
entropies est encore de dimension infinie (c’est ’espace des solutions d’une EDP
hyperbolique linéaire d’ordre 2) , et en particulier un tel systéme est toujours
localement conservatif (cf. par ex. [Lax5)). Mais si n > 3, £ est en général réduit
aux fonctions constantes pour un systéme quasilinéaire (1.1), et aux fonctions
affines pour un systéme déja sous forme conservative (1.3).

De méme que si I'on s’intéresse a la classe des changements de variables
(g,p) — (G,P) qui préservent la classe des systémes (d’équations différentielles)
hamiltoniens g= 0H/dp, p= —O0H/dq, on obtient les transformations sym-
plectiques (ou “canoniques”) et la géométrie symplectique associée, on peut se
demander quels sont les changements de variable & = ¢(u) qui préservent la
classe de tous les systémes sous forme conservative (1.3). Le résultat est que ce
sont les changements de variable affines.

Pour le voir, il suffit de montrer que les entropies communes a tous les
systémes (1.3) sont les fonctions affines. Or, si E est une telle entropie, les
exemples linéaires f(u) = A.u, A € M,(R) diagonalisable sur R , montrent que
D%E(u).A est symétrique Yu, A, d’ou D2E = 0.

Ainsi, la géométrie naturellement associée aux systémes (1.3) est la géomé-
trie affine. Cela explique en particulier que 1’on puisse considérer Df(u) comme
un endomorphisme de T,U = R" (voir aussi I’appendice A).

Il n’est donc pas surprenant de voir apparaitre les structures affines sur
V dans la caractérisation suivante (théoréme 4 ci-dessous), sous la forme de
connexions affines plates. Rappelons auparavant (cf. par ex. [Hel, K-N]) la

Définition 3 Une connexion affine sur une variété V (de classe C?) est une
application R-bilinéaire
X' (V)x X(V) — xYV)
(X,Y) —» VxY
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(XY(V) désigne lespace des champs de vecteurs C! sur V) qui est une “déri-
vation covariante”, i.e. vérifie pour toute fonction f € C1(V)

VixY = fVxY,  Vx(fY)=(Xf)Y + fVxY .

Théoréme 4 Le systéme quasilinéaire (1.1) est localement conservatif dans
V si et seulement si il existe une connezion affine V dans V', de coefficients
Tk = (1%, V,,r;) dans la base (r;);, et vérifiant :

(a) V est plate
(b) (Aj = M)TE = (A = M)T%; pour 4, 5, k distincts
¢) (N = M) =rh; pouri #3457,
A1 J

Démonstration. La nécessité s’obtient en remarquant d’abord que les condi-
tions du théoréme sont indépendantes des coordonnées choisies, et donc qu’on
peut supposer le systéme écrit sous forme conservative (1.3). On peut alors
prendre V = D, connexion affine standard (plate!) de R™, dont on se sert pour
dériver la relation Df r; = Ajr; dans les directions r;, ¢ # j. Il vient :

sz(’l‘,',Tj) + (Df - /\j)D,-,.Tj = (7‘,‘/\]')7‘]’ et donc
D?f(ri,rs) = (ridj)rs + 2 J(A; = AT .
k

Les relations (b),(c) s’en déduisent grace A la symétrie de D?f.

Pour montrer que les conditions sont suffisantes, on commence par choisir
des coordonnées (locales) o la connexion est standard : V = D , ce qui est
possible d’apres la condition (a). Vu l'indépendance remarquée ci-dessus vis-a-
vis du choix des coordonnées, on peut supposer que ce sont les (v;);.

Alors en utilisant les égalités

(Dr;A)rj = D, (Ar;) — A(Dy,r;) = Dy, (Ajrs) = ; LT

on voit facilement que les conditions (b),(c) équivalent & (Dy,A)r; = (D, A)r; ,
i,j = 1,...,n. On en conclut que VX,Y,(DxA)Y = (DyA)X, et donc que
A = Df pour une application f convenable. [ ]

Remarques.

1. On peut rapprocher cette caractérisation de celle donnée par Tsarev,
Dubrovin-Novikov [Ts2, Du-N2, Du-N1] des systémes quasilinéaires (1.1) “ha-
miltoniens” (qui sont en particulier conservatifs). La caractérisation s’énonce
alors en termes d’existence d’une métrigue riemannienne plate (cf 1.6).

"ici et dans toute la suite, on note Xt la dérivée de la fonction ¢ suivant le champ de
vecteurs X
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2. La platitude de V équivaut & I’existence au voisinage de tout point de V'
de coordonnées locales dans lesquelles V est la connexion affine standard (notée
D) de R™. On peut aussi ’exprimer en écrivant que la torsion et la courbure de
V sont nulles, i.e. que pour tout triplet (X,Y,Z) de champs de vecteurs, on a

T(X,Y):=VxY -VyX—-[X,Y]=0 (1.6)
R(X,Y)Z :=VxVyZ -VyVxZ - Vixy|Z =0 (1.7)
[X,Y] désignant le crochet de Lie des champs X,Y [Hel, K-N]. Rappelons que

ce dernier est donné, pour des champs X = ¥; X;8/0u;,Y = ¥;Y;0/0u; dans
R™ (ou dans des coordonnées locales), par

[X,¥]=Dx¥ ~DyX =3 (X;g—z - K%) .
En introduisant les fonctions wf; définies par
[rivrs] = kzl whiry (18)
on peut réécrire (1.6) et (1.7) :
I = i = wi (19)
rilj =il =Y Wil + [T, 1] =0 (1.10)

ou I'; € M,(R) désigne la matrice (I'%),; et [[;,T;] := INT'; — T;T.
3. On déduit aussitot de la remarque précédente que I’on peut remplacer la
condition (b) du théoréme par :
(b’) (A = M)TE = (A = M) pour i, j, k distincts.
k.
1] ) A
les mémes pour toutes les formes conservatives), puisque les I';; (A; # A;) sont

Les fonctions T'Y; , A; # A; sont donc déterminées par les \;, r; (et sont donc

donnés par (c) et I'; = w}; — I'; d’aprés (1.9). En particulier, dans le cas d’un
systéme strictement hyperbolique, i.e. dont les valeurs propres A; sont simples,
les seuls coefficients “inconnus” sont les I'};,4,5=1,...,n.

Notons qu’il suffit de n fonctions (des coordonnées affines) pour donner
une structure affine, alors qu’il y a n? fonctions I'}; . C’est qu'’il y a beaucoup
de contraintes sur ces derniéres, données par les équations d’annulation de la
courbure (1.10), qui sont en général inextricables (voir cependant 1.2).

4. L’examen des conditions (b’) et (¢) montre aussitot que si A est une valeur
propre multiple, de multiplicité m > 1, on a w,"j =0siXi =X =X# A, et que
riA = 0 si A; = A. Autrement dit, d’apres le théoréme de Frobenius, le champ
des sous-espaces propres K = ker(A — \) est intégrable, c’est-a-dire définit un
feuilletage de dimension m, et la valeur propre A est linéairement dégénérée, i.e.
d) s’annule sur K. Ces résultats sont déja connus (cf. [Bol, Frel, Fre2, Gue]).
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L2 Systemes hyperboliques “riches”

Une premiére conséquence du théoréme 4 concerne les systémes diagonali-
sables conservatifs :

Proposition 5 Si un systéme diagonal
Syw; + Ai(w)d,w; =0 , i=1,...,n (1.11)

admet une forme conservative, alors pour tout triplet d’indices (i,j,k) tel que
Ai et \j sotent distincts de A , on a, en notant r; = 0/0w; :

Tj)‘k 1",'/\k

n ) =l o)

(1.12)

Démonstration. On observe que dans ce cas on a [r;, r;] = 0,V4, j, et donc les

wf; sont tous nuls. La condition (b’) (cf. remarque 3 ci-dessus) entraine alors
que

I, =0si A # Aj et 4,5,k sont distincts. (1.13)
Par ailleurs il est clair qu’il suffit de démontrer (1.12) pour i, j, k distincts, i.e.

pour ¢ # j.
Considérons alors dans 1’égalité matricielle (1.10) le coefficient (k,k) :

il = 1; .k——Z(F.s e — L5al%) (1.14)

Comme T'% = Tf; = rjAe/(Aj — M) (de méme pour T'%), il s’agit de montrer
que le second membre de (1.14) est nul. Or d’aprés (1.13) dans cette somme les
seules quantités I'¥ "%, éventuellement non nulles correspondent & A; = \; ou
s = k (puisque i # k; et s € {j,k} (puisque A; # Ag), c’est-a-dire s =k ou
‘Ai=Ajet s=7j’;de méme pour les F" I’} en échangeant 1etj.

Le terme d’ 1nd1ce s = k étant T%, [‘ - 1"" I% =0, on a le résultat cherché
lorsque A; # A;. Dans le cas contralre le second membre de (1.14) est :

“(FZF;I: ]1 xk)

Mais T, = rk/\ [k = X)) = redi /(A = Aj) = FJ',: , puisque A; = Aj # A, et

1"" - l"" = w =0, d’ou a nouveau la conclusion souhaitée. [ ]
Remarques. 1. Les égalités (1.12) équivalent a Dexistence de n fonctions M,
k=1,...,n (avec My = My si A\ = Ap) vérifiant :

Ti)‘j

r/\j = T,‘Mj si )\,’ ;é /\j . (115)

Elles sont trivialement satisfaites si n = 2.
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2. La considération d’autres coefficients dans (1.10) fournit d’autres rela-
tions. Par exemple, supposant pour simplifier les A; distincts, et en posant
aij = riAj/(Ai — A;), on a pour i, 5, k distincts

r;a_,—k = a,-jajk + AjiQik — AikAjk (1.16)

qui sont en fait équivalentes aux relations (1.12). On peut d’ailleurs les obtenir
en écrivant les relations de compatibilité du systéme r;(A;jr;E) = r;(AiriE)
(i # j) et en exprimant ’existence de n solutions indépendantes. Remarquons
que ’on peut simplifier les relations (1.16) en les écrivant (pour ¢, j, k distincts)

ribjk = bjibix

ol b,'j = T,'Nj/N,', les N,‘ vérifiant T,'Nj/Nj = aij, 1 ;": ] (1e Nj = log|M_,|)
Cette remarque est die indépendamment & D.Serre, S.P.Tsarev [Ts4] et...G.
Darboux [Dar2, Livre III]!

3.Sii# jet Ay = A; =X, on avu que A est linéairement dégénérée des que
le sytéme est conservatif. On en déduit aisément une seconde démonstration de
Pégalité (1.12) dans le cas A; = Aj # Ag .

4. Si le systéme (1.11) n’a que deuz valeurs propres distinctes, et si celles
qui sont multiples sont linéairement dégénérées, la remarque précédente montre
que (1.12) est vérifiée.

5. Méme dans cette situation, la partie “condition suffisante” du théoréme 4
semble difficilement exploitable, & cause de la complexité de (1.10). Cependant,
les conditions (1.12) suffisent d’aprés [Dar2, Ser7] & assurer la conservativité du
systéme diagonal (1.11) (au moins dans le cas strictement hyperbolique, voir
ci-dessous). ]

Les systémes strictement hyperboliques diagonaux (1.11) vérifiant (1.12)
ont été considérés par D.Serre sous le nom de systémes “riches” (cf. [Ser7, Ser9,
Ser10]). Ce sont, parmi les systémes diagonaux, ceux qui admettent un nombre
“maximal” d’entropies : ils sont en particulier conservatifs. La démonstration
repose sur le fait que les égalités (1.12) sont aussi les relations de “compatibilité
maximale” du systéme (sur-déterminé quand n > 2) dont les solutions sont les
entropies de (1.11) (cf [Ser7], et aussi [Dar2, p.325] et [Darl, p.267-] pour des
calculs analogues). Ce sont essentiellement les systémes possédant les mémes
propriétés que les systémes 2 X 2, et aussi, du point de vue de I’analyse, les
mieux compris actuellement. La proposition ci-dessus permet donc d’énoncer :

Les systémes riches sont ezactement les systémes conservatifs dia-
gonalisables.

Ces systémes ont aussi été considérés par Tsarev [Ts2] (cf aussi B.A. Dubrovin,
S.P. Novikov [Du-N1]) sous le nom de “systémes diagonalisables semi hamil-
toniens”. La caractérisation précédente permet d’ailleurs de répondre & une
question de [Du-N1, p.77], ol les auteurs demandent comment doit étre définie
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la classe des systémes semi-hamiltoniens “généraux”, i.e. non-diagonalisables :
ce sont les systémes conservatifs.

Les exemples de tels systémes tirés de la physique sont assez nombreux : éléc-
trophorése (I1.2.6), chromatographie, électromagnétisme non-linéaire (c¢f11.2.4),
systéme “moyennisé” décrivant les oscillations des solutions de ’équation de
Korteweg-de Vries [Lax-Lv, Lev] (ou d’autres EDP “complétement intégrables”,
¢f [Du-N2, Du-N1]), ainsi bien sir que tous les systémes 2 x 2...

I.3 Entropies et intégrabilité

Comme seconde application du théoréme 4, on va maintenant voir que I’exis-
tence de plusieurs formes conservatives pour un systéme quasilinéaire (1.1) en-
traine que celui-ci satisfait des conditions “d’intégrabilité”, formes affaiblies de
la diagonalisabilité précédemment envisagée. On en déduit des énoncés mon-
trant que Dexistence d’entropies non-triviales de (1.3) est liée (d’une maniére
assez complexe) & ses propriétés d’intégrabilité (cf. 1.18).

Sauf mention explicite du contraire, les systémes envisagés seront supposés
strictement hyperboliques.

Proposition 6 On suppose le systéme quasilinéaire (1.1) strictement hyperbo-
ligue. Si V,V sont deuz connezions affines vérifiant les conditions (a),(b) et

(c) du théoréme 4, de coefficients respectifs T

%, Tk dans la base (ri)i , alors les
vecteurs

A,‘ = V,,.T,' - 6,‘,.1‘,'
vérifient les équations linéaires :
Bixli + BLA; + BE AL = 0 pour i, 5, k distincts (1.17)
o ,I; = wf’/(/\, - )\])
Démonstration. on a vu (cf. remarque 3 suivant le théoréme 4) que les condi-
§i;n§ (a), (b), (c) déterminent les coefficients I'f; pour A; # A; , donc ici pour
T# .

Dans I’équation matricielle (1.10) exprimant I’annulation de la courbure de
V , Pannulation de la colonne k s’écrit pour i, j, k distincts :

k T T —
"UJ"ijk + F”]'-‘jk - F]JFik = -
ou on a posé I[';; = (Ff»‘,.)k=1,,“,,, € R™, et ou le second membre est une expression
“connue”, i.e. déterminée par les A;,r; . Mais on sait par ailleurs que (A; —

AeTh = (A = M)wie et (A = M) = (N = Aj)wl , dott il résulte que

ﬂfjl"kk + ﬂ;kF;; + ﬂi;l"jj = expr. connue.
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Le résultat en découle immédiatement. [ |

Puisque les entropies d’un systéme sous forme conservative (1.3) fournissent
des lois de conservation “supplémentaires”, et donc d’autres formes conserva-
tives du méme systéme, elles permettent de construire plusieurs connexions
affines vérifiant les hypothéses du théoréme 4. Précisément :

Lemme 7 Si E est une entropie du systéme (1.3) et dE(uo) = 0, alors au voi-
sinage de ug la connezion affine D = ¢*D transportée de la connezion standard
D au but par le difféomorphisme (local) ¢ : u — u+ E(u)é (£ € R®) est donnée
par ~

DxY = DxY +(¢')"'¢"(X,Y)

et au point ug par
DxY (uo) = DxY (uo) + & D2E(uo)(X (uo), Y (uo))-
Cette connezion vérifie les hypothéses du théoréme 4.

Démonstration.

Remarquons d’abord que ¢ est bien un difffomorphisme au voisinage de uq
puisque ¢'(uo) = Id, et que le changement de variable v = ¢(u) fournit une
autre forme conservative du systéme, d’ou le fait que D vérifie les hypotheéses
du théoreme 4.

La démonstration de la premiére formule consiste maintenant & vérifier que
siXop=¢ XetYoop=4lY, alors (Dg Y)o¢ = ¢'.DxY + ¢""(X,Y), c
qui est immédiat (appliquer Dx a Yog=4. Y'); la seconde formule en résulte
aussitot. |

Remarques. 1. L’hypothése dE(ug) = 0 peut étre satisfaite en un point ug
quelconque en ajoutant & E' une entropie “triviale”, c’est-a-dire affine.
2. 11 est facile de voir que ’expression de D est

DxY = DxY + ¢ D’E(X,Y),

1+ (dE,¢)

ou (.,.) désigne le crochet de dualité. On retrouve sur cet exemple le fait que
I"fj = l",l‘j si Ai # Aj (¢f L1, rmq 3), puisqu’alors r; et r; sont D? E-orthogonaux.
]

Proposition 8 Si le systéme sous forme conservative (1.3) est strictement
hyperbohque et E en est une entropie, les n coefficients v; := D2E(r,r;),
i=1,...,n vérifient les C3 = n(n — 1)(n — )/6 relations :

,B;:kll,' + ,Bi,’Vj + ﬁfjuk =0pouri<j<k (1.18)
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Démonstration. C’est une conséquence directe de la proposition 6 et du
lemme ci-dessus (noter que I’échange de deux indices dans (1.18) fournit la
méme relation). u

Ainsi, dans le cas ou tous les v; sont non nuls, i.e. ou la forme quadratique
DE est non-dégénérée (on dira alors que E est non-dégénérée), 'annulation
de deux des coefficients w}k,wii,wfj entraine ’annulation du troisieme.

On rappelle & cette occasion la notion d’invariant de Riemann (strict) d’un
systéme hyperbolique (1.1) : c’est une fonction w dans V' dont la différentielle dw
est en chaque point un (co-)vecteur propre de A4, i.e. dw.A = A.dw . L’existence
(locale) d’une telle fonction, associée & la valeur propre (simple) A;, équivaut a
I'intégrabilité du champ d’hyperplans v + ker I{(v) (i.e. par exemple & I Adl' =
0).

En remarquant que l’existence d’un invariant de Riemann pour la valeur
propre A; équivaut a ’annulation des wj-k , pour j,k # ¢, on peut donc énoncer :

Corollaire 9 Si le systéme (1.3) posséde p invariants de Riemann w; , 1 € I
(0% w; correspond & X;), ainsi qu’une entropie E non-dégénérée, alors pour
i, jEl etk glI, ona w!‘j =0, c’est-a-dire que le champ u — T ;c;Rri(u)
est intégrable, et donc que le systéme peut s’écrire localement sous la forme
“bloc-diagonale” :

0 (iel)
0

Byw; + X (w)d,w;

ot w = ((w;)ier, W) € R™ et B(w) € Mn_p(R). u

En particulier si p = n — 1 cela signifie que le champ caractéristique “res-
tant” admet lui aussi un invariant de Riemann, et donc que le systeme est
diagonalisable (c’est-a-dire riche). On peut remarquer que dans le cas de la dy-
namique des gaz (monodimensionnelle), oi n = 3, il y a un seul invariant de
Riemann, ce qui est le maximum autorisé par ce qui précéde pour un systéme
3 x 3 non diagonalisable possédant une entropie non-dégénérée (en I’occurence
fortement convexe).

Par ailleurs, le résultat est faux en ’absence d’une entropie non-dégénérée,
comme le montre ’exemple

f(u) = fur, g, us) = (Aru1, Asug, Asus + gu, uz))

ol les \; sont des réels distincts et g : R2 — R une fonction telle que 8,859 # 0.
Ce systéme admet en effet deux invariants de Riemann u;, u,, associés aux va-
leurs propres (constantes) A;, As , mais n’en admet pas de troisi¢me (une forme
propre pour Az est 19/(As — A1) duy + 929/ (A3 — Az) dug + dus). En particulier
les entropies de ce systéme sont toutes dégénérées, de noyau contenant Os .
On montre maintenant que si un systéme conservatif admet n entropies
supplémentaires “indépendantes”, il est nécessairement riche :
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Corollaire 10 Si le systéme (1.8) posséde, au voisinage du point ug , n entro-
pies E,, @ = 1,...,n dont les hessiennes D?E,(ug) sont linéairement indépen-
dantes, alors il est diagonalisable au voisinage de uq .

Démonstration. L’indépendance des hessiennes, qui s’écrivent, dans la base

(r;), D?E, = diag(Va1,---sVan), 1 £ @ < n, équivaut A celle des n vecteurs
Ui := (V1iy. .., Vi) € R® . Or les relations (1.18) fournissent
Birdi + Bl + B =0 (1.19)

d’oli nécessairement ’annulation de tous les ﬂfj (pour i, j,k distincts), et la
conclusion. |

Remarque. La démonstration montre qu’il suffit en fait d’avoir ¢rois entropies
E,, E,, E;5 dont les hessiennes DzEa(uo) soient “en position générale” au sens
suivant : les n vecteurs 0; := (vy;, va;, v3;) € R3 (notations de la démonstration)
sont trois a trois linéairement indépendants. n

L’existence d’entropies “dégénérées” impose aussi des contraintes a la géo-
métrie du systéme :

Proposition 11 Si le systéme (1.8) posséde une entropie E telle que D*E soit
de rang constant r, posons I := {i [ v; = D*E(r;,r;) = 0}. Alors le champ des
noyauz ker D2E = ¥;c; Rr; est intégrable, et ses variétés intégrales sont affines.

Démonstration. L’intégrabilité de ker D?E se déduit facilement des relations
(1.18), mais c’est aussi une conséquence de ce que D*E = D(dE), et donc que
les fibres de lapplication u — dE(u) en sont des variétés intégrales.

En ce qui concerne la “platitude”, il suffit de montrer que si X, Y sont deux
champs de vecteurs dans K := ker D?E, on a aussi DxY € K. On note que si
Z est arbitraire (non nécessairement dans K), on a

D*E.D;Y + D*E(Z,Y,.) = Dz(D*E.Y) =0 , (1.20)
d’oul en évaluant sur X (et en utilisant la symétrie de D3E) :
D3E(X,Y,Z) =0 pour X,Y € K et Z quelconque.
Maintenant on applique & nouveau (1.20) avec Z = X pour obtenir
D*E.DxY = -D*E(X,Y,.) =0 ,

i.e. le résultat voulu. |

Remarques. 1. Ces résultats montrent que les systémes admettant n entropies
a hessiennes indépendantes de rang 1 sont riches, et que leurs hypersurfaces
caractéristiques (variétés intégrales des ker’) sont des hyperplans. Ils ont été
introduits par B.Temple [Te2], et peuvent étre considérés comme généralisant
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“naturellement” le cas scalaire (n = 1). En particulier on dispose pour ces
systémes de résultats d’existence et d’unicité de solutions faibles entropiques
[Ser4, Hb3). Des exemples sont les systémes (trés voisins) de 1’électrophorése
(I1.2.6) et de la chromatographie.

2. On peut aussi déduire la proposition 11 de la théorie des caractéristiques
pour les EDP du premier ordre. En effet, sous les hypothéses faites, dE a
localement pour image une sous-variété de dimension r = rg D2E de (R")*.
Donc E satisfait (localement) n — r équations indépendantes du premier ordre
hj(dE(u)) = 0, j = 1,...,n — r, dont lées caractéristiques sont des droites
affines puisque h; ne dépend pas de u. On en déduit facilement le résultat, en
remarquant que dE est constante sur ces caractéristiques. ]

I.4 Interaction d’ondes élémentaires et intégrabilité
Dans cette section on va donner une interprétation des coefficients “wf,” qui
fait directement intervenir les solutions du systéme hyperbolique (1.3), reliant
ainsi les résultats des sections précédentes a 1’étude de ces solutions. Aupara-
vant, on rappelle quelques faits concernant le probléme de Riemann [Sm)].
On fait ’hypothése que le systéme considéré est strictement hyperbolique
et que chacune de ses valeurs propres A; est

- soit vraiment non-linéaire, i.e. r;\; ne s’annule pas,
- soit linéairement dégénérée, i.e. r;\; = 0.

On notera respectivement ¢ € VNL, i € LD les deux éventualités, et pour
¢ € VNL on normalise (et on oriente) r; par la condition

1','/\,'= 1.

Le probléme de Riemann pour le couple d’états (u~,u*) € U x U consiste
alors & trouver une solution faible “admissible” (cf. théoréme 12 ci-dessous) de

{ Owu(z,t) + 0, f(u(z,t))

lim, o u(z,t)

0 dans D'(RxRy)

vt sixz >0 (1.21)

Pour certains couples (v, u*) , (1.21) admet une solution particuliérement
simple. C’est le cas par exemple si u~,u" satisfont pour un s € R la relation
de Rankine-Hugoniot :

flwt) = fw™) =s(ut —u7) (1.22)

puisqu’alors une solution est

u~ siz < st
ua,t) = { ut siz>st. (1.23)
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On parle dans ce cas de choc de vitesse s reliant u~ et u™.

Un autre “cas élémentaire” est celui ol u~ et u* sont sur une méme courbe
intégrale de r; pour un i € VNL, avec s~ < st pour s* = \;(u*). Alors une
solution est donnée par u(z,t) = u,(z/t), ot u, est continue et vérifie

u” si€é<s”
w(l) = { + . +
4 u si§>st. (1.24)
Z- @ = n(w@) s <E<s
(noter que r;A; = 1). On parle dans ce cas de détente reliant u~ et ut, par

référence a la dynamique des gaz (ou 4 la circulation automobile ...).

Enfin si pour un 7 € LD les états u~ et ut sont sur une méme courbe
intégrale de r;, on a par définition de LD X;(u~) = X\;(u*) = s et aussi f(ut) —
f(u™) = s(u* — u™), de sorte que (1.23) définit une solution, mais on parle
alors de discontinuité de contact plutot que de choc.

On peut maintenant énoncer :

Théoréme 12 (Lax [Lax2, Lax5]) Pour tout uo € U, il eziste des voisinages
W C W de ug tels que si u™,ut € W, (1.21) admet une solution unigque
vérifiant les conditions :

(i) Régularité : u(z,t) = u,(z/t) ot u, : R W est C' par morceaus.

(11) Condition d’admissibilité : en tout point de discontinuité s de u, , on a,
en posant \f := \;(u.(s £0)) :

s € L AN A [ pour uni € VNL , ou bien  (1.25)
s = M =)\ pour uni€ LD (1.26)

De plus, u, est constituée d’au plus n+ 1 états constants ug = v~ ,uy,..., Uy, =
u™ reliés par des “ondes élémentaires” (chocs,détentes,discontinuités de contact).
|

Remarques. 1. On vérifie aisément [Lax3] qu’en présence d’un entropie forte-
ment convexe E de flux F', la condition (iz) équivaut pour u~,u" proches I'un
de autre & la “condition d’entropie” (cf. Introduction)

0 E(u)+9,F(u) <0.

Celle-ci s’écrit pour une discontinuité (1.23)

[F] - s[E] <0 (1.27)
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ot [E] := E(u*)— E(u~) et [F] := F(u*) — F(u~). En particulier, la condition
(1.26) étant symétrique en u~,u", les discontinuités de contact sont “réversi-
bles”, i.e. réalisent ’egalité dans (1.27). Au contraire, pour un choc (admissible)
O,E + O, F est une mesure < 0 portée par la droite z = st (plus précisément
cest ([F] — s[E]).d(z — st) ).

2. Le cas d’un systéme “général” pour lequel r;); change de signe est beau-
coup plus complexe, et a été traité par Liu [Li2]. Le cas d’états u~,u™ non
nécessairement proches n’est compris que pour des classes particulieres de sys-
teémes [Ni-Sm, Lil, Li3, Tel, Mo3, Mo5].

3. La question de la régularité des solutions du probléeme de Riemann lors-
qu’on remplace ’hypothése (z) par u, € L™ a été étudiée dans [Hb2], ou il est
montré que sous certaines hypothéses générales de non-linéarité, u, est nécessai-
rement C! par morceaux. Par ailleurs, en I’absence de ’hypothése de structure
u(z,t) = u,(z/t), la question de 'unicité a été étudiée dans 