MEMOIRES DELA S. M. F.

NICOLAS BURQ

Controle de I’équation des plaques en présence
d’obstacles strictement convexes

Mémoires de la S. M. F. 2° série, tome 55 (1993)
<http://www.numdam.org/item?id=MSMF_1993 2 55 3 0>

© Mémoires de la S. M. F., 1993, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Mémoires de la S. M. F. » (http:/smf.
emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html) implique 1’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir
la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=MSMF_1993_2_55__3_0
http://smf.emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Société Mathématique de France
Mémoire 55

Supplément au Bulletin de la S.M.F.
Tome 121, 1993, fascicule 4.

Contréle de ’équation des plaques
en présence d’obstacles strictement convexes

Nicolas Burq

Résumé. On étudie la contrdlabilité de 1’équation des plaques avec un
controle portant sur la trace du laplacien sur la frontiére extérieure d’un
domaine contenant des obstacles strictement convexes. Sous une hypothese
d’hyperbolicité forte de la transformation de billard, on montre qu’en tout
temps arbitrairement petit, on peut controler toutes les données initiales
(u |,=0,8tu |t=0) € H6+€ x H-1+e (E > 0)

Abstract. Assuming that the hamiltonian flow is “strongly hyperbolic”, we
study the exact controllability of the plates equation in a domain containing
strictly convex obstacles, with a control acting only on the trace of the
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controlled in time 7.

Classification A.M.S. (1985). 35A15, 35B37, 35J10, 35P25, 35515, 49E15.

Texte regu le 20 juin 1992
Ecole Polytechnique, Centre de Mathématiques (CMAT), U.R.A. 169
91128 Palaiseau Cedex, France.



Table des matiéres.

0 Introduction, énoncé durésultat . .................... 5

0.1 Hypotheses
0.2 Enoncé du théoréme

Réduction du probléme . . .. .. ... ... ... ... ... ... 9
1.1 Définition des opérateurs d’évolution
1.2 Le théoreme 1.2 implique le théoréme 0.1
1.2.1 Estimation elliptique, relévement et propagation
1.2.2 Décomposition de Littlewood Paley
1.2.3 Conclusion
1.3 Le théoréme 1.1 implique le théoréeme 1.2
1.3.1 Commutations
1.3.2 Propagation
1.3.3 Conclusion
Construction des troncatures micro-locales . . ... ... ...... 33
2.1 Définitions, propriétés géométriques
2.2 Construction de la troncature r
2.3 Quelques propriétés des troncatures

Quelques résultats sur les phases et les transformations de billard 41
3.1 Construction des phases réfléchies
3.2 Comportement exponentiel du billard
3.2.1 Le billard en variables d’espace
3.2.2 Le billard en variables de directions
3.3 Quelques estimations C'*®
3.4 Comportement asymptotique des phases
3.5 Comportement asymptotique des courbures gaussiennes

Construction asymptotique le long d’une trajectoire captive ... 79
4.1 Construction dans l’espace libre
4.2 Rebond d’une solution

Décroissance des solutions le long d’une trajectoire captive . ... 97
5.1 Régularité des transformations géométriques
5.2 Décroissance asymptotique des solutions

Démonstration du théoreme 1.1 . . . . .. .. .. ... ... .... 105
A Calcul h-pseudodifférentiel . . . ... ... .............. 109
Front d’onde semi-classique et propagation . .. .......... 119

Bibliographie . . ... ... .. ... . . ... . . 125



Introduction, énoncé du résultat.

Le probleme du contréle pour ’équation des plaques sur un ouvert
borné de R™, Q, a été étudié par J.L. Lions [L? En utilisant sa méthode
H.U.M. et des techniques de multiplicateurs, J.L.Lions démontre des ré-
sultats de contrdlabilité exacte en temps fini (dépendant de la géométrie
de ’ouvert), si le contrdle porte sur une partie 'y du bord T' de l'ouvert Q
définie de la maniére suivante:

Soit zo € R™, pour tout point z € I' on note n(z) la normale sortante
au bord en z. On définit I'y par

Ip={z €T; n(z)(z— ) > 0}.

Ces résultats ont été améliorés par E.Zuazua [Z] qui a démontré qu’on
pouvait prendre un temps de contréle arbitrairement petit (ce phénomene
est dli au caractére non hyperbolique de I’équation des plaques).

A la suite des travaux de C.Bardos, G.Lebeau et J. Rauch [BLR] sur le
contréle de I’équation des ondes, G. Lebeau [Le] a appliqué les techniques
d’analyse micro-locale a I’équation des plaques et obtenu des résultats de
controlabilité exacte en temps arbitrairement petit avec des hypothéses sur
T'o plus naturelles que celles de J.L. Lions. Plus précisément, on dira que I'y
contrdle géométriquement €2 en temps T si tout rayon partant d’un point
zo € ) dans toute direction £ € R™, parcouru a vitesse 1, se réfléchissant
sur le bord de 2 selon les lois de 'optique géométrique, atteint 'y en temps
inférieur & Ty (pour une définition rigoureuse nous renvoyons a [BLR]).
Le résultat de G.Lebeau dit alors que si Iy controle géométriquement €2 en
temps fini, on peut contréler ’équation des plaques en temps arbitrairement
petit avec un contréle portant agissant sur I'y.

Il faut cependant noter que contrairement au cas de 1’équation des
ondes ol le critére de contrdlabilité géométrique fournit des conditions né-
cessaires et suffisantes pour la controlabilité exacte, on n’a, pour ’équation
des plaques, qu’une condition suffisante. En effet, les résultats de A.Haraux
[H] sur le contréle semi-interne de I’équation des plaques dans un rectangle
de R? ot on autorise le contréle a agir dans une bande paralléle & un des
cotés , montrent que I’hypothése de controlabilité géométrique n’est pas né-
cessaire. Ces derniers résultats ont ensuite été étendus par S.Jaffard [J] au
cas du controle interne d’un rectangle c’est a dire au cas ol on autorise le
controle & agir seulement sur un ouvert quelconque du rectangle. Cependant
ces résultats dont la démonstration fait appel a des techniques d’analyse
harmoniques ne semblent pas généralisables & des situations géométriques
plus complexes.

Nous allons nous intéresser au contrdle de 1’équation des plaques dans
un cadre géométrique ou la partie du bord sur laquelle nous contrélons ne
controle plus géométriquement I’ouvert. Nous nous placerons donc dans la
situation géométrique suivante:
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Hypotheses

Soit 2 un ouvert de R3, connexe, borné , a frontiére analytique . Soient

01,--+,0n, N fermés strictement convexes de €, & frontiere C* tels que

I’enveloppe convexe conv(U6;), de ’union des 6; soit inclue dans 2, et vé-
T

rifiant de plus les hypothéses suivantes introduites par M. Ikawa [I3]:
HI)V]- <J1J2,J33 <N, ji '-lé]k = conv(ej, Uejz) noja = 0.
H3)3a>0; Z )\.,d.,ead” < 00,
4 primitif

ou \, = /B, 7 5 By et B sont les deux valeurs propres de module plus petit
que 1 (strictement car les obstacles 6; sont supposés strictement convexes)
de Papplication de Poincaré (billard) associée a la trajectoire captive v; la
sommation n’ayant lieu que sur les trajectoires primitives (voir définition
au §6) et pour toute trajectoire captive 7,

’y:

ICs

. [Ii,$i+1],xn+1 = Xy,
1=0

3

dy

lzi = zig1]l-
0

i
Remarque 1 : ’hypothése H1 est essentiellement technique.

Remarque 2 : ’hypothése H2 est une hypothése sur la structure fortement
hyperbolique de ’application de billard et est par exemple vérifiée si les 6;

sont des boules de rayons r, éloignées les unes des autres d’une distance
d>rN.

Soit @ = O\ ;.

Ce cadre géométrique a été étudié par C.Gérard [G] (dans le cas de deux
obstacle? et M.Ikawa [I1,2,3], pour le calcul de la localisation des pdles de la
matrice de diffusion pour I’équation des ondes & ’extérieur des obstacles. Le
résultat que nous obtenons semblerait indiquer ’existence d’un lien qui reste
4 définir précisément, entre cette localisation et la contrdlabilité exacte.
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Enoncé du théoréme

__ Sous ces hypotheses, nous allons démontrer le théoréme de contréla-
bilité exacte suivant :

Théoréme 0.1.— Pour tout temps Ty > 0, pour tout réel ¢ > 0, pour
toutes conditions initiales (ug,u1) € H'*(Q)NH(Q) x H~1+¢(Q), il existe
un contréle g € L*(]0,Ty[xN) tel que la solution du probléme d’évolution :

(0 +A%u=0 dansR,; xQ,

ulag =0,
(0.1) Aulag = g x Lo roixo8>
ult:O = Uog,

at“lt:o = Ui,

vérifie u = 0 pour tout t > Tp.

Remarque 3 : ce résultat est légérement plus faible que celui de G. Lebeau
[Le], la perte sur la régularité des données initiales étant due au fait que

8Q ne contrdle plus géométriquement 2 en temps Tp fini.

Remarque 4 : les hypotheses H; et Hy sont évidemment vérifiées si on
n’a que deux obstacles.

Remarque 5 : la dimension n = 3 ne jouant aucun réle particulier, nos
résultats semblent généralisables au cas n quelconque.

Le plan de D’article est le suivant : dans le §1 nous réduisons le probléeme
a un probleme de décroissance exponentielle de 1’énergie, pour la démon-
stration duquel nous adapterons une stratégie inspirée de celle de M.Ikawa
13] consistant & construire une paramétrixe de la solution de I’équation de
chrédinger. Le §2 est consacré a la construction des troncatuyres micro-
locales dont nous aurons besoin par la suite. Dans le §3 nous donnons des
résultats sur le comportement des rayons captifs. Ces résultats sont pour
la plupart dus a M.Ikawa [I1], [I2], (1,3] Dans le §4 nous construisons la
paramétrixe dont nous avons parlé plus haut. Dans le §5 nous estimons la
décroissance de notre paramétrixe. Le 86 termine enfin la démonstration
de notre théoréme. Dans ’appendice A nous rappelons quelques résultats
sur le calcul h-pseudo-différentiel et dans ’appendice B nous étudions la
propagation des singularités h* dans ’esprit de Lebeau [L].

Ce travail a constitué une theése de I'Université de Paris Sud (Orsay). Je
remercie chaleureusement G.Lebeau qui a dirigé cette thése pour ses nom-
breuses indications et pour la constante disponibilité dont il a fait preuve.






1. Réduction du probléme.

Nous allons réduire la démonstration du théoréme 0.1 & la construction
d’une paramétrixe de 1’équation de Schrédinger avec conditions au bord
de Dirichlet, vérifiant certaines propriétés de décroissance (analogues a la
décroissance exponentielle démontrée par M. Ikawa pour les solutions de

N
I’équation des ondes dans R3\ J 6;).
i=1

1=

On commence par introduire quelques notations.
Soit (e,, A\, )ven la base orthonormée de L%(Q) formée de vecteurs propres
pour le Laplacien —Anpjrichlet associés aux valeurs propres A,,.

Soient p > 1, < p~!. On note

Frpo={v;pfa <A < pfa'}
et

Bipa={u€l*®iu= Y uel
VeFk,p,or

1.1 Définition des opérateurs d’évolution.

Notre point de départ est la constatation suivante :
Soit u solution de
(ihdt — h*A)u = 0,
(1.1) ulaq =0,
Ul4=0 = Ug.

Nous poserons pour tout k € N, hy = p~F et nous noterons (1.1)p=p, le
systéme (1.1) ol on a fixé le coefficient h = hy.

Soit T > 0 et soit 9(t) € C§°(R) telle que 9|;<1,/3 = 0, Y121,/ = 1,
¥(t) € [0,1] et 9'(t) positive pour tout t.
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Alors la fonction v = ¢(t)u(z,t) vérifie
(ihd; — B2 A)v = ihy/ (t)u,
(1.2) v]i<o =0,
’UIaQ =0.
Soit A(h) : H}(2) — H () un opérateur dépendant de h comme parame-
tre, uniformément borné en h pour la norme L? .

L’isométrie (pour la norme L?) I(h): ug — u|;=T, peut alors se décomposer
en somme de deux termes I; (h) et I(h),

avec I;(h) défini par

Ii(h) : HY Q) — HY{Q

s ) s HY) — HY®)
Up — vlt:To

avec v défini par

(shd; — K2 A = ik’ (1) A(h)(u),
(1.4) v|i<o =0,

v|oq = 0.

et I, défini de la méme fagon en remplagant A par Id — A.

On a alors
To )
Luo(x) = / ¥ (5)e™MT0=98 (A(h)u(s)) ds

donc comme 1)’ est positive

(W)l z2() < 1AM L2(0)-
Nous allons montrer que le théoréme suivant implique le théoreme 0.1 :
Théoréme 1.1.— Il existe des réels p > 1, 0’ < a < p~t et Ty > 0 et
une fonction r € C*°(T*R?), 0 < r < 1, tangentielle prés du bord de Q (au
sens de I’appendice A), nulle au voisinage du bord extérieur de Q (0Q), tels
que siz € Q, r(z,€) # 1 et |£]| € [o,a™1], le rayon généralisé issu de (z, &)

parcouru a la vitesse |¢| rencontre 9 en temps t € [-T1,T1] et tels qu'il
existe une fonction q € C§°(T*N), 0 < ¢ < 1, vérifiant:
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q(z,6) =0 V[¢| ¢ [«/,a' 7],
gz,6)=1 si z€ X et [¢|€[a,a™],

avec X ouvert et X CC T*Q), X vérifiant de plus :

il existe Ty > 0 et M € N* tels que tout rayon généralisé issu de (z,§),
z € Q, [£| € [a,a7!] parcouru & la vitesse |£| restera dans X pendant
un intervalle de temps de la forme [nTp,(n + 1)Tp];0 < n < M —1 ou
rencontrera le bord extérieur Q) de I'ouvert Q et restera dans le complé-
mentaire du support de r pendant un intervalle de temps de la forme
[nTo,(n + 1)T]; 0 < n < M — 1. L’opérateur I associé a Op(r) par la
relation (1.3) vérifiant de plus:

(1.5)
Je>0; 3AeN*, 30 > 0,3C > 0; Vs € [—¢ ;¢],
Jko > 0, Vk > ko, YVug € Ek,p,a,

Ak o
I (Ijh=hy)” LsOP(Q)n=hyurllr> < ChY|Jukll Lz,

ou on note I, lopérateur uy — u |;=s= Isug, ot u est la solution de

1.1)p=p, associée a la donnée initiale uy et Op(q) et Op(r) les opérateurs
-pseudo-différentiels associés aux symboles r et ¢ comme a ’appendice A.

Remarque: l'opérateur Op(r) est un opérateur de troncature qui permet
d’éliminer a chaque étape la partie micro-locale de I’énergie de la solution
de I’équation de Schrédinger controlée par le bord extérieur de ’ouvert.

L’opérateur Op(q) est essentiellement technique; il permet de localiser la
fonction u en fréquence dans une zone [¢| € [, @™1] et de se ramener & une
donnée initiale & support compact dans (2.

Nous avons di utiliser des troncatures réguliéres du type de (1.4) plutét
que tronquer brutalement & l'instant ¢ = T ce qui correspondrait a rem-
placer 9/(t) par é;=1,, afin de pouvoir appliquer par la suite des résultats
de propagation des singularités.

Pour réduire la démonstration du théoréme 0.1 & celle du théoreme 1.1,
nous allons procéder en deux étapes.

la premiére étape consistera a montrer que le théoréme suivant implique
le théoréme 0.1

Théoréme 1.2.— Il existe des réels p > 1, o/ < a < p~letTH >0et
une fonction r vérifiant les hypothéses du théoréme 1.1, tels qu’il existe o',
a < o < p~! et un entier ky tels que pour tous v > 0 il existe C > 0 tel
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que pour tout k > ko et toute fonction ugr € Ej o, on a, si uy est la
solution de (1.1)p=4, associée a la donnée initiale ug ,

Ckz [VP To] Ty
(16) Jlul2s < <o / / 10D(1 = Pz (i (2, nTo + 5))|Pdzds

n=0

La deuxiéme étape consistera & montrer que le théoréme 1.1 implique le
théoréeme 1.2.

1.2 le théoréme 1.2 implique le théoréme 0.1.

Supposons donc le théoréme 1.2 démontré. Les réels o, o/, o’ et p sont
donc fixes.

Comme pour tout point (z,£) tel que z € Q, [¢| € [o, a7 ] et r(z,€) # 1,
le rayon généralisé issu de (z, ), parcouru & la vitesse ||, rencontre le bord

extérieur de 'ouvert 9 en un point non diffractif, en un temps ¢t € [-T3, 7]
si r(z,€) # 1, d’apres les résultats de G.Lebeau [L], 83, on sait que si

¢ € CP(R) ; supp¢>C[ R 2] on a alors:

Proposition 1.3.— Pour toute suite Uy = (ug k)keN € Bp,ar , on notera

U= Suk)keN la suite des solutions uy de (1.1),=p, associées aux données
initiales ug k. On a alors pour tout U € B, on et tout k € N,

(1.7)
2T,
/43 / |Op(1 — r)( uk)|2d1'dt < Ch2/ /A |Onuk|*dzdt + O(U, hy).
a0

2Ty
Preuve:(pour la définition de ’espace B, o : cf. appendice B).

Avant de démontrer ce lemme remarquons d’abord que le O ne dépend pas
en fait de U:

par ’absurde, si le O dépendait de U on aurait:
pour tout n € N, il existe U, € B et k,, € N tels que

/ |Op (1 = 7)(ug,)|* > Ch2/ / |Onuk, |2dzdt + nhy,,
2Ty Jo0

alors nécessairement (k,, ) n’est pas bornée car d’apres 'inégalité de Garding
(voir appendice B),

/Q 10p (1 - )(ug) Pdz < (1 + Ch)Jull?

et |lux]l <1 car u € B.
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On peut donc, quitte & extraire une sous-suite, supposer k, strictement
croissante.
La suite
U= (ug);ur=up, si k=k,,
=0 sinon |,

fournit alors une contradiction.

1.2.1 Estimation elliptique, relévement et propagation.

Nous rappelons maintenant comment déduire la proposition 1.3 des
résultats de G.Lebeau [L]

Lemme 1.4.— Il existe D > 0 tel que pour tout opérateur h-pseudodiffé-
rentiel Q) (tangentiel prés du bord), a support dans |€| > D, (|¢'| > D prés
du bord), pour tout U = (uk)reN € Ep,a, 00 a

T
(1.8) /0/Q|Quk|2dxdt=0(U,hk).

Lemme (1.4)’.— Soit x € C§°(R*), x = 1 sur [/, o/~1], alors pour tout

Py
(X =) (R D)9 (t)(1 - Q)uk| 2 (mix) = O(U, i) -
Ces deux lemmes sont démontrés dans [L], ce sont les relations (8) et
(11) du paragraphe 3.
On se ramene donc dans un domaine compact de ’espace des phases.

On note

2T,
= / B / 10w u(t, 2)Pdtda.
-2T, N

Lemme 1.5.— Pour tous a < p~! et tout U € B, q,

WF,(U) C &y = {7 € [a,a71],[€|> = 7}, o 7 est la projection de
T*R3 sur T*0Q) + T*Q =T*Q.
(c’est le Lemme 1, §3 de [L] et son corollaire)
(pour la définition de WF, U, cf. appendice B).
Lemme 1.6.— Soit py = (0, 70) = (to,Zo,To,&) € Lp N {t = 0} tel que
r(20,&) # 1, alors il existe un opérateur h-pseudodifférentiel A, elliptique

en po (tangentiel si zo € ON), une fonction po € C§° telle que po =1 pres
de zo et une constante C' > 0 tels que

(1'9) Vp>1, a< p_l’ Ue BP»CU ”A<l00uk”L2 < CI”“’CIH +O(U’ hk)
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Preuve :

Comme le point py est contrdlé géométriquement par le bord extérieur de
Pouvert en temps t € [-T1,T}], c’est le lemme 3 de [L], §3.

On en déduit par un argument de compacité la proposition 1.3.
Les relations (1.6) et (1.7) entrainent alors le théoréme suivant:

Théoréme 1.7.— Pour tout v > 0 il existe un entier ko et des réels p > 1,

o’ < p~',C >0 et T >0 tels que pour tous k > ko et tout ug € Ek pav,
on ait

k2 [vo*Ty)
(1.10) a2, < C= / /  |Onui Pt
4 0 a0

1.2.2 Décomposition de Littlewood Paley.
On revient maintenant aux solutions de I’équation de Schrédinger :
(16 — A)u =0,
(1.11) u lag =0,
U J=0 = uo € Hy ().

Nous allons démontrer le résultat suivant :

Théoréme 1.8.— Pour tout v > 0 et tout € > 0

2y
lull] = / / |ouultdtda
—y JON

est une norme sur H} (), le complété de H} () pour cette norme W est

inclus dans H; ¢ et il existe une constante C > 0 telle que sur W on a

[Hulll 2 Cllufl -

Preuve :
On suit [L], §4.

Si on identifie maintenant les distributions ug € H} avec les solutions de
(1.11) et si on pose v(z,t) = u(z, hit), on sait que:

il existe p > 1 et o’ < p tels que pour tout v > 0, il existe ko tel que pour
tout k > ko et tout ug € Ej pom On a

) g2 [vrtTh )
ol < Cogp [ [ tonldeat,
—vpTia
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donc

o2, < 02 / / Oruf?dedt
- p2k —UT1 36

Or sur Ej o, les normes p*||ul| 2 et ||u|| 3 sont équivalentes.

On a donc :

(1.12) lully; < Ck? / / |Onu[2dadt .
N

Compte tenu de I'invariance par rapport au temps de ||ul| H,ona:

ATy >0, Fko > 0Vy > 0,3C > 0, Vk > ko Vu € Ex o,

20T,
(1.13) llull?: < Ckz/ /A |Onul?dzdt .
° 0 a0

Onnote y =3vTp et Iy = {t;v4 <t <v-(£+ 1)} Soit ¢
telle que ¢ = 1 sur [—v/3,7/3], support (p) C [-7,7], 0 < ¢
pe(t) =9t =70) , 3 oo =

€

Pour a € L2 (R x Q) = H, on pose

ap = gOe(t) -a

et
llalla = sup 117.(t) - all a(r.x00)-

Soit F''= C§°(R%) et Fp(7) = F(p~2P7).

€
<

e
1

€

15

(R)
t s1

On notera aussi F, 'opérateur pseudo-différentiel de symbole F,(7) avec la

quantification :

Fy(u)(@) = (zi) [ e R, aar.

Lemme 1.9.— Pour toutes fonctions ¢9 € C§( ; et Yo(t) € C(R)
existe une constante

bornée ainsi que toutes ses dérivées, pour tout N > 0,

C\y telle que pour tout £ € Z vérifiant dist (Ip,supppe) > 6 > 0 on a pour

tout a € H et tout p > 0
(1.15)

sup 160(t)Fy (a)0) Il o) < O™ =087 (2)lallldoll =,
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(1.15),
31618 ”¢0(t)FP ((¢0(t) -0 a)l) ”Ln(aa)

< Cnp~ P N=2§=N(29)1/2|a|| || po]| £ -

Preuve :

Nous ne démontrons que la deuxiéme de ces inégalités, la démonstration de
la premieére étant similaire.

do(t)Fp ((%o(t)0r a),) (t,y)
= _17;//eir(t—s)F(p—2P7)¢0(t)1/;0(s)w(s)asa(3,y)dsdT,

1 v+£

+ o0
/ ‘a% [N o (s)pe(£)ON L (o> 7)]o (1)

2n s=—v+£J—00

(:1(_3’:’)'3\, dsd

donc

(B0 (t)Fp(%o(t)0s ar)(t, - )/v) L2a0)l
—2p(N-2) +o0

»(
< O 5 M golllall (1) 2l [ (14 DIVl

ou la constante C'y ne dépend que de N et des normes L* des fonctions
¢ et Y et de leurs dérivées.

Pour a € H, on peut donc d’apres (1.15) poser
a) = Z Fp(a£)>
!

la série étant localement convergente dans L*°(R, L?(02)) d’apreés ce qui
précede.

Lemme 1.9°.— Il existe une constante C > 0 telle que pour tout a € H,
pour tout ¥ € C§°(R),
(116) Z{)"FP(lpa’ ”LZ(IRXBQ) C|I¢GI|L2(RXBQ)
p=
Preuve :

Cte ZHF Ya)||3. = Z// |2|¢a(7‘ )2,

p=0
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or

sup- Z |Fp(7)]? < Cte

car dans la série, on a au plus érllrlz) 5 Ina tormes non nuls si F est a
support dans [a,b] et F' est bornée.

Lemme 1.10.— Soient ¢; € C°(]0, v P et z/zl e C’°°(IR) bornée ainsi que
toutes ses dérivées telle que ¥, = 1 sur I_UIyU

Alors pour tout M > 0, il existe une constante CM telle que pour tout
a€H,beH,?2 5 b= q et tout p > 0 on ait

(1'17) I|¢1(t) (Fp(a‘) - FP(¢1a)) "L’((Rx&ﬁ) < CMP—ZPM”b”H .

Preuve :

Fy(a) = Fy(¥ra) = Y Fylar) — Fp (($ra)e)
le|>2
et
1 (Fp(a) = Fp($ra)) | < Y lerFyplae)ll + l192F, ($ra)e) |
lel>2
D’aprés le lemme 1.9 appliqué pour N = M +2 a ¢g = ¢1, oo = 1 et
a b, puis & ¢g = ¢, Yo =1, et a b, on a

Z ”‘Pl ae "Leo(n L2(39))

e>2
— _ 1
< Crrap™ M| b gy~ M2 Z =¥+ (2n)'72,
€22
et
Z ler () Fp(1a0)ll o, 208
o122
_ 1
< Coryap™ M bl 7~ M2 y 7 s 0,

2 -1

d’ou le lemme.
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Posons maintenant :
(1.18) X(7) = 1r50F (1) 5 Xp(7) = L0 Fp(72),
= x(p7"7)
et pour u € H}

(1.19) u € Vect{ng Ek o},

(1.20) Xp(D)u =" xp(VAr)ase,,

avec x tel que suppx C]3,2[ et

(1.20") ixf,(T) >1 pour 72>1.
p=0

Alors xp(D) commute avec exp(—itAp)
et Xp(D)u € Ep par-

Comme ¢ = 1 sur [-v/3,7/3] et v = 3vTy, a donc d’apres (1.12), si on
note u, = xp(D)u, pour tout p > po,

(1.21) lunlly <o [ [ _loouuyl,
Rx9Q

(1.22) Onu log€ H et ||Onulln < C||u||H3.

En effet : si ¢ € C§°,

//n,xﬂ(iat = AJudnu = - /Rt x99 1 &l

+ // uPu
R x
avec P = [i0; — A, 9,] de degré 2.
Lemme 1.11.— Pour tout u vérifiant (1.19)
(1.23) OnXp(D)u |ag= Fp(Onu).

Preuve : ) )
Fy(e™) = xp(VA)e™,
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donc
(1.24) @(t)0nxp(D)u log = ¢(t) Fp(Onu),
Soient a = Gnu |5 et ¥ € C5°(R) telle que 4 = 1 sur [—7,27] .

Posons u = g’t’ c’est & dire si

N
_ YDy
= E e Muje;,

i=1
= L i
V= Z Ke Uj;€j.
j=1 "
Alors on a, en posant b = 0,v |5, d’apreés le lemme 1.10 appliqué & a = o

(1.25)
I F (OB)I2, g o) < 2l BOBIZ, o s +2Cko™ M I,

or
ol < llvlley = llullz-s,

donc d’apres le lemme 1.9,
(126) Y le®Fp(@)lEs < ClléallZ, g pa + 2030~ ully-s
P2p1

or

N
1
el < Do) luplly + sl
p=1

avec u_1 = Y, ae, etug= Y. aye,.
A <1 VA, <apN

]()onc)pour tout p; > po, d’apres 1.21, le lemme 1.11 et 1.26 on a
1.27

S Lty <0 [T [ ol e T ol + Chur~
- —1<p<p1

p—O

On en déduit que pour p; assez grand (indépendant de V), pour tout € > 0,
il existe C (indépendant de N) tel que

2y
128l so(f / Buil+ Y lupliy)-
0 -y JoQ —1<p<p1
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On voit ici apparaitre la perte de notre théoréme par rapport au ré-
sultat obtenu si les hypotheses de controle géométrique de [L] étaient vé-
rifiées. On pourrait en fait espérer controler dans un espace & poids du
type

1
(+ 1697 % e rerlil©l € 22
{ Tog (1 + JED?

1.2.3 Conclusion.

Pour conclure, on commence par déduire de (1.22) qu’on peut passer
a la limite pour

uy = Z u,,e,,N—_Qwu € H(}
Ay ZpN

et que la relation (1.28) reste vraie pour tout u € Hg.

Nous allons maintenant éliminer le deuxiéme terme par l’argument
d’unicité suivant :
Soit N = {u € Hj ;0nu |,5= 0Vt €] —7,27[}.
Alors > llupll30 est une norme sur N qui est donc de dimension

-1<p<p !

finie.

Nous allons maintenant montrer que ’espace N est invariant par ’opé-
rateur 0.

En effet : soit u € H{, soient vj(t,z) = w définis pour tout h > 0

assez petit.

Si ue€ Netsih< hgalors vy, € Ny, = {u € H} ;0,u = 0;Vt €

—v 4+ hg, 27 — ho]}. On sait maintenant que si on prend hg assez petit
Y y &Y

et py assez grand, Y  ||up||%o est une norme sur Ny, qui est donc de
—1<p<p1 !
dimension finie. On a de plus:

R R T
lon = vnrllvag < Y T T u,

Ay SP:’

— 0 quand heth’ — 0,

donc la suite vy, est de Cauchy dans N, quand h — 0. Sa limite est (au
sens des distributions) ;v qui est donc dans | J, N, = N.

Donc N est invariant par 0.
Soit alors u € N ; i0yu = zu
u s’écrit u(t, z) = e~"%v, avec Av = 2v; v [aq= 0 ; Onv | 455_,
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donc v =0 et N = {0}.

On en déduit que ||| - ||| est une norme sur H} et qu’il existe une constante
C > 0 telle que pour tout u € H}
2v
(1.29) ul3:-- < C/ /A |Onul®.
0 -y JoQ

On en déduit alors d’aprés la méthode HUM de J-L. Lions et [L] §5 le
théoreme 0.1.

1.3 le théoréeme 1.1 implique le théoréme 1.2.

Nous allons maintenant aborder la deuxiéme étape de la réduction de
notre probleme au théoréme 1.1 : montrer que le théoréme 1.1 implique
le théoreme 1.2.

Supposons le théoréme 1.1 démontré. Jusqu’a la fin du paragraphe 1, les
réels p, a, o/, o et T} sont donc fixés. On rappelle qu’ils vérifient 0 < o <
a<pl<l, T1>0et0>0

On notera pour tout o” < p~!, o’ > 0

F o ={V 7plc " < /}\u <pko/'_l},
Ek,a” = {u € LZ(Q) U= Z u,,eu}.
VEFk'an

On notera Il o~ la projection orthogonale sur Ej .

Proposition 1.12.— Il existe p € N tel que pour tout o, a« < o < p~!
il existe C > 0 tel que pour tout k € N et tout uy € E v, on a

() S Pug | 2 < ChE Jlukl| 2,

avec les notations et hypothéses du théoréme 1.1.

La preuve de cette proposition repose sur des estimations de commutation
et de propagation
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1.3.1 Commutations.

Nous allons montrer qu'il existe p € N* tel que pour tout o, o < o’ <
p~1, il existe C > 0 tel que

Ak
(1.30) I(11)he? o Mk arll£2()y < ChE.
Pour on montre I'inégalité analogue sur ’adjoint
* * Ak+
(1.30) ((@FAEE o M) = Thiam 0 (T)hcn,) ¥
Or on a
Lemme 1.13.— L’opérateur I{ est défini par la construction suivante

Soient u',v' telles que
(ih0; — R2A)u' =0,
u' lt=T, = U:)a
v |og =0,
(1.31)
(shdy — K2 AW = —ihy)/(t)Op(r)*u/,
v |i>1y =0,
v' |ag =0,
alors ITuy = v' |1=o.

Preuve :
On reprend la notation de la définition de I; , alors

ihat/ vi'dr = /thvﬂ' + ihy' (1)Op(r)ud — vh?Ad'dx
Q

= +/ih1/;’(t)u0p(r)*u’da:
(1.32)
= ~/u(h2A — ihdt)v'dx
= —ihat/uf)’dz

donc [v@' + ut'dzr est indépendant du temps.
Q
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Pour ¢t =0 et t = Ty, on obtient

(Iluo,u:)) = (’U.(),’UI |t=0) .

L’opérateur I} est donc un opérateur du méme type que I, on va donc
pouvoir appliquer les théorémes de propagation de ’appendice B.

On rappelle qu’on a noté a 'appendice B

B ={U = (uok)keN ; Yk ok € Expa ; ||uokllz2e) < 1}

Nous commencons par montrer que les opérateurs (I1);_;, et Ilkq
“commutent presque” :

Lemme 1.14.— Pour tout (3 et 31 tels que a < 8 < 31 < p~! et pour
tout n € N, il existe C,, tel que pour tout k € N,

(1.35) 1Tk, (L )5t % — g, (I )5 ¥ Tk | 12 < Cuhip
(1.35) ML g (I)0E% — Tk g, (1) ;252 Tk gl 12 < Chl.
Preuve :

Démontrons par exemple la premiere inégalité.

Nous allons montrer que pour tout v < 1 et tout n € N il existe une

constante C,, > 0 telle que pour tout 3 tel que o < 8 < p~!, en posant
§=B-(1+h]) ona

(1.36) L (1 i, (T )| < Cb.

En effet :

soit ug € E}c,ﬁ,

ith v

Uy = Luye, => u = e Uuye,.

Posons H,t gliu = Tuue, (projection orthogonale sur l'orthogonal de

Er,p,8)
alors

(ihk0y — B2 A = —ihit! (1) Set " vy, Op(r)*e,,
= 0 (e’”‘“*‘tv“) = —'(t) Ze“h"(’\"_x“)u,,(Op(r)*e,,,e#),

To )
= u,(0) = /0 (1) S et O, (Op(r) eus€4) 13(00
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On intégre par parties en ¢ et on obtient donc en utilisant (1.37)

1 n
|v.(0)] < Chn (——) 1+ Ch).
Ol 2 \m =) (rem
Orpourv€ Frp et p¢ Fygona
VA = /3 2 Chhg!
donc comme /A, > B'h;?
= Al 2 ChIh;?

a{xu < 3} <Ch?
hi

et

d’apres la formule de Weyl.

D’ou le résultat si on prend n assez grand.

Nous avons utilisé ici que Op(r) est borné indépendamment de h (car les
opérateurs h-pseudo-différentiels d’ordre 0 sont continus pour la norme L?).

On a en fait plus précisément I’inégalité suivante (inégalité de Garding) que
nous démontrons a ’appendice A

3C > 0; [|(Op(rYnen)llz2 < (1+ Chy),

(37 5C > 0 (Op(1 - hnerllze < (14 Chi,

donc

(1.37) 3C > 0; [|(I1)a=hillz < (L + Chy),
3C > 0; [|(I2)n=hillz2 < (1 + Cha).

On a alors

(1.38

Lk, 5, (122 e = Tk g, (152 Tk |

= || Mk, (1)5 0 © (Id = Tk )|

= Ik s, (15207 o T gl

< ey, o (FERF) 0 (Wi a7y + Mepaenp) © (L )h=hs i ol

< (14 ChP*AR=1C,R2 + ks, (LR 0 T sipnnyll X (14 Che)
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<.
< [Ak x Cphy + "ch,ﬂ; (Il)h=hk o Hltﬂ(l+h1)Ak||] X (1 + Chk)AIc-i-p—l
< C;h;c“l

Nous avons donc démontré le lemme 1.14.

1.3.2 Propagation.

Compte tenu de ce lemme, nous pouvons donner un sens évident au
front d’onde d’ordre o OFY et au.front d’onde WF}, de suites de fonctions
de la forme

(1.39) U=1I7 o (If)***+Puq,

ot AEN, peN, (ur)keN € Byor (@ < & < p~!) et o on note
Iug(z,t) = v'(z,t), v’ étant la solution de (1.31),=p, associée & la donnée
initiale uy = ug x puisque compte tenu de I'inégalité de garding si U est de
cette forme alors il existe V = (vx) et C > 0 tels que ||vi| z2(n) = O(hY®)
et C(U—-V)€B,,.

On déduit des lemmes B6 et B7, que si on note g(s, po) le flot sur T* (Ry x
Q) =T*(Ry x Q)UT*(O(R; x Q)) orienté dans la direction des temps positifs
on a

Lemme 1.15.— Pour tout py € T*(Q x Ry) et tout U =, (uor)keN €
B, on a

po € OFS (I} )h=hy Juo k) N {t = 0}
= 3s € [To/3,2T0/3] 9(s, po) € OF) (u') N {t = s}
et comme OF7 (u') est invariant par le flot
g(T(),p(]) (S OF;(U,/) N {t = T()}

De plus il est clair que le lemme 1.15 reste vrai si on remplace ’hy-
pothése “U € B, " par Phypothese “U est de la forme (1.39)”.

Si on note p = (t,z,7,€) p— (5,0,0,0) = (t — s,z,7,£), on a

Lemme 1.16.— Pour tout o’; a < " < p~! et tout py € f*(ﬂ x R;) et
tout (Uo,k)k € Bp’au

po € OFF (I )h=hy, © (1)), uo k) N {t = 0}
= 9(#Ts, po) — (pT5,0,0,0) € OF7 ((I1)=p, to,k) N {t = 0}.
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Preuve:
po € OFZ((IF)h=h, o (I1)}, p,)lkuo &) N{t = 0} entraine d’apres le lemme 1.14
9(To, po) € OF7 (Li((IF)h =, o k)-

Or par construction les opérateurs I; ((I7)P~V)uox et (I )((I})PZL R Y0,k ) (=
0

Ty, -) coincident au voisinage de ¢ = 0 puisque ¥'(t) = 0 prés de t = 0, d’out
le lemme.

Nous revenons maintenant a le démonstration de la relation (1.30).

11 suffit maintenant, d’apres le lemme 1.14, de montrer que pour tout o
tel que o < o < p~1, il existe une constante C > 0 telle que

(1.39) (13 )"+A’°nk || < ChY.

Soit u = (uk)keN € B.
Nous allons montrer que si M est ’entier introduit au théoréme 1.1 et pour
tout o tel que o < o’ < p~! on a pour tout (ux)r € HJ(Q); |luk] <1

(140)  OF ((Thens) o (IR 0 M) N {t =0} =0.

En effet, soit p € OF¢ ((ff);mhk o (If)ﬁ”:w;/:k—l o Hk,a”uk)k N N {t=0};
€
alors d’apres le lemme 1.16 pour tout I =1,..., M

g(lT()v PO) - (lTOa 0’ 07 0)

€ OF; (T hany o ()57 F ¥ o T anu) 0 {t = 0},

Or, d’apres lhypothese falte sur les troncatures q et r, il existe un entier
m € {0,...,M — 1} tel qu’on ait

(1.41) T(a,6)(9(mTo, po)) € {g = 1},

ou

(1.41) g(t, po) € Int({r = 0})Vt € [(m — 1)T,, mTo]
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car d’apres (1.35) et (1.35)’ on a
OFY ((T)hmny o (I)M*+451 0 11, o'u)
= OFf ((T;)h=hk 0 Mg 0 (IF)M =1+ Ak)pep, o n,w,,u)
C{rele®a™? ;[P =1} C{l¢| € [ a7"]}

)

d’apres le lemme 1.14 et [L], comme o < o’ (car OF7 (u) C W Fy(u)).
Etudions d’abord le cas (1.41)”:

on démontre comme le lemme B7 que si g(t,po) € Int{r = 0} pour tout
t € [(m —1)To, mTp], on a

g(mT07 PO) - (mTOa 0’ 0) O)

o (T \* \ Ak—m—
¢ OF (T)ian,) o (1REAE™ " o o) N {t=0}
Le cas (1.41)’ n’est donc pas possible, on a donc nécessairement (1.41).

On choisit un entier m vérifiant (1.41).

Soit p € C§°(R) , ¢(0) =1 et ¢ a support assez petit tel que sur le support
de ¢,

U = (Uk)ken = (T0)h=n, © T30 ™A% 0 T i) ken
vérifie
(thgd; — B2 AUy = 0,
U li=o = ((I7) M+ A57™) 2, 0 T k.
(c’est possible car la fonction 3 de (1.31) vérifie 1) = 0 au voisinage de 0).
On pose
PUy = ¢(t)Op(q)Uk

1 \? [ ie—relrn
=s0(t)(27rhk> /e’[(x V&R g(z, E)Uk(y, s)dyd€ .

Nous allons montrer que

|1PUk|| L2(rt x) < Chg,
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ce qui impliquera g(mTy, po) ¢ OFZU et donc que

OFY (T n=ne) o IDRLEM ™) o Mygous) N {t =0} = 0.

D’apres le théoreme 1.1 :
il existe un € > 0 tel que pour tout s € [—¢, €]

(I AE™ hzhy © Iy 0 Op(g) 0 T a | 12() < Ch.
Or au voisinage de t =0
(1.42) It = LI},

ot on note I; I'opérateur défini au théoréeme 1.1. Comme Op(q)i_;,, =

Op(q@)h=h, + O(hi) (d’apres Pappendice A car le symbole g est a valeurs
réelles), on en déduit en passant a I’adjoint que ||IIx o0 (PU)||2 < Ch{ si
le support de la fonction ¢ est assez petit.

Il reste donc & majorer

(1 = x,a) o (PU)|-
D’apres le lemme 1.14 pour tout t < Tp/3 et a; tel que o < a3 < @,
Uk = k0, Ux + O(RY)

donc
(1 = Ik,0)(PUR| = |(1 = k,0) Pk o, Ukl + O(RZY).

Si on a pris dans la définition de PU le support de ¢ assez petit, alors sur
ce support, U vérifie (ihxd; — h2A)u = 0, donc

(ihkc’), - th)(P [} Hk,alUk)
= [zhkaﬁ - hiA, wOp(q)]Hk,al Uk,
= hx(t)Rllg,0, Uk

avec |R|| < C et supp ¥ C supp ¢.
On en déduit comme & la démonstration du lemme 1.14 que

(1 —Tg,a) 0 Polly o, Ukll2r,x0) = O(RY).

Nous avons donc montré que

OFY ((ﬁ)h:hk o (Ii*)glﬂ;[;kl+Nk) o ch,a”u) = 0.
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Pour tout o tel que a < o < «, en prenant 1'adjoint de (1.35) on
obtient

(Il*(p+Ak))h___hk oMk qn = i qm 0 (I;(p+Ak))h=hk o Hion + O(R).

On en déduit comme dans ({L], en utilisant (1.42) et en se ramenant
d’abord & un domaine compact de 'espace des phases que

(1) ki, © (IF)(M + Ak) = D)pzp, 0 Mg anul < ChY

donc
I((IF)(M + Ak))n=h, © Ti,arul| < C AT
On obtient par I’absurde comme & la proposition 1.3 que la constante C' est

indépendante de la suite U choisie. D’apres le lemme 1.14 on a donc pour
tout o tel que o < o’ < p~!

Tk, © (I;(p+Ak))h=hk|| < Chg,.

En appliquant encore le lemme 1.14 on obtient (1.39) ce qui termine la
démonstration de la proposition 1.12.

1.3.3 Conclusion.

Avec les notations du théoréme 1.1, quitte a prendre une constante o
plus grande, nous nous trouvons maintenant dans la situation suivante :

—I(h) est une isométrie

—I1(h) et I(h) sont deux opérateurs de norme inférieure & (1+ C h)
(d’apres I'inégalité de Garding)

-+, =1.

L’opérateur I; vérifie de plus la relation

p>1, a<p, C>0,0>0k >0AeN"; Vk> kg
(1135 h, 0 Mioll < ChE.

On en déduit :

Lemme 1.18.— Pour tout o tel que o < o” < p~! il existe un entier
ko > 0 et une constante C' > 0 tels que pour tout k > ko et tout ux € Eg o1,

-1

Ak
lullzs < Ck Y IT (we(nTo)) |17z

n=0

Preuve:
llukllze = 1 T4%ul L2

L}
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Nous allons montrer par récurrence sur n que pour tout n < Ak, on a

k

lurllize <3 N(E)nmne (DatrPukllp2(1+ C )P~
p=1

+ T R=n D Ehy w2 -

Preuve:
-n=1

Nkl < N(T2)n=he (Datst will + 1T ) n=hi (D25 well

~Supposons la relation vérifiée au rang n, alors
n
Ak— - Ak—
luill < DI Rzrlusllze (14 C R + I RIS, (DRl ™ P
p=1

n Ak—(n
+ ”(Il)h:hk(I?)h:hk(I)hzh: +1)Uk" .

Comme ||(I1)j-p, |l £ (1+ Ch)", on en déduit la relation au rang n + 1
donc
Ak
flurell < (CZ (Z2)a=hs (ur(pTo)) llz2 + Ch‘éllﬂkll) :
p=0
En appliquant ’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient le lemme 1.18.
Nous montrons maintenant le

Lemme 1.19.— Pour tout o/’ tel que a < o’ < p~!, il existe C > 0 tel
que pour tout ux € Ey , o1,

To
(Enmmusls < € [ 1061 = ryua(a, )l
0

Preuve :
Soit v;, solution de

ihd; — K2 A v = ihy' (t)Op(1 — r)(uk(t, 2)),
vk log= 0

Uk li<0=0
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On a
To .
'Uk(TOa .’L‘) — / ¢’(3)e-’(To—S)ADarechxe:OP(l _ ,.)uk(s, z)ds.
0

Comme par définition Iyux = vk(Tp), on obtient le lemme 1.19.

Appliquant alors le lemme 1.19 aux instants Ak, 24k, - - -, [v(p*/Ak)) Ak, et
utilisant la conservation de ||u|| ;2 en temps, on obtient dd’apreés le lemme
1.18, le théoréme 1.2.






2. Construction des troncatures micro-locales.

Nous noterons dans toute la suite de cet article I' = | J, 86; et T'; = 96;.

lous allons dans ce paragraphe construire des troncatures r et g vérifiant
:s hypotheéses du théoreme 1.1.

.1 Définitions, propriétés géométriques.

)éfinitions 2.1.—

On notera H(z,€, ) le rayon généralisé se réfléchissant sur 00 (© =
R3\ U#;) issu de (z,£,ty), paramétrisé par le temps t.
1

On notera pour tout i =1,---, N et tout point z € I';, n(z) la normale
a Dobstacle 6; dirigée vers Sk exterjeur de ’obstacle.

On posera p(z,€) =€, siz €O ousiz €00 et £ -n(zx) > 0;

p(z, &) =€ - 2(n(z) - &)n(z) sinon.

On notera 7o(z,€) = inf{t > 0z + tp(z,€) € 66}

On notera Lo(z,£) = {z + 7p(z,&) ; 7 < 10(x, )}

On notera X(z,£) = z + 1op(z,y).

On notera Z}(z, &) = p(X(z,§),§).

On peut recommencer ces operations et définir

Li(z,8),7:(z,6), X (a: £),Z4(z,€) tant que 1;-1(z,&) < oo.

On peut faire de méme pour les entiers négatifs 1 en partant dans la
direction p(z,—§).

On notera pour tout réel t:

i

Xi(2,6) = X¥(z,&) + [t =Y 7i(2,) | Ei(2,€)

=0

Et(z’é) = Ei(xv 6)’

si

te ZT](C‘Tf ZT](W €| -

- On notera OdyX (z,&) le g-uplet (j1,- - -, jq) défini par X'(z,&) € Ty,.
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Nous rappelons le lemme suivant di a M.Ikawa ([I3], lemme 3.1) :

Lemme 2.2.— Pour tout « tel que 0 < o < 1, il existe §; > 0 et dg > 0
tels que pour tout i = 1, ..., N et tout (z,§) tel quez € T'; et |¢| € [, 07}
si X!(z,&) € T alors

—n(X'(2,€)).£ < 61 = Ly(x,€) N {y; dist(y, igjaz‘) <do}=0.

)

Preuve:

Soit z € T;. Si n(X(z,£)).£ = 0 et si X%(z,£) € T existe, alors
nécessairement j, # j et X! € Conv(6; U 6j,), ce qui est absurde d’apres
I’hypothese H;.

On en déduit le lemme 2.2 par un argument de compacité.

Lemme 2.3.— Pour tout a , 0 < a < 1 il existe §; > 0 et dy > 0 tels

que pour tout j =1,---,N siz € T; et |¢| € [a,a™!], si —n(z).£ < 8] alors

le rayon issu de (z,£) ne rencontre pas un dy-voisinage de ,;J.G,- soit dans
i#j

le passé soit dans le futur. On notera (P1;) cette propriété.

La preuve de ce lemme est identique a celle du lemme 2.2.

Soit (Us, ki)ier un recouvrement fini de Q vérifiant la propriété (A.5).
Soit (p;) une partition de l'unité associée a ce recouvrement. Nous sup-
poserons de plus qu’au voisinage de I' les fonctions ¢; sont indépendantes
de la distance d(z,I") du point z considéré & I" et que si U; ' # 0, les
coordonnées k; sont des coordonnées géodésiques normales (en particulier
ki(z), = dist (z,T)).

On déduit du lemme 2.3 par un argument de continuité le lemme
suivant:

Lemme 2.4.— Pour tout o/, 0 < o < 1, il existe 6 > 0 et ¢ > 0 tels
que pour tous k = 1,---,N et j € I et tout (z,6) € T Q = {(2,¢) €
T*R3; z € Q} tels que = € supp(yp;), dist(z,Tx) < € et [§] € [/,
et si on pose (y,1) = (ks(@),' Ak, (€)) ( (0o1) = (st Tay)) alors si
|'dk;(nn,0)| < 61, le rayon issu de (x,&) vérifie la propriété (Ply).

Preuve : Pour z € ' le lemme 2.4 est juste une écriture en cartes locales
du lemme 2.3, on conclut par compacité pour dist(z,I') < ¢ si on prend ¢
assez petit, quitte & prendre une constante 6; plus petite.
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2.2 Construction de la troncature r.
Nous fixons maintenant la constante o/ jusqu’a la fin du paragraphe 2.

On remarque que nos constantes é; et ¢ ne dépendent pas des fonctions ¢;,
on pourra donc supposer de plus que la partition de I'unité (p;) vérifie la
propriété suivante:

Pour tout ¢ € I, si supp(¢;) NI # 0 alors supp(p;) C {z € R®; dist(z,T') <
€/2}, ol € est la constante du lemme 2.4.

Soient o une constante telle que o/ < a < 1 et g7 > 0.

Pour tout j € I, on peut définir une fonction R; € C®(T*R3), 0 <
R; <1 vérifiant :

- Sisupp (p;) NI =0,
Rj(y,n) =1 si |("dk;)ir () € [y @], y € K;(supp(¢;))

N
et k;l(y) € Conv(U 0;),
— 051 (k)1 ()] € o] ou y ¢ By (supp(3)) + B(O, 1)
N
ou k;’l(y) ¢ Conv(U 6;) + B(0,¢1),

i=1
R; € C§°(T*R?) et supp (R;) C {(y:n); |(‘dk;)ezr ()| € [0 7]}

- Sisupp (¢;)NT # 0 et pour e2 > 0 et €3 > 0 deux constantes que nous
fixerons par la suite,

R;(y,n) =0 si yo, > € ou si y, < —2¢3 ou si y ¢ k;(supp(yp;)) + B(0,1),
=0si — 26 <yn <€ et |("dkj)-10,(n',0)]| > a —e3,
J

=18 —e3 <yn < e/2et |("dkj)-1(, (0, 0)] < & — 23,

ol ¢ est la constante du lemme 2.4.

On supposera que R;(y,n) ne dépend que de (y,7'), que R; considérée
comme fonction de (y,n') est dans C§°(R?® x R?) et qu’au voisinage de
yn = 0, R; est indépendante de y, et qu’il existe une fonction g;(y) telle
que 0 < Rj(y,m) < gj(y) <1 et au voisinage de ’ =0, R;(y,n) = g;(y)-
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2.3 Quelques propriétés des troncatures.
Soit €4 > 0 que nous fixerons par la suite.

Comme ’enveloppe convexe fermée conv | J; 6; de I'union des obstacles est
incluse dans (2, il existe une fonction § € C§° (ﬁ) telleque 0<g<1,g=1

sur conv U#f; et g = 0 sur 9 + B(0,¢e4) si on prend la constante €4 assez
petite.

Il existe des constantes a, &’ < o < 1, Ty > 0 et £3 > 0 telles que la fonction
r(z,€) =q(z Zsoz(x )Ri(ki(), 'dk;(€))

vérifie la propriété suivante.

Propriété 2.5.— Pour tout (z,£) € T Q tel que r(z,€) # 1 et |¢| €
[or, a1, le rayon issu de (z,€) rencontre le bord extérieur de 'ouvert, 80,
en tempst € [-T1,Ty] .

En effet :

r(2,6) # 1 63j; Ry(ki(2),' dk7H(€) #1 et ;(z) #0
ou  ga)#1.

Dans le premier cas, si on pose (y,n) = (k;(z),' dkj'(£)), comme [¢| €
[, @7, supp (p;) NT # 0, 0 < yn < /2 et |'dk; (*dk;"(€)',0) | € e —
2¢3, |€]], on a
€ o
= |tdk; (*dk;(E),0)| T a—2e3

donc )
In(z) - €] < (e, €3)|¢] < ™ 6(av, €3)
avec 6 fonction de « et €3 qui tend vers 0 quand « tend vers 1 et €3 vers 0.

Donc si « est assez proche de 1 et €3 assez proche de 0, on est sous les
hypothéses du lemme 2.4. Les constantes « et €3 étant ainsi choisies, T} =

diam  x o~! permet alors de conclure.

Dans le deuxiéme cas, comme z ¢ conv |J;0;, la propriété est facilement
vérifiée.
De la méme facon, on peut choisir « et £3 tels qu’on ait la propriété suivante:
Propriété 2.5°.— Il existe § > 0 et Ty > 0, tels que pour tout ¢ =
., N, tout zg € I'; et tout & tel que |£| € [a,a71], si =6 < n(z)-£ <0
alors le rayon issu de (0, &) est resté dans le passé dans le complémentaire
du support de r(z,—£) entre les points (z9,&o) et (zo — 4T0&o, o).
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11 suffit en effet de prendre 6 et o tels que —6 < n(z) - & < 0 implique
|(*dkj) ((tdkj_l)kj(z) ({0)’,0) | > o — €3 au voisinage de zg, on peut alors
choisir Ty > 0 assez petit qui vérifie la propriété 2.5,

On fixe a partir de maintenant la constante o et on choisit p > 0 tel
que a < p~L.

Remarque 2.5’.— La fonction r est indépendante de la distance de z a
I' au voisinage de I'. On en déduit donc que pour tout z € ' et tout & tel
que |§| < C, la fonction

t G]S, &‘[l——) r (Xt(xa f)a Et(z’ E))
est de classe C* avec des normes C? indépendantes de x et & pour tout p.

On choisit une constante €5 > 0 que nous fixerons par la suite. Il existe une
fonction go(z,&) € C§(T*R?) telle que

qo(z,€) =1 si dist(z,00) > 2e5 et si [¢] € [, (o) 7],
=0 si dist(z,09Q) < €5 ou si €] ¢ [, (/)7].
Soit q1(x,&) € C(T*R3) telle que
N
- al@- =05 fo-r¢; 2000 (U
- qz, =& =1si{z—7&; 7>0}N (Llj (0i+B(O,60/2))) # 0.
=1

(6; + B(0, 60))) =0,

On pose
q(z,f) = Q()(l’,f) X Q1($,£)-

Remarque 2.5”.— On déduit du lemme 2.3 que si g(z,—€) # 0 et si la
droite issue de (z,§) rencontre dans le futur 6;, alors on a

{z4+72Y2,6); 720; z€l;,0>&-n(2) > —51}ﬂU0j =0
J#i
et
A{z+71E; 720 zEB,-}ﬂUGj:@
J#i
(c’est & dire que la zone d’ombre de 'obstacle 8; associée a la phase incidente

-’”—'f ne rencontre pas |J ;).

I ik
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Nous allons montrer qu'il existe des constantes g4 > 0 et £5 > 0 telles que
les fonctions r et ¢ vérifient les hypothéses du théoréme 1.1 (les constantes

@, o et 3 sont fixées vérifiant les hypotheses des propositions précédentes).

Il reste & montrer la propriété suivante:

Propriété 2.6.— Il existe un temps T} et une constante M tels que pour
tout point (z,€) € T"Q tel que || € [o, a1, le rayon généralisé issu de
(z,&) parcouru & la vitesse || a rencontré le bord extérieur de ’ouvert O}
en temps t € [-4MT},0] ou est resté dans le complémentaire du support
de (1-q) pendant un intervalle de temps de la forme [—4nT; —4(n — 1)Tg)
pour un entier n € {1,..., M}.

Preuve
Si on prend Ty > 0 et

8T,

< min{ inf R {dist (z,y) x a}
¢€0;4B(0,65),i=1,...,N, y€dQ+B(0,¢5)

R %mini,j {dist (0,’, 01)}}

et M > Z—di"*—m:f—?;x—‘il- +1, alors si le rayon ne rencontre pas le bord de ’obsta-

cle pendant Vintervalle de temps [0, MTg], c’est qu’il rentre dans conv(U;6;)
et qu’il rencontre au moins deux obstacles consécutivement. Comme les
obstacles sont strictement convexes, si on prend €5 assez petit, le rayon
ne peut rester dans un £5-voisinage d’un obstacle que pendant un temps
arbitrairement petit (dépendant de €5 et du minimum des courbures des
bords), qu’on peut donc supposer inférieur & Tg; il est donc resté entre les
deux obstacles dans le complémentaire du support de (1—g¢) (car entre deux
obstacles g; = 1) pendant un temps au moins égal a 677 et est donc resté
dans la zone gy = 1, q; = 1 pendant un intervalle de temps de la forme
[—4nTy; —4(n—1)T}] pour un entier n € {1,..., M'}. D’autre part si le rayon
a touché le bord extérieur de Pobstacle, comme r est identiquement nulle
au voisinage du bord de ’obstacle, il est resté dans le complémentaire du
support de r pendant un intervalle de temps de longueur fixe ( dépendant
de la constante e4 de la définition de la fonction §).

Nous avons donc montré que les fonctions r et g vérifient les hypotheses du
théoréme 1.1. si on prend 0 < Ty < T§, Ty assez petit et M assez grand (en
fonction de Tp).

Nous allons maintenant montrer une propriété supplémentaire de la fonction
T
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Lemme 2.7.— Il existe 0 < Ty < T, €2 > 0 et § > 0 tels que pour tout
z €T et tout £ € [o/,a'"] tel que E.n(z) > —6, le point X(t) = (z +

t€, &) est resté dans le passé dans Iensemble {(y,n); r(y,n) = 0} pendant
un intervalle de temps de longueur supérieure a 4Tq, [—to — 4Ty, —to] et

entre les instants t = —tg — 4Ty et t = 0, il est resté dans ’ensemble
{ty,m); a(y,m) = 0} .
Preuve:

On va commencer par montrer la premiére partie de ce lemme (celle con-
cernant la troncature r)

On a le lemme géométrique suivant:

Lemme 2.8.— Pour tous j=1,---,N,C >0, 6 > 0, il existe &' > 0 tel
que pour tout x € T'; et tout £ tel que €| < C et n(z).£ > 6, si on note
y le deuxiéme point d’intersection de la droite D(z,£) avec I';, alors on a

-n(y).£ 2 ¢'.
La preuve par ’absurde est évidente.
Par contraposée on en déduit que la meilleure constante 6’(6) telle que pour
tout z € I' et tout ¢ tel que [{| < C et 0 < n(z).£ <6, on ait:
0< —n(y)£<E
tend vers 0 quand 6 tend vers 0.
On peut maintenant démontrer le lemme 2.7.

On fixe des constantes § et 6y que nous préciserons plus tard. On a trois
D s<en() <0

i) 0<&-n(z) < b

iii) 6o < &-n(z)

Le deuxiéme cas se rameéne au premier en appliquant le lemme 2.8 si on
prend 6 assez petit.

Le premier cas est une conséquence de la propriété 2.5’.

11 reste & étudier le troisieme cas. C’est pour ce cas que nous allons ajuster
la constante €, de la construction de r que nous n’avons toujours pas fixée.

Soit 6; 'obstacle sur lequel est situé le point z, soit y le deuxieme point
d’intersection de la droite D(z,&) avec 0;, soient n > 0 et 8, = {z €

0; dist(z,00) > n}. Alors 6, est un convexe (non vide si 77 est assez petit).
Soit 2’ (resp’ y’) le point de 86, intersection de 9, avec la droite D(z,§)
situé le plus proche de z (resp’ y). Alors on a ||z — 2’| < C(n) avec C(n)
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ne dépendant que de 6y et du minimum des courbures sur I' et tendant vers
0 quand 7 tend vers 0. En effet, si on fixe le point z, cette relation est
évidente et pour avoir la relation pour tous les points z tels que n(z).£ > 4,
on fait un raisonnement par I’absurde comme précédemment. On a la méme
relation pour ||y — ¥/|.

On démontre maintenant par 'absurde la premiere partie du lemme 2.7
dans le cas iii) si on prend la constante €, de (2.1) assez petite.

Comme dans tous les cas on est resté entre les instants t = —tg — 4T, et
t = 0 dans 8; + B(0,4Tp(c/)~!), on en déduit qu’on peut choisir To > 0
vérifiant le lemme 2.7.

On supposera de plus par la suite qu'on a Tp < a et Tp < Sfa.



3. Quelques résultats sur les phases
et les transformations de billard.

Les résultats de cette partie sont pour un certain nombre démontrés
(parfois sous une forme plus faible (n = 2 obstacles) par M. Ikawa dans [I1]
[I2] et [I3]. Dans ce cas, nous rappellerons les démonstrations données par
M.Ikawa (éventuellement légérement modifiées).

Dans ce paragraphe on notera « une constante strictement positive et
strictement plus petite que 1 qu’on pourra éventuellement augmenter un
nombre fini de fois.

Définitions 3.1.—

- On appellera fonction phase toute fonction ¢ définie sur un ouvert Y de
classe C* jusqu’au bord de I'ouvert U telle que |Vp| = 1.

- On appellera front d’onde de ¢ les surfaces Co(z) = {y ;0(y) = p(z)}.
- On dira que la phase ¢ définie sur I'ouvert U vérifie (P) sur I'; si :

i) les courbures principales de Cyp par rapport a la normale (—Vy) sont
positives en tout point de U .

i) {y+7Ve() ;T 2059y €UNTy; Ve(y) - n(y) >0} D (6.
¢4

iii) pour tout A € R les ensembles {z € U ; ¢(z) < A} sont vides ou
convexes.

-Soit 61 > 0. On notera I'p(¢) = {z € T ; —n(z).Vyp(z) > 6,1}

On notera Uy(yp) = U {XY(z.Vp)+ 7 EY(z,Vp) ;7 > 0}
X1(z,Vos)ET(9)
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3.1 Construction des phases réfléchies.

Proposition 3.2.— ([I3] lemme 3.5). 1I existe §; > 0 tel que si ¢ est
une phase vérifiant (P) sur I';, alors pour tout p # j on peut définir, sur
I'ouvert Uy(yp), une phase y, vérifiant (P) sur T',, par la relation :

¢p(X1(2, V) + 7 El (2, V) = (X (2, V) +7 .

De plus pour tout zo € Up(p) N Q, les courbures principales de la surface
Cy,(z0) sont supérieures en tout point & une constante > 0 ne dépendant
que de la géométrie de 'ouvert.

Preuve : On choisit la constante §; assez petite pour qu’elle vérifie les
lemmes 2.2 et 2.3. Nous allons montrer que les points i), ii) et iii) de la
définition 3.1 sont vérifiés.

i) Soit zo = X;(z,Vy). Nous allons montrer que les courbures princi-
pales de Cy,(20)) sont supérieures & 2 (zo), out K'(z¢) est le minimum des
courbures principales de I" en zg :

Prenons un systéme de coordonnées tel que :

n(zo)

0
=9 In,y(0) =

o O

1
0 a772 y(O) =
0

(3.1)
T ={y(n) ;n €U CR?}, y(0) = zo.
Soit w un systéme de coordonnées de C,(x¢) tel que
{w(o) ;0 € U} = Cy(wo) ,w(0) = o ,
(3.2) 05,w(0).95,w(0) = &; 5,

ﬁ(0) = Kjaajw(O) avec 1(0) = Vo(w(0)),
8aj

ou K, et K, sont les courbures principales de Cy(zg).

Alors

(3.3) Cop = {7(0) = y(n(0)) — L(o)r(0)},

avec

r(o) = i(0) — 2{i(0)-n(y(n(2))}n(y(n(2)))

ott n(o) = (n1(0),n2(0)) et £(c) sont déterminés pour tout o € U par
(3.4) y(n(o)) = w(o) + £(o)i(o)
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On a

On peut supposer

COS v

Quitte a permuter o; et o9, il existe y tel que

d —cosfy cosv d sin 6y cosv
(3.5) Z0)=| sinfp , ——(0)=| cosby
9o, cos @y sinv do2 —sinfy sinv

Différentions (3.4) par rapport & o;
O, Y00, + 09, Y0512 = Oo,w + (0o, £) ¢ + £0e, i
or £(0) =0 ; on a donc on a donc en utilisant (3.5)
(3.6) 95,2(0) = tgucosby , 8,,4(0) = —tguvsinby
et

0oy O, _[cosv™! 0 —cosfy sinfg \ def
(37) (801772 802772 a=0_ 0 1 (sinéo cos()o) =T.®.

Différentions la relation 7(¢) = y(n(o)) — £(o)r(o) par rapport a o;.

En utilisant (3.6) et (3.7), on obtient

sinv 0

cosv O
(3.8) (00yT 5 003T) oo = 0 110
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Soient K| et K les courbures principales de I' par rapport & —n(zy) au
point zo. Soit ¢ ’angle de 9,,y(0) par rapport & la direction principale
correspondant a K;.

Alors
(3.9) (Onn(y(m) 580y n(y(M))) o = Oy ¥ ; Oy y)" UKW
avec ‘
_ (cosy siny _(K; O
(3.10) U= (o8 Sny) etk = ( o )
Donc
(0o, (y (1(9))) 90, (n(y (1(9)))))o=0
(3.11) 1 0 t
= (O, Onyn)y=0(e,Mi)ijo=o= [ 0 1 | WKITO.
00
Or
(3.12) Og;1 = 05,1 — 2(05;i.n)n — 2(i.05;n) — 2(i.n)0s;m,
et
(3.13) (Bori — 2B im)n)omo = K1 | O 9 (— posoo)
. o o = sinv 0 sin 6o

et
(3.14)

cosv 0

—2(1.05,7)n — 2(i.n)0p,n =2 0 | (85,m)1+2cosv | 1 | (0s,n)2

sin v 0
ou (8,;n); est la j¢ composante de 9, n.
On en déduit

cosv 0
. - —cos 6

(3.15)  oy7lo=0 = (Sigv (1)) (K11 + 2 cosvT"U K UT) ( sin000>

et de méme

cosv O

(3.16) Og,T|o=0 = 0 1) (K2l +2cos vT" UK UT) (3:;;20) )
sinv 0 0



PHASES ET TRANSFORMATIONS DE BILLARD 45

soit
(3.17)

@y s Bogr)omo=| O ? (7 ) +2coseTwKcuT] 0.
sinv 0 2

Les courbures principales de C,,, sont donc les valeurs propres de la matrice

(If)l I?Z ) +2cos v T'UKUT,
car
cosv 0
(3.18) (06,7,06,7T) = 0 1]6.
sinv 0
Elles vérifient donc
3.19 min(Ky, I{) + 2min(K], K) < K, K
1,412 1 2

< max(K;,K;) + 2cosv max(K{, K3)).

Il reste a vérifier que les courbures principales restent positives le long de
{zo + 7Vp,}, ce qui est immédiat car

1

(320) I(l{/(l'() + Tvtﬁp) = I(ll‘l(.’lfo) X m

Nous allons démontrer maintenant les parties ii) et iii) de la proposition
3.2.

On sait que
(3.21) bC |J {z+7Ve()}.
Ierjna

Nous allons montrer que pour tout ¢ # p,

(3.21) 0; C U {z+1Vp(z), 7>0}.
z€T ()

On notera
K={z+7Vp(z); z€0,}.
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figure 2
On prolonge ¢, en reprenant la construction précédente pour tout &; > 0.

Nous commengons par montrer que R® \ K est connexe.
En effet, comme

6, |J {z+7Ve()},
z-el‘jnﬁ

Pensemble K’ = {y + 7Vp(y);y € UNT;} est un voisinage de K et pour
tout point « de K’ \ K, il existe un rayon issu de y € T'; qui arrive en z
et ce rayon ne rencontre pas K entre les points x et y car sinon le point z
serait dans K.

Si on prend maintenant un point de R® \ K, on le relie a 6; par une droite
quelconque. Si cette droite rencontre K, il existe y € K’ \ K tel que le
segment [z, y] ne rencontre pas K. On peut donc dans tous les cas relier le
point z & 'obstacle §; par un chemin continu. R\ K est donc connexe par
arcs.

Nous allons montrer que 1’ensemble des rayons réfléchis recouvre R® \ K.
Pour cela on montre que I’ensemble des points des rayons réfléchis est ouvert
et fermé dans R® \ K.

Il est fermé:

Soient Z, = Y5 + 7.V, (yn) tels que z, — 2 € R®\ K.

On peut supposer quitte a extraire des sous-suites, que y, — y € I', et
Tn — T 2 0.

On a par passage a la limite Vi(y) - n(y) < 0.

On ne peut pas avoir Vo(y)-n(y) = 0 car sinon on aurait V,(yn) — Vo(y)
et donc = € K.

La phase ¢, est donc définie au point y et on a alors z =y + 7V,(y).

Nous allons maintenant montrer que ’ensemble des points des rayons réflé-
chis est ouvert dans R3 \ K.



PHASES ET TRANSFORMATIONS DE BILLARD 47

Soit 2o = yo + 70Vp(y0) (70 > 0). On choisit un point 29 € R \ UN6; tel
que yo = 20 + 70 Ve(20) (10 > 0).

Comme zo ¢ K on a Vp(yo) - n(yo) < 0.

Il existe un convexe C et un voisinage U de zg dans Cy(2¢) tels que V C 8C
(car les courbures principales de Cy sont strictement positives).

De plus, quitte & diminuer V, comme V(yo) - n(yo) < 0, on peut sup-
poser que l'application z € V; +— X!(z,Vp(z)) est un difféomorphisme,
Papplication inverse étant la projection sur le convexe C.

Soient Vi CcC V et W) CcC W.

Les points 2o et yo réalisent un minimum local strict de la fonction (z,y) C
Vi x W1 ||z = y|| + ||ly — zo||. Quitte & diminuer les voisinages V; et Wi,
on peut supposer que c’est un minimum global strict.

On montre maintenant par 'absurde qu’il existe un voisinage U de zg tel
que pour tout point z € U si y et z sont des points réalisant le minimum
de la fonction (z,y) C Vi X Wi — ||z —y|| + ||y — z|| alors z € V; et y € Wj.
En effet, il existerait sinon des suites de points (z,,) — zo, (2n) et (yn) telles
que pour tout n, y, € 9W; ou 2, € V7. On en déduit alors que y,, € oW,
et z, € 9V;. On peut de plus supposer que z, — 2z € 9V et y,, — y € OW;.
Comme ||z, — ynl| + |y — Zol| < |20 = ynll + llyn — 2all +J|$n — Zol|, par
passage a la limite quand n — 400 on contredit le fait que le minimum de
la fonction (z,y) C Vi X W1 — ||z — y|| + |ly — zo]| est un minimum strict.

Comme les points z et y sont a 'intérieur de V; et de W7y, il est aisé de voir
que pour tout point = de U, si z et y sont définis comme précédemment,
y=XYz,Vp) etz € L(z,Vp).

Il reste & voir que pour atteindre un point de I’'obstacle 8; (i # p) on peut

se limiter aux rayons issus de I'y(¢), ce qui est une conséquence du lemme
2.1.

Pour démontrer la proposition 3.2, il suffit maintenant de montrer la pro-
priété suivante

Propriété 3.2’.— Il existe une constante £ > 0 ne dépendant que de la
géométrie de 'ouvert Q, telle que si ¢ est une phase définie sur un ouvert

U vérifiant (P) sur T'; alors pour tout p # j et tout point xo € 0 NU,(p),
les courbures principales de la surface C, (o) sont strictement supérieures
a K en tout point.
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Preuve:

Il existe un point y € 6, tel que @,(x0) = @(y) + dist(zo,y); et pour tout
point x € C,, (x0) il existe un point z € 8, tel que ,(z) = ¢(z) +dist(z, 2).
Comme [Vy| = 1 sur 6,, on en déduit que si § = maz;x;dist(6;,6;), on a
dist(z, z) = pp(z) — p(2) < 8 + ¢p(z0) — @(y) < 6 + diam()). Comme au
point z les courbures principales de C,,,, K; et K, sont supérieures & une
constante strictement positive, d’apres ce qui précede, celles de C,, (o) en

K, K, . ‘s N
z, 7 Fdt(s,00K; et Tast(2 K sont strictement supérieures a une constante
K strictement positive.

On notera @, = ®%p.

Soient
(3.22)

I = {J = (j1,++,dn) 3 Je € {1, N} ,jeg1 # je V1 < £ < n},
W ={J = (=j1, " dn) 5 Je € {1+, N} ,jet1 # je},
T =U,IM™ ,T; = U, {7,

Pour J € Z;, ¢ vérifiant (P) sur I';, on peut définir

SOJdéf(p]" -..@-;:180

In—-1

déf ‘I’_]Lp.

Si on note J' = (j = j1,- -, Jn-1), la fonction ¢  est définie dans

(3.23) Up)=|J {Xa(@,Vy)+7Vp;;7 20}
z€l;,(vyr)
qui est un voisinage de J 6,.
P#jn
On peut donc définir pour z € U (p) et pour tout £ tel que 1 <€ <n+1,
X_e(xa V‘PJ)
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3.2 Comportement exponentiel du billard.

3.2.1 Le billard en variables d’espace.

Propriété 3.3.— ([I3] lemme 3.6 , sans démonstration) Il existe une
constante Kk > 0 telle que, si ¢ est une phase définie sur Y vérifiant la

propriété (P) sur I';, et telle que pour tout point zo € UN Q, les courbures
principales de C,(z¢) sont plus grandes que k en tout point, alors pour tout
J # Jo, si pj est la phase construite & partir de la phase ¢ aprés rebond sur

I'obstacle 8;, pour tout xo € U N ﬁ, pour tous z,y € Cy,,(x0) , pour tout
T2>0,

(3.24) dist(z + 7Ve;(z),y + TVe;(y)) > (1 + 7 k) dist(z, y).
Preuve :

On prend k comme a la propriété 3.2°.

Nous allons prolonger la fonction ¢; en une fonction ¢; définie sur R® telle
pour tout point zo € R® il existe un nombre fini de courbes simples (c’est
3 dire ne se recoupant pas) et fermées de R3, de classe C!, telles qu’en
dehors de ces courbes, la surface de niveau Cg, (o) est de classe C? et a
des courbures principales supérieures a une constante k > 0, et telle que
'ensemble E;(A) = {z; z € R3; p;(z) < A} soit convexe.

On commence par prolonger ¢; en étendant la construction précédente aux

points correspondant & cosv > 0, c’est a dire jusqu'aux points issus des
normales & C,, qui sont aussi tangentes a ’obstacle 6;, ce qui définit une

nouvelle fonction @;, prolongeant la fonction ¢;, a ’extérieur du volume

On pose maintenant ¢; = ¢; sur K.

D’apres la construction de la phase @, les surfaces de niveau de la nouvelle
fonction @; sont continues et de classe C*° en dehors de 9K et d’apres la
propriété 3.2’, pour tout point 2y € ﬁ, les courbures principales de la surface
Cp;(xo) sont supérieures a &, en tout point z € Q \ OK. Pour conclure, il
suffit donc de vérifier que I’ensemble C@;(x9) NGK est une courbe simple et
fermée de R® de classe C1. Nous supposerons que Cp(z) n’est pas réduite
3 un seul point (sinon la propriété 3.3 est évidente).

Lemme 3.4.— L’ensemble E des points du bord de I’obstacle 6; tels que
en ces points la normale a la surface C,, est aussi tangente a I’obstacle, forme
une courbe de classe C*® de R3.
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Preuve:

Considérons le difféomorphisme de classe C>:
z € 86; — n(z) € S2.

Comme la courbure de I’obstacle 8; est bornée (par compacité), on peut 1’é-
tendre a un voisinage de #; dans R ce qui nous donne un difféomorphisme

T :V(;) — V(S?).

On cherche maintenant a résoudre ’équation
(@), Vo(2)-3(2)) = (1,0).
On se place au voisinage de zg, une solution de cette équation. Quitte & faire
une rotation, on peut supposer que ¥(zg) = |0 donc que d||¥(z)||(zo) =
dz1 0 d¥.Soit H = Vp(z). On a alors ’
H(Vo(z).¥(z))(xo) = Hesspy, H.¥(z0) + Vip(x0).d¥,, (H)
Or Hesspg,(Vo(zo)) = 0; donc
H(Vp(0).¥(20)) = Vip(20).d¥s, (Vip(20)),
= I(Vy(0), Vip(0)),

ot | est la seconde forme fondamentale de la surface 06; au point z, et est
donc strictement supérieure a une constante k£ > 0 (nous rappelons que les
courbures principales d’une surface de R sont les deux valeurs propres de
sa seconde forme fondamentale). On peut donc appliquer le théoreme des
fonctions implicites et conclure que ’ensemble E est localement une courbe;
et comme E est clairement fermé et inclus dans 06; donc compact, E est
nécessairement réunion finie de courbes fermées de classe C*°.

(3.25)

Le bord du volume K est donc une surface de classe C? (c’est le recollement
de deux surfaces 96; et {x = zo + 7Vp(z0); T € R}; 2o € E} de classe
C le long d’une courbe de classe C*, le recollement étant fait de telle
maniére que les espaces tangents a nos deux surfaces coincident aux points
d’intersection (ces espaces sont engendrés dans les deux cas par la tangente
3 la courbe de E passant par z¢ et par le vecteur V(zo))). Les points ot
notre surface C~‘Pj n’est pas de classe C* sont les points de l'intersection
des surfaces C, et K. Cette intersection est transverse: en effet, soit
un point de lintersection. Si z n’est pas un point de 86; alors la normale
a la surface C,, est tangente & la surface K au point z. Si z est un point
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de 08; et si les normales aux surfaces C, et 36; sont colinéaires, on a alors
nécessairement C,, = {z}, cas que nous avons exclus.

Comme notre intersection I' est fermée, on sait que c’est la réunion d’un
nombre fini de courbes de classe C?.

Nous allons maintenant montrer que les ensembles E;(A) sont convexes
pour toute constante A. Pour cela, fixons un point zo de I’espace R3;
nous allons montrer que sur tout segment I contenant I dans son intérieur,
le point zo n’est pas un maximum local (sur I) de la fonction ;. En
effet, si zo ¢ OK, alors la surface Cp;(y;(0)) est réguliere au voisinage de
Zo, strictement convexe et de normale V@;(zg). Si le segment I n’est pas

o
orthogonal au vecteur Vy;(zo), le point 2o € I n’est pas un maximum local
de la fonction ;. Sile segment I est orthogonal au vecteur Vp;(zo), il est

dans le plan tangent a la surface Cy;(p;(xo)) qui est strictement convexe;
donc le point zy est un minimum local de la fonction ¢;. Il nous reste a
étudier le cas ou le point zg est sur la surface K. On se raméne au cas
précédent en remarquant qu’au voisinage de xo on a P;(zg) > ¢(z) donc
que la surface Cp;(zo) est “ & 'intérieur” de la surface Cp(zo). En effet :
on fixe une surface de niveau Co(B) telle que B < A, d’ou provient le rayon
qui rencontre 'obstacle 6; et parvient en zo. Alors au voisinage de zg les
rayons (incidents ou aprés rebond sur ’obstacle) proviennent d’un voisinage
de X ou Xy vérifie Xo € Cp(B) et X0+SA—B)V<,0(X0) = x¢. Si on prend
ce voisinage de X, assez petit, on peut le compléter de telle maniere que
ce soit une partie du bord d’un convexe C et il devient alors clair que
p(z) = dist(z,C) < pj(z) car p;(z) est la distance de z au convexe C en
suivant une ligne brisée.

figure 8

On en déduit maintenant que ’ensemble F;(A) est convexe: il est clair que
si on prend deux points de cet ensemble, le maximum de la fonction ¢;
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est atteint au bord du segment donc le segment est tout entier inclus dans

E;(A).

Nous allons montrer le lemme essentiel & la démonstration du lemme 3.3:
Lemme 3.5.— Il existe & > 0 tel que pour tout jo = 1,--- N, si ¢ est

une phase définie sur I'ouvert U, vérifiant la propriété (P) sur T'j,, alors

pour tout point z € Q et y € Cy, (o), si x et y sont des points réguliers de

la surface C,; (c’est & dire des points qui ne sont pas sur 0K ), si on note

X le point de R? situé sur la normale en z a la surface C,, a Dintérieur a la
1

distance -,15, alors le point y est dans la boule centrée en X et de rayon %.

Preuve

On prend x comme & la propriété 3.2’.

Nous allons commencer par nous ramener a une situation plane: soit y un
point de C,;. Considérons un plan P passant par les trois points z, X et

y. Soit C¢ le cercle centré au point X, =z — ey €t de rayon R, = nie.

Ce cercle est tangent extérieurement a la courbe C, intersection du plan P
avec la surface Cy,, qui est aussi le bord du convexe D, intersection du plan
P avec le convexe E;(A). Comme le point y est sur la courbe C, il nous

suffit de vérifier que la courbe C est toute entiére contenue dans la boule B,
centrée en X, et de rayon R.. Nous faisons un raisonnement par ’absurde:

Supposons que la courbe C intersecte le cercle Ce. On repere les points sur

—
le cercle par 1'angle 6 avec 8 € [—m, [ qu’il font avec le vecteur Xz. Soit
z un point de C. N C tel que le module de ’angle qui lui est associé est
minimum. Comme au voisinage du point z, la courbe C est strictement a
Pintérieur de la boule B,, on sait que cet angle 8 n’est pas nul. On choisit un
repere tel que le point X, est 'origine, le point z sur l'axe des abscisses du
coté des abscisses positives et que le point z est dans le demi-plan supérieur.

Soit B! la partie de B, située au dessus de la corde [z, z]. Soit D' = DN BL..
On considére maintenant les boules fermées B; de rayon R, centrées sur fa
médiatrice du segment [z,z] qu’on paramétrise par 'ordonnée t de leur
centre. Soit ty = sup{t < 0; BN B, C D'}. Comme pour t assez petit
B; N B, =0, on sait que t, existe.
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figure 4

On vérifie d’abord que ty < 0. En effet, si ce n’était pas le cas, on aurait
alors B; N B, C D’ pour tout t < 0 donc B, C D’ ce qui est impossible
d’apres I’hypothése de convexité au voisinage du point = (D’ est strictement

incluse dans B au voisinage de z). On en déduit donc qu’il existe un point
Z € B;yNOD et commety <0onaZ #zet Z+x.

Au voisinage de ce point, la boule By, est dans le convexe D et lui est
donc nécessairement tangente ce qui est impossible d’apres ’hypothése sur
la convexité de D ( on sait que D est “plus courbée” que la courbe PNC,

qui elle-méme a une courbure supérieure a k). On en déduit que le convexe
D est inclus dans la boule B, quelque soit le réel € >0 donc qu'’il est inclus
dans la boule By.

Le lemme 3.4 est donc démontré.

Nous pouvons maintenant finir la démonstration du lemme 3.3:

Nous avons la situation suivante:

Soient C et C’ deux sphéres de méme rayon R = % centrées en O et O'.
Soit z (resp' y) un point de C (resp' C’) tel que z (resp' y) est dans la
boule fermée de centre O'(resp' O) et de rayon R. Soit n(x) (resp' n(y))

la normale extérieure & la sphére C (resp' C’) au point z (resp’ y). Nous
voulons montrer que pour tout d > 0, on a

ll(z + dn(z)) - (y + dn(y))l| = (1+ dr)l|lz - y]|.

On prend un systéme de coordonnées ayant pour origine le milieu du seg-

—_—
ment [0, O] et tel que I’axe des z soit dirigé suivant OO’.
Dans ce systéme, on a:

0 0 b f
(3.26) o=|0, o'=|0, z=|c, y=|h ,
-a a e —-g
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aveca > 0,e > 0 et g > 0 (c’est 'hypothése que z (resp! y) est dans la
boule fermée de centre O’(resp' O) et de rayon R).

figure &

On a alors

(14+ds)xb

X = (1+dk)xc ,

(1+dk)(e+a)—a
(14+dk) x f

Y = (14+dk)xh .

(1+dr)(~g —a) +a

On en déduit donc le résultat annoncé ce qui termine la démonstration du
lemme 3.3.

Lemme 3.5°.— ([I3] lemme 3.7). Soit ¢ vérifiant (P) sur T';, soient
z,y € T; tels qu’il existe p tel que z1 = X'(z,Vy) et y1 = X (y, Vo)
appartiennent a I').

Quitte 4 échanger les points z et y, on peut supposer (1) < ¢(y1).

Soit % Ie point de {z 4+ TV ;7 > 0} ; p(zt) = p(y1).

Soit 7§ le point de L1(z, V) tel que pp(z7) = ¢(y1).

Alors )
dist (23, y1) < dist (27, y1).
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Preuve :
Elle découle de la convexité de ', :

figure 6

Lemme 3.6.— ([I3] lemme 3.8). Il existe a tel que 0 < o < 1 et pour
tout 6; > 0 il existe C' > 0 tel que si p est une phase définie sur un ouvert
U, vérifiant (P) sur I'; et si x,y € I'; vérifient

—-n(z).V(z) > 61,

(3.27) —n(y)-Ve(y) = b1,
et Ody X(z,V)=0d; X(y,Vy),

alors
|z —y| < Cal.

Preuve :
Soient

T =z, +,2q = XUz, Vp),
(3.28) Yo =Y, Yq = XUy, Vo),
Odq X(2,V9) = (j =j1, "> Jq)-

Posons pour tout p < g

Wy = Tp, )
{ S 0(ga,ipe1)(Z0) S P(Gdrrip-1)Yp)s
Zp = Yp,

Wp = Yp, .
sinon
Zp = Tp,

(3.29)
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Soient wj, et wy comme au lemme 3.4.

Alors |z —y| < 6 |wg — zo| (les courbures principales de Cy sont positives).
Or )
lp(wi) — p(wg)| = le(21) = ¢(20)] 2> dinin = min dist(6;, 6;),

donc )
|21 = wi| > |20 — wgl,

Jor = wf] > |21~ wf].

Comme les courbures principales de ¢; ;) sur ﬁﬂqu (¢) sont plus grandes
qu’une constante K > 0, on obtient, d’apres le lemme 3.3,

|29 — wi]| > (1 + dmin K) |21 — w]|

On a donc .
|z — w3| > 22 —wy| ,
|22 — w3| > (1 + dmin K)|21 — wil,
|ZP - w;l > (1 + dminI()p_ll% - wgl .
Or
lzp = wp| < plwp — wy| < p,
donc

1+ dninK)P"lz—y| <20 = sup diam(6;).

3.2.2 Le billard en variables de directions.

Lemme 3.6’.— ([I3] lemme 3.9). Pour tout k > 0, il existe o > 0 tel que
si @ et ¢ sont deux phases définies sur un ouvert U vérifiant (P) sur T';, et
si les courbures principales de la phase ¢ sont supérieures a k en tout point

delUU N ﬁ, alors pour tout p # j et tout i # p, on a
(3.30) sup [Vp(z) — Vp()], < a sup [Vo(z) — V().
z€l; z€l'p

Preuve : (Nous donnons ici une démonstration différente de celle d’Ikawa).
Soit z un point de I';. Il existe des points z et y de ', tels que 2z =
z 4+ dV,(z) et 2 =y + d'VE,(y).

Pour tout y € T'p,

IVen(¥) = Vo)l < [IVe(y) - VEW)]
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(on note ici encore ¢, le prolongement de la phase ¢, défini sur le complé-
mentaire de 6, comme précédemment).

En effet:
Si V(y) -n(y) < 0 alors Vi, (y) = V(y) — 2n(y) - V(y)n(y) et Vo, (y) =
Vo(y) — 2n(y) - VE(y)n(y). On a donc

IVeo() = Vo)l = [Ve(y) — VE(w)ll-

Si Vo(y) - n(y) 2 0, on a Vp,(y) = Ve(y) et VE,(y) = VE(y) — 2n(y) -

V&(y)n(y), donc

IVeo(y) = Vo, W)II? = |Ve(y) — VE)I? +4(n(y) - V&) (n(y) - Veo(y))
< IVe(y) - Ve)l®.

Ainsi, il suffit de démontrer que
”V‘Pp(z) - V&p(z)ll < a||V<pp(y) - V&,,(y)”.
On considére le chemin inclus dans €

y(s) =y +sVGp(y)

et sur ce chemin ’application
f(s) = Vop(y(s))-V&p(y)-

Cette application est continue sur [0,d’] et de classe C! sauf en des points
isolés. En effet, elle est de classe C! sauf sur le bord de I’ensemble K associé
a la phase . D’autre part, I'intersection d’une droite D avec le bord de I
n’est pas une réunion de points isolés, seulement dans le cas ou la droite a
pour direction V(z) avec z € D NIK. Ce cas est exclu car z ¢ K (K ne
rencontre pas ’obstacle 6;).

Comme
f(0) = Voo (y).Vop(y),

f(d') = Vp(2).Vp(2)

I (y(5)) = Hess (00).0) (V3 0)) V5 (0),

si on note v(s) le projeté du vecteur V@,(y) sur l'espace tangent en y(s) a
la surface Cyp,(y(s)), on a

9 (y(s) 2 w2,
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o [[o(s)|> = (1 = £(5)?) done
df 2
s -
ds = w(1=£7),
‘1—f(0) ) '1—f(d’)
1+ f0) = |1+ f(d)
Si on note 0y 'angle des vecteurs Vo(y) et V(y) et 6; celui des vecteurs
V(z) et V@(2), on a donc
tg*(60/2) > **Vtg%(61/2).
Pour conclure, il suffit de remarquer que comme les obstacles sont convexes

de diameétres inférieurs & une constante § > 0 et sont éloignés les uns des

autres d’'une distance d > 0 on a |tg(f;/2)] < . 1l existe donc une

2d
constante 0 < o < 1 (ne dépendant que de k, d et 8) telle que

2xd’

a x sin? (65/2) > sin® (6,/2),
ce qui est la relation annoncée.

Corollaire 3.6”.— ([I3] lemme 3.9). 1l existe un réel 0 < a < 1 tel que
si ¢ et ¢ sont des phases définies sur un ouvert U, vérifiant (P) sur I'; alors
pour tout J = (j,jo, - +,jn) €L et tout i # j, on a

IVes — V&, < o171 Ve - VoIr,.

3.3 Quelques estimations C*.

Définition : On munit R® de la norme euclidienne. Pour toute fonction
f:U CR®— R3, tout point & € U et tout ouvert V C U, on notera

|f|m(x) max ma( lXa] o .Xaj(x)|’
a;€8?

i=1,-+4,5

Ifl(m)(l‘)’—" mea’;g IX(ll ~--X,11.f(x)|,

i
i=1,...,m

|f|m(v) = SUPIGVIflm(-T)a
lfl(m)(V) = suprVIfI(m)(x)v
ou X, = a'd,, +a?0;, +a®d,,.

Dans toute la suite, o désignera une constante 0 < oo < 1 qu’on pourra
augmenter un nombre fini de fois.
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Lemme 3.7.— ([I1] lemme 5.1). Soient zo € R® et ¢ une phase définie
au voisinage de la demi-droite issue de zo et de direction V(zg).

Soit K = min{K;,K>} ot K; et K5 sont les courbures principales de
Cy (o). Pour tout £ > 0, on a alors

1
Vel (@o + EVp(20)) < 72 Velay (o).
Preuve : Reprenons les notations de la preuve du lemme 3.2 :

Colao) = {w(0) ;0 € U}.
On peut supposer de plus que

1

0,,w(0) =10

0

0

(3.36) 20,0(0) = |1
0

n(0) =0

1

L’application (o,7) — w(o) + tn(o) est donc un systeme de coordonnées
au voisinage de zo = (0,0,0). De plus, si on note 03 = 7, on a

(3.37) 02,,05(%0) = bj k.

On en déduit
(de‘to)(xo) = [alaaln + a2802n](0)7

car 0,n = 0.

De méme : prenons une représentation de Co(z1) = {@(n)} vérifiant les
mémes propriétés (3.36)’. On a alors

(3.38) (XaVep)(z1) = a10n, v + a20,v(0)

ot v(n) = Ve(a(n)).
Si z; = 79 + {Vp(xo), on peut définir, pour tout 7 assez proche de 0, o(n)
par

(3.39) @(n) = w(o(n)) + €n(a(n)).
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Dérivons cette relation par rapport & o;; on obtient

(3.40) On;0i(0) = (1 + £K;)7'6;; d’apres (3.36) et (3.36)

Si on reporte dans (3.38), on obtient

(3.40) X, Vo(z1) = a1(1+ £K;)™ 0,,n(0) + az(1 + €K5)"1,,n(0)

d’ot le lemme 3.7.

Lemme 3.8.— ([I‘lllemme 5.2). 1 existe C2 > 0, tel que si zy € R?,
si ¢ est une phase définie au voisinage de Ia demi-droite issue de zq et de
direction V(zo) et si K = min{K, K>} ot K; et K, sont les courbures
principales de C,(x¢), pour tout £ >0, on a

[Vel2)(@o + £Vp(x0)) < (14 LK) 3|Vpea)(z0) + C2| V|1 (o).

Preuve :
Dérivons (3.39) par rapport & ny et np; il vient
(3.41)
82‘:) 3 2 aU,‘ 60]-
Srr = D00+ 00,1035, 005+ Z (02,0, + (02, ,,m) ey

Jj=1 1,j=1
Placons nous en 7 = 0 et prenons le produit scalaire avec 9,;w(0), on obtient
d’apres (3.40)
(3.42)
82, - 00;w(0)
= (1 +¢K;)82, ), 05+ 0o,w - 02, 5, n(1 + LK) ™ (1 + £Kp)™
+05,w - 02, o w(1 + €K ) M (1 + €Ky) 7L

Or on peut choisir w et @ vérifiant (3.36) et (3.36)’ et tels de plus que

> I(Dw)(0)] £ Cm Y IDY¢(wo)l,

lvI<m [vI€m

> IDIG0)| < Cm Y, IDYe(a1)),

lvI<m vlsm

(3.43)
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avec Cp, indépendant de zg, z; et £. On obtient donc

(3.44)

0%,

3 %3 (0) = —(1 + LK)~ (1 + LK)~ (1 + LK) ~100,,w(0)32, , n(0)

NkONh

+Ij,k,h7
avec
(3.45) ikl < Co(|Veli(z1) + [ Vepli(o).
Or d’apres 3.40
85 mn V(@) =0 = 83, 5, n(0)(1 + LK k)™ (1 + £K;) ™

+ Z 8‘71 n(0 nk 'Ih (0)

Prenons le produit scalaire avec d,;w(0) ; utilisant (3.44), (3.45) et (3.2),
on obtient

,w(0)05, ” Vo(@(n))lp=0 =
(3.47) aajw(O) 2 on(0) (14 £K )~ (1 + €)™ (1 + €K;) ™!
+ KjLjhk
Or 8,,n(0) -n(o) =0, on a donc

02, 0y * 1 lomo| = 0,1 9oum| < [Vf} (20)

0,0k

et

3

3 3
(XeXp)Vo(z) = ZZ Z bja; [ .00 020k 0z, 0h -+-<9aknazJ 2,0

i=1 j=1 k,h=1

Or 8,,n = 0, donc utilisant (3.37)

(3.47) XoXoV(zo) Z a;b;02, ,.n + 11,

i,j=1

HI| < ClVeli(zo) -
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De la méme maniére on obtient :

2
(3.48) (XuXo)Ve(e1) = 3 aiby@2, , Vip(@(n))lmo + IT
ij=1
avec |[II'| < C|Vy|i(z
On en de!dult [Vehi@).
2 2 2
(349) | > axbndl, ,,v(0)? Z Z akbnda,w(0) - 82, ., v(0)| ,
k,h=1 i=1 |k,h=1
d’apres (3.47)
2 2 arh 2
1+1¢K kZh 1
2:: e ; T+ i) 15y 00 o,unO)) + 1T

< (14 K) 72| XX V(zo)|* 4 11"

avec
K = min(K;, K»),

[1I"| < C|Vgli(x0),
[1T"] < C|Veli(z1),

a=(—2 “__ o) p= (2 b
TNIH K10 ) TNL1H LK1 UKy )

En combinant cette derniére inégalité avec (3.48), on en déduit le lemme.

De la méme fagon, on démontre par récurrence sur m le

Lemme 3.9.— ([I1] relation (5.15). Soit zo € R® et ¢ une phase définie
au voisinage de la demi-droite issue de zo et de direction V(zo).

Soit K = min{Ki, K>}, ot K; et Ky sont les courbures principales de
Co(z0). Pour tout £ > 0, on a alors
(3.50)

[Volim) (@0 + EV9) < (1+ LK)~ D|Vo|(y(20) + Con |Vl m—1(0).

Lemme 3.10.— ([I1] lemme 5.3). II existe C, > 0 et Cy > 0 tels que si
¢ est une phase vérifiant (P) sur I';, pour tout p # j et tout zg € T'y(p),
ona
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(3.51) IVeul1y(zo) < IVelay(zo) + C1[Velo(zo),
[Vopl2)(zo) < [Velay(2o) + C2|Veli(20).

Preuve :

On reprend les notations de la démonstration du lemme 3.2.
D’apres (3.4) et (3.44), comme y = (n(0)) = w(o) + £(0)i(o) et £(0) =0,

e (DZE)(0)] < CsVelpi(zo),
|(D39)(0)] < C1|V¢||y)-1(0)-

La direction r(o) vaut

r(o) =i(o) — [2i (o) . (y (n(2)))] .n (y (n(2)))

et on en déduit :

|D2r(0) — [D74(0) + 2D7i(0).n(zo)n(z0)] | < Cy|Vpljy)-1(20)-

2 .
| XaVip(zo) — Zajaaji(())l < C|Vo|(zo)
1

2
| XaXoVip(z0) = > a;bk02,,,i(0)] < C|Ve|i(zo)
1

si a= &16617.(0) + 528027'(0) + £3T(0) et X, = flayl + 6281/2 + £3ay3-
On en déduit
2

|XaV<p,,(x0) - Zajaajr(0)| < C|Veplo,
1
(3.52) )
|XaXbV‘Pp(f‘30) - ijfkagjaki(())l < C|V90p(x0)|l-
1
Comme
|D7i(0)] = | D3i(0) — 2D3i - n(zo)n(zo)l,
[Velo=1=1|Veplo , la|=[¢]
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et a — £ est bijective S? — S2, on en déduit

IVoplay (o) < [Velay(@o) + CIVe|o(wo),
IVesl2y(z0) < IVel2)(0) + C|Vp|1(xo).

De la méme fagon, on démontre le

(3.53)

Lemme 3.11.— Pour toute phase ¢ vérifiant (P) sur T'; et tout point
] € FP(So)a on a

(354 Veplm(@0) < [Velom(@0) + CralViplmor (z0).

Soit J € 7.

Soit ¢ une phase vérifiant (P) sur I';. Nous allons démontrer des estimations
sur la phase ¢ construite au lemme 3.2.

Lemme 3.12.— ([I1] proposition 5.4). Pour tout p € N, il existe Cp, > 0
tel que pour toute phase ¢ vérifiant (P) sur I';, tout J = (j, j2,**,jn) €T
et pour tout z € Us(p), on a

IVeslp(e) < Cpl|Velp(X (2, V).
Preuve :
Nous allons faire une récurrence sur p.
- p=0:|Vpylo=1=|Vplo.

- Supposons la propriété vérifiée pour p = 0,1, ..., h. On sait qu’ il existe
k > 0, tel que pour tout s € N tel que s > 2, les courbures principales

de C(;j,js,-js)s (Ks,i)i=1;2 en un point € 0 NU,...,j,) vérifient pour

j=1;2
K;; 2k,

ol k ne dépend que du minimum des courbures principales de I' et du
diametre de €.
Alors, d’apreés le lemme 3.9, on a, pour tout z € Uy (p).

IVoslihin)(@) € IVeslnen(X @, Vou)) + CalVes ln(X 7 (2, V).

Posons pour s < n @, = @i, 2 Y = X_”‘(%VSDJ) €Ty, ,us =
X°(y, Vo),

alors X~ 1(z,Vp,) =y, et

(3.55) IVoilihe1)¥n) < IVen-1l(h41)(¥n) + Cr|Ven-1|n(yn),

d’apres le lemme 3.11.
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Appliquant alternativement les lemmes 3.9 et 3.12, et comme, si £5+! =

dist(ys, Ys+1), (1+£571K;) > 14 dpink, on obtient, en utilisant I’hypothése
de récurrence

IVeilhe1)(yn)
< (14 dmin Ko) " V|V | (h11)(X V(2 Vi)
+2Ch(1+ (1 + dmin Ko) ™D 4 L 4 (14 dinin Ko) 7D | Voo|u(y) .
Ce qui démontre le lemme 3.12.
De la méme fagon, on démontre & partir du corollaire 3.6”, la

Proposition 3.13.— ([I3] proposition 3.11). Il existe 0 < o < 1, tel que
pout tout p € N, il existe Cp, > 0 tel que pour tout j € {1,---,N}, J € I;
et toutes phases ¢ et ¢, définies sur un ouvert U, vérifiant (P) sur I';, on a

(3:56) Vs = Vgslm Us(p) NUI(E)) < Crm 17} [V = V| m(U).

Nous pouvons maintenant démontrer la

Proposition 3.14.— ([I3] proposition 3.12). Pour tout p € N, il existe
Cp > 0, tel que si ¢ et ¢ sont deux phases définies sur un ouvert U, vérifiant

(P) sur I';, alors pour tout ¢ < |J| et tout € Us(¢) NU; (), on a
(357) X7, Vps) = X7, V@) (@) < Cpl Vi = Vol Uh)alI~.

Preuve :

L’application (z,&) — X~1(z,£) € T est C™ sur ’ensemble des (z, &) tels
que il existe j € {1,---,N} y€Tjet 7 > 0telsque x = y+ 7€ ; —€n(y) >
1.

Comme par construction de ¢, le point (z, V) vérifie automatiquement
cette hypothése (d’aprés le lemme 2.2), on en déduit d’apres le lemme 3.12

| XNz, Vs) = X (2, V1), < ColVer — Vérlp(z),

SGp|Ve - V[ﬁ|p(l/()a|‘]|,

puis
IX_Z(xv V‘toJ) - X_z(x7 v@J)IP
= | X"MX 2, V01)s V(i jrrin-1))
—X X2, V1) V(Grin)ps

< CPIX—I('T’ V‘P-’) - X_l(xv V@-]”P
+Cpl V0, in=1) = VGyinot) Ui o s () VU4 (9)),
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< Gl Ve = Vg, U)a17 (1 + a).
Par une récurrence immédiate, on a :

1X (2, Vou) = X (2, VEs)lp Us(p) NU(P))
< CplVo = V@, (U4 1 + a+ ...+ ab),
< G|V — V|, U)ot

Remarque 3.14’.— Comine les fonctions phases ¢ et ¢ vérifient (P) sur
T'j, on peut dans les propositions 3.13 et 3.14 ne pas supposer qu’elles sont
définies sur le méme ouvert U et remplacer dans 3.56 et 3.57, U par un
voisinage de 8;,, quitte & perdre une puissance de .

3.4 Comportement asymptotique des phases.

Nous allons maintenant nous intéresser au comportement asymptotique
des fonctions phases le long des trajectoires captées primitives :
Définition 3.15.— Soient j € {1,---,N} et I € Z; ; I = (i1, *,m) ;
i :lé i =J.

On notera pour 0 < ¢ < |I| =m,

r termes

AN

rI+£=(ila"'aima'"ailv"'viM7i17"'7il)~

On dira qu’un rayon J = (j1,--+,jn) € T est primitif si j, # j, et si pour
tout I € I et tout r > 2, J n’est pas de la forme rI.

Théoréme 3.16.— ([I3] théoréme 3.13) Soit J = (j1 = 4, -+, jn) € Z; tel
que j, # j ; alors il existe une unique trajectoire périodique se réfléchissant

n
sur I selon les lois de 'optique géométrique vy = ZEJI[I‘[, Toy1), aveczp €T,
et Tpy1 = T1.

Preuve :
Existence : on considére ’application

m
(Z0,--,2n) €Ty x - xTj = Y [lweqs — ze]|-
£=1

Cette application est continue sur un compact, donc atteint son infimum;
il est alors facile de voir que le rayon + correspondant aux points du bord



PHASES ET TRANSFORMATIONS DE BILLARD 67

ainsi obtenu est nécessairement un rayon se réfléchissant selon les lois de
Poptique géométrique.

n n
Unicité : soient v = |J [ze, ze+1] et ¥ = | [Te, Tex1] deux trajectoires
=1 =1

correspondant au méme rayon J.

. — Ty—xy ~_ ro—x)
Soient & = lor=ar] , €= Emeai

On commence par construire ¢ et ¢ deux phases définies sur des ouverts
et U vérifiant (P) sur I'; telles que

Vo(z1)=¢ , Ve(z1) =f~~

Il existe € > 0 tel que la boule de centre z,, et de rayon ¢ soit incluse dans

R3\ | 0; et € ne dépend que de la géométrie de Q. On en déduit que tout
J#In

rayon issu d’un point de cette boule dirigé selon la normale extérieure a la

boule qui rencontre I’obstacle #;, rencontre aussi ’obstacle 6;, (au point

figure 7

Si on définit pg(z) = r si z = z+rn(z), on voit facilement que la procé-
dure du lemme 3.2 permet de construire une phase ¢ = ¢ ;, qui répond a
la question. (On demande que les rayons rencontrant §;, soient issus de 6;,
pour pouvoir vérifier la partie ii) de la propriété (P)).

On peut faire de méme pour T; et E .
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De plus, pour tout p € N, il existe des constantes C), telles que

llp(U) < Cp,
|51p(U) < Cp.
On a donc pour tout r € N et tout s € N tel que s < r,

X7(z2, Vory) = 2,
X729, Vry) = T,
donc 5 5
Ty — Ta| < |X7°"(22, Viprg) — X7°"(@2, Viprg)|
+ X" (@, Vprs) = X5, V),
=I+1I
D’apres le lemme 3.5
I=<Ca"",
et d’apres la proposition 3.14 et la remarque 3.14’, comme 6;, C U,7(¢) N
I/{TJ (30)
II < Ca™r=),
Faisons tendre r puis s vers 'infini, on obtient z9 = Z».
De méme on a ¢, = Tp, donc y=7.

Lemme 3.17.— ([I3] lemme 5.2). Soient I = (j = 41,42, *-,i,) € Z un
rayon primitif et v = | J[z¢, z¢,+1] la trajectoire captive associée a I.
¢

Pour tout { = 1,...,n, il existe ¢7, une phase définie sur un ouvert Up;
telle que :
i) ¢ vérifie (P) sur I';,,

ii) ‘P??e(xlf) =0,
g+l oo __ ,,00 .
i) ®uT 07% = ©7% + d(yyies
avec d(yyi, = |Tes1 — T¢| et la convention ¢, | = ¢T3

Preuve :

Soit 9 une phase construite comme précédemment vérifiant (P) sur I'; telle
que :
T2 — T

P(z1) =0, Vip(21) =

lzg — 21|
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Soit Yrr4e = @(rr+e) ol Prr4e est associée A la construction du lemme
3.2 avec une constante 6] > 0 strictement plus petite que la constante &; et
Yrite est définie sur Pouvert U] ;, () associé a 8] et 1.

Clairement, pour tout r > 0 et tout £ tel que 1 < £ < n, on a

Ty - T
Vrrye(xe) = Eiﬁ’

Yrre(ze) = rdy +diyy 0+ +dy) 01

D’apres le lemme 3.13 et la remarque 3.14’, on en déduit :
IVibrire = VirrnyrrelsUprpe VU y1yrae) < Cpa™+e.

Or les ouverts U, ,(1) contiennent pour tout r > 0 un voisinage de |J 6;,

i
on en déduit donc qu’il existe M > 0 et des ouverts UFS, tels que pour tous
ret{, sirn+ £ > M alors

(3.58) Urrre(h) CUFS C Uppio(1),

ou les ouverts U,r4, sont associés & la construction du lemme 3.2 avec la
constante 6.

On en déduit qu’il existe une fonction 77, définie sur 'ouvert Uf‘"}, (05l
jusqu’au bord de V'ouvert UF5 telle que

IVrrre = n1elpUsS) < Cpa™F

et
Yrrve = [rdy +d(y)i + -+ d(y),i0-1]

converge quand r tend vers l'infini vers une fonction ¢27 , qui vérifie :
(3.59) [07% = [Yrre = [rdy + dyy o + - -] [pUFS) < Cpa™*e.
La phase (%, vérifie clairement (P) sur I';, et p3,(z¢) = 0.
D’apres la proposition 3.13,
|5+ (05 = [rdy + diyyio + -+ diy),ie—]) = @i (o)l
< Carn+l+l,

et on en déduit donc la partie iii) du lemme 3.17.

Remarque 3.17”.— . On démontre de méme qu'’il existe M > 0 tel que
pour tout rayon primitif I € T et toute phase ¢ vérifiant (P) sur T';, pour
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tout 7 > 1 et tout 0 < ¢ < |I| si r|I|+ ¢ > M, on peut définir @ 14, sur
U}’;’q et on a Uprye(p) C Urs (il suffit pour cela de définir @14, selon la
méthode du lemme 3.2 avec une constante 6] telle que 0 < 6] < 6y, si 6;
est la constante qui intervient au lemme 3.2).

D’aprlés la proposition 3.13 appliquée & ¢ et Y¥rr4+¢=s et la remarque 3.17’,
on ale

Lemme 3.18.— ([I3] lemme 5.3) Il existe M > 0 et 0 < o < 1, tels que
pour tout p € N, il existe C, > 0, tel que si ¢ est une phase définie sur
un ouvert U vérifiant (P) sur T'j, pour tous I € I;, r € N et £ < |I|, si
r|I| + ¢ > M alors

Vorrte — wazlp(uffe) < Cp(l + IV‘PIP(U)) anmte,

Nous fixons maintenant et jusqu’a la fin de cette partie une fonction ¢
définie sur un ouvert U et vérifiant (P) sur I';. Toutes nos constantes ne
dépendront, sauf mention du contraire, que de la géométrie de 2 et des
normes |Vl (U).

Lemme 3.19.— ([I3] lemme 5.4). Il existe 0 < o < 1 et une constante
C > 0 tels que pour tout rayon primitif I € I;, il existe un point z3° € T';
tel que pour tout 0 < £ < |I| on a

(3.60) | XTI+ (22 Vo) — x4 < C ™t
Preuve :

Posons n = |I|. Soit z7"** = X""""%(zy, Vip,14s).
Alors

x(Ir+r nte _ x-—rn—t (X—'I"n(;]ge, V(,o(,._’_r)l_*_g), VQOTI)
et on en déduit donc d’apres le lemme 3.6 que :

(3.61) Ia:(f"'r,)"H — "t < C o,

donc lim w;"” existe.
=00

Soit x5, cette limite,

alors e e
™ (o) nr
|27 — 275 < Ca™™F,
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or
(3.62)
|x;n+e _ x;n+l+1l
= X2y, Vorrpe) =~ XX 2041, Vorrperr), Veorree)|
< Canr+e,

7 1.l def
oo — poo 981 oo
on en dedlllt ”31,2+1 = "71,2 = 121 .

!
De plus, comme z, = X ™" "(2¢, Vp{3,), on a

| X" (20, Vo (rgmyrae) — o] < Ca™ e,
d’apres la proposition 3.14, et en remarquant que
(p(r+r’)1+£(99??1) = ‘P??l + (T + rl)d’r +dyi ot dyie

De plus
—r! r’ £
X n(xla V90(1‘+r")1+£) = Xrn+l(m(17'+ ynt ) VSD)a

donc ,
|Xrn+e(1,(lr+1‘ )n+£’ V‘P) _ xel S Canr-f'l

et si on fait tendre r’ vers oo, on obtient le lemme 3.19.

Intuitivement, on a la situation suivante: 1’application de billard définie
dans TT;, au voisinage du point z; et de la direction ﬁf—:—;—h a un point
fixe de type hyperbolique correspondant a la trajectoire périodique v. On
a donc une sous-variété stable rentrante et une sous-variété stable sortante
toutes deux de dimension 2. Le point (z29°, Vy) est l'intersection de la
sous-variété stable rentrante avec la sous-variété de dimension 2 définie par

{(z, Vo(a))}-

Proposition 3.20.— ([I3] proposition 5.5). Il existe M > 0 tel que pour
tout p € N il existe C, > 0 tel que si la phase ¢ vérifie (P) sur I';, pour
tout rayon primitif I € Z, et tout J =rI+£¢,r > 1 et 0 < £ < |I| tels que
r|/I|+£€> M, ona
i) pour tout s < J1/2, [X™5(, Vs) — X~(., Vo)L Usly) <
Cyp allliz,
ii) pour tout s < |J|,

|X=V1=0(, Vi) = X°(aF, Vo) o(Us (9) < Cpall=>h,

Preuve :
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En utilisant le lemme 3.18 et la remarque 3.17°, on démontre i) comme la
proposition 3.14.

Démontrons ii) :
|X~W==D(z, Vo)) - X, (2, Vo)
= X~ (z, Vi) - X ~1=0 (X, V), Vs ) |
=< Cp alJl-—s—l
d’apres le lemme 3.6.

Nous allons maintenant démontrer que pour tout p > 1, il existe C}, >
0, tel que pour tout n € N, on a

(3.64) |X=WI=e=D( Vo) |pUs(p) < Cpa™

D’apres ce qui précede et le lemme 3.19, on remarque d’abord que si ¢’ dé-
signe I'indice de la partie du bord de | J; 6; ot se trouve le point X" (z, V),
on a

(3.65) |X~WI=s=D(g Vo) — 20| < Ca®

Ainsi, sauf pour un nombre fini (indépendant de J) d’entiers s, les points
X-(l=s=1)(z Vy;) sont tres proches de la trajectoire captive 7y =
Ulze, zeg1]-

Il nous faut donc étudier X (., Vorr4¢) |r,,, au voisinage de 7.

En fait, nous allons étudier ’application

¥r
z € Corrye(Tesr) '—I;Lly € Corrpe—1(xe)
définie par la relation
XNy, Veorrge-1) = X 72(2, Vorree)
On décompose ,.14¢ €n 1Py 0 2Py avec

Y71 Corrre(me) = Corrpe(Tes)
Yy y+dy e Vorrpe-1(y)

On a donc : .
Ay (ze) = Id +d ¢ Hessorrpe-1(y) -
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Or, on a vu plus haut que le Hessien de ¢rr40—1 agi)liqué a Pespace tangent
en z, & Cp était symétrique défini positif, de valeurs propres K; et K,
(supérieures & £ > 0) les courbures principales de Cy. On en déduit

1
(3.66) lde1 ITee,rheqep I < Trdom-o<l

Etudions maintenant g :

nous reprenons les notations de la démonstration du lemme 3.2. Avec ces
notations ;! est donné par : 5 (y(n(c))) = 7(o) avec T(c) défini par
(3.3)5

donc )
—cosfgcosv sinfycosv
(00,7, 05,T) |o=0= sin 6q cos g

—cosfgsinv  sinfgsinv

Comme 0s,7 - 95,7 = 6;;, on en déduit que pour tout X € TCprr4e—1(Te)
tel que || X||=1,0n a

(3.66") Xl =1,

donc pour tout Y € TCop,r4e41(ze) tel que ||Y||=1,0n a
Y ()]l =1,

donc pour tout Z € TCorrye(xet1) tel que ||Z|| =1, 0on a

(3.67) 1Z(¥20¢1)| < e

On en déduit que quitte & prendre o un peu plus grand, (3.67) reste vraie
dans un voisinage (de taille indépendante de I, ¢,r et £) de x¢4q. Or, sion
note : ¢ application qui & = € Uy associe I'unique y € Cpy(ze41) tel que
XYz,Ves) = X Yy, Vepy), on a alors

et
(3.69) X, V)= w(jl»"'ajm—n) o--ro0pgou(-, Vo).

Utilisant (3.67), on déduit (3.64) pour p = 1 et comme ||¢p¢||m < Cim, on
déduit (3.64) pour tout p.
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Lemme 3.21.— 5[13] proposition 5.6). Il existe M > 0 tel que pour
tout rayon primitif I € I;, il existe une constante d, ; telle que pour tout

JeIl; J=rI+4;r>1; 0<{<|I| tel que |J| > M, on a
(370) I()OJ - (‘P?,oe'*"'d'r‘l'd*ril +"'+d‘1it +d ,I)Ip (ui.,ot) < CpOlIJI

et ’ensemble {d, 1} 1primitit €st borné par une constante ne dépendant que
de la géométrie de Q et de |p|o(Q N U).

Preuve :
D’apres le théoréme 3.18, en tout point z € Uf5 on a

[Vos(z) = V() < Ca™tt si J=rI+¢.

Intégrons cette inégalité de x¢ & x¢41; on obtient
nr+£
los(zes1) — pa(xe) = oF0(Ter1) — pF(ze)| < C ™,

or @y(ze) = prive(Te) = @rive-1(ze) et 7 (Tet1) — PT(Te) = doy iy
Posons

o0

-
= Z Z ripe(Te) = @rrgpe—1(Te—1) — dy i,
r'=0 =1

alors
- r—1 |I|—1
dor = Y rre(@e) = prrye-1(zo-1) — dy g,
r'=0 ¢'=1
- Z Grive (o) = Prrge—1(Te—1) — dy | < Ca™+e
=1
c’est a dire
7 ¢
lpa(we) = (@) = diyt = 1y = iy = -+ = doyie] < C o™

Posons d, 1 = (ZP,] + ¢(z0) et intégrons de nouveau l'inégalité |V, —
V%% m < Ca™™ ¢ entre z et ¢, on obtient alors le lemme 3.21.
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3.5 Comportement asymptotique des courbures
Gaussiennes.

Nous allons maintenant nous intéresser au comportement asymptotique
des courbures gaussiennes des surfaces Cp; (on rappelle que la courbure
gaussienne d’une surface est le produit des courbures principales).

Soit
(3.71)

Aps(a) = | "

Gy (2) ]1/2 | Ce (X (2,Y0,))
Gy (X1 (z,Vey)) Gy (X-VI=1(2,Vp,))

ol G(z) est la courbure Gaussienne de Cy en z.
La fonction Ay est définie sur Uy (p).
Nous allons donner une expression asymptotique pour Ap;(z).

. G T
Soit pour z € I'y,,, Apre(z) = [th;,z(X‘iI“z:(v,)Vw,z))]1/2'

Posons Are = Apr.e(Tet1)-

Lemme 3.22.— Soit I € 7 un rayon primitif et soit v la trajectoire
captive qui lui est associée. On rappelle qu’on a noté X\, le produit des deux
valeurs propres plus petites que 1 de I’application de Poincaré associée a la
trajectoire vy. On a alors

(3.72) H Ao =\ .
=1

Preuve : D’apres [I3], ce lemme est démontré dans [BGR] section 2, nous
en donnons ici une autre preuve.

Nous utilisons les résultats de la démonstration de la proposition 3.20.
Considérons ’application z € C;c;'l(l‘g)l-ﬂy € Cgy opr (@Tet1)
définie par la relation X ~%(y, V3%, ,) = X ! (z, Voi%).
On sait que ¥ = 19 0 Yy avec dya(ze41) isométrique, et
det (dy1)(z¢) = det(Id + dHess ¢ |TC$‘}'[(9:[))7
(3.73) = (1+dK;)(1 + dK>5),

= (Asofe(l‘eﬂ))_Q .
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On en déduit donc que le déterminant de la différentielle P de I’application
de billard : C;‘;,;] — C&:,il en z; obtenue en partant de z dans la direction

n -2
Vo (z) est (eH ’\I,l) .
=1

D’autre part, il est clair que {X, Hess(¢1,1)(z,)(X)} est la sous-variété sta-
ble sortante de 1’application de Poincaré (d’aprés le lemme 3.3 appliqué &
©3%), d’ott le lemme 3.22.

Proposition 3.23.— ([I3] proposition 5.7). Pour tout p € N, il existe des
constantes C,, telles que pour tout rayon primitif I € I;, pour tout r € N*
et tout 0 < £ < |I|, il existe

i) - des fonctions ay,¢ définies sur 'ouvert UfS, de classe C* jusqu’au bord,
telles que |as |, < Cp avec C, indépendant de I et ¢,

ii) - une constante by bornée indépendamment de I,
telles que si J = rI + ¢ et si vy est la trajectoire périodique associée a I, en
posant Ay = Ay, )\{ =M AL, -+ ALie, ona:

(3.74) [Ap,(+) - ’\}al,l( : )bllp(Ui'fZ) < Cp’\}!a']'-

Preuve :

Soit

Ap§%(z) A7 (X~ (g, Vo))

——— X Y X .
Are AL

(3.75) arrj+e(T) =

On sait d’apres le lemme 3.12 que |V $,|,(Uf5) < C, avec C, indépendant
de I et de ¢.
De plus, on a le

Lemme 3.24.— Il existe M > 0 tel pour tout rayon primitif I € I, tout
r € N*et tout 0 < £ < |I|, si r|I| +£ > M on a pour tout z € Uf5,
| X =10 (@, V%) - 21| < CparlH,

Preuve :

On applique la proposition 3.20 ii) & J = r'I 4 ¢, avec r’ choisi tel que
r|I| + € < (r'|I| 4+ £)/2 et on constate que pour ¢ = ¢35 , on a 7° = 1
et de plus que si r|I| + £ est assez grand, on a d’apres la remarque 3.17’
UPG CUrr+e(9T2)-

On revient a la preuve de la proposition 3.23.
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D’apres le lemme 3.24, pour tout z € Uf, et pour tout 0 < £’ < |I|, on a

AT (X~ 2, Vor )/ Are—e = 1+ Yonpe—e(2)

avec |Yrnte—erlp < Cp a4 et la convention AL—s = AL|I|-s-

La suite a,7j4¢ converge donc quand r tend vers oo ; sa limite aj vérifie
i).

On sait d’apres le théoreme 3.18 que |V — Vo, |,(UFS) < Cp all,
Soit pour tout = € Us(p)

Gpy ()

A ) = 1/2‘
) = G 1w, ).
Considérons
b _ A‘PT-I-{-E(XT”'-I-E('T?O’ V<p)) A<p("l:?o)
rlI|l+€ = A e X A1

”

On sait que [er”(m?", Vo)—z¢| < C a1+ donc comme précédemment,

on en déduit que I Ilim b,|1j+¢ existe et que la limite by vérifie |by —
r|I|+£— 00

boyr+el < CarlllHe,

. . . (o A
Nous allons décomposer en deux parties l’expression définissant —%i

A7

Posons

Arirjee( ) aq/2(-)
3.76 I'=—F—Xx""x—F—,
( ) AI,[ AI,Z!
avec , ,

(171/2] = r'|I] + ¢
et
(3.77) Mpag) = Zertr XTI, D)
. s|I|+p\ "

T Gostrp (X (=ITHE=I-1(. Vi )

X

Aaiz21-1(+) ()
7 =220 0 2R
Are—1 Ar

Etudions I :
d’apres le lemme 3.18 si s|I|+p > |J|/2 on a

[Vosrsp — Voo, |p < CpalI/?
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donc, si '[I| + ¢ = [|J]/2]

AT (@ A, (X =D+ (4 Vo oo
(3.78) I__‘pﬂ(_)x...x Pre (z,Vpree))
A[,Z Al’el »
< CP|J|Pa/|‘”/2
Or
)“P??l( : ) A(,O??e (X_[("—r’)|1|+e_ell( ) VS"??Z))
sl )= v

p
—r" )| +e—¢
< Cpalr=rMIe=t

on en déduit
|- a(x)lp < ClelpalJl/Z.

Btudions II :
nous allons utiliser la relation :

|X_(|J]_s_l)( Vi) = X2, V‘P)|p <Gy V2,

On a
17 = Mprrpe (XTI ONI( Gpg)) (X VI, V)
ALe-1 ALl ’
donc
(3.79)
Il — A‘Pr'1+£’—1(Xr n+5)(x<'1>°’ V“P) X ... % )‘90(3:?07 v99) < C',,IJ|”a|J|/2,
ALe—1 AL »
donc

|II = by, < Cpl|T|Pal1/2.

Quitte & remplacer o par o’ avec 0 < o < o/ < 1, nous avons donc démontré
la proposition 3.23.



4. Construction asymptotique le long
d’une trajectoire captive.

Nous allons dans ce paragraphe construire une solution approchée du
probléme (1.2), obtenue par “rebonds” successifs sur les obstacles 6;.
On se donne une donnée initiale de la-forme

(41) u(x) = e/ g(z, -£)
ol g € C(T*R3) est la troncature construite au paragraphe 2.

Dans ce paragraphe on considérera la variable £ € R® ; [¢] € [a,a7!]
comme un parametre, on notera R I’opérateur associé par la procédure de
I’appendice A a la troncature r construite au paragraphe 2. On notera &g
une constante strictement positive plus petite que les constantes § de la
remarque 2.5’ et des lemmes 2.7 et 2.8.

Par abus de notation, dans les paragraphes 4, 5 et 6, on notera encore
X_(z, [€]Ves) Vapplication définie sur U;(¢) qui coincide avec I’applica-
tion X _4(z, |{|Vp,) définie au paragraphe 2 tant que

(2) = (X~ V(z, Vi)
4

tS‘PJ

et qui vaut

0s(z) — p(XV(z, VSOJ)))
€]

sinon, (ce qui revient & oublier les obstacles pour les temps négatifs) et on
fera de méme pour 'application Z_,(z, |{|Ves).

XW(z, V) - (t -

Lemme 4.1.— Soit @o(z) une phase définie au voisinage de la réunion
des supports de ug et uj. Il existe un opérateur différentiel L, d’ordre 2 et

une constante C > 0, tels que si ug et u; sont dans C*(Q2) et sont bornées
ainsi que toutes leurs dérivées, alors on a

(4.2)
R(e™ eo@RI=E My 4 huy ) —r(z, = Vipo |€])e 0 M=/ R (35 4 by )
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_hLl (7'(1), n)UO(yv ta f)) |n=—gzox(l‘)|f|

<Ch? 3 Dol + |D%uy]
la|<10

et de plus les coeflicients de L, sont des fonctions C™ dont toute semi-norme

d’ordre 3 au point xz est contrélée par les semi-normes d’ordre inférieur &
B| de pq et de ses dérivées jusqu’a I’ordre 4 au point z. La constante C est
ornée par les semi-normes jusqu’a Pordre 16 de py.

Preuve :
Suivant la définition de R donnée a I’appendice A, on peut décomposer

R= Z QOjAj.
Jj€J

Nous allons étudier le cas ou le support de la troncature ¢; rencontre le
bord d’un obstacle, le cas intérieur se traitant de maniere analogue.

A; (e—i(spo(w)lﬁl)/h(uo + hul))

2
- (L) /ei((k(z)'—y')m'—w(lr'(y',k(w)n))mwlelz)
2mh

R;(k(2),1")¢' (k™' (¢, k(2)n) u(k™ (', k(x)a))dy'dn’.
On applique le théoréme de la phase stationnaire a la phase
F& ) = (k(z) = y') -0 = @K™ (¥, k(2)n) ) €]-
Le point critique est
y' = k(z)'
0’ = —[€ldpo o dy k™' (k(z)', k(2)n) = ~[El['dk ™" (Vipo())]';

en ce point on a

f = _<p0(‘r)|£|7

"o 0 -1d
v =\ —Id (Hessy (o 0 k™Y, k(2)n)|€])yr=k(zy) |
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D’apres le théoréme de la phase stationnaire ([H5] tome 1 th 7.7.5 et 7.7.6),
on a

l 45 (e A D IR 4 huy))
_e—ilea(@IED/h

(#(2)R; (k(z), ='dk™" (Voo (2)[€])') (w0 + hur) + hLy gy u0)

S Ch2 Z |DQU0| + |D°’u1|
lal<10

ol C est une constante bornée quand (y reste bornée dans C'® et si on note

(%0, m0) = (k(z)', ~[€](‘dkVpo(2))")
et
Gyo,mo (y,’ 77,)

< flyomo) @ = Yo, = m0), (¥ = yo,n" = mo) >
2 b

= f(y',n") — f(yo,m0) —
on a

2 _lo—p-1
1T27H
L u = E —_— < f”(yo,no)_lD ’ D ! Skl
1,00 = H'(N"" 1)| y'm Yy

(gh 0 (P71 (¥ K (2),)) R (z,0) @' (K71 (¥, K (2),))
u(k (¥, k( (z), )))) |y'=yo .

n'=no

Ceci prouve le lemme car comme la fonction g* s’annule a ’ordre 2y au
point (yo, 7o), 'opérateur L; est bien d’ordre 2.
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4.1 Construction dans ’espace libre.

Nous allons construire une solution approchée de notre systéme (1.2)

dans I’espace libre associée & notre donnée initiale (4.1). On cherche donc
a résoudre le systéme :

(ih0y — R*A)u=0 sur (R, \NTp) x €,

(4 3) u |3Q = 01
' u InT&" =v InTo_’
U =g = e E=8Ng(z, —¢).
(4.3)
(1hd; — K*A)v = ihy/(t — nTo)R(u(z,&,t))  sur  |nTy, (n + 1)To[xQ,
v |BQ = 05
v |nT0+ = 0,
v IiSO =0.

On commence par résoudre (4.3) et (4.3)’ pour Q = R® ; pour cela, on
cherche u et v sous la forme
u = (ug + huy ) e~ (=4~ /h

(4.4) . 2
v = (vo + hv1) e~ i(z£=tE)/h

On ne cherche un développement asymptotique que jusqu’a l'ordre 2 car
on veut seulement résoudre de maniere approchée le systeme (4.3), (4.3)".

On verra au paragraphe 6 qu’il suffit en effet de gagner un facteur h? pour
pouvoir conclure. On verra également que, contrairement a ce qu’on pour-
rait penser, on a réellement besoin des termes u; et vy, c’est-a-dire que le
gain d’un facteur h ne suffit pas.

On o,btient alors les équations de transport (n =0,1) :
(4.4)i(3tun +26.Vuy) = Au,_y sur |mTo, (m+ 1)T[xR?,
Up lt=0 = 5n,0‘1($, “f)»
tn Lo = U bt
i(Opvn + 26.Vu,) = Avpy sur  JmTp, (m + DTo[xR?
+ i/ (t = mTo)[r(z, )un(,&, ) + La(run-1)],

’Un. |mT:' = O’
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avec la convention u_; = v_; = 0 et ot Ly = 0 et L; est 'opérateur
différentiel d’ordre 2 donné par le lemme 4.1 appliqué & po(z, ) = ]

Lemme 4.2 .— Les fonctions définies par récurrence sur m pour tout
t €lmTp, (m + l)To[ par

(4.5)
U()(fl',t,E) =

q(x — 2t€,—€) H/ (s)r(z + 2(s — (t — mTo) — iTp)E, €)ds,
uy(z,t,8) = vi(z — 2(t — mTp)€, mT, ,&)

—1 /t Aug(z — 2(t — s)¢,s,€)ds

mTy

vo(m,t,£)=/ Y'(s = mTo)r(z +2(s — )¢, —E)uo(z + 2(s — £)§, 5,£)ds

vl(mat3§) = _i/t A’UO(I + 2(5 - t)éasa f)ds

m To

+/ Y (s — mTp) [r(:r +2(s — )€, —&)ur(z + 2(s — )¢, 5,€)

mTo

+La (o) (2 + 205 = )6, 5, ds,

sont solutions de (4.4)’.

On a de plus
(4.6)

To
vo(z,mTy , &) = q(z — 2(mTy )¢, — H/ Y (8)r(z + 2(s — iTp)E, —€)ds.

La preuve par récurrence sur m est immeédiate.

Lemme 4.3.— Soient t, € Rt \ NTp et (z9,&) € T*R®. Si le point
X(t) = (zo +2(t — to)¢, —&) sur la droite issue de (z,§) parcourue & vitesse
2|€| est resté dans le passé dans l'intérieur de I’ensemble {(z,€) ; r(z,§) =
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0} pendant un intervalle de temps de longueur supérieure & 2Ty entre les
instants t = 0 et ty alors

up(z,t,8) = uy(x,t,&) = vo(z,t,&) = vi(z,t,&) =0

au voisinage de (o, tp).

Preuve :

Il existe n € N tel que (n+1)T, < ¢ et tel que le segment [z — (¢t —nT})E, z—
(t—(n+1)To)€] x {¢} soit dans 'intérieur de 'ensemble {(z,§) ; r(z, &) =
0}. D’apres la relation (4.5), on a ug(y, s,§) = 0 au voisinage de {(z,p) ; z =
z — (t— p)&; p € [nTo, +oo[}.

On en déduit que vy = 0 au voisinage ’ensemble {(z, p) ; 2 = z—(t—p)¢; p €
[nTh, +00[}, puis que v; est identiquement nulle au voisinage de 1’ensemble
{(z,p); z=z—(t—p)¢; p € [nTo, (n+1)Tp)} puis que u; est identiquement
nulle au voisinage de I’ensemble {(z,p) ; z = z — (t — p)§; p € [(n +
1)Ty, (n+ 2)To]}. Finalement, par une récurrence immédiate, u; et vy sont
identiquement nulles au voisinage de ensemble {(z,p); z = z—(t—p)§; p €
[(n + 1)Ty, +oo[}.

On démontre de la méme maniere le

Lemme 4.3’.— Si le point (xo — 2to€, —&) n’appartient pas au support de
la fonction q, alors ug, vg, u; et vy sont identiquement nulles au voisinage
de (.’Co, to).

Comme 7, (support(r)) + B(0,4Toa™!) C Q (d’apres la définition de la
fonction g au paragraphe 2 et le choix Ty < £ta), on en déduit le

Corollaire 4.3”.— Pour tout ¢ tel que |£] € [a,a™'], n = 0; 1 et tout
teRT\NT, on a
support Un(’,t,f) - Q9

support v,(+,t,&) C Q.

Corollaire 4.4.— Pourn=0;1, on a

diam O
supportvnc{(z,t);OStS ranm },

2l¢]

(4.7) ~
diam Q
support u, C 4 (z,1);0<t< .

21¢|
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Lemme 4.5.— Pour tout p € N il existe C, > 0 tel que pour n = 0;1,
on a pour tout t € Rt \ NTy, et tout & tel que €| € [a,a™?],

[un (.-, E)|p(R® x RF \NTp) < Cp(1 + )2+,
I'Un(-, -1€)IP(R3 X R:’ \NTO) S Cp(‘l + t)2n+1.

Preuve

Pour ug et vp, la preuve par récurrence sur m pour t €}mTp,(m + 1)To|
est immédiate et pour u; et v; il suffit de remarquer que les semi-normes

des phases ¢(z,&) = %7 lo(-,€)|p sont uniformément bornées sur Q pour

|€] € [, @™ ). Les coefficients des opérateurs L, sont donc uniformément
bornés ce qui permet de conclure par récurrence en utilisant ce qui précede.

4.2 Rebond d’une solution.

Nous allons maintenant faire “rebondir” ces solutions approchées sur
les bords T'; des obstacles §;.

Soit  J = (j1,...,51) € I.
On notera J' = (j1,—,ji—1) avec la convention (j;)' = 0.

On notera u? et v? les fonctions u, et v, définies au lemme 4.2.

Lemme 4.6.— Pour tout £ € R® tel que || € [a,a™!] et tout j €
{1,---, N} il existe une phase pj(z,£) (£ est un paramétre) définie sur un
ouvert U, de classe C*® jusqu’au bord sur U, telle que

i) sur Y (support(ug)Usupport(u?)Usupport(vg)Usupport(v?)) N

teER+\NT,
I'j,ona
z-&

ii) la phase ¢; vérifie (P) sur T';.

Preuve :

Tout d’abord si ug, uj, vo et v; sont identiquement nulles sur I'; pour tout
temps t alors le lemme 4.6 est évident. Il suffit en effet de prendre par
exemple la phase o; définie sur 65 de la maniere suivante :
siy=az+dn(z); y € R®\6; et z €T, on pose p;(t) =d.

On peut donc supposer que ug, 41, Vg €t v; ne sont pas toutes identiquement
nulles sur T';.
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On notera é; une constante telle que §; < §/2 ot é est la constante du
lemme 2.7 et on supposera de plus que é; est plus petite que la constante
61 du lemme 3.2.

La construction du lemme 3.2 permet de définir la fonction ¢; sur ’ensemble
Ui(p) = {L(z,&) ; = € T ; n(z)-& < =61} 11 faut donc vérifier que
w6 =0, &) =0sur {z € L;; n(z)-§ > —26,}, ce qui en utilisant le
lemme 2.7 est une conséquence des lemmes 4.3 et 4.3". En effet, si n(z)-§ >
—261, d’apres le lemme 2.7, le point (2(t) = zo+2(t—1o)&, —&) est resté entre
—o0 et t9 dans le complémentaire du support de r pendant un intervalle de
temps de longueur supérieure & 2Ty, [t1,t1 + 2Tp). Or on sait qu’entre les

instants t; et o le point z(t) est resté dans le complémentaire du support
de g. On conclut donc en appliquant soit le lemme 4.3 soit le lemme 4.3’.

Il suffit finalement de montrer que ¢; vérifie (P) sur I';. Le seul point qui

ne soit pas une conséquence directe de la construction de ¢; est le point ii)
de la définition 3.1. '

On montre ii) en utilisant la remarque 2.5’. En effet si ug, u;, vo ou v; ne
sont pas identiquement nulles sur I'; alors il existe z € I'; et 7 > 0 tels que

(z — 7€, —&) € support(q), on en déduit que le point ii) de la définition 3.1
est vérifié d’apres la remarque 2.5’.

On peut maintenant réitérer la construction du paragraphe 3 et définir des
phases ¢ sur des ouverts qu’on notera encore U (p) ou p(z,§) = T_Elé

On cherche maintenant a résoudre le systéme :
(4.8)

(ihdy — h*A)u’ =0, dans 65 x (R, \NTp),
u’ |mTo+ = v’ ImTo_’
u’ |Fj, = u’ le,a
UJ |t=0 = 07
(ihd; — W2 A’ = ihy!(t — mT,)(Opr)(u”’), dans8_x|mTy, (m + 1)To|,
UJ ll"j' = UJI le,7
v’ 'mT;f =0
On va donc comme précédemment chercher u’ et v’/ sous la forme
u! = e~ @OI=E) (yd 4 pyd)

o) = emiler @O (] 4 hol).

On notera
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J(2,1,6) = (j1,- -2 Jn) 8t X_2o(2, |€|Veps(2)) € L (XY (2[€]Vs)Vi;,),
c’est a dire si le point X_o(x, |{|V¢s) se trouve entre les obstacles 6;, et

0jn+1 )

et J(z,8,6) =0 si X_oi(z,[¢|Vps(z)) € Loa(X V2, Ve)Ve;,).
On note ¢(z,&,I) la fonction égale & g(z,—&) si I=0,0 sinon
Lemme 4.7.— Les fonctions définies si t €lmTy, (m + 1)Tp|, par
lorsque x € U;(yp),

(4.9)

up (,1,€)
= A(,QJ(Z')Q(.X_Qt(z', '£|V¢J)a E_Qt(.’lf, I£|V¢J)’ J((E, t’ 5))

m-—1 To
H / ¢I(8)T(X__2(t_s_,‘T0)(.’L‘, |£IV‘PJ)1 _5—2(t—s—iTo)(x, |§IV‘pJ))dsv
i=0 VO

(4.10)
vy (2,t,€)
- ntT Y'(s = mTo)gy, (z,t - ,§)
’ X7 (X _g(1—s) (2, [E]Vs) s —E—a(1—s) (2, [€] V1))
)l (#:t=2:€) (X—2(1-s)(z, |€|VJ), 5,€) ds,
ol on note

B Gyy(z) i
9o, (2,8,8) = (GW(X-l(m,Vw))) g

x ( G (@) (X" (x, Vios)) )”2
G y(z,5,6)(X-2s(2, |E|Ves))
avec J = (jl’j??' : le) et Jp = (jla t '5jp) et Jm—n = J($,$,€).

et lorsque x ¢ Uj(p),
ug (z,t,€6) =0,

v({(:c,t,f) =0,

sont de classe C* sur R®\ 0}, et vérifient
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. J'. J! J
i) u me[ga_l]support(un (&) Ir,,) Usupport(v; (+,€) Ir;,) C {¢’ =

v’}
ii) Pour tout m € N et tout (z,t) € 65 x]mT, (m + 1)Ty[, on a
(00 + 2E1Ves ¥ + €] Apr)ug =0,
U,g IFJ‘: = ug Irjl’
(a.1) d b = 93 L
Ug |t$0 = 07
support uy C Uy ().
iii) Pour tout m € N et tout (z,t) € 65 x]mTp, (m + 1)Ty[ on a
(4.11)
(0 + 20EVpsV + [€|Aps)vg = ¢/ (t — mTo)[r(x, — €|V p)ud (2, £)),
v({ |Fj, = UOJ’ IF,‘,v
U6] ItSO = 0’
Ubl |t=mT:' = 07

support vy C Uy ().

Preuve :
Ces fonctions sont de classe C*° sur R® \ §;, en tout point ¢t ¢ NTj.

En effet si la fonction J(z,t,£) n’est pas localement constante au voisinage
de (zo,t0) alors X_p4, (o, |£|Vps) €T et donc

(X -2:(z, [£|Vpu), Z—2i(, €| Vo))

est nulle au voisinage de (2o, ?o).

Sur Uy () la régularité de uy est donc une conséquence de la remarque 2.5.
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Si J(z,t — mTy,€) = J la régularité de vi se déduit facilement de la ré-
gularité de ug et sinon on a

_ Gyy(z) i
vy (z,1,6) = [ij(x—l(a:, V‘PJ))}

x [v({' (X'l(x,V<,oJ),t_ a(z) — g g;‘l (x’VW))’f)

t
+ [ ey T Xt (600~ 2 0)

Ges (z,t— s,f)zpl(s - mTO)ug (X—Z(t~5)(xa [€1Vea), s,{) ds] ,

ce qui permet de conclure par récurrence sur |J|.

1l suffit maintenant de vérifier que les fonctions ug et vg sont identiquement

nulles au voisinage du bord de U, (y) dans R®\ ;

Siz €Ty, etsi—86 < n(z) Vepy < —6; (61 est définie au lemme 4.6)
alors le rayon issu de (z, Vg (z)) parcouru a vitesse 2|¢| est resté dans
le complémentaire du support de r dans le passé pendant un intervalle de
temps de longueur supérieure a 27y d’apres la construction de la troncature
r. On en déduit que ug "et v " sont identiquement nulles au voisinage de z.

On démontre ensuite comme le lemme 4.3’ que ug et vy sont identiquement
nulles sur L(z, Vi (2)).

Pour démontrer le point i), il suffit de montrer que les supports de ug "et
de v sont inclus dans T';,(¢), ce qui ce montre de la méme fagon.

Pour démontrer les points ii) et iii), nous allons utiliser le lemme suivant

Lemme 4.8.—
(4.12)

exp (—I£I / €1 Apy(z + 23|§|V99J(17))d3)

[ Gos(z +271€|Vey) ] 12
Goy(z +270[¢|Ves)

Preuve :
Si K; et K5 sont les courbures principales en = de Cp J, alors les courbures
principales en z + (Vo (z) de Coy(z + (V) sont — = 1+Ux1 et 1+u( Ce

sont les deux valeurs propres du Hessien de ¢ appliqué a I’espace tangent
en (z+ V) alasurface Cp (z+€Vpy) TCos(x+LVes). Or la troisieme
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valeur propre du Hessien de ¢; (considéré comme endomorphisme de R?)
_ _K K

est 0, donc A, (x +(Vpy) = 175 + o

d’ou le lemme 4.8.

Nous pouvons revenir & la démonstration du lemme 4.7.

vy (2, (m + 1)T5,€)

= / ds ¢'(s = mTy)gy, (z,m + 1Ty — 5, V)

mTy
Xr (X2(s—(m+1)To) (Cl), I£|V<PJ) ) _52(3—(m+1)To) (.’L‘, I£|V<PJ))
XAQ j(z,(m+1)To—5.6) (X-2((m+1)To-s) (€, Vo))

><(I<X—2s [X_2((m+1)To—s) (2, [E]VO1) s (Eca((me1yTo—s) (7, [EIVRI)) ]
Eas [Xoa((ma1)To—s) (2, [E]VPI) s (E—2((me1)To—s) (7, 1€]VS)) |,
J(.’II, (m + 1)T07€)>

m—1 To
x 11/0 do ' (9)

T (X-z(s—e-m,) [ (X—2((mt1)T—s) (2, ]V R0))
(E—Z((m+1)To—s) (z, |§|V<PJ)) ],
—Eo(s—0-iTo) | (X—2((mt+1)To—s) (2, €]V 1)) ,
(5—2((m+1)T0—s) (z, KIV‘PJ)) ])

Or:
X _g(s—0-iTo) [ (X —2((mt1)To=s) (%, €]V 01)) ,
(Ea((mt1)To—s) (%, [€]V01)) ]
= X_o((m+1)To—0-iTo) (T, Vou1),
E—z(s—o-m)[ (X—2((m+1)To—s) (2, |§|V<PJ)) ) (5—2((m+1)To—s) (, |§|VW)) ]

= E_y((m+1)To—-0-iTo) (T, Vo)
et

90, (2, (m + )Ty — 8, E)A@ (2 (m41)To-s5.6) (X —2((m41)To—5)(T, V1))
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= Apy(z).
Donc v (z,(m + 1)Ty ) = ud(z, (m + 1)T;).
On a uf Ir;,= ul' |r;, car d’apreés le lemme 2.7, on a up = u; = 0 sur

L \Tj(ea), Aps [r;,= Mgy |r;, et g tangentiel prés du bord (car nul),
ainsi que r.

De méme pour v |r; = v’ Ir;, -

I reste & vérifier que uy et vy vérifient les équations de transport.

En effet, soient zo € 65, et to ¢ NTp.

On se place sur un voisinage connexe wy de (xg) dans Cy,, (o) tel que
(4,1) € wox] —e,e[— y + (t —t0) Vs (y)

soit un systeme de coordonnées dans un voisinage w de zo dans 65 .

Alors pour tout = € w,tel que z = x9 + 8Vp(zp), on a

(4.13)

up (,1,€)

_(GL(Z)

1/2
= G<pJ(:to)) Ap(z0)q(X—2:(z, €|V 1), Ecai(z, |E|Vea), J(z,t,&))

m—1 To
H / dsp’ (8)r (X —g(1—s—iT0) (2 [€]V00), E-(tms—iTo) (2, €|V 01)),s
i=0 Y0

1/2
= (%) U({(fo,t—toyf),

car au voisinage de (zo,%) on a J(z,t,&) = J(zo,%0,§). Donc d’apres le
lemme 4.8, ug vérifie

(81 + 2/€|VpsV 4+ Aps)ud =0 sur w.
De méme vy vérifie pour tout t €]mTy; (m + 1)To| et tout z € 65,
(B + 21E|VesV + Ap)vd = ¢/ (t — mTo)r(z, — €| Vips)uy -

Lemme 4.9.— Les fonctions définies par récurrence sur m pour t €
JmTo, (m + 1)To[ et € Us(p) par
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(4.14)
v (z,t,€)

t
= / —’ingq,J (1‘, t— sv{)Av(‘)l(z,E’t—S) (-X—2(t—s) (-’E, lélV(iDJ) »t - S, 6)

m To
t

+ dsw’(s—mTo)g‘p,(z,t—s»f)

mTy

X [(T (X—2(t—s) (.Z', |£|V99J) ) _E—Z(t—s) (.’L‘, I£|V99J)))

U‘{(X_Q(t—s) (.’l‘, |5|V<PJ)» svf)

J vést_
+L1(z * (T‘ (X—‘.Z(t—s) (III, |€IV@J) ) 77)
J(y,&,t—
g ) (y,s,f)) ly=x_2(,_s)(w,mvsm]
n=={¢|V@(z,e,1-s)
(4.15)
uf (2,1,€)
J(z,t—mTp,
= o] (X oy (2, €]V 00), nT0, €)gy, (2,8 — mTy, £)
t
. J €, t—
—{/qﬁgwxxﬁ-&fﬂhmuftSKXLﬂuwﬂzJﬂvvJLaﬁ)
et par

ul(2,t,6) = 0 six ¢ Us(p)
o] (2,1,6) = 0si x ¢ Us(p)

sont de classe C* sur 1\ §;, et vérifient

. 1 J. J'. J _
DYy e amny SPPOTE (u (1 €) Iy )Usupport (v (, €) [y, ) € {7 =

o7’}
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ii) pour tout m € N,

sur 05 xImTo, (m + 1)To|,

O+ 2E|VesV + €l Adps)u! = —iAug,
(4.16) ;‘IJ Ir;, = “i Iy, s
Uy |mTo+ =1 |mTo-»

4y ligo =0,
supportu; C U’ (Vpy),

iii) pour tout n € N, sur 85 x]mTy, (m + 1)To|,

(4.16)’
(01 + 2€|VpsV + [€]Aps)o] = (—iAvg) + /(1 — mTp)
[r (2, 16190 ul (2,6) + I (r (&) ud ,6)) | y=e ]
n=—1£|Ves(z,¢)
i I, =] Ir,,
v{ |i<0=0,

support vy C U’ (V).

ot on a noté L{ Popérateur différentiel d’ordre 2 donné par le lemme 4.1

appliqué a ud, uj et la phase p(z,§).

Preuve :

La preuve est identique a celle du lemme 4.9.

Lemme 4.10.— On a
(4.17) support ud C O x RN {(z,1) ; J(,t,£) = 0},

supportvy C Q x RN{(z,t); J(z,t,€) = 0}.
Preuve :
On démontre comme au lemme 4.3 que u et vy sont nulles au voisinage du

complémentaire de Q. On démontre comme au lemme 4.3’ par récurrence
sur |J| que si J(z,t,£) # 0, alors ug et vJ sont nulles au voisinage de (z,t).

Lemme 4.11.— On a les mémes inclusions qu’au lemme 4.10 pour les
fonctions uj et vy .
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Preuve :
Soit (z,t) € Us(p)x]mTy, (m + 1T;)], on a alors deux cas possibles :
i) soit J(z,(t — mTy),€) = J,
il) soit J(z, (t — mTy),&) # J.
Dans le premier cas, on a, si uj(z,t,£) # 0, deux possibilités :
i,1) soit Ui’(X—2(t-mTo)(1‘, [€]Vps),t — mTp, €) # 0,
1,2) soit il existe s € [mTo, t] tel que Aug (X _o1-s)(z, |£|Vps),t —5,6) #0
et si v{(z,t,€) # 0 on a alors trois possibilités :
1,3) soit il existe s € [mTy, t] tel que Avg (X _s1—s) (2, €| Vs), t—5,€) #0,
i,4) soit il existe s € [mTy, t] tel que ui(z,t —s,£) #0,
1,5) soit

J(z b, t—s
L) (X _g(-s) (2, €]V 00), m))ud (3, €, 1= 5) ly=X_a(e—uy(2,16]V ) 7 O-
N=—|6VQ1(z,1-s,¢)

Dans le deuxiéme cas, si uj (z,t,£) # 0 ou si v{(z,t,£) # 0, on a
i,1) soit

u? (X_l(l',V(PJ),t B (‘PJ(Z') - @J(X_l(maVSDJ)))) £0,

2¢]
i,2) soit
_ -1
ol (X-l(z,vw),t_(w(f) 4.01(2)!; (x),VW)))#O’

-1
ii,3) soit il existe s € [t — exn)zesX (”V‘“)),t]

ui (X_a(1-)(2, || Vpu), t = 5) #0,

-1
ii,4) soit il existe s € [t - WJ(I)_LPJ(Z)I(EI (I’V”"’)),t] tel que

tel que

LY (r(X _a1—s)(x, [E]Ve0),m))ug (y,€,t — ) ly = X _o1-s)(2, [€] Vi) # 0.
n=—l¢|Ves

En appliquant alternativement ces deux cas et le lemme 4.10, on obtient le
lemme 4.11.
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On en déduit le

Lemme 4.12.— Soit d = min(dist(6;,6;)).Alors pour tout p € N, tous
X1,...,Xp€858%etn=0;1,0na

J ad . diamQ)
Suppunc{tE[Q(lJl )=, (|J|+1)]},

J od . diamQ
suppan{t€[2(|J| 1) ; 50 (|J|+l)]}

(4.21)







5. Décroissance des solutions le long
d’une trajectoire captive.

Nous allons étudier dans cette partie la décroissance des fonctions uy
et v/ construites précédemment et de leurs dérivées.

Dans ce paragraphe, nous fixerons £ € R® tel que |¢| € [o,a7] et
J € I. On notera ¢(z) = —fﬁ

Toutes les constantes introduites seront indépendantes de ¢ et de J.

5.1 Régularité des transformations géométriques.

Proposition 5.1.— L’application v définie sur U;(p),

Gy, (z)
G‘PJ (X_l (1‘, VSOJ)) ’

P T

vérifie I’estimation suivante:

Pour tout m € N, il existe C,, > 0 tel que
|9ty () N ) < Con.

Preuve :

Ula) — 1 B 1
@) = AT @A+ @) ~ 1+ @) + 260)

ot £ = |z — X~ !(z,Vpy)| et ot H (respectivement G) est la courbure
moyenne (respectivement de Gauss) de la surface C,, en X ~}(z, V) c’est

a dire la trace (respectivement le déterminant) de la seconde forme fonda-
mentale de la surface. Or cette seconde forme fondamentale vaut

1
L(’U,, ’U) = WH%S(W)X“(LVW)(“’ U)

Comme d’autre part £ = () — ¢;(X (2, Viy)), la proposition 5.1 se
déduit du lemme 3.12 et du lemme suivant:
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Lemme 5.2.— Pour tout é; > 0 et tout p € N, il existe Cp, > 0 tel que
pour tout z € {z;n(X ~Y(x,Vps)).E™ (z, V) > 6,3 NQ, on a

(5.1) X1, Vo) m(z) < CIV@slm < Crm.

Preuve :
Soient zg = X ~!(x, Vg) et to = ‘PJ(I)—AN(;I{{T(:D,V‘PJ)).

On considére application définie au voisinage de (zg,%9) dans I x R par

g : (y,t) =y +tVes(y).

Soient Y; et Y, une base orthonormale de I'espace tangent en x5 a I'j,,

telle que (Y7, Y2,n(z0)) soit une base orthonormale directe de R®. Alors la
différentielle de g en (zq, to) s’écrit dans cette base (la base d’arrivée est la
base canonique de R?)

(Y1 +toHess(ps)(Y1) , Ya+toHess(py)(Ya) , Veou(zo)).

Si on décompose Y; et Y, sur la base orthonormale de R® formée des direc-
tions principales de Cpj(z9) et de Vi (zo), on obtient aisément que le dé-

terminant de cette différentielle vaut (14to(ky+k2)+t3k1k2)n(xo) Vs (zo)
si k; et ko sont les courbures principales de la surface Coj(zg), ce qui ter-

mine la démonstration du lemme 5.2 car ) est borné.

Lemme 5.3.— Il existe M > 0 tel que pour tout p € N il existe C, > 0
tel que si |J| > M alors pour tout ¢ € N, Papplication

p : (z,t) € Uyx]iTy, 0o[— (X_(1—iy) (2, [€|V 1), E_1—imy) (2, 1§ V1))

vérifie les estimations suivantes au voisinage de tout point (zg, %) € Uy(p) X
R tel que X_(1y—i1y) (@0, |E|Vps) ¢ T et 79 € Q

(s )lp(z) < Cop.

Preuve :
Nous utilisons le lemme 3.20 :

Si (to —1Tp) < ‘P’“")_”(XI;;“(I“’V"”)) soit s 'indice tel que

X _(1o-iTo)(@0, [€]V0s) € Lo(XVN(2o, Vipy).
Alors au voisinage de (2, to)

E_(1=i10)(2, [€]Ves) = EIVey,in) (X o=io) (2, Vi)
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L’estimation du second terme découle donc de celle du premier terme qui

découle aisément de la partie ii) du lemme 3.20 car, avec les notations
précédentes et si on note de plus

p ©1(2) = Py i) (X 1= (2, V)
€] ’

X_(1-i1) (3, 1|V o) = Xup(X~WI1= (2, Vo)), Vio i i)

Si (to — iTo) > wu(z0) — (X ~VI(z0, Vo)), alors au voisinage de (zo, o)
X_(t-iy) (%, €V )
= XVI(2,Vey) - ((t - iTo) = pa(2) — o(XV(z, Vi) €.

Le résultat est alors encore une conséquence du lemme 3.20.

Le cas (to — iTp) = ws(z0) — (X ~MI(z¢, Vo)) est exclus par ’hypothese
X_(to-iTo) (0, [{|Vps) ¢ T.

Lemme 5.3°.— Il existe M > 0, tel que pour tout p € N, il existe C),
tel que si |J| > M, alors pour tout 1 € N et tout point x € U;(p)NQ, on a

pour tout t € Rt

IT o p('vt)lp(‘r) S CP
et

lgop(-,t)|p(z) < Cp.
Preuve :

La preuve est identique & celle du lemme 5.3, si on utilise de plus la remar-
que 2.5.
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5.2 Décroissance asymptotique des solutions.
Avec la relation (4.9) et les estimations de la propriété 3.23 et des

Ty
lemmes 5.1, 5.2 et 5.3’, comme |r| <1 et [ |¢/(s)|ds = 1, on montre le
0

Lemme 5.4.— I existe M > 0 tel que pour tout p € N il existe C, > 0
tel quesi |J| > M etsiJ sécritJ =rI+lavecI €Z,7r>1et0< < |,
on a pour tout t € Rt \ NT,

(5.2) lug (- )] (Us () S CpA7(1+1)7.

On en déduit le

Lemme 5.5.— Il existe M > 0, tel que pour tout p € N, il existe C, > 0
tel que si J s’écrit J =rI+1, avecl € T, r>let0<€<|I|ets1|J|>M
on a pour tout t € Rt \ NT

(5.3) [0 (-, )] (Us () < CpAT (1 +1)P.

Nous allons maintenant estimer les termes ui et vy

Proposition 5.6.— Il existe M > 0, tel que pour tout p € N, il existe
C, > 0 tel que pour tout m € N, si |J| > M et si J s’écrit J = rI +1
avecI € I, r > 1 et 0 < £ < |I|, on a pour tout x € Uj(p) et tout
t €lmTy, (m + 1)To[

J
(1) (@) < o1+ 1),
54 Apy »
o i( )| (2) < Cp(1 +1)2F?
AQOJ » =P
(5.4 qu(-,t)h,(a:) < Cp)‘{(l + )%t
IUiI("t)Ip(m) < Cp)\{(l + t)2+p~
Preuve :

Distinguons les deux cas:
-1
i) sit—mlp < w(x)—w(z)lfﬂ (=.V¢s) on a alors d’aprés (4.14) et (4.15)
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(5.5)
v (z,t,€)

14
= / - —ing‘pJ (l‘,t - 8,£)A’Ub](X_2(t_3)($, |£|V‘19J)a t—s, 6)
. 0

m

t
_|_/ dsy'(s — mTy)g,,(z,t — s,€)

mTy
X [ (7‘ (X—z(t“s)(x’ €IV, _5—2(t—s)(xa |£|V‘PJ)))

uf (X _g(1-s)(@, ||V 1), 5,€)

+ L{ (1 (X—a(1-5)(2, [€1V00) 1)) 43 (9) |y=X ooy (@t V)
n=—[{|Ve,
(5.5)
uy (z,t,€)

= UIJ(X—z(t—MTo)(zﬁ |€|V<PJ), TLT(), f)gtp.i

1
_i/ 9o, (x, t—s, f)Aug(X—ﬂt—s)(I: IE|V¢J)7 S, 5)
mTy

ii) sit—mTp> <PJ(I)—<PJ(;T£-1($,V‘PJ)) on a

(5.6)

UlJ(x,t,f)

_ Gy () i
Gy, (X (2, Vpu(2)))

X'Ui]l(X_l(x,t— QO_]("L') - 90.1(2)?5—'1(1:"790‘]))/’6))

t
—ids z,t—s
+/t._ so,z(z)—su()l“l(fvv‘w)) gﬂo.l( ’ ,f)
21€]

Av (X _o(1-s)(@, ||V @), t — 5,€)

t
dsy'(s — mT, ,t—s,
+/t_w(m)_w(:l(e_ll(z‘Wm sY'(s — mTy) gy, (z 3]
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x [(r (X gy (@ [E1V01), ~E iy (2, [€]V02))
u (X _o(1-)(; [€|V 1), 5,€)

+L{ (r (X_g(1-6)(, [€E]VRs),n)) ug (3, 5,€) |y=x_,(,-,)(z,|5|v¢,)]
n==[¢{|Ve,

(5.6')
ui (,1,€)
_ G, (2) i
G, (X7 (z, Voy(2)))
wf (X~ \(z, V), t - £ = W(;lz_l(x’w’)),f)

t
i / G Aud (X iy (@, [E]V01), 5, )

_ey@®) e (X~1(2,9,))
2[¢

Pour estimer ces termes nous allons utiliser le lemme suivant
Lemme 5.7.— Il existe C > 0, tel quesi J=rI+{favecl €Z,r>1et
0 < ¢ < |I|, pour tout z € Us(p) N, on a

Aps(2)] > CAF.

Preuve :

D’apres la partie i7) de la proposition 3.23), il existe M > 0 tel que si
|J| > M, on a

|Aps() — ar(2)A7br| < CAfall.
Or la démonstration de l'existence des fonctions ay; montre qu’il existe
C > 0 indépendant de I et £ tel que ar (z) > c.
En effet, si |[J|=non a

. Ap$(z) Apf(X =™ (z, Vo))
aI,t(z)=rE%Tx...x v
3} st

)

avec

ApP (X =+ (2, Vp59))
AI,I'

= (1 + 7r’n+l’(x))
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et |yrntr| < Ca™' "+ avec C indépendant de J. Il reste maintenant &
minorer indépendamment de J et de z € U, ()

ApF(z) y Ago‘;f’,(X'(N”(:v, Vo))
ALi Arit ’

ousi Ng=rn+s(0<s<n)etsil>s,I'=1-setsil<sl' =n+l—s.
Le dénominateur se minore facilement par 1.
Etudions le numérateur: pour tout z € I';,,, si on note ki et ko les deux

courbures principales de Cye au point X ~1(x, Vi) et d la distance de
N -1 A‘PO?,(I) _ 1
zalX (.’E,V(p?,os) alors WX_—ITWﬁ_ﬁ = W Z ¢ > 0 car

I,s
les courbures principales k; et ko sont bornées indépendamment de I et s
d’apres la construction du lemme 3.2. On en déduit donc qu’il existe cog > 0
tel que
lari(z) > co H (1-a"M)>c>o0.
TLZNQ

Nous avons donc démontré le lemme 5.7 pour |J| > M. On conclut par
un argument de compacité pour J quelconque car on a Apy(z) > 0 sur
Us(p)N Q) et de plus les rayons J tels que |J| < M sont en nombre fini.

On montre de la méme fagon qu’il existe une constante C' > 0 indépendante
de I telle que by > C.

On déduit aisément de la proposition 3.23 ii), du lemme 5.7 et du lemme
5.4 le lemme suivant :

Lemme 5.8.— Pour tout p € N, il existe C, > 0, tel que pour tout
xELlJ(go)ﬂQ et tout t € RT \NTy, on a
f—;‘i(nt) (z) < Cp(L+ )7,
(5.5) P
Litw) | () < o1 4+ 02+
Apy 7 r P ’

D’apres les lemmes 5.4 et 5.7, on a

Lemme 5.9.— 1II existe M > 0, tel que si |J| > M pour tout p € N,
si J s’écrit J = rI+1 avec I € I, on a pour tout x € (Us(p)) et tout
t € R* \ NTy,

lug (- )lp(x) < CplApsl(2)(1 +1)",

|03 (-, D)lp(2) < CplAy|(z)(1 +1)".
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La proposition 5.6 se déduit maintenant des lemmes 5.7, 5.8 et 5.9 par une
double récurrence sur |J| et sur m pour t €)mTy, (m + 1)To|[.



6. Démonstration du Théoréme 1.1.

Considérons les fonctions u et v définies de la maniere suivante:
. -1
si €| € [, @7

w,t,6)= D e @RS (4 haf) (2,1,8),
JETU{0}

v(z,t,€) = Z e—i(wj(z)lfl—iﬁz)/h(_,1)IJ| (v + hv{) (z,1,€).
JETU{0}

(6.1)

ou les phases ¢ sont définies & partir de la phase ¢(z) = ﬁ
etu=0,v=0si[{| ¢[a,al]
Ces sommes sont définies car localement finies d’apres le lemme 4.12.

De plus u et v vérifient u |sgo= v |so= 0.

Définition 6.1.— On notera, pour uy € L%(Q)

1\° ;
UUo(x,t) =- <27T_h> /yeﬂ u(x?t,E)el(y'E)/huo(y)dydE,
(6.2) N8 cen?
Vialest) = = (o) [, v 00O ().
£ER3
Théoréme 6.2.— Il existe u > 0 tel que les fonctions Uug et Vug vé-

rifient les propriétés suivantes pour tout m € N, tout t €]mTp, (m + 1)To[
et tout € Q) :

|(ihd, — R2A)Uug(z)| < ChE e |ug]| 2

Uu =0,
(6.3) olon
UuolmTo*' = VuOlmTo—-,

Uwoli=0 = Op(q)uo,
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[(ihdy — K2 A)Vuo(a) — iha' (t — nTo)R(Us)| < Ch¥e™#t||ug| 2

)

(6.3) Viiolon = 0,
VUOImT:' = 0,
V’ll.0|t<0 =0.

Preuve :

Les seuls points & démontrer sont les deux inégalités. Nous commencons
par démontrer le lemme suivant

Lemme 6.3.— Il existe M > 0 tel que pour tout p € N il existe Cp > 0
tel que pour tout z € Q, tout £ € R3tel que |£| € [, a7 !] tout t € RT \NTy,
tout rayon primitif I € T et tout J =rl+{ avecr > 1 et 0 <€ < |I|, tel
que |J| > M,onapourn=0;1

luplp(z) < CpAT(L + 8)P+2
Preuve :
On a
(64) )\1’,‘1 X ...X)\I’," <1,

le lemme 6.3 est donc une conséquence directe des lemmes 5.5 et 5.6.

Lemme 6.4.— Il existe p > 0 tel que pour tout p € N, il existe C, > 0
tel que pour n = 0;1, tout t € R\ NTy, tout £ € R® et tout z € Q, on a

> lup (- t)]p(a, t) < Cpe™.

JeI

Preuve : Comme u! et v sont identiquement nulles en dehors de U (),

on a
Yo i, <G > Nj(141)**?,

JeTu{0} J=rI+s€T

urjn(t't‘c)zﬂ au voisinnagede x

<SG YL > MPTNa+nT,
(6.5) I primitif a r>0

=1,..,|I|-1

I 1 s
<o, T (pZy) Do

I primitif
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avec p(I) = inf{r > 1;3Im =0; 1; 3J = rI + s;ul(t,.) # 0} et la
convention p(I) = oo si cet ensemble est vide.

En effet, tout rayon J € 7 s’écrit rI + s ot I € T est un rayon primitif: si
J = (]1, .y Jn) €t si j, # 71 alors soit J est un rayon prlmltlf soit il existe
Tetr>2tels que J=rl SiJ=rlavecl= (i1, --,im), alors on peut
apphquer le méme raisonnement & I car comme J € Z, on a nécessairement
tm # zl ( c’est I’hypothese j, # jp+1; V1 < p < n), on peut donc conclure
par récurrence.

Dans le cas ou j, = ji, considérons le rayon J' = (j1,---,Jn-1); on peut
alors appliquer le raisonnement précédent a J'. ’. On conclut donc que J =
r[+s;s=0;1avec I.

Revenons maintenant a la preuve du lemme 6.4. On a

I
(6.6) Sty <c, S MO+,
JeT Iprimitif :
p(I)#+o00

Or d’apres le lemme 4.12, si u?(z,t) # 0 il existe des constantes C,C’ > 0
telles que

t Ct
(6.7) — -C'<p) <= +C".
cl ]
Donc si p(I) # +o0 alors il existe C > 0 et C' > 0 tels que d, < Ct+C'. De
plus, pour toute trajectoire périodique v on a exactement 2card(vy) rayons
périodiques qui lui correspondent (suivant le point de départ du parcours
et le sens choisi) et si on note d., la longueur de la trajectoire v,

d
(6.8) — < card(y) = 1] < -2
diam(0Q) dmin

On déduit maintenant de (6.6),(6.7) et (6.8) qu’il existe C',C"” > 0, to > 0
tels que pour tout t > ¢p, on a

't

C
(6.9) S ludlp(aty <€ YT AT (1P

JET ~ primiti f

Par hypothese (H2), on sait qu’il existe § > 0 tel que

Z )\eﬁd“’<oo

v primiti f
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—pd .
Posons A, = C,“7—, on obtient alors
ki

old}
Shds o+ opie-onchs,
Jel ~y primitif

Or ) C, < oo donc sauf un nombre fini d’entre eux, tous les termes C,

sont strictement inférieurs & 1. Quitte & prendre 3 assez proche de 0 (mais

strictement positif), on peut les supposer tous inférieurs & 1. On a donc
!

C't
|Cymin| < |Cy| soit

3" Jullp(z, t) < C(1+ t)PHe=C#t vt > 1,
JET

et pour t < tg, il existe Cp, > 0 tel que
J
Z |un|P(x7t) S va
JeI

car on a un nombre fini de termes tous bornés. Nous avons donc démontré
le lemme 6.4 pour tout u < 3.

Nous pouvons maintenant revenir a la démonstration du théoréme 6.2.
Démontrons par exemple la deuxiéme inégalité.

Pour tout m € N et tout t €]mTy, (m + 1)T,[, on a

(tht b th)V’UQ - lhl/)’(t - nTo)R(Uu0)|

< ey |, 5[] (2,1, )| 6)ldg

|€lah—1,a=1h=1] 75
3

h
soemots | W [a(6)|de,
(27h)* Jigietan-1.a-1h-1] ()]
S Ch%e_“t”’lt()"[) .
Nous avons donc démontré le théoreme 6.2.
Lemme 6.5.— Il existe o > 0 et A > 0, tels que pour tout (ux) € Ek p.qa,

on a Ak
11 |h=hi 0Op(q)uk|l < hEllukll-
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Preuve :
D’apres le théoréme 6.2, il est clair comme ) est borné que

I Ih=hr 0Op(q) = Unk| | 3(0) < Ch/ZNTo|luo| 12 ()-

Or
(6.10)
1 3
Ounilemo < (o) [ 1 5 b+ udlat [ uoawlan
2rh ) Jeers ; T500) Q

< Ch™%e™ Y uo k|l L2(0)

donc
34 > 0; [|Uuol gy llL2(0) < Plluollze(a)

(il suffit de prendre Ch~%e~#4kTo < 1),

Le lemme 6.5 est donc démontré.

Nous avons donc démontré ’estimation (1.5) pour s = 0, il est clair que
nous pouvons faire varier s dans [—¢,¢€] ce qui revient juste a prendre la
premiere troncature en Ty + s au lieu de Tp et & décaler la fonction 1 de s
ce qui ne modifie pas les estimations.






Appendice A. Calcul h-pseudo-différentiel.

Soit © un ouvert de R® relativement compact dans R®. Nous allons énoncer
dans cet appendice les bases de la théorie h-pseudo-différentielle sur Q2 dont
nous avons besoin pour notre travail.

Définition A.1.— Pour n € N, m,k € R on note S™F(R") I’espace
des symboles q(z,y,&,h) € C®(R™ x R" x R™) définis pour h €]0, ho[ (on
considére h comme un parameétre), vérifiant

vavﬂa’\/ € Nn’ aca,ﬂ,‘ya V(.l‘, y7€7h)’

(4.1) 1070207 a(x,y,€,h)| < Ca,pyh™ (1 + €)™,

Pour tout g € S™ on notera Op(q) Popérateur h-pseudo-différentiel associé
au symbole q par la quantification

(42)  Oplgyula) = 2an)™ [ q(a, .6, hyu(y)dyde
On notera Op(q) € L™*(R")
Proposition A.2.— Soient a; € S™ i on suppose que m; et k; dé-

croissent vers —co. Alors il existea € S™o°*0 tel que supp (a) C Uj supp mj
et tel que pour tout k € N,

a-— Zaj € Smicki

J<i

a ~ E aj.
J

On notera
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On rappelle les propriétés suivantes (voir C.Gérard [G] ou D.Robert [R]).

Proposition A.3.— Soit a € S™¥(R™), alors il existe o4(z,€,h) et
G4(y,€,h) dans S™F(R") tels que

3
Op(a)u(a:,h) = (Flh) /ei(z-y){/hUA(m7£ah’)u’(y)dyd£7

1\ [ .
= (m) / e==UIG (€ RYu(y)dyde.

Si A = Op(a), on appelle 0 4 (resp. 6 4) le symbole & gauche (resp. a droite)
de A. ’

On a )
oa@,&h) ~ Y =hlIDFoga(z,y,€,R) ly==,
le]>0 ~
~ 1 o [sZaYe ]
O'A(y,f,h)"" Z Jhl I(_Dz) afa(x7y7§7h) |-l‘=‘!/‘
le]>0

Proposition A.4.— Soienta; € L™"*{(R") et A; = Op(a;) pouri = 1;2.
Alors A} € L™ F1(R™), Ay 0 Ay € L™ +makitkz(Rn)

1
(A.3) oas(@, & h) ~ Jhk’"angEAl(x,f,h),
la]>0
1 (o7
(A.4) Tnvons(2,&,h) ~ > ah"'l&gaA]DzaAz(z,f,h)
laj>0 "

et chaque semi-norme de

1 « (o 53
oaz(z,&,h) - Z Jhl 10 D25 4, (z, €, h)
lof<k
dans §™1—k.k1—k

(respectivement de

1
OAr04, (T, &, h) — Z Jhl""anA,D?UAz(m,&h)
lal<k
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dans S™=kki=k)

est majorée par un nombre fini de semi-normes de a, (respectivement de a,
et as).

I;roposition A.5.— (Continuité L?) Soit a € S°°(R®).1l existe C > 0
tel que

10p(a)ll L(L2(0),L3(0)) < C-

dDe plus la norme de Op(a) ne dépend que d’un nombre fini de semi-normes
e a.

Nous allons maintenant définir des opérateurs h-pseudo-différentiels
sur un ouvert relativement compact de R®, Q. Notre quantification est
simplifiée car dans tout notre calcul, nous travaillons modulo O(h) et nous
ne nous intéressons donc qu’aux symboles principaux.

Soit (U;)ier un recouvrement fini de Q2 par des ouverts de R® et (¢;)
une partition de l'unité associée, telle que pour tout i € I, 0 < p; < 1 et
vérifiant de plus la propriété suivante:

Vi, 3k; € C*°(U;; R?),

(A.5) UiNndQ # 0= U; = k7' ({z, > 0})

(on note pour y € R y = (v, y,)).
On dira qu’une fonction f est tangentielle prés du bord de Q si f s’écrit

sous la forme
-1
f(2,8) =D filki(2), (‘dki ko (),
i€l

avec pour tout i € I, f; € S®°(R3) et si U; N 0N # 0, le symbole f; est
indépendant de la variable 7,,.

Cette définition dépend évidemment du choix du recouvrement (U;) et
des fonctions k;.
A toute fonction f tangentielle pres du bord de © on peut associer un
opérateur borné Op(f) : H}(Q) — H}(Q) de la maniére suivante:

Soient ¢} € C§°(U;) des fonctions identiquement égales a 1 sur le
support de ;.
On pose

(A7) Aju(z) (2;h)3 /R . elz=)Elh g, (kj (@), ("dk57), o) (é))

) (a"Yu(a)dade,
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siU;noY =0 et

def 1 (ki (z) —y').n'
(A.8) Aju(z)= e /mxm ki@ =y [k g (ko (), ')

O (k7 (Y kj(2)n))u(k; (¥, ki(2)n))dy dry,

siU; NON # 0.
On définit maintenant Op(f) par la relation suivante:
(A.9) Op(H)(w)(2) =Y pi(x)As(u)(a).

Il est clair que 'opérateur Op(f) est continu sur H(Q) C L?(2) et envoie
H}(Q) dans HL(Q).

Théoréme A.6.— (Inégalité de Gérding). Soit Co > 0 et soit r un
symbole réel d’ordre (0,0), nul pour |¢| < Cy et tel que 0 < r. II existe
C > 0 tel que 'opérateur Op(r) associé au symbole r par la quantification
(A.2) vérifie I'inégalité suivante :

(A.10) Yu € L%(R®), Re ((Op(r)u,u)) > —Chlu||%,

et la constante C' ne dépend que de Cy et d’'un nombre fini de semi-normes
du symbole r.

Preuve :

On considére la famille de symboles (classiques) d’ordre 0 (cf. [Hd] chap
XVIII), indicée par le parametre h

Th(xa 77) = 1‘(1‘, hT])

C’est une famille bornée de S? ; (notation de L.Hormander [H6]) pour h €
10,1[.
En effet,

|0g 02 (2, €)] = hl|0gL (r)(x, hE)I,

< Cayshll(1+ hlg) ™",
< Cop(L+ €)™

De plus 7, = 0 sur I’ensemble {|h¢| < Co}.

On en déduit donc d’aprés le théoréme 18.1.15 de [HO] que

Re(Op(rh)u,u) > =Chllu[Z,.
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Remarque A.7.— Soit m(z) une fonction de classe C* sur R3, stricte-
ment positive et égale & 1 au voisinage de I'infini. Modifions la structure
L? sur R® en posant

(u,v)m = /u(m)ﬁ(z)m(x)da: v lullzz, = (u,u)m.
On a alors
(Op(r)u, u)m = (Quv,v)
avec v(z) = m'/?(z)u(z) et
Q = Op(m'*(z)r(z,y, l)ym™'/2(y)) = Op(r) + O(h)

d’apreés la proposition A.3.

On en déduit que si r vérifie les hypothéses du théoréme A.6, on a aussi

(Op(r)u, w)m 2 =C"hljul| 2,

avec C' ne dépendant que de Cy, de m et d’un nombre fini de semi-normes
der.

Corollaire A.8.— (Inégalité de Garding pour des opérateurs tangentiels
prés du bord ). Soit f(z,€) = ¥c; i(2)fi (ki(z),! dk;7*(€)) une fonction

tangentielle prés du bord de €, nulle au voisinage du bord extérieur o0 de
), associée au recouvrement (U;, p;, k;), telle que il existe C > 1 tel que

-0< i<,

- si supp (i) NN =0, on a
(A.11) fi(y,m) =0 ¥n, In| ¢ [C,C),

- si supp (p;) NT # 0, il existe g; € C$°(R?) telle que gj(y) < 1 et pour
tout (y,n') € R®* xR? on a fj(y,n') < gj(y) et pour tout (y,n’) tel que
c-! > Wl: on a f](y7 77') = g](y) .
On suppose de plus que la partition de I'unité @;(x) utilisée pour quantifier
le symbole f s’écrit p;(z) = ¥ ().
Alors il existe C' > 0 tel que

(4.12) 10P(H)ll72() < (1+Ch)

et

(4.13) - l(Zd — Op(f))ll72(a) < (1 + C'h).
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Preuve :
Nous allons démontrer la premiére inégalité.

A*Au(z ZA “pipidiu(z),
’J
donc d’apres la proposition A.3
| (A* Au(z) ,u) = > (AJAap; i, i) || < Chllull®.
i’j

11 suffit donc de montrer qu’ il existe C > 0 tel que les opérateurs A; sont
de norme L? inférieure & 14 Ch.
D’ apres la remarque A.7, il suffit de vérifier cette assertion en transportant
les opérateurs A; par les difféomorphismes k;

- Sisupp (@) NT # (0 alors d’apres la proposition A.4, comme les
semi-normes dans S%°(R2, , ) de fi(zn,2',7') ¢} (k' (v, 24)) sont ma-
jorées uniformément par rapport a z, par les semi-normes dans S%°(R3)

de fi (z,7)* ¢} (ki‘l(y’,xn))z, on a
| (7 (1) u— 47 4; (w) ,u)
B / (Op(gf (n,2")° (@, 2))*
T, ER

9’

= (o) 6 (6 2)) (xn,x')) da,

L2(R?)

< [ Chlluten, Mircus,) < CHlullsqusy
Ty =

Comme g(%n,')2(¢})%(@n,2') ~ (fi(zn, @', 7)Pi(@n,2"))" € SR )

vérifie les hypotheses du théoréme A.7 (en dimension 2) avec des constantes
Cy indépendantes de z,,, on en déduit qu’il existe C' > 0 telle que

((Id — AT Ai)u,u) > —Ch|ju|?,

donc

Asull® < (1 + Ch)|Jul®.

- Si supp (p;) NT = @, prenons x(£) tel que x(§) = 1VC~! < [¢| < C et
X =0 V|¢| £ S ot C est la constante de (A.11).
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Alors x(€) — (fi(z,€))? vérifie les hypothéses du théoréme A.5. On a donc
((x(hD) = A} Ai)u, u) > ~Chllu|%,
Il 4sull® < [x(hRD)ull* < (1 + Ch)|lul?,

ce qui conclut la démonstration de la premiere inégalité, la deuxieme se
démontre de la méme fagon.

Corollaire A.7.— les troncatures r et q construites au paragraphe 2
vérifient les inégalités (A.12) et (A.13).

Remarque A.8.— Il est essentiel d’obtenir des majorations par des ter-
mes de la forme (1 + Ch), des majorations par des constantes arbitraires,
a-priori plus faciles & obtenir (puisqu’elles découlent de la continuité L? des
opérateurs h-pseudo-différentiels) ne suffiraient pas. En effet, on applique

les opérateurs de troncature —— fois et on veut contréler uniformément

log h
par rapport a h la norme.






Appendice B. Front d’onde oscillant et propagation.

Nous allons nous intéresser dans cet appendice & la propagation des sin-
gularités h°. La méthode développée est celle de G.Lebeau qui consiste &
transformer le systéme étudié pour éliminer le parameétre hy, ce qui intro-
duit une nouvelle variable et permet d’appliquer directement les théorémes
de propagation des singularités de Melrose et Sléstrand [MS]. Pour une pré-
sentation plus générale de la propagation h-micro-locale, nous renvoyons le
lecteur a Ivrii FI]

Nous commengons par quelques définitions et propriétés:

Soient p>1let0< a< pt.

Définition B.1.— On notera B, , 'espace des suites U = (ur(z))keN
vérifiant
Vk €N, ug € Ei pa, |lucl] < 1.

Définition B.2.— On notera B I'espace des suites U = (ug(t, z))ken

telles que pour tout k, la fonction u € C'(Ry, L*(2)) est C* jusqu’au
bord de Q2 et telles que

0% ukllz2(ay < Cahy 13/
et

lullz2(oy < 1.

Propriété B.3.—
Si on identifie les données initiales uy, avec les solutions du systéme
(ihx0y — K3 A)ug = 0,
(B.1) ulaq =0,
Uk|e=0 = Uk,

ensemble B est inclus dans I'ensemble B et pour toute suite U de B , pour
tout opérateur ) h-pseudo-différentiel tangentiel pres du bord de §2, il existe

une constante A > 0 telle que la suite (A\Q|n=h,ut) est dans ensemble B.
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Preuve
On a
U = Z Up,kCv, ZU.Z,,:C <1,
veEF;
de plus
05 eull L2y < CaAl?V?
et
185 Qe. || L2(a) < Ca,@M!/?

et

card(Fy) < Ch;?
(c’est une conséquence directe de la formule de Weyl).

Comme ’opérateur @ est borné L? — L2, la propriété B.3 est démontrée.

Définition B.4.— Pour py € f*(Rt x (2), pour toute constante o > 0 et

Ue E, on dira que pg n’est pas dans le front d’onde jusqu’au bord d’ordre o
de U s’il existe un opérateur h-pseudo-différentiel ( t:angentiel prés du bord

de Q si pg € T*(0N)) de symbole p(z,&,h) (p(z,&',h) si po € T*(0Q)), &
support compact en (w €), d’ordre 0, elliptique au point py et une fonction

U € CP(R3) égale a 1 prés du point 2o (po = (z0,&0)) tels qu’il existe
C > 0 tel que

(B-2) 0p(P)lh=hy Yukl L2, x2) < ChE
On écrira py ¢ OFZ(U).

On notera de plus WF,(U) = UsenOF7 (U).

On notera Z =R x R; X Q et z = (s,2) = (s,¢,9).

On notera &y = 7(7 = n? ; @® < 7 < a~2) ol 7 est la projection canonique
de T*Z sur T*Z =T*ZUT*0Z.
Pour U € B, on pose

(B.3) OU)(s,2) = Y &M *uy(z)
k

C’est une distribution prolongeable & R, x R; x R3.
Pour p € T*X soit 0(s, p) le point de T*Z
0(s,p) = (s,0 =1,p).

On peut définir W Fy(u) dans T*Z selon la procédure standard.
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On a alors le lemme suivant di & G.Lebeau [L] :
Lemme B.5.— Pour tout sg, on a pour tout U € B, , et pour tout point
Po € T*X;

(B-4) po € WE,(U) ¢ 0(s0,p0) € WE,(O(U)).

On en déduit que si on note g le flot généralisé sur T*X, le front d’onde
W F;, d’une suite U € B, ,, est invariant par g.

Nous allons maintenant nous intéresser a la propagation des singularités
OF° o€
g,

Théoréme B.6.— Soit Uy = (uk,)r un élément de B, o et soit U = (uy,)
solution des équations
(thxd; — hiA)uy, = 0,
(B.5) uklaq = 0,
Uklt:o = Uk,0-
Alors le front d’onde d’ordre o, OFZ(U), est invariant par g.

Preuve:
D’apres le lemme B.5 et [L], chapitre 3, on sait que

(B.6) WFEU)CZy=7({r =1%a®> <17 < a2},

ot w: T*(R; x R3) - T*(R; x Q) est la projection naturelle.

Soit pg € ¥p N {t = 0}. Nous allons montrer que si il existe un point
p1 = g(so, po) tel que p; n’appartienne pas au front d’onde d’ordre o de U,
alors py n’appartient pas non plus au front d’onde d’ordre ¢ de U. Nous
nous limitons au cas le plus compliqué :

zo € 0 1 € 9 (po = (0,&0); p1 = (21,61))-
Dans les autres cas, il suffit d’adapter la démonstration.

Quitte a intercaler un troisieme point sur le flot, nous pouvons supposer
que g # 7.

Nous allons appliquer la méthode de G. Lebeau [L], lemme 3.3.

Par hypothese, il existe un opérateur h-pseudo-différentiel E(z,hD’,h)
tangentiel prés du bord de €, a support pres de p;, d’ordre 0, tel que
e(z,€',h) = 1 prés de p;. 11 existe une fonction ¢; € C§°(R?), identique-
ment égale & 1 pres de z;, et une constante C; > 0 telle que

(B.7) VE, ||[Eprur|| < Crhg.
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Posons

(B.8) H = (ih48; — hiA) = Op(n* — )
et

(B.9) v = HEp u = [H, Epq|ug,

alors h;'[H, E] = Ty + T1hy0s, avec support (T;) C support (E) et p; ¢
support (T5).

On écrit alors T; = T + T2 + T
avec TE(z¢', k) = 0 pour F(t — t;) > =6 et g(s, po) N support (T?) = 0.
On pose aussi
ve = vf +vp + v + v,
(B.10) v,‘fo = h T2 o1 uy,
vy = E[H, ¢1]ux.

Soient w,:ck’o’" les solutions de

+,0n _  £,0,n
Hw,; =v, 0,

wEO"| 50 =0,
support (w,f) Cx(t—t1) > 6,

support (w;™) C {t > 0}.

(B.11)

On en déduit

+,
et lwi® Bl z2cay < ITE001ull 20y,

(B.12)
< Crhy
et
(B.13) Sup lwg ()l L2(2) = O(hE°),

pour tout intervalle borné I de R, car support (T+™) C support (E).
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Ecrivons maintenant wy, = w,j +w, + wg + wg. On a alors

H(ug — Epruy 4+ wi) =0,

(B.14) (ur — Epruk + wi)oq =0,
(ur — Eprug + wi)|1=0 = (uk + wg )|s=o,
(si on a pris ¢; = 0 au voisinage de t = 0, ce qui est possible car z; # o).
Or si on prend A éssez petit (indépendant de k),
A (ur — Epruk + w)|| < 1.

de plus si I'opérateur A est & support assez proche de {t = 0}, alors
(B.15) ‘ Apo(ur — Epiu, + wi) = Apour + Apow,,
donc d’apres (B.11), il suffit de montrer que po ¢ W Fy(ux, — Epiuy + wy),
donc d’apres le lemme B.5 que p; ¢ WFy(ux — Epiuy + w).

11 suffit donc de construire un opérateur tangentiel P elliptique en p;, tel
que
1Po1[uk — Epruk + wi]||r2 = O(hY).

Cette construction est faite par G.Lebeau [L], chapitre 3.

Nous nous intéressons maintenant & un résultat de propagation avec second
membre.

Lemme B.7.— Soit (uy) comme dans le lemme B.6, soient A un opé-
rateur h-pseudo-différentiel d’ordre 0, § > 0 et ¥ € C*(R,) telle que
support(¥) C [bo, 260], soit vy solution de

(ihxO; — hi A)vg = ihp (1) A(uk)(t, ),
(B.16) Uk|ag = 0,

vlclt(() = 07

Alors pour tout py € T*(Rt x QNN {t=To}(To > 0),
a(s,p0) NOFZ(U) N {t € [60,260]} =0 = po ¢ OFZ (V).

Preuve: Pour tout s € [0,Tp], il existe un opérateur h-pseudo-différentiel
elliptique au point p* = (s,7s,2s,&s) intersection de la bicaractéristique
issue de po et de {t = s} et p, € C§° égale & un au voisinage de (s, ;) tel
que

(B.17) |Epsuklra(r,x0) < Ch.
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Par compacité, on en déduit qu’il existe un opérateur h-pseudo-différentiel
P, elliptique au voisinage de 'intersection de la bicaractéristique issue de
po avec U'intervalle [0, To] et une fonction ¢ € C§° égale & un au voisinage
de la projection sur Z de 'intersection de la bicaractéristique issue de po
avec 'intervalle [0, Tp], tels que

(B-18) [Pouell 2, xa) < Ch.
On écrit v = v} + vZ avec v}, et v2 solutions de

(ihi0; — K2 A}, = ih, U(t) PoA(u)(t, ),

(B.19) vilaa = 0,
Uklico =0,
et
(ihy 0y — K A)vE = ihpU(t)(1 — Pp)A(ug)(t, z),
(B.20) vZ|aq =0,
vilico =0,
On a alors

t
Ik (0l ey < / ()| PoAue| 22y

On en déduit qu’au voisinage de [0, Tp), ||vi||r: < Chg.
Pour conclure il suffit maintenant de montrer que py ¢ W F,(v).
Or O(U) et O(V) vérifient

8:0,6(V) = U(t)(Id - Py) o AD,0(V)),

O(V) laa =0,

O(V) li<o = 0.

Le théoreme de propagation avec second membre de Melrose-Sjostrand
implique alors le résultat.
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