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SUR LES SCHEMAS DEFINISSANT LES COURBES
RATIONNELLES LISSES DE P3 AYANT FIBRE NORMAL
ET FIBRE TANGENT RESTREINT FIXES

Luciana RAMELLA

RESUME. On confronte les stratifications du schéma de Hilbert des courbes lisses rationnelles
de P3 de degré d par le fibré normal et par le fibré tangent restreint, en étudiant l'intersection des
strates des deux types de stratifications. Le comportement est bizarre, il n'existe pas de symétries
et il est compliqué de trouver des regles générales. Dans ce travail on trouve des paires de strates
ayant intersection vide, des paires de strates ayant intersection non vide mais se coupant d'une
mauvaise fagon et enfin une vaste classe de paires de strates se coupant d'une bonne fagon. On
note que la strate générale de la stratification par le fibré normal coupe toute strate de 1'autre
stratification, mais on trouve qu'on n'a pas l'analogue pour la strate générale de la stratification
par le fibré tangent restreint et on détermine tous les type de scindage possibles du fibré normal
des courbes de cette strate. On note aussi que le fibré normal dépend des droites multisécantes.

ABSTRACT. In this paper we consider the stratifications of the Hilbert scheme of smooth
rational curves in P3 of degree d by the normal bundle and by the restricted tangent bundle and
we study the intersection of such two types of stratifications. The behaviour of the stratifications
is rather strange: there are no symmetries and the search for general rules is a difficult matter. In
this paper we exhibit some pairs of strata having empty intersection, a few other pairs of strata
having no good intersection and finally a large class of pairs of strata having a good intersection.
We note that the general stratum of the stratification by the normal bundle intersects every stratum
of the other stratification, but we find that there is no analogue for the general stratum of the
stratification by the restricted tangent bundle and we determine the type of splitting of the normal
bundle of curves in this stratum. We also note that the normal bundle depends on the multisecant
lines.

Classification AMS: 14H50,14H10,14CO05.

Texte regu le 27 mai 1991 (I) et le 17 septembre 1992 (II), révisé le 5 juin 1992 (I).
L. RAMELLA, Dipartimento di Matematica Universita, via L.B.Alberti 4, I-16132 Genova
E-mail: ramella@dima.unige.it






TABLE DES MATIERES

pages

Introduction 5
Premiére partie: Le comportement des strates assez générales.
§ 1.1. Stratifications. 15
§ 1.2. Fibrés sur une courbe réductible. 19
§ 1.3. Sur le fibré normal d'une courbe réductible. 23
§ 1.4. De bonnes intersections. 29
§ 1.5. Le fibré normal et les surfaces caractéristiques. 37
§ 1.6. Des intersections vides. 43
Deuxiéme partie: Utilisation des droites caractéristiques.
§ 2.1. Le fibré normal de l'association d'une courbe et d'une droite. 47
§ 2.2. La courbe générale de toute strate de la stratification par le fibré

normal est docile. 53
§ 2.3. Le fibré normal des courbes dont le fibré tangent restreint est de

type général. 61
§ 2.4. Sur l'intersection des strates de petite dimension. 65
§ 2.5. Les courbes de degré 6 et 7. 67

Références 73






INTRODUCTION

Objet de ce travail. Nous nous interessons 2 I'étude du fibré normal NC et du fibré

tangent restreint T, des courbes lisses rationnelles C de P2, (P3 désigne I'espace projectif de

P3C
dimension 3 sur un corps k algébriquement clos de caractéristique 0).
On considére le schéma de Hilbert Hilb dP3 des courbes de P3 de degré d et ayant genre

arithmétique 0. On désigne par i d l'ouvert de Hilb dP3 constitué par les courbes lisses. On étudie

la stratification du schéma H 4 par le fibré normal et celle par le fibré tangent restreint .

Maintenant on va rapporter les résultats connus sur les deux stratifications.

Une courbe lisse rationnelle C de P3 est donnée par un plongement f: P1 - P3,

si E est un fibré de rang r sur C, le fibré f*E image réciproque de E par f est du type

(0] pl(al) ®.®0 pl(ar)’ onpose aj 2...2a. etondit que la suite (ay,...,ap) estle type de

scindage de E.
Si ae Z onnote a’ = max {0}, si (ap,..,ay) estune suite d'entiers on note

Sagtp) = X j(aj - 2 - DT

A I'égard du fibré normal on a

Théoréme 1. La strate N(a,f3) des courbes C de ISI d dont le fibré NC(-l) ale type de

scindage (o,3), o+ B =2d - 2, est non vide si et seulementsi P23 ; dans ce cas elle est

irréductible et de la codimension attendue. i.e. codim N(co,B) = 8(a.,B).

Ce résultat a été démontré par Eisenbud et Van de Ven dans [EV1] et [EV2], ici ils décrivent

les strates en donnant une caractérisation géometrique des courbes ayant fibré normal donné.
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Ghione et Sacchiero ont étudié eux aussi, dans [fG-gS] et [gS], la stratification des courbes
rationnelles (de genre géométrique 0) de P3 par le type de scindage du fibré normal ; dans Example
2.5 et Example 2.6 de [fG-gS] ils exhibent, pour tout 2 < B < d-1, les équations paramétriques des
courbes rationnelles C de degré d, admettant au plus des nceuds comme singularités, dont le fibré
NC(-I) ale type de scindage (2d-2-B,B); dans Observation 4-2 de [gS], Sacchiero énonce, sans le
démontrer, que pour >3 I'Example 2.6 de [fG-gS] fournit en fait aussi des exemples de courbes
lisses.

Quant au fibré tangent restreint on a

Théoreme 2. La strate M(a,b,c) des courbes C de H 4 dont le fibré

TP3(-1)IC ale type de scindage (a,b,c), a+b+c=d,estnonvide siet seulementsi ¢2>1;dans

ce cas M(a,b,c) est irréductible, lisse et de la codimension attendue 8(a,b,c).

Ce résultat a été démontré dans [IR1] en étudiant le fibré tangent restreint des courbes
associations d'une courbe lisse de degré d-1 et d'une droite, dans [IR2] en utilisant les déformations

de fibrés sur P1 et dans [fG-al-gS] en faisant usage des variétés réglées et du schéma de Hilbert des
idéaux de k[[ ot 7. Verdier a décrit dans [V], sans démonstration, la stratification de la variété des

morphismes f: P1 — P"de degré d par le type de scindage du fibré f*(T n); dans [IR2] ona
P

considéré les plongements f et on a expliqué la structure schématique des strates.
Dans la theése de doctorat [IR1] on a cherché a voir si les strates des deux types de
stratifications se coupent et de quelle fagon. Sur cette question il était connu seulement le résultat

suivant, qu'on trouve dans [EV1]:

Proposition 3. Le fibré normal des courbes gauches lisses rationnelles de degré d de P3

contenues dans une quadrique lisse est de type général.

On rappelle qu'une courbe gauche rationnelle C de degré d de P3 est contenue dans une
quadrique lisse si et seulement si le fibré TP3(-1)IC est de type de scindage (d-2,1,1).
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Ce travail contient des résultats obtenus dans la thése de doctorat [IR1] concernant la

question décrite ci-dessus.

Les résultats. Les deux stratifications se comportent d'une fagon bizarre, il n'existe pas de
symétries et il est compliqué de trouver des régles générales. Pour les degrés d <4 la situation est
trés simple, il existe un unique type de scindage aussi bien pour le fibré tangent restreint que pour le
fibré normal. Pour le degré 5 on a une (unique) intersection vide (cf. Proposition 3 ):

M(3,1,1) A N(5,3) =@ . A partir du degré 6 la situation commence  se compliquer. Dans la
deuxiéme partie on a cherché a faire une analyse détaillée pour les courbes de degré 6 et 7, mais déja
pour le degré 7 on a laissé un probléme ouvert: l'intersection M(4,2,1) " N(8,4) est-elle vide ?

Le fibré tangent restreint et le fibré normal ne se comportent pas I'un l'autre de fagon

symétrique:

(Théoreme 1.4.2) Le fibré normal de la courbe générale de toute strate M(a,b,c) est de

type général.

(Corollaire 1.6.4) Si C est une courbe générale de la strate N(o,B) de ﬁd avec P 5(14;6

alors le degré maximum des sous-fibrés inversibles de TP3(-1)IC est d-2B+2.

L'intersection des strates assez générales des deux stratifications contient une composante

irréductible de la bonne dimension:

(Théoréme 1.4.6) Si c+P >d, les strates M(a,b,c) et N(o,p) de ﬁld se coupent le
long d'un sous-schéma ayant une composante irréductible de 1a bonne dimension.

(c'est-a-dire de dimension 4d - 8(a,b,c) - 8(a.,B)).
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Mais pour d = 8, les strates de dimension "petite” de la stratification de I(Zld par le fibré

normal ne coupent pas les strates de dimension "trop haute" de la stratification par le fibré tangent

restreint:
(Corollaire 1.6.5) Si c¢2 P, les strates M(ab,c) et N(a,B) de Hy ne se coupent pas.

Cela montre aussi qu' il existe des strates se coupant mais telles qu'aucune composante de
I'intersection n'ait la bonne dimension.
On peut décrire les résultats principaux contenus dans la Premi¢re Partie (Théoréme 1.4.6 et

Corollaire 1.6.5) a l'aide de la figure suivante:

C
(314 r--TC--IZIZIZIro

r----- ;
|' ‘‘‘‘‘‘‘‘ 4
________ S ]
;:——_(:;B_j:/; c+B>d
L_I___7~
rooz/7
L - -7

|
v

L &
; ) B

d d

3 [g] d-[g] d-1

[x] désigne la partie entiére de x.
Onrappellequona 3<B<d-1 et 1<c< [ %] ; pour la strate générale de la stratification
de i} 4 par le fibré normalona B=d- 1 et pour la strate générale de la stratification de i} qpar le

fibré tangent restreintona ¢ = [ % ] .

Dans la Deuxi¢me Partie on donne des informations sur les zones
2 2
A={BoeN/c=[4]}.B={BoeN/c=1}, c={BoeN/B=3} o
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D= {(B,c) € N2 /c+B=2d-1 } . On rappelle que les courbes de la zone B sont exactement les
courbes ayant une droite (d-1)-sécante.

Quant 4 la zone A, on réussit a caractériser les strates N(a.,3) coupant la strate générale de la
. . o .
stratification de H qpar le fibré tangent restreint:

(Théoréme 2.3.2) La strate N(o,B) de i 1 coupe la strate générale de la stratification de
ﬁd par le fibré tangent restreint si et seulementsiona B> l:d:%l] ([x] désigne la partie entiére de x).

On trouve des strates ayant une intersection vide, dans la zone B:

(Proposition 2.4.2) Une courbe rationnelle lisse C de degré d > 6 ayant une droite
(d-1)-sécante n'appartient pas a la strate N(2d-5,3) de I?I 4

En outre on détermine le type de scindage du fibré tangent restreint des courbes de la zone C:

(Proposition 2.4.3) Si d =6, les courbes C de la strate N(2d-5,3) de ﬁd ont le fibré
TP3(-1)IC de type de scindage (d-4,2,2).

Enfin on trouve d'autres strates se coupant d'une bonne fagon, dans la zone D:

(Théoréme 2.5.6 ) Si B > [3“3—"1] b z[d—;l} et cz[d—f—] , alors les strates M(a,b,c)

et N(o.B) de I(-’ld se coupent le long d'un sous-schéma ayant une composante irréductible de la

bonne dimension.

Quant aux courbes de degré 5,6 et 7 on va décrire les résultats obtenus au moyen de graphes.
Le terne (a,b,c) indique le type de scindage du fibré Tp3(-1)IC ; le couple (a,B) indique le

type de scindage du fibré NC(-I); la ligne continue entre les sommets (a,b,c) et (o,B)

indique que les strates M(a,b,c) et N(a,B) se coupent en bonne dimension; la ligne a traits — _ _ _
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entre les sommets (a,b,c) et (o,B) indique que l'intersection entre les strates M(a,b,c) et N(a,B) est

vide; I'absence de ligne indique que on ne sait rien sur l'intersection correspondante.

d=5 d=6
2,2,1) G.,L1) 2,2,2) (3,2,1) (CRNY]

(4.4) (5.3) (5,5) (6,4 1.3)
d=7
(3,2,2) (33,1 4.2,1) (5,11

(6.6) (7.5) (8,4) 9,3)

Méthodes de démonstration. Une courbe lisse C de P> et un sous-fibré inversible L de
v
NC donnent canoniquement un morphisme, appelé morphisme de Gauss, A: C — (P3) et une
surface réglée développable SL contenant C. Dans [IR3] il est démontré que si L est un sous-fibré

maximal de NC le morphisme de Gauss A associé est birationnel. Ce résultat et 'usage de la

construction géométrique faite par Eisenbud et Van de Ven dans [EV1] et [EV2], pour caractériser les
courbes lisses rationnelles de p3 ayant fibré normal donné, nous permettent de démontrer que
l'intersection de certaines strates est vide (§ 1.6 et § 2.4).

Les résultats indiquant des couples de strates ayant une bonne intersection, sont obtenus en

faisant usage des courbes nodales réductibles, plus précisément des courbes associations d'une
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courbe lisse et d'une cubique rationnelle lisse dans la Premiére Partie (Théoréme 1.4.6) et des
courbes associations d'une courbe lisse et d'une droite dans la Deuxiéme Partie (Théoréme 2.3.2 et
Théoreéme 2.5.6), ces sont des courbes qu'on peut lissifier en vertu de [rH-aH]. Les courbes nodales

réductibles ont été utilisées par Ellingsrud et Hirschowitz pour étudier des conditions de stabilité et de
cohomologie sur le fibré normal N fo des courbes lisses ([gE-aH] et [aH2]).

On peut étendre les deux stratifications de I(Zld au schéma Hvd des courbes de Hg qui sont

localement intersection compléte , a I'aide des schémas quotients de Grothendieck et des schémas en

drapeaux.
On étudie les sous-faisceaux d'un fibré sur une courbe X association de deux courbes C1 et

C2 (voir Définition 1.2.1) et on donne la définition de recollement de deux (sous-)fibrés, un sur C1

et l'autre sur C2 aupoint p=Cyn C2 (voir Définition 1.2.2 et Définition 1.2.4). Le fibré tangent

restreint T de X est un recollement des fibrés tangents restreints TP3IC e de
1

t T
Pix Pic,
C et C2. Au contraire le fibré normal NX de X n'est pas un recollement des fibrés normaux NCl et
NC2 de C1 et C2, donc dans ce cas I'étude des sous-faisceaux de NX est plus laborieuse (cf. §1.3 et
[rH-aH]). On donne la définition de recollement d'un sous-fibré L1 de NCl avec un sous-fibré L2

de NC , pour obtenir un sous-fibré de NX (Définition 1.3.3) et on exprime une condition de
2
recollement en utilisant les courbes doubles de Ferrand:

(Proposition 1.3.5.) Soit X l'association de deux courbes lisses Cl et C2 de P3 se

coupant en un point p. Soient L1 et L2 des sous-fibrés de rang 1, respectivement, du fibré normal
NC de C1 et du fibré normal NC2 de C2, définissant en p le plan K déterminé par les deux droites
1

tangentes C1 eta C2 enp.

Alors les fibrés Ll et L2 se recollent en p dans le fibré normal Nx de X si et seulement si les

deux courbes doubles de Ferrand (CI‘LI) et (C2,L2) se coupent en un 0-schéma de longueur 4

concentré en p défini par un idéal du type ( z, x2, y2), ol {x,y,z} est un ensemble de générateurs de
l'idéal maximal du point p dans 'anneau local O p3 .
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Aussi dans I'étude du fibré normal de l'association X d'une courbe lisse C et d'une droite D,
les surfaces caractéristiques associées aux sous-fibré inversibles maximaux du fibré normal de C

interviennent massivement. On trouve le résultat suivant

(Proposition 2.1.4) Soit X l'association d'une courbe lisse C et d'une droite D se
coupant en un point p. Supposons que

a) p ne soit pas un point d'inflexion de C,

b) le plan K déterminé par la droite D et par la droite tangente 8 C en p ne coincide pas avec le

plan osculateur 3 C en p.
Soient L un sous-fibré inversible du fibré normal NC de C définissant en p le plan Ket M le

sous-fibré inversible maximal du fibré normal Np de la droite D définissant en p le plan K. Alors les

fibrés L et M se recollent en p dans le fibré normal NX de X si et seulement si D est la droite

caractéristique en p du fibré L.

Les conditions a) et b) de la Proposition 2.1.4 sont "méchantes"”; en effet, si elles ne sont pas
vérifiées, on peut avoir deux situations différentes:

1) aucune droite D ne satisfait la condition de recollement ,

2) toute droite du plan K, défini par le fibré L en p, passant par p et différente de la droite
tangente a C en p satisfait la condition de recollement .

D'aprés les résultats de Eisenbud et Van de Ven contenus dans [EV1] et [EV2] et d'apres une
analyse détaillée des surfaces réglées développables, on déduit qu'en ce qui concerne les conditions a)

et b) de la Proposition 2.1.4 la courbe générale C de toute strate de la stratification de i} [ par le fibré

normal est docile.

Probléemes. Déja pour le degré 7 on a laissé des problemes ouverts: comment sont les

intersections M(3,3,1) " N(8,4) et M(4,2,1) " N(8,4) ?

Conjecture 1. On conjecture que I'intersection M(3,3,1) N N(8,4) n'est pas vide et

qu'elle a une composante irréductible de la bonne dimension.
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On n'a aucune idée sur la seconde intersection.

On fait une conjecture sur I'existence d'autres bonnes intersections :

Conjecture 2. Si ¢>2 ousi c=1et 8(a,b) =0, onaque la strate M(a,b,c) de I(-)Id
coupe la strate N(d,d-2) le long d'un sous-schéma ayant une composante irréductible de la bonne

dimension.

et on pose un probléme sur les courbes ayant une droite (d-1)-sécante:

Probleme 3. Si B S% , est-ce-que les strates M(a,b,1) et N(a,B) de ﬁd ne se coupent

pas?






PREMIERE PARTIE

Le comportement des strates assez générales

§ 1.1. Stratifications.

On considere le schéma de Hilbert Hilb d(P3) des courbes de P3 ayant degré d et genre
arithmétique 0. On note B d I'ouvert de Hilb d(P3) constitué par les courbes lisses et par H 4 la

adhérence de H 4 dans Hilb d(P3)' Les stratifications par le fibré tangent restreint et par le fibré

normal peuvent &tre décrites au moyen des schémas quotients de Grothendieck.

Définition 1.1.1. La stratification de H 4 par le fibré tangent restreint est donnée par les
strates Qd(i,a) ={Ce Hd / TP3(-1)lC a un sous-faisceau de rang i et de degré o }, qui sont
des sous-schémas fermés de Hy, i= 1,2.

Q . . . .

On note Qd(1,a) = Qd(x,a) - Qd(n,a+1) i=12.

Soit H'd l'ouvert de Hy constitué par les courbes localement intersection complete.

La stratification de H' qpar le fibré normal est donnée par les strates
Id(a) ={Ce H'd / NC(—l) a un sous-faisceau inversible de degré a }, qui sont des sous-
schémas fermés de H'd .

Q o '
On note Jd(a) = Id(a) - Id(a+1) et Wd(al,az) = Qd(l,al) N Qd(z,ocz) N Hd'

J d(OL) ) I?I q et le schéma N(o,2d-2-o) défini dans I'Introduction; en outre si
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a > ay 2> ag et ay+a,+ ay = d, le schéma M(al,az,a3) défini dans I'Introduction est égal &
(4]
Wd(al,al+a2) N Hd .
Les stratifications de H d définies ci-dessus sont bien décrites aussi par la stratification de

Shatz qui utilise les schémas des drapeaux et les polygones de Harder-Narasimhan des fibrés

(cf.[ssS],[aB] et [IR2]).

Définition 1.1.2. Soit E est un fibré de rang r sur une courbe X, on désigne par H,(E) le
degré maximum des sous-faisceaux de rang i de E. Sion a ui(E) =a, i=1,..r, on définit le

polygone de Harder-Narasimhan de E comme la ligne polygonale de R2 PE) = Pal a joignant

les points (i,ai), i=0,..,r,ol ag = 0.
On pose sur la famille des polygones Pal a la relation d'ordre partiel suivante :
P < P & a. <b. pourtout i=1,..,r
I N bl’ u,br i i

Définition 1.1.3. La stratification de Shatz de H  par le fibré tangent restreint est la
stratification donnée par les schémas fermés :

Vd(a,ﬁ) ={Ce Hy / K TP3(-1)IC ) 2 P(x,B,d } = Qd(l,a) nQd(2,B) .

Lastrate {Ce ﬁd / P( TP3(-1)IC ) = Poc,ﬁ,d] = M(a,B-0.,d-B) est un sous-schéma

localement fermé de I?I 4 dont la adhérence est le schéma I(EI 1N v d(OL,B) (cf.[IR2]).

Pour la stratification de H qpar le fibré normal on a que la strate N(o.,B) est contenue dans

l'adhérence de la strate N(o-1,B+1), a+f = 2d-2 (cf.[EV1] et [EV2]).

Mais pour la stratification de R qpar le fibré tangent restreint, la strate M(al,az,a3) est

contenue dans 1'adhérence de la strate M(bl,bz,b3) si et seulement si ay > b1 et a1+a2 > b1+b2

(cf.[1IR2]).

Remarque 1.1.4. En suivant les définitions de [aH2], on dit que la stratification de H d

par le fibré normal est indexée par 'ensemble { (c,B) € N2/ oa>B,o+B=2d-2} ordonné par

la relation d'ordre suivante: (a,B) < (o', siet seulementsi a<a’'.
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La stratification de H [ par le fibré tangent restreint est indexée par l'ensemble
{ (a,bc) e N3 /azb2c, a+b+c=d} ordonné par la relation d'ordre partiel suivante:
(a,b,c) £ (a,b',c') sietseulementsi a<a'et a+b<a +b'.

Les intersections des strates des deux stratifications décrites ci-dessus donnent une

stratification de H' d indexée par I'ensemble
{ (o,B,a,b,c) € NS/aZB,aZbZC,a+[}=2d-2,a+b+c=d } ordonné par la relation

d'ordre partiel suivante:

(o,B,3,b,c) < (a',Bab',c’) sietseulementsi a<a' ,a<aet a+b<a +b'.






§ 1.2. Fibrés sur une courbe réductible.

Soient X une courbe lisse et E un fibré de rang s sur X. E "est" un faisceau localement libre
de rang s sur X. Tout sous-faisceau cohérent F de E est localement libre de type fini, mais il n'est
pas nécessairement un sous-fibré de E, F est un sous-fibré de E si et seulement si le quotient E/F est
sans torsion. Etant donné un sous-faisceau cohérent F de E, il existe un plus petit sous-fibré F de E
contenant F ; on dit que F est le sous-fibré de E engendré par F. F et Font le méme rang,
deg F2degF et deg F=degF sietseulementsi F=F. Donc tout sous-faisceau cohérent de rang
s de E de degré maximum est un sous-fibré de E; c'est appelé sous-fibré maximal de rang s de E.

Si X est une courbe réductible (réduite), un sous-faisceau cohérent d'un fibré E sur X n'est

pas nécessairement localement libre. On veut étudier les sous-faisceaux de E de rang r donnant le

degré maximum ur(E) des sous-faisceaux de rang rde E.

Définition 1.2.1. Soient C1 et C2 deux courbes (lisses) de P3 se coupant en un seul
point p et ayant les droites tangentes en p distinctes, alors la réunion X = C1 v C2 est dite

association de C1 et C2 .

Dans la suite X désigne I'association de deux courbes lisses C1 et C2 de P3 et E un fibré de

rang s sur X.

On a la suite exacte de faisceaux sur X

B
M 0 -0y - 0Cl®0C2 - O[p] - 0.

Le fibré E induit la suite exacte de faisceaux sur X
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3

2) 0 - E —)EIGDE‘ —)El[p}_’o

ic; ¥ Ficy

N _ i _ 0 _ .8
ol EICi =E ®0X0Ci,1— 1,2 et Ex,{p}—O si x#p, Epl[p}=k‘

Soient C une courbe lisse de P3 de degré det F un fibré de rang r sur C.
La caractéristique d'Euler-Poincaré de Fest y(F) =degF + r(1-p a(C)) , ol pa(C) est le genre

de C, et le polyndme de Hilbert de Fest PF(n) = x(F(n))= degF+rdn+r(1- pa(C)) .
De la suite (2) on déduit ¥ (E) =degE

+degE . + s(l-pa(X)), ou
1

ic IC,

pa(X) =p a(Cl) + pa(Cz) est le genre arithmétique de X, alors le degré de E est le nombre

deg E = deg EIC1 + degE,CZ .

Définition 1.2.2. On dit que le fibré E est un recollemen fibrés E . et E .
ICq IC,

Définition 1.2.3. Soient F1 et F2 deux sous-faisceaux (localement libres) de rang r de

E| Cl et ElC2 respectivement. F = kcr(BE lFl ® 1:2) est un sous-faisceau cohérent de rangrde E

appelé association de F et Fz.

On peut calculer la caractéristique d'Euler-Poincaré y(F ) et le polyndme de Hilbert PF (n)
du faisceau F  défini ci-dessus: on a la suite exacte de faisceaux sur X

Pr
0> F — FO®F - ImBg) - 0,

1
ol on a posé = f , donc
posé Pp = Pg ko F,
X(F) =deg F1 +deg F2 + 2r(1- pa(X)) - dimk(Im(BF ) et
PF m):=x(F M) =r(degX)n+xF) .



FIBRE NORMAL ET FIBRE TANGENT RESTREINT 21

Alors on a
degF =yxF)-r(l- pa(X) = deg F1 + deg F2 -r pa(X)) +r- dimk(Im(BF ).

Définition 1.2.4. Si F1 et F2 sont deux sous-fibrés de rang r de E! et E

respectivement, on dit que F, et F, se recollent en p, ou que Fl se recolle avec F,enp,

. . . . S
si Im(BE IFI ® 1:2) est un sous-espace vectoriel de dimension r de Epl {p) = k',

c'est & dire si les fibres en p des fibrés F et F2 "coincident" dans la fibre Ep = k® dufibré E.

Dans ce cas l'association de F1 et F2 est un sous-fibré de E.

Proposition 1.2.5. Tout sous-faisceau cohérent F de E de rang r est_contenu dans

I'association d'un sous-fibré F., de E et d'un sous-fibré F, de E de rangr.
e | Ic, = 2 IC2

Preuve. F ®p o ¢, est contenu dans un sous-fibré F. de rangr de E i=1,2.
X “i !

I’

Alors F est contenu dans l'association de Flet F2.

Alors pour calculer ur(E) il suffit de considérer les associations des sous-fibrés de rang r de

E et E ..
ICq IC,

Le fibré tangent restreintde X, T , est un recollement des fibrés tangents restreints

P3IX
T ¢ T :
pic; © P,

Au contraire le fibré normal Ny n'est pas un recollement des fibré normaux NCl et NC ,on
2

étudiera les sous-faisceaux de Ny dans le paragraphe prochain .






§ 1.3. Sur le fibré normal d'une courbe réductible.

On rappelle que si C est une courbe gauche lisse de P3 et L un sous-fibré inversible de N,

la fibre de Len x € C définit un plan contenant la droite tangente & C en x (voir Définition 1.5.1).
Dans ce paragraphe on note X I'association de deux courbes lisses C1 et C2 de p3 se
coupant en un point p.

On a les suites exactes
Pry
3 0 - NX - NXIC1®NXIC2 - NXI{p} — 0 et

1
) 0 - N - N - T - 0 i=1.2
G XIC; P

. . , . .
ou T p est le conoyau du morphisme naturel ¢: T - NX , c'est un faisceau de torsion

P3ix

concentré sur p et en p il est isomorphe & k (cf. [rH-aH], [IR1] ch.IV).

Définitions et rappels 1.3.1. Soit N un fibré de rang 2 sur C ; on note
n: P(N) — C laprojection du fibré projectif P(N) sur Cet O (1) le fibré inversible tautologique

sur P(N). Soit K un ensemble fini de points de P(N) tel que la restriction de &t a K soit injective.

On note elm_KN le noyau du morphisme naturel (surjectif) N — n, O K(l) , obtenu
en appliquant I'image directe T, & la composition des morphismes naturels
™N — 0(1) » 0 K(1) , onanoté O K(1) le faisceau O (1) ®0 K- Le fibré clm_KN est
appelé la transformation élémentaire négative de N en K. Le fibré elm+KN = clm_KN ®0 C(Tt(K))

est appel€ la transformation élémentaire positive de N en K. On a une suite exacte naturelle
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0 5 N - elm+KN S0 - 0 (cf. [fH-aH]).

(K)

D'aprés la suite exacte (4) on a que NXIC- estisomorphe a °1m+KNC- , la transformation
i i

élémentaire positive de NC~ en K, ot K est le plan défini par les droites tangentes & C1 eta C2 enp
i

(cf. [rH-aH] Corollary 3.2).

Définition 1.3.2. Soit Li un sous-fibré inversible du fibré normal NC- de la composante
i
PP + [ . " .
irréductible Ci de X, on note Li le sous-fibré de NXlCi engendré par I'image de L dans NXICi via
le morphisme naturel NCi — NXICi s Li+ est dit le transformé de Li dans NXlCi ,i=1.2.

L'association des transformés L1+ et L2+ est un sous-faisceau de rang 1 de NX noté (Llo L2).

Des suites exactes (3) et (4) on déduit deg NX =deg NC +deg NC2+ 2.
1

Si le sous-fibré L1 du fibré normal NCl de Cl détermine en p le plan K contenant les droites
tangentes a Cl eta C2 en p, alors le transformé L]+ de L1 dans NX|C1 est isomorphe a
L1®0 Cl(p) etona deg( L1+) =deg Ll +1.8i L1 détermine en p un plan différent du plan K,
alors deg( L1+) =deg LI'

Doncona deg L1+ deg L2 -1< deg(Llo L2) < deg L1+ deg L2 +2

(cf.[rH-aH] Proposition 2.2).

Définition 1.3.3. Soient L. et L, deux sous-fibrés inversibles de N~ et N
1 2 (o3} C,

respectivement. On dit que les fibrés LietL,se recollent en p dans le fibré normal Ny de X siet

seulement s'ils vérifient les conditions suivantes :

a) L1 et L, déterminent en p le plan K défini par les droites tangentes & C1 eta C2 enp.

b) Les fibrés transformés L1+ et L2+ dans NX|C1 et NXIC2 respectivement se recollent

en p, C'est & dire leurs fibres en p ont la méme image dans Ny olip) = k2 via le morphisme

B de la suite (3).
Nx
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Le degré maximum u(NX) des sous-faisceaux cohérents de rang 1 du fibré normal NX de X
est au plus u(Ncl) + u(NCZ) + 2. On note qu'on a I'égalité si et seulement s'il existe un sous-

fibré maximal de rang 1 L, de NCl et un sous-fibré maximal de rang 1 L, de NC se recollant en
2

p dans NX'

Définition 1.3.4. Si C est une courbe de P> localement intersection compléte, alors on sait

que le faisceau normal NC de C est un fibré de rang 2.
Soient L un sous-fibré de rang 1 du fibré normal NC et Q le fibré quotient de NC parL.
La suite exacte 0- L - NC — Q — 0 induit par dualité la suite exacte

0- Qv - Ic /ICZ >L >0 ,ou IC est le faisceau des idéaux définissant C.

Le fibré Q" est du type J c/ IC2 ,oul C estun faisceau d'idéaux tel que
IC o] c?> ICZ . Le faisceau d'idéaux J c définit une courbe double sur C notée (C,L) et appelée

courbe double de Ferrand sur C induite par L (cf.[F]).

On a la condition de recollement suivante pour les sous-fibrés des fibrés normaux
N~ et N~
TR

Proposition 1.3.5. Soit X l'association de deux courbes lisses C1 et C2 de P3 se
coupant en un point p. Soient L1 et L2 des sous-fibrés de rang 1, respectivement. du fibré normal
N de C; etdu fibré normal chggcz,mm]mpmmﬂmrﬁmmm

1
tangentes 3 C; eta C, enp.

Alors les fibrés L1 et L2 se recollent en p dans le fibré normal NX de X si et seulement si les

deux courbes doubles de Ferrand (Cy.L) et (C,,L,) se coupent en un 0-schéma de longueur 4

concentré en p défini par un idéal du type ( z, x2, yz), ol {x,y,z} est un ensemble de générateurs de
l'idéal maximal du point p dans l'anneau local O P
P

Preuve. Pouri=1,20na la suite exacte de fibrés
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A\ \'2
0- Q" - ICi/ICZ -L -0.
1

La suite exacte (4) induit par dualité la suite exacte de faisceaux sur Ci

G 0 - 1 2@, O - 1 2 S50 -0
X/ ®0,%¢ G/ 1c {

: p}
Puisque le sous-fibré L;de NCi définit le plan K déterminé par les droites tangentes a C1 eta
C2 en p, le sous-fibré in de ICi / IC-Z est canoniquement, via la suite (5), aussi un sous-fibré de
IX / IX2 ®o X0 Ci (cf.[rH-aH] Pr(iposition 2.2 et Proposition 2.4).
Alors les fibrés L1 et L2 se recollent en p dans le fibré normal NX si et seulement si les

fibrés Q Vet Q V, vus comme sous-fibrés de 1 2 g o et
1 4% X/ 0% ¢

Igy IX2 ®9 X0 c, respectivement, se recollent en p.

Dans l'anneau local 0P3 les courbes Cl’ C2 et X sont définies par des idéaux du type
IC] =(f,g), IC2 = (f,h), IX = (f,gh) , ou {f,g,h} estunensemble de générateurs de l'idéal

maximal mp de O ; onnote que g est un paramétre local de C, enp, h est un paramétre local

P3,p
de C1 en p et le plan K est défini par I'équation fl =0, ol f1 est la partie de premier degré de

I'élément f.
Soient J Clet JC2 les idéaux de l'anneau local 0P3,p déterminés par les fibrés le et sz

définissant les courbes doubles de Ferrand (CI’LI) et (C2,L2)‘
Puisque les fibrés L1 et L2 définissent le plan K en p, I'espace tangent de Zariski des courbes

doubles (Cl’Ll) et (C2,L2) au point p est le plan K; alors on peut écrire J C1= (f+Ag, g2) et
Jo= €+ ph,h?) avec A=a(h et j1=blgg , ob ath)= ay+a;h saph® 4. et

2
b(g) = bO + blg + b2g2 +.., avec a, bi e k.

Localement en p on a les isomorphismes:

2y = 2 =fo +ho ,
(Icl /ICI )p = fOCI,p + gOCpp , (IC2 / IC2 )P C2,p CZ’p

n

I 2) o) fo + gho pour i=12,
(X/IX )P OX,p C.p Cop Ci»P

o

Q") = (+a®hgOg et Q1) = (F+b@EEh0C -
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Donc le et sz , vus comme sous-fibrés de IX / IXZ @9 0Cl etde
X
IX / IXZ ®9 X0C2 respectivement, se recollent en p si et seulement si
(f+ath)gh)®1 = (f+b(g)gh) ® 1 dans
Ocyp/mcy p Ocyp/Mc, p
1 2 = .
O /1 Dp ©0, Ofp) = O+ (Ehk
Clest adire lect sz se recollent en p si et seulement si a5 = b .
L'idéal de I'anneau local O 3 définissant l'intersection des courbes doubles (C ,L et
Cplp est I +1g = (F+ aogh f+bygh, g, h%).
Si L1 et L2 se recollent en p dans NX’ ona ag= bO et alors

JCl +] c, = (f+ aogh , g2 , h2) est un idéal de colongueur 4.

. 2 .2
Si L1 et L2 ne se recollent pas, alors a0¢b0 et JCl +JC2= (f,gh,g" ,h") estun

idéal de colongueur 3.

On trouve la condition suivante de "non" recollement:

Proposition 1.3.6. Soit X l'association de deux courbes lisses C et C2 se coupant en

un seul point p et K le plan contenant les deux droites tangen ggsaclg ngmp Si Ll estun
sous-fibré du fibré normal N QQC définissant en p le plan K gt L2 -fibré i

+

normal NC de C2 deflmssant en p un plan différent du plan K, alors les transformés L1+_t L2
2

ne se recollent pas en p.

Preuve. On use les notations et les méthodes de 1a démonstration de la Proposition 1.3.5.

Les idéaux définissant, localement en p, respectivement Cl’ C2 et X sont du type
=(f,g), I = (f,h) et IX = (f,gh), ou (f,g,h)=m p est 1'idéal maximal de O 3 . Les

1deaux de O 3 dcfmlssant les courbes doubles de Ferrand (Cl’L )et (C2,L2) sont du type
respectivement JC =(f+Mh)g, g) et JC =(h + pe)f, t2) ol

2 2
Ah) = h(ag +ajh +ah™ + ) =h(a(h)) et p(g)=by+bg+byg”+..., avec a, b, e k.
Soit Qi le quotient de NCi par Li’i= 1,2. On a (le)p = (f+a(h)hg)0cl,p s
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@) = (h+1@N0C , et (@ (P, = (hg + KOO

Les fibrés L l+ et L2+ se recollent en p si et seulement si les fibrés le et sz (-p) , vus

comme des sous-fibrés de 1 2 g o etde I 2@ O ~ respectivement, se
X/ 0% ¢ X" %0 ¥ ¢,

recollent en p (cf.[rH-aH] Proposition 2.2 et Proposition 2.4).
2 - W v
Dans (IX / IX )p ®0 X’po{p} = (Hk + (gh)k l'image de (Q1 )p est

f+ aOgh)k et l'image de (sz (-p))p est (gh)k ; donc ces fibrés ne se recollent pas.



§ 1.4. De bonnes intersections.

Si M et N sont deux sous-schémas fermés d'un schéma H ayant intersection non vide, on a

dim (M N N) 2dim M + dim N - dim H ; si on a I'égalité on dit que M et N se coupent en bonne

dimension.

Lemme 1.4.1. Soient S, S'et W des sous-schémas localement fermés d'un schéma H,

avec S #H, S'c’S (S désigne I'adhérence de S dans H), codimHS' =b et dimW2w. S'il

existe xe S'N'W tel que dimX(S' NAW)=w-b,alors (H-S) W estnon vide et il a une

composante irréductible de dimension w.

Preuve. Posons codimH(S) =a. Sipar absurde (H-S) "W estvide alors WcS.

Dans S ona, siS'=S w< dim W =w - b, absurde; si S'+S
w-b= dimx(S' NW)2 dimxS' + dime - dimxS 2w-b+a, absurde.

Si par absurde toute composante irréductible de (H - S) "W est de dimension supérieure ou

égaleda w+1,ona w-b=dimx(WmS')2 dime+dimxS’- dimxSZ w+1-b,contre

I'hypothése.

Théoréme 1.4.2. Le fibré normal de la courbe générale de toute strate M(a,b,c) est de

Preuve. D'aprés la Proposition 3 énoncée dans 1'Introduction, on a
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M(d-2,1,1) € N(d-1,d-1). M(d-2,1,1) est contenue dans la adhérence M(a,b,c) de chaque strate
M(a,b,c) ; alors, en appliquant le Lemme 1.4.1 avec H= M(a,b,c), S= M(a,b,c) - M(a,b,c) ,
S'=M(d-2,1,1) et W =N(d-1,d-1) N M(a,b,c), on a la thése.

On va démontrer le Théoréme 1.4.6 en utilisant les courbes X associations d'une courbe

lisse C et d'une cubique rationnelle lisse C3.
Compte tenu de I'étude faite sur les sous-faisceaux du fibré normal NX de X dans le
paragraphe 1.3 (Définition 1.3.2, Définition 1.3.3 et Proposition 1.3.6) et du fait que le type de

scindage de NC3(-1) est (2,2), on obtient le Lemme suivant.

Lemme 1.4.3. Soit X 'association d'une cubique rationnelle lisse C3 et d'une courbe
rationnelle lisse C dont le fibré NC(-l) a le type de scindage (o). On désigne par K le plan

déterminé par les droites tangentes & C3 etaCenp= C3 N C etpar u(NX(-l)) le degré maximum
des sous-faisceaux de rang 1 de NX(-I).
1) Si a=f,ilexiste un (unique) sous-fibré maximal L de NC(-l) et un (unique) sous-fibré

maximal M de NC3(-1) définissant en p le plan K; s'ils ne se recollent pas dans NX(-I) ona

p.(NX(-l)) = o + 3 (Proposition 1.3.6, Définition 1.3.2, Définition 1.2.4), au contraire s'ils se
recollent dans NX(—l) ona p(NX(-l)) =o+4.

2) Supposons o > B, si le sous-fibré maximal L de NC(-I) ne définit pas en p le plan K on

a u(NX(-l)) = o + 2 (Proposition 1.3.6); si L définit en p le plan K, soit M le sous-fibré maximal de
NC (-1) définissant en p le plan K, si L et M ne_se recollent pas dans NX(-l) ona
3

p(NX(-l)) =+ 3, s'ils se recollent dans NX(-I) on a p.(NX(-l)) =a+4.

En utilisant la condition de recollement de la Proposition 1.3.5, on obtient le résultat suivant:

Lemme 1.4.4. Soient C une courbe lisse de P3, L un sous-fibré de rang 1 du fibré normal

NC de C, p un point de C. On désigne par K le plan défini par L en p. Soit R le sous-schéma
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(irréductible) de fi3 défini par la famille des courbes cubiques rationnelles lisses passant par p ayant

la droite tangente en p contenue dans le plan K mais différente de la droite tangente 3 C en p. Alors
1) pour la courbe générale C3 de R le sous-fibré maximal M de NC3 définissant le plan K en

p ne se recolle pas avec le fibré L en p dans NX, X=Cu C3 ;

ii) il existe une cubique rationnelle lisse C3 de R, coupant C seulement en p et un sous-fibré
maximal M du fibré normal NC3 de C3 tel que L et M se recollent en p dans NX' X=Cu C3.

Preuve. Soit D = Spec (k[e]/(ez)) , les plongements i: DxD — P3 décrivent

les O-schémas de P3 de longueur 4 concentrés en un point intervenant dans la condition de
recollement de la Proposition 1.3.5.

Soient x,y,z des coordonnées locales du point p de P3 et supposons que z=0 soit
I'équation du plan K. Un plongement i, dont 'image schématique est un 0-schéma de longueur 4

concentré en p ayant le plan K comme espace tangent, est donné par un morphisme surjectif
k[x,y,z](x,y,z) - k[€1£2]/(812,822) , dont le noyau I est un idéal de k[x,y,z](x,y’z) contenant

l'idéal (zym +m 3, ol m = (x,y,z), et ne contenant pas les éléments du type CytCyx +Cay avec
c;€ kpour i=123.

Soit J=1, (@mem 3 le plongement i induit la suite exacte d'espaces vectoriels suivante:
0 - J = kiz xz, XY, y2} — k — 0 , onanoték{z, xz, Xy, y2] le k-espace vectoriel
de dimension 4 engendré par z, x2, Xy, y2.

Le schéma Q(p,K) des 0-schémas de longueur 4 décrits ci-dessus est un ouvert de l'espace
projectif (P3)v.

Une courbe double de Ferrand (C,L) passant par p et ayant le plan K comme espace tangent

en p est définie, localement en p, par un idéal de k[x,y,z] (%,9,2) du type (f,gz), la partie de premier

degré de f est z, supposons que la partie de premier degré de g soit y, ainsi la droite tangente 8 Cen p
aéquations z=y =0. Alors I'idéal (f,gz) +m 3 est du type (z+ bxy, y2) +m 3 ,be k. On
note que on a b =0 si et seulement si p est un point d'inflexion de C ou K est le plan osculateur 3 C

en p (cf.[IR1] ch.IV Lemme 3.2).
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Les 0-schémas de longueur 4 de Q(p.K) contenus dans la courbe double (C,L) sont définis

par les idéaux du type (z + bxy, yz, x2+ txy) , avec t € k, donc ces sont les points d'une droite s de
3.V
P .

On considére la famille Aut (P3,p,K) des automorphismes @ : P3 - P3 tels que
@(p) = p et (K) = K. Localement en p, un tel ¢ est décrit par la transformation de coordonnées
o(x,y,z) = ( llx + 12y + 13z » M X + Myy + Mmsz, Nz ) avecn#0et llm2 - 12m1 #0.

Supposons que I'image par ¢ de la droite z=y =0 ne soit pas elle méme, i.e. my # 0.

Soient C3 une courbe cubique rationnelle lisse passant par p et M un sous-fibré inversible du
fibré normal de C3 définissant le plan K en p.

Si (z+ axy, yz) +m 3 ,a € k, estl'idéal somme de m 3 avec l'idéal définissant localement
en p la courbe double (C3,M), les 0-schémas de longueur 4 de Q(p,K) contenus dans la courbe
double (CB’M) sont définis par les idéaux (z + axy, y2, x2+ txy) avec t e ket ils donnent une
droite r de (PB)V.

Tout automorphisme ¢ de Aut (P3,p,K) induit canoniquement un automorphisme

¢: Q(K) = QpK).

Les courbes doubles de Ferrand (p(C3,M) et (C,L) se coupent en un 0-schéma de longueur 4
de Q(p,K) si et seulement si les droites ¢(r) et s de (P3)v se coupent en un point, c'est a dire si et
seulement si le sous-espace vectoriel k{ @ (z + axy), ¢(y2), z + bxy, y2} de k{ z, x2, Xy, y2} est
de dimension 3; on a noté @ l'isomorphisme induit par ¢ en quotientant par I'idéal (zym +m 3.

11 s'agit d'étudier la matrice suivante:

n a]lm1 a11m2+a12m1 a12m2

2 2
0 m, 2mlm2 m,
1 0 0

b
0 0 0 1
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Frtudions d'abord le cas b = 0. Considérons le déterminant det A " de A 0 comme un
polyndme en n, 11, 12, m,, m,. Dans le polyndme det A ® on trouve le mondme bnm1 , donc pour
une transformation ¢ de Aut (P3,p,K) générale ona det A 0 #0.

Si a=0,ona det A(p = bnm]2 # 0 pour toute .

Mais si a # 0, pour la transformation ¢ donnée par (n, 11, 12, my, m2) =(1,0, 2 ,1,0)

la matrice A 0 est de rang 3 et donc les deux courbes doubles se coupent en un 0-schéma de longueur

Considérons le cas b=0; ona det A‘P = am12(11m2 - lzml). Doncsi a#0Qona

det A(p #0 pourtoute petsi a=0 A(p est de rang 3 pour toute ¢.

Ainsi dans tous les deux cas on obtient les parties i) et i) du Lemme.

Lemme 1.4.5. Si l'intersection des strates M(a,b,c) et N(o,B) de Igldconticnt une

composante irréductible de la bonne dimension, alors l'intersection des strates M(a+n,b+n,c+n) et

N(o+4n,3+2n) de ﬁd+3n satisfait elle aussi la proprieté ci-dessus, pour tout ne N.

Preuve. Il suffit de considérer n = 1.

Onnote W= Wd+3(a+1,a+b+2) &) Jd+3(a+4), si W# @ ona
dim W > 4(d+3) - 8(a,b,c) - (a-p+1) = 4d - 8(a,b,c) -+ B+ 11,00 8(a,b,c) est la codimension
de M(a,b,c).

Soit R 443 la famille des courbes X qui sont l'association d'une courbe rationnelle lisse C de
degré d etd'une cubique rationnelle lisse C3 ;R 443 est un sous-schéma localement fermé
irréductible de H 143 de codimension 1.

On va démontrer qu'il existe une courbe X de W N R d+3 telle que
dimX(W ) Rd+3) = 4d - 8(a,b,c) - o+ P+ 10, ainsi en appliquant le Lemme 1.4.1 on a la thése

(¢}
(H=Hy,3, $'=Ry,3 et S=Hy 5-Hy 3.

D'abord supposons o= .

Si X=Cu C3 e WNR alors C est une courbe de M(a,b,c).

d+3-
Soit R'la famille des courbes X associations d'une cubique rationnelle lisse C3 etd'une

courbe C de M(a,b,c) dont le fibré NC(-I) a le type de scindage (ct,0t).
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Puisque la courbe générale de M(a,b,c) a la proprieté ci-dessus (cf. Théoréme 1.4.2), on a
dim R'= 4d - 8(a,b,c) + 11 .

On considere une courbe X =Cu C3eR.

Soit K le plan déterminé par les droites tangentes 2 C et 2 C3 en p=Cn C3 ; soient LetM
les sous-fibrés maximaux de N C(-1) et NC3(-1) , respectivement, définissant le plan K en p.

Alors X € W si et seulement si les fibrés L et M se recollent en p dans NX(-l) (cf.Lemme

1.4.3).
D'apres le Lemme 1.4.4, pour la courbe générale de R' les fibrés L et M ne se recollent pas,
mais il existe une courbe X de R’ satisfaisant la condition de recollement; donc on a
dimy (WNRy, 3) < dimR'-1 = 4d-3(a,bc) + 10.
Il reste & considérer le cas o> .
Si X=Cu C3 e WNR 443> alors C est une courbe de M(a,b,c) dont le fibré
NC(-I) ale type de scindage (A1), 00 A2 o .

Soit R(l) la famille des courbes X =Cu C3 de R d43 telles que C soit un élément d'une

composante irréductible de l'intersection M(a,b,c) N N(a,B) ayant la bonne dimension.

Ona dimRY = 4d- 8(abc)- o+ P+ 12.

Si X=CuCje R(l), onnote L I'unique sous-fibré maximal de N -(-1) et K le plan défini

ct
parLen p=Cr\C3.
Alors X e R(l) MW siet seulement si

i) la droite tangente a C3 en p est sur le plan K et
ii) le sous-fibré maximal M de NC3(-1), définissant le plan K en p, se recolle avec le fibré L

en p dans NX(-I) (cf.Lemme 1.4.3).

Soit R(z) la famille des courbes X de R(l) satisfaisant la condition 1) ci-dessus.
R(z) n'est pas vide et, puisque la courbe générale de R(l) ne satisfait pas la i), on a
dimR® < dimRW - 1.

D'apres le Lemme 1.4.4 on a que la courbe générale de R(Z) ne satisfait pas la condition ii)
ci-dessus, mais il existe une courbe X de R(z) satisfaisant la condition de recollement ii).

Ona dimy(WNRy,;) < dimR?P-1 < dimRP.2 = 4d-8@abc)-a+p+10.
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Théoreme 1.4.6. Si c+B>d, les strates M(ab,c) et N(o,B) de Hy se coupent lelong
d'un sous-schéma ayant une composante irréductible de la bonne dimension.

Preuve. Si c =1, c'estle Théoréme 1.4.2. Soit ¢ = 2, l'intersection, dans

i d-3(c-1) des strates M(d-3c+1,1,1) et N(d-3c+2,d-3c+2)) n'est pas vide et elle a la bonne

dimension (cf. Proposition 3 de I'Introduction ). Alors d'aprés le Lemme 1.4.5 l'intersection des

strates M(d-2c,c,c) et N(d+c-2,d-c) de I?i d contient une composante irréductible de la bonne
dimension. La strate M(a,b,c) est plus générale que la strate M(d-2c,c,c) et, si B 2 d-c, la strate
N(ct,) est plus générale que la strate N(d+c-2,d-c). Alors, en appliquant le Lemme 1.4.1 (comme

dans la démonstration du Théoréme 1.4.2), on obtient la thése.






§ 1.5. Le fibré normal et les surfaces caractéristiques.

On rappelle les définitions et quelques résultats concernant les morphismes de Gauss et les
surfaces caractéristiques (qui sont des surfaces réglées développables) associées aux sous-fibrés
inversibles du fibré normal d'une courbe de P3 (cf.[EV1], [EV2], [IR1] et [IR3]).

Soient C une courbe lisse de genre get f: C — P3 un morphisme de C dans P3 de

degré d.

Définition 1.5.1. La su‘itte exacte d'Euler induit la suite exacte suivante
0 - f*OP3(-1) - k®0, - f*TP3(-1) - 0.

Alors tout sous-fibré F de rang r de f* TP3(-1) donne canoniquement un morphisme, appelé
morphisme de Gauss, ¢ : C — G(r,3) de C dans la Grassmannienne des droites de P3 sir=1,
ou des plans de P3 sir=2.

Si r=1[r=2],ladroite[le plan ] de P3 représentant le point @(x) passe par le point f(x)

de la courbe f(C) et c'est appelé la droite définie [le plan défini] par la fibre de F en x.
On considére la suite exacte suivante 0 — TC - f* TP3 - Ny - 0.

Si f est un plongement, alors Ngestun fibré et il est isomorphe au fibré normal NC de la
courbe f(C) dans P3. Dans ce cas, si L est un sous-fibré inversible de NC(- 1), Iimage réciproque

de L dans f*TP3(-1) est un sous-fibré EL de rang 2 de f*TP3(-1) . On appelle morphisme (de

v
Gauss) associé a L le morphisme de Gauss A: C — (P3) associé au fibré EL: a tout point x de

C, A associe le plan (contenant la droite tangente a C en x) défini par la fibre de EL en x.
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Remarque 1.5.2. On note Q(r,3) le quotient universel de la grassmannienne G(r,3). Si F
est un sous-fibré de rang r de TP3(-1), on note QF le fibré quotient , soit ¢ le morphisme de

Gauss associé a F, alors on a ¢*Q(r,3) = QF et donc deg ¢ =deg QF =d-degF.
Si f est un plongement et L est un sous-fibré inversible de NC(-l), on note QL le fibré

quotient, alors le morphisme de Gauss A associé a L est de degré
degl=degQL=2d-2+2g-dch.

Remarque 1.5.3. Un sous-fibré inversible F de t*TP3(-1) donne un morphisme de Gauss
¢:C — G(1,3). Onnote U(1,3) le schéma universel de la grassmannienne G(1,3) et Kl= le fibré
(de rang 2) noyau du morphisme surjectif k4®0C — Qg induit par F. Soit T Ie fibré projectif

\Z . . .
P(KF ), on a le diagramme cartesien suivant

T

~ 2
T -5 U3
md p

c % cup

1

Soit T la surface projection de T dans P3, T est une surface réglée contenant f(C). Si ¢ est
birationnel, T est la desingularisation de T, C provient d'une section unisécante de TetTestde degré
d-degF.

Vice versa, si T est une surface réglée de P3 contenant f(C) telle que pour le point général de
C passe une seule droite génératrice de T, alors T donne un sous-fibré inversible F de £* TP3(-1) 5 si

la droite génératrice générale de T coupe f(C) seulement en un point, alors F est de degré d - deg T.

Rappels 1.5.4. On note gom(f*OP3(-l)) le fibré des parties principales d'ordre m
. . m 4.V m .
(m =1,2). On aun morphisme canonique a : (k) ®OC - P (f*0P3(-1)); ce morphisme

est surjectif seulement en les points x de C qui ne sont pas points de ramifications et tels que f(x) ne

. . m ‘s m _
soit pas un point de rebroussement. On note {0 £ le fibré image de a . Ce fibré donne

canoniquement un morphisme 'cfm: C - G(m)3).
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‘tfl(x) représente la droite tangente a f(C) en f(x); 1f2(x) représente le plan osculateur a f(C)

en f(x).

On considére le faisceau normal Ngde f, ce faisceau est libre seulement en les points x de C
qui ne sont pas points de ramifications et tels que f(x) ne soit pas un point de rebroussement.

On note N¢'le fibré quotient de N ¢ par son sous-faisceau de torsion. On a la suite exacte

v

ORI 0 - (py - Keoy - NI - 0.

a) Supposons que f soit un morphisme non dégénéré.

\
La courbe de (P3) image de T f2 est appelée courbe duale de f(C).

La projection de P(g fl) dans P3 donne la surface S des droites tangentes a f(C).

Si f est birationnel, la surface S est de degré deg S=2d-2 +2g-y, ou % est le nombre
des cusps de f(C) (cf.[rP] et [IR3]).
\2
La projection de P(N f'(~1)) dans (P3) est dite la surface duale de f(C). Cette surface
coincide avec la surface des droites tangentes a la courbe duale de f(C) (cf.[rP]).

b) Supposons que f soit un morphisme dégénéré et on note H le plan contenant la courbe

f(C). L'image du morphisme 't:fl est une courbe plane appelée courbe duale (plane) de f(C).
On note N £H le faisceau quotient de f* Ty par TC et N f,H' le fibré quotient de Nf,H par son
sous-faisceau de torsion. Alors on a Nf'(-l) ~ OC @ Nf,H'('l) .
\2
La projection de P(Nf'(-l)) dans (P3) est un cone de sommet le point défini par le plan H et

sa section plane, qui est la projection de P(Nf H'(-l)), est la courbe duale (plane) de f(C) .

Définition 1.5.5. Soient f est un plongement de C dans P3 , L un sous-fibré inversible de

NC(-l) et A le morphisme de Gauss associé.
v
On note G(1,3) T'espace dual de la grassmannienne G(1,3), c'est-a-dire la grassmannienne
Vv \
des droites de (P3) etonnote i: G(1,3) — G(1,3) lisomorphisme canonique.

Pour tout x € C on appelle droite caractéristique de L en x (ou en p = f(x) ) la droite
correspondant au point io Tll(x) de la grassmannienne G(1,3) des droites de P3.

La surface S projection naturelle du fibré projectif P(N;»'(-l)) dans P3 est appelée

surface caractéristique de L, c'est la réunion des droites caractéristiques de L (cf. Rappels 1.5.4).
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Proposition 1.5.6. (cf. [EV2] Proposition 3.1 et Proposition 3.2 et [IR3]) On
considére une courbe lisse X de P3 et un sous-fibré linéaire L du fibré normal NX deX. Onaquela

droite caractéristique de L en un point p de X passe par le point p; donc la surface caractéristique de L
contient la courbe X.

Remarque 1.5.7.  Soient f est un plongement de C dans P3 , L un sous-fibré inversible

de NC(-I) et A le morphisme de Gauss associé; on note A la courbe image du morphisme A .

a) Supposons que la courbe A soit gauche. Alors la surface caractéristique S de L est la
surface duale de A et coincide avec la surface des droites tangentes de la courbe duale de A, qui est
appelée courbe de régression de S. Les plans tangents de S sont les plans définis par le fibré L. Plus

précisement la droite caractéristique de L en x coincide avec la droite tangente 2 la courbe duale de
A(C) en le point ‘rxz(x) et le plan défini par la fibre de L en x coincide avec le plan osculateur a la

courbe duale de A(C) en le point txz(x).

b) Supposons maintenant A plane. La surface caractéristique S de L est un céne de sommet
le point correspondant au plan de (P3)Vcontenant la courbe A et ayant comme section plane la courbe
duale (plane) de A. Aussi dans ce cas les plans tangentes de S sont les plans définis par le fibré L.

c) (cf.Rappels 1.5.4) La surface caractéristique S de L est de degré
deg S =2(deg A) - 2 +2g(A) - x(A), ol g(A) désigne le genre géométrique de A et X(A) le
nombre des cusps de A (cf.[rP] pour la définition de ¥(A) ).

Selon la terminologie de la géométrie classique (cfr.[wlE] ch.I et ch.X, [S-R] ch.IV §7 et

ch.10 §2), la surface caractéristique S d'un sous-fibré linéaire L de NC est la surface enveloppe des

plans donnés par la fibre de E| aux points x de C.

Dans [IR3] on prouve le Théoreme suivant:

Théoréme 1.5.8. Soient C une courbe rationnelle lisse de P3 de degré d>3 etLun

sous-fibré inversible maximal de NC(-I).
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v
Alors le morphisme de Gauss associé A: C — (P3) est birationnel.

Ce Théoréme améliore la démonstration d'un résultat de [EV2] et c'est utilisé dans la preuve

des résultats des prochains paragraphes.






§ 1.6. Des intersections vides.

La courbe générale de chaque strate de la stratification de I—old par le fibré tangent restreint a

un fibré normal de type général (Théoréme 1.4.2). Pour la stratification par le fibré normal, on n'a

pas l'analogue:

Proposition 1.6.1. Si d = 6, la strate N(2d-5,3) est_contenue dans la strate
M(d-4,2,2) U M(d-4,3,1) ,enoutre si d=8 les courbes de la strate N(2d-5,3) n'ont pas le fibré

42

tangent restreint de type général .

Preuve. 11 suffit de démontrer que le fibré TP3(-l)lC a un sous-fibré inversible de degré d-4.

On considere le sous-fibré maximal L de N C(-1) et le morphisme de Gauss associé

\
A:C > (P3) . Lacourbe A =X(C) est rationnelle et de degré 3.

Si A est gauche ou si A est plane avec un nceud comme singularité, la surface caractéristique
SL de L adegré 4 (cf.Remarque 1.5.7). Alors SL induit un sous-fibré inversible FL de
TP3(—1)IC de degré d-4 (cf.Remarquel.5.3).

Si A est une courbe plane ayant un point de rebroussement comme singularité, alors la surface
caractéristique SL de L est un cdne ayant comme section plane une cubique rationnelle avec un point
de rebroussement. C est une courbe lisse contenue dans SL et A est birationnel; si 7 est un plan
général passant par le sommet du cone S| , l'intersection TN SL est constituée par trois droites
génératrices du cOne, donc l'intersection T N C peut étre constituée au maximum par 4 points. Ce cas

ne se presente pas parce que d > 6.
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Remarque 1.6.2. D'aprés la Proposition 1.6.1, on a que pour tout d > 8 il existe des

. o < ' . .
paires de strates de H 4 se coupant le long d'un sous-schéma n'ayant aucune composante irréductible

de la bonne dimension.

On réussit & obtenir quelques relations entre les entiers o, et a,b,c qui interviennent dans le
type de scindage des fibrés NC(-l) et TP3(-1)l c d'une courbe C.

Théoréme 1.6.3 Soit C une courbe rationnelle lisse de degré d de P3. On note (o,B) le
type de scindage de N C(-1). Le degré maximum d'un fibré inversible de P3(-1)IC est supérieur

ouégald d-2P+2;clest-a-dire N(o,p) < U M(a,b,c).
a2d-2B+2

Si C est 1a courbe générale de N(a.,B) alors TP3(-1)IC a un sous-fibré inversible de degré

exactement égald d- 2B +2.

Preuve. Soit L le sous-fibré maximal de NC(-l) , il donne un morphisme de Gauss

v
A:C > (P3) de degré B et birationnel ( Théoréme 1.6.7). Soit A la courbe A(C), la surface
caractéristique SL de L est une surface réglée développable de degré 2[3-2-y, ol  est le nombre des

points de rebroussement de A (Remarque 1.5.7). SL donne un sous-fibré inversible FL de

TP3(-1)IC de degré d - deg SL'

En outre si C est la courbe générale de N(a,), la courbe A n'a pas de points de
rebroussement (cf.[EV2]); donc on a la these.

Le sous-fibré inversible de TP3(-1)lC de degré d - 2P +2 du Théoréme ci-dessus n'est pas

nécessairement maximal, il suffit de considérer le cas B = d-1, mais pour P assez petit on a le résultat

suivant:

Corollaire 1.6.4. Si C est une courbe générale de 1a strate N(ct,B) de H; avec B sd—jé
alors le degré maximum des sous-fibrés inversibles de TP3(-1)|C est d-2p+2.
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Preuve. D'aprés le Théoréme 1.6.3, TP3(-1)1 c a un sous-fibré inversible de degré

d - 2B + 2, supposons par absurde que le degré maximum de ses sous-fibrés inversibles soit a, avec

a>d-2B+2,alorsona b=d-2B+2 ou c=>d-2p+2.
Si b=d-2B+2 ona d> 2b+2 =2d-4B+6 etdonc B> -d—Z—G qui est absurde.

Si c2d-2B+2 ona d23c+2=3d-68+8 erdonc B2t > L quiest absurde.

D'aprés le Théoréme 1.6.3 on obtient

Corollaire 1.6.5. Si c>f, les strates M(a,b,c) et N(a,B) de I?Id ne se coupent pas.






DEUXIEME PARTIE

Utilisation des droites caractéristiques

§ 2.1. Le fibré normal de l'association d'une courbe et d'une droite.

Soit C une courbe lisse de P3; on va chercher les droites D coupant C en un unique point p,
telles que le fibré normal NX de l'association X de C et D ait un sous-faisceau maximal de degré le

plus grand possible.
Etant donné un sous-fibré inversible maximal L du fibré normal NC de C, on doit chercher les

droites D passant par p, coupant C seulement en p, contenues dans le plan K défini par le fibré L en

P, satisfaisant la condition suivante de recollement:

Condition de recollement 2.1.1. Le fibré L et le sous-fibré maximal M du fibré
normal ND’ de la droite D, définissant en p le plan K, se recollent en p dans le fibré normal NX de
I'association X de CetD .

Nous avons besoin des Lemmes suivants:

Lemme 2.1.2. Soient C une courbe lisse gauche de P3 et L un sous-fibré du fibré normal
NC de C. Alors la surface caractéristique S du fibré L contient la courbe double de Ferrand (C,L)

induite par L.
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Preuve. On note IC le faisceau des idéaux définissant la courbe C. Le faisceau des idéaux J, c

définissant la courbe double (C,L) est donné par la suite exacte suivante:
0 - QV - IC/IC2 > LY 50 ,o0b chstisomorphez‘i JC/ICZ'

On considere la suite exacte suivante:

0> 1c/122 g Qs = Q0.

Supposons que L soit la projection dans NC du fibré osculateur de C. Dans ce cas la surface
caractéristique S de L est la surface réunion des droites tangentes a C. Soit F=0 1'‘€quation de la
surface S sur un ouvert affin U de P3, onnote V=UNC, Fe IV et (dF)p =0 pour tout
pe V,alors Fe Ivzc J v Ceci signifie que la surface S contient la courbe double (C,L).

Supposons maintenant que L ne coincide pas avec la projection dans NC du fibré osculateur

de C. Alors C n'est pas la courbe de régression de S, ni une composante irréductible de la courbe
nodale de S (en tout point p on a défini une unique droite caractéristique du fibré L), donc C n'est pas
contenue dans le lieu singulier de S.

Soit p un point de C, il existe un voisinage W de p dans P3 et deux éléments f et g de

I'anneau OP3(W) ayant les différentiels (df) q et (dg) q non nuls pour tout point q de U et tels que

les idéaux définissant la courbe C et la courbe double (C,L) sur I'ouvert U =W N C soient
respectivement IU =(f,g) et JU = (f,gz).

f est un générateur de Q" sur I'ouvert U, alors Q" comme sous-fibré de QP3IC est généré

sur l'ouvert U par df.

Si q est un point de U, I'élément (df)q de Q représente le plan tangente en q a la surface

P3,q
d'équation locale f =0, qui est aussi I'espace tangente de Zariski en q de la courbe double (C,L),
c'est a dire c'est le plan déterminé par la fibre en q du fibré L.

La surface caractéristique S est lisse au point général de C et alors on peut supposer qu'elle

soit lisse aux points de U. Soit ¢ = 0 I'équation de S localement sur les points de U: ¢ e Ijyet
(d(p)q #0pourtoutqe U. Alors ¢ e Iy si et seulement si (d¢) = c(df), ol ¢ est un élément de

OC(U) ne s'annullant pas sur U: ¢ € 0C q me q pour tout q € U; ceci est vérifié parce que la

q
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famille des plans tangents a la surface S aux points q de U coincide avec la famille des plans
déterminés par les fibres du fibré L aux points q de U.
Alors S contient un ouvert de la courbe double (C,L) et donc elle contient toute la courbe

double (C,L).

Lemme 2.1.3. Si p est un point lisse d'une courbe C de P3, l'idéal IC de OP3
P

définissant la courbe C localement en p est généré par deux élément f et g; soit x un parametre local de
Cenp. Alors onaque pn'est pas un point d'inflexion de C et que le plan tangent en p a la surface

d'équation locale f=0 ne coincide pas avec le plan osculateur & C en p si et seulement sion a
2
of
2 # 0.
dIx

Preuve. Soient x,y, z les coordonnées locales du point p; on peut supposer que X soit un

paramétre local de C en p, y la partie de premier degré de g et z la partie de premier degré de f .

Localement en p on a que IC = (f,g) , z =0 est 'équation du plan tangent en p a la surface d'équation

locale f=0, z=y=0 sont les équation de la droite tangente 3 C en p.
Les éléments fet g vus dans le complété k([[x,y,z]] de I'anneau local OP3 sont du type
5P

2 2 3 2 2 3
f=z+azox Fa Xy Fapy Fagxt+o. et g—y+b20x +b“xz+b02z +b30x +..

avec a..,b. e k.
i’y

30

p n'est pas un point d'inflexion de C si et seulement si l'idéal (z,y) + (f,g) est de colongueur

2, c'est a dire a5, # 0 ou b20 #0.

En outre z =0 n'est pas 'équation du plan osculateur & C en p si et seulement si I'idéal

(z.f,g) est de colongueur 2, c'est a dire 4y, # 0.

2
. 1(9f .
Puisque 2,=3 (gx—zl, ,on a la thése.
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Proposition 2.1.4. Soit X l'association d'une courbe lisse C et d'une droite D se
coupant en un point p. Supposons que

a) p ne soit pas un point d'inflexion de C,

b) le plan K déterminé par la droite D et par la droite tangente 8 C en p ne coincide pas avec le

plan osculateur 3 C en p.
Soient L un sous-fibré inversible du fibré normal NC de C définissanten p le plan Ket M le

sous-fibré inversible maximal du fibré normal N[, de la droite D définissanten p le plan K. Alors les

fibrés L et M se recollent en p dans le fibré normal NX de X (i.e. la droite D satisfie la Condition de

recollement 2.1.1) si et seulement si D est la droite caractéristique en p du fibré L.

Preuve. (On note que sous les hypothéses a) et b) la droite caractéristique de L en p n'est pas

tangente a3 C en p)
Soient x,y, z les coordonnées locales du point p et on note mp l'idéal maximal de OP3 .
P

Désignons par IC =g et ] c= (f,gz) les idéaux de OP3 définissant localement en p
P

respectivement la courbe C et la courbe double de Ferrand (C,L). On peut supposer que X soit un

paramétre local de C en p, y la partie de premier degré de g et z la partie de premier degré de f .
En considérant l'injection canonique de l'anneau local OP3 dans son complété k[[x,y,z]],
P

g 3 2 2 3
les éléments fet gsontdutype f=z+ B Fa Xy F Ay Fag Xt .. et
2 2 3 S _

g=y+ b20x + b“xz + bOZZ + b30x +.. , avec aij s bij e k. L'équation du plan Kest z=0
et pour le lemme ci-dessus on a Ay * 0.

Une droite D du plan K passant par p et différente de la droite tangente & C en p est définie par
un idéal du type ID = (z, x+my) ; le sous-fibré maximal de ND définissant en p le plan K donne a D
une structure double du type JD =(z, (x+my)2).

2 2 2 2
Ona JC + JD = JC + JD + (mp) =(z, X" +2mxy, a,,x +a,,xy,y ).

D'aprés le Lemme 2.1.20na a,,# 0 etalors J ct Jp est de colongueur 4 si et seulement

si m—all/Za20 = oxdy ax2 .

Soit U l'ouvert de C constitué par les points q de C tels que q ne soit pas un point d'inflexion
etleplanK q défini par la fibre L q de L ne soit pas le plan osculateur & C en q. On a prouvé ci-dessus
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que pour tout point q de U il existe une unique droite D _ du plan K q passant par q, différente de la

q
droite tangente a C en q, satisfaisant la Condition de recollement 2.1.1. En outre les droites D q

forment une famille algébrique plate sur U.
Supposons maintenant que le point p soit un point lisse de la surface caractéristique S du fibré
L. Alors, puisque S contient la courbe double de Ferrand (C,L) définie par L, on peut supposer que

I'équation f = 0 considérée ci-dessus soit I'équation locale de la surface S en p.
Alors festdutype f=z+ (ax + by)2A, ol abek etAe OP3 - mp ; la droite définie par les
P

équations z = ax + by =0 est la droite génératrice de S en p, c'est-a-dire la droite caractéristique de L
en p, c'est aussi la droite satisfaisant la Condition de recollement 2.1.1.

Puisque p n'est pas un point d'inflexion de C et C n'est pas une composante irréductible du
lieu singulier de la surface caractéristique S, si p est un point singulier de S, il existe un voisinage V
de p dans la courbe C constitué par des points q de C tels que
i) q ne soit pas un point d'inflexion de C,
ii) le plan défini par la fibre L(1 ne soit pas le plan osculateur a Cenq,
iii) si q# p, q est un point lisse de la surface S.

Soit { Dq]qe v la famille algébrique (plate) des droites verifiant la condition de recollement

décrite ci-dessus etsoit { R q} la famille algébrique (plate) des droites caractéristiques du fibré

qeV
L en les points de V. On a prouvé ci-dessus que R q Dq pour tout g€ V - {p}, alorson a aussi
R =D .
P P

Remarque 2.1.5. Les conditions a) et b) de la Proposition 2.1.4 sont "méchantes"; en
effet, si une courbe C, un point p de C et un fibré L ne vérifient pas ces conditions, on peut avoir
deux situations différentes:

1) aucune droite D ne satisfait la Condition de recollement 2.1.1,

2) toute droite du plan K, défini par le fibré L en p, passant par p et différente de la droite
tangente & C en p satisfait la Condition de recollement 2.1.1.

Pour prouver l'assertion, on fait usage des mémes notations de la preuve de la Proposition

2.1.4. Siles conditions a) et b) de la Proposition 2.1.4 ne sont pas vérifiées on a 3y, = 0.

Si a,# 0, I'idéal JC + JD =(z, x2, a Xy, y2) a colongueur 3 et alors on a le cas 1).
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Si a, = 0, I'idéal JC + JD =(z, (x + my)2, y2) a colongueur 4 pour tout m et alors on a le

cas 2).
On note que on a le cas 2) si, pour exemple, p est un point planar (lisse) d'une surface
contenant C (un point lisse p d'une surface S de P3 est appelé planar si l'équation de S localement en

pestdu type z+ f(x,y) =0 ol f(x,y) contient seulement termes en degré > 3).

Remarque 2.1.6. Soit S la surface réunion des droites tangentes a une courbe gauche R de
P3. Les points surosculateurs et les points d'inflexion de R induisent sur toute courbe gauche lisse C
de S les conditions méchantes a) et b), au contraire les points de rebroussement de R se comportent
bien.

i) Soit q un point lisse de R tel qu'il ne soit pas un point d'inflexion et soit p un point de la
droite tangente & R en q. Alors p est un point planar de S si et seulement si q est un point
surosculateur de R. Dans ce cas, si C est une courbe gauche de la surface S passant par p et lisse en
p, on a que p est un point d'inflexion de C ou que le plan osculateur & C en p coincide avec le plan
tangent & S en p ( cas 2) de la Remarque 2.1.5).

ii) Siqest un point d'inflexion de R, tout point p de la droite tangente r a R en q est un point
singulier de S. Dans ce cas, si C est une courbe gauche de S passant par p et lisse en p, on a que p est
un point d'inflexion de C et la droite tangente & C en p est la droite .

ili) Siq estun point de rebroussement de R, le point général de la droite tangente 4 R en q est

un point lisse de la surface S.

Dans le paragraphe prochain on va démontrer que les surfaces caractéristiques S ayant la
courbe de régression R avec des points d'inflexion ou des points surosculateurs peuvent étre

négligés.



§ 2.2. La courbe générale de toute strate de la stratification par le

fibré normal est docile.

Définition 2.2.1. Soit C une courbe gauche rationnelle lisse de P3 et soit L le sous-fibré

maximal général du fibré normal NC si NC est semistable, ou I'unique sous-fibré maximal de NC si

NC n'est pas semistable.

On note S la surface caractéristique de L et S la normalisation de la surface S.

La courbe C est appelée courbe docile si elle vérifie les conditions suivantes:

(1) La surface caractéristique S n'est pas un cone.

(2) La courbe de régression R de la surface caractéristique S n'a pas de points d'inflexion, ni
de points surosculateurs, ni de droites bitangentes.

(3) Lacourbe C coupe la courbe Rendes points distincts. On a noté CetR les courbes de
Sse projetant aux courbes C et R respectivement.

(4) Si pe C et pe R alors le germe de C en p est contenu dans une nappe lisse de S.

D'apres les résultats de Eisenbud et Van de Ven contenus dans [EV1] et [EV2], on déduit 1a

Proposition suivante

Proposition 2.2.2. La courbe générale de toute strate de la stratification de i 4y par le

fibré normal est docile.

\4
Preuve. Si A: Pl - (P3) est un morphisme de degré B > 3 général, la courbe image A

est une courbe rationnelle de degré P, gauche, lisse, sans points d'inflexion, sans droites bitangentes
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et de fibré normal semistable. Alors la courbe duale R de A n'a pas de points d'inflexion, ni de
points surosculateurs, ni de droites bitangentes. Soit S la surface des droites tangentes de R. Le lieu
singulier de S est constitué par la courbe de régression R et par la courbe nodale I” donnée par les
points intersection de deux droites tangentes 4 R. La désingularisation S de S est Plx P1 ; on note
R la courbe de S se projetant a R, la courbe générale C du systeme lindaire de diviseurs I(d-B+1,1)1,
qui est trés ample, coupe la courbe R en des points disincts. Cette courbe C donne la courbe

générale de la strate N(2d-2-B,B), qui est donc docile.

On peut étudier des nouvelles intersections en utilisant notres méthodes si la conjecture
. . . o e
suivante est vraie: si les strates M(a,b,c) et N(a,B) de Hd se coupent le long d'un sous-schéma
ayant une composante irréductible de la bonne dimension, alors la courbe générale de cette
composante est docile.
Dans le Lemme prochain on va caractériser les points p d'une courbe docile satisfaisant les

conditions méchantes a) et b) de la Proposition 2.1.4.

Lemme 2.2.3. Soient C une courbe docile de P3 , L un sous-fibré maximal de NC

satisfaisant les conditions de la Définition 2.2.1 et R la courbe de régression de la surface

caractéristique S de L. Alors un point p de C est un point d'inflexion ou un point en le quel le plan
osculateur & C est le plan défini par le fibré L en p si et seulementsi pe CAR.

Preuve. Soient x,y, z les coordonnées locales de p. Si p appartient & une nappe lisse de S,
puisque R n'a pas de points surosculateurs, on a que p n'est pas un point planar de S et I'équation
locale de S en p est du type z + (ax + by)2A =0, 0l abe k, z=0est'équation du plan tangent &
Senp, z=ax + by =0 sont les équations de la droite génératrice de S en p et A est un élément
inversible de l'anneau local k[[x,y,z]].

L'idéal définissant la courbe C localement en p est

IC = (z+(ax + by)2A, y+ Gz(x,z)) , ol Gz(x,z) contient terms de degré 22 en x et z.

Supposons d'abord que p soit un point d'inflexion de C. Ceci signifie que I'idéal
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(y,z, a2x2, Gz(x,O)) est de colongueur > 3; doncona a=0, c'est-a-dire la droite tangente 2 C en p

coincide avec la droite génératrice de S en p, c'est absurde parce que L est un sous-fibré maximal de
NC et alors l'image réciproque € de C dans la désingularisation S de S est une section unisécante
(cf.Théoréme 1.5.8). Alorspe CNR.

Supposons maintenant que p ne soit pas un point d'inflexion de C mais que le plan osculateur

a Cen p soit le plan définit par le fibré L en p, qui est le plan d'équation z =0.
Le plan osculateur 2 Cen p est le plan z=0 si et seulement si IC + (z) estunidéal de

colongueur 23. Ona IC +(z) =(z, (ax + by)2, y+ Gz(x,O)) .

Si a0, IC + (z) a colongueur, 2.

Sia=0, IC + (z) a colongueur 2 3; dans ce cas la droite génératrice de S en p coincide avec
la droite tangente & C en p, ceci est absurde parce que l'image réciproque de C dans la
désingularisation S de S est une section unisécante, car L est un sous-fibré maximal de NC’
(cf.Théoréme 1.5.8)

On conclut que p est un point de la courbe de régression R de S.

Soit maintenant p un point appartenant a l'intersection CAR .

Onnote t: S — S la désingularisation de S, S est un fibré projectif sur R isomorphe a
P(NR), A est la courbe image du morphisme de Gauss associé au fibré L.

Considérons l'injection canonique de I'anneau local OP3 dans son complété k[[x,y,z]]; si
P

p est un point lisse de R, les équations paramétriques de R et de S, localement en p, sont du type (on

rappelle que R n'a ni de points d'inflexion ni de points surosculateurs):

X =a1(t)t x=a1(t)t +b1(t)u

R: 4 v =a,0f et s 4 y=a,0 + b, (O
3 _ 3 2
z= a3(t)t z= a3(t)t + b3(t)t u

ou, pour i=12,3, ai(t) est un élément inversible de I'anneau local k[[t]] et
bi(t) = ai'(t)t + iai(t) s ai'(l) note la dérivée de ai(t) ent.
Soit C la courbe de S se projetant via le morphisme 7 a la courbe C de S. On peut supposer

que C soit définie dans S localement en E par I'équation u = A(t)t, ol
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2
A(t)—c0+clt+czt e, GE k.

Alors les équations paramétriques de C, localement en p, sont

x=a,(ht +b (HA(DL
C: 4 ¥ =2, + bOA®Y
= a,0F + b (VAWM

N

Si a2(0) + b2(0) A(0) =0, alors p est un point d'inflexion de C; autrement p n'est pas un
point d'inflexion de C et alors le plan osculateur 2 Cen pestle plan z =0, qui est le plan défini par
le fibré L en p.

Si p est un point de rebroussement de R, les équations paramétriques de R sont, localement en

p, du type:
X = al(t)tr
Ry y=a,0f"" @22
z= a3(t)tpr2

ou, pour i=1,2,3, ai(t) est un élément inversible de 'anneau local k[[t]], les équations

parametriques de la surface S et de la courbe C, localement en p, sont du type:

x=a,(Of +b (Du x=a (O +b (DAL
S: 94 y= a2(t)tprl + by (Dtu et C 9y y= az(t)tr“ + b2(t)A(t)t2
z= a3(t)tr+2 + b3(t)t2u z= a3(t)tr+2 + b3(t)A(l)t3
oll bi(t) = ai'(t)t + (r+i—1)ai(t) et A(t) = Coteytt czt2 +..,c€ k, o est non nul parce que p

est un point lisse de C.

Puisque a2(0) est non nul, p n'est pas un point d'inflexion de C et alors le plan osculateur 2 C

enpestleplan z=0, quiestle plan défini par le fibré L en p.
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Toute courbe C, de degré d 24, coupe la courbe de régression R de la surface caractéristique
S d'un sous-fibré maximal L de NC‘ Ces points d'intersections ne satisfont pas les hypothéses a) et
b) de la Proposition 2.1.4 et on peut avoir deux situations différentes sur I'existence de droites
satisfaisant la Condition de recollement 2.1.1, comme on a noté dans la Remarque 2.1.5.

Maintenant on va prouver que pour les courbes dociles C et pour les sous-fibrés maximaux L
de NC satisfaisant les conditions de la Définition 2.2.1, si p est un point de C tel que p est un point
d'inflexion ou le plan osculateur & C en p coincide avec le plan défini par le fibré L en p alors aucune

droite D ne satisfait la Condition de recollement 2.1.1 (c'est la situation 1) de la Remarque 2.1.5).

Lemme 2.2.4. Soient C une courbe lisse de P3, L un sous-fibré inversible de NC et pun

point de C. Supposons que p soit un point d'inflexion de C ou que le plan osculateur & C en p
coincide avec le plan K défini par le fibré L en p.
Alors toute droite du pfan K passant par p, différentes de la droite tangente a C en p, satisfait

la Condition de recollement 2.1.1 si et seulement si le plan K, la courbe double de Ferrand (C,L) et

le deuxiéme voisinage infinitesimal de p se coupent en un point de longueur 5 sur p.

Preuve. On utilise les mémes notations de la preuve de la Proposition 2.1.4.
Désignons par IC =(f,g) et JC = (f,gz) les idéaux de O, 3 définissant localement en p
P°p

respectivement la courbe C et la courbe double de Ferrand (C,L); les éléments f et g sont du type

2 2 3 2 2 3
f=z+a20x ta Xy tagy tag X, g—y+b20x +b“xz+b022 +b30x +.. , avec

a.,b.e k.
yjoy
L'équation du plan K est z=0 etd'aprés le Lemme 2.1.3 on a 4y, = 0.

Alors l'idéal (z) +J c +m 32 (z, a;,xy, y2) a colongueur 5 si et seulement si

P
a,= 0 etd'apres la Remarque 2.1.5 on conclut.

Proposition 2.2.5. Si C est une courbe docile , L un sous-fibré maximal de NC

satisfaisant les conditions de la Définition 2.2.1 et p est un point d'inflexion de C ou un point en le
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quel le plan osculateur & C coincide avec le plan défini par le fibré L en p, alors aucune droite D ne
satisfait la Condition de recollement 2.1.1 (c'est Ia situation 1) de la Remarque 2.1.5).

Preuve. On considére la surface caractéristique S de L et la courbe de régression R de S.
D'aprés le Lemme 2.2.3 ,ona pe CnR.

On va utiliser les mémes notations de la preuve de le Lemme 2.2.3. Supposons que p soit un
point lisse de R.

Onnote C, la courbe double de Ferrand sur C induite par le fibré L et 62 la courbe double

de S se projetant a C2 . L'anneau des coordonnées locaux de (":‘2 en pest O &5 [e]/ (82) et, dans

§ localementenp , si C est définie par I'équation u = A(t)t alors (~32 est définie par I'équation

u=A(Dt+€ avec 82 =0. On note que A(0) # 0 parce que ¢ coupe R transversalement enf; .
Donc la courbe double C, peut étre définie, localement en p, par les équations paramétriques

suivantes:

X =A1(t)l +bl(t)a

C,: y = A2(t)t2 +b,(0te , avec € =0.
_ 3 2
z= A3(r)[ + b3(t)t €

D'apres le Lemme 2.2.4, on doit prouver que l'idéal I =(2) + JC + mp3 de O a

P3,p
colongueur 4.

Si j: 62 - P3 est un plongement de 62 dans C2, alors les idéaux I et j*(/ )ontla

méme colongueur.
. - . (e = 3
Les équations de C2 décrites ci-dessus ne définissent pas un plongement de C2 dans P~, parce
que pour t=0 on obtient un vecteur tangent 2 Cen p.
Considérons une transformation rationnelle ¢(t,€) = (t+ A(t)g, f(t)e), ol

m. i a i . -
A= X lit' et pM)= X p.lt', }‘i et , sont élément de k, r,s,m et q sont des entiers positifs
i=-r i=-s

ou nuls.
On note que pour tout élément f de k[[t]] ona f(t + Ae) = f(t) +f'(DA()E si 82 =0,f'(t)

note la dérivée de fen t.
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On pose Bi(t) = iAi(t) + Ai'(t)t pour i=1.23.
_ B.(©)
On choisit la transformation rationnelle ¢ donnée par A(t) =% et u(t) = - m .
1

Apres telle transformation § , les équations paramétriques de la courbe double C2

diviennent:
X = Al(t)t
2 -
Ci V= A, (O + By(e , avece’=0;
3 -
z= A3(t)t + B3(t)t£
- b0 .
ol Bi(t)= Bi(t)- B_l—(t_)Bl(t) pour i=2,3.
Ona Ei(O) = i(i—l)ai(O)A(O) # 0. Alors les dernieres équations paramétriques de C2 décrivent

3

localement en E, un plongement j: 62 — P de 62 dans C2 et la colongueur de l'idéal I est

égale a la colongueur de 1'idéal suivantde k[[t,€]] :
(& A0+ Boe, AP0C, AR08+ Boe),
3,22 - 3 3
Al(t)t (A2 )t +2A2(t)B2(t) €), (A3(t)t +B3([) te)”)
qui est égal a I'idéal  ( 82, £ ,t€) parce que AI(O) # 0 (p n'est pas un point de rebroussement

de C) et B3(0) #0. Cetidéal a colongueur 4.

Si p est un point de rebroussement de I', on proceéde d'une fagon analogue.






§ 2.3. Le fibré normal des courbes dont le fibré tangent restreint est

de type général.

Rappels 2.3.1. Soit D une droite de P3. Le fibré TP3(-1)ID est de type de scindage
(1,0,0) et le morphisme de Gauss associé au sous-fibré inversible maximal de TP3(—1)ID estle
morphisme constant qui associe a tout point de D le point de G(1,3) correspondant a la droite D.

Le fibré ND(-l) est de type de scindage (0,0) et le morphisme de Gauss associ€ a tout sous-

fibré inversible maximal de ND(—I) est constant, il a pour image un plan contenant la droite D.

Théoreme 2.3.2. La strate N(o,B) de i coupe la strate générale de la stratification de Hy

. L . d+1 . . s
par le fibré tangent restreint si et seulement si on a B>[T] ( [x] désigne la partie entig:

Preuve. La partie nécessaire du théoreme découle du Théoréme 1.6.3: posons d=3a+r ,
re {-1,0,1}, ona [d?%l]=a;si r=-1,0 ona a>3a+r-2B+2 etsir=1 ona
a+123a+1-2B+2,donconobtient B>a.

Pour la partie suffisante on procéde par induction sur d.

Pour les courbes de degré 3 et 4 le Théoréme est vrai: il existe un unique type de scindage
aussi bien pour le fibré tangent restreint que pour le fibré normal.

Allons prouver que si le Théoréme est vrai pour les degrés mineurs ou égaux & d-1, alors le
Lemme est vrai pour le degré d.

0 . L,
On note S d le sous-schéma localement fermé, irréductible et de codimension 1 de H | constitué

par les courbes association d'une droite et d'une courbe lisse rationnelle de degré d-1.
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d+1 .. .
Posons a= [_j—] et distinguons les trois cas A) d=3a-1, B) d=3a, C) d=3a+1;

avec a=2.
A) Soit C une courbe générale de la strate N(5a-7,a+1) de ﬁ3a-2 ; le type de scindage du

fibré TP3(-1)IC est (a,a-1,a-1), pour I'hypotheése inductive, et C est une courbe docile. Soit p un
point général de C et D la droite caractéristique en p du sous-fibré maximal L du fibré NC(-l).

Puisque L est maximal, d'apres le Théoréme 1.5.8, la droite D coupe C seulement en le point p; alors

on peut considérer l'association X de C et D. Puisque C est docile, la surface caractéristique du fibré
L adegré 2(a+1)-2 =2a et donc elle donne un sous-fibré inversible }:L de TP?’(-I)IC de dégré

3a-2 - 2a = a-2; on conclut que EL ne coincide pas avec le sous-fibré inversible maximal F de

TP3(-1)IC et aussi que D ne coincide pas avec la droite définie par le fibré F en p.

Alors X est un élément de SBa-l ) W3a_1(a,2a) N J3a_l(5a-5) etona

dimy (S, | N W3 @20 NIy, ((52-5)) = 8a+2.

Puisque on a dim ( W3a_1(a,2a) N J3a_1(5a-5) )= 8a+ 3, dapres le Lemme 1.4.1 on aque
lintersection M(a,a,a-1) N N(5a-5,a+1) est non vide et de dimension 8a + 3; en appliquant encore le
Lemme 1.4.1, on a la thése pour d=3a- 1.

B) On rappelle que si l'intersection W3a(a,2a) nJ 3a(5a—3) n'est pas vide, elle est de
dimension >8a + 5.

On considere le schéma S'3 a des courbes réductibles qui sont la réunion d'une courbe lisse
rationnelle C de degré d-2, d'une droite D, coupant C en un unique point p, et d'une autre droite D,
coupant la droite D, en un point p, et ne coupant pas la courbe C.

S'3 o cstun sous-schéma localement fermé, irréductible de codimension 2 de i} 4t ilest
contenu dans I'adhérence §3a de Sy, .

On prouve les faits suivantes:

Bl) 1l existe une courbe Y appartenant a S'3a la) W3a(a,2a) ) J3a(5a-3) .

B,) Ona dim,, (§3a MWy (a.22) N ]y (52-3) = 8a+4.

Ainsi, d'apres le Lemme 1.4.1, on a que l'intersection M(a,a,a) N N(5a-3,a+1) est non vide

et de dimension 8a + 5; en appliquant encore le Lemme 1.4.1, on a la the¢se pour d=3a.
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Preuve de B 1). Soit C une courbe générale de la strate N(5a-7,a+1) de ﬁ3 2.0 le type de

scindage du fibré TP3(-1)'C est (a,a-1,a-1), pour I'hypothese inductive, et C est une courbe docile.

Soit p, un point général de C et D, la droite caractéristique en p, du sous-fibré maximal L du

fibré NC(-I) (On a deja vu au point A) que D1 coupe C seulement en p-

On note Kp le plan défini par le fibré L en P
1
Soit p,un point de la droite D1 différent du point p, et D2 la droite générale du plan Kp
1

passant par le point Py D2 ne coupe pas C.

On a deja prouvé dans A) que DI est différente de la droite Fp définie en p, par le sous-fibré
1

imal i ible FdeT_.(-1) .
maximal inversible F de P3( )IC

D, n'est pas contenue dans le plan déterminé par les droites D, et Fp parce que le fibré de
1

rang 2 ML image réciproque du fibré L dans TP3(-1)IC est de degré 2a-3 et donc il n'est pas un
-fibré di 2 imalde T _,(-1) _.
sous-fibré de rang 2 maximal de P3( )IC
Alors la réunion Y des courbes C, Dl et D2 est un €lément de Sl3a N W3a(a,2a) ) J3a(5a-3) .
Preuve de B2). Ona dimY ( S'3a N W3a(a,2a) Ia) J3a(5a-3) )=8a+4.
On note que CuU D1 est un élément de W3a_1(a,2a) N J3a_1(5a-5).

Soit X une courbe générale de la strate N(5a-5,a+1) de I?l3a_1, pour I'hypothése inductive, le

type de scindage de TP:,,(-I)IX est (a,a,a-1).

Soient p un point général d'une telle courbe X et D la droite caractéristique du sous-fibré
maximal L de NX(-I) en p; d'apres le Théoreme 1.5.8, D coupe X seulement en p. L'association Z
de Cet D est un élément de S3a N J3a(5a—3) etona dimZ (S3a N J3a(5a—3) )=8a+4.

Un tel Z est un élément de S3a N W3a(a,2a) N J3a(5a-3) si et seulement si la droite D n'est

pas contenue dans le plan défini en p par le sous-fibré de rang 2 maximal M de TP3(-1)IX .

On peut conclure que la famille des courbes Z décrites ci-dessus est vide ou de dimension
< 8a+4 etalors pour la courbe Y de la partic B 1) ona dim“, (-S_3a N W3a(a,2a) a J3a(5a-3) )=

=8a+4.
C) Soit C une courbe générale de la strate N(5a-3,a+1) de ﬁBa ; le type de scindage du fibré

TP3(-1)IC est (a,a,a), pour I'hypothése inductive, et C est une courbe docile. Soit p un point général

de C et on considére l'association X de C et de la droite D égale a la droite caractéristique en p du

sous-fibré maximal L du fibré NC(—I) (D'aprés le Théoréme 1.5.8, D coupe C seulement en p).
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X est un élément de S3a an W3a +l(a+1,2a+1) N J3a +1(5a—1) . En procedant comme dans

le cas A), on obtient la thése aussi pour d = 3a+1.



§ 2.4. Sur l'intersection des strates de petite dimension.

Pour d =6, on va prouver que les courbes C de degré d ayant une droite (d-1)-sécante n'ont
pas le fibré normal de type "spécial” et que la strate "spéciale” N(2d-5,3) est contenue dans la strate

M(d-4,2,2).

Rappels 2.4.1. Une courbe rationnelle lisse C de degré d de P3 a une droite
(d-1)-sécante si et seulement si le type de scindage du fibré TP3(-1)IC est (a,b,1).

Dans ce cas, si C n'est pas contenue dans une quadrique lisse, c'est-a-dire b 22 , pour tout
point p de C le plan défini en p par la fibre du sous-fibré de rang 2 maximal M de TP3(-1)IC estle

plan déterminé par le point p et par la droite (d-1)-sécante s de C.

Proposition 2.4.2. Une courbe rationnelle lisse C de degré d = 6 ayant une droite
(d-1)-sécante n'appartient pas 2 la strate N(2d-5,3) de Iel d-

Preuve. Si par absurde C a le fibré NC(-l) de type de scindage (2d-5,3), le morphisme de

Gauss A associé au sous-fibré maximal L de NC(-I) est birationnel et de degré 3. Si la courbe image

I de A est une courbe plane, alors la surface caractéristique S de L est un cone de degré 3 ou 4; mais
pour d 2 6 on n'a pas ce cas. Alors la surface caractéristique S de L est la surface des droites
tangentes a une cubique gauche et elle est de degré 4. Donc la droite (d-1)-sécante s de C est contenue
dans S et elle est une droite génératrice de S. La courbe C provient d'une section unisécante Cdela
désingularisation S de S. Alors 'unique possibilité est que S soit la surface des tangentes d'une
courbe cubique gauche I et s la droite tangente a C en un point d'inflexion p d'ordre d-2, avec

pe T (cf. Lemme 2.2.3).
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Pour décrire les équations locales en p de la courbe I, de la surface S, d'une courbe C de S
ayant un point d'inflexion en p d'ordre d-2 et de la courbe C dans S, on se raméne 2 les notations
utilisées dans la preuve du Lemme 2.2.3.

Pour la cubique I" on a que les éléments a 1(0), a2(0) et a3(0) sont non nuls.

p est un point d'inflexion de C d'ordre d-2 si et seulement si I'idéal
(2,1 + b AWML, a,0F + bMA®C) de K[[t]] a colongueur > d-1, est-d-dire si et

seulement si. a0+ b,(OA® € (1Y) et 2,0+ by(DA() € «*3). Ceci signifie que la courbe &

passe par les points d'idéaux (4u + 2t - t2, td43) et Bu+t, td'A), absurde parce que Cest lisse.

Proposition 2.4.3. Si d 26, les courbes C de la strate N(2d-5,3) de Igld ont le fibré
TP?’(-I)IC de type de scindage (d-4,2,2).

Preuve. On a vu dans la démonstration de la Proposition 2.4.2 que la surface caractéristique
du sous-fibré maximal L de N C(-1) est de degré 4. Cette surface réglée donne un sous-fibré

inversible de TP3(-1)IC de degré d-4, donc le type de scindage peut étre (d-4,2,2) ou (d-4,3,1).

Dans le dernier cas C aurait une droite (d-1)-sécante, c'est absurde, d'apres la Proposition 2.4.2.



§ 2.5. Les courbes de degré 6 et 7.

Pour les courbes de degré 6, on a que la courbe générale de toute strate de la stratification de
ﬁ6 par le fibré tangent restreint a le fibré normal de type général, c'est-a-dire appartient a la strate

N(5,5). En outre, d'aprés le Théoréme 2.3.4, on a que la courbe générale de toute strate de la
stratification de I?{G par le fibré normal a le fibré tangent restreint de type général, c'est-a-dire
appartient a la strate M(2,2,2).

Maintenant on va prouver que les strates de codimension 1 M(3,2,1) et N(6,4) se coupent en

bonne dimension.

Lemme 2.5.1. Soit C une courbe rationnelle lisse de degré 5 générale de P3; les types de
scindage des fibrés TP3(-1)IC et NC(-I) sont respectivement (2,2,1) gt (4,4).

Soient L un sous-fibré inversible maximal général de NC(-l) et M le sous-fibré de rang 2
maximal de TP?’(—I)IC . Alors on a:

1) Pour le point général p de C, la droite caractéristique de L en p n'est pas contenue dans le

plan défini par le fibré M en p.
2) Il existe un point p de C tel que la droite caractéristique du fibré L en p est contenue dans le

plan défini par le fibré M en p, en outre telle droite est différente de la droite tangente 8 Cen p et

coupe C seulement en p.

Preuve. Pour la partie 1), il suffit de prouver que le sous-fibré inversible ZL de TP3(-1)IC

donné par la surface caractéristique de L n'est pas un sous-fibré de M.
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Le morphisme de Gauss A associé 2 L est birationnel (cf. Théoréme 1.5.8), la courbe C est
docile, donc la courbe A image du morphisme A est rationnelle, gauche, lisse et de degré 4. La
courbe C a une (unique) droite 4-sécante s; donc ZL est un sous-fibré de M si et seulement si toute
droite caractéristique de L. coupe la droite s, c'est-a-dire toute droite tangente a la courbe A coupe une
droite; c'est absurde parce que A est gauche.

Allons prouver la partie 2).

La surface caractéristique S de L est de degré 6, la courbe A est gauche de degré 4 et elle n'a
pas de bitangentes, toute droite génératrice de S coupe autres deux droites génératrices de S, la courbe
nodale I" de S est irréductible et tout point de I" est I'intersection de deux droites génératrices de S (cf.
[IR3]) .

Puisque la courbe C est générale, la droite s coupe C en 4 points distincts (cf. [aH2]). On va
prouver qu' alors la droite 4-sécante s n'est pas contenue dans la surface S. Si s est contenue dans S,
alors s est une droite génératrice de S, mais une fibre de la normalisation S ne se projetant pas a une
droite tangente de C se projette a une droite coupant C au plus en 3 points, donc s n'est pas une
4-sécante, absurde.

L'intersection de la droite s avec la surface S donne 6 points, seulement 4 de ces points sont
sur la courbe C; donc il existe un point ge sNS et q¢ C.

Soit r une droite génératrice de S passant par g; on va prouver que l'intersection de r et C
donne un seul point p. La normalisation SdeSest isomorphe & Ple1 et la courbe C provient d'une
courbe Cdu systeme linéaire | (2,1)| passant par les 4 points donnés par l'intersection C Ns. La
droite r coupe C en un autre point p' # p si et seulement si ¢ passe par un des deux points de S
n'appartenant pas 2 la fibre T, donnant la droite génératrice r, mais ayant image aussi dans la droite r .
Puisque la self-intersection de Cest 4 et la courbe C est générale, la situation ci-dessus ne se présente
pas.

La droite r est la droite caractéristique de L en p, r coupe la droite 4-sécante s, alors r est
contenue dans le plan défini par le fibré M en p. La droite r est différente de la droite tangente & C en
pparcequep e CnNs.

En effet pour un point de C N's, le plan défini en ce point par le fibré M coincide avec le plan

déterminé par la droite s et la droite tangente  C en le point. D'autre part M est un sous-fibré de rang
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2 etde degré 4 de TP3(-1)IC etil est aussi un sous-faisceau de rang 2 et degré 4 de NC(-I); donc le
quotient de N C(-1) par M est un faisceau de torsion de degré 4, il signifie que il existe quatre points

de C tels que les droites tangentes & C en ces points sont contenues dans les plans déterminés par les

fibres de M corréspondantes, donc ces sont les points de C N s.

Proposition 2.5.2. Les strates M(3,2,1) et N(6,4) se coupent le long d' un sous-schéma
de dimension 22 (la bonne dimension).

Preuve. On va étudier l'intersection des strates W 6(3,5) et] 6(6) dans le schéma S 6 des

courbes associations d'une courbe rationnelle lisse de degré 5 et d'une droite.

Soient C une courbe générale de }?ls, L un sous-fibré inversible maximal général de NC(-I) et
r une droite caractéristique de L satisfaisant les conditions du point 2) du Lemme 2.5.1. Alors
I'association X de Cetr est un élément de S6 2 W6(3,5) e J6(6) et d'apres la partie 1) du Lemme
25.1ona d1mX ( SGn W6(3,5) N 16(6) )=21.

Puisque dim (W6(3,5) N J6(6)) > 22, en appliquant le Lemme 1.4.1 on a la thése.

Aussi pour les courbes rationnelles lisses de P3 de degré 7 on a que la courbe générale de
toute strate de la stratification de fi7 par le fibré tangent restreint a le fibré normal de type général,

c'est-a-dire appartient a la strate N(6,6) et la courbe générale de toute strate de la stratification de 1(317

par le fibré normal a le fibré tangent restreint de type général, c'est-a-dire appartient a la strate
M(3,2,2) (cf.Théoréme 2.3.4).
Maintenant on va prouver que les strates M(4,2,1) et M(3,3,1) coupent la strate N(7,5) en

bonne dimension.

Lemme 2.5.3. Soit C une courbe générale de la strate M(3,2,1) de ﬁ6' Alors le type de

scindage du fibré NC(- 1) est (5,5) et pour le point général p de C, la droite fp définie en p par la fibre
du fibré inversible maximal F de TP?’(-l)lC ne satisfait pas la Condition de recollement 2.1.1 avec

aucun sous-fibré inversible maximal de NC(-I).
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Preuve. On va étudier l'intersection des strates W7(4,6) et J7(6) dans le schéma S7 des

courbes associations d'une courbe rationnelle lisse de degré 6 et d'une droite. Si telle intersection

n'est pas vide, elle est de dimension = 24 et elle est la réunion de trois schémas localement fermés
Al, A2 et A3, qu'on va décrire.

A1 est le schéma des courbes associations d'une courbe C de M(3,2,1) N N(5,5) et d'une
droite D coincidant avec la droite définie par le sous-fibré inversible maximal F de TP3(-1)IC en
p = C N D et ne satisfaisant pas la Condition de recollement 2.1.1 avec aucun sous-fibré maximal L
de NC(-I).

A2 est le schéma des courbes associations d'une courbe C de M(3,2,1) N N(6,4) et d'une

droite D coincidant avec la droite définie par le sous-fibré inversible maximal F de TP3(-1)I c en
p =C N D et non contenue dans le plan déterminé par le sous-fibré maximal L de NC(-l) enp.

A3 est le schéma des courbes associations d'une courbe C de M(4,1,1) N N(5,5) et d'une

droite D telle qu'elle soit différente de la droite définie par le sous-fibré inversible maximal F de
TP3(-1)IC en p=CnDettelle qu'elle ne satisfait pas la Condition de recollement 2.1.1 avec aucun

sous-fibré maximal de NC(-I).

On va prouver les faits suivants:
i) Le schéma Al est vide ou de dimension <24.

ii) Le schéma A2 n'est pas vide et il est de dimension 23.

iii) Le schéma A3 est vide ou de dimension <23.

Ainsi on conclut que A1 n'est pas vide et il est de dimension 24. Cette assertion équivaut &
celle énoncé dans la these du Lemme.

Preuve de i): Si Al n'est pas vide,ona dim A1 < dim (M(3,2,1) " N(5,5)) + 1 =24.

Preuve de ii): L'image réciproque dans TP3(-1)IC du sous fibré maximal L de NC(~1) est
un fibré de rang 2 et de degré 2, donc il ne peut pas avoir un sous-fibré inversible de degré 3. Ceci

signifie que pour le point général p de C la droite définie par la fibre en p du sous-fibré inversible

maximal F de TP3(-1)IC n'est pas contenue dans le plan défini par la fibre de L en p. En outre le
morphisme de Gauss associé a F est de degré 3, donc il est birationnel et la génératrice générale de la

surface réglée définie par F coupe C seulement en un point.  Alors A, n'est pas vide et on a
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dim A2 =dim (M(3,2,1) " N(6,4)) + 1 =23,
Preuve de iii) : Si A3 n'est pas vide on a dim A3 <dim (M(4,1,1) " N(5,5)) + 3=23.

Proposition 2.5.4. Les strates M(4,2,1) et N(7,5) de ﬁ7 se coupent le long un sous-

schéma de dimension 24 (la bonne dimension).

Preuve. On va étudier l'intersection des strates W7(4,6) et J7(7) dans le schéma S7 des

courbes associations d'une courbe rationnelle lisse de degré 6 et d'une droite. Si telle intersection

n'est pas vide, elle est de dimension 2 1.5 et elle est la réunion de trois schémas localement fermés

Bl, B2 et B3, qu'on va décrire.

B1 est le schéma des courbes association d'une courbe C de M(3,2,1) N N(5,5) et d'une

droite D coincidant avec la droite définie par le sous-fibré inversible maximal F de TP3(-1)IC en

p = C N D et satisfaisant la Condition de recollement 2.1.1 avec un sous-fibré maximal L de N C(-l).

B2 est le schéma des courbes associations d'une courbe C de M(3,2,1) N\ N(6,4) et d'une

droite D coincidant avec la droite définie par le sous-fibré inversible maximal F de TP?’(-I)IC en
p =C N D et contenue dans le plan déterminé par le sous-fibré maximal L de NC(~1) en p, mais ne

satisfaisant pas la Condition de recollement 2.1.1 avec le fibré L.

83 est le schéma des courbes associations d'une courbe C de M(4,1,1) N1 N(5,5) et d'une

droite D telle qu'elle soit différente de la droite définie par le sous-fibré inversible maximal F de
TP3(-1)IC en p=CnDettelle qu'elle satisfait la Condition de recollement 2.1.1 avec un sous-fibré

maximal de NC(-l).

Ona

1) Le schéma B1 est vide ou de dimension <23 (Lemme 2.5.3).
2) Le schéma B2 est vide ou de dimension <23.

3) Le schéma B3 n'est pas vide et il est de dimension 22.

Ainsi on conclut que S7 N W7(4,6) la) J7(7) n'est pas vide et il est de dimension 23; alors

en appliquant le Lemme 1.4.1 on a la thése.
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Corollaire 2.5.5. Les strates M(3,3,1) et N(7,5) de 1917 se coupent le long un sous-

schéma de dimension 25 (la bonne dimension).

Preuve. Le Corollaire suit de la Proposition 2.5.4 et du Lemme 1.4.1.

Les résultats obtenus sur les courbes de dégré 6 et 7 et le Lemme 1.4.5 donnent des autres
(+]
strates de H 4 S€ coupant d'une bonne fagon:

Théoreme 2.5.6. Si B z[2d3+1], bz[d:,’i] o cz[%] , alors les strates M(a,b,c)
et N(o,p) de l(zld e coupent le long d'un sous-schéma ayant une composante irréductibl

bonne dimension.

Preuve. Onpose d=3m+r,avec re {-1,0,1}.0Onac2m-1 et b2m.

Le cas r=-1 est contenu dans le Théoréme 2.3.4.

Considérons r=0; pour d =6 les strates M(3,2,1) et N(6,4) se coupent en bonne
dimension (cf.Proposition 2.5.2) et alors en appliquant le Lemme 1.4.1 et le Lemme 2.5.6 on a la
these.

Pour r=1; onconsidére le degré d =7, les strates M(4,2,1) et N(7,5) se coupenten
bonne dimension (cf.Proposition 2.5.4) et alors en appliquant le Lemme 1.4.1 et le Lemme 2.5.6 on

a la thése.

Je remercie André Hirschowitz pour I'efficacité et le dévouement avec lesquels il a

dirigé ma theése de doctorat.
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