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Introduction

Analysant les travaux de C.L. Siegel sur les formes quadratiques, A. Weil
montre en 1964, le rôle capital que joue dans la théorie des fonctions thêta,
une représentation unitaire (projective) du groupe dit pseudosymplectique
[15].

Poursuivant dans cette voie, R. Howe propose une théorie générale [6]
qui explique la dualité entre certains groupes classiques, dualité mise en
évidence par de nombreux auteurs. R.. Howe introduit la notion de paires
duales réductives (c'est-à-dire de paires (G,G') de sous-groupes réductifs,
duales au sens où G et G' sont les commutants l'un de l'autre) et définit
une correspondance entre certaines représentations projectives irréductibles
de ces sous-groupes à l'aide de la représentation de Weil.

Cette théorie, développée sur les corps de caractéristique nulle ou impaire,
peut-elle être élargie à des corps de caractéristique 2 ?

R.épondre à cette question nécessite de revenir à l'article d'A. Weil [15].
Il apparaît alors que le groupe pseudosymplectique n'est plus isomorphe au
groupe symplectique mais est une extension d'un groupe orthogonal.

Plus précisément, considérons un corps F de caractéristique 2, fini ou
local, et W un espace vectoriel sur F muni d'une forme quadratique Q non
dégénérée et non détective, d'indice quelconque (1.1.1) (A. Weil s'intéresse au
cas d'indice maximal). Notons 0(Q) le groupe des isométries de (TV.Q). Le
groupe pseudosymplectique est alors une extension de 0{Q) par le module
Qa(W) des formes quadratiques additives définies sur W. Cette extension
est, en général, non triviale (1.1.3).

Nous remarquons que l'existence de formes Ciuadratiques additives non
nulles est propre à la caractéristique 2. Elle est source de nouveaux
problèmes pour la recherche des paires duales et pour l'étude de l'extension
métaplectique.

Cette étude fait l'objet du paragraphe 1.2. Le groupe pseudosymplectique
au-dessus de 0(Q), défini précédemment, est formé d'automorphismes d'un
groupe de Heisenberg (1.1.2) triviaux sur le centre. Par le théorème de
Stone-Von Neumann, encore valable sous nos hypothèses, nous construisons
l'extension métaplectique (1.2.1). Celle-ci présente deux particularités (que
nous mettons en évidence sur sa restriction au sous-groupe Qa(^) (I-2-2)) :
être d'ordre exactement 2 que F soit fini ou local; avoir des éléments qui ne
commutent pas quand bien même leurs projections commuteraient dans le
groupe pseudosymplectique.
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Dans l'étape suivante nous classifions les paires duales réductives du
groupe pseudosymplectique (11.1 et 2). Elles sont de la forme : deux groupes
linéaires ou un groupe symplectique et un groupe orthogonal ou deux groupes
unitaires ou encore, une des deux paires duales triviales. Nous reconnaissons
là les différentes "familles" obtenues pour les autres caractéristiques. Par
ailleurs, quand cela doit être précisé, nous décrivons les sous-groupes du
groupe pseudosymplectique qui interviennent (11.2.2).

Mais revenons à la démonstration établissant la classification. Dans un
premier temps nous avons recherché les paires duales réductives de 0(Q) par
des méthodes communes aux autres caractéristiques [8] (11.1). Nous abandon-
nons ensuite ces méthodes pour décrire à partir de la classification obtenue un
procédé qui nous permet de construire des paires duales réductives du groupe
pseudosymplectique (11.2.2). Nous en dressons la liste (11.2.1 proposition b).
Est-elle complète?

Le vérifier exige la connaissance de certaines propriétés des paires duales
réductives du groupe pseudosymplectique (II. 2.1 théorème c). De ces pro-
priétés et du lemme 2.4, nous déduisons, pour chaque paire duale réductive
non triviale (G, G7) du groupe pseudosymplectique, l'existence d'une paire
duale réductive ( K ^ K ' ) déjà répertoriée telle que les projections de K et
K ' sur 0(Q) contiennent celles de G et G' respectivement : de là, via le
corollaire 2.1.d, l'exhaustivité de la liste établie (11.2.1 théorème e).

Le dernier paragraphe traite de la restriction de l'extension métaplectique
aux paires duales réductives. Cette restriction est toujours scindée (sauf au-
dessus des paires duales triviales).

Il apparaît en outre que les images réciproques des composantes d'une
paire duale non triviale commutent dans l'extension métaplectique. Ainsi
donc, nous pouvons étendre la correspondance locale de Howe au cas de
caractéristique 2 et retrouver des situations connues.

Nous pouvons également étudier les propriétés de cette correspondance.
En particulier, elle s'avère être ''compatible" avec l'induction parabolique.
Pour le démontrer, il suffit de suivre, mutatis mutandis, le raisonnement de
S. Kudia [7] et ses variantes [8, Ch.3 §§IV et V]. Ce dernier point n'est pas
développé dans le présent article.

L'ensemble de ces résultats est issu d'une nouvelle thèse préparée à
l'université de Paris-Sud (Orsay) sous la direction de Guy Henniart. Qu'il
trouve ici l'expression de ma profonde gratitude.
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I. EXTENSION METAPLECTIQUE

§1. Groupes pseudosymplectiques

1*1. Formes quadratiques en caractéristique 2 [3,Ch.I,§16]

Soit V un espace vectoriel de dimension finie SUT F.
Une forme quadratique q sur V est une application de V dans F définie à

l'aide d'une forme bilinéaire b par : q(v) = b(v. u), v ç. V. Une forme bilinéaire
alternée, notée (, ), lui est associée de la façon suivante :

pour tout (z\ r') G V2, (v, y') = q(v + ^ /) + q(v) + ç(V) = &(^ v ' ) + ̂ /, ̂ ).

Ces trois objets ne se déterminent pas l'un l'autre. D'une part, deux formes
quadratiques q et q' ont la même forme alternée associée si et seulement si
q + q' est additive; d'autre part, deux formes bilinéaires b et bf définissent
la même forme quadratique si et seulement si la forme bilinéaire b + b' est
alternée.

On note Q(V) l'ensemble des formes quadratiques sur V, Qa(V) le sous-
ensemble des formes quadraticlues additives sur V et Q^(V') le sous-ensemble
de Qa(V) formé des formes quadraticlues additives dont les valeurs sont des
carrés de -F.

Soit q ç. Q(V) et ( , ) la forme alternée associée. Un sous-espace vectoriel
X de V est isotrope si l'intersection de X et son orthogonal X1 n'est pas
nulle. Si en outre X est contenu dans A'1. X est dit totalement isotrope. Un
sous-espace vectoriel A', totalement isotrope et sur lequel q est nulle, est dit
singulier.

Un sous-espace vectoriel de V est hyperbolique s'il admet une base hyper-
bolique (ei, • • • , Cp, e-i, • • • , e-p) c'est-à-dire telle que

(e,, ej) = ôi^j pour tout, i.j ç {-p. • • • , -1,1, • • •.?}

et q{ei) = 0 pour tout z € {—p, • ' • , — 1 , 1 , • • • ,p}.

Une base ne vérifiant que la première condition est dite sympîectique.
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On suppose que q est non dégénérée et non défective (i.e. la forme (, ) est
non dégénérée).

Alors si X est un sous-espace vectoriel de V totalement isotrope, il existe,
pour toute base (e f ) fç j de X, des vecteurs (e-f)^/ de V tels que

(e^e-^) = 6,j pour tout i,j ç. I .

Si de plus X est singulier, on peut choisir les vecteurs (e-,)^/ singuliers [3
p. 34]. Ainsi, si X est un sous-espace vectoriel singulier de V de dimension
maximale, il existe un sous-espace vectoriel Y de Y, de même dimension que
X, tel que .Y © Y soit hyperbolique. Alors (X © Y)1 est un sous-espace
vectoriel sans éléments singuliers et V se décompose en somme orthogonale

v=(xœy)©(x©y)- 1 - .
La dimension de X s'appelle l'indice de q et est notée ^(ç).

1.2. Le groupe de Heisenberg
Soit Q une forme quadratique sur TV, non dégénérée et non détective.

Alors W est de dimension paire notée 2n. On note <, > la forme alternée de
Q.

Pour toute forme bilinéaire B définissant Q, on définit un groupe de
Heisenberg H(B) par [15 §31] :

H(B) = W x F

muni de la loi

(w, ̂ ), (w', t') ç Jf(B), (w, t)(w', <') = (î  + w', ̂  + f' + ̂ (, w')).

Si B' est une autre forme bilinéaire définissant Q, on définit de même le
groupe de Heisenberg H [ B ' ) . Soit q une forme quadratique dont la forme
alternée est B+B'. Posons Gq{iu,t) = (z^+ç(u')), (w. f ) € H(B). Alors Qç
est un isomorphisme entre H(B) et H Ç B ' ) .

THÉORÈME DE STONE-VON NEUMANN. — Supposons que F est fini ou local.
A isomorphisme près, il existe une et une seule représentation (p,V) de
H(B), lisse et irréductible, telle que, pour tout t ç. F,

p((^t))=^(t)idv.

La démonstration est celle exposée dans [8,Ch.2] à quelques modifications
près que nous allons préciser.
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Preuve : La démonstration de l'existence d'une telle représentation est en
tout point semblable à celle de [8, Ch. 2, 1.3] (il suffit de remarquer que
6(-a) = 6{a)~1 : en caractéristique 2, cela donne 6(a) • (0,Q(a))).

Exemples.

1. Soient W = X@Y une polarisation complète de T7 (i.e. A" et Y sont des
sous-espaces vectoriels totalement isotropes, de dimension maximale)
et ^x un caractère du sous-groupe X x F de H(B) prolongeant ^'.
On définit le C-espace vectoriel 7ï(X^\\) (ou 1-t{X^x,B) s'il y a
ambiguïté) par :

- si F est fini, 'H{X^x) est formé des fonctions 4> sur H(B) à
valeurs dans C telles que :
(1)

Va; G X, Vt e F, V/î G Jî(B), ^((.r, t)/i) = ̂ x({x, t^h)

- si F est local, Tï(X^x) es^ formé des fonctions 4> sur H(B)
à valeurs dans C localement constantes, à support compact
modulo X x F et vérifiant (1).

Le groupe H(B) agit sur 1-(.{X^x) par translations à droite. La
représentation (p^/H(X,^x)) de H(B) ainsi obtenue vérifie les con-
ditions du théorème.
De plus, 'H(X^x) est isomorphe au C-espace vectoriel S(Y) des
fonctions de Y dans C si F est fini, et au C-espace vectoriel S(Y)
des fonctions de Y dans C, localement constantes à support compact
si F est local.
On a alors, pour tout x € -V, y € Y, t € F et ^ € ^(Y^),

p^x+y.t))^) = ^(14- < y\x > +B(x-{-y\yWx((x,0))y(y-{-y/},
y^Y.

2. On suppose que F est local.
Soit L un réseau de TV. On définit le réseau £* par

L* = [w e w\\/t e z, < ^. w >e ̂ }

où < ,̂ est le plus grand sous Or-module contenu dans Ker u ' . On sup-
pose L == L*. En remplaçant X x F par L x F dans l'exemple précédent,
on obtient une ''autre'' représentation répondant au problème.

R.emarquons que si (p.V) est une représentation de H(B) satisfaisant les
conditions du théorème alors sa contragrédiente (p^.V^} vérifie les mêmes
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conditions (puisque (0,f)2 = 1 pour tout t ç F). Les représentations ( p , V )
et (p^ ,V^) joueront des rôles symétriques dans la suite de la démonstration.

On déduit l'unicité des deux lemmes suivants.
Notons S(H(B),zp) le C-espace vectoriel des fonctions / : H(B) —^ C

localement constantes, à support compact modulo F, et telles que pour tout
h € H(B), tout t e F, on ait

fWt)) = ̂ (t)fw.
Notons pd (resp. p g ) la représentation de H(B) dans SÇH(B),îp) par

translations à droite (resp. à gauche).

LEMME a. — Si (/?,V) est une représentation vérifiant les conditions du
théorème, alors p s'identifie à une sous-représentation de pd.

Soit (p,<S(Y)) le modèle décrit dans le premier exemple.

LEMME b. — La représentation (pd,<S(H(B), ̂ )) est isotypique de com-
posante irréductible (p,S(Y)).

Démonstration du lemme a : Soit ( p , V) une représentation vérifiant les
conditions du théorème et (p^.V^) sa contragrédiente. Pour v ç V et
v^ 6 V^ notons f^ v le coefficient défini par : f^ ^(h) == v^(p{h)v) pour
h e H(B).

Montrons que f^,v ^ S(H,ï!;). Il suffit de voir que f^,v est à support
compact module F.

Soit w C W tel que /^,v^,((w,0)) ̂  0 et L un sous-groupe ouvert compact
de W tel que v et v^ soient invariants sous L x {0}. Alors L contient un
sous-groupe L' tel que ^ o Q^' soit trivial. Pour tout C E L ' , on a

/^,.((w,0)) = ̂ ((w.O))!-) = ̂ ^((w.OH^O)))
=f(< u<.^>)A,v^((u',0)).

Donc ^'(< z<.\ C >) == 1 i.e. w G Z'* qui est compact puisque la forme alternée
< , > est non dégénérée.

Ainsi, on définit une application linéaire de ^v 3 V dans <S(H(B), w} qui
entrelace les représentations /^ ^ p et pg x p d . Si ^v / 0, cette application
identifie (/), V) à une sous-représentation irréductible de ( p d . S ( H ( B ) , t')). []

Démonstration du lemme b : II existe une dualité entre ^S(X) et S (Y)
définie par :

c
< v'. v >== / ^(T}r(y)^(< .r. y >)(!xdy

J\xY
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pour v ' ç. <S(X). v e ^(Y) et où l'on a fixé des mesures de Haar dx
et dy sur X et Y respectivement. Ainsi, ^(Y^ s'identifie à <S{X) : la
représentation (p^,<S(Y)^) s'identifie à une représentation p ' dans <S(X).
Comme précédemment, il existe une application T : (V,z') '—> fv'.v ^e

<S(X) 0 <S(Y) dans S(H(B), w) qui entrelace les représentations p ' ^ p et
pg x pd. Or, pour tout .z-o 6 A' et tout yo € Y, on a

fv',v({xo + î/o, 0)) = ^(B(z/o^o) 4- Q(2/o))0x((^o, 0)) . A où

A == / ^(^^^^(î/.î/oH < ^?/ >N'(< ^ + î/,-ro + yo >)dxdy.
JXXY

Après identification de S(X) 0 ^(V) et S(H, ̂ ) avec ^(TV), ^ devient
essentiellement une transformée de Fourier : T est donc inversible. Donc
p ' 0 p est isomorphe à pg x pd. Comme p est irréductible, pd est isomorphe
à une somme directe de représentations isomorphes à (p,S(Y)). []

1.3. Groupe pseudosymplectique au-dessus de 0(Q)
Pour toute forme bilinéaire B définissant Q, on définit le groupe pseu-

dosymplectique, PsB par [15 §31]

PsB = {(cr, /) e 0(Q) x Q(W)\f(ic + w') + /(w) + A^)
= B(aw, aw') + B(w, w')}

avec la loi : (a, /K^, / /) = (W. / • a' + //)

où / • a ' désigne la forme ç[uadraticiue w i—> f{a'w).

Le groupe PsB agit sur H(B) par

(a, /) • (w, t) = (cru-,-t + /(w)), (cr. /) e PsB, (w. t) C H ( B ) .

Il apparaît donc comme un sous-groupe (en général propre) du groupe des
automorphismes du groupe de Heisenberg H ( B ) qm agissent trivialement
sur le centre.

PROPOSITION a. — Tous les groupes pseudosymplectique s au-dessus de
0{Q) sont isomorphes.

En effet, soient B et Bf deux formes bilinéaires définissant Q. Alors B-\-B'
est alternée. Soit q une forme quadratique dont la forme alternée associée est
B + Bf et. notons ;3ç l'application définie par : 3q((7. f) = (cr. f 4- q • o 4- q) :
alors /3ç est un isomorphisme de PsB dans P s B ' .

On note I ( B , B ' ) l'ensemble des isomorphisrnes 3 de PsB dans P s B ' pour
lesquels il existe une forme quadratique q telle cpe 3 = ,3q (nécessairement
la forme bilinéaire associée à q est B 4- B ' ) .
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PROPOSITION b. — Soit B une forme biîinéaire définissant Q. La suite

(*) 1 —. Qa(W) —^ PsB —^ 0(Q) -^ 1

est exacte; elle est scindée si et seulement si n = 1 ou n = 2 et F = F^.
Dans les cas où la suite (*) est scindée, toutes les sections sont conjuguées

sous Qa(W).

La fin du paragraphe est consacrée à la démonstration de cette proposition.

La projection de PsB sur 0(Q) est. surjective de noyau {(ici, f) ç. PsB} =
{(^/)./ € Qa^V)} d'où l'exactitude de la suite (*).

Supposons la suite (*) scindée. Soit s une section.
Si a ç. W est non singulier, on note ta ^a transvection orthogonale de

vecteur a
, -, < w.a >^'^^-^(ar'0'

Soit (ta^Qa) = sÇta). Alors, la forme alternée associée à Qa est

(w, w ' ) —— B(^(u0, Uw1)) + B(w. i^)

ce qui devient après calculs,

(^ (w w1} h—^ JB(W• a)B(a^ w/) -h Jg(Q• ^•)Jg(u•/> Q)
Q(^)

Comme ta est d'ordre 2, s(ta) également, d'où

Oa • ta 4- Ça = 0

ce qui équivaut à
.-̂

^-^-^-{QaW + Q(û)) = 0 pour tout w e T7.
Q(a)-

d'où

(3) Ça(^)=Q(«) .

De plus, si a et & sont non singuliers, non cohnéaires et orthogonaux, ta et
tb commutent d'où

S(ta)^tb) = S(t!,)s(ta)

ce qui équivaut à
Qa • tb + % = Qb ' ta + Qa.
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ou encore

/ . <iu,a>2 <w,b>2(4) -o^r^= -o^r^
pour tout w € W.

1er cas : Si n ^ 2 et F 7^ Fs, il existe a,b deux vecteurs non singuliers,
non colinéaires et orthogonaux entre eux. Il existe donc un vecteur u'o de W
orthogonal à a et non à b. Par (4) appliqué à w == z^ o^ a :

(5) Ça(&)=0.

Puisque F ^ Fa, on peut supposer que Q(a) ^ Q{b). Le raisonnement
précédent avec a et a 4- b au lieu de a et & montre q\ie : Ça(o+ b) = 0.

Or
ça(a + b) = qaÇa) + Ça(&) = Q(o) ^ 0

d'après (3) et (5).
La suite (*) n'est donc pas scindée dans ce cas.

2ème cas : Si n > 3 et F = Fs, il existe trois vecteurs indépendants a, 5, c,
deux à deux orthogonaux et tels que

Q ( a ) = Q ( & ) = Q ( c ) = l .

Par (3), qa(a) = 1. ^
Par (4) appliqué successivement à a et 6, a et c. a et a 4- b + c. on obtient

qa(b)=qa(c)=qa(a+b+c)=0.

Or, Ça(a + & + c) = ^(a) = 1.
La suite (*) n'est pas scindée dans ce cas.

Dans les autres cas, on montre que la suite (*) est scindée en déterminant
une section 5 de 0(Q) dans un groupe pseudosymplecticlue PsB de notre
choix grâce à la proposition a.

Soit B = {ei, • • • , en, e-i, • • • ,e-n} une base svmplectique de W (cf. § 1.1).

A chaque élément a de 0(Q), de matrice ( a î j ) " ? ' ) dans la base 23,
\ ^ i j ) Wj ) )

on associe un entier D(a) appelé invariant de Dickson et défini par :

^M = Y^W^i^ij + Q(e-,)ci,di, -h bi,Ci,).
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L'application D : a- i—^ D(cr) est un homomorphisme de groupes de 0(Q)
sur Z/2Z. On note O^ÇQ) son noyau et 0~(Q) l'ensemble des éléments de
0(Q) pour lesquels P prend la valeur 1. Le groupe 0(Q) est réunion disjointe
deO-^Ç) etû-(Q).

à61"6 cas : Si TÎ = 1, l'indice i/ de Ç est 0 ou 1.
Si z/ == 0 (resp. ^ = 1), soit (ei,e-i) une base de W telle que

<ei,e-i >= 1
(respectivement, (ei,e-i) est une base hyperbolique de TV).

On choisit B ainsi :
B(xe^ 4-2/e-l,;r/el + 2/e-i) = ^^(ei) + -r^ + yy'QÇe-^).

Alors, l'application 5 : 0(Q) —> P^B dénnie par
5-(or)=(a,0), <7€0+(Q)

et 5(cr)= (cr,Q), açO-(Q)
est une section.

4ème cas : Si n = 2, /y = 2 et F = F2, on identifie W à l'espace
vectoriel ^M(2, Fs) des matrices 2 x 2 à coefficients dans Fs et Q est la forme
quadratique Q(in) = dét777, ?7î ç W.

On choisit la forme bilinéaire B suivante :

si m = ( , j et m' = ( , ,, ] alors BÇm.m') = ad' + bc'.

Le groupe O'^ÇQ) s'identifie au groupe SL(2. Fs) x 5Z(2, Fs) agissant sur W
par :

(91,92) -in = 9img^1

On considère les éléments de PsB suivants : soit m = ( , ) ,
V e d/

5i = (o-i = [( ^ . ) .^), çi(^) = cdj

^ • i = ( ^ = ( ( i ^) ,^) .ç / l (^)=^)
^=(^=(^.0 ^), ̂ (m)^2^2)

^ = (̂  = (̂ , ('} ^ ) . ̂ (^J = b2 + rf2)

et t = (T,q(m) = &c4- a2 4- ^2 + c2 + d2) où 7- ( /7? ) = ^7?.
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LEMME. —
1) L 'homomorphisme i : O^ÇQ) —^ PsB défini par :

i ( a - j ) = s ^ z(a;.)=^, j= 1 ,2

est un relèvement de 0^(0) dans PsB.
2) i se prolonge en un relèvement de 0(Q) dans PsB en posant

z(r) = t.

Démonstration : Pour la première affirmation, il suffit de vérifier que les
conditions suivantes sont satisfaites :

ÇA s ' î = s ^ = s [ 2 =s^=(id^)

C.2 s iS^Si = s^SiS'^ pour i = 1 ,2

C.3 gig'2 = g'29i pour g, = Si ou .s^, / = 1, 2.
En effet, 51(2, Fs) est isomorphe à ©3.

Pour la deuxième affirmation, il suffit de vérifier que :
ÇA t2 = (?6/,0)

C.5 ts^t = s^ et ts'^t == 6-2.

Ces vérifications sont laissées au lecteur.

S6"'6 et dernier cas : Si n = 2, v = 1 et -F = Fs.
Soient ^ un générateur de ^4 sur F^ et ~ l'élément non trivial de

Gal(F4|F2). Tout élément a de F4 s'écrit :
a:= z +çt, z.t e F-2.

On identifie W à {-m = ( x a ) , -r,.?/ € Fs et a ç F4}. Alors Q(/7î) = détm,
\ •J y

m G W et O'4'^) s'identifie à SL^ÇP^) agissant sur W par :
g ç 5L^(F4). ?7î ç IF. ̂  • 772 == giiiTj^.

On prend la forme bilinéaire B égale à :
/ j: TT^t\ , ( .r' z' + E,t1 \

sl "'l̂ ^ , J - "l̂  ./ ^
B(m.m') = .r;/ + ;;' + zt' + tt'.

On considère les éléments de FsjB sui'\'ants :
pour À == Ai + çÀ-j € F^.

SA - (<TA = Q Àl +la2) • ÎA('") = (Ai+A-jîyî+Ai.^+.r+Ai^'^As^)

P"^F^=(^(;; ;-.)•") et «•=((; ;).Q).
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LEMME. — L 'homomorphisme i : 0'^{Q) —> PsB défini par

î(cTA) = sx, A G F^

W = d^ p. € F^

Y/0 1\\
^1 0})=^'

e5t lin relèvement de O'^'ÇQ) dans PsB.
De plus. i se prolonge en un relèvement de 0(Q) dans PsB en posant

i(r) = (r, qr(rn) = z^ + x2 + z2 + t2 + î/2) où T' • ̂  == t1n'

Les éléments a;\ et 6^ sont des générateurs de SL^ÇP^) soumis à certaines
relations [2]. La démonstration consiste à vérifier que i les conserve.

Pour compléter la preuve de la proposition, il reste à montrer l'unicité (à
conjugaison près par un élément de QaO^)) de la section dans les cas 3, 4 et 5,
c'est-à-dire la nullité de H^OÇQ), Qa(W)) ou encore, celle de H^OÇQ), W)
puisque celui-là est isomorphe à un produit de [F : F2} copies de celui-ci (cf.
IL2.2).

Dans le cas 4, c'est un résultat de H. Pollatsek [10, théorème 4.5].
Dans les autres cas, il suffit que II^ÇO'^^Q^W) soit nul d'après la suite

de Hochschild-Serre [13]. Or, O'^'ÇQ) est isomorphe à J^ quand n = v == 1,
à U(1^E) où E est une extension quadratique de F muni de l'involution
canonique quand n = 1 et v •= 0 (cf. § 2.5 cas 2), et à SL(2, ¥ 4 ' ) quand n = 2,
v = 1 et F = F2. Alors, il est bien connu que H^^O^^Q)^') est nul.

La proposition est maintenant entièrement établie.
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§2. Groupes métaplectiques : cas fini ou local

2.1. Soit (/)^,V) la représentation métaplectique de H(B).
A tout s de PsB, on associe la représentation (p^,,V) de H(B) définie

par :
pW=P^sh\ h e H ( B ) .

C'est une représentation lisse, irréductible et, pour tout t ç F,

/4((0,t))=^)zdv.

Par le théorème de Stone-Von Neumann, p^ et p^ sont isomorphes. On
construit ainsi une représentation projective ̂  de PsB.

Il existe alors une extension de PsB par C^ notée Ps^B, et une
représentation (c^,,V) de Ps^B telles que le diagramme suivant commute :

1 ———^ C^ ———> Ps^B ———> PsB ———^ 1

GLV ———> PGLV

On note p la projection de Ps^B sur PsB.
Ps-^B est l'extension métaplectique relative à ^ de PsB et L^, sa

représentation métaplectique.

Soit î/'' un autre caractère additif non trivial de F. On peut alors construire
l'extension métaplectique P s ^ ' B de PsB relativement à ç ' .

PROPOSITION a. — Soit a G Fx tel que ^'(x) = w{ax), x ç. F.
Les extensions métaplectiques Ps^B et Ps^'B sont isomorphes si et

seulement si a ç. F^2.
En particulier, si F est fini, l'extension métaplectique ne dépend pas du

choix de i^.

B.emarque :
S'il existe deux isomorphismes a : H ( B ) -^ H ( B f ) et 3 : PsB ̂  P s D '

tels que :

(6) V/i G H ( B ) , V.s- ç PsB. a(sh) = (3s)(o(h))

alors 3 se relève en un isomorphisme de Ps^B dans P s ^ . B 1 ' .
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En particulier, si B et B' définissent la même forme quadratique, les
isomorphismes ûq et /3q définis respect ivement aux paragraphes 1.2 et 1.3
vérifient (6) : PsB et P s B ' sont isomorphes.

De même, si B' = AJ3, A ç F x , alors PsB1. défini relativement au
caractère ip\ : x —^ ^(Xx) est isomorphe à PsB.

PROPOSITION b. —
i L'extension métapîectique n'est pas triviale et contient un sous-

groupe Ps^B tel que la restriction de p à ce sous-groupe soit surjecti've de
noyau {^:1}.

u Dans les cas où PsB contient un sous-groupe isomorphe à 0(Q).
la restriction de l'extension métapîectique à ce sous-groupe est scindée si et
seulement si

( n == 1

^ ou. n = v = 2 et F = F-^.

Pour établir ce résultat, on décrit différents modèles de la représentation
métapîectique en 2.2 et, en 2.3, on examine une situation produit. La
proposition a. est prouvée en 2.4. et la proposition b. en 2.5.

2.2. Modèles de la représentation métapîectique
On reprend les notations du § 1.2.

a. Modèle de Schrôdinger
Soit s = (a, /) un élément de PsB. On suppose que, dans une polarisation

complète de (T7, <, >). W = .Y 9 Y, o- s'écrit ( a . ) .

Sur X n aX, l'application x i—> u'x(^ • s ~ l x ) ^ / f ( Q ( x ) ) est un caractère. Il
existe un élément if s de W tel cpe

(7) ^xW^x(s~lx)w(Q(x)) == €(< x.tCs >) pour x C X H aX.

On définit un automorphisme M(s) de 'H[X,v\) par

lol1/2^^"'1^'^)) si a stabilise X

. !x/xnaX ̂ W^xWs-^w.xh^^^dx sinon
M(s)^(h)

où 7' : A'/Ker7 —^ (A'/^Ker^)* est l'isomorphisine induit par ^ . d x est.
une mesure de Haar sur X/ X D aX. et n's un ^'ecteur de W satisfaisant (7).

Un choix différent de n's peut changer M ( s ) en —M (s ) .

On vérifie que (s. M ( s ) ) appartient à PsB. par une méthode analogue à
[9.§1].
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On note A(TV) l'ensemble des couples (X^\\) où .Y est un lagrangien de
W et z^x nn caractère sur X x F prolongeant zp.

Le groupe P^B agit sur A(W) par : s = (<7, /) e PsB, (X, ̂ y) e A(î^),

(<7, /) . (.Y, ̂ x) = (<7A, ̂ v 0 5-1).

On fixe (A'o,^'o) € A(T^) et on désigne par A°(TV) l'orbite sous PsB de
(A'o,-0o).

Pour deux lagrangiens X et Y, on note Ayx risomorphisme de X / X H Y
sur (Y/A n Y)* induit par celui de W sur T-7*.

Soient dx et c?î/ des mesures de Haar sur X et Y, c^ une mesure de Haar
sur X D Y. On note dx et dî/ les mesures de Haar quotients sur .Y/A' n Y et
Y / X n Y, et, [AyA-1 le module de Ayx par rapport à dx et la mesure duale
de dy [9, 1.1].

Pour deux éléments (X.îpx) et (Y, ̂ y) de A°(îy), on définit l'opérateur
^Y^Y\x^x ^ ̂  façon suivante :

l'application rc i—> ̂ xW^^y^x) définit un caractère sur .YnV. Il existe
donc w ç. W (défini modulo X + Y) tel que

^'x(^)~1 ̂ 'y(^) = î/-'(< w, .r >) pour tout x G A" n Y.

Alors, pour (f> ç. 'H{X, ̂ x),

^Y^x^^h) == /> ^y1^)^^ • y • /OlAy^l172^.
*/y/xny

Soient Ai un supplémentaire de A'nY dans A' et Vi un supplémentaire de
A H Y dans Y. Alors A'i © Yi est non isotrope et son orthogonal (A'i 8 Yi)-1-
contient A n Y. On note V un supplémentaire de A H Y dans (Ai © Yi)1-.
Ainsi,

TV = Ai 9 A H Y 9 Yi 9 l<

Y/A n Y ̂  Yi et

H ( B ) I X x F ^ Yi e v.
Pour çî> ç TY(A',^Y), 0|y-iev appartient à 5(Yi © Y) et un calcul simple

donne pour h = (^i + ^ 4- î/i + r, f) où ^1 € Ai, u G A n Y, 2/1 ç Yi, v € V
et f ç F,

^',fy;x,^x^(71) = ^(^+^(^/l.^l+^^+l t)+B(a:l+^/,^;)+ < w.^i+u >)^}'(?/i)

^ ^(<^l.^>)^ç l(2/)^(B(^^;))•^(î/+^;))|Ayx| l /2^.l/ î i
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L'opérateur .^y,^y;.Y,vx ^st donc essentiellement un opérateur de transfor-
mation de Fourier : il est continu de 1~i(X, zpx) dans 7i(Y, ̂ y) et inversible.

Soit s = Ço-.f) ç. PsB. Il définit une application de 7i.(X,ipx) dans
H{(jX,^x o 5-1) par : ç> i—> 05 où <^(/2.) == 0(5-l/^).

Alors, pour <?> € '^(A'o, i^'o), on a :

M(5)^ = .^Yo^o^A'o^oo^-i^ = (^a-iAo^oo^AW-o^)5-

L'opérateur M(s) est donc un automorphisme de 7^(Xo,^'o)-
II reste à vérifier que M (s) entrelace les représentations p et p8 : pour tout

h € lî'(B),

M(s)p{h) == SO ^-iXo,^oos;A-o^-o ° /)(/^) = s ° PW ° ̂ r-lAWoo^Voo^o

= p(sh) 0 5 0 ^-IA-O,^OO.S;A'O.^O = ^(•S7i) • ^^(^î

D
Examinons la restriction de l'extension métaplectique à certains sous-

groupes de PsB.
1. Cas où Q est déployée [15]. On choisit X et Y singuliers et B définie

par : B(x + y , x ' + y ' ) =< x, y ' >, x, x ' € X, y , y ' € Y.

Si 5 = ( ( Q ^_i V /) où a e GZ(A-) et /,,v = 0,

^MÎ/) = [^^[^^(/(û^) + B(«û^ î/))^(a*2/). ^ e Y. y e ^(V).

ao ^~l\ \Si 5 = / ) , Q ) où 7 : X —> Y est un isomorphisme,
7 u 7 / /

^N?/)= /t ^(< 2/^ >)^(7~^)|7|1/2^•
JA

L'extension métaplectique restreinte au sous-groupe de PsB formé des
éléments du premier type est scindée.

2. Cas du sous-groupe <3a(HQ de PôB
Soit 5 = (?'d, /) un élément de PsB. Il existe un unique ?/o € Y tel que

Vj-çX, ^o / ( . r )=^(< . r . ^>) .

Alors, si ç; € S{Y), on a. pour tout y ç 1'.

^^(.s-)^(^) = ^ { f ( y - } - y o ) + B ( i j o . y ) ) ^ ( y + i j o ) .
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On en déduit que si s ' == (cr',/') et que y'o est défini comme précédemment,
alors

^(s^s^y) = ̂ (B(yo, y) + /(î/ 4- yoW{B(y^ y + î/o)
+ f'{y + î/o + 2/o)M2/ + î/o + î/o)

=^(B(^,2/o)+/(î/o))^(^/)^).
Si l'extension métaplectique est scindée au-dessus de QaO^)? alors pour tout
5==( îd , / ) , s' = (zd,/') de PsB,

^(5)^(5') = ̂ (^QLJ^)

2.e. ^of(y'Q) =^o/'(2/o).

Or, ?/o (resp. y'o) ne détermine / (resp. /') que sur .Y. On peut trouver deux
éléments s et 5' de Qa(W) pour lesquels cette égalité n'est pas satisfaite.

L'extension méta.pîectique restreinte à Qa(^V) n'est pas scindée.
b. Modèles îatticieîs

Soit F un corps local et ̂  le conducteur de ^ : 8^ = p^, r e Z. On
suppose qu'il existe un réseau L dans TV, autodual relativement à îp et
<,> . En remplaçant .Y par L dans a, on obtient un nouveau modèle de
la représentation de Weil, dit modèle latticiel.

En général, si L' est un réseau, le stabilisateur K de L' est le sous-groupe
de PsB formé des éléments (cr, /) tels que :

i) aV = V
ii) pour tout t e L', f{t) G p2^/2! où [ ] est la partie entière.

3. Cas du stabilisateur K d'un réseau L autodual
Dans ce cas, r est nécessairement pair.
On suppose, en outre, ciue la restriction de B à Lx L est à valeurs dans

<f-0 et on prolonge trivialement ^ sur L x F. On note IRL le caractère àe L x F
ainsi obtenu.

Pour tout s = (cr. /) ç A", le caractère t \—> ^'L^)"1^^"'1^) est trivial.
D'où si (j) ç 7-^(1, ^L),

M(s)à(h) = 0(.s-1/?), h e H(B).

Par conséquent, PsB est scindée au-dessus de K.

c. Supposons que F soit fini. Soit (p, V) un modèle de la représenta-
tion métaplectique de H(B).

Il est alors facile d'exprimer la représentation de Weil de PsB en fonction
de (p,V), pour certains éléments de PsB.
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LEMME. — Soit s = (cr,/) G PsB. On suppose que f est nulle sur
Ker(l -h cr). Soit M (s) l'opérateur de V dans lui-même défini par : pour
tout v ç. V,

M{s)v = ̂  p^w-1)?^-1!^.
WÇ.W

Alors (s,M(5)) est un élément de PsB.

Démonstration : Soit ,9 G PsB. L'opérateur M(s) est une somme finie
d'éléments de V donc il est bien défini, à valeurs dans V.

Pour montrer que A'IÇs) est inversible, on calcule le produit MÇs"1)^!^) :
soit v 6 V,

MÇs-^M^v = Y^ p^-^pÇsw^pÇw-1)?^-1^^
w,w'ç.\V

= ^ , p(^0f~l)p(swf)p(su)p(u~l)v OÙ U = (T"1^.

u,iu'çW

Or,

^(^w^^^^^ZA-1) = p(((7î^ + cru, /(w') + /(i/,) + B{(JU, aw^p^u-1)

= p((0, B(z< u))(a(zz + z^). /(z^ + u)))p(u-1)

= 0(B(w', u)+ < u, a(u + w') ̂ ^-^«u + t^'))

d'où
A^^-1)^^^)^

= ^ ^(B(w/,^)4- < z^,a(^+ w') >)p(w/-l)p(u-l)p(5(^t+ ^'))t'
u^'eiv

= y î/'(< n, u'7 > + < «, cr(^ + î-c') >)p((u + ̂ '^""^^(^(u 4- w7))!'
u.^'eu''

car

^w'-1)^^-1) = p^i^Q^miLQW))

= p((u + ̂ /, Q(^ + w'))(0,5(zf, w'))).

M^-^M^^ ̂  (^ c•(<».l/+a^/»)p(^/- l)/)(5u /)^<

^/çn/- ^çw

avec î(' = u + u''.
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L'homomorphisme u i—> ^(< u, v! •^•au' >) est un caractère de TV, trivial
si et seulement si u' € Ker(l 4- cr). Donc

MÇs-^M^v == \W\. E ^-^(^/(u')^
u'eKerCl+cr)

-m- E ^A^))^
u'eKel^l+cr)

Puisque / est supposée nulle sur Ker(l + a), on a

A.^s'^MO)^ ==c'v avec c e Cx

et A.f(5) est inversible.
Il ne reste plus qu'à prouver que M(s) entrelace les représentations (/?, V)

et (p^V). Soit (wo^o) C ^(B), L' € V.

M(5)/)(u-o,fo)y='^o) E ̂ "^^(^-^^^(wo)^
wGW

= E ^(fo)p(5•w)~ lp(w+•^0,^(^^^o))

= E ^(^o)/?(5(w + ^l•o))~ lp(^^0, •^(^' + Wo, Z^o))
w€VV

= ïp{to) E ̂ (^^^(^w)"1)^^^)^ = p(.s-(wo^o))Af(5)r.
it-eiy

2.3. Supposons que (V,&) soit la somme orthogonale de (V'i,^i) et
O?' ^2) c'est-à-dire V = Vi Œ) T^ et

&(u'i + W2< ̂ 'i. + U^) = ̂ l(^'l, W'i) 4- &2(^'2- W2)• ^'î- ^Ï e ̂

et que la forme quadratique ç, définie par ^^ soit non dégénérée et non
détective. Alors

( H { b , ) x H { b ^ —^ H(b)

' H(u ' i ,^) , (u-2,f2)) •——^ (^1 + ^2^1 +Ï l 2)

est surjective de noyau {((0. t). (0. t)). t ç F}
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Soit (pi^.Vi) un modèle de la représentation métaplectique de H(bi) et
pi/, la représentation métaplectique de H(b) dans V = Vi (^c ^2- Alors, /?^, o^'
est équivalente à pi^ 0 y02,i/?-

L'application

( (P î x GL(Vi)) x (P5&2 x ^(^2)) —> Psb x GL(y\ ̂ c ^2)

(((^1, /l), 5i), ((0-2, /2), ̂ 2)) '——> ((<7i © (72, /l © /2), 5l 0 ^2)

définit un homomorphisme j : Psb\ x Psb^, —> Psb, de noyau

{ (((^, 0), zl\ ((zd, 0), z-1!)) ̂  ç Cx }

et c<;̂ , o j est équivalente à cji^ 0 û<;2,i/--

On en déduit les résultats suivants :

LEMME 2.3a. — Si G est un sous-groupe de Psb isomorphe à G\ x G^
dans Psb-^ x Psb-z et si l'image réciproque de Gi dans Psb{ est scindée pour
i = 1,2, alors l'image réciproque de G dans Psb est scindée.

LEMME 2.3b. — Soit H\ un sous-groupe de Psb-^. Il s'identifie au sous-
groupe H = {(a © id\^,f © 0),(a,/) ç H} de Psb. Si l'image réciproque
de H dans Psb est scindée, alors l'image réciproque de H\ dans Psb-^ est
scindée.

LEMME 2.3c. — Soit G (resp. 01,02) le cocycîe de l'extension métaplectique
Psb (resp. Psb-^.Psb-^). Pour Si, s^ ç. Psbi, i = 1,2, on a :

C(5i ^ S-z,s[ ©6-2) == C^(S^,S[) • C ^ ( s ' z , S ^ ) .

2.4. Démonstration de la proposition 2.1.a.

Supposons d'abord que a ç F2 : a = b2, b ç. F x .
Soit ' H ( X . ^ ' x ) un modèle de Schrôdinger de ^'^. On prolonge il^ en un

caractère ̂  de A' x F par :

^(x^)=Cx(bx^t).

et on considère le modèle de Schrôdinger 7Y(A, L ' y ) de ^^i. L'isomorphisme
de 7Y(A', ̂ \) dans 'H(X, ̂ ) qui à <^, associe ^/ définie par :

^(îv,x) = ̂ (bw.b2!). (w.t) e H(B).
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entrelace les représentations u^, et c^/.Par conséquent, Ps^B et Ps^iB sont
isomorphes.

Réciproquement, supposons que P5-i;.£? et Ps^iB soient isomorphes et
identifions-les. Soient c^ un cocycle de Ps^B et c^/,/ le cocycle de Ps^iB^
image de c^ . Alors,

(8) V5i,52 G Pô\B,C^(5i,52) = Cy(52,5i) <==^ C.0/ (5l, S^) =C^(52,5i).

En particulier, prenons 5i et 52 dans Qa(^) : s! = (2<^ A) e^ ^2 = OA /2)-
Soit yi (ïesp.y^) l'unique élément de Y tel que :

Va: € .Y, ^ o fi(x) = ̂ (< .r, y, >) (resp. ̂  o fi(x) = ̂ '(< .r, ̂  >)).

D'après les résultats du paragraphe 2.2.2., (8) s'écrit alors :
(8')

VAJ2 e Sa(W), ^(AO/2)) = ̂ -(/2(î/l)) ̂ ^ ^(a/l(?/2)) = ̂ W20/l)).

Il existe /i € ôa(^) telle que /i|y = 0 et /i(A') (Z: Ker^ U Ker^' (donc
î/i et y[ sont non nuls). Choisissons un tel /i.

Si 2/1 et î/^ ne sont pas colinéaires, il existe f^ ç. Qa(^) t^lle que
f2(yi) Ç. Ker^' et /2(^) ^ Ker^''. Nécessairement 2/1 et î/'i sont liés.

Il existe A G F^ tel que ̂  == Aî/i. Par (9), on obtient pour tout x G X,

^(fi{x)) - ^(aA(.ï))

= ^'(< .r,^ >) = ̂ (< a\x,y, » = ̂ (a^2/!^))

d'où
^((a+a^2)/!^)):^.

Posons u = (a + a2A2)/l(2 lo) et v = aÀ2^^ où A'o est un élément de A' fixé,
tel que fi(xo) ̂  0. Ce sont deux éléments de Ker^' (pour v, il suffit d'utiliser
(8') avec /2 € Qa^V) telle que Myi) = u). D'où

F^+F^CKer^ÇzP

ce qui équivaut à
IA et v sont F2-liés

ou encore à
a € F2.

Ceci démontre la proposition.
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2.5. Démonstration de la proposition 2.1.b.

La première assertion de i. est une conséquence immédiate de 2.2.2. Pour
la deuxième, considérons l'espace (Y, b) somme orthogonale de deux copies de
(W,B) et identifions PsB au sous-groupe {{s, s), s ç. PsB} de PsB x PsB.

Soit XQ = {(w, w), w e TV} un sous-espace vectoriel de V. Il est singulier
de dimension celle de W. Il existe donc un sous-espace vectoriel Vo de V,
singulier et de même dimension que -Yo, tel que V = Xo © YQ soit une
polarisation complète de V. On se trouve donc dans le cas décrit en 2.2.1.

De plus, si (<7, /) est un élément de PsB^ son image dans Psb stabilise Xo
et (/®/)|Xo est ^lle. Par le premier résultat de 2.2.1, l'image réciproque de
PsB dans Psb est scindée et la restriction du cocycle C de l'extension Psb
à PsB est égale a i . _

Soit c le cocycle de PsB. Par le lemme 2.3.c, pour tout 5, s ' de PsB

C2^, 5') = C(S 9 5, 57 © 5') = 1.

D'où c est à valeurs dans {=hl}.
On a donc établi le i de la proposition. Pour le ii, on étudie successivement

les différents cas. On reprend les notations du § 1.3.

Cas 1 : n = y = 1.
Pour tout élément a de 0(Q), on définit l'opérateur c^(cr) de iSÇY) par :

sïae0+{^=(^ ^.aeF^,

^^(y) == H1/2^^), ^ e 5(Y);

si(7eO-(Ç^=[^ ^YaeF^

^(a)^(z/) == lal1/2^-1?/). ^ € 5(Y),

où ^* désigne la transformée de Fourier de ^ par rapport à la mesure
autoduale.

LEMME. — {(<7,^(a)), a C 0(Q)} est un sous-groupe de PsB.

La démonstration est immédiate.

La restriction de PsB à 0(Q) est triviale.

Cas 2 : 7 ? , = 1, v = 0.
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Soit (e,/) une base de W telle que < e,/ >= Ç(e) et <^ une racine de
l'équation

—^-".
La racine ç n'est pas un élément de F sinon le vecteur ^e + / serait singulier.
On note E = F(ç) l'extension quadratique séparable de F engendrée par
ç. Alors, W s'identifie à E (en tant que F-espace vectoriel) par l'unique
application linéaire <^ : W —> E telle que ^(e) = 1 et y(f) = ç.

Soit Q' la forme quadratique sur E définie par :

Q'C^Q^-1^)), x ç E .

On a :
Q\x) == Q(e) • NE\F^. x ç E.

D'où
0(Q) c^ O(Q') = 0(A^|^) ^ ̂ x Gal(£;|F)

où
jE;1 = {x ç ^|A^[^.r = 1} et Gol(E\F) = {%d, r}.

En particulier, O-^ÇQ) ̂  £^1.
On peut donc supposer que W = E et Q = A^j^. On note <$ la norme de

ç. On choisit la forme bilinéaire B donnée par :

B{x + à/, x ' + ̂ /) = x x ' + ̂ / + W. x, x ' , y , y ' ç. F.

i) Si F est fini, O^ÇQ) s'identifie au groupe unitaire U de la forme
hermitienne (, ) définie sur E. espace vectoriel sur (E.r)^ par :

( x . y ) = r(x)y, x,y ç. E.

Par le théorème 3.3 de [5], PsB est scindée au-dessus de O^ÇQ). Soit
s i—^ ( s , r ( s ) ) une section.

De plus, il existe un élément de PsB au-dessus de t = (r, Q), noté (t, r(r)) ,
tel que r(r)2 = I .

Pour que PsB soit scindée, il faut et il suffit que :

Va € O^Q), r(T)r((7)r(r) = /-(rar).

Or, ces deux opérateurs ne diffèrent que d'un scalaire multiplicatif. Ceci
équivaut donc à :

Vo- ç O-^Q), t r ( r { r ) r ( c r ) r (T ) ) = tr(r(rar))

i.e. (10) Va G ̂ (Ç), \(a) = \(rar)
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où \ désigne le caractère de la représentation de Weil de U. Le calcul de \,
pour les éléments semi-simples de U, a été effectué par P. Gérardin [5, Cor.
4.8.2] et donne, dans notre cas :

\(a) = -1 pour tout a ç U \ {ici}.

L'assertion (10) est alors claire, et PsB est scindée au-dessus de 0(Q).

On suppose maintenant que F est local. On note pp l'idéal maximal de
OF et TTF une uniformisante. Le conducteur de ^ est p7^ où r = 25 ou 2s + 1,
s e Z.

On choisit $ tel que OE = OF + ^Op. Alors, 0(Q) est contenu dans le
stabilisateur K du réseau L == p^ + Çp^. Deux cas se présentent :

ii) L est autodual (i.e. r est pair). On vérifie ç[ue ip o B est trivial sur
L x I. D'après §2.3.3, PsB est scindée au-dessus de K donc de 0(Q).

iii) L n'est pas autodual (i.e. r est impair). On construit un nouveau
modèle de la représentation de Weil de PsB permettant d'utiliser les résultats
de i) [14].

Construction du modèle. '.
On remarque ciue Z* = pZ C I. On considère V = L / L * . C'est un espace

vectoriel sur le corps résiduel kp de F. On munit V d'une forme bilinéaire b
définie par :

b(l,1f)=B(7^~s^7^~s£f) modpp

où 1 est l'image de L ç. L par la projection L —> L/L*.
Soit H(b) le groupe de Heisenberg "associé'' et (f\,S) un modèle de la

représentation métaplectique de H(b) pour le caractère ^ de kp :

\['x) = ^(7^2sx), x ç. OF et 'x son image dans k p .

(\ n'est pas trivial).
Soit V l'espace vectoriel des fonctions o : H ( B ) —^ S telles q\\e :

i) à est localement constante à support compact modulo -F
ii) ô((it)h) = ç(t)p^(C)o(h) pour t C L, t ç F et. h ç H[b).

Le groupe H(B) agit sur V par translations à droite.

LEMME. — La représentation (p.V) ainsi obtenue est la représentation
métaplectique de H(B).
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Démonstration : (p, V) est lisse et vérifie la condition sur l'action du centre.
Pour que (p, V) soit un modèle de la représentation métaplectique de

H(B), il faut et il suffit qu'elle soit irréductible.
Considérons l'application de V dans <S qui à à ç. V associe <^(0). C'est un

homomorphisme de L x .F-modules. Si V' est un 2î(B)-sous-module de V, il
est également un L x F sous-module. L'image S ' de V dans S est donc un
sous-module de <S. Comme S est irréductible. S ' est {0} ou S.

Or toute fonction (j) de V est entièrement déterminée par <^(0) sous l'action
de H{B). Ainsi, V ' est {0} ou V. La représentation (/), V) est bien irréductible.

D
Soit s = (<7, /) un élément de K. Il induit un automorphisme (^,/) de

Iî(&) par : _
(a{£+L^ =a£

{j(£+L^ = /(TT-^)

L'automorphisme ((7, /) est un élément du groupe pseudosymplectique Psb.
Soit (o;^,tS) la représentation métaplectique de Psb.
Si 5 G 0{Q) C K, alors s" appartient au groupe orthogonal 0(q) de la

forme quadratique q définie par b. L'analyse dans i) du cas où -F est fini
assure l'existence d'une section ?\ de Psb au-dessus de 0(q} :

r^:jç0(q)——(^00).

L'homomorphisme s i—> (s,r(s)) de 0(Q) dans PsB défini par :

r(s)à(h) = r^)^-1^), ô ç V,

est une section de PsB au-dessus de 0{Q).
cas 3 : n = v = 2 et F = Fs _
On construit une section de P^B au-dessus de 0(Q).
Pour ce faire on reprend la description de la situation faite au §1.3. On

introduit alors les notations suivantes :
- X est le sous-espace vectoriel de W défini par : X = ^ ( , j G W > .

- Y est le sous-espace vectoriel de W défini par : Y = < ( „ n ) 6 ̂ ' \
Alors X 9 Y est une polarisation complète de W en espaces singuliers ;
- (p . S(Y)) un modèle de la représentation métaplectique de H ( B ) .

Pour tout y G ^(V),

p f l ° &0 ) , fo) ̂ (a. b) = ̂ {to + ado + ?)Co )^(rt + ao^ + bo ).
\ \ ^o "o / /
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En choisissant une base de S(Y), on exprime p à l'aide de matri-
ces. Soit (?Q [resp. ̂ 1,^2,^3] la fonction de S(Y) prenant la valeur 1 en
(0,0)[resp.(l,0), (0,1), (1,1)] et s'annulant partout ailleurs.

Le système (^o? ̂ 1^2 ̂ 3) est une base de S(Y) dans laquelle la matrice
de p(h), h ç H(B\ est :

(1 0 0 0 \
//,. 0 ^-(d) 0 0 \ . , / / O 0\ \
^(t) 0 0 ^) 0 sl ^((c d)^

0 0 0 îZ-(c+d)/

/ 0 1 0 0 \
/ , . | ̂ '(d) 0 0 0 | . . ( ( \ 0\ \
^) 0 0 0 ^(c) sl ^([c d)^

0 0 ^(c+d) 0

0 0 1 0
^m f ° o o ^{d) \ / / o i\ \
^{^c) 0 0 0 sl ^^c d ) ^ )

\ 0 ?MC+^) 0 0 /

( 0 0 0 1\
/^ ° o u-(d) o 1 . , / / i n \
m 0 . ^(c) 0 0 sl ^([c d ) ^ )

^(c+d) 0 0 O/
Pour chaque élément g == 5-1, 5'i, 52, •s-2 ou t, on détermine les matrices Mg

de ^M(4,C) telles que

Mgp(h) = p(gh)Mg, pour tout /î ç -?î(B).

On obtient :

( 0 0 -1 0\
,. 0 +1 0 0 \si ?=.„ M,=a _^ ^ ^ 1 , a e C -

0 0 O l /

( 0 -1 0 0\
, ,. , -1 0 0 0 1 , ^

si p = ^ . ^;=a' ^ 0 1 0 - û € c

0 0 0 l /

/ 1 1 1̂ - IX

si g =.2, M^/3/2J } ^ ^ } ) , ^ç Cx

. - 1 1 1 1
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(1 0 0 0 \

Si ,=^ A^=^ ^ ; ; ^ , / 3 / e c x

0 0 0 -l7
/ 0 1 0 -1\

, „ 2:7 f -1 0 1 0 1 _ - x
si g = t ^ M,=^\ ^ - 1 0 - 1 - 7 e c

V i o i o /
Les conditions C.l et ÇA déterminent a, a', f3, fï' et 7 au signe près.

Les conditions C.2 donnent le signe de û/ et Q' en fonction de celui de a
et /? respectivement, tandis que les conditions (7.5 donnent le signe de f3 en
fonction de celui de a. On obtient :

rû^a^/^/^^i
\ 7 = ± 1

On vérifie que les conditions C.3 sont satisfaites.
Ainsi, PsB est scindée au-dessus de 0(Q).
Cas 4 : n == 2, v = 1 et F = Fs
On reprend les notations de 1.3̂
Supposons que la restriction de PsB à 0(Q) soit scindée. Soit r une section

de PsB au-dessus de 0(Q).

Considérons le sous-groupe H de 0(Q) formé des éléments id, ( „ . j ,

O O - G D -
Soit (ei, 0) = ( ( ° ° ) , O} £ H{B). Alors, pour tout a ç. H \ {id},

<7(ei ,0)=(e i , l ) .

Conuïie (<7,r(cr)) est un élément de PsB, on a :

r(<7)p((ei,0)) =p((ei , l ))r((7) = ^(l)p((ei,0))r(<7).

De plus, a = c ' a " avec {o-, <7', o-"} = .ff \ {id} d'où

',.(0) = r(a')r(a"}

et

r(<7)/?((ei,0)) = r((7/)r(<7"^((el,0)) == f(l)r((7')/î((ei,0))r(CT')

=p((ei.O))r(<7')r((7")=p((ei.O))r(<T).
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Comme ^ est le caractère non trivial de Fs, on obtient une contradiction.
La restriction de PsB à 0{Q) n'est pas triviale.

Ceci termine la démonstration de la proposition.

§ 3. Groupes métaplectiques : cas global

Dans ce paragraphe, F désigne un corps global de caractéristique 2 c'est-
à-dire que F est isomorphe à un corps Fç(T) où q est une puissance de 2 [16,
Ch III].

Soit v une place de F. On note F-y la complétion de F en v et Ov l'anneau
des entiers de Fv.

Soient A l'anneau des adèles de F et ^ un caractère non trivial de A,
trivial sur F. En toute place v, ^ induit un caractère non trivial -^v de Fv
et, en presque toute place, ̂  est trivial sur Oy. On a

^ = n ^ -
v

3.1. Construction des groupes pseudosymplectique et méta-
plectique adéliques [15, §29 et 37].

a. Groupe de Heisenherg adélique H^ÇB).
Soit L un réseau de W. Pour toute place v de F, on considère le F\j- espace

vectoriel Wv = W^pFv muni de la forme bilinéaire Bu, prolongement naturel
de B à W^xWv. Alors Lv = L^o^v est un réseau de Wv et la restriction de
Bv à LyXLy est à valeurs dans Ou pour presque toute place v. Par définition,

Hf^(B) = {(/iv)u € TT.H'(jE^) | /îz, 6 LyXFv pour presque toute place v}.
v

On définit la représentation métaplectique (/),5) de J^A à l'aide des
représentations métaplecticlues des groupes locaux. Soit 17 == X 9 Y une
polarisation complète de TV, Xf^ l'ensemble des [Xv)v dans Y[^X(^pFv tels
que Xy € Zv pour presque toute place v. Soit ^y un caractère de A'/^xA
prolongeant ^. En toute place u, ̂ y induit un caractère wx,v de X^pFv xFv
qui prolonge ^\,.

A toute place v, on considère la représentation métaplectique de H(B^)
relative au caractère z^x^v que l'on note (p^^(^^F-^u)) •

Soit S le sous-espace de ^v^(Y ^F Fy) engendré par les éléments de la
forme (^v^v où àv € 5(V 0p Fv) pour toute place v et <^ est la fonction
caractéristique <% de -Lu pour presque toute place v. Alors :

/>((^)z-)fô^) === ^r(^(Mç>r) OÙ (^,)u ç ̂ (J?) et ^. ô, ç ̂ .



EXTENSION MÉTAPLECTIQUE 33

_ b. Groupe pseudosymplectique adélique Ps/^B et groupe métapîecti-
que Psp^B.

Pour toute place v de F, soit Kv le stabilisateur de Lv dans PsBv (Cf.
§2.2.b). Alors

Ps^B = {(cr^,/i,)^ 6 j^JP^Bv 1 (a-v^fv) € A\, pour presque toute place v}.
v

Remarques :
1. Pour presque toute place v, Ky est formé des éléments (o-y, fv) de

PsBv où o-v stabilise Lv et fv induit sur ce réseau une fonction à valeurs
entières. La définition précédente coïncide donc avec celle d'A. Weil [15,§37].

2. Soient B et B ' deux formes bilinéaires définissant Q. Les isomor-
phismes locaux entre les groupes pseudosymplectiques relatifs à B et B'
induisent un isomorphisme entre Ps^B et P s p ^ B ' .

Le groupe PS{^B agit sur Hf^(B). Pour s 6 Psp^B, la représentation
(p6,^) de H/^ÇB) est isomorphe à (p,*S). On définit ainsi une représentation
projective de Ps/^B et on construit l'extension métaplectique Ps^B comme
dans le cas fini ou local.

Pour presque toute place v, Lv est autodual et la restriction de ip o By
à Lv x Lv est triviale. D'agrès les résultats obtenus au paragraphe 2.2.b,
l'extension métaplectique PsBy est scindée au-dessus de Ky. On note Sv la
section définie au § 2.2.b. En identifiant Sv(Ky) et A'v, on définit le produit
restreint des PsBy relativement aux Ky noté ]"J^ PsBy.

L'homomorphisme p : ÏÏA' Ps^v —¥ Ps^B est surjectif, de noyau
{{^v)v ^ riu ^x 1 ̂  = 1 P0111' P1^^116 toute place v et Y[^ a^ = 1}.

LEMME. — Soient B et B' deux formées bi.linéarres telles que B + B' soit
alternée. Les extensions métaplectiques Psp^B et Ps^B' sont isomorphes.

C'est une conséquence de l'étude locale (§2.1).

3.2. Restriction de l'extension métaplectique à PsB.
THÉORÈME. — II existe un homomorphisme /3 : PsB —> Psp^B tel que le

diagramme suivant commute :

Ps^B
S/ l

PsB ^ Ps^B
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Remarque : En caractéristique 2, le groupe PsB possède des caractères
non triviaux (ils sont tous de la forme \ opr où ^ est un caractère de 0(Q)
et pr la projection de PsB sur OÇQ)). L'homomorphisme /3 n'est donc pas
unique.

Démonstration : Quand Q est déployée, l'existence de f3 a été établie par
A.Weil[15,§40].

Quand Q n'est plus nécessairement déployée, on considère W la somme
orthogonale de deux copies de W que l'on munit de la forme bilinéaire B '
définie par :

B'((wi, W2), (w'i, z^)) = B(iu^ iu[) + B(u'2, ^2)-

La forme quadratique Q' définie par B' est déployée et PsB s'identifie à un
sous-groupe de P s B ' . Il existe donc une section S de PsB dans P s ^ B ' ' . Soit
5 ç P^B et 57 = S(5). Soit (S^ G ̂  PsB^ un relèvement de S ' dans
n^ P5B^ D'après l'étude locale (§2.3), pour toute place v, S^ définit un
unique élément Sy de PsBv. Alors, ["[v ̂  appartient à ]~[A', -P5^- Notons
/3(5) sa projection sur PS{^B. Elle ne dépend pas du choix de (5^)u.

On définit donc une application f3 de PsB dans PS{^B par 5 h-^ /3(5-). En
fait, /3 est un homomorphisme satisfaisant les conditions du théorème. []



II. PAIRES DUALES BEDUCTIVES DU GROUPE
PSEUDOSYMPLECTIQUE

Désormais F désigne un corps fini ou local.

§1. Paires duales réductives de 0(Q)

1.1. Généralités et classification
Soit (H, H ' ) une paire duale de 0(Q).

DÉFINITIONS
1. La paire ÇH, H ' ) est réductive si W est H H ' F absolument semi-simple.

Si W n'est que .ffjr-F-semi-simple, la paire (ff, H1) est dite relative-
ment réductive.

2. La paire (Jf, H ' ) est irréductible si l'action de H H ' sur TV ne laisse
stable aucune décomposition en somme orthogonale de W.

3. La paire (H, H1) est produit des paires duales (Jfi,^), i = 1,2 si Jî
(resp. ff') s'identifie à .Hi x JÏ2 (resp. Jî^ x iï"^) et qu'il existe une
décomposition en somme orthogonale de TV, W = TVi (B W^ telle que,
pour î = 1,2, (Hi^H'i) soit une paire duale de O(Q|H^).

Remarque : Comme W est de dimension finie sur -F, W est H H ' F
absolument semi-simple si et seulement si le centre du corps commutant
de tout sous-module simple de W est une extension séparable de F [1, §7
n° 5 prop. 7 et 6].

PROPRIÉTÉ. — Toute paire duale réductive [resp. relativement réductive]
est produit de paires duales réductives [resp. relativement réductives] et
irréductibles.

Démonstration [cf. 8, Ch. 1] :
Soit ( H ^ H ' ) une paire duale. Si elle n'est pas irréductible, il existe une

décomposition en somme orthogonale de TV, W = TVi^TV^ stable sous H H ' .
i) Le groupe H (resp. H ' ) s'identifie à un produit H\ x H^ (resp. H[ x H Î ) )

où Hi (resp. H^) est un sous-groupe de 0(<Q\\y^).
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En effet, posons H, = {cr|^,a e H}, i = 1,2 et considérons l'homomor-
phisme î de H dans Jïi x iï'2 défini par : i(a) = (^iw^crj^), cr ç -H". Il est
injectif. De plus, si (<7i,(T2) E lîi x ffs? l'élément a de 0(Q) défini par

0-(wi 4- W2) = <7l(wi) 4- 02(^2), ^ = ^1 + W2 € T ,̂ Wi ç T^-,

commute avec H1', donc il appartient au bicommutant de H c'est-à-dire à H
lui-même. Ainsi, i est un isomorphisme de H sur jH'i x H^.

De même, H ' ^ H[ x H^.
ii) LEMME. — Soit G un groupe, Gi et G^ deux sous-groupes tels que

GI x G'2 C G. Soient K = A'i x K^ et K' = K[ x K^ deux sous-groupes de
G, Ki, K[ C Gi. Si (A", A'7) est une paire duaîe de G alors {Ki^K^ est une
paire duaîe de G{ pour i = 1,2.

Si, de plus, {K^K') est relativement réductive (resp. réductive), (A'^A^)
l'est aussi.

Calculons le commutant de Jli dans Gi. Soit k' un élément de ce
commutant. On prolonge trivialement k' à G\ x G^. Alors k' commute avec
K dans G, i.e. k' ç. K ' . Donc k' appartient à K[. Le commutant de A'i dans
Gi, qui contient K[, est donc contenu dans K[. Il est donc égal à K[.

On montre de même que le commutant de K[ (resp. K^, Ko) est A'i (resp.
K^K<z). La paire (A,,^) est une paire duaîe de Gi.

La deuxième assertion du lemme est claire.
On déduit du lemme la propriété.

Ainsi, il suffit de déterminer les paires duales réductives et irréductibles.

Exemples de paires duaîes relativement réductives et irréductibles
1. Soit TVi (resp. W^) un F-espace vectoriel de dimension finie muni

d'une forme alternée < ,> i (resp. <,>2) non dégénérée. Prenons W =
Wi (^F Wi avec la forme quadratique Q1 définie par :

Q\w^ ^ W2) = 0,

et le fait que la forme alternée associée soit

< Wi 0 W2, w[ 0 W^ >=< Wi, w[ >i< U'2, W2 >2, ^^ ̂  ^ wi'

Nécessairement, n = dl^^H/ est pair et v = n.
La paire (SpW-^.SpW^) est duaîe, réductive et irréductible dans 0{Q').

2. Soit D une extension quadratique séparable de F ou un corps de
quaternions sur -F, muni de Finvolution canonique.
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Soit TVi (resp. W^) un P-espace vectoriel à droite (resp. à gauche), de
dimension finie, muni d'une forme hermitienne < ,>i (resp. <,>2) non
dégénérée telle que : < Wi,u?i >i€ F pour Wi € W^ (resp. < ^2,^2 >2€ F
pour u»2 € W^).

Prenons W" = TVi (^ TVa avec la forme quadratique Q" définie par :

Q^WI (^) ^2) =< Wi, Wi >i • < W2, W2 >2 POUr U»i ç Wi

et la forme alternée associée à Q" est :

< Wi (^U'2,W'i (^^2 >= trD^(< ̂ 1,^1 >i< Z^,^2 >2).

Alors, (UÇW^^UÇW^)) est une paire duaîe réductive, irréductible de
W).

3. Soit D un corps de centre -F. Soit W" un jF-espace vectoriel muni
d'une forme alternée <, >. Soit W" = X 9 Y une polarisation complète de
W". On définit la forme quadratique Q ' " dont la forme alternée associée est
<, > par :

Q^Çx) = Q"\y) = 0 pour tout x € X, y 6 Y.

Pour toute décomposition de X en produit tensoriel, X c^. A'i (^D X'z, de D-
espaces vectoriels A'i et A"2, les sous-groupes GLX^ et GLX^ dé/missent une
paire duaîe relativement réductive, irréductible de 0{Q'"), sauf si F = F^,
et dimF Xi <^ 2 pour i = 1 ou 2. Cette paire est réductive.

4. Soit E une extension séparable (resp. séparable ou inséparable)
de F et t : E —> F un F-homomorphisme tel que la forme bilinéaire
( x ^ y ) i—> t(xy) soit non dégénérée. On suppose que W est aussi un E-
espace vectoriel. Soit q une forme quadratique sur le ^-espace vectoriel W
telle que

toq= Q.
Les paires duaîes réductives (ïesp. relativement réductives) précédentes dans
0(q) sont des paires duaîes réductives (ïesp. relativement réductives) de
0(Q).

5. La paire duaîe triviale ({id},0(Q)).

PROPOSITION. — Soit (Jf.ff') une paire duaîe réductive (resp. relative-
ment réductive} et irréductible de 0(Q). Alors, {H, H') est l'une des paires
suivantes :

1. Avec les notations de l'exemple 1, si W est identifié à W et que
Q est égale à Q ' , la paire (SpW^.SpW^).
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2. Avec les notations de l'exemple 2, si W est identifié à W" et que
Q est égale à Q " , la paire (U{W^), U(W^)).

3. Avec les notations de l'exemple 3, si W est identifié à W 1 " et que
Q est égale à Q ' " , la paire (GL X\,GL X^} sauf si F = Fs et dïmp Xi < 2,
i=l ou 2.

4. Les paires obtenues par restriction des scalaires comme dans
l'exemple 4.

5. La paire duaîe triviale (0{Q\{id\).

Dans la suite du paragraphe, nous établissons cette proposition. Ceci nous
conduira à vérifier l'exactitude des exemples donnés précédemment.

La démonstration se déroule ainsi. Dans un premier temps, on détermine
les paires duales irréductibles et relativement réductives. Pour ce faire, on
montre d'abord deux lemmes (§1.2 et §1.3) puis on différencie deux types
de paires duales (Jï, Jî') :

1. celles dont l'action de H H ' F est irréductible (§ 1.4), dites de type
hermitien (ou de type I).

2. celles dont l'action de H H ' F est réductible (§1.5), dites de type
linéaire (ou de type II).

Dans un deuxième temps, on extrait de la liste obtenue les paires duales
réductives.

On note Zc(H) le commutant de H dans G.

1.2 LEMME. — Soit V un espace vectoriel sur F muni d'une forme
bilinéaire (, ) ou d'une forme quadratique q et U(V) son groupe d'isométries.

1. Si (H, H') est une paire duale de U(V) et si V est HH'F simple,
alors il existe une décomposition de V en produit tensoriel

V ^ V\ ^D V2

où V\ (resp. T'2) est un espace vectoriel à droite (ïesp. à gauche) sur un
corps D contenant F dans son centre, telle que H = End )̂ V\ H U(V) et
H' =EndDV^nU(V).

2. Si, en outre, la forme bilinéaire (,) est non dégénérée, D est muni
d'une involution T et les espaces vectoriels \\ et V^ possèdent une structure
hermitienne déterminée à similitude près par celle de V.
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Démonstration [8, Ch. 1] :
Par hypothèse, V est HH^-sïmple. Comme H et H ' commutent, V est

ff'F-semi-simple et isotypique : V = mV où V est iî'F-simple.
Par conséquent, la sous-algèbre B = ETIÔH'F V de Endj7 V est simple.
Par le théorème du bicommutant [12,Ch.8, cor.4.8], B est égale au com-

mutant de B' = End^^y. D'où B = End^p^ = End^^Y. De même,
B' = Endap V = EndiiF Y.

Les algèbres B et B7 agissent semi-simplement sur V donc (B,B') est
une paire duale réductive de Endp V [8, ch. 1 § 18]. Elle est irréductible car
B et B' contiennent respectivement H et H ' et (Jï, Jï') est nécessairement
irréductible.

Ainsi, la paire duale (B,B') correspond à une décomposition en produit
tensoriel de V : V ^ \\ 0^ V^ où D = End^/^ V est un corps contenant F
dans son centre. De plus, B = End^> Vi et B ' = End^ T^-

Montrons que H = End^ V'i n U(V). Le groupe ff est contenu dans B et
U(V) donc

Jï C Endû Vi H L'O7).

De plus, B n Î7(V) est un sous-groupe de U(V) qui commute avec H ' . Donc

B n U(V) C Zu^H1 = ̂

d'où l'égalité voulue. On montre de même que H ' = Endjo 1/2 1̂ ^'O7)- La
première partie du lemme est donc démontrée.

On suppose désormais que (,) est non dégénérée. Alors (,) définit une
involution i sur EndjrV qui laisse stable H et H ' . Comme B et B ' sont
les commutants de H ' et H respectivement dans Endj? Y, B = End^) V\
et B' = Endû V^ sont stables sous i. Il s'en suit que D est muni d'une
involution r [12, Ch. 8, cor. 8.3] et que les espaces Vi possèdent une structure
hermitienne, définie à similitude près par celle de V [12, Ch. 8 §7]. Ceci
termine la démonstration du lemme.

1.3. Un lemme géométrique
Soit D un corps contenant F dans son centre et muni d'une involution r.

On suppose, en outre, que D est de dimension finie sur son centre. Soit V
un espace vectoriel à droite sur D muni d'une forme hermitienne tracique
(i.e. ses valeurs sur les couples (v, r), v parcourant Y, appartiennent à
{d+ï(cf), d ç. D}) ou d'une forme alternée ou encore d'une forme quadratique
q non dégénérée et non détective. Dans les deux derniers cas, r est triviale.

On note U(V) son groupe d'isométries.
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LEMME. — Le commutant de U{V) dans End^ V est isomorphe à
P^[X]/X2 si V est orthogonal hyperbolique de dimension 2 sur F 2 et est
isomorphe à D sinon.

Démonstration :
1° On rappelle [3,Ch.I,§ 12] qu'une quasi-symétrie de vecteur a, non

isotrope, est une isométrie de V qui laisse invariant point par point
l'orthogonal de a et laisse globalement invariante la droite engendrée par
a. Le rapport a d'une quasi-symétrie vérifie : a • r(o;) = 1.

Une transvection est une isométrie de V de la forme :

pour tout v 6 V, v i—> v 4- a • a< a, v >, a ç. D tel que ï(û) = o:

(a nécessairement isotrope. Dans le cas orthogonal, a est non singulier et
a=ç(a)-1).

Un élément a de Z^ndp vÇUÇV)) commute avec toutes les quasi-symétries
et toutes les transvections de U(V).

2° Supposons V non orthogonal; alors a laisse stables toutes les
droites de V.

Par conséquent, si dim^» V ^ 2, il existe a € D tel que

av = va pour tout v ç. V.

Donc, a est une homothétie, et ZEnd^v^OO) ^ ^ '
Si din-i^ V = 1, alors V s'identifie à D et la forme (,) est donnée par :

Vd i , c?2€D, (^1,^2) = r(di)ad2 où a G {d+ 7-(d),d e D}.

Comme J9 est de dimension finie sur son centre F ' ' , D est commutatif
ou un corps de quaternions : a est un élément de F ' et U(V) s'identifie à
D1 ={dçD\r(d)d=l}.

Soit E le sous-corps engendré par D1 et F. Pour ciue D soit le commutant
de U(V) dans End^ V, il faut et il suffit ciue E = D [8, p. 20].

Le corps D est un J^-espace vectoriel.
Si D est commutatif, montrons que dim^ jD = 1 [14]. Pour tout d ç. D,

d~lT(d) est un élément de D1 donc de E. Il existe donc k ç E tel que
T-(^) = ̂ . Si dini£;J9 ^ 2, alors À* est indépendant de d. En prenant, d = 1,
on trouve k = 1 d'où r = zcf ce ç[ui est exclu. Par conséquent, dim^ D = 1
i.e. D = E.

Si .D est un corps de quaternions et si (1,^1,^2-Ça) est une base standard
de D sur F' [12, p. 314], on considère les sous-corps commutatifs A', = F'(^).
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i = 1,2,3. Alors E contient les sous-corps Ei de D engendrés respectivement
par {d G Ki\r(d)d = 1} et F. Comme A\- est commutatif, Ki = Ei et
E DU J^-. D'où E D D et, par suite, E = D.

Dans ce cas, Z^pw(U{W)) ̂  D.

3° Supposons V orthogonal; alors D est commutatif. On note i/(q)
l'indice de q.

Un élément a de ZEndpvC^ç)) commute avec toutes les transvections
orthogonales et laisse donc invariantes toutes les droites régulières. Si V\ est
un -D-espace vectoriel sans éléments singuliers non nuls, alors a\y^ est une
homothétie : a\y^ == aid\\, a G D.

• Donc si i/(ç) == 0, a ç Did et ZEndp v{0(q)) ̂  D.
• Supposons 0 < i/(ç) < n et décomposons Y en V = H © IT1 où Jï

est hyperbolique de dimension maximale 2z/(ç).
Comme H1 est alors sans éléments singuliers, ( J \ H ± . est une homothétie.

Soit z C H-L\ {0}. Pour tout h ç. H singulier, q(z + /î) = q(z) ̂  0. Il existe
donc \h G -C^ tel que a(^ 4- /î) = (^ + ^)A/z et par le théorème de Witt
[3,p.36], il existe u ç 0(q) tel que u{z + h) = z.

Les endomorphismes a et u commutent donc : pour tout h G H singulier,

ua(z + h) = <7u(-2 + h) = a^

= u(z + /î)A/i = z\h.

Donc, A/i = À ne dépend pas de h et cr(/î) = /?A pour tout h ç: H singulier.
Comme tout élément de H est somme d'éléments singuliers, a^n est Xidji et
a^ji. = \idfj±. Ainsi, cr est une homothétie.

Z^^y{0{q))^D.

Supposons désormais ^(ç) = n.
• Si n > 1 et D ^ Fs, soit {e^e-, ;? = l , . . . ,7 i} une base

hyperbolique. Le vecteur e\ -h e-i est non singulier donc : o(e\ + e-i) ==
(ei + e-i)A, X ç. D. Soit z un vecteur non singulier dans l'orthogonal H de
e\ et e_i tel que q(z) ̂  1.

Alors ci + e_i + 2; est non singulier : il existe X^ ç. D tel que

a(ei + e-i 4- ^) = (ei + e-i)A^ + -^A^

ce qui équivaut à

(ei + e-i)A 4- oz = (ci + e-i)A,. + z\,
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d'où
A = \z et <7.z = z\.

Si z ç H est singulier, 2: s'écrit comme somme de deux éléments de H non
singuliers : z = ̂  + ̂  tels que ç(^) ^ 1, î = 1,2.

D'après, ce qui précède, az = zA.
Ainsi, o- restreint à l'orthogonal de Ci et e_i est une homothétie. Par le

même raisonnement à partir de 62 et e_2? on conclut que a ç. Did.
• Si n > 1 et D == Fs, il suffit de montrer qu'il existe À ç P^ tel que

pour tout 2, aei = e^A.
Pour 2 > 1, on considère les vecteurs non singuliers ei + e-i, ei + e_i 4- e,

et ei 4- e_i 4- e-i. Il existe A, A, et A_, tels que

a(ei+e_i) = (ei+e-i)A

a(ei + e-i + e,) == (ei + e-i)A, + e,A,

o-(ei + e-i + e_,) = (ei + e-i)A_, + e-,A-i

d'où (7(6, + e-î) = (ei + e-,)(A, + A-,) + e,A, + e-,A_,.
Or <7(e, 4- e-i) est colinéaire à Ci + e-^- donc A^- = A-,.
De plus, il existe u € 0(q) tel que i/,(e, + e-,) = Ci 4- e-i. D'où A^ = A.

En faisant de même avec 63 et e-2, on obtient : a ç. Did.

Il reste le cas où n = 1 == ^(ç).

• Si -D == Fs, un simple calcul montre que

ZEnd.v(0(ç))={o,zd/^ ^,0 })}

et cet anneau est isomorphe à F^[X]/X2.

Si D ^ Fs. Soit (e, /) une base hyperbolique de V.
Soient z^ et z^ tels que ç(^i) = 9(^2) = Q ^ 0. Comme ^i et z^ sont

réguliers, il existe /^i, ^2 6 2^, tels que cr^i = ^1^1, oz^ == ^2^2. Par le
théorème de Witt, il existe u € 0(q) tel que uz^ = ^2- D'où

^^^ = ̂ 2 = ^o'-^i = ^2^1

et par suite
//2 = /^i.

Pour tout Q, il existe f^a ç D tel que, pour tout z ç. V, tel que q(z) = Q,
az = 2:^^.
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• Si D = F4 et que a i ¥1, qÇea + f{l 4- a)) = 1. D'où

a(ea 4- /(l 4- a)) = (ea + /(l + a))^i

ce qui équivaut à

cr(e + f)a + a(/) == (e 4- f)^a + f^

d'où a(f) = f/.ii et, par suite, cr(e) = e^i. D'où a = ^lîd.

• Sinon, soit a G jD^ II existe ai, 03 6 -C^ tel que

( G! ^ 0 et 1( ai ̂  0 et 1

^ QI 4- 02 -h 1 7^ 0

I ûi(a2 + 1) = a

Alors

a(e + /) == cr(eai + /(l + 02)) 4- cr(e(ai + 1) 4- /Q2)

^===> (e 4- /)^i = (eai 4- (1 4- û2))/-/a + (e(ûi 4- 1) 4- /o.2)^(û,+i)a2

<===^ ^1 = /-^aûl 4- ^(ûi+l)o2(û;i 4- 1) = ^a(l 4- 02) + ^(ai+l)^0^

d'où /zi = ^Q.

Donc, pour tout élément z régulier, az = ^i-z. On en déduit que a est /.i^id.

Ainsi s'achève la démonstration du lemme.

Remarque : L'hypothèse .sur la dimension de D sur jF' n'intervient que
dans le calcul du commutant du groupe unitaire sur un espace vectoriel de
dimension 1.

1.4. Paires duales relativement réductives irréductibles de
type hermitien.

Dans ce paragraphe, W est H H ' F- simple.
D'après le lemme 1.2, il existe une décomposition en produit tensoriel de

W,
W ^ }\\ ç^D W^

où D est un corps muni d'une involution r, W{ est un -D-espace vectoriel
muni d'une forme hermitienne < , > ? , telle que H = EndjD Wi H 0(Q) et
H ' = End^TVs 0 0(Q). Grâce à la classification des involutions [8, Ch. 1].
on identifie (D.r). Cela peut être :



44 L. BLASCO

a F et rinvolution triviale,
b une extension quadratique séparable jF' de F et rinvolution définie

par l'élément non trivial de Gal(F'/F),
Q un corps de quaternions sur F et une involution,
d un des trois cas précédents où F est remplacée par une extension finie

E d e F .

Dans les cas a, &, c, la trace réduite tr^p de D sur F définit une forme
bilinéaire non dégénérée par : ( d ^ d ' ) i—> tr^^Çdd').

Dans le cas d, on considère t ç. HompCF, F) \ {0} et la trace réduite tr^
de D sur E. Alors to t r^ j^ définit une forme bilinéaire non dégénérée comme
précédemment.

On note I[)\F rhomomorphisme tr^p ou ^ o tr^^ selon les cas.
i) On définit alors une forme bilinéaire <C, ̂  sur T7i 0)^ W^ par :

< Wi (^ W2, W'i 0 ̂ 2 ^= ^IF^ ^'l^'l >1< ̂  ̂ '2 >2), ^n l^ ê î^.

Les formes bilinéaires <, > et <, > définissent des involutions sur Endr W'.
Par le théorème de Skolem-Nœther [12, Ch. 8, th. 4.2], ces dernières diffèrent
d'un automorphisme intérieur. De plus, elles coïncident sur End^ T^i et
EndpW'2. Nécessairement cet automorphisme intérieur est défini par un
élément du centre de D. Quitte à modifier les formes <, >, par un élément du
centre de Z), on peut supposer que la forme alternée <, > est égale à <^, ^>.
Les formes hermitiennes <: ,>z sont nécessairement non dégénérées comme
<, >. Déplus, H = End^ \}'\nO(Q) == UÇW^r.OÇQ) et H ' = U(W^O(Q).

ii) Identification de <,>i et <,>2
On étudie chaque cas séparément :

• Cas a_. Comme <, > est alternée, il en va de même d'une des formes
<,>,- . Par exemple, <, >i est alternée. Alors, <, >2 est symétrique.

Soit V = {v ç W-2, < v, v >2= 0}. Le sous-espace vectoriel TVi (^p ^' est
un sous-espace vectoriel de TV H H'F-stable. Donc, W]_ (^!F ^' est 0 ou W.

Si T7i 0^ V = 0 i.e. V = 0, alors U(W^) est réduit à {id} (car
u(w'z) 4- ^'2 ^ ^ pour tout u'2 G W^ et tout u ç. U(W^)) d'où H ' = {id}. On
n'obtient pas de paire duale non triviale.

Si TVi 0F V = W i.e. V = Tl'2, <, >2 est alternée.
Dans ce cas, les formes <, >i sont alternées.

• Cas b. Toute forme hermitienne <, >?• définie sur Wi est tracique.
La forme (u'i 0 w^^w[ 0 w^) i—> Ï ^ F ' / F ^ ^l'^i >i< u '2îw2 >2) est donc
alternée. Aucune hypothèse supplémentaire n'est nécessaire.

• Cas ç_. Ramenons-nous au cas où r est l'involution canoniciue TO de
D. Par le théorème de Skolem-Nœther. il existe un élément d de D tel que,
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pour tout x dans jD, r{x) = dro(x)d~1. Alors

< Wi 0 W2, W[ 0 W2 >= ̂ |F((^"1 < Wi,w[ >i< W2, U'2 >2 ûQ, U',, U^ 6 TV,.

Or d"1 < ,> i (resp. < ,>2 d) est une forme hermitienne (relativement à
l'involution canonique) sur TVi (resp. W^) et son groupe d'isométries est
toujours î/(TVi) (resp. U{W^}.

On peut donc supposer que r est l'involution canonique.
Considérons le sous-espace vectoriel \\ de T7i formé des vecteurs u'i de

TVi tels que < ^'1,^1 >i soit une trace de D (i.e. < z^i.wi >iC F). Alors
V\ 0F W2 est ffJî'F-stable : Vi 0p 172 est donc {0} ou W.

Dans le premier cas, U(W\) est réduit à l'identité [4.§3] : on n'obtient pas
de paire duale non triviale.

On s'intéresse donc au deuxième cas c'est-à-dire le cas où < ,> i est
tracique. Pour des raisons analogues, seul le cas où < , > 2 est tracique peut
fournir une paire duale non triviale.

Quand < ,> i et < ,>2 sont traciques, on vérifie comme précédemment,
que la forme <, > est bien alternée.

Les formes hermitiennes <, >i sont donc traciques.

• Cas d. On a alors

< U?i 0 U'2, w[ 0 U'2 >= t 0 tr^)|^(< •«.'I, 1L'[ >i< U-2, W'ï >2).

Prouvons qu'elle est alternée si et seulement si

(, ) : (îl'i 0 U'2, ZU[ 0 W^) 1——> ^'D|E(< w!- w/! >1< ^'2. ̂ '2 >2)

est alternée.
Il suffit de montrer c{ue si (, ) est une forme bilinéaire JîTî'-mvariante sur

le E-espace vectoriel W telle que t o (, ) soit alternée, alors (, ) est alternée.
La forme (, ) est symétrique sinon il existerait deux vecteurs w et w'

de TVi 0£> W^ tels que {w, w ' ) - ( w ' . w) C Kert \ {0} et E = {(Xw.w') -
(zr', Xw), X ç. E} serait contenu dans Kert i.e. t serait nul. Soit V le sous-17-
espace vectoriel de W formé des vecteurs v tels que (r, v) ,= 0. Ce sous-espace
est stable sous H H 1 ' . L'hypothèse sur l'action de H H ' F sur W implique que
V est {0} ou W.

Si V == {0}, le groupe des isométries de (, ) est réduit à l'identité car, pour
tout élément a de ce groupe et tout vecteur w de TV, aw + w appartient à
V. Par conséquent, H = H ' = {id} : ceci ne convient pas.

Donc V = W c'est-à-dire cpe (, ) est alternée.
On obtient les mêmes résultats que précédemment.
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iii) Identification de H et H'.

LEMME. — II existe une unique forme quadratique q dont la forme alternée
est <, > et telle que U{Wi) C 0{q) pour i = 1 ou 2.

Démonstration : - Existence de q.
On détermine une forme quadratique q vérifiant les hypothèses voulues

dans les cas a, 6, c, d. Comme q est "associée" à <, >, il suffit de la déterminer
sur les u»i 0 W2, wi 0 w^ € W^ 0jr) W^.

Cas a : g(u?i 0 ̂ 2) = 0 pour tout zi'i 0 u'2 € W
Cas & et c : g(wi 0 w^) =< wi,wi >i< u'2,u'2 >2

Cas d : g(wi 0 W2) = ^ o g'(wi 0 wz) où g' est l'une des formes
quadratiques précédentes sur E.

Vérifions que U(Wi) C 0(g). Il est clair que U{Wi) est formé d'isométries
de <, >. Il suffit donc de montrer ciue, pour tout u ç U{Wi), u'i 0 IL^ ç W,

ç(u(î^i 0 z^)) = ç(^i 0 î^2).

Les trois premiers cas sont clairs. Le dernier est une conséc[uence des
précédents.

La forme quadratique q existe donc.
— Unicité de q.

Soit g' une autre forme quadratique sur TV ayant les mêmes propriétés
que q. Alors U(Wi) est contenu dans 0(q) n 0(q'\ donc dans OÇq + q ' ) . Or,
q 4- q1 est additive et définit une forme semi-linéaire de V dans F. Si g+g7 est
non nulle, son noyau Ker(g+g') est un sous-espace vectoriel de V stable sous
0{q-\-q') donc sous H H ' . Puisque {H, H ' ) est de type hermitien, Ker^+g7)
est nul. Alors 0{q + g') est {id} (car, pour tout a € 0(g + g'), pour tout
v ç Y, av 4- v G Ker(g + g')). D'où H = H ' = {id} ce qui est impossible. La
forme quadratique g + g' est donc nulle.

La forme g est donc unique et le lemme est démontré.

On en déduit :

LEMME. — Si (H, H') est une paire duaîe de type hermitien de 0(Q), alors
Q est la forme quadratique du lemme précédent. Par conséquent, H = U(}\\)
et H' =U(W^).

La démonstration est analogue à la précédente où Q remplace g' : en effet,
H et H ' sont contenus dans 0(Q) et 0(q) donc dans 0(Q + g).

La deuxième assertion est immédiate d'après i).

Ainsi, les paires duales relativement réductives de type hermitien sont
parmi les paires :
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a (SpWi^SpW^) où Wi est un F-espace vectoriel muni d'une forme
alternée < ,> i non dégénérée;

b (U{W-i),U{W'z)} où Wi est un F'-espace vectoriel muni d'une
forme hermitienne < ,> i non dégénérée et F ' une extension quadratique
séparable de F muni de l'involution r € GîA{F1'/F) \ {id} ;

ç. (^O^i), ̂ (^2)) où T7, est un jD-espace vectoriel muni d'une forme
hermitienne tracique <, >i non dégénérée, et D est un corps de quaternions
sur F muni de l'involution canonique ;

d l'une des trois précédentes où F est remplacé par F, extension
finie de F, à condition que TVi Ço W^ ^ W et la forme quadratique associée
aux formes <, >i soit Q.

Il reste à s'assurer que ce sont bien des paires duales relativement
réductives. On considère la sous-algèbre A de End^ W engendrée par L^W^).
Dans les trois premiers cas, A est contenue dans End^ TVi et son commutant
dans End F W\ est D par le lemme 1.3.

Dans le dernier cas, A est contenue dans Endf TVi et son commutant dans
End je; H7! est encore D par le lemme 1.3.

Par le théorème du bicommutant, A = Endp IVi. D'où

ZEndFU'-(A)=End^T72

et Zo(ç)(^(T7i)) = EiKb W^ n 0(Q) = L'O^).

De même, le commutant de U(W^) est U{W^). On obtient bien des paires
duales relativement réductives.

1.5* Paires duales relativement réductives de type linéaire.

On suppose maintenant que W n'est pas HH'F-simple.
Par hypothèse, il existe un sous-espace vectoriel propre V de W H H ' F -

stable. Comme (H, H ' ) est une paire irréductible, V est nécessairement
isotrope. Posons X = VnV^. Alors .Y est stable sous H H ' et est totalement
isotrope. De même, X± est stable sous H H ' . Soit Y un supplémentaire de
A'1 dans W stable sous H H ' . Alors X 9 Y est stable sous H H ' , et est non
isotrope. L'espace vectoriel W se décompose en (.Y © Y) © (.Y © Y)1, qui est
stable sous H H t ' . Comme (H, H ' ) est irréductible, (.Y © Y)1' est nul. D'où
W = X-ôY et dim.Y = dimY = n. Montrons ciue Y est totalement isotrope.

Le sous-espace Y est nécessairement isotrope sinon W = Y^Y1' et Y.Y1

sont ^fJfF-stables et [ H , H ' ) ne serait pas irréductible.
Alors Y n Y1- est un sous-espace vectoriel non nul, totalement isotrope

et invariant sous H H ' . En remplaçant X par Y n Y1 dans le raisonnement
précédent, on montre que dimV n Y1 = n = dimY d^où Y == Y1.
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II existe donc une polarisation complète de (TV, <, >) stable sous H H ' . Les
groupes H et H ' s'identifient à des sous-groupes de GLX. L'irréductibilité
de (H, H ' ) exige que X ne possède pas de sous-espace vectoriel propre stable
sous H H ' . En particulier, X' == {x ç X,Q(x) == 0} étant un sous-espace
vectoriel stable sous HH\ est {0} ou X.

Si X' = {0}, un élément u de H H ' est trivial sur -Y (car u(x) — x ç. X est
singulier) donc aussi sur Y : H = H ' = {id}. Ce n'est pas une paire duale.

Si X' = A', Q est déployée et ( H ^ H ' ) s'identifie à une paire duale
irréductible de GLX. D'après le lemme 1.2, il existe une décomposition de
X en produit tensoriel

X ̂  A'i ^)D A'2
où Xi est un P-espace vectoriel et D un corps contenant F dans son centre,
telle que

H = Endû A'i H GLoX = GL^X^ et H ' = End^ X^ H GLX = GL^X^

Réciproquement, nous supposons que Q est déployée et que H == GLr)X\^
Hf = GLr)X'î pour une décomposition en produit tensoriel d'un sous-espace
vectoriel singulier X. de dimension maximale.

Déterminons le commutant ZO{Q)(H) de H dans 0{Q).

LEMME. — Avec les notations précédentes, le commutant de H est :

0(Q) si F = FS et dimF.Yi = 1

SpD(X2 -r A'2*) si F == FS et dimp A'i = 2

GL^^X'-î) sinon.

Démonstration : L'action de H sur W définit une représentation semi-
simple de H dans TV. On a

TV c^ in^X-^ 9 in^X^

où A'i est la représentation naturelle de GLr)X\ dans A'i, A'j^ sa con-
tragrédiente et 7722 = dim^A'2.

Un élément g de Z O ( Q ) ( H ) est un isomorphisme de cette représentation
dans elle-même.

Si .YI et X^ ne sont pas isomorphes, g laisse stable les composantes ^A'i
et m^X^. L'élément g est donc un élément de GLX C 0(Q). D'où

ZO^W^ZGLXW^H'.
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Si X\ et X^ sont isomorphes et si r est un isomorphisme entre X\ et X^
alors, pour tout A G -Fx, on a

T o A?'d = \^lido r.

Donc tout élément de F^ est de carré 1. Le corps F est nécessairement F^.
On suppose donc F = F 2 et on pose

7721 = dimz; A'i, d = [D : F^} et K = F^,.

Le groupe K s'injecte dans GL[)X\ c^. GL(m^,¥^d). Les restrictions de X\
et X^ à K sont encore isomorphes. Soit P^ une clôture algébrique de F2.

Comme A'i est isomorphe à A'j", A'i 0^2 F 2 ̂  isomorphe à A'f (^'p^ Fs.
Maintenant, Xi (^p^ F 2 est une somme de caractères a de 7l" et X^_ est
nécessairement la somme des cr~1. Il existe donc un entier r, 0 < r < m-^d
tel que, pour tout x ç. K, x^^ = 1, c'est-à-dire que 2m:ld - 1 divise 'f 4-1.
On en déduit que m\d = 1 ou 2, i.e. D = Fs et dimp^ '̂i == 1 ou 2 ou bien
D = F4 et dimp, A'i = 2.

Etudions donc ces trois cas :

• Quand D == F^ et dim^ A'i = 1, H est {îd} d'où iî' = 0(Q).
• Quand -D = Fs et dim^ A'i = 2, A'i et Xf sont isomorphes et W

s'identifie, comme Jf-module à

T7^Xi0F, (X^-BX^)

L'espace vectoriel X^^X^ est muni d'une forme alternée et H = GL(2. F^) =
5p(2,F2). Le commutant de H dans 0(Q) est donc Sp(X^ 0 A'.|) d'après
l'étude du paragraphe précédent.

• Quand D = F4 et dimp^ A'i = 2, on considère un espace vectoriel
V sur F4 de dimension 2, muni de la forme q[uadratique ç, non dégénérée.
non détective d'indice 1. En choisissant une base hyperbolique (e,/) de Y,

on identifie H au sous-groupe de 0(q) formé des ( „ _i ) , a 6 F^. Or

û(î)est{(^ ^).(^ ^yaeF^donc^O^).

Le commutant de H contient donc Sp^^{X-2 ̂  Xî).
Réciproquement, soit (e i , . . . .e,^) une base de X'^ sur F4 et

(e-i , . . . , e-n^) la base duale dans Xî.
On considère la base hyperbolique (e, ,çe, : ,çe_^e_^) de Î7 sur F-j.

Soit û == ( j . On note A^ (resp. .4^-1 = A^1 ) la matrice 2m2 x 2/7M,

diagonale par blocs dont les m^ blocs sont égaux à a (resp. a~1) .
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En tant que sous-groupe de 0(Q), F^ s'identifie à

ïid (Aa ° ^ ( A û - 1 0 ^11
I'HO A^H 0 A^j}-

Soit ̂  ^ j un élément de 0(Q) qui commute avec F^. Alors

(11) a^+cb^id
et

fA^=.A. U^c=cA.

[A^=6^1 ^A^^A^

En décomposant a,b, cet d en blocs 2 x 2 : a == (a^), b = (^-), c = (c^-),
c? = (rffj) , (12) équivaut à : pour tout (i,j)

1) dij et d^- appartiennent à {0, id,a,a~1},

2) 6,, et c^ appartiennent à {o, ̂  ^ ,Q ^,Q ^}.

Ainsi, pour tout (z , j ) , Œ^- est une application Fs-linéaire de P^ej dans
P^ei telle que a^(e^) = 0 ou e^- ou çe^- ou <^- et ciij{çej) = 0 ou çei ou ce,
ou Ci respectivement. Donc a,ij est la multiplication par un élément de F4.

De même, &^-, cij et d{j sont des multiplications par un élément de F4.
Ainsi a, &, c et d sont à coefficients dans F4 et (11) implique que

(^ S)^PF.(A'2©A^).

Les résultats du lemme sont. donc démontrés.

On en déduit que (GI^A'i.GZ^A^) est une paire duale relativement
réductive de 0(Q) sauf si F = Fs et dirn^ A', <, 2, i = 1 ou 2.

On connaît désormais toutes les paires duales relativement réductives et
irréductibles de 0(Ç). On reconnait celles qui sont réductives grâce à la
remarque 1.1.

Ceci termine la démonstration de la proposition 1.1.
Remarque : II est clair que, si (H, H ' ) est une paire duale réductive de

0(Ç), les groupes H et H ' sont réductifs.
Si (H, H ' ) est une paire duale de 0(Ç), telle que H et H1 soient réductifs,

alors (H, H ' ) est relativement réductive.
En effet, l'hypothèse "W ff^'F-semi-simple" n'intervient, dans la dé-

monstration précédente, que pour déterminer les paires duales de type
linéaire. Dans ce cas, un argument analogue à celui de [8, Ch. I, 19] utilisant
l'hypothèse '-H et H ' réductifs" fournit le même résultat.
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§ 2. Paires duales réductives du groupe pseudosymplectique
Afin de développer une théorie analogue à celle de R. Howe en ca-

ractéristique différente de 2, il nous faut déterminer les paires duales
réductives d'un groupe pseudosymplectique (cf. I).

Ce paragraphe est consacré à la résolution de ce problème.
2.1. Réduction du problème

Les notations sont celles du §1.1.
Soit (G, G') une paire duale de PsB. On note G (resp. G') la projection

de G (resp. G') sur 0(Q).
DÉFINITIONS :
La paire duale (G, G') est réductive si W est GG ' F absolument semi-

simple.
La paire (G, G') est irréductible s'il n'existe pas de décomposition de W

en somme orthogonale stable sous GG'.
PROPRIÉTÉS. —

a. Toute paire duaîe (resp. paire duale réductive) est produit de paires
duales (resp. réductives et) irréductibles de PsB.

b. Restriction des scalaires : Soit E une extension séparable de F.
Soit t : E —> F un homomorphisme F-linéaire tel que la forme biîinéaire
(x^y) i—> t(xy) soit non dégénérée. Supposons W muni d'une structure de
E-espace vectoriel et soient Q' une E-forme quadratique sur W et B' une
forme biîinéaire définissant Q1 telles que

t o Q ' = Q et t o B ' = B .

Si (G, G") est une paire duaîe réductive et irréductible, non triviale de PsB'
alors (G, G') est une paire duale réductive et irréductible de PsB.

Démonstration de a. : Soit (G.G') une paire duale de PsB. Si elle n'est
pas irréductible, on considère une décomposition de W en somme orthogonale
stable sous GG' : W = TVi 9 W^.

Pour i = 1,2, on note B{ la restriction de B à W, x TV,, Qi celle de Q à
Wi et PsBi le groupe pseudosymplectique au-dessus de 0(Qi) relatif à Bi.

Soit G, = {(aiH.,,/|^),(a,/) e G} et G\ = {(a^f\w^. (cr.f) e G'},
i = 1,2. Alors G (resp. G') s'identifie à Gi x Gs (resp. G[ x G^).

Par le lemme 1.1, (G,, G;.) est une paire duale de PsBi et (G, G') est
produit de (Gi, G[) et (Gs, G^).

De plus, si (G, G') est réductive alors TV,- est G, ~G\ F absolument semi-
simple : (G,-,G9 est une paire duale réductive de PsBi.

En itérant, on montre la propriété a.
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Démonstration de b. : Comme E est séparable, l'application F-linéaire de
QaO^E) dans Qa{Wp) définie par :

fCQa{WE)——tofCQaÇWF)

est un isomorphisme. Le groupe P s B ' s'identifie à un sous-groupe de PsB
par : (a,/) i—> Ço-.tof).

Soit (G, G') une paire duale réductive de P s B ' . Montrons que le commu-
tant de G dans PsB est encore G ' .

En effet, si (a', //) est un élément du commutant de G dans PsB, a ' est E-
linéaire (prop. 1.1). Soit (o^/o) un relèvement de a1 à P s B 1 ' . Alors tQ Î'Q-\- f
est additive, et d'après ce qui précède, il existe fa € ôaO^E) telle que

t o / o + / / = t o / , i.e. / ' = = t o ( / o + / a )

L'élément (<7',/o + /a) appartient donc au commutant de G dans P s B '
c'est-à-dire G ' . Q

Sous certaines hypothèses, on construit des paires duales réductives et
irréductibles de PsB à partir de celles de 0{Q). En effet, on prouvera en 2.2i

LEMME 2.la. — Si (G, G') est une paire duale réductive et irréductible de
PsB,il existe une paire duale, relativement réductive et irréductible de 0{Q),
notée (Jï.Jï'), telle que :

G C H et G' C H ' .

En imposant que G soit isomorphe à un sous-groupe de 0(Q) (i.e. G) et
ciue G soit exactement jEf, on identifie des sous-groupes G possibles. Puis
en calculant les commutant et bicommutant de chacun de ces sous-groupes
(§2.3), on démontre :

PROPOSITION 2.1b. — Les paires suivantes sont duales, réductives, irréduc-
tibles et non triviales dans PsB :

1. Avec les notations de l'exemple 1 § 1 . 1 , si W est identifié à W et
que Q = Q',

a. la paire (SpW^.SpW^) si Wi est un P^-espace vectoriel de di-
mension 2, i = 1 ou 2.

b. Sinon, la paire (Sp\V\^0(q^)^) où q-^ est une forme quadratique
sur W^ dont la forme alternée est <, >^.
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2. Avec les notations de l'exemple 2 § 1.1, si W est identifié à W" et
que Q = Q", la paire (L\W^), U(W^)).

3. Avec les notations de l'exemple 3 §1 .1 , si W est identifié à W " ,
que le centre de D est une extension séparabîe de F et que Q = Q ' " , la paire
{GLoX-i, GLoX^) sauf si F = F2 et dimp Xi <, 2 pour i = 1 ou 2.

4. Les paires précédentes dans un groupe pseudosympîectique Psb,
défini sur une extension finie séparabîe E de F.

La démonstration décrit précisément les groupes qui interviennent dans
chaque paire duale (Cf.§2.2).

D'autre part,

THÉORÈME 2.1c. — Soit (G,G') une paire duale réductive et irréductible
de PsB.

i) Ou bien, (G,G') est triviale c'est-à-dire de la forme ({(zd,0)},PsI?)
ou, quand W est un plan , (Qa(^V), Qa(^V)) ;

ou bien, G et G' sont isomorphes à des sous-groupes de 0(Q).
iï) On suppose que (G^G') n'est pas triviale. Alors, H1(GG , Qa(^V))

est nul.

COROLLAIRE 2.1d. — -5'% (JC, K1) est une paire duale, réductive et irréducti-
ble de PsB alors toute paire duaîe réductive et irréductible, non triviale,
(G, G') telle que

G C ~K et 'G' C ~K1

est de la forme : G = sKs~1, G' = sJC^"1 pour un s € QaO^)-

Par conséquent,

THÉORÈME 2.1e. — Si {G, G') est une paire duale, réductive et irréductible
de PsB alors {G, G') est triviale ou apparaît dans la liste précédente.

2.2. Construction de paires duales réductives et irréductibles
de PsB

Montrons tout d'abord le lemme 2.la. __,
On différencie deux cas selon que W est ou n'est pas G G F-simple.

Premier cas : W est G G F- simple : (ZO(Q)ZO(Q)(G), ZQ^Q)(G)) est une
paire duale de 0(Q) telle ciue

G C ZO{Q)ZO(Q}{G} et G' C ZO(Q)(G).
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Elle est donc irréductible, de type hermitien donc relativement réductive (cf.
§ 1.5). Cette paire duale convient.

Deuxième cas : W n'est pas G G -F-simple. Il existe un sous-espace vectoriel
X qui soit G G -F-stable et non nul. Quitte à considérer XnX1' au lieu de A",
on peut supposer que X est totalement isotrope. Par le même raisonnement
qu'en 1.5, on prouve que G et G s'identifient à des sous-groupes de GLX^ qui
commutent entre eux et que X est de dimension maximale. Comme (G, G')
est irréductible, X est G G F-simple. Donc X est sing-ulier ou de dimension
1 et non singulier.

Dans le premier cas, il existe une décomposition de X en produit tensoriel,
X c^ A'i <^)D X^, D contenant F dans son centre, telle que

GcGLoX^ G' cGLoX^.

Si (GLr)X^^GLr)X^} est une paire duale, elle convient. Sinon, on prend
H = 5p(2, F2) et H ' = 5p(n, Fs) (cf. § 1.5).

Dans le deuxième cas, G G est réduit à {id}. La paire duale réductive
triviale convient.

Le lemme est donc établi.

Revenons maintenant à la construction de paires du aies réductives. On
distingue trois cas selon la nature de H : unitaire, symplectique ou linéaire.

Les notations sont empruntées au paragraphe 1. On note Gf le commutant
de G dans PsB.

Remarque : Soit B' une autre forme bilinéaire définissant Q. Si l'on
détermine une paire duale réductive et irréductible (G, G ' ) dans PsB1^ on
obtient une paire duale réductive et irréductible de PsB en prenant les images
respectives de G et G1 par un élément de IÇB^B) (Cf.I.1.3).

Cas unitaire : Dans ce cas, -B est, à une forme alternée près, la forme bilinéaire
B" définie par

B"(lL\ 0 1^2, w[ (^ W'^) = tr^\F(£, < w!- wf! >1< w^ ^2 >2)

où ç est un générateur d'une extension quadratique séparable de F contenue
dans D.

On peut supposer B == B7'. Le groupe G = {(a- (5)^ K^,O),O- ç UÇW^)}
est un sous-groupe de P s B " . Calculons G ' ' .

Soit (cr',/') ç G". Comme G C U(W^), f est nécessairement additive et
invariante sous G.
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Soient {e^, 1 ̂  i< n} une base orthogonale de W\ et Si une quasi-symétrie
de vecteur C{ différente de l'identité. Puisque (a',/') commute avec S{ pour
tout i G {1, • • • , n}, on obtient :

f'((si 4- ^)Cî ^) w) = 0 pour tout w G W^ et tout z e {1, • • • , n}

4^ /'(e, 0 w) == 0 pour tout w ç. W^ et tout i ç. {1, • • • , n} car {s{ + id)ei
est colinéaire à Ci , non nul (5i 7^ zd)

^ /' = 0 sur 17.

Ainsi G1 = {(a, 0), a € ^(T^)}.
Par symétrie des rôles de G et G', le bicommutant de G' est G : (G, G1)

est une paire duale de PsB.
Cas sympîectique :Alors, B est, à une forme alternée près, la forme bilinéaire
B' définie par :

B\W\ ̂  U'2, Zv[ 0 W^) == &l(wi, w[) < W2, U'2 >2, Wi, W\ ç. Wi,

où &i est une forme bilinéaire définissant <, > i.
Notons ci la forme quadratique définie par &i. On choisit &i pour que

0(çi) contienne un élément <7 tel que (a + ?^) soit inversible.
Considérons la forme bilinéaire b définie par :

6(t^l 0 Z^2, ̂  (H) ^2) =< î^l, î̂ 'i >l &2(^2/^2)

où &2 es^ une forme bilinéaire définissant < , >2- Alors b + B' est alternée.
Comme H se relève à Psb par cr i—^ (c^O), il se relève à PsB' par
a i—> /?((7,0) où /5 6 Z(&,B'). Les sous-groupes de PsB' obtenus sont :

Gq, = {(a ^F idw.Ja) € PsB'\(7 ç. SpW^

et jfcr(^l ^ ^2) = (&l(^^l,CT^l) + ^l(^l, ^l))ç2(^2)}

où 92 parcourt l'ensemble des formes quadratiques sur 1̂ 2 dont la forme
alternée est < , >2.

Calculons maintenant le commutant G' de G = Gq^. Nécessairement, G
est contenu dans SpW^. Soit (a',/') e G ' . Alors
(13) /' est additive car G' C PsB,

(14) /' + ïa ' o 1 = f<r + // • (7 pour tout (a, /<,) E G

i.e. /'((a + 1)^1 0 W2) = (^i(<7îi'i,au'i) + ^1(^1, wi))^^'^) + 92(^2))-
u', e Wi, a ç 5pT7i.

En particulier, si a ç: 0(çi) C 5'pTVi,

/'((a + id)u^ 0 îi^) = 0.
Donc. grâce au choix de &i, /' = 0.
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• Si F 7^ F2 ou dimpTVi > 2, il existe un élément a ç. SpW\,
n'appartenant pas à 0(çi). On déduit alors de (14) que a ' ç 0(92).

Ainsi G' C {(a'.O),^ € 0(ço)} C G" d'où régalité G" = {(a'.O),^ ç
Û(Ç2)}.

• Si F = F2, et dimpTyi = 2, G' C {(cr'.O),^ e ^pT^} C G', donc

^^{(cr'.O^G.SpWj.

Calculons G", le commutant de G'.
• Si F 7^ F2 ou dim^TVi > 2, G est contenu dans Zo(Ç)(0(ç2))-

On déduit du lemme 1.3 que Zo(ç)(0(ç2)) est SpW\ si (W^ç^) n'est pas
un plan hyperbolique sur F2 et qu'il contient SpW\ et 0(92) dans le cas
contraire.

Dans le premier cas, on déduit que G = SpW-^. Soit (cr, /) € G " ' . Alors

f^fa+fa, faÇQa(W,)

et fa ' ^ = fa pour tout cr' 6 0(ç2) i-e. /a = 0.

Donc G" = {(a, fa\ cr € ^TVi} == G.
La paire (G, G') est duale.
Dans le deuxième cas, G" contient G et 0(q-^). De plus, 0(92) permute

les deux copies de W-^ : il n'est donc pas contenu dans G. Ainsi

G" ^ G

et on n'obtient pas de paire duale.

• Si F = F2 et dimTVi =2 , G' == 5pî72 a pour commutant 0(çi)
et 0(çi) = SpW-i d'où (5pH''i,5pTV2) est une paire duale.

On a donc les paires duales :

(Spq^W^.OÇq^)) où \V\ n'est pas un F2—espace vectoriel de dimension 2
et (W^Ç2) n'est pas un plan hyperbolique sur F2

(^Sp^Wi, SpW^) où TYi est un F2—espace vectoriel de dimension 2.

(7a5 linéaire : Alors, notons Y un sous-espace vectoriel singulier de dimension
^, supplémentaire à .Y et B ' " la forme bilinéaire définie par :

^''(.r+î/.^+^^.r.^, ^,^€.Y, y^' ç Y.
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La forme B 4- B " ' est alternée. On peut la supposer nulle.
Soit G = {(cr,0),<7 € GLoX-i}. C'est un sous-groupe de P s B ' " . Alors G'

est contenu dans GL^X^. Donc (cr, /) € G si et seulement si

f a e G'IpA'2

[ / est additive et invariante sous G.

Or G agit transitivement sur .Yi et X{. La forme quadratique / est donc
nulle sur chaque copie de A'i © X{ donc / est nulle sur W. D'où

^=={((7,0) , açGLDX^}.

Par symétrie, le commutant de G' est G. On obtient donc une paire duale
de PsB sous les hypothèses de la proposition 1.1.

La proposition 2.1& est la synthèse des résultats obtenus au §2.2.

2.3. Démonstration du théorème 2.1c et de son corollaire

i) On démontre tout d'abord le

LEMME. —
1. Si K est un sous-groupe de PsB, K H Qa<JV) est un sous-groupe

distingué de K et un s ous-K-module de <3a0^)-
2. Si un sous-groupe K' de PsB commute avec K, alors K est

contenu dans Ç) 0(fa) et K H Qa(W) est un sous KK' -module de
fa(=Kr\Qa(W)

Qa{W). Si, en outre, (K.K1) est une paire duale, KïïQaÇW), K'F\ Qa^V)
et KK' n Qa{W) sont des KK' F-module s.

En effet, K n Qa{W) est un sous-groupe distingué de K car Qa(W) est
distingué dans PsB.

De plus, le conjugué de (id, fa) € AU Qa(W) par (cr,_/) € K est (id, fa •cr)
qui est encore dans Kr\Qa(W) : K'HQaÇW) est un sous A'-module de Qa^V)'

Soit (o-',/') € K ' . Si (id,fa) € K, (cr^f) commute avec (id.fa) i.e.

fa'^= fa

donc 'K1 C n0(/û), où fa parcourt Q^W) H A'. __
Par conséquent, KnQa(W) est stable sous l'action de KK i.e. A'nQa(TV)

est un KK -module.
On suppose que (A', A'') est une paire duale. Si À € F et / e A' n Qa(^ ),

(id,\f) commute encore avec A'' : (id, \f) est un élément de Qa(W) H K.
Donc K H Qa(W) est un ~K A'F-module. De même, K ' H Qa{W) et KK1 n
Qa(W) possèdent une structure de A A' F-modules. Q
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Soit {G,G') une paire duale réductive et irréductible de PsB. On re-
marque que les sous-G G'F^modules de Qa(W) sont en bijection avec les
sous-G G'F-modules de W ou W © W suivant que F est fini ou local. Cette
correspondance est donnée par :

(15)
si F est fini,
fQa(W) —— W

\ f i—> v tel que /(w) =< w, v >2 pour lu ç. W

si F est local,
Qa{W) —> Tvew

/ i—> vi 4- v'2 tel que f(iu) =< w, L'i >2 +TTF < zi», 1:2 >2

pour w ç TV et TT? une uniformisante de -F.

D'après le lemme précédent, GG' n Qa(^V) est un sous GG'F-module de
QaO^)- S'il est nul, G et G7 sont isomorphes à des sous-groupes de 0{Q).

Sinon G H Qa(W) ou G'n Qa(TV) n'est pas nul : supposons, par exemple,
que G H Qa{W) soit non nul. Alors G n Qa(T7) contient un sous-GG'F2-
module simple de SaO^)? formé de formes quadratiques additives invariantes
sous G . Par (16), ce sous-module correspond à un sous-G G'F-module simple
N, de W ou W 9 W, selon que F est fini ou local, formé d'éléments invariants
sous G .

Si W est G G F-simple alors N est isomorphe à W et G' est trivial. Si
G' H QaÇW) est nul, (G, G') esUa paire {PsB, {{id, 0)}). Sinon, par le même
raisonnement, on montre que G est {id}. La paire (G, G') est donc une paire
duale du groupe abélien Qa(W) donc G = G' = Qa(W)' Elle est irréductible
si et seulement si W est un plan (sinon W est somme orthogonale de plans
stables sous G G = {id}.).

Si TV n'est pas G G F-simple, il existe un sous-espace vectoriel X de W,
totalement isotrope de dimension maximale, G G F-stable et G G'F-simple
(Cf. §2.2,démonstration du lemme 2.1.a). Par conséquent, W est somme de
composants simples X ou .Y*.

Ceci entraîne que tout élément de G' est trivial sur .Y ou .Y*. Donc, G'
est réduit à {id}. On conclut comme au cas précédent.

ii) On note (H, H ' ) une paire duale relativement réductive et irréduc-
tible de 0{Q) telle que

GCH et G ' C H ' .
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LEMME a. — Si le centre de ~G 'G1 n'est pas trivial, alors H^ÇG G', Qa(W))
est nul.

Démonstration : Montrons que, quel que soit l'élément g du centre Z de
G G distinct de id, (g + id) est inversible.

Soient g un tel élément et V = Ker(^+ id). Le sous-espace vectoriel V est
stable sous G G" et strictement contenu dans W. D'après ce qui précède, V
peut être {0} ou un sous-espace vectoriel totalement isotrope de dimension
n. Dans ce cas-ci, g serait trivial, donc V est nécessairement nul : (g + id)
est bien inversible.

Par un argument standard, on obtient : H^{Z, Qa(W)) = 0. On en déduit
le lemme en appliquant la suite de Hochschild-Serre [13].

On suppose désormais que le centre de G G (qui contient ceux de G et
de G ) est trivial.

LEMME b. — En tant que groupes, H1 (G G , (3a(TV)) est isomorphe à
(H^G^W)0')^^.

Démonstration : On applique la suite de Hochschild-Serre au groupe G G
et à son sous-groupe distingué G :

0 —^ H\G\ Qa^vf) -^ H\GG\ Qa(W)) -^

H\G, Qa{W)f' -^ H\G'. Qaiwf)

où l'action de G sur H1 (G, Qa(W)) est donnée par :
si <j' e G et d ç, Der (G, Qa(^Q)î alors a ' ' d est l'image de la dérivation

a ̂  (d(a)) • a ' dans H1 (G, Qa(W)) ;
et où r est l'homomorphisme induit par la restriction :

a ç Der(GG\ Qa{W)) —— c^ e Der(G. Qa(W)).

Or, pour toute forme quadratique / de Qa^)0' (K^/) commute avec G
donc appartient à G' : par z) , QaO^)0 ^st nul. D'où

H\GG'. Qa(W)) ̂  H^G. Q^W))0'.

De plus, Qa{^V) c± W ou W © W selon que F est parfait ou non, et
G G respecte cette décomposition, donc :

H^G.QaÇW))0' ^ (H^G.W.f')^''^.

D
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Montrons donc que H^-ÇG.W)01 est nul. On distingue deux cas suivant le
type de (^JT).

1. {H, H ' ) est de type hemûtien : il existe une décomposition de W
en produit tensoriel hermitien : W c^ TVi Ç^D ^2 telle que

GCH ==^(TVi),

G' C H ' = U{W^}.

D'où,

H^G.W)0' ^ ^(G.lVi ^D W^' ^ H\GW ^D ̂ f.

On conclut par :

LEMME c. — W?1 = {0}.

Démonstration : II suffit de remarquer que :
- l'irréductibilité de (G, G') implique que G' ne laisse stable aucune

décomposition en somme orthogonale de W^.
- l'action de G sur W^ est semi-simple.

Si Wf' est non nul, un raisonnement analogue à celui du § 1.5 démontre
l'existence d'une polarisation complète de W^ stable sous G : W'^ == ̂ œ^.
où A'2 C Wf'. En outre, tout élément a1 de G' agit trivialement sur A'2,
donc sur W^. Par conséquent G' est {(îd,0)}, ce qui est exclu. Q

2. (^^/) est de type linéaire : soit X©V une polarisation complète
de W stable sous ~G~G1. Alors, ^(GJV)^ s'identifie à deux copies de
^(G.X)01. Comme précédemment, il existe une décomposition en produit
tensoriel de X : X c^ .Yi 0o X^ telle que G C GZ^Xi, G C GLoX^.

Donc _ _^
Iî1 (G, A' )^ ^ 7ï1 (G, Xi ) 0D A^.

L'irréductibilité de (G, G7) implique ciue Xf est nul ou A'2.

Si Xf = A'2, G' = {(^,0)}. Ce cas est exclu.
Si Xf = 0 alors H^G.X)^' = {0}.

Ceci termine la démonstration du théorème.
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Démonstration du corollaire '.
S'il existe s G Qa(W) tel que G C sKs~1 et G' C 5A''5~1 alors

G = sKs~1 et G' = ^A'^"1 (car (G*, G') est une paire duale).
Par hypothèse, tout élément g de G G s'écrit : g = k - (î'd, 6 (g)), k ç. K K ' ^

6(g) € Qa(^V)' Alors 6 définit une dérivation sur G G à valeurs dans Qa(W).
Par le théorème précédent (iii), 6 est nécessairement intérieure : il existe
/ 6 Qa(W) telle que :

VaeGG' , 6 (a )=/ . (a4- l ) .

Alors 5 = (z'd, /) convient. []

2.4. Démonstration du théorème 2.1e
On peut supposer que (G, G") est une paire réductive et irréductible non

triviale de PsB.
Soit (H, H ' ) une paire duale réductive de 0(Q) telle que :

G C H et ~G' C H ' ( lemme 2.la.).

Si (H, H ' ) n'est pas {SpW^.SpW^) alors par le corollaire 2.1d, (G, G7) est un
des relèvements de {H, H ' ) à PsB décrits dans la proposition 2.1&.

On suppose donc que H == SpW\ et Jï7 = iSpïys. Grâce au corollaire 2.1d,
il suffit d'établir le

LEMME. — Si G C H et ~G' C H', alors G C û(çi) ou G' C O(q^) pour
une certaine forme quadratique qi sur Wi, dont la forme alternée associée
est<,>i.

Démonstration : Montrons d'abord que SpW^ ==U 0(ç) où q parcourt
Q

l'ensemble S des formes quadratiques sur W^ dont la forme alternée est <, >2.
Soit a ç. SpW^. On choisit une base (e i . . . ,e^) de W^ telle que

(er+iî • • • ,em) soit une base de Ker(l 4- cr). La matrice de (a - id) dans
cette base est de la forme

m = ( S [ 0 ) où S est une matrice m x r de rang r.
r rn—r

On note Ss la matrice obtenue à partir de S en élevant chaque coefficient
au carré. Alors, ^2 est de même rang r que S puisque, pour toute matrice
carrée M^ on a

dét M2 = (dét M)2.
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Si q ç. E^ q est invariante sous a si et seulement si

Vz e {!,..., m}, ç(cre,) = ç(e,)

( ç(ei)\ /ûi\
i.e. ^2 • ; = ( \ j où les ai ne dépendent que de a.

ç(enz)/ Va,/

Or le système
^i \ /û i '

^

< 3;̂  / \ Qr

possède au moins une solution : il existe donc q 6 £ telle que a 6 0(q).
D'où, 5pTV2 C U 0(q). L'inclusion inverse étant claire, on a l'égalité.

qç.£

Ainsi G' = U G^ avec Gç = G' H 0(ç).

Quitte à transporter la situation par un isomorphisme convenable, on peut
supposer B = b\ <, >^ où &i est une forme bilinéaire définissant <, >i.

Soit ç ç <?. Le groupe ĵ̂ IVi • 0(q) se relève à PsB par :

f (a,0) si a€0(ç)
ah-^ l^/ç.a) si aCSpW^

OÙ fq,a(wi ^> ^2) == (^l(<7^1,CT^l) + ^l(^'l,^l)) • ç(^'2).

On a alors deux relèvements de G G à PsB puisque G G est un
sous-groupe de G G (qui s'identifie à GG') et de SpW^ - 0(q). Ces deux
relèvements diffèrent d'une dérivation de G Gq à coefficients dans Qa(^V)
que l'on note dq. De plus, par la suite d'Hochschild-Serre appliquée à G Gq
et son sous-groupe Gç, nous obtenons :
(16)

0 -^ H\G^ Qa{W)Gt.) —. H\GG^ Qa(W)) —. H\G'\ QaÇW^ = 0

Première étape : Supposons que QaÇ^V)0'1 = 0. Alors, dq est intérieure et,
quitte à conjuguer G G' par un élément de Qa{^V), on peut supposer dq = 0.

Si G' = ~G'q alors G' C 0(ç) et le résultat est établi.
Sinon considérons un élément a ' de G \ Gq et la forme quadratique

q' = q . o-7. Soit (a', //) l'élément de G' au-dessus de a'. Il commute avec
G, d'où

VaGG, /^ .a+/ /=/ / •a+/^
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ce qui équivaut à

Va ç G, Vw, ç TV,, &i((7Wi,awi)(ç(or'u-2) + 9(^2)) + f\crw^ ^ w^)
= &l(wi,Wi)(ç((7'U-2) + Ç(î^)) + /^'l ^ ^2).

En choisissant u?2 G H^ tel que qÇa'w^} + ç(u-2) 7^ 0, on définit une forme
quadratique ci sur W^ par

îl(u!l) = g^Kg^/^'10 W2) + &l(îr1'wl)-
Sa forme alternée est < , >i et son groupe orthogonal contient G. Sous notre
hypothèse, le lëmme est donc établi.

Il reste à prouver l'existence d'une forme quadratique q de E telle que
QaÇW)0'! = 0. Pour cela, il suffit de construire un élément a ' de ~G1 tel que
id + o ' soit inversible.

En effet, si G contient un tel élément a', on choisit q ç. S invariante sous
<j'. Alors

QaÇW)0. C QaÇWy1 = {/ G Qa(W) [ / = 0 sur TVi 0.1m(^+ cr')} = {0}.

La forme quadratique q répond donc au problème.

Deuxième étape : Construction de a ' .
Nous ne considérons désormais que les formes quadratiques q ç. E telles

que Gq -^ {id}. Nous notons Wq le sous-espace de W^ engendré par les
ïm(id+ cr) quand a parcourt Gq (Wq est donc non nul).

Remarquons que si Wq est ç-singulier ("totalement isotrope" suffit), Wq
est contenu dans Wq- = FicreG' Ker(î'd + o-) car Gç C SpW^. Ainsi, tout
élément de Gq est d'ordre 2.

Par conséquent, si pour toute forme quadratique q ç E, Wq est singulier.
G ne contient que des éléments d'ordre deux : il est donc commutatif. Tous
ses éléments non triviaux conviennent car Ker(?'d + a') est un sous-espace
vectoriel propre de W'2 stable sous G : il est donc nul.

Supposons qu'il existe une forme quadratique q 6 E pour laciuelle Wq n'est
pas singulier. Soit u ç. Wq tel que q(u) ̂  0 et r la transvection ç-orthogonale
de vecteur u. Montrons que r appartient à, G c'est-à-dire qu'il existe un
élément (r,/) de PsB ciui commute avec G.

D'après (16), G = {(a, fq^ + <5g(a^+ fq • (cr + id)), a ç G} où 6q est une
dérivation à coefficients dans Qa^W)0^ et fq ç Qa(W). Quitte à conjuguer
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GG', on peut supposer fq nulle. Alors, r se relève à P^B en (r,0). Montrons
que (r, 0) commute avec G.

En effet, puisque QaÇW)01. = {/ € SaOV) | / = 0 sur T7i ^ TVç}, r agit
trivialement sur SaO^)^. Donc

V(<7, /ç,a + (5ç((7)) € G, (T, 0)((7, /ç^ 4- <W) = (ï(7, /ç^ . T + ̂ (â) . ï)

= (^T, A,a + W) = ((7, /ç,^ 4- W) . (T, 0).

Ainsi r ç G .

Puisque G ne laisse stable aucun sous-espace vectoriel non trivial de W^, il
existe (m-1) éléments (71,0-2, ...,cr^_i de G7 tels que (u.cr^u^a^u, ...,(7^-1^)
soit une base de W^. Pour î = 1,..., m-1, notons r, = cr^rcr^1 la transvection
de vecteur aiu (ri ç. G ) et posons cr' = Tm-i7m-2...nT. C'est un élément de
G1. De plus, O-' + îd = (ï,n_i 4- 2'd)(Tnz-2...TlT) + (ïm-2 4- zd)(T^-3...TlT) +

•••+(Ti+îc?)T4-(r+^), chaque application linéaire Ti-\-id ayant pour image
la droite engendrée par 0'iU. Donc

Ker((7' + id) = ?) Ker(ïi 4- id) n Ker(r 4- id) = 0.

§3. Restriction de Pextension métaplectique aux paires duales
réductives
_Si G est un sous-groupe de PsB, on note G son image réciproque dans
PsB.

3.1. Réductions du problème

i) D'après l'étude faite au paragraphe 1 § 2, l'extension métaplectique
n'est pas scindée au-dessus des paires duales triviales.

h) Supposons que (G, G') soit une paire duale réductive, obtenue par
restriction des scalaires. Il existe donc-une extension convenable E de F, un
homomorphisme tr : E —> F tels que :

- la forme bilinéaire ( x , y ) i—> tr(xy) soit non dégénérée.
- W est muni d'une structure de jE^-espace vectoriel et d'une forme

bilinéaire BE telle que ^r o BE = B.
Soit -^E le caractère de E défini par C'E = '̂ o tr. Alors

^E o BE = '0 o B
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et en utilisant le modèle décrit en 1 §2.2, nous allons montrer que :

r^ = r^\psBE

où r^ (resp. r^) est la représentation métaplectique de PSËE (resp. PsB)
relativement au caractère ̂  (resp. ^).

Démonstration : On définit le caractère ^x E du sous-groupe X x E de
^(B£) par :

^Y,£((^,0)) == ^((^O)) pour tout x G X

^ ^Y,E((0,f))=^(f) pour tout t G j ^ .

Alors

(PïÇX^x) ^S(Y)-^ ^{X^x,E)

\ ^ 1—> Ç1 telle que ^ ( x - ^ y . t ) = ̂ (x+îj.trt)'

On note i cet isomorphisme. Il entrelace les représentations r^p^^ et r^.
En effet, soit s = (a,/) ç Pé-B^. On note 5' = ((7,trf) son image dans

P5-B. On a :

{w, e TV/Va: e xnax, ^x,£(^)^,£(^-l^)^(^(^^)) = ̂ E(< x.iu, >)}
= {w,/ ç W/\/x G A'ncrA-, ^Y(.ï)^Y(5•/-l.r)^v(^(^^^)) = ̂ (< ^,î^/ >)}.

D'où si a C StabX, pour tout (j) ç. 7i(X, ̂ y), tout h € H(BE),
r^(s)i(à){h) = ^•((^-l(w,/l)) = p(5/-l(w,(u•.^))) = ^^(^^^(/z).

Si cr ^ StabX, pour tout ^ € 7^(X,^), pour tout ^ ç H(BE), un calcul
analogue montre que : r^^(s)(i((f)))(h) = î(r^(5')o)(/?,).

Ainsi
^f; ° î= ^^IP^BJE:-

Par conséquent sijjimage réciproque de GG' dans PSËE est scindée, elle
l'est encore dans PsB.

Il suffit de considérer les cas où E = F, c'est-à-dire les paires duales
réductives et irréductibles, non triviales et non obtenues par restriction des
scalaires. On les regarde dans un groupe pseudos^-mplectique PsB de notre
choix, le résultat étant indépendant de ce choix. On prend, dans chaque cas,
la forme bilinéaire B définie au paragraphe 2.2.

iïi) La dernière réduction se fait grâce au
LEMME. — Soient K et K/ deux sons-groupes de PsB. On suppose que
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1) K et K1 commutent,
2) pour tout élément (cr,/) € K, la restriction de ̂  Q f à Ker(id+a)

est triviale. ^
Alors K et K' commutent dans PsB.

Si (G, G') est une paire duale réductive, irréductible, non triviale, alors G
et G' vérifient les hypothèses du lemme. En effet, par le choix de B, l'un au
moins des deux groupes, par exemple G, est de la forme G = {(<7,0), a 6 G}.
La condition 2 est satisfaite ainsi que^la première.

Ainsi G et G' commutent dans PsB. Si l'extension métaplectique est
scindée au-dessus de G et de G\ alors elle l'est au-dessus de G G ' .

Il suffit donc d'étudier la restriction de l'extension métaplectiq[ue au-dessus
de chaque composante.

Auparavant, démontrons le lemme ci-dessus. La démonstration est sem-
blable à celle des autres caractéristiques [8, Ch. II].

Dans un premier temps, on définit pour chaque élément s de^ PsB
satisfaisant la deuxième hypothèse, un élément M tel que {s^M) £ PsB.

Dans un deuxième temps, on montre _gue si s ' est un élément de PsB
qui commute avec s alors un élément de PsB au-dessus de s ' commute avec
(<5,M). D'où, le lemme précédent.

Soit s == (o-, /) ç. PsB tel que ^ o / = 1 sur Ker(id 4- cr).
Alors, la fonction w i—> ^(Q(zu) + /(w) + B{aw, w)) est constante sur les

classes modulo Ker(z'd + cr). On définit M comme suit.
Soit dw une mesure de Haar sur l'espace vectoriel T7/Ker(?'d+ a).

- Si F est fini

M - v = / ^(Ç(u')+ < crw.w >)p^{(s -h id)iu) ' vdw, v € V
Jw/KerÇl+cr}

où (s + id)w désigne l'élément 5(w,0) • (w,0) de H(B).
- Si F est local, pour un réseau L de W/Kei(id 4- or), on définit

MLV = / ^'(Q(w)-h < o-w, w >)p^((s + id)w) - vdw, v 6 V
JL

Pour tout v, il existe un réseau Ly de W/Keï(id 4- cr) tel que pour tout
réseau L contenant £y, MLV est indépendant de L. Soit -Y cet élément.

Tout le reste de la démonstration se déroule comme dans [8 Ch II].
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3.2. Scindage au-dessus des composantes des paires duales

Cas de GLX^ et GLX^.
On est alors dans la situation décrite jen 1 §2.2.1. Les groupes GLX^ et

GLX'2 sont des sous-groupes de GLX et PsB est scindée au-dessus de GLX
donc également au-dessus de ces sous-groupes.

Cas de SpW^ et 0(92).
Comme précédemment, OÇq^) est un sous-groupe de GLX. L'extension

métaplectique est scindée sur O(q^). Le même argument est valable pour
montrer que la restriction de PsB à SpW-^ est scindée quand ^2 ^t déployée.

En effet, il suffit de considérer le groupe pseudosymplectique P s B ' où

B'(u'l 0 W2, w[ 0 W'^) =< U'i, w[ >i< X-2, ?/2 >2

avec X^ Œ) Y^ == T^ ^n^ polarisation complète en espaces singuliers,

2 == 3*2 + 2/2- ^2. ̂  e ̂  î/2î ^2 € y2•u?2 = 3*2 + V2 et u?2 == 3*2 + ̂

Alors, -Y' == W\ 0F X'z est singulier et il existe un isomorphisme entre
PsB et PsB1 tel que l'image de SpW\ soit contenue dans G L X ' ' .

Si Ç2 n^est pas déployée, on considère l'espace vectoriel quadratique W^,
somme orthogonale de deux copies de W^, muni de la forme quadratique
déployée q^ telle que, pour tout (u',î</) 6 W^ q'^(w, «/) = Ç2(^0 + Ç2(^?/) =
^(a'*^7) + b^w' ,w ' ) . Le groupe ^pTYi se plonge dans ?5(<, >i 0(^2 © ^2))
en prolongeant chaq[ue élément par (zc?,0) sur le deuxième facteur. D'après
ce qui précède, l'image réciproque de SpW\ dans P6-(<,>i 0(^2 © ^2)) ^st
scindée et par le lemme 1 2.3b, l'extension métaplectique PsB au-dessus de
SpW-i est encore scindée.

Dans tous les cas, la restriction de l'extension métaplectique à Sp\\\.
0(q^) et SpW^ est scindée.
Cas de U(W^) et U(W^

Quand F est fini. cette question a été étudiée par P. Gérardin [5] :
l'extension métaplectique restreinte à U(Wi) est scindée.

On suppose donc que -F est un corps local et on se ramène au cas où TT'i
est un plan hermitien hyperboliq[ue sur une extension quadratique F ' de F
et 1^2 est de dimension 1.

i) W^ est un jD-espace vectoriel muni d'une forme hermitiemie non
dégénérée. L'existence d'une base orthogonale et le lemme I.2.3a permettent
de supposer que dim^) W^ = 1.
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ii) Supposons que D soit un corps de quaternions sur F. Alors W^
s'identifie à D muni de la forme hermitienne : < d,d1 >2= cW où a € F.

Le corps D s'écrit :
^=F(^i)+F(^2

où ^i engendre une extension quadratique séparable de F notée F', et ^
engendre une extension inséparable, quadratique de F.

( . j) __). F '
Soit p : <. . L'espace vectoriel (Wi,p(<,>T, a)) est un

I, X ~r Î/Ç2 1——^ ^
espace vectoriel hermitien sur F' noté W. On a

<>=frj^p(<,>i a)

et Î7(l7i) C ^(TV) C PsB.

S'il existe une section de U{W) dans Î7(W), alors sa restriction à U(W^)
définit une section de U(Wi) dans U(W^) : il sufilt donc de montrer que
U(W1) est scindée au-dessus de U(W).

On suppose désormais que D = F' est une extension quadratique
séparable de F.

iii) En considérant l'espace vectoriel \\\ © IVi muni de la forme
hermitienne

< (w,u^),(v,u') >==< w,v >i + < w'\,v1 >i, w.w'.v.v' € TV'i

et à l'aide du lemme I.2.3b, on se restreint au cas où T7i est hermitien
hyperbolique.

Si W\ est de dimension supérieure ou égale à 4. Alors SU(W-^) est le groupe
des commutateurs de U(W^) [3, p 47-48] et ^(SU^V^), C^ est donc trivial.
On applique alors la suite de Hochschild-Serre à U(Wi) et son sous-groupe
distingué SU(W-^) :

0 _ Iï\F'\^) —— ^(L^UC^) —. H\SL\W^^).

L'homomorphisme d'inflation est : \ i—> \;°(dét, dét). Or, par le théorème 9.5
de [11], SUÇW^) n'a pas d'extension d'ordre 2. Il existe donc un élément
\ de ^(F'1,^) tel que le cocycle c de L'(T7i) s'écrive : c(c7,a') =
/V(dét <7, dét cr'), pour tout a , a ' de U(W-i). Considérons V un plan hyper-
bolique contenu dans W\. Le groupe U(V) s'identifie à un sous-groi^pe de
U(Wi) en prolongeant trivialement chaque élément et la restriction de U(W^)
à U(V) est isomorphe à U(V).
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Si l'extension U(V) de U{V) est triviale alors, pour tout a, a' de ^(V),

c(or, cr') = 1 i.e. ^(dét cr, dét a') = 1

d'où, \ est trivial. Par suke, c est trivial.
Il reste à prouver que U(W^) est scindée quand T7i est un plan hermitien

hyperbolique.

iv) On est donc dans le cas où

W ^ T7i ( ^ F ' F1 ^ TYi

et B(wi.z^) = trF'\F^ < w^w[ > ai), ai ç F et (1,0 est une base de F'
sur F.

Quitte à transformer $ en ^ai et ^ en ̂ -i (prop. 2.la), on peut supposer
ai == 1. 1

Le groupe U(W\) s'identifie au sous-groupe de (71(2, F') engendré par

5.L(2,F)etM={(^ ^i^^F'*}.

Pour que U{W^] soit scindée, il suffit que le cocycle métaplectique c soit
trivial sur 51(2, F) x 5Z(2, F), M x M, 5Z.(2, F) x M et A4- x <SZ.(2, F).

Soit (e, /) une base hyperbolique de TVi sur F'. On note 6 la norme de ç.
Dans la base (e,<^e,<ç/, /), B s'écrit

^((^0. (^)) = •î'1^4 + ^4^1 + (5(^2^3 4- .2^3).) + 4^4 + x[xs

OÙ
(a:î) représente (j:i + Çx^e + (^4 + ̂ s)/,

(a;^) représente (.r'i + Çx^)e + (<î:^ + Ç-î^)/.

On considère B' définie par : B\{xi}, (^)) = .r'i.z'3 + x^x^ et la forme
quadratique q : q((xi)) = x^x^ 4- ^2^3- La forme quadratique g, étant
associée à B + -B', définit un isomorphisme entre PsB et P^B'.

L'image de U(W^) dans P^B' est {(a, g • cr + ç), o- € ^(^i)}.
En particulier si (T € M, a a pour matrice

( a b o
I &<5 a+&
1 „ a + ̂ /n (55/n
\ b/n a/n

où n = a2 + a& 4- <562 et q ' a + q est nulle.
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Donc, M est contenu dans GLX où X est l'espace vectoriel singulier
engendré par e et $e. On sait alors que c est trivial sur M x M (I. §2.2.1).

Par [11 th. 9.4], 51(2, F) n'a pas d'extension d'ordre 2 : SL(2,F) est
nécessairement triviale.

Calculons c($,s-') et c(s\s) pour s ç. M et s ' ç SL^{F) à partir des
formules de r^ données en (I §2.2). Pour ce faire, on choisit ipx trivial sur
X. Soit S l'ensemble

{.,.',̂ ',̂ | s=(a=(^ ^.O^aer*

(a 0 0 b\
i ( i ° a b ° i t \\

et ^(^ 0 c d 0 '^)}-
c 0 0 d/

Pour tout 5" = (a",/") de <f, Xna^Y est {0} ou X, on définit Ws" par :

f Ws" =0 si X H a^Y = {0}

\ w,// € Y si A' H <7"A' == .Y '

Soit àç7ï(X,^x),

r^s^WW =r^(s) f ̂ (6•/-l(^^.r/^))|c|&
Jx

=|û|1/2 / ç>(5/-l(^^^)•(5•5/)-l/î)|c|&
J-Y

=|û|1/2 / (!){(ssf)-l(sws"crx'h))\c\dx
Jx

= Jx ̂ (^T1^/ • .r • /^)|Q|-l/2|c|^ = r^ssW)

d'où ^^.s') = 1.
De même,

r^r^sWz) = H1/2^)^-1^)

= J^^-^'-K^.T/î))!^ lal1/2^

=r(5'5)(^(/i)

d'où c($',5) = 1.
Donc, U{\V\) est scindée.
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On a donc montré :

PROPOSITION. — La restriction de l'extension métaplectique à toute paire
duale réductive, irréductible, non triviale, est scindée.
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