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Résumé. Sur un corps local de caractéristique 2, A.Weil a défini le groupe
métaplectique comme extension d’un groupe dit pseudosymplectique. Cepen-
dant, les paires de sous-groupes réductifs (G, G') de ce groupe, duales au sens
ol G et G' sont les commutants 'un de 'autre, n’avaient pas été classifiées.
Une classification compleéte est ici établie, ainsi que la trivialité de 'extension
métaplectique restreinte a ces sous-groupes.

Abstract. Over a local field of characteristic 2, A.Weil has defiried the
metaplectic group as an extension of a group called “pseudosymplectique”.
However, the pairs of reductive subgroups (G, G') of this group, dual in the
sense that G and G' are each others centralizers, had not been classified.
A complete classification is established here, as well as the triviality of the
metaplectic extension restricted to these subgroups.
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Introduction

Analysant les travaux de C.L. Siegel sur les formes quadratiques, A. Weil
montre en 1964, le role capital que joue dans la théorie des fonctions théta,
une représentation unitaire (projective) du groupe dit pseudosymplectique
[15).

Poursuivant dans cette voie, R. Howe propose une théorie générale [6]
qui explique la dualité entre certains groupes classiques, dualité mise en
évidence par de nombreux auteurs. R. Howe introduit la notion de paires
duales réductives (c’est-a-dire de paires (G,G’) de sous-groupes réductifs,
duales au sens ol G et G’ sont les commutants I'un de l'autre) et définit
une correspondance entre certaines représentations projectives irréductibles
de ces sous-groupes a l'aide de la représentation de Weil.

Cette théorie, développée sur les corps de caractéristique nulle ou impaire,
peut-elle étre élargie a des corps de caractéristique 27

Répondre & cette question nécessite de revenir a l'article d’A. Weil [13].
Il apparait alors que le groupe pseudosymplectique n’est plus isomorphe au
groupe symplectique mais est une extension d'un groupe orthogonal.

Plus précisément, considérons un corps F de caractéristique 2, fini ou
local, et W un espace vectoriel sur F' muni d’une forme quadratique () non
dégénérée et non défective, d’indice quelconque (I1.1.1) (A. Weil s’intéresse au
cas d’indice maximal). Notons O(Q) le groupe des isométries de (W, Q). Le
groupe pseudosymplectique est alors une extension de O(Q) par le module
Q,(W) des formes quadratiques additives définies sur . Cette extension
est, en général, non triviale (1.1.3).

Nous remarquons que l'existence de formes quadratiques additives non
nulles est propre & la caractéristique 2. Elle est source de nouveaux
problémes pour la recherche des paires duales et pour 1'étude de l'extension
métaplectique.

Cette étude fait ’'objet du paragraphe 1.2. Le groupe pseudosymplectique
au-dessus de O(Q), défini précédemment, est formé d’automorphismes d'un
groupe de Heisenberg (I.1.2) triviaux sur le centre. Par le théoréme de
Stone-Von Neumann, encore valable sous nos hypotheses, nous construisons
Pextension métaplectique (I1.2.1). Celle-ci présente deux particularités (que
nous mettons en évidence sur sa restriction au sous-groupe Qq(1) (1.2.2)) :
étre d’ordre exactement 2 que F soit fini ou local; avoir des éléments qui ne
commutent pas quand bien méme leurs projections commuteraient dans le
groupe pseudosymplectique.
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Dans l’étape suivante nous classifions les paires duales réductives du
groupe pseudosymplectique (II.1 et 2). Elles sont de la forme : deux groupes
linéaires ou un groupe symplectique et un groupe orthogonal ou deux groupes
unitaires ou encore, une des deux paires duales triviales. Nous reconnaissons
la les différentes “familles” obtenues pour les autres caractéristiques. Par
ailleurs, quand cela doit étre précisé, nous décrivons les sous-groupes du
groupe pseudosymplectique qui interviennent (11.2.2).

Mais revenons a la démonstration établissant la classification. Dans un
premier temps nous avons recherché les paires duales réductives de O(Q)) par
des méthodes communes aux autres caractéristiques [8] (I1.1). Nous abandon-
nons ensuite ces méthodes pour décrire a partir de la classification obtenue un
procédé qui nous permet de construire des paires duales réductives du groupe
pseudosymplectique (11.2.2). Nous en dressons la liste (I1I.2.1 proposition b).
Est-elle complete ?

Le vérifier exige la connaissance de certaines propriétés des paires duales
réductives du groupe pseudosymplectique (II. 2.1 théoréme c). De ces pro-
priétés et du lemme 2.4, nous déduisons, pour chaque paire duale réductive
non triviale (G, G’) du groupe pseudosymplectique, P'existence d'une paire
duale réductive (I, K') déja répertoriée telle que les projections de K et
I" sur O(Q) contiennent celles de G et G’ respectivement : de 1a, via le
corollaire 2.1.d, exhaustivité de la liste établie (II.2.1 théoréme e).

Le dernier paragraphe traite de la restriction de I’extension métaplectique
aux paires duales réductives. Cette restriction est toujours scindée (sauf au-
dessus des paires duales triviales).

Il apparait en outre que les images réciproques des composantes d’une
paire duale non triviale commutent dans ’extension métaplectique. Ainsi
donc, nous pouvons étendre la correspondance locale de Howe au cas de
caractéristique 2 et retrouver des situations connues.

Nous pouvons également étudier les propriétés de cette correspondance.
En particulier, elle s’avere étre “compatible” avec l'induction parabolique.
Pour le démontrer, il suffit de suivre, mutatis mutandis, le raisonnement de
S. Kudla [7] et ses variantes [8, Ch.3 §§IV et V]. Ce dernier point n’est pas
développé dans le présent article.

L’ensemble de ces résultats est issu d'une nouvelle thése préparée a
l'université de Paris-Sud (Orsay) sous la direction de Guy Henniart. Qu'il
trouve ici 'expression de ma profonde gratitude.
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I. EXTENSION METAPLECTIQUE

§1. Groupes pseudosymplectiques
1.1. Formes quadratiques en caractéristique 2 [3,Ch.1,§ 16]

Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur F'.

Une forme quadratique g sur V' est une application de V' dans F' définie &
l’aide d’une forme bilinéaire b par : g(v) = b(v, v), v € V. Une forme bilinéaire
alternée, notée (, ), lui est associée de la fagon suivante :

pour tout (v,v') € V2, (v,v") = q(v+v")+q(v) +q(v') = b(v,v') + b(2, v).

Ces trois objets ne se déterminent pas 'un l'autre. D’une part, deux formes
quadratiques g et ¢’ ont la méme forme alternée associée si et seulement si
q + ¢’ est additive; d’autre part, deux formes bilinéaires b et b’ définissent
la méme forme quadratique si et seulement si la forme bilinéaire b + b’ est
alternée.

On note Q(V') l'ensemble des formes quadratiques sur V, Q4(V') le sous-
ensemble des formes quadratiques additives sur V' et Q2(V') le sous-ensemble
de Q4(V) formé des formes quadratiques additives dont les valeurs sont des
carrés de F.

Soit g € Q(V') et (,) la forme alternée associée. Un sous-espace vectoriel
X de V est isotrope si I'intersection de X et son orthogonal X+ n’est pas
nulle. Si en outre X est contenu dans X+, X est dit totalement isotrope. Un
sous-espace vectoriel X, totalement isotrope et sur lequel ¢ est nulle, est dit
singulier.

Un sous-espace vectoriel de V' est hyperbolique s'il admet une base hyper-
bolique (€1, .ep,e_1, -+, e_p) cest-a-dire telle que

(ei,ej) =é;—; pour tout i.j€{-p.---,—1,1,---.p}
et qle;) =0 pour tout 7€ {~p,---,—1,1,---,p}.

Une base ne vérifiant que la premiere condition est dite symplectique.
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On suppose que q est non dégénérée et non défective (i.e. la forme (, ) est
non dégénérée).

Alors si X est un sous-espace vectoriel de V' totalement isotrope, il existe,
pour toute base (e;)ier de X, des vecteurs (e—;);er de V tels que

(ei,e—j) = 6;; pour tout 4,5 € I.

Si de plus X est singulier, on peut choisir les vecteurs (e—;)ies singuliers [3
p. 34]. Ainsi, si X est un sous-espace vectoriel singulier de V' de dimension
maximale, il existe un sous-espace vectoriel Y de V', de méme dimension que
X, tel que X @Y soit hyperbolique. Alors (X @ Y)* est un sous-espace
vectoriel sans éléments singuliers et V' se décompose en somme orthogonale

V=(XoY)e(XaY)
La dimension de X s’appelle l'indice de q et est notée v(g).

1.2. Le groupe de Heisenberg
Soit @@ une forme quadratique sur W, non dégénérée et non défective.
Alors W est de dimension paire notée 2n. On note <, > la forme alternée de

Q.

Pour toute forme bilinéaire B définissant ), on définit un groupe de

Heisenberg H(B) par [15 §31] :
HB)=W x F
muni de la loi
(w,t), (W', ') € H(B), (w,t)(w',t') = (w+u',t+t + B(w,w")).

Si B’ est une autre forme bilinéaire définissant @), on définit de méme le
groupe de Heisenberg H(B'). Soit ¢ une forme quadratique dont la forme
alternée est B+ B’. Posons a4(w,t) = (w,t+ g(w)), (w,t) € H(B). Alors aq
est un isomorphisme entre H(B) et H(B').

THEOREME DE STONE-VON NEUMANN. — Supposons que F est fini ou local.
A isomorphisme prés, il existe une et une seule représentation (p,V) de
H(B), lisse et irréductible, telle que, pour tout t € F,

p((0,1)) = (t)idy.

La démonstration est celle exposée dans [8,Ch.2] a quelques modifications
pres que nous allons préciser.
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Preuve : La démonstration de 'existence d’une telle représentation est en
tout point semblable & celle de [8, Ch. 2, 1.3] (il suffit de remarquer que
8(—a) = 6(a)~! : en caractéristique 2, cela donne é(a) - (0,Q(a))).

Exemples.

1. Soient W = X @Y une polarisation compléte de W (i.e. X et Y sont des
sous-espaces vectoriels totalement isotropes, de dimension maximale)
et ¢ x un caractére du sous-groupe X X F' de H(B) prolongeant .
On définit le C-espace vectoriel H(X,¢x) (ou H(X,¢x,B) sil y a
ambiguité) par :
- si F est fini, H(X,¢¥x) est formé des fonctions ¢ sur H(B) a
valeurs dans C telles que :
(1)
Vze X, Vte F, Vhe H(B), ¢((z,t)h) =v¢x((z,t))e(h)

—si F est local, H(X,¢x) est formé des fonctions ¢ sur H(B)
a valeurs dans C localement constantes, & support compact
modulo X x F et vérifiant (1).
Le groupe H(B) agit sur H(X,¢x) par translations a droite. La
représentation (py, H(X, v x)) de H(B) ainsi obtenue vérifie les con-
ditions du théoreme.
De plus, H(X,¢x) est isomorphe au C-espace vectoriel S(Y') des
fonctions de Y dans C si F est fini, et au C-espace vectoriel S(Y)
des fonctions de Y dans C, localement constantes a support compact
si F est local.

On a alors, pourtout t € X, y €Y, t € F et ¢ € S(Y),

pu((@+y, 1)) = ¢+ <y, 2 > +B(x+y,y))¢x((2,0)(y+y"),
y €Y.

2. On suppose que F est local.
Soit L un réseau de W. On définit le réseau L* par

L*={weWNeL<liw>€&:}

ol &y est le plus grand sous O p-module contenu dans Ker ¢'. On sup-
pose L = L*. Enremplacant X' x F par L x F' dans 'exemple précédent,
on obtient une “autre” représentation répondant au probléme.

Remarquons que si (p,V) est une représentation de H(B) satisfaisant les
conditions du théoréme alors sa contragrédiente (pV,VVY) vérifie les mémes
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conditions (puisque (0,¢)?> = 1 pour tout t € F). Les représentations (p, V)
et (p¥,VV) joueront des réles symétriques dans la suite de la démonstration.

On déduit 'unicité des deux lemmes suivants.

Notons S(H(B), ) le C-espace vectoriel des fonctions f : H(B) — C
localement constantes, a support compact modulo F, et telles que pour tout
h € H(B), tout t € F, on ait

F(R(0, 1)) = ¢&(2)f(h).

Notons pq (resp. pg) la représentation de H(B) dans S(H(B),y') par
translations & droite (resp. & gauche).

LEMME a. — Si (p,V) est une représentation vérifiant les conditions du
théoréme, alors p s’identifie & une sous-représentation de py.

Soit (p,S(Y)) le modéle décrit dans le premier exemple.

LEMME b. — La représentation (pg, S(H(B),v)) est isotypique de com-
posante trréductible (p, S(Y)).

Démonstration du lemme a : Soit (p, V) une représentation vérifiant les
conditions du théoréme et (p¥,VV) sa contragrédiente. Pour v € V et
vY € VY, notons f,v, le coefficient défini par : f,v . (h) = vV(p(h)v) pour
h € H(B).

Montrons que f,v, € S(H,¢). Il suffit de voir que f,v , est a support
compact modulo F.

Soit w € W tel que fyv ((w,0)) # 0 et L un sous-groupe ouvert compact
de W tel que v et vV soient invariants sous L x {0}. Alors L contient un
sous-groupe L’ tel que 1 o Q1+ soit trivial. Pour tout £ € L, on a

fov (w0, 0)) = vV (p((w. 0))r) = vV (p((w,0)((.0)))
= (< w, (>)fuv (1. 0)).

Donc ¢(< w.( >) = 1ie w € L'* qui est compact puisque la forme alternée
<, > est non dégénérée.

Ainsi, on définit une application linéaire de VY 2 V dans S(H(B).v) qui
entrelace les représentations p¥ = p et p, X pg. Si v¥ # 0, cette application
identifie (p, V) & une sous-représentation irréductible de (pg. S(H(B).¢')). [

Démonstration du lemme b : Il existe une dualité entre S(.X') et S(17)
définie par :

<v.v>= / V()e(y)e(< oy >)dady
N xY
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pour v/ € S(X), v € S(YY) et ol l'on a fixé des mesures de Haar dz
et dy sur X et Y respectivement. Ainsi, S(Y)V s'identifie & S(X) : la
représentation (p¥,S(Y)V) s’identifie & une représentation p’ dans S(X).
Comme précédemment, il existe une application F : (v',v) —— fur, de
S(X) ® S(Y) dans S(H(B),¥) qui entrelace les représentations p' ® p et
Pg X pa. Or, pour tout xp € .X et tout yo € Y, on a

for (%0 + Y0, 0)) = ¢(B(Yo, xo) + Q(¥0))¥x((20,0)) - A ot
4= / V'(@)v(y)¢(B(y, yo)+ < 2,y >)U(< z + y, 20 + yo >)dxdy.
AxY

Apres identification de S(X) © S(Y) et S(H, ¢) avec S(W), F devient
essentiellement une transformée de Fourier : F est donc inversible. Donc
o' & p est isomorphe & p, x pg. Comme p est irréductible, pg est isomorphe
a une somme directe de représentations isomorphes a (p, S(Y)). 0

1.3. Groupe pseudosymplectique au-dessus de O(Q)

Pour toute forme hilinéaire B définissant (), on définit le groupe pseu-
dosymplectique, PsB par [15 §31]

PsB = {(0.f) € 0(Q) x QUV)If (w + ') + f(w) + f(u)
= B(ow,ow’) + B(w,uw’)}

avec laloi : (o, f)(o', f') = (co'.f- 0" + f')
ol f o’ désigne la forme quadratique w — f(o’w).
Le groupe PsB agit sur H(B) par
(o.f) - (w,t) = (cwst+ f(w)), (0.f) € PsB, (w,t) € H(B).

Il apparait donc comme un sous-groupe (en général propre) du groupe des
automorphismes du groupe de Heisenberg H(B) qui agissent trivialement
sur le centre.

ProrosiTioN a. — Tous les groupes pseudosymplectiques au-dessus de
0(Q) sont isomorphes.

En effet. soient B et B’ deux formes bilinéaires définissant Q). Alors B+ B’
est alternée. Soit g une forme quadratique dont la forme alternée associée est
B + B’ et notons 3, I'application définie par : 3¢(o. f) = (0. f+q -0+ ¢):
alors 3, est un isomorphisme de PsB dans PsB'.

On note Z(B, B') I'ensemble des isomorphisines .3 de PsB dans PsB' pour
lesquels il existe une forme quadratique g telle que 3 = 3 (nécessairement
la forme hilinéaire associée a ¢ est B + B').
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PROPOSITION b. — Soit B une forme bilinéaire définissant Q. La suite
(%) 1— Q¢(W)— PsB—0(Q) — 1

est exzacte; elle est scindée si et seulement sin=1oun=2 et F =F,.

Dans les cas ot la suite (x) est scindée, toutes les sections sont conjuguées
sous Qq(W).

La fin du paragraphe est consacrée & la démonstration de cette proposition.

La projection de PsB sur O(Q) est surjective de noyau {(id, f) € PsB} =
{(id, f), f € Qo(W)} d’ou1 l'exactitude de la suite (x).

Supposons la suite (x) scindée. Soit s une section.
Si a € W est non singulier, on note t, la transvection orthogonale de

vecteur a
<w,a >

Soit (tg,qq) = s(tq). Alors, la forme alternée associée a g, est

to(w) =w+ w e W,

(w, w") — B(ty(w), to(w")) + B(w,w')

ce qui devient apres calculs,

B(w,a)B(a,w") + B(a,w)B(w' . a)

(2) (w,w") —- @

Comme t, est d’ordre 2, s(t,) également, d'olt

Qa ta+qa=0
ce qui équivaut a
-<"Qu—:(’:)2>2 (gala) + Q(a)) = 0 pour tout w € 1V,
d’ou
(3) ga(a) = Q(a).

De plus, si a et b sont non singulicrs, non colinéaires et orthogonaux. t, ct
t, commutent d’ou
s(ta)s(ty) = s(fy)s(ta)
ce qui équivaut a
Qa-to+q=q ta+ ¢a.
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ou encore

<w,a >? < w,b>?2

(4) W%(G) = an(b)
pour tout w € W.

1 cas: Sin > 2 et F # F, il existe a,b deux vecteurs non singuliers,
non colinéaires et orthogonaux entre eux. Il existe donc un vecteur wo de IV
orthogonal & a et non & b. Par (4) appliqué & w = wp, on a :

(5) ga(D) = 0.

Puisque F # F2, on peut supposer que Q(a) # Q(b). Le raisonnement
précédent avec a et a + b au lieu de a et b montre que : go(a + b) = 0.
Or

da(a +b) = ga(a) + ga(b) = Q(a) # 0
d’apres (3) et (3).
La suite (*) n’est donc pas scindée dans ce cas.

28 cas: Sin > 3 et F =F,, il existe trois vecteurs indépendants a, b, c,

deux a deux orthogonaux et tels que

Qa) =Q(b) =Q(c) = 1.

Par (3), ga(a) = 1.
Par (4) appliqué successivement & a et b, a et ¢, a et a+ b+ ¢, on obtient

qa(b) = ga(c) = gala+b+c¢) =0.

Or, go(a+b+c) =gua) = 1.
La suite (x) n’est pas scindée dans ce cas.

Daus les autres cas, on montre que la suite (%) est scindée en déterminant
une section s de O(Q) dans un groupe pseudosy mplecthue PsB de notre
choix gréce a la plOpOSlthll a.

Soit B = {ey, " +,en,€—1,"*+,€—n} une base symplectique de IV (cf. §1.1).
(aij)  (bij)
(cij) (dij)

on associe un entier D(o) appelé invariant de Dickson et défini par :

A chaque élément o de O(Q), de matrice ( ) dans la base B,

D(0) = (Q(ej)aijbi; + Qle—;)cijdij + bijeis).

iJ
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L’application D : 0 — D(c) est un homomorphisme de groupes de O(Q)
sur Z/2Z. On note O+ (Q) son noyau et O~ (Q) 'ensemble des éléments de

0(Q) pour lesquels D prend la valeur 1. Le groupe Q(Q) est réunion disjointe
de 0F(Q) et 0~(Q).
3%™e cas : Si n =1, I'indice v de @ est 0 ou 1.
Siv =0 (resp. v = 1), soit (e;,e_1) une base de W telle que
<ej,e_;>=1

(respectivement, (e1,e—;) est une base hyperbolique de V).
On choisit B ainsi :

B(zey +ye_1,z'e; +y'ey) = 22'Q(er) + 2y’ + yy'Qe-1).
Alors, Papplication s : O(Q) — PsB définie par
s(0) =(0,0), o€ O+(Q)
et s(o)=(0,Q), c€0~(Q)
est une section.
4°M° cas : Sin =2, v = 2et F = F,y, on identifie W & Iespace
vectoriel M(2,F2) des matrices 2 x 2 & coefficients dans F» et () est la forme

quadratique Q(m) = détm, m € W.
On choisit la forme bilinéaire B suivante :

. _fa b oy fadV Y Nty gt
si m= <c d) et m' = (c' d') alors B(m.m') = ad' + bc'.
Le groupe O (Q) s’identifie au groupe SL(2,F>) x SL(2,F») agissant sur TV

par :

(91.92) - m = g1mgy!

s .y . . a b
On consideére les éléments de PsB suivants : soit m = (c d)'

w= (o= (3 1)) mom=ai)
g= (= (1 9) ) wom =)

o= (o= (i (§ 1)) mtmr =2 +2)
55 = (06 = (icﬂ <} ?))4&(771) = b9+d?)

ett=(r.qlm)=be+a®>+ b+ +d*) our(m)="m.

wn
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LEMME. —
1) L homomorphisme i : O%(Q) — PsB défini par :
i(o;) =85, i(o})=s5 j=1,2
est un relévement de O (Q) dans PsB.
) 2) i se prolonge en un relévement de O(Q) dans PsB en posant
i(r)y=t.

Démonstration : Pour la premiére affirmation, il suffit de vérifier que les
conditions suivantes sont satisfaites :

C.l s}=s3=3s"?=s4%=(id.0)
C.2 s;sts; = sisis; pour i=1,2
C.3 gi1g2 = g2g1 pour g; = S; ou .S‘?, 1=1.2.
En effet, SL(2,F3) est isomorphe a Gj.
Pour la deuxiéme affirmation, il suffit de vérifier que :
C4 t?=(id,0)
C.5 tsit=sh et tsit=so.
Ces vérifications sont laissées au lecteur.
5°M¢ ot dernier cas: Sin=2,v=1et F =F,.

Soient & un générateur de Fy sur Fo et ~ l'élément non trivial de
Gal(F4|F2). Tout élément o de Fy s'écrit :

a=z:+¢&t ztekF,.
On identifie 7V a {m = (; 3) r,y € Faet a € Fy}. Alors Q(m) = détm,
m € W et OF(Q) s'identifie & SLo(F4) agissant sur 1V par :
g€ SLo(Fy). meW.g-m=gmy'.
On prend la forme bilinéaire B égale a :

G m= X 4 £t o = R 4 £t
s T\ z4E&t y ) T+ Y '

Bm.m') = ay' + 22" + st + ¢t
On considere les éléments de PsB suivants :
pour A = A + &N € FJ.

sv=(on= ((1) A ﬁw) L) = n Ay Ayt + 2+ A= 4 )

) x _ (0 .o ({0 1
pour ;1€F4.d“_(5“_<0 /1‘1)'()) et u-((l U)'Q>'
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LEMME. — L’homomorphisme i : 0T (Q) — PsB défini par

i(oy) = sa, )\EIF;(
i(6,) = dys neFs

(2 1)

est un relévement de OF(Q) dans PsB.
De plus, i se prolonge en un relévement de O(Q) dans PsB en posant

i(1) = (1,¢-(m) = 2zt + R yz) ot T -m="'m.

Les éléments o et 6, sont des générateurs de SL,(F4) soumis & certaines
relations [2]. La démonstration consiste a vérifier que ¢ les conserve.

Pour compléter la preuve de la proposition, il reste a montrer 'unicité (&
conjugaison preés par un élément de Q,(1)) de la section dans les cas 3, 4 et 3,
c'est-a-dire la nullité de H*(Q(Q), Q.(1V)) ou encore, celle de H(O(Q), V)
puisque celui-la est isomorphe & un produit de [F : F?] copies de celui-ci (cf.
11.2.2).

Dans le cas 4, c’est un résultat de H. Pollatsek [10, théoréme 4.5].

Dans les autres cas, il suffit que H}(OF(Q),1V) soit nul d’apres la suite
de Hochschild-Serre [13]. Or, O7(Q) est isomorphe & F* quand n = v = 1,
a U(1,E) ou F est une extension quadratique de F muni de l'involution
canonique quand n =1 et » = 0 (cf. §2.5 cas 2), et 4 SL(2,F4) quand n = 2,
v=1et F =F,. Alors, il est bien connu que H(O+(Q),1V) est nul.

La proposition est maintenant entiérement établie.
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§2. Groupes métaplectiques : cas fini ou local

2.1. Soit (py, V) la représentation métaplectique de H(B).
A tout s de PsB, on associe la représentation (p3,,V) de H(B) définie
par :
pp(R) = py(sh), h € H(B).

C’est une représentation lisse, irréductible et, pour tout t € F,

PL((0,)) = ¥ (Didy.

Par le théoréme de Stone-Von Newmann, py et p;, sont isomorphes. On
construit ainsi une représentation projective @, de PsB.

Il existe alors une extension de PsB par C*, notée ES'L‘-B, et une
représentation (wy, V) de Ifsjeu/.B telles que le diagramme suivant commute :

1—>Cx—>}3;’¢B-———+PsB———a1
P

BEE

GLY —— PGLY

On note p la projection de PsyB sur PsB.

PsyB est lextension métaplectique relative ¢ @ de PsB et wy sa
représentation métaplecticue.

Soit ¢’ un autre caractere additif non trivial de F'. On peut alors construire
lextension métaplectique Psy B de PsB relativement & .

PropoSITION a. — Soit a € F* tel que ¢'(z) = Y(ax), x € F.

Les extensions métaplectiques Ps.B et Ps. B sont isomorphes si et
seulement sia € F*2,

En particulier, si F est fini, l'extension métaplectique ne dépend pas du
choiz de .

Remarque :
S'il existe deux isomorphismes a : H(B) — H(B') et 3: PsB — PsDB’
tels que :

(6) Vh € H(B), Vsé€ PsB. a(sh)=/(3s)(a(h))

alors 3 se releve en un isomorphisme de Ps,.B dans Ps,.B'.
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En particulier, si B et B’ définissent la méme forme quadratique, les
isomorphismes a4 et 3, définis respectivement aux paragraphes 1.2 et 1.3
vérifient (6) : PsB et PsB' sont isomorphes.

De méme, si B’ = AB, A € F*, alors PsB’, défini relativement au
caractére ¢ : * — ¥(Ax) est isomorphe a PsB.

PrOPOSITION b. —

i L’extension métaplectiqgue n’est pas triviale et contient un sous-
groupe PsyB tel que la restriction de p a ce sous-groupe soit surjective de
noyau {£1}.

it Dans les cas ot PsB contient un sous-groupe isomorphe ¢ O(Q),
la restriction de l'extension métaplectique & ce sous-groupe est scindée st et
seulement si

n=1
ou n=v=2 et F=F,.

Pour établir ce résultat, on décrit différents modeles de la représentation
métaplectique en 2.2 et, en 2.3, on examine une situation produit. La
proposition a. est prouvée en 2.4. et la proposition b. en 2.5.

2.2. Modéles de la représentation métaplectique
On reprend les notations du §1.2.

a. Modéle de Schrodinger
Soit s = (o, f) un élément de PsB. On suppose que, dans une polarisation

6
Sur X NoX, I'application 2 — v'x (- s ) (Q(x)) est un caractére. Il
existe un élément w, de TV tel que

compléte de (I, <,>), W =X 4Y, o s’écrit ((: 3)

1

(1) vx(@)ix(s™la)u(Q(2)) = (< raws >)  pour v € X NoX.
On définit un automorphisme M (s) de H(.Y,vy) par

la]2o(s~ (wsh)) si o stabilise X

f‘\./_\.na_\. Q) ey (2)o(s~Hwsh))|y|?di sinon

M(s)¢(h) = {

ot ¥ : X/Kery — (.XY/6Lerq)* est 'isomorphisme induit par 7, di est

une mesure de Haar sur X/ X No.Y. et ws un vecteur de 1 satisfaisant (7).
Un choix différent de w, peut changer M (s) en —1/(s).

On vérifie que (s, 1(s)) appartient & PsB. par une méthode analogue a

[0. §1).



EXTENSION METAPLECTIQUE 19

On note A(W') 'ensemble des couples (X, ¢x) ot X est un lagrangien de
W et ¥ x un caractére sur X x F prolongeant 1.
Le groupe PsB agit sur A(W) par : s = (0, f) € PsB, (X,¢x) € A(W),

(0,f) - (X,¢x) = (0X,¢bx 0571).

On fixe (Xo,%0) € A(W) et on désigne par A°(W) l'orbite sous PsB de
(X 0, L/"O)'

Pour deux lagrangiens X et Y, on note Ay y I'isomorphisme de X/ X NY
sur (Y/X NY)* induit par celui de W sur W*.

Soient dx et dy des mesures de Haar sur X et Y, dt une mesure de Haar
sur X NY. On note di et dy les mesures de Haar quotients sur X/X NY et
Y/XNY, et, |Ay x| le module de Ayx par rapport & di et la mesure duale
de dy [9, 1.1].

Pour deux éléments (X, ¢'x) et (Y, ¢y) de A°(W), on définit I'opérateur
Fy,py:X,wx de la facon suivante :

I'application z — ¥'x (z) "'y () définit un caractére sur X NY. Il existe
donc w € W (défini modulo X +7Y) tel que

Yx(z) My (z) = (< w,z >) pour tout x € X NY.

Alors, pour ¢ € H(X,¢¥x),
FypyiXex O(h) = / Yyt @)e(w -y - )| Ay x|'2dy.
v/Xny

Soient X un supplémentaire de X NY dans X et Y7 un supplémentaire de
XNY dans Y. Alors X; @Y; est non isotrope et son orthogonal (X Y1)+
contient X N'Y. On note V un supplémentaire de X NY dans (X7 & Y7)*L.
Ainsi,

W=X9XNnYaY;aV,
Y/XNY ~Y; et
HB)/X x F~Y, & V.

Pour ¢ € H(X,¢x), ¢ly,av appartient & S(Y; & V') et un calcul simple
donne pour h= (21 +u+y; +v,t)ouzr; EXj,ue XNY,y1 €Y, velV
etteF,

Fywyixax (h) = ¢(t+B(y1. 21+utv)+ B(ar+u,v)+ < w, x1+u >)vy (v1)

/) (< 21,y ST WE(B( ) - ol + o) Ayy [ 2dy.
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L’opérateur Fy,yy;v,ox €st donc essentiellement un opérateur de transfor-
mation de Fourier : il est continu de H(.Y, ¢'x) dans H(Y,¢y) et inversible.
Soit s = (o,f) € PsB. Il définit une application de H(X,¢x) dans
H(oX,¢x 0s71) par : ¢ — ¢° ou ¢°(h) = ¢(s™1h).
Alors, pour ¢ € H(Xo,¢o), on a:

AI(S)é = f-Xoﬂl’o;O‘XOaﬂ’oOS‘l ¢ = (fa'lxo,d’o”:-\'oﬂl‘o ¢)s

L’opérateur M (s) est donc un automorphisme de H(Xp, ¢).
Il reste & vérifier que M (s) entrelace les représentations p et p° : pour tout
h € H(B),
M(s)p(h) =50 Fo-1X,.wp08 0.0 © P(N) = 80 p(h) 0 Fym1X, ypos:Xoor
= p(sh) 080 Fo-1x, wosiNe.e = P(sh) - M(s)
0

Examinons la restriction de l’extension métaplectique & certains sous-
groupes de PsB.

1. Cas ou () est déployée [15]. On choisit .Y et Y singuliers et B définie
par: Bz +y, 2" +y) =<2,y > 2,2’ € X, y,y €Y.

. [ u N . -
Sis= ((0 a*—1> ,f) ol a € GL(Y) et fiy =0,

wi(8)e(y) = [a['?U(f(a*y) + B(ua*y,y))¢(a*y). y €Y, ¢ € S(Y).

*x—1
Sis= ((? 7 0 ) ,Q) ol v: X — Y est un isomorphisme,
!

wols)e(y) = /Yd'(< yx >)e(y " ey P de,

L’extension métaplectique restreinte au sous-groupe de PsB formé des
éléments du premier type est scindée.

2. Cas du sous-groupe Q,(1V) de PsB
Soit s = (id, f) un élément de PsB. Il existe un unique yo € 1" tel que

Ve e X, vof(x)=y(< 2.y >).
Alors. si ¢ € S(Y), on a, pour tout y € Y.

wels)e(y) = (f(y + yo) + Blyo- y) ) (y + yo)-
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On en déduit que si s’ = (o', f’) et que y§ est défini comme précédemment,
alors

wy(8)wy(8)e(y) = ¢(B(yo,y) + f(¥+ v0))¢(B(yo. v + vo)
+ (v + 9o + ¥0))e(y + vo + vp)

= Y(B(¥0, %) + f(¥0))wu (58" )¢ ().

Si 'extension métaplectique est scindée au-dessus de Q, (W), alors pour tout
s=(id, f), s = (id, f') de PsB,

wy(wy(s) = wy(swy(s)
ie.  Yof(yh) =vof(y)

Or, yo (resp. yg) ne détermine f (resp. f') que sur X. On peut trouver deux
éléments s et s’ de Q,(1V) pour lesquels cette égalité n’est pas satisfaite.

L’eztension métaplectique restreinte 4 Qq(1V) n'est pas scindée.

b. Modéles latticiels
Soit F' un corps local et £y le conducteur de ¢ : &y = ph, r € Z. On
suppose qu’il existe un réseau L dans T, autodual relativement a ¢ et
<,>. En remplacant X par L dans a, on obtient un nouveau modele de
la représentation de Weil, dit modele latticiel.
En général, si L’ est un réseau, le stabilisateur I{ de L’ est le sous-groupe
de PsB formé des éléments (o, f) tels que :

i) oLl = L'
i) pour tout £ € L', f(£) € p?/? ot [] est la partie entiére.

3. Cas du stabilisateur K d’un réseau L autodual

Dans ce cas, r est nécessairement pair.

On suppose, en outre, que la restriction de B & L x L est a valeurs dans
&y et on prolonge trivialement ¢ sur L x F'. On note ' le caractére de L x F
ainsi obtenu.

Pour tout s = (0. f) € I, le caractére ( — v ({) 71" (s71€) est trivial.
Dlousi ¢ € H(L,¥'L).

M(s)o(h) = é(sth), h € H(B).

Par conséquent, PsB est scindée au-dessus de I\.

c. Supposons que F soit fini. Soit (p, V) un modele de la représenta-
tion métaplectique de H(B).
11 est alors facile d’exprimer la représentation de Weil de PsB en fonction
de (p, V), pour certains éléments de PsB.
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LEMME. — Soit s = (o,f) € PsB. On suppose que f est nulle sur
Ker(1 + o). Soit M(s) lopérateur de V dans lui-méme défini par : pour
toutv eV,

M(syo =" plw™)p(s~ w)v.

weWw
Alors (s,M(s)) est un élément de PsB.

Démonstration : Soit s € PsB. L'opérateur M (s) est une somme finie
d’éléments de V donc il est bien défini, a valeurs dans V.

Pour montrer que M (s) est inversible, on calcule le produit M (s™)A(s) :
soit v € V,

M(s™V)M(s)v Z p(w' "V p(sw)p(w™ ) p(s1w)v

w,w' €W
= Z p(w' " Hp(sw)p(su)p(u™ v ot u=oc .
u,w' eW

Or,

o )o(suplu) = pl(ow! + o, f(w') + F(u) + Blow,ow'))p(u=1)
= (0, B(w', w)(o(u + ), £ +0))p(u)
= Y(Bw' u)+ < u,o(u+w') >)p(u=)p(s(u+ ')
d’ol

M(s™HM(s)v

= Z Y(BW',u)+ < u,o(u+w') >)p(w' " p(u™)p(s(u+ w))v

u,w' €W

Z (< uw' >+ < u,o(u+w') >)p((u+ w) Hpls(u+w))v
u,w' €W

car

p(w'H)p(u™) = p((w'. Q")) (w. Q(w)))
= p((u+ w', Q(u+ w"))(0, B(u,w"))).

M(s™HM(s)v = Z (Z U< ud +ou >))p(u"1)p(su')v

weWw ueW

avec u' = u+w'.
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L’homomorphisme u — ¢(< u, ' +ou’ >) est un caractére de 1, trivial
si et seulement si u’ € Ker(1 + o). Donc

M(sTHM(s)o=W[- Y p/p(, f(u))v

u’ €Ker(1+0)

=l Y )

u' €Ker(140)
Puisque f est supposée nulle sur Ker(1+ o), on a
M(s™HM(s)y=c-v avec c€ C*

et M(s) est inversible.
Il ne reste plus qu’a prouver que M(s) entrelace les représentations (p, V)
et (p*, V). Soit (wo,to) € H(B), v € V.

M(s)pwo. to)o = ¥(te) S p(w™)p(s™ w)plao)o
weW

S w(to)p(sw) ™" plaw + wo, B(w, o))

welV

Z W (to)p(s(w + wo)) " p(wo, B(w + wo, wo))
weWw

¥(to) Z p(swo(sw)™Hp(w)v = p(s(wo,to))M(s)v.

weWwW

I

0

2.3. Supposons que (V,b) soit la somme orthogonale de (V7,0;) et
(Va,bo) clest-a-dire V =V} 5 15 et

b(wy + wa, 1) + wh) = by(wy,w)) + ba(wa, wh). wi,wi € W;

et que la forme quadratique ¢; définie par b; soit non dégénérée et non
défective. Alors

“{H(IH)XH(bz) — H(b)
L ((er.t)s (wayte)) — (wr +wa, ty + t)

est surjective de noyau {((0.1).(0.t)), t € F}
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Soit (pi,yp, Vi) un modéle de la représentation métaplectique de H(b;) et
py la représentation métaplectique de H(b) dans V = V; Q¢ Va. Alors, pyoj
est équivalente & p; 4 ® p2 4.

L’application

(Psby x GL(Vy)) x (Psby x GL(V5)) — Psbx GL(Vy &¢ V)
(((Ulafl),sl)a ((Uz,fz),sz)) — (01802, i@ f2),51 @ S2)

définit un homomorphisme ; 13’3b1 X I’:;-:?bg — Igfeb, de noyau
{(((id, 0), 21, ((id,0),2711)), 2 € CX}

et wy 0 j est équivalente a wy,y @ wa .
On en déduit les résultats suivants :

LEMME 2.3a. — St G est un sous-groupe de Psb isomorphe 4 G x Ga
dans Psb; x Psby et si l’image réciproque de G; dans Psb; est scindée pour
t = 1,2, alors limage réciproque de G dans Psb est scindée.

LEMME 2.3b. — Soit H; un sous-groupe de Psby. Il s’identifie au sous-
groupe H = {(c @ idv,, f © 0),(o, f) € H} de Psb. Si l'image réciprogue
de H dans Psb est scindée, alors l'image réciproque de Hy dans Psb; est
scindée.

LEMME 2.3c. — Soit C (resp. c1,c2) le cocycle de 'extension métaplectique
Psb (resp. Psby, Psby). Pour s;, s; € Psb;, i=1,2, ona:

C(s1 @ 82,57 D s5) = c1(s1, 87) - ca(s2, 85).

2.4. Démonstration de la proposition 2.1.a.

Supposons d’abord que a € F? : a =b%, b e FX.
Soit H(X,v'x) un modele de Schrédinger de wy.. On prolonge ¢ en un
caractere ¢y de X' x F par :

Yy (e, t) = vy (bz, bt),

et on consideére le modele de Schrédinger H(X, 1) de w,s. L'isomorphisme
de H(X,¢'y) dans H(.Y, ¢y ) qui & ¢, associe o définie par :

¢ (w, ) = o(bw,b’t). (w,t) € H(B).
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entrelace les représentations w.y;, et wys.Par conséquent, PsyB et Psy B sont
isomorphes.
Réciproquement, supposons que Psy;B et Psy B soient isomorphes et

identifions-les. Soient ¢y un cocycle de 13ng et cy le cocycle de 13;*sz,
image de ¢y . Alors,

(8)  Vs1,82 € PsB,cy(s1,82) = cp(s2,81) <= ¢y (51, 82) = ¢y (82, 81)-

En particulier, prenons s; et sy dans Q,(W) : 51 = (id, f1) et s2 = (id, fa).
Soit y; (resp.y;) I'unique élément de Y tel que :

Vz € X, ¢o fi(x) = ¢(< x,y; >) (resp. ¥ o fi(x) = ¢/(< z,y} >)).

D’aprés les résultats du paragraphe 2.2.2., (8) s’écrit alors :
)
Vi1, f2 € Qa(W), ¢(f1(y2)) = ¢(fo(n1)) <= ¢(afi(ya)) = ¢(af2(y1))-

Il existe fi € Qq(TV) telle que fi)y = 0 et f1(X) ¢ Ker¢ UKerv’ (donc
y1 et yi sont non nuls). Choisissons un tel fj.

Si y; et y; ne sont pas colinéaires, il existe fo € Q. (W) telle que
fo(yr) € Ker v et fa(y}) & Kerv’. Nécessairement y; et yj sont liés.

Il existe A € F'* tel que y; = Ay;. Par (9), on obtient pour tout 2 € X,

Y(fi(z)) = ¢(afi(x))
= (< z,y)>) =v(<adr,y; >) = ¢(a®Xfi(x))
dou
Y((a+a®X?)fi(z)) = 1.
Posons u = (a + a*X?) fi(zo) et v = aA’u oll 19 est un élément de -\ fixé,

tel que fi(xg) # 0. Ce sont deux éléments de Ker ¢ (pour v, il suffit d'utiliser
(8") avec fo € Q (V) telle que fo(y1) = u). D'ont

F*u+ F?v C KeryCF
ce qui équivaut a

D 92
u et v sont F~-liés

ou encore a
a€F?,
Ceci démontre la proposition.
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2.5. Démonstration de la proposition 2.1.b.

La premiere assertion de i. est une conséquence immédiate de 2.2.2. Pour
la deuxiéme, considérons ’espace (V, b) somme orthogonale de deux copies de
(W, B) et identifions PsB au sous-groupe {(s,s),s € PsB} de PsB x PsB.

Soit Xo = {(w,w),w € W} un sous-espace vectoriel de V. 1l est singulier
de dimension celle de W. Il existe donc un sous-espace vectoriel Yy de V,
singulier et de méme dimension que Xy, tel que V' = Xy & Y soit une
polarisation compléte de V. On se trouve donc dans le cas décrit en 2.2.1.

De plus, si (o, f) est un élément de PsB, son image dans Psb stabilise X
et (f @ f)|x, est nulle. Par le premier résultat de 2.2.1, I'image réciproque de

PsB dans Psb est scindée et la restriction du cocycle C' de l'extension Psb
a PsB est égalea 1.
Soit ¢ le cocycle de PsB. Par le lemme 2.3.c, pour tout s,s’ de PsB

A(s,8)=C(sds, sos)=1

D’ou ¢ est a valeurs dans {+1}.
On a donc établi le ¢ de la proposition. Pour le ii, on étudie successivement
les différents cas. On reprend les notations du §1.3.

Casl:n=v=1
Pour tout élément o de O(Q), on définit 'opérateur wy (o) de S(Y") par :

sioc € 0t (Qha = (g aq1>,a€Fx,

we(0)e(y) = la]e(ay), ¢ € S(Y);

sic €07 (Q)e = (2 a(_)l) ,a € F*,
we(0)e(y) = a7 (a7ly). ¢ € S(Y),

ol ¢* désigne la transformée de Fourier de . par rapport a la mesure
autoduale.

LEMME. — {(0.wy(0)), 0 € O(Q)} est un sous-groupe de PsB.

La démonstration est immédiate.

La restriction de PsB & 0(Q) est triviale.

Cas2:n=1,v=0.
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Soit (e, f) une base de W telle que < e, f >= Q(e) et £ une racine de
P’équation
Q) _

JJ'+.’£+—(§(—65—0.

La racine £ n’est pas un élément de F' sinon le vecteur £e+ f serait singulier.
On note E = F(£) l'extension quadratique séparable de F engendrée par
& Alors, W s’identifie & E (en tant que F-espace vectoriel) par ['unique
application linéaire ¢ : W — E telle que ¢(e) =1 et ¢(f) = &.

Soit @’ la forme quadratique sur E définie par :

Q@) =Q"'(z), =€k
Ona:
Q'(x) =Q(e)- Ngjpz, r€E.
D’ou
O(Q) jad O(QI) = 0(1\"5”:\) jasd E1><1 Gdl(ElF)
ol
E'={z € E|Ngrz =1} et Gal(E|F)={id,7}.
En particulier, O (Q) ~ E'.

On peut donc supposer que IV = E et () = Ngjp. On note é la norme de
£. On choisit la forme bilinéaire B donnée par :

Bz + €y, 2’ +&y') = a2’ + 2y + 6yy’. 2,2’ y,y' € F.

i) Si F est fini, OF(Q) s’identifie au groupe unitaire U de la forme
hermitienne (,) définie sur E, espace vectoriel sur (E, 7), par :

(z.y)=71(2)y, z,y€E.

Par le théoreme 3.3 de [5), PsB est scindée au-dessus de O+(Q). Soit
s — (s,7(s)) une section.

De plus, il existe un élément de PsB au-dessus de t = (1,Q), noté (t,r(7)),
tel que 7‘(7’)243 I
Pour que PsB soit scindée, il faut et il suffit que :
Yo € 0Y(Q), r(r)r(o)r(r) = r(ro7).

Or, ces deux opérateurs ne different que d'un scalaire multiplicatif. Ceci
équivaut donc a :

Yo € OH(Q), tr(r(7)r(o)r(r)) = tr(r(7o7))
i.e. (10) Yo € 0T (Q), \(o)=\(707)
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ou x désigne le caractére de la représentation de Weil de U. Le calcul de v,
pour les éléments semi-simples de U, a été effectué par P. Gérardin {35, Cor.
4.8.2] et donne, dans notre cas :

x(o) = —1 pour tout ¢ € U \ {id}.

L’assertion (10) est alors claire, et PsB est scindée au-dessus de 0(Q).

On suppose maintenant que F est local. On note pr 1'idéal maximal de
OF et 7 une uniformisante. Le conducteur de ¢ est p ot r = 25 ou 25+ 1,
s€eZ. '

On choisit £ tel que O = Op + £Op. Alors, O(Q) est contenu dans le
stabilisateur I du réseau L = p% + {p%. Deux cas se présentent :

il) L est autodual (i.e. r est pair). On vérifie que > 0 B est trivial sur
L x L. D’apreés §2.3.3, PsB est scindée au-dessus de K donc de O(Q).

iil) L n’est pas autodual (i.e. r est impair). On construit un nouveau
modele de la représentation de Weil de PsB permettant d’utiliser les résultats
de i) [14].

Construction du modéle. :

On remarque que L* = pL C L. On cousideére V" = L/L*. C’est un espace
vectoriel sur le corps résiduel kp de F. On munit V" d’une forme bilinéaire b
définie par :

b(¢, Z’) = B(r 7%, 77°¢) modpr
ot1 £ est I'image de ( € L par la projection L — L/L*.

Soit H(b) le groupe de Heisenberg “associé” et (py,S) un modele de la

représentation métaplecticque de H(b) pour le caractére y de kp :

\(T) = ¢¥(7%*x), = € Op et T son image dans kr.

(v n’est pas trivial).
Soit V T'espace vectoriel des fonctions o : H(B) — S telles que :
i) © est localement constante a support compact modulo F
il) o((L,t)h) = 'yf(t)p\(T)c')(h) pour L€ L.t € F et h € H(D).
Le groupe H(B) agit sur V par translations a droite.

LEMME. — La représentation (p,V) ainsi obtenue est la représentation
métaplectique de H(B).
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Démonstration : (p, V) est lisse et vérifie la condition sur I’action du centre.

Pour que (p,V) soit un modeéle de la représentation métaplectique de
H(B), il faut et il suffit qu’elle soit irréductible.

Considérons 'application de V dans S qui & ¢ € V associe ¢(0). C’est un
homomorphisme de L x F-modules. Si V' est un H(B)-sous-module de V, il
est également un L X F sous-module. L’image &’ de V' dans S est donc un
sous-module de S. Comme S est irréductible, S’ est {0} ou S.

Or toute fonction ¢ de V est entiérement déterminée par ¢(0) sous 'action
de H(B). Ainsi, V' est {0} ou V. Lareprésentation (p, V) est bien irréductible.

0

Soit s = (o, f) un élément de K. Il induit un automorphisme (7, f) de
H(b) par : .
gL+ L*) =al
Fe+r?) =FD
L’automorphisme (7, 7) est un élément du groupe pseudosymplectique Psb.
Soit (wy,S) la représentation métaplectique de Psb.
Si s € O(Q) C I, alors § appartient au groupe orthogonal O(q) de la
forme quadratique ¢ définie par b. L’analyse dans i) du cas ot F est fini
assure Pexistence d'une section 7, de Psb au-dessus de O(q) :

rx 15 € 0(q) > (3,74(5)).
L’homomorphisme s — (s,7(s)) de O(Q) dans PsB défini par :
r(s)o(h) = r\(3)g(s™th), o€V,
est une section de PsB au-dessus de 0Q).

cas3:n=v=2et F=Fy _

On construit une section de PsB au-dessus de O(Q).

Pour ce faire on reprend la description de la situation faite au §1.3. On
introduit alors les notations suivantes :

— X est le sous-espace vectoriel de TV défini par : X = { ((c) 2) € TV}.

—Y est le sous-espace vectoriel de 1V défini par : ¥ = { (8 3) € IV}.

Alors X &Y est une polarisation complete de 1V en espaces singuliers:
- (p.S(Y)) un modele de la représentation métaplectique de H(B).

Pour tout ¢ € S(Y),

p((ﬂo bo ) ,t0><,:(a.b) =y (tg + ady + b ) (a + ag, b+ bg).
co do
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En choisissant une base de S(Y), on exprime p & l'aide de matri-
ces. Soit g [resp.¢1,¢2,¢3] la fonction de S(Y) prenant la valeur 1 en

(0,0)[resp.(1,0),(0,1),(1,1)] et s’annulant partout ailleurs.

Le systéme (o, ¢1,¢2,¢3) est une base de S(Y") dans laquelle la matrice

de p(h), h € H(B), est :

1 0 0 0
w0 w@ o 0
YWlo 00 v o

0 0 0 ct+d

0 1 0 0
wn [¥@ 0 0 0
YO0 00 0 e

0 0 ¥(+d) 0

0 0 1 0
| 0 0 0 ¥
YWlye o 0 0

0 yYle+d) 0 0

0 0 0 1

} 0 0 () 0
w(t) 0. e 0 0
Ylc+d) 0O 0 0

si h:((

1
c

1))

Pour chaque élément g = s, 54, $2, 5 ou t, on détermine les matrices Mg

de M(4,C) telles que

Myp(h) = p(gh)

On obtient :

M,

pour tout h € H(B).

O = OO0

L]

—= O O O
Ll e Nen]

—_

—
— |

a€eCX*

o' e C%

3ecCx
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1 00 0O
si g=s5 My=p g (1) (1) 8 ; B € Cx
00 0 -1
0 1 0 -1
. ; - 0
si g=t, ]\It=-\l/_—72- 01 -1 (1) —f)l , y€ECX
1 0O 1 0

Les conditions C.1 et C.4 déterminent «, o', 3, 3 et v au signe prés.
Les conditions C.2 donnent le signe de o’ et 3’ en fonction de celui de a
et 3 respectivement, tandis que les conditions C.5 donnent le signe de /3 en
fonction de celui de c.. On obtient :

a=a' =3=08 =+1
v==1

On vérifie que les conditions C.3 sont satisfaites.
Ainsi, PsB est scindée au-dessus de O(Q).

Cas4:n=2,v=1et F=F,
On reprend les notations de 1.3._
Supposons que la restriction de PsB a Q(Q) soit scindée. Soit r une section

de PsB au-dessus de 0(Q).
Considérons le sous-groupe H de O(Q) formé des éléments id, (é i),

(9

Soit (e;1,0) = ((g 2) ,0) € H(B). Alors, pour tout o € H \ {id},

o(e1,0) = (e1,1).

Comme (o, r(0)) est un élément de PsB,ona:

r(o)p((e1,0)) = p((e1,1))r(o) = v(1)p((e1,0))r(o).

De plus, o = ¢’ avec {o,0’,0"} = H \ {id} d’ou
(o) = r(a" (")

et

r(o)p((e1.0)) = r(a’)r(0")p((e1,0)) = (1)r(a")p((e1,0))r(o")
= p((e1.0))r(o")r(c") = p((e1.0))r(a).
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Comme 1) est le caractére non trivial de F2, on obtient une contradiction.
La restriction de PsB a O(Q)) n’est pas triviale.

Ceci termine la démonstration de la proposition.

§3. Groupes métaplectiques : cas global

Dans ce paragraphe, F' désigne un corps global de caractéristique 2 c’est-
a-dire que F est isomorphe & un corps F,(T') oli ¢ est une puissance de 2 [16,
Ch I1I].

Soit v une place de F. On note F, la complétion de F en v et O, 'anneau
des entiers de F,. .

Soient A I’anneau des adeles de F' et ¥ un caractére non trivial de A,
trivial sur F. En toute place v, ¥ induit un caractere non trivial ¢, de F
et, en presque toute place, 1, est trivial sur O,. On a

v=]]¢..

3.1. Construction des groupes pseudosymplectique et méta-
plectique adéliques [15, §29 et 37].

a. Groupe de Heisenberg adélique Hp(B).

Soit L un réseau de V. Pour toute place v de F, on considére le F,- espace
vectoriel W, = W® pF, muni de la forme bilinéaire B,, prolongement naturel
de B & W,xW,. Alors L, = L®n O, est un réseau de W, et la restriction de
B, & L,Xx L, est & valeurs dans O, pour presque toute place v. Par définition,

Hp(B) ={(hy)y € HH(Bv) | hy € LyxF, pour presque toute place v}.

On définit la représentation métaplectique (p,S) de Ha a l'aide des
représentations métaplecticques des groupes locaux. Soit IV = X & Y une
polarisation compléte de W, Xp l'ensemble des (2), dans [[, X rF, tels
que z, € L, pour presque toute place v. Soit Uy un caractére de .XaxA
prolongeant ¥. En toute place v, ¥y induit un caractere v'x , de X@rpFyx F,
qui prolonge .

A toute place v, on considére la représentation métaplectique de H(B,)
relative au caractére ¢’y , que 1'on note (p,, S(Y @ pFy)) .

Soit S le sous-espace de ©,S(Y & F,) engendré par les éléments de la
forme ®,¢, o ¢, € S(Y @ F,) pour toute place v et ¢, est la fonction
caractéristique ¢; de L, pour presque toute place v. Alors :

P(he) o (Q0u0y) = Do pe(he)Or) o0 (hy)y € Ha(B) et @, 0 € S.
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__ b. Groupe pseudosymplectique adélique PsaB et groupe métaplecti-
que PspB.
Pour toute place v de F, soit K, le stabilisateur de L, dans PsB, (Cf.
§2.2.b). Alors

PspaB = {(0y, fv)v € HPst | (o4, fv) € I{,, pour presque toute place v}.
v

Remargues : ,

1. Pour presque toute place v, I(, est formé des éléments (o, f,) de

PsB, ou o, stabilise L, et f, induit sur ce réseau une fonction a valeurs

entiéres. La définition précédente coincide donc avec celle d’A. Weil [15,§ 37].

2. Soient B et B’ deux formes bilinéaires définissant (). Les isomor-

phismes locaux entre les groupes pseudosymplectiques relatifs & B et B’
induisent un isomorphisme entre PsayB et PsayB’.

Le groupe PspB agit sur Hg(B). Pour s € PsaB, la représentation
(p*,S) de Ha(B) est isomorphe a (p,S). On définit ainsi une représentation
projective de Psa B et on construit l’extension métaplectique Psa B comme
dans le cas fini ou local.

Pour presque toute place v, L, est autodual et la restriction de i o B,
a L, X Ly est triviale. D’aprés les résultats obtenus au paragraphe 2.2.b,
I’extension métaplectique PsB, est scindée au-dessus de K,. On note s, la
section définie au §2.2.b. En identifiant s,(I,) et I, on définit le produit
restreint des IBEB,, relativement aux I, noté H/K,, IAis‘BL..

L’homomorphisme p : H/I\’,, ]F;st — I’SE'AB est surjectif, de noyau
{(av)y € [I, C* | @n = 1 pour presque toute place v et [], o = 1}.

LEMME. — Soient B et B’ deux formes bilinéaires telles que B 4+ B’ soit
alternée. Les extensions métaplectiques PspB et PsaB’ sont isomorphes.

C’est une conséquence de 'étude locale (§2.1).

3.2. Restriction de I’extension métaplectique a PsB.

THEOREME. — Il existe un homomorphisme 3 : PsB — Psp B tel que le
diagramme suivant commute :

PsaB
VA
PsB — PsaB
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Remarque : En caractéristique 2, le groupe PsB posséde des caractéres
non triviaux (ils sont tous de la forme x o pr ou x est un caractére de O(Q)

et pr la projection de PsB sur O(Q)). L’homomorphisme 3 n’est donc pas
unique.

Démonstration : Quand @ est déployée, 'existence de 3 a été établie par
A. Weil [15,§40].
Quand @ n’est plus nécessairement déployée, on considere W’ la somme

orthogonale de deux copies de W que ’on munit de la forme bilinéaire B’
définie par :

B'((wy,wy), (w},wh)) = Blwy,w)) + B(wa,wh).

La forme quadratique Q' définie par B’ est déployée et PsB s’identifie a un
sous-groupe de PsB’. Il existe donc une section & de PsB dans PsaB’. Soit
s € PsB et S' = (s). Soit (S,)y € [ PsB, un relévement de S’ dans
H’KL 13T9B{, D’aprés 1'étude locale (§2.3), pour toute place v, S, définit un
unique élément S, de PsB,. Alors, [], S, appartient & H/m, PsB,. Notons
B(s) sa projection sur PsaB. Elle ne dépend pas du choix de (S0)w-

On définit donc une application 3 de PsB dans PsaB par s — 3(s). En
fait, 3 est un homomorphisme satisfaisant les conditions du théoreme. []



II. PAIRES DUALES REDUCTIVES DU GROUPE
PSEUDOSYMPLECTIQUE

Désormais F désigne un corps fini ou local.
§1. Paires duales réductives de O(Q)

1.1. Généralités et classification
Soit (H, H') une paire duale de O(Q).

DEFINITIONS

1. La paire (H, H') est réductive si W est HH'F absolument semi-simple.
Si W n’est que HH'F-semi-simple, la paire (H, H') est dite relative-
ment réductive.

2. La paire (H, H') est irréductible si 'action de HH' sur W ne laisse
stable aucune décomposition en somme orthogonale de W.

3. La paire (H, H') est produit des paires duales (H;, H}), i1 = 1,2 si H
(resp. H') s’identifie & Hy x Hs (resp. Hi.x Hj) et qu'il existe une
décomposition en somme orthogonale de W, W = W; & W, telle que,
pour ¢ = 1,2, (H;, H}) soit une paire duale de O(Qw,).

Remarque : Comme W est de dimension finie sur F, W est HH'F
absolument semi-simple si et seulement si le centre du corps commutant
de tout sous-module simple de W est une extension séparable de F [1, §7
n° 5 prop. 7 et 6).

PROPRIETE. — Toute paire duale réductive [resp. relativement réductive]
est produit de paires duales réductives [resp. relativement réductives] et
irréductibles.

Démonstration [cf. 8, Ch. 1] :

Soit (H, H') une paire duale. Si elle n’est pas irréductible, il existe une
décomposition en somme orthogonale de W, W = W@ W5, stable sous HH'.

i) Le groupe H (resp. H') s’identifie & un produit H; X Hy (resp. H] x Hj)
ou H; (resp. H{) est un sous-groupe de O(Qy,).
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En effet, posons H; = {o|w,,0 € H}, i = 1,2 et considérons I’homomor-
phisme ¢ de H dans Hy x Hj défini par : i(o) = (oyw,,01w,), 0 € H. Il est
injectif. De plus, si (01,02) € Hy x Ha, ’élément o de O(Q) défini par

o(wy + we) = Ul(wl) +o2(we), w=w +ws €W, w; € W,

commute avec H’, donc il appartient au bicommutant de H c’est-a-dire & H
lui-méme. Ainsi, 7 est un isomorphisme de H sur H; x Ho.
De méme, H' ~ H{ x Hj.

i) LEMME. — Soit G un groupe, G1 et G2 deuz sous-groupes tels que
G1 x Gy C G. Soient K = K1 x I et K' = K] x K}, deuz sous-groupes de
G, K;, K! C G;. Si (K, K") est une paire duale de G alors (K;, IK}) est une
paire duale de G; pour i =1,2.

Si, de plus, (K, ') est relativement réductive (resp. réductive), (I(;, K})
lest aussi.

Calculons le commutant de K; dans G;. Soit k' un élément de ce
commutant. On prolonge trivialement k' & Gy X Gs. Alors k' commute avec
K dans G, i.e. k' € K'. Donc k' appartient & I{]. Le commutant de K dans
G1, qui contient K, est donc contenu dans K. Il est donc égal & 7.

On montre de méme que le commutant de K] (resp. Ko, I(5) est I{ (resp.
K}, I(;). La paire (K, I(}) est une paire duale de G;.

La deuxiéme assertion du lemme est claire.

On déduit du lemme la propriété.

Ainsi, il suffit de déterminer les paires duales réductives et irréductibles.

Ezemples de paires duales relativement réductives et irréductibles

1. Soit W (resp. Wa) un F-espace vectoriel de dimension finie muni
d’une forme alternée <,>; (resp. <,>2) non dégénérée. Prenons W' =
W1 & Ws avec la forme quadratique Q' définie par :

Q'(w; @ we) =0,
et le fait que la forme alternée associée soit

< wy @ wy, wy @ wh >=< wy,w] >1< W, wh >o, wi, w; € Wi

’ . 3 /', .
Nécessairement, n = 9mW est pair et v = n.

La paire (SpW1, SpiV,) est duale, réductive et irréductible dans O(Q').

2. Soit D une extension quadratique séparable de F' ou un corps de
quaternions sur F', muni de I'involution canonique.
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Soit Wi (resp. W3) un D-espace vectoriel & droite (resp. & gauche), de
dimension finie, muni d'une forme hermitienne <,>; (resp. <,>») non
dégénérée telle que : < wy,w; >1€ F pour wy € Wy (resp. < wq,ws >26€ F
pour we € Wa).

Prenons W = W; ® p W» avec la forme quadratique " définie par :

Q" (w; @ wa) =< w1, wy >1 - < wa,we >q pour w; € W;
et la forme alternée associée a Q" est :
< wy ® wa, wy @ wh >=1trp (< wy,w >1< wy, Wy >3).

Alors, (U(W1),U(W2)) est une paire duale réductive, irréductible de
0@").

3. Soit D un corps de centre F. Soit W' un F-espace vectoriel muni

d’une forme alternée <,>. Soit W' = X & Y une polarisation compléte de

W', On définit la forme quadratique "’ dont la forme alternée associée est
<,> par:

Q"(z)=Q"(y)=0 pourtoutz € X, y€eY.

Pour toute décomposition de X en produit tensoriel, X ~ X; ®p X2, de D-
espaces vectoriels X et Xo, les sous-groupes GLX, et GLX, définissent une
paire duale relativement réductive, irréductible de O(Q""), sauf si F = Fo,
et dimp X; < 2 pour i =1 ou 2. Cette paire est réductive.

4. Soit E une extension séparable (resp. séparable ou inséparable)
de Fett: E — F un F-homomorphisme tel que la forme bilinéaire
(z,y) — t(xy) soit non dégénérée. On suppose que W est aussi un E-
espace vectoriel. Soit ¢ une forme quadratique sur le E-espace vectoriel TV
telle que

tog=Q.
Les paires duales réductives (tesp. relativement réductives) précédentes dans
0(q) sont des paires duales rTéductives (resp. relativement réductives) de

0(Q).
5. La paire duale triviale ({id}, 0(Q)).

ProPOSITION. — Soit (H,H') une paire duale réductive (resp. relative-
ment réductive) et irréductible de O(Q). Alors, (H,H') est l'une des paires
sutvantes :

1. Awec les notations de Uezemple 1, si W est identifié a W' et que
Q est égale a Q’, la paire (SpWy, Spi¥s).
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2. Avec les notations de Uexzemple 2, si W est identifié ¢ W' et que
Q est égale a Q" la paire (U(Wy), U(W2)).

3. Avec les notations de l'exemple 3, si W est identifié a W' et que
Q est égale ¢ Q", la paire (GL X1,GL X5) sauf si F = Fy et dimp X; < 2,
i=1 ou?2.

4. Les paires obtenues par restriction des scalaires comme dans
l'ezemple 4.

5. La paire duale triviale (O(Q), {id}).

Dans la suite du paragraphe, nous établissons cette proposition. Ceci nous
conduira & vérifier I’exactitude des exemples donnés précédemment.

La démonstration se déroule ainsi. Dans un premier temps, on détermine
les paires duales irréductibles et relativement réductives. Pour ce faire, on
montre d’abord deux lemmes (§1.2 et §1.3) puis on différencie deux types
de paires duales (H, H') :

1. celles dont 'action de HH'F est irréductible (§1.4), dites de type
hermitien (ou de type I).

2. celles dont V'action de HH'F est réductible (§1.5), dites de type
linéaire (ou de type II).

Dans un deuxiéme temps, on extrait de la liste obtenue les paires duales
réductives.

On note Zg(H) le commutant de H dans G.

1.2 LEMME. — Soit V' un espace vectoriel sur F muni dune forme
bilinéaire (,) ou d’une forme gquadratique g et U(V") son groupe d’isométries.

1. Si(H, H') est une paire duale de U(V) et si V est HH'F simple,
alors il existe une décomposition de V' en produit tensoriel

VeV ¢pV,

ou Vi (resp.Vs) est un espace vectoriel a droite (resp. 4 gauche) sur un
corps D contenant F dans son centre, telle que H = Endp V1 NU(V) et
H' =EndpVanU(V).

2. Si, en outre, la forme bilinéaire (,) est non dégénérée, D est muni
d’une involution T et les espaces vectoriels Vi et V5 possédent une structure
hermitienne déterminée a similitude prés par celle de V.
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Démonstration [8, Ch. 1] :

Par hypothése, V est HH'F-simple. Comme H et H' commutent, V est
H'F-semi-simple et isotypique : V = mV’ ou V' est H' F-simple.

Par conséquent, la sous-algébre B = Endy'pV de Endp V est simple.

Par le théoréme du bicommutant [12,Ch.8, cor.4.8], B est égale au com-
mutant de B’ = EndgpV. Dol B = Endg/rV = Endg/rV. De méme,
B' =EndprV =EndgrV.

Les algebres B et B’ agissent semi-simplement sur V' donc (B, B’) est
une paire duale réductive de Endp V [8, ch. 1 §18]. Elle est irréductible car
B et B’ contiennent respectivement H et H' et (H,H') est nécessairement
irréductible.

Ainsi, la paire duale (B, B’) correspond & une décomposition en produit
tensoriel de V : V ~ V] ®p V3 ot D = Endg'r V' est un corps contenant F
dans son centre. De plus, B = Endp V; et B’ = Endp V5.

Montrons que H = Endp V3 NU(V). Le groupe H est contenu dans B et
U(V) donc

H C Endp Vi NU(V).

De plus, BNU(V) est un sous-groupe de U(V') qui commute avec H'. Donc
BNnU(V)C ZU(V)HI =H

d’ou 'égalité voulue. On montre de méme que H' = Endp Vo NU(V). La
premiére partie du lemme est donc démontrée.

On suppose désormais que (,) est non dégénérée. Alors (,) définit une
involution ¢ sur Endg V qui laisse stable H et H’. Comme B et B’ sont
les commutants de H’ et H respectivement dans EndpV, B = Endp 1]
et B’ = Endp V> sont stables sous ¢. Il s’en suit que D est muni d’une
involution 7 [12, Ch. 8, cor. 8.3] et que les espaces V; possédent une structure
hermitienne, définie & similitude prés par celle de V' [12, Ch. 8 §7]. Ceci
termine la démonstration du lemme.

1.3. Un lemme géométrique

Soit D un corps contenant F dans son centre et muni d’une involution 7.
On suppose, en outre, que D est de dimension finie sur son centre. Soit V'
un espace vectoriel & droite sur D muni d’'une forme hermitienne tracique
(i.e. ses valeurs sur les couples (v,v), v parcourant V', appartiennent a
{d+7(d),d € D}) ou d'une forme alternée ou encore d'une forme quadratique
g non dégénérée et non défective. Dans les deux derniers cas, 7 est triviale.

On note U(V) son groupe d’isométries.
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LEMME. — Le commutant de U(V) dans EndrV est isomorphe d
Fo[X]/X? si V est orthogonal hyperbolique de dimension 2 sur Fo et est
isomorphe a D sinon.

Démonstration :

1° On rappelle [3,Ch.1,§12] qu'une quasi-symétrie de vecteur a, non
isotrope, est une isométrie de V qui laisse invariant point par point
l'orthogonal de a et laisse globalement invariante la droite engendrée par
a. Le rapport o d'une quasi-symétrie vérifie : a - 7(a) = 1.
Une transvection est une isométrie de V' de la forme :

pourtout v €V, v—v+4a-a<a,v>, a €D tel que 7(a) =«

(a nécessairement isotrope. Dans le cas orthogonal, a est non singulier et
a=q(a)™).

Un élément o de Zgndr v(U(V)) commute avec toutes les quasi-symétries
et toutes les transvections de U(V).

2° Supposons V' non orthogonal; alors o laisse stables toutes les
droites de V.
Par conséquent, si dimp V' > 2, il existe o € D tel que

ov =wva pour tout v € V.

Donc, o est une homothétie, et Zgnd, v(U(V)) ~ D.
SidimpV =1, alors V s’identifie & D et la forme (,) est donnée par :

le,dg € D, (dl,d'_)) = T(dl)adg olla€ {d+ T(d)d € D}

Comme D est de dimension finie sur son centre F’', D est commutatif
ou un corps de quaternions : a est un élément de F’ et U(V') s’identifie a
D! = {d € D|r(d)d = 1}.

Soit E le sous-corps engendré par D! et F. Pour que D soit le commutant
de U(V) dans Endf V, il faut et il suffit que E = D [8, p. 20].

Le corps D est un E-espace vectoriel.

Si D est commutatif, montrons que dimg D = 1 [14]. Pour tout d € D,
d='7(d) est un élément de D' donc de E. Il existe donc k € E tel que
7(d) = dk. Si dimg D > 2, alors k est indépendant de d. En prenant, d = 1,
on trouve k = 1 d’ott 7 = id ce qui est exclu. Par conséquent, dimg D = 1
ie.D=FE.

Si D est un corps de quaternions et si (1,1, &, E3) est une base standard
de D sur F' [12, p. 314], on considere les sous-corps commutatifs 1; = F (&),
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1 =1,2,3. Alors E contient les sous-corps E; de D engendrés respectivement
par {d € K;|7(d)d = 1} et F. Comme I{; est commutatif, ; = E; et
E DU K;. D’ou E D D et, par suite, E = D.
1
Dans ce cas, Zgnd, w(U(W)) ~ D.

3° Supposons V' orthogonal; alors D est commutatif. On note v(g)
Pindice de gq.

Un élément o de Zgna, v(0(g)) commute avec toutes les transvections
orthogonales et laisse donc invariantes toutes les droites régulieres. Si Vj est
un D-espace vectoriel sans éléments singuliers non nuls, alors o}y, est une
homothétie : oy, = aidy,, a € D.

e Doncsiv(g) =0, 0 € Did et Zgna, v(0(q)) ~ D.
o Supposons 0 < v(q) < n et décomposons Ven V = H& HL ot H
est hyperbolique de dimension maximale 2v(q).

Comme H* est alors sans éléments singuliers, og+ est une homothétie.
Soit 2 € HL \ {0}. Pour tout h € H singulier, q(z + h) = q(z) # 0. Il existe
donc A, € D* tel que o(z + h) = (z + h)Ap et par le théoreme de Witt
[3.p.36], il existe u € O(q) tel que u(z + h) = z.

Les endomorphismes o et u commutent donc : pour tout 2 € H singulier,

uo(z+h) =ou(z+h) =0z
=u(z+ )\, =2\
Donc, Ay = A ne dépend pas de h et o(h) = h\ pour tout h € H singulier.

Comme tout élément de H est somme d’éléments singuliers, oy est Aidy et
oyt = Midyy. Ainsi, o est une homothétie.

Zendr v(0(q)) ~ D.

Supposons désormais v(q) = n.
eSin > 1et D # F,, soit {e;,e_;;i = 1,...,n} une base

hyperbolique. Le vecteur e; + e_; est non singulier donc : o(e; + e—;) =
(e1 +e-1)A, A € D. Soit z un vecteur non singulier dans 'orthogonal H de
e; et e_; tel que ¢(z) # 1.

Alors e; + e_; + z est non singulier : il existe A\, € D tel que
oler+e_1+ ’:) = (el +e_1)A: + 2,
ce qui équivaut a

(er+e_1)A+0z=(e14+e_1)A: + 2,
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d’ou
A=), et o0z =2z
Si z € H est singulier, z s’écrit comme somme de deux éléments de H non
singuliers : z = z; + 23 tels que ¢(z;) #1,¢=1,2.
D’apres, ce qui précede, 0z = z .
Ainsi, o restreint a I'orthogonal de e; et e_; est une homothétie. Par le
méme raisonnement a partir de es et e_s, on conclut que o € Did.
e Sin > 1et D=F,, il suffit de montrer qu’il existe A € F tel que
pour tout i, oe; = e; .
Pour i > 1, on considere les vecteurs non singuliers e; +e_;, e; +e_1 +¢€;
et e; +e_1 +e_;. Il existe A, A; et A_; tels que

oler +e_q) =(e;+e_1)A
oler+e_1+e) =(e1+e—1)i+e)
ole;+e_;+e_;) =(e1+e_1)A;+e_ir;
d’ou 0‘(61' + e_,~) = (e,' + e_,-)(/\,- + )\—i) + e\ +e_;A_;.
Or o(e; + e—;) est colinéaire a e; + e_; donc A; = A_;.

De plus, il existe u € O(q) tel que u(e; + e—;) = e; + e_1. D'ou \; = A
En faisant de méme avec e et e_o, on obtient : o € Did.

Il reste le cas o n =1 = v(q).

e Si D = [F,, un simple calcul montre que

Zearvo@) = {0 (] 3).(1 1)}

et cet anneau est isomorphe a Fo[X]/X2.

Si D # F». Soit (e, f) une base hyperbolique de V.

Soient z; et zo tels que ¢(z;1) = g(z2) = a # 0. Comme 2; et zo sont
réguliers, il existe py, p2 € D, tels que oz1 = z1u1, 022 = zous. Par le
théoréme de Witt, il existe u € O(q) tel que uz; = 22. D’out

S2He =022 =UOZ = 2o/

et par suite
H2 = f41.
Pour tout a, il existe uo € D tel que, pour tout z € V, tel que ¢(z) = a,

0z = Zfly.
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o SiD=F,et queag¢Fs, glea+ f(1+a)) =1 Dot
o(ea + f(1+a)) = (ea + f(1+a))m

ce qui équivaut &
ole+ fla+o(f) =(e+ flma+ fi

d’olt o(f) = fu1 et, par suite, o(e) = ey;. D’olt 0 = pyid.

e Sinon, soit o € D*. Il existe a1, as € D* tel que

a; #0 et 1
a;+as+1#0
a1(az+1)=a

Alors
o(e+ f)=o(ear + f(1+aqz)) + o(e(ar + 1) + faz)
<= (e+ flur = (ear + (1 + a2))ua + (e(ar + 1) + faz2)i(a, +1)a;

= 1 = a0 F oy +1)as (01 + 1) = ta (14 Q2) + H(ay+1)a, 02

d’olt (1 = pa.

Donc, pour tout élément z régulier, oz = pyz. On en déduit que o est pyid.

Ainsi s’acheve la démonstration du lemme.

Remarque : L'hypothése sur la dimension de D sur F’ n'intervient que
dans le calcul du commutant du groupe unitaire sur un espace vectoriel de
dimension 1.

1.4. Paires duales relativement réductives irréductibles de
type hermitien.

Dans ce paragraphe, 1V est HH'F-simple.
D’apres le lemme 1.2, il existe une décomposition en produit tensoriel de
W,
W W, Qp s

ol D est un corps muni d'une involution 7, TW; est un D-espace vectoriel
muni d'une forme hermitienne <.>;, telle que H = Endp 1V N O(Q) et
H' = Endp W, N O(Q). Grace a la classification des involutions [8, Ch. 1],
on identifie (D, 7). Cela peut étre :
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a F et 'involution triviale,

b une extension quadratique séparable F’ de F et l'involution définie
par ’élément non trivial de Gal(F’/F),

¢ un corps de quaternions sur F' et une involution,

d un des trois cas précédents ou F' est remplacée par une extension finie
E de F.

Dans les cas g, b, ¢, la trace réduite trp|r de D sur F définit une forme
bilinéaire non dégénérée par : (d,d') — trp|p(dd’).

Dans le cas d, on considére t € Homp(FE, F)\ {0} et la trace réduite trp g
de D sur E. Alors totrp|g définit une forme bilinéaire non dégénérée comme
précédemment.

On note tp|r 'homomorphisme trpjp ou t o trp g selon les cas.

i) On définit alors une forme bilinéaire <, > sur W, ®p W, par :
K wy @ wa,wy @ wy D= tpp(< wy,wp >1< wh, we >a), wi, w; € Wi

Les formes bilinéaires <, > et <, > définissent des involutions sur Endp 1V.
Par le théoréme de Skolem-Nceether [12, Ch. 8, th. 4.2], ces derniéres different
d’un automorphisme intérieur. De plus, elles coincident sur Endp V] et
Endp W,. Nécessairement cet automorphisme intérieur est défini par un
élément du centre de D. Quitte & modifier les formes <, >; par un élément du
centre de D, on peut supposer que la forme alternée <, > est égale a <,>.
Les formes hermitiennes <, >; sont nécessairement non dégénérées comme
<,>.Deplus, H = Endp W1NO(Q) = U(W1)rO(Q) et H' = U(W2)NO(Q).

ii) Identification de <,>; et <,>s
On étudie chaque cas séparément :

o Casa. Comme <, > est alternée, il en va de méme d’une des formes

<, >;. Par exemple, <, >; est alternée. Alors, <, >, est symétrique.

Soit V' = {v € Wy, < v,v >o= 0}. Le sous-espace vectoriel Wy @ V" est
un sous-espace vectoriel de W HH'F-stable. Donc. 11 @ g V' est 0 ou TV.

Si Wy ®p V = 0ie. V = 0, alors U(1V,) est réduit & {id} (car
u(wa) + we € V' pour tout wo € Wa et tout u € U(Ws)) d’ott H' = {id}. On
n’obtient pas de paire duale non triviale.

SiW1@rV =W ie V =11, <,>, est alternée.

Dans ce cas, les formes <, >; sont alternées.

e Cas b. Toute forme hermitienne <, >; définie sur 1¥; est tracique.
La forme (wq @ wo,w] @ wh) — trp (< wy, wy >1< why, wy >9) est donc
alternée. Aucune hypothese supplémentaire n’est nécessaire.

e Casc. Ramenons-nous au cas o 7 est l'involution canonique 74 de
D. Par le théoréme de Skolem-Neether. il existe un élément d de D tel que,
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pour tout z dans D, 7(z) = dro(x)d~!. Alors
L wy @ wa, w Quy >=tpp(d”! < wi,wy >1< whwy >o d), wy,wi € Wi

Or d™! <,>; (resp. <,>2 d) est une forme hermitienne (relativement &
I'involution canonique) sur Wi (resp. W) et son groupe d’isométries est
toujours U(W;) (resp. U(W3)).

On peut donc supposer que 7 est l'involution canonique.

Considérons le sous-espace vectoriel Vi de W formé des vecteurs wy de
W1 tels que < wy,w; >; soit une trace de D (l.e. < wy,w; >1€ F). Alors
Vi @ Wy est HH' F-stable : V] @ p W5 est donc {0} ou W.

Dans le premier cas, U(T¥7) est réduit a I'identité [4,§3] : on n’obtient pas
de paire duale non triviale.

On s’intéresse donc au deuxiéme cas c’est-a-dire le cas ol <,>; est
tracique. Pour des raisons analogues, seul le cas ol <,>» est tracique peut
fournir une paire duale non triviale.

Quand <,>; et <,>9 sont traciques, on vérifie comme précédemment,
que la forme <, > est bien alternée.

Les formes hermitiennes <, >; sont donc traciques.

e Casd. On a alors

< wy @ wa,wi @ wy >=totrpp(< wy,w; >1< wy, wy >9).
Prouvons qu’elle est alternée si et seulement si

(,) & (w1 @ wa, wi @ wh) — trpp(< wi,w) >1< wh,wy >2)

est alternée.

11 suffit de montrer que si (,) est une forme bilinéaire H H'-invariante sur
le E-espace vectoriel 1V telle que t o (, ) soit alternée, alors (,) est alternée.

La forme (,) est symétrique sinon il existerait deux vecteurs w et w’
de Wy ®p Wy tels que (w,w’) — (w',w) € Kert\ {0} et B = {(Aw,w’) -
(w', Mw), A € E} serait contenu dans Kert i.e. t serait nul. Soit V' le sous-E-
espace vectoriel de W formé des vecteurs v tels que (v, v) = 0. Ce sous-espace
est stable sous HH'. L'hypothese sur 'action de HH'F sur W implique que
V est {0} ou W.

Si V' = {0}, le groupe des isométries de (, ) est réduit a l'identité car, pour
tout élément o de ce groupe et tout vecteur w de W, ocw + w appartient a
V. Par conséquent, H = H' = {id} : ceci ne convient pas.

Donc V' = T c’est-a-dire que (,) est alternée.

On obtient les mémes résultats que précédemment.
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iii) Identification de H et H'.

LEMME. — Il existe une unique forme quadratique ¢ dont la forme alternée
est <,> et telle que U(W;) C O(q) pouri=1 ou 2.

Démonstration : — Existence de q.

On détermine une forme quadratique g vérifiant les hypotheses voulues
dans les cas a, b, ¢, d. Comme g est “associée” & <, >, il suffit de la déterminer
sur les wy ® we, w1 @ wy € Wi Qp Wh.

Casg : g(w; ® wy) =0 pour tout wy Q@ wqg € W
Casbhetc : g(w @ ws) =< wy,w; >1< wa, wa >o

Casd : g(w1 ® wy) = tog'(ws @ we) o ¢’ est l'une des formes
quadratiques précédentes sur E.

Vérifions que U(TV;) C O(g). 11 est clair que U(1V;) est formé d’isométries
de <,>. Il suffit donc de montrer que, pour tout u € U(W;), w1 @ we € TV,

q(u(wy @ wa)) = qlwy @ wo).

Les trois premiers cas sont clairs. Le dernier est une conséquence des
précédents.

La forme quadratique ¢ existe donc.

— Unicité de gq.

Soit ¢’ une autre forme quadratique sur ¥ ayant les mémes propriétés
que q. Alors U(W;) est contenu dans O(q) N O(q’), donc dans O(q +¢'). Or,
g+ ¢’ est additive et définit une forme semi-linéaire de V' dans F. Si g+¢ est
non nulle, son noyau Ker(g+¢') est un sous-espace vectoriel de V' stable sous
0O(q+¢') donc sous HH'. Puisque (H, H') est de type hermitien, Ker(g+q’)
est nul. Alors O(q + ¢') est {id} (car, pour tout o € O(g + ¢'), pour tout
veV,ov+v€EKer(g+¢')). Dou H = H' = {id} ce qui est impossible. La
forme quadratique g + ¢’ est donc nulle.

La forme g est donc unique et le lemme est démontré.

On en déduit :

LEMME. — Si (H, H') est une puire duale de type hermitien de O(Q). alors
Q est la forme quadratique du lemme précédent. Par conséquent, H = U(117)
et H = U(W5,).

La démonstration est analogue & la précédente ot () remplace ¢’ : en effet,
H et H' sont contenus dans O(Q) et O(g) donc dans O(Q + q).
La deuxiéme assertion est imimédiate d'apres i).

Ainsi, les paires duales relativement réductives de type hermitien sont
parmi les paires :
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a (SpWi, SpWa) ot W; est un F-espace vectoriel muni d’une forme
alternée <, >; non dégénérée;

b (U(W1),U(W2)) ot W; est un F'-espace vectoriel muni d'une
forme hermitienne <,>; non dégénérée et F’' une extension quadratique
séparable de F muni de l'involution 7 € Gal(F'/F) \ {id};

c (U(Wy),U(TV3)) ot W; est un D-espace vectoriel muni d’une forme
hermitienne tracique <, >; non dégénérée, et D est un corps de quaternions
sur F muni de U'involution canonique;

d l'une des trois précédentes ol F' est remplacé par E, extension
finie de F', a condition que W7 ® Wy ~ TV et la forme quadratique associée
aux formes <, >; soit ().

Il reste a s’assurer que ce sont bien des paires duales relativement
réductives. On considere la sous-algebre 4 de Endp W engendrée par U(1V7).
Dans les trois premiers cas, A est contenue dans End g W3 et son commutant
dans Endr W, est D par le lemme 1.3.

Dans le dernier cas, A est contenue dans End g V; et son commutant dans
Endg W, est encore D par le lemme 1.3.

Par le théoréeme du bicommutant, 4 = Endp IV;. D’ou

Zendpw(d) = Endp 1V,
et Zo()(U(W1)) = Endp W2 N O(Q) = U(TV2).

De meéme, le commutant de U(W5) est U(W7). On obtient bien des paires
duales relativement réductives.

1.5. Paires duales relativement réductives de type linéaire.

On suppose maintenant que W n’est pas HH'F-simple.

Par hypothese, il existe un sous-espace vectoriel propre V' de 1V HH'F-
stable. Comme (H, H') est une paire irréductible, V' est nécessairement
isotrope. Posons X = VNV, Alors X est stable sous HH' et est totalement
isotrope. De méme, X+ est stable sous HH'. Soit ¥ un supplémentaire de
X+ dans W stable sous HH'. Alors X Y est stable sous HH’, et est non
isotrope. L’espace vectoriel TV se décompose en (Y @ Y) & (XY ©Y)L, qui est
stable sous HH’. Comme (H, H') est irréductible, (X & Y)L est nul. D'olt
W =XaY et dimX = dim Y = n. Montrons que Y est totalement isotrope.

Le sous-espace Y est nécessairement isotrope sinon W =Y @Y L et Y. Y+
sont HH'F-stables et (H, H') ne serait pas irréductible.

Alors Y NY+ est un sous-espace vectoriel non nul, totalement isotrope
et invariant sous HH’. En remplagant X' par Y N Y+ dans le raisonnement
précédent, on montre que dimY NY+ =n=dim}Y dott ¥ =Y L.
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11 existe donc une polarisation compléte de (W, <, >) stable sous HH'. Les
groupes H et H' s’identifient & des sous-groupes de GLX. L’irréductibilité
de (H, H') exige que .Y ne posséde pas de sous-espace vectoriel propre stable
sous HH'. En particulier, X’ = {z € X,Q(z) = 0} étant un sous-espace
vectoriel stable sous HH’, est {0} ou X.

Si X' = {0}, un élément u de HH' est trivial sur X (car u(z)—z € X est
singulier) donc aussi sur Y : H = H' = {id}. Ce n’est pas une paire duale.

Si X' = X, Q est déployée et (H,H') s’'identifie & une paire duale
irréductible de GLX. D’apres le lenune 1.2, il existe une décomposition de
X en produit tensoriel

XN ~X;&pXo
ou X; est un D-espace vectoriel et D un corps contenant F' dans son centre,
telle que

H=EndpX{NGLpX =GLpX; et H =Endp X\o NGLX = GLpX.,.

Réciproquement, nous supposons que (Q est déployée et que H = GLpXy,
H' = GLpX, pour une décomposition en produit tensoriel d’un sous-espace
vectoriel singulier X, de dimension maximale.

Déterminons le commutant Zo(g)(H) de H dans O(Q).

LEMME. — Avec les notations précédentes, le commutant de H est :

0(Q) st F=Fy et dimpX;=1
Spp(Xa + X3) st F=Fy et dimpX;=2
GLp(X,) sinon.

Démonstration : L'action de H sur TV définit une représentation semi-
simple de H dans V. On a

W~ me X @3 me Xy

ot X7 est la représentation naturelle de GLp.X; dans X, X sa con-
tragrédiente et mo = dimp -Y».

Un élément g de Zoig)(H) est un isomorphisme de cette représentation
dans elle-méme.

Si.X; et X7 ne sont pas isomorphes, g laisse stable les composantes m,.X;
et moX7. L'élément g est donc un élément de GLY C O(Q). D'ou

Zowg)H)=Zgrx(H)=H'.
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Si X; et X{ sont isomorphes et si 7 est un isomorphisme entre X7 et X7
alors, pour tout A € F*, on a

rolid=\X"ltidoT.

Donc tout élément de F* est de carré 1. Le corps F est nécessairement F.
On suppose donc F = F; et on pose
my =dimp X3, d=[D:Fs] et K =F)

2dmy *

Le groupe K s’injecte dans GLpXX; ~ GL(m1,Fs4). Les restrictions de X3
et X7 a K sont encore isomorphes. Soit Fo une cléture algébrique de Fa.

Comme X est isomorphe & X§, X; @F, Fo est isomorphe & X7 &g, Fa.
Maintenant, .Y, ®F, F, est une somme de caractéres o de I et X} est
nécessairement la somme des o~1. Il existe donc un entier r, 0 < r < myd
tel que, pour tout z € I, 22 +1 = 1, c’est-a-dire que 2"1¢ — 1 divise 2" + 1.
On en déduit que mid =1 ou 2, i.e. D = F3 et dimp, X7 = 1 ou 2 ou bien
D =F4 et dimg, X7 = 2.

Etudions donc ces trois cas :
e Quand D = F; et dimg, X7 = 1, H est {id} dot H = Q(Q).
e Quand D = F, et dimg, X7 = 2, X et X} sont isomorphes et TV
s’identifie, comme H-module &

W~ X @F, (X298 X3)

L’espace vectoriel Xo& X3 est muni d'une forme alternée et H = GL(2.F2) =
Sp(2,F3). Le commutant de H dans O(Q) est donc Sp(X2 & X;) d'aprés
I"étude du paragraphe précédent.

e Quand D = Fy4 et dimg, -X; = 2, on considére un espace vectoriel
V' sur F4 de dimension 2, muni de la forme quadratique g, non dégénérée.
non défective d'indice 1. En choisissant une base hyperbolicue (e, f) de V',

on identifie H au sous-groupe de O(g) formé des C(; a(ll)’ a €F}. Or
a 0 0 a7t x ~ N+
()(q)est{(0 a‘1>’<a 0 ),0€F4}c10110H_0 (q).

Le commutant de H contient donc Spg, (X2 4 XJ).

Réciproquement, soit (ej,....€m,,) une base de -Y» sur Fy et
(e-1,...,e—m,) la base duale dans X.

On considere la base hyperbolique (e;,€e;,Ee_;,e_;) de TV sur Fo.

. 0
Soit a = ( ] i) On note A4, (resp. A,-1 = _4;1) la matrice 2mo X 2119,

diagonale par blocs dont les m» blocs sont égaux a o (resp. a™!).
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En tant que sous-groupe de O(Q), FJ s'identifie &
. Ay 0 Ay 0
{‘d’ ( 0 .4;1) ’ ( 0 AL >}

Soit (2 3) un élément de O(Q) qui commute avec F. Alors
(11) ad* +cb* =id
et

12) { Aqa =ad, tAJlc = cd,

Ab=0b1A71 1AZMd = dTAGY

En décomposant a, b, c et d en blocs 2 x 2 : a = (ai5), b= (bij), ¢ = (cij),
d = (d;;), (12) équivaut a : pour tout (7, 7)

1) ajj et d;; appartiennent & {0,id,a,a~1},

2)  b;; et ¢i; appartiennent a {0, ((1) (1]) , (i (1)) s (é })}

Ainsi, pour tout (), a;; est une application Fs-linéaire de Fie; dans
Fae; telle que a;j(e;) = 0 ou e; ou €e; ou Ee; et aij(€e;) = 0 ou &e; ou Ee;
ou ¢; respectivement. Donc a;; est la multiplication par un élément de F.

De méme, b;;, c;; et d;; sont des multiplications par un élément de F4.

Alnsi a, b, c et d sont & coefficients dans F4 et (11) implique que

a b e s
(c d) € Spe (X2 X3).

Les résultats du lemme sont donc démontrés.

On en déduit que (GLpX;,GLpXs) est une paire duale relativement
réductive de O(Q) sauf si F =F, et dimp, X; < 2,i=1o0u2.

On connait désormais toutes les paires duales relativement réductives et
irréductibles de O(Q). On reconnait celles qui sont réductives grace a la
remarque 1.1.

Ceci termine la démonstration de la proposition 1.1.

Remargue : 1l est clair que, si (H,H') est une paire duale réductive de
0(Q), les groupes H et H' sont réductifs.

Si (H, H') est une paire duale de O(Q), telle que H et H' soient réductifs,
alors (H, H') est relativement réductive.

En effet, I'hypothése “W HH'F-semi-simple” n'intervient, dans la dé-
monstration précédente, que pour déterminer les paires duales de type
linéaire. Dans ce cas, un argument analogue a celui de [8, Ch. I, 19] utilisant
I'hypotheése “H et H' réductifs” fournit le meéme résultat.
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§2. Paires duales réductives du groupe pseudosymplectique

Afin de développer une théorie analogue a celle de R. Howe en ca-
ractéristique différente de 2, il nous faut déterminer les paires duales
réductives d’un groupe pseudosymplectique (cf. I).

Ce paragraphe est consacré a la résolution de ce probléme.

2.1. Réduction du probléme
Les notations sont celles du §1.1.
Soit (G,G’) une paire duale de PsB. On note G (resp. G' ) la projection
de G (resp. G') sur O(Q).

DEFINITIONS :

La paire duale (G,G’) est réductive si W est GG F absolument semi-
simple.

La paire (G, G’) est irréductible s'il n’existe pas de décomposition de W
en somme orthogonale stable sous GG

PROPRIETES. —

a. Toute paire duale (resp. paire duale réductive) est produit de paires
duales (resp. réductives et) irréductibles de PsB.

b. Restriction des scalaires : Soit E une extension séparable de F.
Soitt : E — F un homomorphisme F-linéaire tel que la forme bilinéaire
(z,y) — t(zy) soit non dégénérée. Supposons W muni d’une structure de
E-espace vectoriel et soient Q' une E-forme quadratique sur W et B’ une
forme bilinéaire définissant Q' telles que

toQ'=Q et toB' =B.

Si (G,G") est une paire duale réductive et irréductible, non triviale de PsB’
alors (G,G") est une paire duale réductive et irréductible de PsB.

Démonstration de a. : Soit (G,G") une paire duale de PsB. Si elle n’est
pas irréductible, on considere une décomposition de W en somime orthogonale
stable sous GG : W = W1 & W,

Pour 7 = 1,2, on note B; la restriction de B a W; x W;, Q; celle de Q a
W; et PsB; le groupe pseudosymplecticue au-dessus de O(Q;) relatif a B;.

Soit Gi = {(O'Ivyl..fl“ri),(o',f) € G} et G; = {(O'Iuli.,f|w'i)~(0', f) € G’},
i=1,2. Alors G (resp. G’) s’identifie & G; x G5 (resp. G} x G5).

Par le lemme 1.1, (G;,G}) est une paire duale de PsB; et (G,G’) est
produit de (G1,G}) et (G2, GY).

De plus, si (G,G’) est réductive alors T; est E,EZF absolument semi-
simple : (G4, G}) est une paire duale réductive de PsB;.

En itérant, on montre la propriété a.
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Démonstration de b. : Comme E est séparable, I’application F-linéaire de
Qq(WEg) dans Q,(Wr) définie par :

f€Qu(WEg)r—tofe Qu(IWr)

est un isomorphisme. Le groupe PsB’ s’identifie & un sous-groupe de PsB
par: (o, f) — (o,to f).

Soit (G, G’) une paire duale réductive de PsB’. Montrons que le commu-
tant de G dans PsB est encore G'.

En effet, si (o7, f') est un élément du commutant de G dans PsB, o’ est E-
linéaire (prop. 1.1). Soit (¢’, f}) un relevement de ¢’ & PsB’. Alors to f§ + f'
est additive, et d’apreés ce qui précede, il existe f, € Q,(Wg) telle que

tofo+f =tofs ie f=to(fo+fa)

L’élément (o', f} + fo) appartient donc au commutant de G dans PsB’
c’est-a-dire G'. 0

Sous certaines hypotheéses, on construit des paires duales réductives et
irréductibles de PsB & partir de celles de O(Q). En effet, on prouvera en 2.2i

LEMME 2.1a. — St (G, G') est une paire duale réductive et irréductible de
PsB, il existe une paire duale, relativement réductive et irréductible de O(Q),
notée (H,H'), telle que :

GCH e G CH.

En imposant que G soit isomorphe & un sous-groupe de O(Q) (i.e. G) et
que G soit exactement H, on identifie des sous-groupes G possibles. Puis
en calculant les commutant et bicommutant de chacun de ces sous-groupes
(§2.3), on démontre :

PRroPOSITION 2.10. — Les paires suivantes sont duales, réductives, irréduc-
tibles et non triviales dans PsB :
1. Awvec les notations de U'exemple 1 §1.1, si 1V est identifi€ a W' et
que Q =Q’,

a. la paire (SpWh, SpWWa) st W, est un Fq-espace vectoriel de di-
mension 2, i =1 ou 2.

b. Sinon, la paire (SpWWi,0(q2)) ot g2 est une forme quadratique
sur Wa dont la forme alternée est <,>,.



PAIRES DUALES REDUCTIVES DU GROUPE PSEUDOSYMPLECTIQUE 53

2. Avec les notations de l'exemple 2 §1.1, si W est identifié a V" et
que Q = Q", la paire (U(W;),U(W>2)).

3. Awvec les notations de Uexemple 3 §1.1, si W est identifié ¢ W',
que le centre de D est une extension séparable de F et que Q = Q" la paire
(GLpX1,GLpX3) sauf st F =F, et dimp X; <2 pouri =1 ou 2.

4. Les paires précédentes dans un groupe pseudosymplectique Psb,
défini sur une extension finie séparable E de F.

La démonstration décrit précisément les groupes qui interviennent dans
chaque paire duale (C£.§2.2).
D’autre part,

THEOREME 2.1c. — Soit (G,G") une paire duale réductive et irréductible
de PsB.
i) Ou bien, (G,G") est triviale c’est-a-dire de la forme ({(id,0)}, PsB)
ou, quand W est un plan , (Qa(W), Qo (W) ;
ou bien, G et G' sont isomorphes ¢ des sous-groupes de O(Q).
it) On suppose que (G,G") n'est pas triviale. Alors, Hl(@—a’, Q.(W))
est nul.

COROLLAIRE 2.1d. — Si (I{, ') est une paire duale, réductive et irréducti-
ble de PsB alors toute paire duale réductive et irréductible, non triviale,

(G,G") telle que
GCEK e GCK
est de la forme : G = sKs™1, G' = sK’'s™! pour un s € Q,(W).
Par conséquent,

THEOREME 2.1le. — Si (G, G') est une paire duale, réductive et irréductible
de PsB alors (G,G') est triviale ou apparait dans la liste précédente.

2.2. Construction de paires duales réductives et irréductibles
de PsB

Montrons tout d’abord le lemune 2.1a. .,
On différencie deux cas selon que 117 est ou n'est pas G G' F-simple.

Premier cas : 1V est _(_;_E/F-simple : (ZO(Q)ZO(Q)(E).ZO(Q;,(g)) est une
paire duale de Q(Q) telle que

G C ZoiyZo@)(G) et G C Zo(o)G).
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Elle est donc irréductible, de type hermitien donc relativement réductive (cf.
§1.5). Cette paire duale convient.

Deuziéme cas : W n’est pas G —G'F—simple. Il existe un sous-espace vectoriel
X qui soit G G’ F-stable et non nul. Quitte & considérer YN.X* au lieu de X,
on peut supposer que X est totalement isotrope. Par le méme raisonnement
qu’en 1.5, on prouve que G et G s'identifient & des sous-groupes de GLX, qui
commutent entre eux et que X est de dimension maximale. Comme (G, G’)
est irréductible, X est —@alF-simple. Donc X est singulier ou de dimension
1 et non singulier.

Dans le premier cas, il existe une décomposition de X en produit tensoriel,

X ~ X; ®p Xa, D contenant F dans son centre, telle que

GCGLpX,, G CGLpX,.

Si (GLpX;,GLpX5) est une paire duale, elle convient. Sinon, on prend
H = Sp(2,F3) et H = Sp(n,F3) (cf. §1.5).

Dans le deuxiéme cas, G G est réduit & {id}. La paire duale réductive
triviale convient.

Le lemme cst donc établi.

Revenons maintenant a la construction de paires duales réductives. On
distingue trois cas selon la nature de H : unitaire, symplectique ou linéaire.

Les notations sont empruntées au paragraphe 1. On note G’ le commutant
de G dans PsB.

Remarque : Soit B’ une autre forme bilinéaire définissant Q. Si l'on
détermine une paire duale réductive et irréductible (G,G’) dans PsB’, on
obtient une paire duale réductive et irréductible de PsB en prenant les images
respectives de G et G’ par un élément de Z(B'. B) (C£.1.1.3).

Cas unitaire : Dans ce cas, B est, & une forme alternée pres, la forme bilinéaire
B" définie par

> >, -/ )
B"(wy @ wa,wy @ wh) = trpp(€ < wy,w) >1< wh, wy >9)

ou £ est un générateur d'une extension quadratique séparable de F' contenue
dans D.

On peut supposer B = B". Le groupe G = {(¢ @p id,,0),0 € U(T¥;)}
est un sous-groupe de PsB”. Calculons G’.

Soit (o/, f') € G'. Comme G C U(1¥3). f' est nécessairement additive et
invariante sous G.
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Soient {e;,1 < i < n} une base orthogonale de W] et s; une quasi-symétrie
de vecteur e; différente de l'identité. Puisque (¢’, f') commute avec s; pour
tout i € {1,---,n}, on obtient :

f'((si +id)e; ® w) = 0 pour tout w € W, et tout ¢ € {1,---,n}
& f'(e; @ w) =0 pour tout w € Wy et tout i € {1,---,n} car (s; + id)e;
est colinéaire a e; , non nul (s; # id)
& f'=0sur W.
Ainsi G’ = {(0,0),0 € U(W2)}.

Par symétrie des réoles de G et G', le bicommutant de G’ est G : (G,G’)
est une paire duale de PsB.

Cas symplectique :Alors, B est, a une forme alternée pres, la forme bilinéaire
B’ définie par :
B'(wy ® wa, w} ® wh) = by(wr,wy) < wa,why >a, wi,w; € Wi,

ol by est une forme bilinéaire définissant <, >;.

Notons g; la forme quadratique définie par b;. On choisit b; pour que
O(q1) contienne un élément o tel que (o + id) soit inversible.

Considérons la forme bilinéaire b définie par :

b(wy ® wa, wy @ wh) =< wiy,w] >1 ba(wa,wh)

ol by est une forme bilinéaire définissant <, >5. Alors b+ B’ est alternée.
Comme H se releve & Psb par ¢ —— (0,0), il se releve & PsB’ par
o +— 3(c,0) ot B € Z(b, B’). Les sous-groupes de PsB’ obtenus sont :

Gq, = {(0 ®F idw,, f;) € PsB'|o € SpiV;
et folwi ® wa) = (bi(owi,owr) + by (wr, w1))gz(we)}

ol go parcourt lensemble des formes quadratiques sur W5 dont la forme
alternée est <, >o.

Calculons maintenant le commutant G’ de G = G4,. Nécessairement, G
est contenu dans SpWa. Soit (o', f') € G'. Alors

(13) f' est additive car G' C PsB,

(14) f'+fo-0'=fo+ f -0 pourtout (o,f,) €G

Le. f'((0 + Dwy ® we) = (bi(owr,owr) + by(wy,wy))(ga(o'wa) + ga(w2)).
w; € W;, o € Spiv.
En particulier, si ¢ € O(q;) C SpWh,
f((o +id)w; ® wa) = 0.
Donc. grace au choix de by, f' = 0.
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o Si F # Fy ou dimpW; > 2, il existe un élément o € SpWy,
n’appartenant pas & Q(g;). On déduit alors de (14) que o’ € O(go).
Ainsi G' C {(¢/,0),0" € O(g2)} C G' d’ou I'égalité G' = {(¢’,0),0’ €
0(g2)}-
o Si F =Fs, et dimpW; =2,G C {(¢,0),0' € SpWa2} C &, donc

G’ = {(d',0),0' € SpWW,}.

Calculons G”, le commutant de G’.

e Si F # Fsy ou dimpW; > 2, G est contenu dans Zo@)(0(g2)).
On déduit du lemme 1.3 que Zp(g)(0O(g2)) est SpWi si (Wa,q2) n'est pas
un plan hyperbolique sur Fy et qu’il contient SpW; et O(ge) dans le cas
contraire.
Dans le premier cas, on déduit que G'=s pIV1. Soit (o, f) € G”. Alors

f = fa'+fa7 fa € Qa(IVI)

et f,-0' = f, pour tout o’ € O(gz) ie. fo=0.

Donc G” = {(o, f»),0 € SpW1} =G.

La paire (G, G") est duale.

Dans le deuxiéme cas, G” contient G et O(g2). De plus, O(g2) permute
les deux copies de W7 : il n’est donc pas contenu dans G. Ainsi

GIIQG

et on n’obtient pas de paire duale.

e Si F=F;etdimW; =2, G' = SplV, a pour commutant O(q;)
et O(q1) = SpW; d’ott (SpW7, SpIV,) est une paire duale.
On a donc les paires duales :

(Spg; W1,0(g2)) ou W n'est pas un Fy—espace vectoriel de dimension 2

et (Wa, g2) n’est pas un plan hyperbolique sur F,

(Spg, W1, SpWa) ou W7 est un Fa—espace vectoriel de dimension 2.

Cas linéaire : Alors, notons Y un sous-espace vectoriel singulier de dimension
v, supplémentaire & .\’ et B"” la forme bilinéaire définie par :

B"z+y, " +y)=<z.y/> z.2€X, yyeY.
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La forme B + B’ est alternée. On peut la supposer nulle.
Soit G = {(0,0),0 € GLpX;}. C’est un sous-groupe de PsB'’. Alors G
est contenu dans GLpX,. Donc (o, f) € G’ si et seulement si

o0 €GLpX,
f est additive et invariante sous G.

Or G agit transitivement sur X; et .X{. La forme quadratique f est donc
nulle sur chaque copie de X; & X{ donc f est nulle sur . D’ol

G' ={(0,0), 0 € GLpX,}.

Par symétrie, le commutant de G’ est G. On obtient donc une paire duale
de PsB sous les hypothéses de la proposition 1.1.

La proposition 2.1b est la synthése des résultats obtenus au §2.2.

2.3. Démonstration du théoréme 2.1c et de son corollaire
i) On démontre tout d’abord le

LEMME. —
1. Si I{ est un sous-groupe de PsB, I{ N Qq (W) est un sous-groupe
distingué de K et un sous-I{-module de Q,(1V).
2. Si un sous-groupe K' de PsB commute avec I, alors K est

contenu dans N O(fq) et LN Qq(TW) est un sous KK -module de
fa€KNQ (W)

Q. (W). Si, en outre, (I{, ') est une paire duale, K N Q,(W), I{' N Q4(1V)
et KI{' N Qu (W) sont des KK F-modules.

En effet, K N Q,(W) est un sous-groupe distingué de I{ car Qq(1V) est
distingué dans PsB.

De plus, le conjugué de (id, f,) € KN Q(W) par (o, f) € K est (id, fo-0)
qui est encore dans KNQq (W) : KNQ, (V) est un sous IX-module de Qq(1V).

Soit (o/, ') € K'. Si (id, f.) € K, (o', f") commute avec (id, f,) i.e.

fu'U’:fa

donc X' C NO(f,), ou f, parcourt Q,(W)N K.

Par conséquent, KNQ, (W) est stable sous ’action de KK ie KN Q. (V)
est un KK -module.

On suppose que (I, K') est une paire duale. Si A € F et f € L' NQ.(1V),
(¢d,\f) commute encore avec I{' : (id, A f) est un élément de Qq(1V) N K.
Donc K N Q4(W) est un K K F-module. De méme, &' N Q.(W)et KR'N
Q. (W) possedent une structure de Iy T F-modules. 0
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Soit (G,G’) une paire duale réductive et irréductible de PsB. On re-
marque que les sous-G G F2-modules de Q4 (W) sont en bijection avec les

sous-G G F-modules de W ou W @ W suivant que F est fini ou local. Cette
correspondance est donnée par :

(15)

si F est fini,
QW) — W
f — v tel que f(w) =< w,v >? pour w € W

si F est local,
Q. (W) — Waow

f — v + vs tel que f(w) =< w, v >? 4mp < w, vy D2
pour w € W et mp une uniformisante de F.

D’apres le lemme précédent, GG’ N Q,(1V) est un sous G G F-module de
Q.(W). S’il est nul, G et G’ sont isomorphes & des sous-groupes de O(Q).

Sinon GN Q,(W) ou G' N Q,(W) n’est pas nul : supposons, par exemple,
que G N Qq(W) soit non nul. Alors G N Q,(TV) contient un sous-G G F2-
module simple de Q,(1¥), formé de formes quadratiques additives invariantes
sous G . Par (16), ce sous-module correspond a un sous-G G F-module simple
N,de W ou W& W, selon que F est fini ou local, formé d’éléments invariants
sous G .

Si W est G G F-simple alors N est isomorphe a W et G est trivial. Si
G'NQq(W) est nul, (G,G’) est la paire (PsB, {(id,0)}). Sinon, par le méme
raisonnement, on montre que G est {id}. La paire (G, G’) est donc une paire
duale du groupe abélien Q,(W) donc G = G’ = Q,(W). Elle est irréductible
si et seulement si W est un plan (sinon W est somme orthogonale de plans
stables sous G G = {id}.).

Si W n’est pas GGF -simple, il existe un sous-espace vectoriel X de W,
totalement isotrope de dimension maximale, G G F-stable et G G F -simple
(Cf. §2.2,démonstration du lemme 2.1.a). Par conséquent, 1V est somme de
composants simples X ou X*.

Ceci entraine que tout élément de G est trivial sur X ou X*. Donc, G
est réduit & {id}. On conclut comme au cas précédent.

ii) On note (H, H') une paire duale relativement réductive et irréduc-
tible de O(Q) telle que

GCH e GCH.
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—

LEMME a. — Si le centre de G G n'est pas trivial, alors HY(G G , Qu(W))
est nul.

Démonstration : Montrons que, quel que soit I’élément g du centre Z de
G @ distinct de id, (g + id) est inversible.

Soient g un tel élément et V = Ker(g + id). Le sous-espace vectoriel V" est
stable sous G G et strictement contenu dans . D’apres ce qui précede, V
peut étre {0} ou un sous-espace vectoriel totalement isotrope de dimension
n. Dans ce cas-ci, g serait trivial, donc V' est nécessairement nul : (g + id)
est bien inversible.

Par un argument standard, on obtient : H'(Z, Q4(1¥)) = 0. On en déduit
le lemme en appliquant la suite de Hochschild-Serre [13].

On suppose désormais que le centre de G G (qui contient ceux de G et
de E’) est trivial.

LEMME b. — En tant que groupes, H'(G 5’, Q.(W)) est isomorphe a
(H'(G, W)@ I,
Démonstration : On applique la suite de Hochschild-Serre au groupe GG
et a son sous-groupe distingué G :
0 — HYG, Q.(W)%) — HYG G, Q. (V)) -
HY@, Q(W))T — HAG, Qu(1V)%)

ot 'action de G sur H LG, Q4()) est donnée par :

sic’eG etde Der(G, Q,(W)), alors o' - d est I'image de la dérivation
o+ (d(0)) - o’ dans HY(G, Q. (W));
et ou r est ’homomorphisme induit par la restriction :

0 € Der(G G, Qu()) s b5 € Der(G. Qu(V).
Or, pour toute forme quadratique f de QQ(W)E., (id, f) commute avec G
donc appartient a G’ : par i), Q4(7W)< est nul. D'ott
HYGG.Q.(W)) ~ H' (G, Qu(1V)) .

De plus, Q,(1V) ~ W ou W @& W selon que F est parfait ou non, et
GG respecte cette décomposition, donc :

HY(G, Q.(WV)C ~ (HY(G, )G )IF:F7,
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Montrons donc que HY(G,W )EI est nul. On distingue deux cas suivant le
type de (H, H").

1. (H,H’) est de type hermitien : il existe une décomposition de 1V
en produit tensoriel hermitien : W ~ W; ® p W telle que

GCH =U(W),
G CH =U(W).
D’ot,
H\@W)% ~ H'(G, Wy ©p W,)® ~ H'(G, W) &p VE .

On conclut par :

LEMME c. — Wf_:é/ = {0}.

Démonstration : Il suffit de remarquer que :

— lirréductibilité de (G, G’) implique que G’ ne laisse stable aucune
décomposition en somme orthogonale de Ws.
- Yaction de G sur W5 est semi-simple.

Si WZ_,E' est non nul, un raisonnement analogue & celui du §1.5 démontre
I’existence d’une polarisation compléte de W5 stable sous G : Wo = Xoa8Ys,
ou Xy C WS . En outre, tout élément o' de G agit trivialement sur X,
donc sur Wy. Par conséquent G’ est {(id,0)}, ce qui est exclu. []

2. (H,H') est de type linéaire : soit X ©Y" une polarisation complete

— | — - .
de W stable sous G G . Alors, HY(G, W)Y s'identifie & deux copies de
HY(G,X)% . Comme précédemment, il existe une décomposition en produit

tensoriel de X : X ~ X; @p X telle que G € GLpX1, G C GLpXo.
Donc

H'(G,X)® ~ H'(G,X1) 9p XC .
L’irréductibilité de (G, G') implique que Xf_,al est nul ou Xo.

Si X§ = X, G' = {(id,0)}. Ce cas est exclu.
Si X&' =0alors H(G, X) = {0}.

Ceci termine la démonstration du théoréme.
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Démonstration du corollaire :

Sil existe s € Qq(W) tel que G C sKs™! et G' C sK’'s™! alors
G=sKs!etG =sKk's™! (car (G,G’) est une paire duale).

Par hypothése, tout élément g de G G s'écrit : g = k- (id, 6(g)), k € KK',
8(g) € Qq(W). Alors 6 définit une dérivation sur G G’ avaleurs dans Q. (V).
Par le théoréme précédent (iii), 6 est nécessairement intérieure : il existe
f € Qu(W) telle que :

Vo eGG, 6()=f (c+1).

Alors s = (id, f) convient. 0

2.4. Démonstration du théoréme 2.1e
On peut supposer que (G,G’) est une paire réductive et irréductible non
triviale de PsB.
Soit (H, H') une paire duale réductive de O(Q) telle que :

GCH et G CH' (lemme 2.1la.).

Si (H, H') n’est pas (SpW1, SpW>) alors par le corollaire 2.1d, (G, G’) est un
des relévements de (H, H') & PsB décrits dans la proposition 2.1b.

On suppose donc que H = SpW; et H' = Spi¥,. Gréice au corollaire 2.1d,
il suffit d’établir le

LEMME. — Si G C H et G C H', alors G C O(qy) ou G c 0(g2) pour
une certaine forme quadratique g; sur W;, dont la forme alternée associée
est <, >;.

Démonstration : Montrons d’abord que SpiW, =U O(g) ou ¢ parcourt
q

I’ensemble £ des formes quadratiques sur W5 dont la forme alternée est <, >.

Soit ¢ € SpW,. On choisit une base (e;...,en) de Wy telle que
(ért15-..,€m) soit une base de Ker(l + o). La matrice de (¢ — id) dans
cette base est de la forme

m= (%X | 0 ) olZX estune matrice m x r de rang r.
o | -

™ m-=r

On note Xy la matrice obtenue & partir de ¥ en élevant chaque coefficient
au carré, Alors, Iy est de méme rang r que X puisque, pour toute matrice
carrée M, on a

dét My = (dét M)2.
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Si g € &, q est invariante sous o si et seulement si

Vie{l,...,m}, q(oe;) = q(e;)

g(e1) Qi
ie. 15, : =1 : ol les a; ne dépendent que de o.
q(em) Qr
Or le systéeme
X (a5]
122 —
Tom ar

posséde au moins une solution : il existe donc g € £ telle que o € O(q).
D’ou, SpW, C téJg 0(g). L’inclusion inverse étant claire, on a ’égalité.
q

— —t — —
Ainsi G =qL€J€ Gy avec Gy =G ﬁO(q).
Quitte & transporter la situation par un isomorphisme convenable, on peut

supposer B = b; <, >5 ol b; est une forme bilinéaire définissant <, >;.
Soit g € £. Le groupe SpWW; - O(q) se releve & PsB par :

(0,0) si 0€0(q)
O
(0—’ fq,cr) si o€ S])‘Vl

ol fgo(w1 ® wa) = (bi{owy,owr) + bi(wy,wr)) - g(w2).

On a alors deux relevements de G _G-'l a4 PsB puisque G 5; est un
sous-groupe de G G (qui s’identifie & GG') et de SpW; - O(q). Ces deux
relevements different d'une dérivation de G G a ceefficients dans Q. (W )
que 'on note d,. De plus, par la suite d’ Hochsclnld—Seue appliquée & G G q
et son sous-groupe E;, nous obtenons :

(16)
0 — HY@, Qu(W)%) — HYG G,y Qu(IV)) — HY(G', Qu(W))C =

Premiére étape : Supposons que Qa(W’)G; = 0. Alors, dq est intérieure et,
quitte & conjuguer G G’ par un élément de Q,(1V), on peut supposer dg = 0.

SiG = _@; alors G C O(q) et le résultat est établi.

Sinon considérons un élément o' de G \ 6; et la forme quadratique
¢ = q-0o’. Soit (¢/, f') I'élément de G’ au-dessus de o’. Il commute avec
G, d’'ou

VUEE, fq,a'a+f,=f/'a+fq,o-
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ce qui équivaut a

Vo € G, Yw; € Wi, bi(owy,ow;)(q(o’ws) + q(ws)) + /(0w & ws)
= by(wi,w1)(g(o'w2) + g(w2)) + /(w1 @ wa).

En choisissant wy € W5 tel que g(o’w2) + g(w2) # 0, on définit une forme
quadratique ¢; sur W, par

1 ;
q(wy) = o (w1 @ wa) + by (wy,wy).

o'wse) + g(ws)

Sa forme alternée est < , >; et son groupe orthogonal contient G. Sous notre
hypothese, le lemme est donc établi.

Il reste & prouver 'existence d’une forme quadratique ¢ de & telle que
Qa(W)G; = 0. Pour cela, il suffit de construire un élément o’ de G tel que
id + o’ soit inversible.

En effet, si G contient un tel élément o’ , on choisit ¢ € £ invariante sous
o’. Alors

Qa(W)% C QW) ={f € Qu(W) | f =0 sur W; ® Im(id + ')} = {0}.

La forme quadratique ¢ répond donc au probléeme.
Deuziéme étape : Construction de o,
Nous ne considérons désormais que les formes quadratiques ¢ € £ telles
—_— . , -
que G, # {id}. Nous notons W, le sous-espace de W, engendré par les
Im(id + o) quand o parcourt 5; (W4 est donc non nul).

Remarquons que si 1, est g-singulier (“totalement isotrope” suffit), 1V,
est contenu dans Wq—'- = ﬂaeG; Ker(id + o) car _G—; C SpWs,. Ainsi, tout

2172 =/
élément de G est d’ordre 2.

,Par conséquent, si pour toute forme quadratique g € &, TV, est singulier,
G ne contient que des éléments d’ordre deux : il est donc commutatif. Tous
ses éléments non triviaux conviennent car KNer(id + ') est un sous-espace

—

vectoriel propre de 1V, stable sous G il est donc nul.

Supposons qu'il existe une forme quadratique g € £ pour laquelle 1V, n'est
pas singulier. Soit u € TV, tel que g(u) # 0 et 7 la transvection g-orthogonale
de vecteur u. Montrons que 7 appartient a G Clest-a-dire qu’il existe un
élément (7, f) de PsB qui commute avec G.

D’apreés (16), G = {(0, fo.o + 84(0) + f4 - (0 +id)), o € G} ot &, est une
dérivation & ccefficients dans Qa(””’)ag et f, € Q (V). Quitte a conjuguer
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GG', on peut supposer f, nulle. Alors, 7 se reléve & PsB en (7,0). Montrons
que (7,0) commute avec G.

En effet, puisque Qq(W)Ce = {f € Qu(W) | f = 0 sur W, ® W,}, 7 agit
trivialement sur Q,(W)%. Donc

V(Ja fq,o + 5q(0)) €G, (Ta 0)(01 fq,a + 5q(0)) = (7'0'7 fq,a T+ 6q(a') . T)
= (0T, fq,0 + 84(0)) = (0, fg,0 + 84(0)) - (1,0).

. =
AinsiTe G.
. —= . . . . .
Puisque G ne laisse stable aucun sous-espace vectoriel non trivial de s, il

. ’y 2 —_/
existe (m—1) éléments 01,09, ...,0m—1 de G tels que (u,o1u, 02U, ...,0pm—11)
soit une base de W5, Pour ¢ = 1,...,m— 1, notons 7; = 0,70, 1 1a transvection
—

de vecteur o;u (7; € G) et posons ¢’ = Tyy—1Tm—2...717. C’est un élément de
4 . . .

G . De plus, ¢’ +id = (Tm-1 + 1d)(Tm=2...717) + (Tm—2 + id)(Tin—3..717) +
<o + (11 +1d) 7+ (T +1id), chaque application linéaire 7; + id ayant pour image
la droite engendrée par o;u. Donc

Ker(o' +id) = nKer(n + id) N Ker(r + id) = 0.

1

Q

§3. Restriction de l’extension métaplectique aux paires duales
réductives

__Si G est un sous-groupe de PsB, on note G son image réciproque dans
PsB.
3.1. Réductions du probleme

i) D’apres I'étude faite au paragraphe I § 2, 'extension métaplectique
n’est pas scindée au-dessus des paires duales triviales.

ii) Supposons que (G, G’) soit une paire duale réductive, obtenue par
restriction des scalaires. Il existe doncune extension convenable E de F, un
homomorphisme tr : E — F tels que :

- la forme bilinéaire (z,y) — tr(zy) soit non dégénérée.

— W est muni d’une structure de E-espace vectoriel et d'une forme
bilinéaire Bg telle que tr o Bg = B.
Soit ¢g le caractére de E défini par v'g = ¢ o tr. Alors

YpoBp=vyoB
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et en utilisant le modele décrit en I §2.2, nous allons montrer que :
Tyg = Ty|PsBg

ol Ty (Tesp. ry) est la représentation métaplectique de PsBg (resp. PsB)
relativement au caractére ¢'g (resp. ).

Démonstration : On définit le caractére ¢y g du sous-groupe X x E de
H(BEg) par :

ex,e((2,0)) = ¢¥x((z,0)) pourtout zeX

et ¥x,e((0,1)) = ¢Ee(t) pour tout t € E.
Alors |
H(X,¢x) —SEY) > H(X,¥xE)
{ o — ¢ telle que ¢/(z+y,t) = d(z +y,trt)

On note ¢ cet isomorphisme. Il entrelace les représentations ry|pspy €t ryg.

En effet, soit s = (o, f) € PsBg. On note s’ = (o,trf) son image dans
PsB.On a:

{ws e W/Vz € XNo X, ¥x g(2)¢x,6(s™ )¢ p(BE(2, 2) = ¥p(< z,w, >)}
={wg € W/¥Vz € XNoX, ¢x(2)yx(s o)y (B(z,2)) = v (< x,wy >)}.

Dot si o € StabX, pour tout ¢ € H(X,¢x), tout h € H(BEg),

rye(8)i(0)(h) = i(8)(s ™ (wsh)) = o(s' ™  (ws(w. trt))) = i(ry(s")8)(h).

Si o ¢ StabX, pour tout ¢ € H(X,¢x), pour tout h € H(BE), un calcul
analogue montre que : 1y (5)(i(¢))(h) = i(ry(s")0)(R).

Ainsi

Tve oi=1%0 Tw|PsBg+
Par conséquent si l'image réciproque de GG’ dans PsBE est scindée, elle
I’est encore dans PsB.

11 suffit de considérer les cas o E = F, c'est-a-dire les paires duales
réductives et irréductibles, non triviales et non obtenues par restriction des
scalaires. On les regarde dans un groupe pseudosymplectique PsB de notre
choix, le résultat étant indépendant de ce choix. On prend, dans chaque cas,
la forme bilinéaire B définie au paragraphe 2.2.

iii) La derniere réduction se fait grace au

LEMME. — Soient K et K' deuz sous-groupes de PsB. On suppose que
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1) K et ' commutent,
2) pour tout élément (o, f) € K, la restriction de o f a Ker(id+ o)
est triviale.
Alors K et Ii' commutent dans PsB.

Si (G, G') est une paire duale réductive, irréductible, non triviale, alors G
et G’ vérifient les hypothéses du lemme. En effet, par le choix de B, I'un au
moins des deux groupes, par exemple G, est de la forme G = {(c,0),0 € G}.
La condition 2 est satisfaite ainsi que ]a premiére. ‘

Ainsi G et G’ commutent dans PsB. Si D’extension métaplectique est
scindée au-dessus de G et de G, alors elle I’est au-dessus de GG'.

Il suffit donc d’étudier la restriction de ’extension métaplectique au-dessus
de chaque composante.

Auparavant, démontrons le lemme ci-dessus. La démonstration est sem-
blable & celle des autres caractéristiques (8, Ch. IIJ.

Dans un premier temps, on définit pour chaque élément s de PsB
satisfaisant la deuxiéme hypothese, un élément A tel que (s, M) € PsB.

Dans un deuxiéme temps, on montre que si s’ est un élément de PsB
qui commute avec s alors un élément de PsB au-dessus de s’ commute avec
(s,M). D’oti, le lemme précédent.

Soit s = (o, f) € PsB tel que ¥ o f = 1 sur Ker(id + o).

Alors, la fonction w — ¢(Q(w) + f(w) + B(ow, w)) est constante sur les
classes modulo Ker(id + 0). On définit A comme suit.

Soit dw une mesure de Haar sur I'espace vectoriel W/ Ker(id + o).

— Si F est fini
M.-v= / P(Q(w)+ < ow,w >)py((s + id)w) - vdw, v €V
W/ Ker(1+0)

ol (s + id)w désigne I'élément s(w,0) - (w,0) de H(B).
— Si F est local, pour un réseau L de W/ Ker(id + o), on définit

Mpv = / Y(Q(w)+ < ow,w >)py((s +id)w) - vdw,v €V
L

Pour tout v, il existe un réseau L, de W/Iker(id + o) tel que pour tout
réseau L contenant L, Mrv est indépendant de L. Soit A cet élément.
Tout le reste de la démonstration se déroule comme dans [8 Ch II].
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3.2. Scindage au-dessus des composantes des paires duales

Cas de GLX; et GLX,.
On est alors dans la situation décrite en I §2.2.1. Les groupes GLX; et

GLX> sont des sous-groupes de GLX et PsB est scindée au-dessus de GLX
donc également au-dessus de ces sous-groupes.

Cas de SpW; et O(gz).

Comme précédemment, O(gz) est un sous-groupe de GLX. L’extension
métaplectique est scindée sur O(g:). Le méme argument est valable pour
montrer que la restriction de PsBa §Z)‘V 1 est scindée quand go est déployée.

En effet, il suffit de considérer le groupe pseudosymplectique PsB’ ol

B' (w1 @ wo, wy @ wh) =< wy,w] >1< T2,ys >2
avec Xo & Yo = W5 une polarisation complete en espaces singuliers,
Wo = To + Y2 et lU{Z = Ilz + yé,xg,xf_, € Xo, yg,yé €Y.

Alors, X' = W) ®@Ff X2 est singulier et il existe un isomorphisme entre
PsB et PsB’ tel que I'image de SpW¥; soit contenue dans GLX'.

Si g2 n’est pas déployée, on consideére 'espace vectoriel quadratique 1V,
somme orthogonale de deux copies de Vo, muni de la forme quadratique
déployée ¢4 telle que, pour tout (w,w’) € Wi, gh(w,w’) = g(w) + g2(w’) =
bo(w, w) + ba(w', w'). Le groupe Sp¥V; se plonge dans Ps(<,>1 &(ba & b2))
en prolongeant chaque élément par (id,0) sur le deuxieme facteur. D’apres
ce qui précede, I'image réciproque de Sp¥V; dans If;s(<, >1 @(by @ bs)) est
scindée et par le lemine I 2.3b, 'extension métaplectique PsB au-dessus de
SpW; est encore scindée.

Dans tous les cas, la restriction de l'extension métaplectique & Spi¥y,
0O(ga2) et SpWs est scindée.

Cas de U(W1) et U(1V>)

Quand F est fini. cette question a été étudiée par P. Gérardin [5] :
P’extension métaplectique restreinte a U(1V;) est scindée.

On suppose donc que F' est un corps local et on se ramene au cas ou 11
est un plan hermitien hyperbolique sur une extension quadratique F’ de F
et Wy est de dimension 1.

i) W3 est un D-espace vectoriel muni d'une forme hermitienne non
dégénérée. L'existence d'une base orthogonale et le lemme 1.2.3a permettent
de supposer que dimp W5 = 1.
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ii) Supposons que D soit un corps de quaternions sur F. Alors ¥,
s’identifie & D muni de la forme hermitienne : < d,d’ >2= dad’ oha € F.
Le corps D s’écrit :

D = F(&)+ F(&1)6

ou {; engendre une extension quadratique séparable de F notée F/, et &
engendre une extension inséparable, quadratique de F.

D — F
’ b 1 /.
Soit p : {x + 6 e L’espace vectoriel (W1, p(<,>1 a)) est un

espace vectoriel hermitien sur F' noté W’. On a

< >=trpqrp(<,>1 a)
et U(Wy) C U(W') C PsB.

S'il existe une section de U(W’) dans U(W), alors sa restriction & U(TV;)
définit une section de U(W3) dans U(W7) : il suffit donc de montrer que
U(WW') est scindée au-dessus de U(TV').

On suppose désormais que D = F' est une extension quadratique
séparable de F.

iii) En considérant l'espace vectoriel W; & W; muni de la forme
hermitienne

< (lL’,’lL’l), (U, 'L”) >=<w,v>;1 +< u'lyvl >1, W, lUI, v, vl € ‘{/1

et a I'aide du lemme 1.2.3b, on se restreint au cas ou W; est hermitien
hyperbolique.

Si T, est de dimension supérieure ou égale & 4. Alors SU (W) est le groupe
des commutateurs de U(W7) [3, p 47-48] et H1(SU(1V,), CX) est donc trivial.
On applique alors la suite de Hochschild-Serre & U(W1) et son sous-groupe
distingué SU(W1) :

0 — H2(F'',C*) — H2(U(W1),C*) — H*(SU(W1),CX).

L’homomorphisme d’inflation est : x — xo(dét,dét). Or, par le théoréme 9.5
de [11], SU(W;) n'a pas d’extension d’ordre 2. Il existe donc un élément
x de H?(F'1,C*) tel que le coc3cle ¢ de U(WV) sécrive : c(o,0') =
x(dét o,dét o’), pour tout 0,0’ de U(W1). Considérons V' un plan hyper-
bolique contenu dans 1W;. Le groupe U(V) s’identifie & un sous-groupe de
U (W) en prolongeant trivialement chaque élément et la restriction de L W)
a U(V) est isomorphe a U(\v).
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Si 'extension U(V') de U(V) est triviale alors, pour tout o, o’ de U(v),
c(o,0')=1 ie. x(dét o,dét ') =1

d’ol, x est trivial. Par suite, c est trivial.
Il reste a prouver que U (W) est scindée quand W, est un plan hermitien
hyperbolique.

iv) On est donc dans le cas ou
W oW, Qp F'~ Wy

et B(wy,wy) = trpp(§ < wy,w) > ay), a; € F et (1,£) est une base de F'
sur F.

Quitte a transformer £ en £a; et ¥ en zj;al-l (prop. 2.1a), on peut supposer
ay = 1.

Le groupe U(WW;) s’identifie au sous-groupe de GL(2, F’) engendré par

SL(2,F) et M = {(g 391>, de F'*}.

Pour que U (W) soit scindée, il suffit que le cocycle métaplectique c¢ soit
trivial sur SL(2,F) x SL(2,F), M x M, SL(2,F) x M et M x SL(2,F).

Soit (e, f) une base hyperbolique de W; sur F’. On note 6 la norme de &.
Dans la base (e, &e,&f, f), B s’écrit

B((z:),(2%)) = 212} + z42) + 6(z22h + 2hx3)) + Thas + 2h 23

ou
(z;) représente (z; +&xa)e+ (x4 +Ex3)f,
(z}) représente (a] +Exh)e+ (af + %) f.
On considére B’ définie par : B'((z:),(2})) = ziz3 + z5r4 et la forme

quadratique ¢ : ¢((z;)) = 2124 + bz2x3. La forme quadratique g, étant
associée & B + B’, définit un isomorphisme entre PsB et PsB’.

L’image de U(W;) dans PsB’ est {(5,q-0 +¢),0 € U(WW1)}.

En particulier si o € M, ¢ a pour matrice

a b
b6 a+b

0

0

a+b/n 6&b/n
b/n a/n

o n = a® + ab+ b et q- o + g est nulle.
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Donc, M est contenu dans GLX ou X est l'espace vectoriel singulier
engendré par e et {e. On sait alors que c est trivial sur A x A (I. §2.2.1).

Par [11 th. 9.4], SL(2,F) n’a pas d’extension d’ordre 2 : SI(Q,F) est
nécessairement triviale.

Calculons ¢(s,s’) et ¢(s’,s) pour s € M et s € SLy(F) a partir des
formules de ry données en (I §2.2). Pour ce faire, on choisit ¢x trivial sur
X. Soit £ ’ensemble

{s,s’,ss’,s’sl 3=(a=<g a(ll),()),aeF’*
0
b
d
0

b
0| 7))
d

Pour tout s” = (¢, f") de £, X No" X est {0} ou X, on définit ws par :

et s = (0’ =

o0 8 O

wsr =0 si XNo”"X ={0}
wer €Y si XNo"X =X

Soit ¢ € H(X,¥x),

ro(ere(&e) = rofs) [ (s (woh)leds
=lal/2 | &(s' waz)- (ss')" h)|cldz
a2 [ ot wea) - (s5) )l

= |a|l/2/ B((ss)H(sws - oz - h))|c|dx
X

= [ ¢((ss")H(swyr - x - h)|a| 7 |cldz = ry(ss')o(h)
d’ot ¢(s,s") = 1.
De méme,
re()re(s)o(h) = lal2ry(s)o(s~ )
[y 851"~ Hwgzh))lc| |a|*/2dx
r(s's)o(h)

d’ou ¢(s',5) = 1.
Donc, U(W7) est scindée.
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On a donc montré :

PROPOSITION. — La restriction de Iextension métaplectique d toute paire
duale réductive, irréductible, non triviale, est scindée.
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