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PROBLEME DU CERCLE ET HARMONIQUES SPHERIQUES )
par

Henri FAURE

§ 1, - Enoncé des résultats:

Landau a montré en 1915 [1] wun théor@me généralisant celui de Sierpinski sur
le probléme du cercle. Au lieu du cercle et des points 3 coordonnées entidres dans

~

le plan, il considére un hyperellipsoide et les points d coordonnées entidres de

~

l'espace & n-dimensions. De plus & chaque point, il associe une exponentielle com-

~

plexe, ce qui le conduit & un résultat plus général.

Ici, on se propose de montrer un théoréme voisin en associant & chaque point la
valeur prise par une harmonique sphérique au point correspondant sur la sphére
unité. (Le cas i deux dimensions, traité par A. Blanchard [2], est & 1'origine de
travail). Pour cela, on va poser autrement le probléme en parlant d'hypersphére et
de réseau quelconque au lieu d'hyperellipsolde et du réseau des points entiers. La
méthode utilisée permet de retrouver le théoréme de Landau comme cas particulier.

On 1l'obtiendra au paragraphe 3 avec le résultat sur 1'harmonique sphérique, le para-

graphe 2 étant consacré & la méthode.

1°) THEOREME 1 , de Landau

8y Yy Yy

Soit Q une forme quadratique définie positive : Q(ul,...,un) =)
W,v=1
de discriminant D , et z = (zl,...,zn) , h = (hl,...,hn) des éléments de R" .
. . 2im(h v, +...+h
Alors, si x € R et si B(x) = . © in( 11 nVn)
(vl,...,vn)E 2

0< Q(v1+zl yeoo ,vn+zn) <Sx

n n-1 n
On a B(x)=» x> mod o(x 2 1'H-l) quand x tend vers 1'infini, avec
n
2 n
b=——T—— 5i h€2" et b =0 sinon.
Bz +1)

Le théoréme de Sierpinski est le cas particulier du cercle avec h€ 2° .

(®) Cet article développe une note publide aux comptes rendus de 1'Académie des

Sciences [5].
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2°) Autre formulation

(1'énoncé ci-dessous est plus complet que celui figurant dens la note [5], ol
t]

on était limité par la place).

THEOREME 2. - Soit E un espace euclidien de dimension n , avec une origine O

( <,> désigne le produit scalaire) ; G un soms~groupe de rang n de E , de

volume fondamental B (volume du parallélotope P construit sur une base de G );

G' le sous-groupe de E formé des éléments de produits scalaires entiers avec les

€léments de G ; 2z , z' des éléments de E ; x un réel positif.

2in<g,z'>
le £ étendue aux €18~

Alors, .si on désigne par A(z,z',G,x) la somme

ments £ de la classe z+G suivant le sous-groupe G , contenus dans la boule

fermée B(O, ¥x) de centre O et de rayon vx , on a :
n n-1 n

A(z,z',G,x) = ax> mod 0 x ° n+l oy quand x tend
n
"'2‘ e2:’L1r<z,z'>
vers 1l'infini avec a=——— si z'€G' e a =0 sinon.

n
VI3 +1)

3°) 'Résultat voisin obtenu avec une harmonique sphérique

On rappelle qu'une harmonique sphérique de degré k est la restriction & la
sphére unité zn-l de E d'un polyndme harmonique homogéne de degré k a4 n

variables.

THEOREME 3. Soit E un espace euclidien de dimension n , avec une origine O ;

G un sous-groupe de rang n de E ; 2z un élément de E ; x un réel positif.
¢ &tant une harmonique sphérique de degré k (k>0) on désigne par Acp(z,G,x) la

somme J ¢ (u) étendue aux &léments £ =|t|u de la classe z+G situés dans la

boule fermée B(0, ¥x) . On a alors :
n-1 n

Acp (z,G,x) € 0 (x 2 n+l) quand x tend vers 1'infini.

. 2 PR 21 '
Remarque : On aurait pu démontrer le théoreme 3 avec la somme ZCD(u)e in<g,z'> .

le résultat étant le méme.

§ 2, = Technique de démonstration des théorémes 2 et 3

On expose la méthode avec la somme ) @ (u) . D'autre part, dans la suite, quand
des constantes interviemnent sans qu'on les calcule, on les désigne par K ou C ,

sans les distinguer.
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1°) Xy désignant la fonction caractéristique de la boule fermée B(0, vx) , on a
Acp(z,G,x) = 2 (u) xx(z+s) avec £ = z+s = |[Elu=ru .
SEG

Acp , comme fonction de z , est donc périodique, de groupe de périodes G . On
peut penser & la développer en série de Fourier, mais comme elle n'est pas assez
réguliére, cela ne donne rien. En fait pour avoir une série de Fourier suffisamment
réguliére, il faut intégrer un certain nombre de fois Acp par rapport & x , de
fagon précise h fois, avec n<2h , ce qui conduit & prendre h = [-Iy'—l] . On

est alors arrété plus loin par des intégrations par parties ol interviennent des
fonctions de Bessel. Pour terminer ces intégrations, il faut modifier A,:p et
utiliser A’é= ¥ cc(u) Xy (z+s) (ce n'est pas génant car on peut facilement re-
venir & Acp ensulge) Un premier lemme donne la fonction & développer en série de
Fourier :

as x LY
LEMME 1. Soit Acp’h(z,G,x) =j‘o dx; ... Acp (z,G,xh) dx, . Alors on a :

2.h
%,h(Z’G’x) =SEZ o, (z+s) , avec o, (£) = = (—x}!—)—- @ (u) xx(g) , E=ru.

On procede par récurrence sur h .

IO (S GZG * o(u) Xy (ru)) dt = s;gG = tp(u)‘]‘ Xy (ru) dt , ce qui donne

] r Ko (u) (x-r2) Xy (ru). Alors, si ¢___ (&) =r
s €G h-1

K (x—r2 )h—l

) ®(u) x () , ona:

J‘x ( 2 rkcp(u) -Euy)— xt(ru) at = z r CP(u)J' -Q(;Ll%—,— xt(ru) dat ,

0 seG

ce qui donne bien la fonction <bh .

2°) Pour développer Acp h en série de Fourier, on se raméne au calcul de la trans-
3

formée de Fourier de & gréce i un second lemme :

h

~

LEMME 2, Soit f une fonction sommable & support compact dans E , % sa trans-

formée de Fourier et f(z) = Z f(z+s) . T est périodique de groupe de périodes

seG
G , et admet une série de Fourier de caractléres de E ayant G pour groupe de

périodes ; cette série s'écrit :

) 2in<z,s'>
c.1© N avec

stea' s

~ -21 '
___%J‘ f(s) e 21'ﬂ'<€,5 > ac
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( cgr est la valeur en s' de la transformée de Fourier de f restreinte & P ).

Mais comme f(s') = % #(s') , on a en fait cgr = % F(s') .

2in< >
£an , et on a noté G'

(On a défini la dualité de E avec lui-méme par e
le groupe des caractéres de E admettant G pour périodes car il est isomorphe &

G' défini au théoréme 2 ).

3°) Pour obtenir la transformée de Fourier de 8, , on a besoin de quelques pro-

priétés des harmoniques sphériques, propriétés qu'on peut déduire de la théorie des
représentations des groupes compacts appliquée & S O(n) . (voir [3] pour tous les
détails sur les résultats utilisés ici). Pour éviter de trop longs développements,

on admettra le théordme suivant ([3] page 161)

THEOREME de Funk-Hecke. Soit ¢ wune harmonique sphérique de degré k et F
n=3

une fonction intégrable sur [-1,+l] pour la mesure (l—t2) 2 at . Alors -3
+1
= = g2 (k) 2
‘rzn_l F(<u,v>)® (u) du = n X ®(v) avec "ok = % °n I-l F(t) PV (¢) (1=t ) dt

P(k)(t) est le polyndme ultrasphérique qui définit l'harmonique zonale de pdle

e, (premier vecteur de la base canonique de E ) ; 2 . (1) 3 c. est we
1 3 1 n
1 +1 o ___n-2- I‘(n_ e
constante de normalisation (cn = J\ (1-t°) < at = —————-——) ; du est la
-1 T('2')
mesure de Lebesgue, normalisée, sur D ( "[‘Z du = 1) ; on sait d'autre part
3-n ;l n+2k=-3
que P(k)(t) est proportionnel & (1—1:2) 2 —dk— (l-t2) 2 . om pourra trouver
dat
la valeur de la constante de proportionnalité a, , dans [4] , (chap. IX, §3.k4 et
2 - s>
a(-1)* r(2
4.8) O -—-—————-—— .
4 2k F(k+ —2—)
Finalement on a donc :
SIS o o BT
Y = = F(t) — (1 £2) at ,
R R dtk

d'ol, aprés k intégrations par parties (quand F est k fois dérivable)

n n+2k-3
_ riz) 1 o 2 dF(t)
Yok - X nel J . a9 % a4t
’ 2 Vr I‘(T + k) -1 at

C'est ce dernier résultat qu'on va utiliser pour obtenir $h :
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LEMME 3. Soit ¢ une harmonique sphérique de degré k et f une fonction de
+ e * - .
R dens R vérifiant I £(r) ¥ lar <ow. si h(g) = £(leg]) ®(u) , alors
1 <
ne it (B) et filn) =£07|n]) @(v) , n=|n| v , avec :

2 n
2(p) = 21r(-i)k 02 I f(r) J (2nmrp) r2 ar .
n=2
— + k
2
Jn-2 (2mrp) est la fonction de Bessel définie, par exemple, par :
222 4k
2 R;—z e n+2k-3
(nrp) J‘ e211rrot(l_t2) 2 at .

/r r(n—;l +k) -1

La condition sur f assure 1l'intégrabilité de h , et par définition on a :

) = £(le]) wu) HTE g
R

avec & = IF,[ u=ru, ce qui s'écrit encore :
(-] .

~ _ Wn=1 ~2iTrp<u,v>

h(n) = w1 ‘r f(r) » (f - P(u) e du)dr

n 0

217—2 -2inrpt
(n=pv et w = désigne 1l'aire de I ). D'autre part e est
n-1 r) n-1

k fois dérivable par ragport 4 t et c'est une fonction intégrable sur [-1,+1]
n—

pour la mesure (l—t2) dt , d'ol le théoréme de Funk-Hecke donne :

. k n+2k-3
. r(2)(~2inrp) 1. noexo
I ® (u) e-2mrp<u’V>¢lu=CP(v)—k—2_—H—-—- e211rrpt(l_t2) 2 i,
T 2 r(5=+) =1

n-1
d'ol, aprés simplifications, le résultat annoncé.

LEMME L. La transformée de Fourier de <l>h(5) est la fonction

n+2h+2k
x J (2mov'x)
R x %+h+k
o, (n)=(-1)"" - ®(v) ,n=pv.
L sn
h 2
m P
D'aprés le lemme 3, on a :
.k /x 1
- - + k .
o (Tl) = 2'"( 1) cp(v)J" (x_r2) r2 J (21rrp)dr
h n=2 n=2
5 0 = +k

3} h !
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Pour calculer 1'intégrale, on procéde par récurrence (c'est ici que rE intro-

duit au début joue son rdle). On sait que ([1] page 16)

d v v
i J\) (2mrp) = 2mpr J\)-l (emro) .
D'ol :
/x 3+ x 2 axh
> -
f (x-rz)h r J. (enrp) ar =2 I (x—r2)h 1,2 J_ (emrp)ar ,
n=2 0 n
0 — +k 0 —+k
2 2
aprés une intégration par parties.
Si & l'ordre p , p<h , on a :
Vx n
h(h=1)...(h=p+l) ¢'%, 2.h-p-1 25*P* ;5 (2mrp)ar ,
J' (x-r°) r Do
(m p)P 0 ok

on en déduit par une nouvelle intégration par parties la méme chose & l'ardre p+l;

avec p =h on a donc :
- /x %+k+h
Y r I (onrp) dar
(mp) 0 5 +kth-1

et une derniére intégration donne le résultat qu'il fallait montrer.

4°) On en déduit de ce qui précdde que A a pour série de Fourier :

h
n+2h+2k’
x I (2n|s|Vx)
= +h+k .
«\k < >
(-1)* § 2 oy ® (v) 227258
i)
s€EG v ls|?
avee s = |s| w.
LEMME 5. La série de Fourier de A"cp n est absolument convergente (sa somme est
E]
donc égale & A’éo ,h) . .
t]
® &tant bornde, on est ramend & étudier
IJn (21r|s|/;c)
2 E +h+k
s €G! % +h
Is| . o
On écarte le terme en s = O et on transforme la série en intégrale de
Stieltjds en posant U(y) = ) 1 . On obtient ainsi
s€QR ,0<|s|l<y
I, (2n 3 V)
hat 3 thtk
J — au(y)
=+h
Yo 2

y
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avec y_ réel. positif non nul assez petit pour que U(yo) = 0 . On sait d'autre
part ([1] page 16) que IJ\)(21ry/J-c)[s K y-% avec K constante par rapport & y .

La série étudiée est donc majorée par :

© _(E"'_l +h - ©
el B quey 2O k@B A
Vo 2t ° Vo 2 "B
y y

or U(y) < Cy® (résultat trivial sur le nombre de points du réseau dans la boule

B(0,y)) , d'ol la dernidre expression s'écrit :

CK(Eﬁ +h) F % ~h= % dy = CK n_+3.t?_l. [ % ~h- %]m
2 oy v n-1-2h y
Yo o

n #étant au plus égal & 2h , on a le résultat annoncé.

§ 3. - Démonstration des théordmes 2 et 3

On asdapte la méthode de Landau ([1] page 25, § 3) pour 1l'utiliser avec le dé-
veloppement de A"cp - 1°) Opération A et calculs communs ; 2°) (resp. 3°)
b
théordme 2 avee z'€ G' (resp. z'¢ G') ; L4°) théordme 3.

2z . P + s PR 2
1°) F #&étant une fonction définie sur R & valeurs dans € , on définit 1'opé-

ration A par A F = (-l)h—\) ( 2 ) F(x+v ) avec T G!R+ , L #0.
v=0

Si F est h fois dérivable on a

e F-1% (n)
F = {'{ CE | P (k) ax .
*h-1
De plus si F(h) est continue, on a : AF = z;h F(h)(c) avec x < c s x+hg .
D'une estimation pour AA"cp p > onva déduire une estimation pour A’c"p qui donnera
E)

les résultats annoncés pour Ay (d'abord quand k = O , puis pour k >0 ). Mais

avant de distinguer, on peut encore énoncer un lemme valable pour k> O .

LEMME 6. ([1] p. 25)

n+2h+2k
Soit ¥(x,y) = x I (2myvx) .
n-1k 2 By

N b
Alors : |a ¥l s Kx 2 y-gmin(x2 , LB yh)
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avec K constante par rapport & x et

mieux ensuite.

H. FAURE

B

Yyst=x ,0<8<1,B & choisir au

On sait que |Jn (21ry/x+\)z){ < ——E—m pour v =0,...,k ; d'ol
5 +htk Yy (x+ z)
n-1 h , k
T T2Y2 -3
| ¥(xtvz,y)| < K x y 2, d'oll 1a méme chose
pour A ¥ (d'aprés la définition de 4 ) .
Pour la deuxiéme majoration, on calcule la dérivée h-idme de ¥ qui vaut
n, k
A yh xﬂ 2 I (emy/x) d'ol
5 + k
n ., k
AY = AP yh th c.E 27 (2my/e)
2 x
n-1 ;. k +8 h 2
d'ol |a¥| sk x h-%
2°) Démonstration du théoréme 2 (k = 0) quand z € G'
3 1
Alz,2",G,x) = 2 e2:er<s+z,z >XX(Z+S)
seG
3 A
= z e2im<z,z"> xx(z+s) .
s €G
Tout revient donc & &valuer A(z,G,x) = ) xx(z+s) et & multiplier ensuite par
s €G

2im<z,z'>
e

. Or quand k = 0 (avec @

(noté ensuite A(x) ) 3 se reportant &

1) on a A(p(z,G,x) = Acp (z,G,x) = A(z,G,x)
estimer A Ah(x) ,

~

1°) , on a donc &

puis A(x) .
La série de Fourier de Axcp n = A s'éerit
n+2h
n n+zh x J (2n|s|vx)
2 2 % .
T X y ] 2im<z,s>
Ay = n *l "o o4y
v r(§ +h+l) se¢ G',s#0 v [slg
— (& 1 T . 2v PN
(De J(z)=( 3 ) — [ cos (g cos 6) sin“"6 d0 , on déduit que
v Vi T (vt -2-) 0
J(z) 1
lim = 5
z»0 ¢’ 2 r(v+ 1)
d'ol le terme en s = 0).
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D'apr@s la définition de A et la convergence absolue de la série, on peut

écrire :
2 n
2 = +h 2im<z,5> )
AAh_________ A(X2 ) + € AW(XI;lsl)
v r(— +h+1) s€ G',s#0 =+h
h 2
Vo |s|
5 gnm n 3 8
. D'une part A(x ) =x (E + h)...(— +1) ¢© avec x<cs<x+h x , d'ol
n n n—2
= +h = +(h+1)8
A(x2 ) = th(% +h)...(% +1) x° mod O (x 2
. D'autre part, avec U(y) = ] 1 et U(yo) =0, o0na:
se€G',0<| s|s y
e211r<z,s> by | |A ‘l’| 1 J\co IA ‘{,I dU(yA)
s €G',s#0 2 S€ G',s#0 L vl Yy RN
h 2 h 2 o 2
v |s| Is| y

[+
©

On décompose cette intégrale en deux parties : I et ‘r , avec & entre O
a
yo X
et 1, & choisir au mieux ensuite (en effet, pour les y '"pas trop grands" on veut
un exposant pour x aussi petit que possible, alors que pour les y 'grands" on

peut majorer plus grossiérement). D'aprés le lemme précédent, on a :

+Bh
f( —rlf—LdU(y)S Kx ‘J"x_ﬂl)_ et

n+l
Yo 2 Yo 2
y y

® n-1 h

AY Tt © -y ,
\ra n au(y) € K x .ra ﬁ+h
X = +h X 2

y y

ce qui donne finalement (aprds intégration par parties)

n-1 n-1 n-1 n-l .
+8h+ — a + = +( =h)a
_1 I‘” 18 ¥ s(yy€0 (sup(x 2 " R ))
h n
v Yo 3 +h

¥y
. Au total, on a donc l'estimation suivante :
2 2n n-1 n-1 n-1 , h ,n-1 n-2
2 x2 +Bh+ —= a + 5 +(== -h)a —5= +8(h+1)
2 N 2 2 2 \
A A = ———mod O(sup(x s X s X ).
v (— +1)

I1 est facile d'en déduire le résultat attendu pour A(x) : en effet,
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B B
x+ +
L * dx, ... J'xh'l * Alx,) dx,  d'od
x *h-1
8(h-1) % 1‘”"‘S 8
A A =x - f - A(xh) dx, avec x th-ls x+hx

X1

et comme A est fonction croissante de x , on obtient :
< D a(x)=a A s 8 Alx+h x0) .

Par suite

b n nn
2 2 .2
Ax) s ——E—+ u(x) et Alxn X))z T—E— ux(x),
T(= b
v (2 +1) v F(2 +1)
avec
n-1 + n;l o n-1 " % +(n;1 -h) a-Bh n;2 +8
H(x),K(x) € 0o(sup(x , X s X )) .
On est donc amené i chercher Inf (max (3 exposants ci-dessus) ), et on
a,8€]0,1[
. n-=2 1l _ n-1 n . - _n-1
obtient > YT T3 o (avec B ST et oo ER;:IS_)
30) Démonstration du théoréme 2 (k = 0) quand z' @ G'
24 ' .
A(z,2',G,x) = 2 eTIE*Z,2T> (z+s) (noté A(x) ).
s €G x
* *n-1
Comme au lemme 1 , A (x) = I dxg ... I Alx) dx, est de la forme
[ 0]

s —r2)h
G2im<g,z"> (x-r?) x (€)

) o(z+s) avec B(g) = ,E=ru d'oi, k #&tant

1
s€G bt n+2hX
nul , b'd Jn (2mpv'x)
§(n) = Qh(n-Z') = ﬁ avec n -z' =op v.
“h 2 + h
On en déduit n+2h °
x J (2n]|s-z'|Vx)
—= +h .
<
Ah(x) - 2 2 - e2111 Z ,S> .
s€ G' h 5 +h
vt |s-z'|

~

Ici |s-z'| ne s'annule jamais, on n'a donc pas a isoler un terme particulier.

On pose U(y) = z 1 et par un calcul identique au précédent on
. SEG',|s=z"|<sy
obtient :
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n-1 n=-1 n-1  h  ,n-=1
+8h + —= a + = +(—= =h)a
b A (x) € O(sup(x * L
D'autre part ([1lp. 29), on a :
B B
8h x+x Xpa1*¥
|a Ah(x) -x ]A(x)| I dx;eee I IA(xh)-A(x)ldxh.
x *p-1
> | | ]
Alx )-A(x)| = ] (x, =x_)(z+s)< (x -x,)(z+s)
*h s€ag ¥ X S€G x+hxP Xx >
car n-2
8 =
x<x S x+h x5 d'od |A(x)-A(x)|= K x + H(x)
n=2 1
_— —
avec H(x) € 0(x S n+l) (en utilisant le résultat du 2°)).
n-1 n-1 n-1 h n-1 n=2
+8h+ —=— a + = +(== -h)a == +g(h-1)
Finalement th A(x) € 0(sup(xT 2 . xT 2 2 , X 2 ))
n=1 n_
avec B> —1_ . Le calcul donne alors de nouveau A(x) € o(x 2 n+l ) .

n+l

4°) Démonstration du théordme 3

Ici on a k strictement positif, d'ol le terme en s = 0O est nul . D'autre

part, ® &tant bornée, et d'aprés la convergence absolue, on peut écrire :

laax, |< ¢ § 1oy Geols])
@.n s €G',s#0 I% +h
S

avec C constante qui dépend de @ .

Le méme calcul qu'en 2°) (& 1'exposant %prés, car ici k > 0 ) conduit alors &

n=-1 k n-=1 n-1 k h n-=1
Ttz tBh+ 5 a T+—+-—+(-———h)a
A AR € O(sup(x 2 2 , X 2 2 2 )) .

®,h

On revient & A¥ comme au 3°, on a :

8

8 L
X+x x_h +
s Bh ;.. -1 s "
a A,h (x)-x A-ip(x)| s .];( dxlf |Acp (xh)'A'Ep(x)l dx, , et
-1
k,n=2,
" s k 2 2
| A'cb (xh)—AEf) (x)| = sezG e (u)] (Xxh-xx)(z+s) € o(x ) avec
B = ﬁ (car xs x, < x+h 2 ) ; d'ol on déduit que

n-1 _k n-1 n-l1 k _h mn-1 _ n-2  y
Bh, % Tt T G e ST g ema)g
x A‘:p (x) € 0 (sup(x s X X ).

pl
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k n-1 n
_ 1 _ _n-1 . " 2Y 2
avec B == et a = gr==v , on obtient alors Acp(x) €0 (x ).

Enfin on a le résultat annoncé pour Ap en écrivant

Ag(x)

2 s +
dA'c‘F{t) , avec xOER ) X # 0 , tel que

]
c_,x
ot

X
o
Aé;(x) =0 s8i xs< X, 3 ce qui donne :
_k _i n=l n_
= 2 k P 2 2 "+l
Ag(x) = AF(x) x “+ 3 _j'x A3(t) ¢ at € o(x ).
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