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LA FORMULE DE POISSON-PLANCHEREL
POUR UN GROUPE PRESQUE ALGEBRIQUE A RADICAL ABELIEN :
CAS OU LE STABILISATEUR GENERIQUE EST REDUCTIF

P. TORASSO

URA CNRS D 1322 "Groupes de Lie et Géométrie"
Département de Mathématiques
UFR Sciences de |’'Université de POITIERS
40, Avenue du Recteur Pineau
F-86022 POITIERS CEDEX

RESUME :

La formule de Poisson-Plancherel, conjecturée par M. Vergne et dont nous
donnons une forme plus précise dans I1'introduction, détermine la mesure de
Plancherel d’un groupe de Lie au voisinage de I1’élément neutre. Nous établis-
sons cette conjecture dans le cas précisé par le titre de cet article. Cela
nous améne A introduire et étudier des intégrales orbitales, non pas seulement
sur l'algébre de Lie comme dans le cas réductif, mais aussi et surtout sur le
dual de celle-ci. Cette étude se fait d’'une part en montrant I’existence d’une
classe particuliére de polynémes invariants sous l’action co-adjointe et d’au-
tre part en établissant un résultat d’estimation a priori de type L™ pour des
fonctions C dans une chambre de Weyl d’un sous-systéme de racines. De plus
les propriétés de ces intégrales orbitales sont moins plaisantes que dans le
cas réductif, si bien que nous devons établir la formule sommatoire de Poisson
pour une classe de fonction de plusieurs variables présentant des singularités
importantes.

POISSON-PLANCHEREL FORMULA FOR
QUASI-ALGEBRAIC GROUPS WITH ABELIAN NILRADICAL :
THE CASE OF REDUCTIVE GENERIC STABILIZER

ABSTRACT :

The Poisson-Plancherel formula which gives the Plancherel measure of a
Lie group near its neutral element, was conjectured by M. Vergne. We give a
more precise statement of this conjecture in the introduction of this paper
and then prove it in the case announced in the title. In order to do that, we
introduce and study orbital integrals, not only on the Lie algebra itself
(this was sufficient in the reductive case) but also on the dual space -of the
Lie algebra. To study these orbital integrals, we prove firstly the existence
of a class of polynomials which are invariant under the coadjoint action, and
secondly a L ~type a priori estimates for functions which are C on a Weyl
chamber for a roots subsystem. The properties of these orbital integrals being
not so simple as in the reductive case, we need and prove the Poisson’s summa-
tion formula for a class of functions with great singularities.

Texte recu le 9 janvier 1989, révisé le 8 septembre 1989.
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§ | - INTRODUCTION

Considérons un groupe presque algébrique, c’est-a-dire un triplet
(G,j,G), ou G est un groupe algébrique défini sur R, G un groupe de Lie
réel séparable, et j un morphisme de groupes de Lie de G dans G dont l’ima-
ge soit un sous-groupe ouvert du groupe des points réels de G et dont le
noyau soit un sous-groupe discret central de G. Nous supposons de plus que G
est unimodulaire.

Soit g 1’algébre de Lie de G. Rappelons qu'une forme linéaire f sur
8 est dite trés réguliére si elle est réguliére, auquel cas son stabilisateur
a(f) dans g est commutatif, et si, de plus, 1'unique facteur réductif jf
de g(f), qui est un tore algébrique, est de dimension maximale. On note g:
I’ensemble des formes trés réguliéres sur §, lequel est un ouvert de Zariski
de g‘. et car(g) l'ensemble des jr pour f parcourant g: . Les éléments
de car(g) sont appelés "sous-algébres de Cartan-Duflo" de g ; les raisons
ayant dicté le choix d’une telle dénomination sont expliquées dans le § III.

On note Car(G) un systéme de représentants des classes de G-conjugaison des

éléments de car(g), lesquelles sont. en nombre fini. Si j est un élément de

L »*
car(g), grj désigne le sous-ensemble de 8. constitué des formes linéaires
- -
f telles que jf soit G-conjugué a j ; alors grj est un ouvert et 8.

*
est la réunion disjointe des grj pour j parcourant Car(G). Si j appar-

tient & car(g) on note hj son centralisateur dans g, Hj (resp. H}) son

centralisateur (resp. normalisateur) dans G, et W}. le groupe quotient

»
H}/Hj , lequel est d’ordre fini. Alors l‘),. s’identifie naturellement a un
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* »* *
sous-espace de g, et, si on note bj r son intersection avec gr , toute
»* *
G-orbite dans Srj rencontre bj r suivant une H}—orbite, si bien que pour
»*
décrire une partie G-invariante de Srj il suffit de décrire son inter-

section avec b;.

Soit f appartenant a 3'. G(f) son stabilisateur dans G et G(f )f le
revétement métaplectique canonique de ce dernier, construit par M. Duflo dans
[Du 1] (voir aussi le § 1IX). On note XG(f ) I’ensemble des représentations
unitaires irréductibles T de G(f)f satisfaisant aux conditions suivantes :

(i) la restriction de T & la composante neutre de G(f)f est multiple

d’un caractére de celle-ci dont la différentielle est if|g(f)

(ii) si € désigne 1’élément non trivial du noyau de la projection natu-
relle de G(f)f sur G(f), on a
t(e) = -Id.
Le sous-groupe Kerj de G est contenu dans G(f) et il se reléve de
maniére naturelle en un sous-groupe de G(f)f. Si x est un élément de
Kerj®, le dual unitaire de Kerj, on note XG,x(r) le sous-ensemble de XG(f)

constitué des représentations satisfaisant a la condition supplémentaire :

(iii) ©(y) = x(¥) Id, VyeKerj.

Soit x appartenant a Kerj*. On dit qu'une forme linéaire f sur g est

G-x-admissible (resp. G-admissible) si XG x(f) (resp. XG(f)) est non vide ;

en fait un élément f de g. est G-admissible si et seulement s’il existe x
appartenant a Kerj® tel que f soit G-x-admissible. Nous noterons alors
9‘;’,1 (resp. 9(;) I’ensemble des formes linéaires sur g qui sont trés régu-
liéres et G-yx~-admissibles (resp. G-admissibles).

On note EG (resp. EG) I’ensemble des éléments T de g tels que expGT
soit égal a 1 (resp. appartienne & Kerj). Alors EG (resp. EG) est une
partie G-invariante de g constituée d’éléments elliptiques. On définit une
fonction TG sur EG , généralisant la fonction cp définie lorsque G est

réductif dans [Du-Ve], en décidant que, pour T appartenant a E TG(T) est

G’
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I’exponentielle de la demi-somme des valeurs propres A de adsT. telles que
iA  soit positif, comptées avec leur multiplicité, et, si x est un élément

de Kerj®, on définit la fonction ;‘G en posant, pour T appartenant a EG ,

XG(T) = lG(T) x(expT).

*
Alors si j appartient & car(g), un élément f de bJ. est G-x-admis-
sible (resp. G-admissible) si et seulement si :

2.(T) = RE T>. VTEEGr\j
™ ¢
i<f, T

(resp. IG(T) =e VTeEan).

Soit t la partie anisotrope du tore algébrique j et t(G) le sous-

espace de t engendré par Ean. Alors E_nj (resp. Ean) est un réseau de

G
t (resp. t(G)) noté 'fG (resp. tG) et la restriction de ;G (resp. 1

G)a tG

* * * *
(resp. tG) est un caractére de ce dernier, si bien que QG,xnbj (resp. anbj)

est un ouvert de

1 1
U~- t, (resp. U. t(c)“)
“EtG.X petG'I
s » -
ou, d'une part, tG,x (resp. tG.l) est le translaté du réseau dual de tG

(resp. tG) constitué des formes linéaires sur t (resp. t(G)) satisfaisant a
la condition (*), et d’autre part, si E est un espace vectoriel dont F est
un sous-espace, et si u est une forme linéaire sur F, on note Ft le sous-
espace de E' constitué des formes linéaires dont la restriction a F est p.

s *
Pour étre plus précis, pour tout pu élément de th (resp. tG 1), I'inter-
, ,

» 1 1
section de (resp. QG) avec t“ (resp. t(G)“) est un ouvert de Zariski

»*
9,x
de celui-ci. Maintenant il résulte de la formule sommatoire de Poisson que la

série

Z Y (T)ei(f’ ks (resp. Z TG(T)er’ T>)
G

TetG TetG

-
converge dans l'espace des distributions tempérées sur h,. vers une mesure de

J

Radon sur cet espace, notée me 2 (resp. mé). dont le support est
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1 L
tu (resp. U . f(G)") ,

~%
"EtG,x “EtG,l

1 ~¥ is
sa restriction a chacun des sous-espaces affines t“ , ueth (resp. t(G)“ ,

- .
uetG l) étant une mesure de Lebesgue. Alors la restriction de la mesure mé 2

H »*

(resp. m(,;) a bj r est une mesure de Radon H}—invariante et, a ce titre, se

prolonge de maniére unique en une mesure de Radon G-invariante sur 1’ouvert

»*
sr,j , notée mG,x,j (resp. mG,j) (voir le lemme 3 du § III et aussi le

§ IX). On prolonge alors les mesures et m_. . en des mesures boré-

m .
G)X!, G-J
»* »
liennes sur g pour lesquelles le complémentaire de srj est négligeable,

»
et on définit les mesures boréliennes positives et G-invariantes sur g, me

et m. , en posant :

MG,x = Z MG, x,j Mg = Z G,j *

jeCar(G) jeCar(G)
*
Notons Y I’ensemble des couples (f,T) avec f élément de g; et =T
de XG(f). Alors M. Duflo a défini une fonction CG sur 1’ensemble YG permet-

tant de décrire la formule de Plancherel de G (voir [Du-3] V.5 theorem 40).

»*
On définit alors une fonction G-invariante, qG,x , sur 'gG.x , en posant :
a. (f) = [G(D):Kerj G(f)7} dimv)? ¢ (f,7), Vfeg. .
G,x ) G G,x
teXG.x(”

»
Remarquons que si f appartient a QG , il existe un caracteére Xp de Kerj

tel que f soit un élément de et, de plus, I’ensemble des éléments

-
SG.xf
de Kerj* ayant cette propriété est égal a la classe xf(l(erjnexpt)l, ou
(Kerjnexpt)L désigne le sous-groupe du groupe dual Kerj® constitué des carac-
téres triviaux sur Kerjnexpt. Comme Kerj est un groupe abélien discret dé-
nombrable, (l(er'jnexpt)-L est un groupe compact dont on note dx la mesure de

Haar de masse totale 1. On définit alors wune fonction G-invariante sur

9
»
8; en posant :
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»
qG(f) = J‘ (f) dx, ergG .

q
. 1 G'xfx
(Ker jnexpt)

Soit T un élément elliptique de g. Pour toute valeur propre A de adT
A
on note 8¢ le sous-espace propre correspondant dans 8¢ » et on pose

u+=®gl.
A

la somme étant étendue aux valeurs propres A de adT telles que iA soit
strictement positif ; alors u"  est une sous-algébre nilpotente de 8¢ qui,

de plus, est gz—invariante, si bien que l’on peut définir un polyndéme w, sur

T
T en posant :
¢ P :
T
wT(H) = detu+adT, VTegC .

Dans ces conditions on définit une distribution tempérée G-invariante sur g,
dont le support est contenu dans la G-orbite de T, et qui ne dépend que de
cette derniére, en posant pour tout élément ¢ de ¥(g) :

dT
O R Il I PN P oy O

T T
G/G He gT

ou LS est un élément de l’algébre symétrique S(QT) dont la valeur en un
*

élément f de gT est le pfaffien de la forme bilinéaire alternée K'fl; , que
ce dernier définit naturellement sur g/gT, relativement a une forme volume

bien choisie, et dT est la dimension complexe de u® (voir le § V). En fait

la distribution MGT est non nulle seulement s’il existe une sous-algébre de

Cartan-Duflo de g contenant T. On note GGT la transformée de Fourier de

la distribution MG,T .

Lorsque G est un groupe réductif la distribution MG,T est, a un fac-
teur entier multiplicatif prés, a savoir le nombre d’éléments de la G-orbite
de T contenus dans une sous-algébre de Cartan fondamentale fixée de g,
égale a la distribution invariante construite a partir de [’intégrale inva-
riante de Harish-Chandra, comme dans [Du-Ve] par exemple. D’autre part

M. Duflo a défini dans [Du-2], lorsque G est un groupe algébrique complexe,

une telle distribution dont MGT est encore un multiple entier, le facteur
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multiplicatif étant ici le nombre d'éléments de G.T contenus dans une sous-
algébre de Cartan-Duflo fixée de 8 . La raison pour laquelle il n’est pas
possible de généraliser telle quelle la notion de distribution invariante
introduite par les auteurs précédents, c’est qu’il n’existe pas de notion
naturelle de sous-algébre de Cartan-Duflo fondamentale, ni méme de moyen
naturel d’associer & un élément elliptique T de g wun élément de Car(G).
Plus précisément, si on note CarT(G) le sous-ensemble de Car(G) constitué
des éléments rencontrant G.T, il y a en général dans CarT(G) plusieurs élé-
ments dont la partie anisotrope est de dimension maximale, et, si j est un
tel élément , le cardinal de G.Tnj en dépend fortement. De plus les résultats
que nous avons établis au § V montrent que ces éléments de CarT(G) Jjouent
tous le méme role vis-a-vis de T.

Si © est une distribution tempérée sur g nous noterons ?QB sa trans-
formée de Fourier.

Remarquons que I’écriture de la formule sommatoire de Poisson ayant

servi, pour j appartenant a car(g), a définir les mesures m(’;x et m(),, ,
aussi bien que la définiton des mesures me et mG , ou celles des distri-

butions invariantes et de la transformation de Fourier ?79 , néces-

Mo, T
*
sitent un choix cohérent de mesures de Lebesgue sur g et g, ainsi que sur
certains de leurs sous-quotients. Ces choix sont expliqués dans le § II.

Nous pouvons maintenant énoncer la conjecture suivante qui précise une

conjecture de M. Vergne [Ve-1].

Conjecture. Soit (G,j,G) un groupe presque algebrique et unimodulaire,

et soit x un caractére de Kerj. Alors

*

(i) m. 2 et me sont des mesures de Radon tempérées sur g

(it) a) les séries distributions,
* > 7
() Z R Mg et Z To( Mg s
TeEG/G TeE_./G
convergent dans ¥'(g) vers des distributions notées respectivement V et

G,x
7
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» »
b) il existe un ouvert de Zariski V de g tel que Vr\gG x (resp.

» »
VngG) soit de complémentaire m_ - (resp. mG-) négligeable dans ng

G.x
» -
(resp. sG), et que la fonction qG,x (resp. qG) soit continue sur VngG’x

»
(resp. VngG). De plus les mesures a9 d

X mG,x et qumG induisent des mesures

»
de Radon tempérées sur g .

c) on a les formules de Poisson-Plancherel pour le groupe (G,j,G)

?9( Z 2(T) MG'T) =qg dm;
TeE /G

et celle pour le groupe G,
r;s( Z 15 MG'T) = qgdmy; .
TEEG/G

En particulier les distributions tempérées VG x et VG sont de type positif.

Cette conjecture a été démontrée, d’abord par M. Vergne, [Ve-2], dans le
cas des groupes semi-simples connexes linéaires, puis par P. Dourmashkin,
[Dol, dans le cas des groupes connexes de type Bn , et, enfin, par M. Duflo
et M. Vergne dans le cas semi-simple connexe. De plus M. Duflo a démontré une
forme affaiblie de la conjecture pour un groupe algébrique complexe ; en par-
ticulier il n'a pas démontré la convergence dans ¥'(g) des séries (**) (voir
[Du-21).

Dans ce travail nous démontrons la conjecture lorsque (G,j,G) est un
groupe presque algébrique possédant les propriétés suivantes :

(i) le radical unipotent, N, de G est abélien

(ii) le quotient, G/N, est un groupe semi-simple, noté S

(iit) si n  désigne 1’algébre de Lie de N, on suppose que les sous-
groupes d’isotropie dans S des éléments de u‘ sont génériquement réduc-
tifs, ou, ce qui revient au méme (voir le § II), que les S-orbites dans n.
sont génériquement fermées.

Le cas que nous considérons ici englobe celui que nous avons traité dans

[Tol.
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Nous n'irsisterons pas sur l'intérét qu’il y a, dans la perspective de
décrire explicitement la mesure de Plancherel pour ‘le groupe G, & démontrer
cette conjecture ; nous renvoyons simplement le lecteur a I’introduction de
[Du-Vel.

Essayons plutét de préciser les résultats que nous obtenons dans le cas
considéré, et de donner quelques idées sur leur démonstration.

Tout d’abord il existe un polynome S-invariant, g, sur u'I tel que, si
V désigne le complémentaire de 1'ensemble de ses zéros, pour tout élément u
de V, S(u) soit un groupe réductif et, de plus, pour toute paire d’'éléments
u et v de la méme composante connexe de V, S(u) et S(v) soient S-conju-
gués,

On note alors V [I’intersection de g: avec l'image inverse de V par
I’application de restriction, p, de g‘ sur n*. Si f appartient a g', nous
noterons u son image par p.

Si j est un élément de car(g), on note 'l/j I’intersection de V avec
b; , et on définit une relation d’équivalence, notée ~, sur 'l’j en disant
que f ~ f" si et seulement si S(u) et S(u’) sont Sj-conjugués. ou Sj
désigne le centralisateur dans S de l’'image, dans s = g/u, de j. Enfin on
note 1(j le polynéme sur l‘)j“I tel que, pour tout élément f de b; , nj(f)
soit le pfaffien de la forme bilinéaire alternée, Kf, sur g/bj, naturelle-
ment associée & f (voir le § III).

Si f appartient & V on choisit un facteur réductif J de GI(f), et
un facteur réductif R de G(u) contenant J. On note J (resp. R) le fac-
teur réductif de G(f) (resp. G(u)) correspondant 3 J (resp. R). Alors
(R,j,R) est un groupe presque algébrique, tel que R soit naturellement iso-

morphe & S(u). On note r 1'algébre de Lie de R, et A la restriction de

f a r. On a alors les résultats suivants :

(i) si j appartient a car(g), et f a V’. alors j est un élément
de car(r), c’est-a-dire que j est une sous-algébre de Cartan de l’algébre

de Lie réductive r. De plus le systéme des racines de jc dans r ne dépend

c
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ni du choix de 1'élément f de V’. ni de celui de R, et on le note A jus
D’autre part, si « appartient a Aj s’ sa coracine, Ha , dans la sous-algeé-
bre dérivée de r ne dépend pas, non plus, de ces choix. Dans ces conditions,
et si A; s est un choix de racines positives dans Aj g * on pose :

»

K
u).,s =i |'|+ Ha ,
ael.
Js

N . P +
ol o désigne le nombre de racines imaginaires pures contenues dans Aj s -
’

»
Alors est un polynéme réel sur bj , diviseur de "j , et tel que le

"j,s
quotient, uj n’ de nj par "j s soit un élément de 1’algébre symétrique de
n’. le centralisateur de j dans nu.

*r » »
De plus !’intersection, notée j , de j avec rr est le complémen-

-
taire dans j de l'ensemble des zéros de n,. s

(ii) on peut choisir le polynéme q satisfaisant, de plus, aux conditions
suivantes :

d’une part il existe un entier k  strictement positif et un polynéme
"q , G-invariant, tels que pour toute sous-algébre de Cartan-Duflo, j, de g,

on ait :
n = 7'2 qk°P
QI h. Jns I bf '
J )
d’autre part, si j est un élément de car(g), les classes d’équivalence

»
dans Vj pour la relation ~ sont des ouverts de b, , réunions de compo-

santes connexes de Vl.

(iit) soit x wun caractére de Kerj, et f un élément de V. Alors f

»* »*
appartient a ng (resp. QG) si et seulement si A est un élément de

* » °

r (resp. v ), ou Xq désigne la restriction de x & KerjnR, et, de
R.x, R

plus, on a :

f)=q () (resp. 9 = q ).
R.xo R

9G,x
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D’autre part, si j est un élément de car(g), W de vi/e et £ de W, le
nombre a; x(f) (resp. qG(f)) ne dépend que de la restriction de f a j (mais

pas de W, cf. § XI).

(iv) si T est un élément elliptique de g, la distribution SGT est

-
une fonction mesurable bornée sur g , et analytique sur V, telle que :

BG.T(” = Z GR,T’(M vfeV.

T'e(G. T)nr/R

Soit j appartenant a car(g), et W un élément de v)/~. Alors on pose

~ L = -
W=j nl)jn(p Loan),
-

»
et, pour tout élément ¢ de ¥(g ), on définit une fonction F}.Ww sur j a

’

I’aide de la formule suivante

w 2 . R
. =n, (f (f . d d vf .
F;,q)(f) ";,5( )IG/H. {IW o(g.(f+u)) "),n(U) u} g €j

Lorsque G est semi-simple, i.e. le radical N est trivial, W est tou-
jours égal a jv, et les fonctions F.W ne sont rien d’autre que les inté-
grales orbitales de Harish-Chandra. Nous appellerons donc les fonctions Fj,tp
les intégrales orbitales sur 9' pour le groupe G.

Lorsque G est semi-simple, Harish-Chandra a démontré que les intégrales
orbitales en question sont des éléments de 1’'espace .V’(j-’) des fonctions de
classe 6% sur jw a décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées.
Cependant dans le cas que nous considérons les propriétés de ces intégrales
orbitales sont beaucoup plus subtiles ; en fait, si ¢ appartient a -9’(9‘),
th’y{p est un élément de L:o(j’,,lnj's|df), I’espace des fonctions de classe
[ sur j.’, intégrables, ainsi que toutes leurs dérivées, pour la mesure
]nj’sldf. La démonstration de cette assertion qui reprend en les adaptant, les

idées de Varadarajan (voir [Va] Part 1.3.), repose sur I’existence du poly-

néme m_ .
q
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Alors en utilisant la formule intégrale (15’) du lemme 3 (§ III),
similaire a celle de Hermann Weyl ou de Harish-Chandra, on montre que la
formule de Poisson-Plancherel, pour le groupe (G,j,G) et le caractére x de

Kerj, se raméne a l’assertion suivante :

si j appartient & car(g), f est un élément de v} et R est un fac-

'y
teur réductif de G(u), on a pour tout élément A de j ,

e > = j
(***) u,..s(x) Z xR(T) GR'T(A) nj's(h) qR,x(A) dmR.x(A) ,
TeER/R
cette égalité devant étre entendue comme une égalité entre distributions

-
opérant sur 1'espace fonctionnel Lolo(j .]nj s|df ).

L’égalité (***), considérée comme une égalité entre distributions opérant
sur l'espace .‘I’(jv). a été démontrée par M. Duflo et M. Vergne dans [Du-Ve],
et une bonne partie de notre travail consiste a montrer que cette égalité est
encore vraie dans le cadre plus général que nous avons indiqué.

La démonstration de ce fait repose sur les résultats d’analyse établis

dans le § VII, lequel comprend deux parties.

La premiére partie du § VII est consacrée a établir, puis a en tirer les
conséquences, des majorations a priori pour des fonctions de classe €%, sur
un cone ouvert convexe [ de Rn, et dont suffisamment de dérivées sont inté-
grables pour une mesure de la forme |n(x)|dx , ou m est un produit de formes
linéaires complexes sur R". Pour démontrer ces majorations, on se raméne
d’abord au cas oo m ne s'annule pas sur T, et ou ce dernier contient le

cone C des x "positifs" de IRn, i.e.
_ n
C= {xeR / x1>0,..., xn>0} .

et ensuite on utilise une solution élémentaire d’une puissance suffisament
grande de |’opérateur différentiel

(1-8/8_ )...(1-878_ ),
X X
1 n

solution élémentaire dont le support est le céne -C des x "négatifs ou nuls"



14 P. TORASSO

de Rn. et dont l'expression est remarquablement simple. Nos résultats contien-
nent, dans le cas d’un cdne convexe, ceux établis par Varadarajan dans [Va]
Part I Appendice 1, 2 et 3, et sont obtenus, du moins le croyons-nous, plus
facilement (voir le théoréme 2).

La deuxiéme partie du § VII est consacrée a la démonstration de la for-
mule sommatoire de Poisson pour une classe s'uff isamment large de fonctions
(voir le théoréme 4).

Enfin nous achevons notre travail en montrant, par des exemples, que,
d’une part, contrairement a ce qui se passe dans le cas ou le groupe G est
algébrique (voir le lemme 34, § XI), si j appartient a car(g), et f a 'l/j,
le nombre qG(f) dépend fortement de la classe de Hj—conjugaison du groupe R,
et, d’autre part, les intégrales orbitales sur g' sont loin d’avoir d’aussi
bonnes propriétés que dans le cas semi-simple.

Je ne saurais terminer cette introduction sans remercier M. Duflo et
M. Vergne, dont les idées sont a [I'origine de ce travail, ainsi que
J.Y. Charbonnel et M. Rais pour d’utiles discussions. Enfin je n’oublierai pas
Mlle C. Male et Mme B. Brault qui ont assuré avec beaucoup de patience la

dactylographie et la mise en page de ce travail.



§ Il - GENERALITES ET NOTATIONS

Si E est un ensemble nous noterons [E] son cardinal.

Si E est un ensemble sur lequel agit un groupe H, nous noterons, si x
appartient a E, h.x ou hx le résultat de 1'action de 1’élément h de H
sur x, H.x la H-orbite de x dans E, et H(x) le stabilisateur de x dans H.
De méme si ¢ est une fonction définie sur E et h un élément de H nous
noterons, h.¢ ou he, le résultat de l’action de h sur ¢ par translation
a gauche, i.e. h.¢ est la fonction sur E telle que

h.p(x) = p(h™'x) VxeE .

Si [ est une algébre de lie, réelle ou complexe, et E un espace vecto-
riel, réel ou complexe, sur lequel [ agit au moyen d’une représentation,
nous noterons, pour x appartenant a E, X.x ou Xx le résultat de l’action
de I’élément X de [ sur x, [(x) le stabilisateur de x dans [, et I.x
I’image de | par l’application X —— Xx. Nous noterons E[ le sous-espace
vectoriel de E constitué des points stabilisés par [.

Si E est un espace vectoriel réel ou complexe, F un sous-espace, et u
(resp. p) un endomorphisme de E (resp. une représentation d'un groupe, ou
d’une algébre de Lie, dans E) laissant stable F, on note Up et U p (resp.
Pr et pE/F) les endomorphismes (resp. les représentations) induit(e)s par u
(resp. p) dans les espaces respectifs, E et E/F.

Si L est un groupe de Lie on note L°, sa composante neutre, et on dési-
gne par la méme lettre gothique, [, son algébre de Lie. Nous noterons exp

I’application exponentielle de [ dans L.
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Si V est une variété analytique réelle, on désigne par TV le fibré tan-
gent de V, et, pour x appartenant a V, par TxV I’espace tangent au point
X a V. Si p est un entier naturel, on note APTV 1a puissance extérieure
p-iéme du fibré tangent de V. On note t?c(v) I’espace des fonctions conti-
nues et a support compact sur V. On note aussi &(V) (resp. })(V)) 1’espace
des fonctions de classe 6" (resp. de classe €° et a support compact) sur
V, muni de la topologie usuelle, et par &’(V) (resp. D'(V) I’espace dual,
muni de la topologie de la convergence faible.

Si E est un espace vectoriel réel de dimension finie, nous noterons
¥(E) [I’espace des fonctions de Schwartz sur E, muni de sa topologie usuelle,
et ¥ (E) I'espace des distributions tempérées, muni de la topologie de la con-
vergence faible.

Si E est un espace vectoriel réel nous noterons EC son complexifié.

Si E est un espace vectoriel réel ou complexe nous noterons E‘ son dual,
et S(E) I’algébre symétrique construite sur E ; nous noterons

(x,f) — <x, > ; xeE, feE‘.
la dualité canonique entre E et E‘.

Si E est un espace vectoriel réel de dimension finie, S(EC) s’iden-
tifie a 1’algébre des polyndémes a valeurs complexes sur E.. Si p appartient
a S(EC)’ nous noterons ap I’opérateur différentiel & coefficients constants
sur E qui lui correspond ; plus précisément 1'application, p — 8_ , est
I’unique morphisme de C-algébres de S(EC) dans l’algébre des opérateurs dif-

férentiels a coefficients constants sur E, tel que pour tout élément v de

E, av soit la dérivation le long de v. En fait l’application, p — 8

p
est un isomorphisme entre les algébres considérées.

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie, et dx une mesure

de Lebesgue sur E. Si ¢ est une fonction Lebesgue-intégrable sur E, on

»*
définit sa transformée de Fourier, ?Eq) , comme étant la fonction sur E

telle que :

-i<f, x>

W Fpi) = J o(x) e dx ; VfeE .
E



GENERALITES ET NOTATIONS 17

On appelle mesure de Lebesgue duale de la mesure dx 1’unique mesure de
»*
Lebesgue df sur E telle que, pour toute fonction ¢ dans D(E) on ait
(2 ¢l0) = J’ Fo(F) df.
*

E

La tranformation de Fourier ¢ — ?Eqp induit un isomorphisme de ¥(E) sur
»*
¥(E ). Si T appartient a ¥ (E) on définit sa transformée de Fourier ?ET
*
comme étant 1'unique élément de ¥'(E ) tel que

KT, ¢> = <F_T, .°7E¢>, Voef(E).

E

Nous supposerons choisie sur tout espace vectoriel réel de dimension
finie E wune mesure de Lebesgue notée dEx telle que la mesure dE,x soit
la mesure duale : c'est possible d'aprés (1) et (2). Lorsqu’il n'y a pas de
confusion possible nous noterons dx au lieu de dEx. Si E est un espace
vectoriel réel de dimension finie et F un sous-espace de E nous noterons
dE/F* (ou plus simplement dx) 1’unique mesure de Lebesgue sur E/F telle que

pour toute fonction ¢ Lebesgue intégrable sur E on ait

3 I p(x) d_x = {I p(x+y) d y} d_. . x.
E E ‘[E/F F F E/F

Si L est un groupe de Lie d’algébre de Lie | nous noterons de (ou
plus simplement dx) la mesure de Haar invariante a gauche sur L correspon-
dant a la mesure de Lebesgue sur [ (i.e. dLepr/d[X vaut 1 en X=0).

Soit L un groupe de Lie, M un sous-groupe fermé de L et, [ et m
leurs algébres de Lie respectives. Nous désignerons par G’C(L:M) (resp D(L:M))
I’espace des fonctions ¢ continues (resp c”) sur L a support compact modu-

lo H et vérifiant la relation

(4)  @(xy) = |det Adl/m y| o(x) , VxeL, VyeM.

Alors la mesure de Lebesgue d X détermine une unique forme linéaire posi-

I/m

tive L-invariante a gauche définie sur 1’espace GC(L:M) et notée dL/M"( (ou
plus simplement dx). D’autre part il existe une fonction p de classe €” sur

L ne prenant que des valeurs strictement positives et satisfaisant a la rela-

tion (4) ; dans ces conditions I’application ¢ —> p-qu définit un isomor-
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phisme de @c(L:M) sur GC(L/M) et nous noterons “p I'image de la forme
linéaire dL/M)'( par cet isomorphisme. C’est une mesure quasi-invariante sur
L/M.

Soit ¢ une fonction définie sur L et satisfaisant a la relation (4).
Nous dirons que ¢ est dL /M)'(-mesurable. intégrable, négligeable etc... si et
seulement si la  fonction p-lqz est up—mesurable, intégrable, négligeable
etc... En fait pour que la fonction ¢ considérée soit dL/M)'(-mesurable ou

négligeable il suffit qu’elle soit de—mesurable ou négligeable.

Si ¢ est une fonction d X-mesurable et positive ou dL/

L/M X-intégrable

M

on pose

. -1
J o(x) d X = J‘ p ¢ du_ .
L/M LM L/M P
Bien entendu, les notions que nous venons de définir ne dépendent pas du choix
de la fonction p que nous avons considérée.

Maintenant soit ¢ une fonction d, x-intégrable définie sur L ; alors :

L
(i) pour presque tout x dans L la fonction
y — o(xy) |det Ad[/myl_1
est dMy—intégrable
(ii) la fonction
X —> '[M e(xy) |det Ad[/myl_1 dyy

est dL/Mx intégrable, et on a

-1 .
(5) I p(x) d x = I {J ¢(xy) |det Ad,, y| " d y} d %
L L L/M M [/m M L/M

Pour ce qui précéde voir [Be] Chapitre V.

Soit L un groupe de Lie, M un sous-groupe fermé et E un espace vecto-
riel réel de dimension finie dans lequel M opére au moyen d’une représenta-
tion analytique. Alors on note LxME le fibré vectoriel L-homogéne de fibre
E et de base L/M naturellement associé a ces données (voir [Wal Chapter 5).

Nous désignerons par une lettre majuscule en caractére gras un groupe

algébrique complexe ; si A (resp. X) est un groupe (resp. une variété) algé-
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brique complexe définie sur R on note AIR (resp. XR) le sous-groupe (resp.
la sous-variété) des points réels.
Dans la suite G désignera un groupe algébrique défini sur R et satis-
faisant aux conditions suivantes :
(i) le radical unipotent N de G est abélien,
(6)

(ii) le groupe algébrique quotient G/N est un groupe semi-simple

noté S.

L’action naturelle de G dans N induite par les automorphismes inté-
rieurs de G, induit une représentation rationnelle définie sur R de S dans
N ainsi que dans N‘, cette derniére représentation de S étant la contra-
grédiente de la précédente. Alors il résulte de [Ri-1] Theorem A et de [Ri-2]
Theorem 2.3 que 1'on peut trouver un ouvert de Zariski non vide S-invariant et
défini sur R, U, de N"l tel que

(7) (i) si x et y appartiennent & U, les sous-groupes d’iso-

tropies S(x) et S(y) sont conjugués sous S,

»* »*
(7 (i) UnNR est un ouvert de Zariski non vide de NIR et, si x

»*
et y sont deux éléments de UnNR situés dans la méme composante connexe de

»* °
UnN|R , les sous-groupes d'isotropie SR(x) et SR(y) sont conjugués sous SR .

Nous supposerons que G satisfait de plus a la condition suivante :

(6) (iii) il existe un ouvert de Zariski non vide et G-invariant de

»*
N , constitué de points dont le stabilisateur dans S soit réductif,

laquelle condition est équivalente a :

(6) (iii)’ il existe un ouvert de Zariski non vide et G-invariant de
» »
N constitué de points dont la S-orbite soit un fermé de Zariski de N .

Pour ce qui concerne ce dernier point nous renvoyons, par exemple, &

[Mu-Fo] Appendix to Chapter 1 F.
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Lemme 1. Soit R un groupe algébrique réductif défini sur R, E un
C-espace vectoriel défini sur R sur lequel R agit au moyen d'une repré-
sentation rationnelle définie sur R. Soit U un ouvert de Zariski non vide
et R-invariant de E constitué de points dont la R-orbite soit un fermé de
Zariski de E. Alors il existe une fonction polynéme p sur E définie sur R
et R-invariante telle que l’ouvert affine Ep , complémentaire de l’ensemble
des zéros de p, soit non vide et contenu dans U. De plus l’intersection de

Ep avec ER ,

le sous-espace des points réels de E, est non vide.

Démonstration. On sait que les fonctions polyndmes R-invariantes sur E
séparent les fermés de Zariski R-invariants (voir [Mu-Fo] Chapter 1 §2) ;
comme les orbites sous R des points de U sont des fermés de Zariski dans
E on voit qu’'il existe une fonction polynéme, q, R-invariante sur E non
nulle sur U et nulle sur le complémentaire de U. Soit o 1’automorphisme
de R-algébre de 1’'algébre des fonctions polyndmes sur E induit par la conju-
gaison par rapport a la forme réelle EIR de E : plus précisémment si r est
une fonction polynéme sur E on a

o(r)(x) = —r—(—)_(—) , VxeE,

ol, X —> X désigne la conjugaison dans E relativement a EIR . Alors le poly-
néme

p = q o(q)

répond a la question. Comme ER est Zariski dense dans E, EanR est non
vide. Q.E.D.
D’aprés Whitney [Wh] un ouvert de Zariski d’une variété algébrique réelle

a, au plus, un nombre fini de composantes connexes. Le lemme énoncé ci-dessous

est alors clair.

*
Lemme 2. Il existe une fonction polynéme réelle, q, définie sur NlR et

»*
S-invariante telle que l'ouvert affine U de N complémentaire de l’ensem-

ble des zéros de q ait les propriétés suivantes

(i) les sous-groupes d’isotropie S(x), x parcourant U, sont ré-
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ductifs et sont tous S-conjugués a un méme sous-groupe réductif de S

»*
(i) VvV = UnNR est réunion d’'un nombre fini d’ouverts SR-lnvariants.

Vl""’yr , tels que, si 1sjsr, les sous-groupes d’isotropie SR(x), X par-

courant VJ. , sont tous éR-conjugués d un méme sous-groupe réductif de SR .

Nous appellerons groupe presque algébrique 1la donnée d’un triplet
(A,j,A) tel que A soit un groupe de Lie réel séparable, A un groupe algé-
brique défini sur R et j un morphisme de groupes de Lie de A dans AIR
dont le noyau est un sous-groupe discret central de A et dont I'image est un
sous-groupe ouvert de AR .

Soit  (A,j,A) un groupe presque algébrique ; la différentielle dj de
Jj permet d'identifier 1’algébre de Lie de A avec celle de AIR . Nous appel-
lerons radical unipotent de A le sous-groupe analytique de A ayant méme al-
gébre de Lie que le radical unipotent de AR . Le radical unipotent de A est
un sous-groupe fermé distingué de A et le morphisme j induit un isomor-
phisme de groupes de Lie du radical unipotent de A sur celui de AIR . Nous
appellerons facteur réductif de A l’'image inverse par j d’un facteur réduc-
tif de AR . Alors deux facteurs réductifs de A sont conjugués sous l’action
du radical unipotent et, étant donné un facteur réductif de A, A est naturel-
lement isomorphe au produit semi-direct de ce facteur réductif par le radical
unipotent. Pour ce qui concerne ce que nous venons de dire sur les groupes
presque algébriques on peut consulter [Du-3] IV 1.

Etant donné un groupe algébrique A défini sur R nous appellerons
groupe presque algébrique associé a A la donnée d’un couple (A,j) tel que
le triplet (A,j,A) soit un groupe presque algébrique.

Dans la suite (G,j), ou plus simplement G, désignera un groupe presque
algébrique associé a G. Le radical unipotent de G sera noté N tandis qu’un
facteur réductif de G sera génériquement noté S. Alors S est naturelle-
ment isomorphe au groupe de Lie quotient G/N et le morphisme j induit un

morphisme encore noté j de S dans SIR ; de plus (S,j) est un groupe pres-

que algébrique associé a S.
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Les algébres de Lie de G, S, N seront notées respectivement g, s, n ;
leurs complexifiées s’identifient naturellement aux algébres de Lie respec~
tives de G, S, N. L’application exponentielle du groupe G et le morphisme
j  induisent respectivement un isomorphisme naturel d’espaces vectoriels entre
n et N, dune part, et N et NIR , d’autre part, permettant d’identifier
entre eux ces trois espaces vectoriels, ce que nous ferons librement. Dans ces

conditions l'ouvert affine U du lemme 2 est un ouvert affine de de

»*

ne s
»

plus il est immédiat de voir que V = Unn  est réunion d’un nombre fini d’ou-

verts Vl,...,Vr, , S-invariants tels que si Isjsr’, les sous-groupes d’iso-

N °

tropie S(u), u parcourant Vj , sont tous S-conjugué a un méme sous-groupe
réductif de S.
Soit S un facteur réductif de G. Alors 1’application,
(s,n) — sn,
induit un isomorphisme de groupes de Lie du produit semi-direct SxN, muni de
la loi

_ 1
(8) (sl , nl)(s2 , nz) = (sls2 » Sy 0+ nz).

s.€S, n.eN , i = 1,2,
i i
sur le groupe G. D’autre part on a les décompositions en somme directe
»* »* »
g=s®n, g =3 &n,
le crochet dans g étant donné par
(9) [Xl+§l , XZ+§2] = [Xl,le + Xl.Ez - X2.€l ,

Xies s Eien, i=1, 2,

et les représentations adjointes de G et co-adjointes de G et g obéis-
sant aux formules dans lesquelles s appartient a S, n a N, X a s & a
»* »*
un, f a s et u a n,
(10) Ad(sn)(X+&) = s.X + (s.X).(s.n) + s.§
»*
(11)  Ad (sn)(f+u) = s.f + &(s.u,s.n) + s.u
*
(12) ad (X+£)(f+u) = X.f + &(u,€) + X.u,

L -
ou ¢ est I'application bilinéaire de n xn dans s définie par
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(13)  <¥(u,&), X> = <u, X.&.
Si on identifie S avec un facteur réductif de G, I'application,
(s,n) — sn,
induit un isomorphisme de groupes algébriques du produit semi-direct SxN, muni
de la loi définie par la formule (8), sur G, tandis que l’'on a les décomposi-
tions en sommes directes
* *

*
gc=sc®|‘lc,gc=sc$ﬂc,

le crochet dans 8¢ étant donné par (9), et les représentations adjointe de

G et co-adjointes de G et 8¢ obéissant aux formules (10) a (13).
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§ Il - FORMES LINEAIRES TRES REGULIERES ET FORMULES INTEGRALES

Soit  (B,j,B) un groupe presque algébrique et b 1’algébre de Lie de
B. Si f appartenant a b’ est une forme réguliére, i.e. telle que la dimen-
sion de b(f) soit minimale, on sait que b(f) est une algébre commutative
qui, par suite, a un unique facteur réductif, lequel est un tore algébrique

*
que nous noterons On dit que la forme linéaire f dans b est trés

]r'

réguliére, si elle est réguliére et si la dimension de est maximale.

jf
*

L’ensemble br des formes linéaires trés réguliéres est un ouvert de
Zariski non vide de b‘ et, si f et f’ sont deux formes linéaires trés
réguliéres situées dans la méme composante connexe de b: , les sous-algébres
jf et jf. sont B-conjuguées. Les sous-algébres jf , f parcourant b: ont
été introduites par Duflo et généralisent la notion de sous-algébre de Cartan
des algeébres de Lie semi-simples ou réductives (i.e. si b est une algébre de
Lie réductive, b: est l'ouvert de Zariski de b. constitué des formes liné-

»
aires semi-simples et réguliéres et les sous-algébres f parcourant br ,

je o
sont exactement les sous-algébres de Cartan de b) ; pour cette raison nous
appellerons sous-algébre de Cartan-Duflo de b les sous-algébres jf , f décri-
vant b: . Nous noterons car(b) leur ensemble et Car(B) un systéme de re-

présentants de leurs classes de conjugaison sous B ; il est clair que Car(B)

L
est un ensemble fini. De plus si, pour j dans Car(B), on désigne par b

r,j
»*
le sous-ensemble de br constitué des formes linéaires f telles que jf
»*
soit B-conjugué a j, b . est un ouvert réunion de certaines des compo-

r,)

»* * »*
santes connexes de br , et br est la réunion disjointe des brj pour j
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»*
parcourant Car(B). Si b a une structure complexe alors br est connexe et
[Car(B)] = 1.

Soit j appartenant a car(b) ; on note bbj ou plus simplement bj

et (ou H, et

. H! . .
B,j B,j J

H'j) respectivement, son centralisateur et son normalisateur dans B. Alors b

son centralisateur dans b, bj I’espace [j,b], H

»* »
est la somme directe de bj et bj et par suite b}. et bj s’identifient a

»*
des sous-espaces dont b est la somme directe ; plus précisément on a

» 'j »* . L .
bj=b et bj=).b = Z j.f.

De plus les groupes de Lie Hj et H’j admettent bj comme algebre de Lie et

le groupe quotient H'j/Hj , noté W (ou Wj) est un groupe fini.

B,j

On choisit maintenant sur b,. une forme volume "j telle que, modulo
I’identification naturelle de bj avec b/l‘)j , elle induise sur b/l‘)j la me-

* *
sure de Lebesgue d[7 /bjx. Si f appartient a bj on note Kg

forme bilinéaire alternée définie sur bj par

£ (ou ocf) la

Kf(X,Y) = <f, [X,YD, VX, Yebj .

»*
Alors il existe f, élément de bj , telle que Kf soit non dégénérée, de

telle sorte que dim bj est un entier pair, en fait indépendant du choix de

j, et noté Zdb . On définit alors un élément non nul et homogéne de S(bj)'
»*

noté nbj (ou nj). par le fait que, pour f dans bj , n,.(f) soit le pfaf-

fien de la forme bilinéaire alternée Kf relativement a la forme volume 1;,. .

- »
On a alors le résultat suivant, ou l)j r désigne I’intersection de b}. avec
»

b
r

Lemme 3.

»
(i) toute B-orbite dans l)r j

*
rencontre bj suivant une H}-orbite

* »
(il) une forme linéaire f de bj est un élément de bj r si et seu-

»
lement si elle est réguliére dans l')}. et vérifie nj(f) # 0.

»*
(iit) U’application (x,f) — x.f induit une submersion de Bxl‘)j . Sur

»
brj , laquelle passe au quotient pour définir un isomorphisme de l’ouvert

’
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» - »
BXH}bj,r du fibré vectoriel BXH'.bj sur b

j -

(iv) soit ¢ une fonction mesurable et positive (resp. intégrable) sur

»
b . , alors la fonction

r,)
(14)  y(x) = |det Adx|™" I o(x.f) nj(f)z df

»
bj

est dB JH X-mesurable (resp. intégrable) et on a

j
"2y 1
(15) J' olf) df = 20 Ow,] ¥ix) dx.
* 5 Jpm,

r,j )

»*
De plus, si ¢ est une fonction continue & support compact sur br i la fonc-

tion Y définie par (14) est un élément de GC(B:Hj).

» * H
() a)st ¢ appartient 4 Db ) et & & Db ) J, 1a fonction

wa définie par

14) g0 = [det adx| ™ [ pxt) mn)? dsr)
»*

b;

est un élément de D(B:H’j)

»
b) si @ appartient a D'(l:'r j)B, il existe une unique distribution

*
H}—invariante sur b *

*
e appelée restriction de 6 a bj r et notée 0O

bj,r
»*
telle que, pour toute fonction ¢ dans D(br j), on ait
R J—
ash [ e dem =@ Wit [ g 0 ax
»
* B/H, Ib.
br’j J }.l‘
L’application
e —8 ,
jr
*
induit un isomorphisme d’espaces vectoriels topologiques de D'(br ].)B sur

H}
» .
I)'(bi r) ). cette application prolonge l’application qui 4 une fonction B-in-
*
variante sur brj fait correspondre sa restriction en tant que fonction &

. ,
b)’.r
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(vi) soit p une fonction polynéme B-invariante sur b et ph sa

-
restriction a bj . Alors pour toute fonction ¢ dans S’(br )B on a

j
-1
16 3 = (n, o8 n, R
(16) (Pw)f' (JOPb.ol)(wf)
J,r J' J,r
autrement dit la composante radiale suivant bj r de l’opérateur différentiel

a4 coefficients constants et B-invariant sur br}' ) ap , n’est autre que
*
l'opérateur différentiel a coefficients rationnels et H}-—invariant sur bj _—
-1
W, 08 om
) pl')- J
)

Les points (i) (ii) (iii) et (v) du lemme 3 sont établis et démontrés
dans [Du-3] V.3, de méme que le point (iv) mais seulement pour les fonctions
¢ de D(b:,j) ; cependant il n'’est pas difficile d'étendre ce dernier résul-
tat aux fonctions ¢ qui sont mesurables positives ou intégrables et nous
laissons ce soin au lecteur. Pour ce qui concerne le point (vi) voir [Tol.

Si j appartient & car(b) nous noterons Ab,j (ou Aj) I’ensemble des
racines de jc dans l:-C ou, ce qui revient au méme, dans bj,C' Si 1’élément
f de b: est tel que j = jf alors Ke est une forme symplectique j-inva-
riante sur bj et, en conséquence, si « appartient a A, , -« aussi et a

)

la méme multiplicité.

Pour ce qui concerne le groupe G qui nous intéresse nous adopterons les
notations et nous lui appliquerons les résultats ci-dessus, que nous allons
d’ailleurs préciser.

Dans la suite nous désignerons par q un élément de S(n)s, ayant les
propriétés énoncées dans le lemme 2 ainsi que d’autres que nous préciserons au
paragraphe IV, par U [I’ouvert affine de n' complémentaire de la variété

C
»
des zéros de q, et par V [1'ouvert affine de n trace de l'ouvert U.
* »
Nous noterons p 1'application de restriction de g sur u duale de
» *
I’injection naturelle de n dans g. Nous désignerons par L I'image de g

»
par p ; c’est un ouvert de Zariski de n .
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Si j appartient a car(g), on notera V) Pintersection de V avec

.
n ,. et, si s est un facteur réductif de g contenant j, on notera n,.
(resp. sj) I’espace [j,n]l (resp. [j,s]). On a alors les décompositions en

somme directe

* * »
. =8, & . . =8, 01,
95 =% %1 8= %91
s =8, 0 Sj 5‘ = 3' ® 9,.
j j
an j T
n=n06n n =u,0en
j j
o . .
bj=s’9n’ bj=s"$u)

Nous aurons besoin du résultat suivant.

Lemme 4. Soit s une algébre de Lie semi-simple réelle ou complexe et r
une sous-algebre de Lie algébrique et réductive de s. Alors la restriction de

la forme de Killing de s a4 r est non dégénérée.

Démonstration. Désignons par K la forme de Killing de s. On remarque
tout d’abord qu’il suffit de montrer le résultat dans le cas complexe. En
effet si 8 est réelle, la forme de Killing Kc de ¢ est le prolongement
naturel de la forme de Killing K de s, et, si E est un sous-espace vecto-
riel de s, KlE est non dégénérée si et seulement si K I’est.

C
|Eg

Nous supposons donc que s est complexe. Ecrivons alors

ou ro est le centre de r et les l‘i , lsiss, sont les idéaux simples de la
sous-algeébre dérivée de r. Les sous-espaces ri , O=iss, sont deux a deux or-
thogonaux pour K. En effet soit O=i{jss et X et Y des éléments respec-
tifs de v et r,; comme I‘j est simple il existe Y, et Y, appartenant

J 1 2

a rJ. tels que Y = [Yl' Y2] et dans ces conditions on a

KX,Y) = K(X,1v,Y,D) = K(X,Y,1LY,) + K(Y,IX,Y,D,
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chacun des termes de la somme étant nul puisque L et rj commutent.” Ainsi,
pour démontrer que KI" est non dégénérée il nous suffit de montrer ce ré-ul-
tat dans le cas oi r est soit un tore algébrique, soit une sous-algébre de
Lie simple de s, et, en fait ce dernier cas est, comme nous allons le voir,
conséquence du premier.

Soit donc r une sous-algébre de Lie simple de s ; comme Klr est une
forme bilinéaire symétrique adr-invariante elle est proportionnelle a la forme
de Killing de v et il nous suffit donc de voir que Klr est non nulle.
Considérons alors une sous-algébre de Cartan j de r. II est clair que j
est un tore algébrique de s et, si nous faisons I'hypothése que la restric-
tion de K a tout tore algébrique de s est non dégénérée, nous voyons immé-
diatement que Klr est non nulle comme nous l’espérions.

Nous supposons maintenant que r est un tore algébrique de s. On sait
alors, voir par exemple [Bo] Theorem (5.1) p. 161, qu’il existe une représen-
tation rationnelle de s dans un espace vectoriel complexe E et un vecteur

non nul x de E tel que

(18) r = {Xes / X.xer}.

Soit j une sous-algébre de Cartan de s contenant r et le le R-sous-
espace vectoriel de j engendré par les co-racines des éléments de Aj . On
sait alors que Klj est définie positive. Soit P I’ensemble des poids de

R

j dans E. Si, pour A dans P, on note EA le sous-espace des vecteurs de

E de poids A, on a

Ainsi on peut écrire
X = Z x;\ avec, VaeP, x)‘eEA s
AeP
désignons alors par ?x I’ensemble des éléments A de P tels que X soit
non nul.

Soit X un élément de j. La relation (18) montre que X appartient a r

si et seulement si
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AX) = u(X), va, Vue?x .
Cependant comme
) =gt R
on peut écrire
X=Y+iZ, Y et ZejR.
Utilisant le fait que tout élément de P ne prend que des valeurs réelles sur
jIR , on voit facilement qﬁe X appartient a r si et seulement si
AY) = p(Y) et A(Z) = u(Z), VA et Vue?x .
Une autre fagon d’exprimer ceci est de dire que r est le complexifié du tore

réel rnle . La restriction de K a étant définie positive, il est clair

IR
que KI" est non dégénérée. Q.E.D.

Nous aurons aussi besoin de la remarque suivante :

Remarque. Soit s une algébre de Lie semi-simple complexe, r une sous-
algébre réductive de s et j une sous-algébre de Cartan de r. Alors si A
est un poids de j dans s/r, il en est de méme de -A et ils interviennent
tous deux avec la méme multiplicité. Ceci est conséquence de ce que, d’une
part, les poids non nuls de j dans s/r sont les mémes et interviennent avec
la méme multiplicité que ceux de j dans s/[r,r] et que, d’autre part, la
restriction de la forme de Killing a [r,r] étant, d’aprés le lemme 4, non
dégénérée, elle induit sur s/[r,r] une forme bilinéaire symétrique non dégé-

nérée, manifestement j-invariante.

Si j appartient a car(g), j s’identifie via la projection naturelle
de g sur s = g/n avec un tore algébrique de cette derniére algébre de Lie
semi-simple, laquelle est, d’aprés le lemme 4, somme directe de j et de son
orthogonal relativement a la forme de Killing de s ; par suite j. s’iden-

»* »*
tifie naturellement a un sous-espace de s . Cependant s s’injecte naturel-

»*
lement dans g (au moyen de I’application transposée de la projection natu-
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*
relle de g sur 8) et par suite j est aussi, de maniére naturelle, un
»
sous-espace de g . Il est clair que I’on a
‘l hl
ch, .
b ey
De méme, si u appartient & V et si s est un facteur réductif de g,
alors s est somme directe de s(u) et de son orthogonal pour la forme de
- *
Killing de s et, de ce fait, s(u) s’identifie & un sous-espace de s et
»
donc de g .
»
Si f est un élément de g nous noterons u. ou plus simplement u sa

restriction a n. Il est clair que les groupes (G, j. &) et

. (G(u), j, G(u)) sont presque algébriques. On a alors le

Lemme 5. Soit f appartenant a p-l(l’) et s un facteur réductif de g.

Alors f est trés réguliére si et seulement si f | l’est relativement a

s(u)
s(u).
- *
Supposons que f appartienne a p l(V)r\gr et soit J (resp. R) un fac-
teur réductif de G(f) (resp. G(w) dont on note j (resp. r) l’algébre de

Lie, tel que R contienne J. Alors si A désigne la restriction de f a4 r

on a J = R(A). De plus le radical -unipotent de G(f) est égal & G(f)nN.

*
Démonstration. Remarquons tout d’abord que, si f appartient 3 g, on a
uf = g(u)L
(19)

N.f=1f + g(u)*.

Supposons maintenant que f appartienne a p_l(V). Alors, d’une part, si
n appartient & N, la restriction de n.f a g(u) et donc & . s(u) ne dépend
pas de n et, d’autre part, il existe n dans N tel que
. .
n.f-u € s(u) .
On peut donc supposer, pour démontrer la premiére partie du lemme, que f-u
. :
appartient a s(u) .
" Nous allons calculer g(f) ; comme il est contenu dans g(u) chacun de

ses éléments s’écrit sous la forme
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X+€, avec Xes(u) et E€en.
Grace aux relations (12) et (19) on voit qu'un tel élément est dans g(f)

si et seulement si
X.(f-u) = 0 et &(u,€) =0,

c’est-a-dire, si et seulement si
X € s(u)(f-u) et £ e (s.u)t.

On a donc I’égalité
(20)  g(f) = s(u)(f-u) ® (s.u)*.

- *
Comme p 1(V) est un ouvert de Zariski non vide de g on voit que f
est réguliére (resp. trés réguliére) si et seulement si f-u est réguli¢re
*
(resp. trés réguliére) dans s(u) . Mais, avec I’hypothése faite sur f on a
s(u) ’

-si bien que la premiére partie du lemme est démontrée.

f-u =f
|

Maintenant soit f un élément de p—l(V)r\g: . Comme J est un groupe
réductif presque algébrique, si E est un J-module de dimension finie, le
sous-espace EJ de E admet un unique sous-espace supplémentaire J-invariant
et noté EJ . De plus, comme f est J-invariant, 1'application §&§ — £.T

-
induit un morphisme de J-module de n dans g , de telle sorte qu'il résulte

de (19) que l'on a
J 1 *]
n.f = glu)'ng

»*
N.f = £+ glwitng .
Soit S un facteur réductif de G contenant R. Alors on a

R = S(u)

et on voit qu'il existe n dans N'l tel que n.f appartienne a s(u)‘.
Comme, pour tout élément n de NJ, les groupes G(f) et G(n.f) ont méme
intersection avec N et admettent tous deux J comme facteur réductif, il
nous suffit de démontrér la deuxiéme assertion lorsqu’il existe un facteur

réductif S de G tel que
R = S(u)

L]
et que f-u appartienne & r . Dans ce cas on a
A= f-u.
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Il résulte alors de la formule (20), et de ce que, d’aprés la premiére

partie de la démonstration, A est un élément trés régulier de r*. que l’on a
glf)n r = r(A) = j.

Ainsi RNAG(f) est un sous-groupe réductif de G(f) contenant le facteur
réductif J. Par suite J est égal & RNG(f) et, a ce titre, est contenu dans
R(A). L’inclusion réciproque est alors conséquence de ce que, comme f-u = A
appartient a r‘, tout élément de R(A) stabilise f. Enfin le fait que G(f)nN

soit le radical unipotent de G(f) découle aussi de la formule (20) Q.E.D.

Comme conséquence immédiate du lemme 5 on a le

Corollaire.
(i) l’ouvert affine V est contenu dans n:
(ii) un tore algébrique j de g est un élément de car(g) si et
seulement s’il existe u dans V et un facteur réductif s de g tels que

j appartienne a car(s(u)).

Remarque. Soient u appartenant a V, 8 un facteur réductif de g et
j un élément de car(s(u)), alors les injections successives,
.Q » »
j csu cg,

» »*
induisent l’injection naturelle de j dans g décrite précédemment.

Lemme 6. Soit j appartenant 4 car(g), s un facteur réductif de g
contenant j et u un élément de V). Alors le systéme des racines de j dans

s(u) ne dépend ni du choix de s ni de celui de u. On le note Aj s’

Démonstration. Il est clair que le systéme des racines de j dans s(u)
ne dépend pas du choix de s, car, modulo I’identification de j avec son
image dans g/u, ce systéme de racines est celui de j dans (g/n)(u).

Soit f dans g: tel que p(f) = u. Comme, d’'une part, si X appar-

tient a gj et Y a nj.ona
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xf(X,Y) = <, [X,YD

et, d’autre part, [gi , nj ] est contenu dans “j , on voit que I’orthogonal
de “j dans 9} relativement a Kp est égal a ang(u). Cependant ke est
non dégénérée et il est alors clair que 1'application

(X,Y) — <u, [X,YD
inﬂuit une dualité j-invariante entre sj/s(u)mj et "j' En particulier,

compte tenu de la remarque suivant la démonstration du lemme 4, les racines de

jc dans /sc(u)r\sj c et dans n sont les mémes et interviennent avec

*j.c j.c

la méme multiplicité. Si, pour tout sous-espace j-invariant 1 de 8¢ et tout
»

A dans jc , nous désignons par lA le sous-espace des vecteurs de poids A

de 1, il est clair que, pour tout « dans A, , on a

«

o« o .
dim s(u)c = dim 8¢ - 2dim nj'c .

Ceci achéve la démonstration du lemme. Q.E.D.
Comme conséquence de la démonstration du lemme précédent on a le

Corollaire. Sous les hypothéses du lemme 6, les espaces sj/s(u)nsj et nj

ont la méme dimension et celle-ci est paire.

Lemme 7. Sous les hypothéses du lemme 6, si o appartient a A',s la co-
racine de a dans jcn[ac(u), sc(u)l ne dépend ni du choix de s ni de
celui de u et on la note Ha . Plus précisément st K désigne la forme de
Killing de L la restriction de K a jc ne dépend pas du choix de s
et, de plus, Ha est l’unique élément de jc tel que

(1) a(H) = 0 & K(H.Ha) =0, VHch
(21
(it) a(Ha) = 2.

Démonstration. La restriction de K a jc ne dépend pas du choix de s
car, modulo identification de jc avec son image dans 9(‘;/“(: , la restriction
de K a jc n’est rien d’autre que la restriction de la forme de Killing de

gc/nc a jc . Si u appartient a v) alors le centre de sc(u) est l'inter-
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section des noyaux dans des éléments de A, ; il ne dépend donc pas du

Je jus

choix de u dans V/ ; on le note 1,. , et on pose
C

,j = ’jcnj'

Il est clair que, pour tout u dans V’. a’. est le centre de s(u). Soit

Q) v O, I’ensemble des idéaux simples de (sc(u), sc(u)]. Alors on a
(S \

jin=1% 64 0jna

Cc jc k=1 C k}
et, pour lskss, jcnak est une sous-algébre de Cartan de Q - Si &« appar-
tient a Aj s’ il existe un entier k, 1skss, tel que Ha ,Ja co-racine de «
dans jcn(sc(u),sc(u)]. appartienne a jgney i et, si Kk désigne la forme de
Killing de o, » on sait alors que Ha est 1'unique élément de jcnuk satis-

faisant aux relations
(1) a(H) = 0 «= Kk(H'Hu) = 0, VHejcnak

(21’)
(it) a(H a)

2.

Cependant K,. est non dégénérée, les sous-espaces 3. et j.na , lskss,
lig - %k

de sont deux a deux orthogonaux pour K et, enfin, pour Iskss,

j K,.
Je | jehoy

est non nulle et proportionnelle a K , comme il résulte du lemme 4 et

k|j';rmk
de sa démonstration. Il est alors clair que la relation (21’) est équivalente

a la relation (21). Q.E.D.

Nous définissons alors 1'élément n,. s de S(j)c en posant
K
(22) TR ]1+ H,
[
J),s
ou A; s est un choix de racines positives dans Aj s et o est le nombre
de racines imaginaires pures contenues dans 'A; s - C’est en fait, un élément

de S(j), et, si s est un facteur réductif de g contenant j, et u appar-

tient a VJ, il existe une forme volume, , sur s(u)j = sjns(u). telle

nj,u
»
que, pour tout élément A de j, le pfaffien de "s(u) A relativement a

nj,u soit n,.,s(A).
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Proposition 1. Soit j appartenant car(g). Alors il existe un unique
élément de S(n,), noté "j n’ tel que

(23) nj = "j.s "j,n

Démonstration. Soit s un facteur réductif de g contenant j, f un élé-
.
ment de l)jnp l(l/) (d’aprés le lemme 5, ce dernier ensemble est un ouvert de

»*
Zariski non vide de bj), et,

u u
o sz , Y1 yeens YZq , El yeees EZp ,
une base de gj univolumique par rapport a "j , telle que

(i) XT....,X;D soit une base d’un supplémentaire de s(u)j dans s,.

(it) Y;‘,..‘.lejq soit une base de s(u)}. univolumique par rapport a "j u

(iii) El Voo soit une base de nj )

o €2p
u désignant comme convenu la restriction de f a u.
Si p désigne la projection de s sur s parallélement a .'»j la ma-

trice, Af , de Ke dans la base considérée de g. s’écrit par blocs

» - C
u
= »
Ap = " B, O ,
C 0 (o]
u

avec

u u
By = ©«r, pUY; Yj])>)lsl,j52q
u
Cy = (u, Xy, EJ']>)1si,J'szp :

Comme on a

s(u) = ss(u)j o j,

on voit que, pour Isi, js2q, p([Y‘ij.Y‘jl) est un élément de j et, par suite,

Bf n'est rien d’autre que la matrice de la forme bilinéaire alternée
R u u .
Ks(u),x , relativement a la Dbase Yl veees Y2q de s’»(u)j , A désignant la

restriction de f a j. De tout ceci résulte que l'on a

n}.(f) = "j,s(f) q(u) ,
avec

q(u) = detcu .
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Utilisant la décomposition

nous pouvons donc écrire que l'on a

(23’) nj(hu) = nj S(A) q(u), VAesj‘. Vuer.

i*
Choisissant un élément 7\0 de o , tel que "j S(J\o) soit non nul, et fai-

sant A = Ao dans I’égalité (23)’, nous voyons que q est la restriction a
. - .
'ouvert affine V) de o d’une fonction polynéme sur w , que l’on note
»*
n. . Ainsi les fonctions polynémes sur ., M, et mw _mw,
jun poty VR js Mjn

- E ]
sur l’ouvert affine non vide P l(V)r\l‘)j et, par suite, elles sont égales

, sont égales
partout. Q.E.D.

Remarquons que est, comme élément de S(j), Hj—invariant. D’autre

s
part H} laisse invariant 1'ensemble de racines, Aj s (en effet si u appar-
tient a V’ et, h a H} , il est clair que hu est un élément de V}, et

ainsi, h , I’ensemble des racines de jc dans sc(hu), est, d'aprés le

'Aj,s

lemme 6, égal a A,. s), et, par suite, le polynéme "jzs étant égal a

est H}-invariant.

De plus, l-lj opérant trivialement dans S(j), l'action de H) dans cette
algébre de polyndémes, y induit une action de WJ. . On voit alors qu’il existe
un caractére ej de W, A valeurs dans le groupe a deux éléments, {1,-1),

)
tel que pour tout w e Wj on ait

(24) wrtj.s = e,.(w) n’.'s
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§ IV - UNE CLASSE DE POLYNOMES INVARIANTS SUR g;

Ce paragraphe est essentiellement consacré a la démonstration du fait

suivant

Proposition 2. On peut choisir le polynéme q sur 'n‘, ayant les pro-
priétés énoncées dans le lemme 2, de telle sorte que

(i) U/S soit naturellement muni d’une structure de variété analytique
quotient

(it) pour tout u élément de U on ait :
* st |

»
ne = (nc)

Dans ces conditions on a les propriétés suivantes :

sc.u.

(iii) soit Sc un facteur réductif de G, SC son algebre de Lie, u un
élément de U et p un polynéme sur sc(u)‘ invariant sous l’action du nor-
malisateur, dans S_ , de Sc(u). Alors il existe un entier naturel m et un
polynéme r sur g; , G-invariant, uniquement déterminé par p et m, tels que

S.(u)
(25)  r(asv) = pA) g™ VAes (), Vveng ©

»

(iv) soient j appartenant a car(gc) et p un polynéme sur j , inva-
riant sous l’action du normalisateur dans G de j. Alors il existe un entier
]
naturel m et un polynéme r sur 8¢ G-invariant, uniquement déterminé par

p et m, tels que

m *
(26) r(f) = p(flj) q ep(f) stbj .
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Démonstration. Soient g’ un élément de S(nc)s ayant les propriétés énon-
cées dans le lemme 2, et U’ [I'ouvert affine de n; qu’il définit. D’aprés
un théoréme de Rosenlicht, [Ro], on peut trouver un ouvert de Zariski non vide
et S-invariant, U", contenu dans U’ tel que U"/S soit une variété quo-
tient. Soient u un élément de U", et p un supplémentaire S(u)-invariant

*
de sgu dans e ou, pour le moment, $ désigne 1’algébre de Lie du

Cc
groupe algébrique S = G/N.
Nous allons montrer 1’inclusion
* S(u)
pc (nc) .
Pour ce faire il suffit de montrer que, pour v appartenant a p et suffi-

samment voisin de O, on a
S(u) < S(v)

Mais, puisque U"/S est une variété quotient, et u+p est transverse, en u,
a Porbite S.u, il existe un voisinage V (pour la topologie usuelle) de O
dans p tel que pour v appartenant & V, l'orbite S.(u+v) intersecte u+V
suivant le point u+v. Supposons alors qu’il existe v appartenant a V tel
que S(u) ne soit pas inclus dans S(v), et soit s un élément de S(u) qui
n'appartienne pas a S(v) ; comme s.v est un élément de P, quitte & multi-
plier v par un scalaire non nul, on peut supposer de plus que s.v est con-
tenu dans V et, dans ces conditions, on voit que u+v et s.(u+v) = u+s.v
sont deux points distincts de la S-orbite de (u+v), contenus dans u+V ; une

contradiction.
Ainsi nous avons 1’égalité
- «S(u)
ne = ne + 8p.u

et il est alors immédiat qu’il existe un ouvert de Zariski non vide, W, de
S(u)
*

e contenu dans U", tel que, pour tout v appartenant a W on ait
- «S(u)
(27) He =ML 48V
De plus si v appartient 3 W on a
S(u) = S(v).

En effet on sait déja que S(u) est inclus dans S(v) ; d’autre part comme W
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est contenu dans U", S(v) est S-conjugué & S(u). Ainsi S(u) est un sous-
groupe fermé du groupe algébrique S(u) ayant méme dimension et méme nombre
de composantes connexes : ces deux groupes algébriques sont donc égaux.

*
Considérons maintenant 1’application, (s,v) — s.v, de SxW dans nc .
11 résulte de (27) que c’est une submersion en tout point de SxW et, par
suite, son image est un ouvert de Zariski non vide et S-invariant, U", de

*
ne s lequel est contenu dans U". Alors, en utilisant la remarque suivant

I’égalité (27), on voit facilement que, pour tout u appartenant a U™, on a

- «S(u)

!lc = \‘lc + SC.U

En appliquant le lemme 1 A 1’ouvert de Zariski U™, on trouve un polynéme q
sur n* ayant les propriétés énoncées dans le lemme 2 et satisfaisant aux
conditions (i) et (ii) de la proposition.

Avant d’aller plus loin dans la démonstration de cette proposition nous

aurons besoin du

Lemme 8. On se place dans le cadre des hypothéses du point (iii) de la

proposition 2. Alors l’application ¢ de

G x sc(u)‘x US(U)

»*
dans 8¢ définie par

_ * S(u)
(28) yl(g,A,v) = g.(A+v) VgeG, Vi\ssc(u) , VveU ,

- -
est une submersion dont l’image est l’ouvert affine, p 1(U), de ,gc .

De plus, si SC désigne un facteur réductif de G, d’algébre de Lie

8¢ » et NSC(SC(U)) le normalisateur dans SC de SC(U)‘ pour tout A et

»*
A’ éléments de sc(u) et, v et Vv de US(U)

, les conditions suivantes
sont équivalentes
(i) X’ + V' € G.(A+v)

(ii) il existe s appartenant a NS(SC(U)) tel que A’ = s.f et v = s.v.

Démonstration. Si 'on fait agir G sur

G x sc(u)‘x US(U)
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par translation a gauche sur le premier facteur il est clair que ¥ devient
un G-morphisme. Par suite pour montrer que ¥ est une submersion il suffit de

-
le montrer en tout point de la forme (l,A,v), avec A appartenant a sc(u)

S(u)

et v a U . Mais, d’aprés la relation (12), on a,

(X+&,1,Ww) = XA + p + ®(v,€) + w + X.v,
«S(u)
c

Wi

»*
pour Xesc , genc , uesc(u) et wen

et notre assertion découle du fait que, d’une part, d’aprés le point (ii) de

la proposition
»S(u) .
L + 8.V =g

et, d’autre part, d’aprés la relation (19), on a

L L
(29) ¢(v,nc) = sc(v) = sc(u) )

»

I’orthogonal étant pris dans ¢ -

En appliquant les résultats de Luna et Richardson, plus précisément Lemma
3.5 et Lemma 4.1 de [Lu-Ri], a [Il'action de S dans l'ouvert affine U on

voit que

US(u)

(30) toute S-orbite dans U rencontre suivant une NS(S(u))—or—

bite.
Maintenant le fait que Imy soit inclus dans p_l(U) est clair, tandis

que !’inclusion réciproque résulte de ce que, d'une part, d’'aprés I’assertion

(30), tout élément de p_l(U) est Sc—conjugué a un élément de p_l(US(u))

et, d'autre part, d’aprés la relation (19) tout élément de p_l(US(U)) est

»
N-conjugué a un élément de sc(u) + US(U).

Enfin soient A et A’ deux éléments de sc(u)'. v et v de US(U)
et g appartenant a G tels que

A+ V= g (A+v).
Si on écrit g = s.n, avec s élément de SC et n de N, I'égalité ci-des-
sus est équivalente aux relations

s.v =V

s.f + ®&(sv,sn) = ',
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La premiére de celles-ci entraine, d’aprés I’assertion (30), que s appar-

tient a Ns (Sc(u)). D’une part NS (SC(U)) stabilise sc(u) ainsi que son
C C

orthogonal dans ’C pour la forme de Killing, et, d’autre part, on a

&(sv,sn) = s.®(v,n).
Ainsi grace a 1’égalité (29), la seconde des relations ci-dessus entraine que
I’on a

&(v,n) = 0 et s.f =f".

La derniére assertion du lemme est alors claire. Q.E.D.

Reprenons la démonstration de la proposition et plagons-nous dans les
hypothéses du point (iii). Désignons par X la variété algébrique affine

G x sc(u). X US(u)

, et notons ;'3 la fonction définie sur X par :

plgay) = p) ,  V(ga,veX .
Alors S est une fonction rationnelle G-invariante et, d’aprés la deuxiéme
partie du lemme 8, constante sur les fibres de Y. Comme Y est une submer-
sion de X sur la variété lisse p_l(U), P est en fait une fonction ration-
nelle sur p-l(U) (voir par exemple [Bo] Lemma (6.2) p 173), qui est manisfes-
tement G-invariante. Mais p—l(U) est 1’ouvert affine de g; , complémentaire
de l’ensemble des zéros du polynéme G-invariant gqop. Par suite il existe un
entier m et un élément r de S(gc) tels que

r(f) = p(f) qeplf), vrep W) ;

il est clair que r est G-invariant et qu’il satisfait a la relation (25).
Comme I'image de ¢ est l'ouvert affine p-l(U), tout polynéme G-invariant

S(u) |

» »*
sur g, est entiérement déterminé par sa restriction a sc(u) + U I’uni-

cité de r pour m fixé est conséquence de cela.
I nous reste a démontrer le dernier point de la proposition. Pour cela
considérons un facteur réductif Sc de G dont l’'algébre de Lie ¢ contienne

j et un élément u de U choisi de telle sorte que j soit une sous-algé-

»* »*
bre de Cartan de sc(u) et que j soit un sous-espace de sc(u) . Nous

allons d’abord démontrer le
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Lemme 9. Avec les notations que nous venons d’introduire les assertions
suivantes sont vraies :
(i) pour tous v et w éléments de U), les stabilisateurs Sc(v) et

j_
SC(W) sont Sc con jugués

(ii) on a les égalités

o . j
Ng (;)-(NS () ANg (Sc(u))).sc
31 c c

Nsc(sc(u)) = ((Nsc()) n Nsc(sc(u”)'sc(U)‘

ot NS (j) désigne le normalisateur dans SC de j.
C

(iii) V’application de restriction de S(sc(u)) sur  S(j), induit un

isomorphisme d’algébres de
Nsc(Sc(u))
S(sc(u))
Ns (j)

sur S(j) c

* : . *3
Démonstration. En tant qu’ouvert de Zariski de nc], U’ = Unnc, est
connexe. Par suite pour montrer la premiére assertion du lemme il suffit de
montrer, qu’'étant donné v appartenant & U’, il existe un voisinage ouvert

: J
Vv de v dans U tel que, pour tout w élément de V, Sc(w) soit Sc-con-

jugué a Sc(v). Considérons alors 1'application 7 de
j Sc(u)
SC x U
dans U’, définie par
j Sc(u)
7(s,w) = s.w, V(s,w) € Sc x U
Si nous montrons que mn est une submersion, il sera clair que son image est

un ouvert de U’ répondant i la question. De la méme maniére que pour I’appli-

cation ¢ du lemme 8, il nous suffit de montrer que 7 est une submersion en
S.(v)
tout point de la forme (l,w) avec w élément de U ¢ ; mais 1'image de

dn“’w) est clairement égale a s
. [#

J *
oW+ g

Cependant d’aprés le point (ii) de la proposition on a
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- #Scw)
nc = nc + sc.w ,
;SC(W) .
d’ol 1’on déduit, puisque ne est contenu dans ncl ,
. S.(w) . S.(w)
»* » *
Jj - c ) = c
n,' =g + (sc.w) e +SpW .

Ainsi 7m est bien une submersion, et la premiére partie du lemme est démon-
trée.
Le fait que

(N. (p n N_ (S ws)
S¢ S¢ € C

soit inclus dans NS (j) est clair. Réciproquement soit s appartenant a
C

NS (j). Alors s—lu appartient a v et, d’aprés le point (i) du lemme, il
[

existe un élément S de Sé tel que

-1 -1, -l _ -1
SC(S ) = SISC(U)SI , iLe. s Sc(u)s = SXSC(U)SI .

De la il résulte que ss; appartient a

N, (s.(u) A N
Sg € S¢

(j)
et la premiére des égalités (31) est démontrée.

La démonstration de la deuxiéme égalité (31) est encore plus simple et
est laissée au lecteur.

La derniére assertion du lemme est conséquence des égalités (31), et
d’une généralisation facile du théoréme de restriction de Chevalley au cas
d’un groupe algébrique réductif, en 1'occurrence le groupe des automorphismes

de SE(U) induits par les éléments de NS (SC(U)) ; on peut aussi utiliser
C

[Lu-Ri] Theorem 4.2. Q.E.D.
Comme le normalisateur de j dans G est égal a
NS (j) exp n) ,
[H
les polynémes considérés dans le point (iv) de la proposition sont les élé-
NSC()) NSC(”
ments de  S(j) . Soit donc p appartenant a S(j) . D’aprés le
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NS(SC(u))
— C
lemme 9 il existe un unique élément, p, de S(sc(u)) tel que

p= BI, . Nous savons alors qu’il existe m appartenant & N, et r a
J

S(gc)G tels que
«S(u)

— — *
(32) r(a+v) = p(d) q(v)m. VAesc(u) Vvenc
Nous allons voir que r répond a la question ; pour cela il nous faut montrer
que I'égalité (26), avec r a la place de r, est satisfaite pour tout élé-
»
ment f de bj . Remarquons d’abord que la restriction, y’, de l’application

]
Yy du lemme 8, a la variété H,. x j x US(U),

est une submersion de cette
»
derniére sur un ouvert de Zariski de b}. ; en fait il suffit de montrer que Y’

est une submersion en tout point de la forme (1,A,v) avec A élément de

j., et v de US(U). Cependant on a
b). = s(j: -] né
et, si
. . . S
Xesé , gen(’: , MEj et wen, ,
il vient

dy U'A’v)(x+€,u,w) = XA+ ®(v,§) + w + X.v.
Alors notre assertion découle, d’une part de ce que, comme on I’a vu au cours

de la démonstration du lemme 9,
»* !SC(U) H
n) =n + (s..v)
c c [

et d’autre part de la relation
Iy = sdv)t = o) ()t
elv,ng) = so(v)™ = so(u)”,

| *
'orthogonal étant pris dans s

é . Cette derniére relation est conséquence de

(29) et de ce que
ji_ j Lyj _ iyt
®lv,ng)’ = d(v,np), et (sc(v) )Y = eV,
comme on le vérifie facilement en tenant compte du fait que v appartient a
.
)
LN
*
Ainsi, I'image de ' est un ouvert de Zariski Hj—invariant de l‘)}. et,
»*
par suite, tout polynéme Hj-invariant, défini sur l‘)j, est entiérement déter-
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- «S(u)
miné par sa restriction a j + e

que la relation (26), avec r a la place de r, est satisfaite pour tout f

Cependant la relation (32) entraine

appartenant a
. «S(u)
j +m ,

[
tandis que les deux membres de cette relation définissent des polyndémes sur
*
bj qui sont clairement Hj-invariants : d’ou notre assertion.
Enfin I'unicité, pour m appartenant a N donné, du polynéme r de

L
S(g )G satisfaisant a la relation (26) est une conséquence immédiate du lemme

3 (iii). Ceci achéve la démonstration de la proposition 2. Q.E.D.

Désormais nous supposerons le polyndme q choisi comme dans la propo-
sition 2.

Compte tenu de la remarque a la fin du paragraphe III on a le

Corollaire. Soit j appartenant a car(gc). Alors il existe un entier

naturel m et un polynéme nq de S(gc)G tels que

2 m -
= n, ° , Vf . e
(33) nq(f) n,'s(f) q op(f) € b,

Remarque. On voit facilement par transport de structure que, pour tout

élément g de G, on a

2 2
™ Adg(j),s ~ Adg'"}',s

et, par suite, le polynéme nq du corollaire ne dépend pas, pour m fixé, du

choix de I’élément j de car(gc).

» -
Nous noterons U I'ouvert de Zariski de 8¢ intersection de p l(U)

avec Si r est une algébre de Lie réductive complexe, et j est un

»
9C.r :
2 *
élément de car(r), on sait que le polyndéme "j , défini sur j , se prolonge
»*
de maniére unique en un polynéme sur r , invariant sous I’action du groupe
»
des automorphismes de r, et tel que L soit I'ouvert affine, complémentaire

de I’ensemble des zéros de celui-ci. Il est alors clair que, compte tenu du

lemme 5, on a le
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Lemme 10. L’ouvert de Zariski U est, en fait, l’ouvert affine de g:; B

complémentaire de l’ensemble des zéros du polynéme nq.

»*
Nous noterons V la trace de l'ouvert U sur g et, pour tout j élé-
ment de car(g), nous poserons
V.=Vng . et ¥ =vnh,
.=Vng . e =Vnh, .
j= 0 j

Alors on a

v= U v, ,
jecar(G)

la réunion étant disjointe. De plus les résultats du lemme 3 s’appliquent
avec, j appartenant & car(g) fixé, G a la place de B, ‘l/j a la place de
* Vj a la pl d b'
sr,j et a place de jor

Nous rassemblons ci-dessous quelques résultats concernant l’existence de

variétés quotient pour l’action de G et de certains de ses sous-groupes.

Nous aurons besoin du :

Lemme 11. Soit A un groupe algébrique, et X une variété algébrique
lisse, sur laquelle le groupe A agit de telle sorte que X/A soit une va-
riété lisse quotient. On suppose de plus que A, X, et l’action de A sur X
sont définis sur R, et on considére un groupe presque algébrique, (A,j,A),
associé 4 A. Alors la variété X[R B
XR/A est une variélé analytique quotient.

des points réels de X, est lisse et

Démonstration. Le fait que XIR est une variété lisse résulte de [Wh]
Theorem 1 et Lemma 9.
Rappelons qu’étant données une variété analytique Y et une relation
d’équivalence R sur Y les conditions suivantes sont équivalentes
(i) Y/R est naturellement muni d’une structure de variété quotient
(ii) le graphe I' de R dans YxY satisfait aux hypothéses suivantes
(34) (a) I' est une sous-variété fermée de YxY
(34) (b) la premiére projection de YxY sur Y induit, par restric-

tion, une submersion de I' sur Y.
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Pour ce qui précéde on pourra se référer a [Go] Tome 1 § 4, Théoréme S.

Désignons par I (resp. I‘A) le graphe de la relation d’équivalence in-
duite par l’action de A (resp. A) sur X (resp. XR)'

Remarquons tout d’abord que I’ est une sous-variété algébrique fermée et
définie sur R de XxX. En effet, d’une part, ' étant l’ihage du morphisme
défini sur R, (g,x) — (x,gx), de AxX dans XxX, c’est un constructible de
X dont I’adhérence pour la topologie de Zariski est définie sur R (cf [Bo]
Corollary (10.2) et Corollary (14.5)), et, d’autre part, pour un sous-ensemble
constructible d’une variété algébrique complexe son adhérence, au sens de la
topologie de Zariski, et celle, au sens de la topologie usuelle, sont égales
(cf [Mu) § 10 Corollary 1).

Ensuite soit I‘IR I’intersection de TI' avec XIRXXIR' C’est une variété

(ry)

lisse réelle et, si (x,y) est un point de I"R , I’espace tangent T(x,y) I"R
est l’intersection des espaces tangents T(x,y)(r) et T(x,y)(XIRXXR)‘ Comme

la premiére projection de XxX sur X est un morphisme, bien évidemment dé-

fini sur R, nous voyons que er satisfait a la condition (b), et qu’il en
est de méme de tout ouvert de I'R. Enfin soit )(l ooy X1 les composantes
connexes de XIR s X[ e X des éléments respectifs de Xl yeees Xl , et,
ap s @, des représentants, dans A, des classes de conjugaison modulo

A. Alors il est clair que T A est la réunion des composantes connexes dans

I'R des éléments (xi ,aJ.xi), Isisl, Isjsm. De tout ceci résulte que FA

satisfait aux conditions (a) et (b) ci-dessus. Le lemme est démontré. Q.E.D.

Si j appartient & car(g) nous poserons
V. = p(V.).
i =P
En fait V}. est l'ouvert de n , sous-ensemble des éléments de V dont la

S-orbite rencontre V). Nous poserons aussi

*? »*
j = {fej / nj.s(f)*o}
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On a alors le

Lemme 12. Soit j appartenant & car(g) et S un facteur réductif de
G dont l’algebre de Lie s contient j.

(i)  toute S-orbite de V}. rencontre l/j suivant une Ns(j)-or'bite.

(ii) Vj/S et Vj/Ns(j) sont des variétés quotients, et l’application,
qui, & une S-orbite, fait correspondre son intersection avec Vj, induit un
isomorphisme de la premiére sur la seconde. De plus l/'j/Sj est une variété
quotient.

(iit) l/j/Hj est une variété quotient, sur laquelle l’action de H} sur
Vj, induit une opération du groupe Wj .De plus, l'application

(A,u) —> A+u, de j.’x Vj dans Vj,
induit, par passage au quotient, un isomorphisme de variétés de

i viss) sur V'/Hj.

Démonstration. Soit x un élément de V’. Alors il est clair que
{ses / s.X € V’} = {seS / s.X € U’} nS

Ainsi, pour établir le premier point, il nous suffit de montrer que

= j
Ns(jc) {seS / s.xelU }

Soit donc s wun élément de S tel que s.x appartienne a vl. Alors jc

est inclus, a la fois dans sc(x) et sc(sx) ; autrement dit et s

Ie

sont deux sous-algébres de Cartan de sc(x). Par suite il existe s, appar-

I

tenant a S(x) tel que
si = S-l‘
o Jg

c’est-a-dire tel que ss, appartienne a NS(jC)' d’ol notre assertion.

1
Maintenant il résulte de ce que U/S est une variété quotient, de ce que
Vj est un ouvert S-invariant de U, et du lemme 1l, que Vj/S est une

variété quotient. Le fait que V’/Ns(j) est une variété quotient, isomorphe,

comme expliqué dans 1’énoncé du lemme, a VJ./S est alors conséquence de (i).
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Désignons par T, .. (resp. T ;) le graphe, dans V’xV’. de la rela-
NS( ) sl

tion d’équivalence dans v} induite par ’action de Ns(j) (resp. s’). comme
S’ est un sous-groupe ouvert d’indice fini de Ns(j), on voit, comme dans la

démonstration du lemme 11, que T j " est réunion de composantes connexes de
S

lesquelles sont en nombre fini, et que, par suite, Fj satisfait aux
S

conditions (34) (a) et (b). Ceci montre que vi/s)  est bien une variété quo-

|
NS())

tient.

Le fait que Wj opére dans Vj/Hj est clair. Pour achever la démonstra-
tion de (iii), il suffit de montrer que toute Hj-orbite dans ‘I/j rencontre
)'.I~|-Vj suivant une Sj-orbite. Mais cela résulte de ce que, pour v élément de

Vj, on a
ov,n)) = )b,

1"
I’orthogonal étant pris dans s} . Les détails sont laissés au lecteur. Q.E.D.

Enfin pour terminer ce paragraphe remarquons que la méme technique, que
celle utilisée pour démontrer le lemme 9 (i), permet d’établir le résultat

suivant :

Lemme 13. Soit j appartenant 4 car(g), W une composante connexe de
V’, et S un facteur réductif de G, dont l’algébre de Lie contienne j. Si
u et v sont deux €léments de W, leurs stabilisateurs dans S sont

s'-con Jjugués.

Si j est un élément de car(g), e¢ S un facteur réductif dont 1'alge-
bre de Lie contient j, on définit une relation d’équivalence, notée ~, sur
v’ en décidant que, pour f et f' éléments de ‘V’, on a

(35) f~f' si et seulement si S(‘uf) et S(uf,) sont S]—conjugués.
Cette relation d’équivalence ne dépend pas du choix de S, comme on le vérifie

facilement. De plus comme conséquence du lemme 13 on a le

Corollaire. Si j appartient a car(g) les classes d’équivalence dans

v pour la relation ~ sont ouvertes et réunion de composantes connexes de v



§ V - LES INTEGRALES ORBITALES SUR g ET LEUR TRANSFORMEE DE
FOURIER

Soit  (B,j,B) un groupe presque algébrique d’algébre de Lie b et soit
T un élément elliptique de b, i.e. adT est semi-simple et ses valeurs
propres sont toutes imaginaires pures. Nous noterons b’l‘ (resp. HT) ou, si

I’'on tient A préciser, bbT (resp. HB le centralisateur de T dans b

'T)’

(resp. dans B), et bT I'image de adT. Alors, bT est stable sous l’action

adjointe de b.l. et de l-Ll. , et, on a la décomposition en somme directe

b=b.r$b ,

induisant la décomposition analogue au niveau des espaces duaux. On note AT

s . + +
(ou Ab,T) I’ensemble des valeurs propres de T dans bT,c et AT (ou Ab,T)
le sous-ensemble des éléments A de AT tels que iA soit un nombre stric-

. s + +
tement positif. Alors AT est la réunion disjointe de AT et ~Lr et, si A

appartient a AT , les valeurs propres A et -A ont la méme multiplicité.

Si A est dans AT , on note bé le sous-espace propre correspondant. On

.
considére alors les sous-espaces ut (ou u'[; T) de bc définis par

T
w= e b, et ul= o b,
T Aear c T Ae-a] ¢
Alors it.; et u.;. sont des sous-algébres de Lie nilpotentes de bc qui
sont HT-invariantes. De plus la conjugaison dans bc relativement a la forme
réelle b, notée X — X, induit un isomorphisme antilinéaire de ' u.; sur u,}
lequel envoie, pour tout A dans A.;. , le sous-espace propre bé sur b;A.

Nous noterons dT (ou db T) la dimension complexe de u.; ; c’est un entier

naturel tel que 2d.. soit la dimension de bT .

T
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»
Si f appartient a bT , on note K}: la forme bilinéaire alternée défi-

nie sur bT de la maniére habituelle, a savoir

KI(X,Y) = <, X,YD, VX, VYeb_.

Soit Ny une forme volume sur bT induisant sur l)/l').r i~ b.l. la mesure de
»*

Lebesgue db /bTX. Si f est dans b_l. , nous noterons nT(f ) (ou nb,T(f ) le

pfaffien de KT est un polynéme homogéne de

£ relativement a - Alors

T

*
degré dT sur bT , lequel n’est déterminé par la mesure de Lebesgue choisie
sur bT qu’au signe prés. Nous expliquerons plus loin comment lever cette

ambiguité. Auparavant nous allons démontrer le

Lemme 14. La fonction polynéme Lo est non nulle si et seulement s’il

existe un élément j de car(b) tel que T appartienne & j.

'Y

Démonstration. Supposons . non nul et notons I’ouvert affine de

T l)T

b.:. complémentaire de l’ensemble des zéros de Lo Alors 1'application ¢ de
Bxi)_:.' dans b' définie par
y(b,f) = b.f
est une submersion.
En effet si f appartient a b.;.,, X a bT et u a b.:_ , tout d’abord

on a
dw“,”(x,u) = 7f(X) +u,
*
o 7, est I’application de bT dans bT
7r(X) = X.f, VXebT ,

définie par

et, de plus, si on choisit une base de b, univolumique pour le déter-

T N

minant de 7{ relativement a cette base et a sa base duale n’est rien d’autre

que nT(f). d'ol notre assertion.

»
Ainsi l'image de ¢y est un ouvert non vide de b et, par suite, il

»
rencontre l’ouvert de Zariski partout dense br' II est alors clair que
»r »
h,. n br est non vide et que, si f est un élément de cet ensemble, T

appartient a jr .
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Réciproquement, si j est un élément de car(b) contenant T, b.r (resp.

bj) contient bj (resp. bT) et on a les décompositions en somme directe

bp = bj -] f).lf\bj et bj =bre I‘)_[nbj ,
induisant les décompositions analogues pour les espaces duaux et permettant en

*
bT . Si f appartient

»*
a bj o on vérifie immédiatement que chacun des sous-espaces bT et l)_lf\l:-j

»*
particulier de considérer b’. comme un sous-espace de

de bj est 1’orthogonal de I’autre relativement & Ke tandis que
'cT =K ;
f f [bT

de la il résulte que KT

£ est non dégénérée et donc que nT(f ) est non nul.

Q.E.D.

Pour lever l’ambiguité sur le signe de . il nous suffit, bien évi-

T
demment, de le faire lorsqu’il est non nul. Dans ce cas soit Xl yeeey X d une
T
base de ul ; alors X, ,..., X est une base de u_. et on vérifie facile-
T 1 d.r T

ment que

idT'n X, ooy Xy, X, X))

T71 dT 1 dT
est un nombre réel dont le signe ne dépend pas du choix de la base Xl yeues
-
X a4 - D’autre part si f est dans b.l. , la matrice de K-‘I.- dans la base
T

Xl yeeey xdT , X1 yeees XdT s’écrit sous la forme

o A _
-t o |» avee Af = ((f,[Xi, X.D)

1si, jed

Compte tenu des propriétés du pfaffien d’une forme bilinéaire alternée
relativement aux changements de base on voit, alors, qu'il existe un unique

choix de np  pour lequel on puisse trouver une base Xl yeery X d de u:;.
T

satisfaisant a la relation

.dT *
(36) nT(f) =i = det Af , Vfeb_. ;

de plus, il est immédiat de voir qu'une telle base vérifie
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, X X, )=1.

an Ky Xy

Nous déterminerons . a l’aide de ce choix de np ou de la formule (36).

On définit maintenant un polynéme noté O (ou wb,T) sur bT en posant

dr
B3N i 'nT(Xl ooy X

wT(H) = det ad + H, VHeb,l.

Ur

Alors, si on désigne par nb_l. le radical nilpotent de bT , ona

n
(38) wT(H+X) = wT(H). VHebT , VXe b.l. .

Proposition 3. Soit T un élément elliptique de b. Si ¢ est une fonc-
tion de classe ﬁw sur b, la fonction l[lw définie sur B par la formule

qllw(b) = 3nleT(H) ¢(b.H)] H=T VbeB,
HebT
satisfait & la relation (4) relativement 8 B et HT . De plus si ¢ appar-

tient a ¥(b), la fonction ![Iw est dB JH b-intégrable, et on définit une dis-
T

tribution tempérée et B-invariante MBT sur b, en posant pour toute fonc-

tion ¢ de $(b)

. d4r .
(39) My 1(p) = (i/2m) J’ a"T[uT(m b dy /i
B/H_r HEb.r

Enfin la distribution M ne dépend pas du choix de la mesure de Lebesgue

B, T
sur b/l')_r ,et, si T et T sont des éléments elliptiques de b situés sur

la méme B-orbite, les distributions MB,T et MB,T' sont égales.

Avant de procéder a la démonstration de la proposition, nous devons rap-
peler un certain nombre de faits concernant l’intégration sur les variétés et
plus particuliérement sur les variétés lisses réelles.

Etant donnés une variété différentiable X, dont on note n la dimen-
sion, et un nombre complexe A, nous appellerons A-densité sur X, toute fonc-
tion ¥ de classe Gw, définie sur l'ouvert A? TX du fibré en droite AnTX,
complémentaire de la section nulle, et satisfaisant a la relation

2(t0) = [t|M(0) ; VieR; VoeAlTX.

L’ensemble des A-densités sur X est un espace vectoriel que nous noterons
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l"A(X), et les éléments de r‘l(x) seront simplement appelés densités sur X.
Nous dirons qu’une A-densité sur X est a support compact, lorsque I'image de
son support, par la projection naturelle p de A"TX  sur X, est un compact
de X ; nous noterons, l‘z(x), le sous-espace de I"A(X) constitué des A-den-
sités & support compact. On remarquera que l’application,
¢ —> ¢°Pps

permet d’identifier de maniére naturelle &(X) (resp. D(X)) avec I‘O(X) (resp.
l'g(X)). Etant donnés, pour i=1,2, Ai un nombre complexe, et 'ri une ?«i-—den-
sité sur X, il est clair que le produit 77, est une (Al-mz)-densité, qui

est & support compact dés que ¥, ou I’est. On voit en particulier que,

72
pour tout nombre complexe A, l‘h(X) devient un &(X)-module, et que, si ¢
appartient & D(X) et 7 a FA(X), alors ¢y appartient a I'?:(X).

De la méme maniére que, sur une variété orientée de dimension n, on sait
définir 1’intégrale d’une forme différentielle de degré n et a support
compact, on sait définir sur X 1'intégrale d’une densité a support compact ;
si ¥ appartient a ré(x) on notera

I 7 ’
X
son intégrale sur X.

On appelera forme volume impaire sur X, toute densité ¥ de rl(x), ne
prenant que des valeurs strictement positives.

Soit ¥ wune forme volume impaire sur X. Alors 1'application,

¢ —> 97,
induit une bijection de &(X) (resp. D(X)) sur r‘(x) (resp. ri(x)). De plus
I’application,
X
définie sur D(X), se prolonge de maniére unique en une mesure de Radon sur X
té .

notée “7

Si X est une variété orientable, et si ¥y est une forme volume impaire

sur X on lui associe de maniére naturelle une forme volume définie au signe
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prés : si 9 est une section de A"TX ne s’annulant Jjamais, il existe une
unique forme volume, 01 , sur X, telle que

w7(0(x)) = y(9(x)), Vxex ,
et on vérifie que, au signe pres, w1 ne dépend pas du choix de ¥. De plus si

on munit X de l'orientation déterminée par la forme volume w‘( on a
dp_ = , VeeD(X) .
I X ¢ “7 J. X ¢ w‘l »eD(X)

Soient L un groupe de Lie, M un sous-groupe fermé, [ et m leurs
algébres de Lie respectives, et X I’espace homogéne L/M. La mesure de

Lebesgue, d X , permet d’identifier naturellement I’ensemble des densités

/m
(resp. formes volumes impaires) sur X avec I'ensemble des fonctions de
classe 6% (resp. de classe € ne prenant que des valeurs strictement posi-
tives) sur L et satisfaisant & la relation (4) ; plus précisément, a toute
densité ¥y sur X, on associe la fonction 1p1 sur L telle que

(40) ¢7(x) = 7(xXX] ey xxp),
ou )(l ,oey, X est une base de I/m (= TI(L/M)), univolumique pour la mesure

P

d[ /mX. La densité ¥ est a support compact si et seulement si la fonction ¢

est a support compact modulo M, et, dans ces conditions on a

I ¢ (x) d ic=J 7.
M ¥ LM X

Maintenant si 7 est une forme volume impaire sur X, l’application
-1
-
14 War

induit une Dbijection de I'espace des fonctions dL_/M)'(-mesurables (resp.

dUMi-intégrables) sur L sur l'espace des fonctions duw—mesurables (resp.

duy-intégrables) sur X, et, pour toute fonction ¢, X-mesurable et posi-

dL/M
tive ou dUMx—mtégrable sur L, on a

I o(x) d X = I
L/M LM M
Soient X une sous-variété affine fermée de an, HX) I'idéal de

1

a1 ~°d
(41) v, A

IR[Xl yeos Xn] constitué des polynémes s’annulant sur X, et, Xc , la variété

de H#X) : XC est la plus petite sous-variété affine fermée de c" contenant
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X. Nous dirons qu’une fonction définie sur un ouvert de Zariski U de X est
une fonction réguliére sur Uu si elle est la restriction d’une fonction
rationnelle sur Xc définie en tout point de U.

Si X est une variété affine lisse de dimension n, et, si ¥ appartient
a FA(X), nous dirons que % est réguliére si et seulement si ¥ est une
fonction réguliére sur 1’ouvert A:T(X) de la variété affine lisse A"T(X) ;
nous noterons I'::(X) le sous-espace de FA(X) constitué des A-densités régu-
liéres. Il est clair que si F?(X) est non nul, A est un entier pair. Un
élément de 7y de l‘l(X) sera dit semi-régulier si 72 est une 2-densité
réguliére.

Si X est une sous-variété affine fermée et lisse de dimension p de

IRn, on définit une forme volume impaire semi-réguliére 70 sur X de la
maniére suivante :

7,(X X ) = Gram(X X )2, vxex, vx VX_eT_X

oXy e Xp P X , , L pETx%
ou Gram(Xl yerey Xp) désigne le déterminant de Gram des vecteurs
Xl yeuy Xp relativement au produit scalaire euclidien canonique de IRn.

Alors utilisant les lemma 1 et 2 et les idées de la démonstration de la

proposition 1’ de [Gi] il est facile de démontrer le

Lemme 15. Soient X une sous-variété affine lisse el fermée de IRn, [
une forme volume impaire semi-réguliére sur X, et Il I une norme sur (3
Alors il existe un entier naturel k tel que l’intégrale
I (sxi™® dp_(x)
X ¥
soit convergente. En particulier l’application
»— I ¢ du,
X
définit une distribution tempérée sur R".
Démonstration de la proposition 3. Il est clair que 1'on peut supposer T

choisi de telle maniére que "T soit non nul (dans le cas contraire la

proposition est évidente).
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Remarquons que, si ¢ appartient & &), h a HT et b a4 B, ona

. -1 -1
¥, (bh) = 8(mpeAd h™apoAdn™ (H) @(b.H) by

He bT
Cependant il est clair que
weeAdh ™ = o,

tandis qu’il résulte facilement de la relation (36) que 1’'on a

. -1 2
(42) mpeAd h T = | det Adu+Th| L

D’autre part, comme bT c est somme directe des sous-espaces conjugués u+.r
’
et u-_,ona

T

(43)  det Ady h = |det Ad,, h|®.
T T

Nous voyons donc que la fonction Ulw satisfait a la relation (4) relative a
B et l-Lr . De plus il résulte aisément de la relation (43) que la variété
B/H.r est orientable, mais nous n’aurons pas besoin de ce fait.

Désignons par  D(b) I'algébre des opérateurs différentiels a coeffi-
cients polynomiaux sur b et, pour tout entier naturel k, par Dk(b) le
sous-espace de D(b) constitué des éléments de degré total au plus k, t.e., .

si X ,..., X est une base de b dont on désigne par x

1 n X, la base

L e
duale, Dk(b) est le sous-espace de D(b) engendré par les opérateurs diffé-
a a

rentiels x l...x n

1 n avec al seeey un , l3l yeensB, des entiers

a
B B n
(Xl) L..(Xn) n
naturels tels que

o+t o + Bl +ot ﬂn s k.

1
Le groupe B opére naturellement dans D(b) en laissant invariants les sous-
espaces Dk(b), keN. Si nous étendons le polynéme wp en un polynéme sur b
en décidant que

wT(X+Y) = (X), vX e bT et VY e bT ,

I’opérateur,

est un élément de D, (). Si P, ,.., P

ZdT

est une base de D, (b) il

t ZdT
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existe des fonctions réguliéres a o sur B telles que pour tout b

1 v %y

dans B on ait
1
b.A_ = Eai(b) P, .

T
i=1

11 résulte de la définition de wp que I’on a toujours

_1 _
wToAdh = o, VhEHT ,

et, par suite, comme conséquence des relations (42) et (43) on voit que les
fonctions o, 1=i=], satisfont a la relation

aio,j(bh) = aioj(b) det Ad h, VvbeB, VheH.. .

b/b.r T

Maintenant si ¢ appartient & ¢(b), on a

1
¥,(0) = b.A(p)b.T) = T oyej(b) Pg(b.T), VbeB.

i=1
Comme T est semi-simple, 'orbite de T sous B est une sous-variété algé-
brique affine fermée de bc et, par suite, X = B.T est réunion d’un certain
nombre de composantes connexes d’une sous-variété affine fermée de b.

Soient ¥y une forme volume impaire semi-réguliére sur X et ¢1 la
[o]
fonction 8° sur B qui lui est associée selon (40). De méme, pour Isisl,

désignons par L la densité sur X telle que

¢1i= ai°J H

alors 7; est semi-réguliére et il existe une fonction q; sur X telle que
q? soit réguliére et que

7i = qi10 ’
ceci pour Isisl.

Comme toute fonction réguliére sur X est majorée en valeur absolue par
une fonction polynéme (cf [Gil, lemma 2) il existe d’aprés le lemme 15, un
entier k tel que, pour lsisl, on ait

I asyn’* [9,(N)] 74 < +o,
X

ou I I est une norme sur b. Comme on a, pour tout élément Y de X,

1
._1 _

(lllw ¢70)(Y) —i): qi(Y) Piw(Y),

=1
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et compte tenu de (41), on voit que la fonction ¢ est d b-intégrable, et
© B/HT

que la formule (39) définit bien une distribution tempérée sur b.
Le fait que la distribution MBT est invariante est évident. De plus,

si la mesure de Lebesgue db /b X est multipliée par un scalaire A0, il en
T

est de méme pour d b, tandis que le polynéme mw., est multiplié par A_l ;

B/ HT T

ceci montre que M

BT. ne dépend pas des choix de mesures de Lebesgue

effectués. Enfin, par transport de structure, il est clair que la distribution

MB T Tne dépend que de la B-orbite de T. Q.E.D.

Remarque. L’utilisation du théoréme 2.6 [Ch] nous aurait pérmis de
démontrer la proposition sans faire appel a la notion de forme volume impaire

semi-réguliére.

Dans la suite, avec les notations introduites ci-dessus, nous désignerons
par eB,T la transformée de Fourier de -’ MB,T : c’est une distribution
tempérée sur b'.

Soit  (R,j,R) un groupe presque algébrique réductif, d’algébre de Lie
r. Si j appartient a car(r) nous noterons JIR (resp. J) le sous-groupe de
Cartan de R (resp. R) correspondant, T (resp. A) le sous-groupe compact maxi-
mal de JR (resp. le tore maximal connexe déployé sur R contenu dans jIR)' T
(resp. A) l'image inverse par j de TIR (resp. le relévement & R de AIR) et
enfin t (resp. a) l'algébre de Lie de T (resp. A). On a

j=t®a.
On dira que j est une sous-algébre de Cartan fondamentale de r si la

dimension de t est maximale. Soit jo une sous-algébre de Cartan fonda-

mentale de r. Comme tout élément elliptique de r est R-conjugué a un

élément de to , I’étude des distributions MRT se raméne a l’étude de
celles pour lesquelles T appartient a tO . Soit T0 un élément régulier de
t_ ; on peut, alors, choisir le polynéme m, égal a m et, on pose
0 Jo To

W =W
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Il est alors immédiat de voir que, si T est un élément régulier de 10 , on

a, pour tout élément ¢ de $(r)

d .
Mp (@) = (/20 v a"j I.wi () o(rT’) dR/Jx"]

o R/] | T=T

Nous voyons donc que les distributions MBT généralisent les distributions
s

invariantes de Harish-Chandra, définies pour les groupes réductifs

(contrairement 3 ce qui est supposé par Harish-Chandra, le groupe R n’est

pas connexe, mais nous nous ramenons a ce cas dans le § X). Plus précisément,

si T est un élément régulier de r contenu dans une sous-algébre de Cartan

fondamentale jO , la distribution invariante de Harish-Chandra, MR,T , corres-
pondante, est définie par :

v . dr -1 ) , .

MR,T(‘O) = (i/2n) [le a"j [wjo(T ) IR/Jw(rT) dR/Jr] |T'=T‘ , Vo €¥(r)

ol, pour tout groupe réductif R, WR désigne le groupe de Weyl de R, rela-

tivement a une sous-algébre de Cartan fondamentale, de son algébre de

jo ’
Lie ; comme ces sous-algébres de Cartan sont toutes R-conjugués, les groupes

de Weyl correspondants sont tous isomorphes et leur ordre ne dépend donc pas

du choix de jo . Comme de plus, un élément régulier de r est contenu dans

un unique élément de car(r), il est clair que, comme le suggére la notation,

~

MR,T ne dépend que de T ; en fait M

Si

RT Pe dépend que de la R-orbite de T.

jo est une sous-algébre de Cartan fondamentale de r, Harish-Chandra a

démontré que 1’application,

T — MR.T ,

définie sur les éléments réguliers de jO se prolonge de maniére unique en

une application continue,

Jo
T — MR,T R

L
de jo dans #’(r), et, cette application est telle que, MRQ0 soit la mesure

de Dirac a I'origine (cf [Va] Part I ou [Ha]). De plus on voit facilement que,
")

MROT ne dépend pas du choix de la sous-algébre de Cartan fondamentale, jO ,
contenant T ; ainsi, si T est un élément de r, contenu dans une sous-
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~ ~Jo

algébre de Cartan fondamentale jg » mous noterons MR,T au lieu de MR T
Si T est un élément elliptique de r, le groupe, HT = R(T), est un
groupe presque algébrique réductif, dont 1’algébre de Lie admet comme
sous-algébre de Cartan fondamentale, toute sous-algébre de Cartan fondamentale

pour r, et contenant T. En utilisant la méme méthode que dans la démons-

tration du lemme 4.2 de [Ve-2] on peut établir le résultat suivant :

Lemme 16. Avec les notations ci-dessus, pour tout élément elliptique, T,
de r on a

(44) Mg o = (W (/IWRD) My

D’aprés Harish~-Chandra, les distributions (resp. ©_ ) transformées

R T R,T
de Fourier des distributions MRT (resp. ﬁR T) sont des fonctions mesurables
i i

» *
bornées sur t et analytiques sur 1’ouvert L (voir par exemple [Ve-2]).
Avant de procéder a la détermination des distributions eGT , pour T

élément elliptique de g, nous aurons besoin d’un certain nombre de résultats

préliminaires.

Lemme 17. Soit (B,j,B) un groupe presque algébrique, d’algébre de Lie
b, e¢ V un B-module de dimension finie, défini sur R. Alors si T est un
élément semi-simple de b, pour tout élément x de V-'l; , Uintersection de

B.x avec V; est une réunion finie de B(T)-orbites.

Démonstration. D’aprés un résultat de Borel et Harish-Chandra (cf [Bo-Hal
Proposition 2.3), si (B,j,B) est un groupe presque algébrique, et, V est un
B-module défini sur R, toute B-orbite dans V rencontre VR suivant une
réunion finie de l.i-—orbite. Ainsi, pour démontrer notre lemme, il nous suffira
d’établir que si x appartient a VT, I’intersection de B.x avec VT est

la réunion d'un nombre fini de B(T)-orbites. Cependant, le lemma 3.1 de

[Ri-3], nous assure que ce résultat est vrai dés que
T
bc.x nV c bc(T).x :

or, cette inclusion, est une conséquence immédiate du fait que T est semi-

simple. Q.E.D.



INTEGRALES ORBITALES SUR g 63

Soient S un.facteur.réductif de G, et T un élément elliptique de g
*
contenu dans s, l'algébre de Lie de S. Si u est un élément de n , on pose

-1
su.T = {ses /s Te s(u)} .

Alors il est clair que I’application,

s —> S(T)su,
induit une bijection, de I’ensemble des doubles classes

\Su.T/

S(T) S(u)

»*
sur l’ensemble des S(T)-orbites contenues dans S.unn T. Il résulte donc du

lemme 17, que s
S(T)\ u, T/,

S(u)
est un ensemble fini, pouvant éventuellement étre vide.

Soit j un élément de car(g) contenu dans s, et, soit W c ‘l/j une
classe d’équivalence pour la relation ~ définie par (35). Nous noterons,

S(W), un représentant de la classe de S,-conjugaison des stabilisateurs,

S(uf), pour f parcourant W, et nous poserons, pour T comme ci-dessus,

-1
SW,T = {s €eS/s Te s(W)}.
ou s(W) désigne, bien str, 1’algébre de Lie de S(W).
Remarquons enfin, qu’un élément de Car(G), posséde toujours un repré-

sentant contenu dans $. On a alors le

Théoréme 1. Soit T un élément elliptique de g. Alors la distribution
GG,T est une fonction mesurable bornée sur g“l et analytique sur l’ouvert
V. De plus elle satisfait aux conditions suivantes qui la déterminent
entierement : si S est un facteur réductif de G tel que son algebre de Lie
s contienne T, et si j est un élément de car(G) contenu dans s, pour
toute classe d’équivalence, W, de Vj pour la relation ~, et pour tout f

élément de W, on a

(f.).

45) e. .(f) = Z 2]
G.T san,o it 1

Sw,1/

%€ 5(T) S(W)
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Démonstration. Il est clair que l'existence d’éléments j de Car(G) et

W de V- tels que SWT soit non vide, est équivalente au fait que =

T
soit non nul. Il suffit donc de démontrer la proposition dans ce cas.
Nous poserons alors
S = $Ngr, et, wp = nngp,
si bien que St est somme directe de St et npo. Nous munirons s (resp.
s(T), ST , n.r) de la mesure de Lebesgue induite, via 1’identification

naturelle

s = g/n (resp. s(T) = h_r/n(T). s
par la mesure

= s/5(T), n_. = n/n(T)),

T T

bT/n(T)X' 4y /g% (™

d.‘] /“X (resp.d

Les espaces duaux seront munis des mesures duales, et les groupes de Lie
seront munis des mesures de Haar a gauche, correspondant aux mesures de
Lebesgue considérées sur leurs algébres de Lie.

Pour déterminer © nous devons calculer, pour ¢ élément de .9’(9.)

G,T

donné, MG T(?;lqp). Remarquons, dans un premier temps, que pour toute fonction

v, dG /HTg-mesurable et positive, ou dG /HTg—mtegrable, on a

I Wg) di = I {I (s exp) dg} ds,
G/HT S/S(T) nT

les mesures d§ et d§ étant déterminées par les conventions rappelées
ci-dessus (ici d$ est en fait une mesure S-invariante). Nous pouvons donc

écrire

-1 . T -1 .
(46) Mg (¥ lp) = (i2m) I {I 8, lop) F 1y (s.expft)] o dE} ds

T
S/S(T) nr He bT

Nous allons d’abord évaluer I'intégrale entre accolades. Comme I')T est

la somme ‘directe de s(T) et n(T), il existe un nombre fini de fonctions
» »

polynémes sur s (resp. n ) Py (resp. qk). 1=ksl, éléments de S(s(T)) (resp.

S(n(M)), les q > Isk=], étant homogénes et linéairement indépendantes,

telles que
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1
T = L Py 9 -

k=1
Le polynéme wT satisfait 4 la relation (38), et, par suite, on a
N
8, owp = r apow.roaq
T k=1 k k

Comme N est commutatif, les q » 1=k=l, sont N-invariants. Le groupe G
étant unimodulaire, il est aisé de voir que, pour s élément de S, § de n

et H de , on a

bT
_l l
47) 3, [w.r(H)i‘i9 p(s.exp £H) = ¥ 6p

lopi) #'G) s 9)H-HO),
T k=1

k

les opérateurs différentiels an et 8p , 1=k=l, opérant sur la variable H
T k
~ »*
de b.l. , et a4 désignant, pour l=k=l, le polynéme sur Sc défini par
~ . »
qk(f) = qk(lf), ergc .

Mais, T étant elliptique, il est clair que det (adn T) est un nombre
T

réel strictement positif et, par suite, 1’ensemble, b,i.. , des éléments H de

h.. , tels que le nombre det (adn H) soit strictement positif, est un ouvert
T

(en fait réunion de composantes connexes d'un ouvert de Zariski) de ce dernier
contenant T. Si s est un élément de S, H de l).i. et k un entier compris
entre 1 et |, on a

-1~ -1 -1 -1~ -l

F (q, s ¢)H-H.&) d€ = (det ad_ H) F (q, s ¢)H+E) dE.
n. 8 K “r w. 98 K

T

Notons w.}. la fonction rationnelle partout définie sur b.i. par

R _ -1
wT(H) = wT(H).(det ad“TH) .

Comme, pour tout élément- s de S, ?;1(6'( s-'lq)) appartient & £(g) on peut
dériver sous le signe somme la premiére des intégrales ci-dessus, pour

obtenir, s étant un élément de S et k un entier compris entre 1 et |,
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H=T &

-1~ -1
J apklw.r(H) ?79 (qk s ¢)(H-H.§)]
HebT

"t

_ , -1~ -l
= apk[wT(H) I ?8 (qk s ¢)(H+E) d€)
n

H=T '
He s(T)’

T
ou, d'une part, on a posé
s(T)’ = s(Thnbh.. ,
et d’autre part, la restriction de h.i. a s(T)’, se justifie par le fait que
Py appartient a S(s(T)). Maintenant, si 7’5’7;1 désigne la transformation de
Fourier partielle inverse par rapport a la variable f de s‘ des fonctions
définies sur 9., il vient
-1
48) J'“Tapkle(H) ¥

~ -1
(qk s ¢)(H-HE)] H=T d¢

HebT

H=T

Hes (T)’

, -1 ~
apkle(H) J -TW”’ p(s.H,s.u) §, (u) du]
n

, -1
I . Op, Jop () PFlp(s 5]
"r

H=T qk(u) du ,

Hes(T)’

la derniére égalité étant justifiée par le fait que, ??;lw appartenant a
. »*
I’espace des fonctions de Schwartz sur sxn , on peut dériver sous le signe

somme. Utilisant (47) et (48) on obtient

(49) IuTa"T[wT(H) ?;qz(s exp€.H)] g::; dg
T
1 , -1
- I 'T{ D G o, o0 75 lols tsw)) du.
n k=1 Hes(T)

Mais, nous pouvons considérer m. comme une application polynéme,

T de

L
»
ne a valeurs dans S(s(T)) et, méme, a valeurs dans le sous-espace de S(s(T))

constitué des éléments de degré inférieur ou égal a dT . Dans ces conditions,

aprés avoir reporté (49) dans (46), on obtient
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H=T du}ds,

. d
-1, i, T , a1
(50) Mg 137} )=(z1) I I aiT“u)mT(m PF pls.H,5.u)]
Hes(T)’

»
S/S(T) n T

les intégrales étant successivement convergentes. Nous allons montrer que
cette intégrale double est, en fait, absolument convergente. Plus précisément

nous allons voir que 1’application

H=T

5 ¥ —>J' {J 195 o0 Wi s
Hes(T)’

|du}dé
S/S(T) n

*
est une semi-norme continue sur ¥(sxn ). Considérons

»
I = {(X.u) € sxn / Xe S.T et Xu= 0}.

Alors, Z est réunion d’un certain nombre de composantes connexes d’une

. - . .
sous-variété affine fermée de sxn , et c'est méme un fibré vectoriel
au-dessus de X = S.T.

Etendons la fonction polynéme

H———)detadnH,
T

définie sur s(T), en une fonction polynéme oL définie sur s a l’aide de

la formule

wT(H+X) = det adnTH, pour Hes(T), et, XesT .
Alors la fraction rationnelle w,i. s'étend, en posant

-1
W, = 0. " R

T T T

en une fraction rationnelle, partout définie sur 1’ouvert de s,

s’= s(T)" + St -
De plus il existe un entier naturel, m, et un opérateur différentiel, A,i. ,

-
coefficients polynomiaux sur sxn , tels que, pour toute fonction , élément

a

*
de ¥(sxun ), on ait,
'y , _ ,w-m ’ , *
3 ) [wT(X ) w(X’,u)] x'=x = 9T (X) ATlﬁ(X.u). VXes', Vuen .
n. (iu) 't
T X'es

Il est immédiat de vérifier que AT satisfait a la relation

s.AT = (det Adg/st) AT = (det Ad"Ts) AT , VseS(T).
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Par suite il existe des opérateurs différentiels, P W P a coefficients

1 t°

»
polynomiaux sur sxn , et, des fonctions réguliéres sur S, « ,..., « qui

1 t’

satisfont a la relation
a« . (so) = det Ad_ o «.(s), VseS, VoeS(T), 1sjst,
J e J

tels que l'on ait

t
sAp = T otj(s) Pj , VseS.
J=1
»*
Ainsi, si ¢ appartient a ¥(sxn ), on a, pour s élément de S, et, u
»
de n,
anT(iu)[wT(H) W(s,H,su)] H=T = (det adnTT) Z otJ.(s) lell(s.T,s‘u),
He s(T)’ Jj=1
et, par suite, on a la majoration
(52) ‘[ { *Tlai (iu)[wT(H) Y(s.H,s.u)] H=T | du pds
S/S(T) n T He s(T)’

t
s (det ad. TV " ¥ J {J' |P.w(s.T.s.u)Idu}|a.(s)|dé.
S/S(T) n

Cependant comme, pour ¢ appartenant & s(T), on a

»*
det Ad‘1 o = det Adn.TO',

T
il existe, pour I=<jst, une densité semi-réguliére 7j sur Z telle que
*T
(sX A...AsX, , suA...Asu_ ) = |a (s)|, VseS, Vuen °,
7% 2p )\ q l J |

on X, ,.., X (resp. u

*
.., u) est une base de s8/3(T) (resp. n T) uni-
1 2p q

1"
volumique pour la mesure de Lebesgue sur cet espace, choisie comme indiqué

plus haut. On montre alors facilement, que, pour toute fonction 7, définie

sur X, on a

J- ny. = I {I 7(s.T,s.u) du}|oc.(s)|d§ .
s 4 Jdsssm) o7 J

Utilisant le lemme 15 comme nous 1’avons fait dans la démonstration de la

proposition 3 on montre qu’'il existe un entier naturel k, tel que pour

1=jst, on ait
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_[ U (1 + I(s.T,s.0l )'kdu}|a.(s)|d§ < 4w,
s/S(MV *T J

*
ou Il I désigne une norme sur sxu . En utilisant la majoration (52) on voit
*
alors que 1'application (S1) définit bien une semi-norme continue sur ¥(sxn )
comme annoncé.

T . .
Comme nous avons supposé m. non nul, V est un ouvert affine non vide

*
de n T. Soient u un élément de VT, et f une forme linéaire appartenant a

VT. telle que

p(f) = u
(il est facile de vérifier qu'une telle forme linéaire existe). Il résulte de
ce que x;l: est non dégénérée, que l'application

(X,Y) — <u, X, YD

s . . . + +
induit une dualité, s(u)(T)-invariante, entre sg N u.l./sc(u) Nt et

+ -
ne N UL Nous voyons donc, que les espaces s et n_ N u

+
n u,I/sC(u) noup ¢ T

c
ont la méme dimension, que nous noterons dn T § comme, de plus
,

+

s _(u) ut =t
¢ P U T Y, T

il vient

(53) d,r = ds[u),T + Zdn',r .

On déduit aussi de I'existence de la dualité s(u)(T)-invariante ci-dessus

que, pour tout élément H de s(u)(T), on a

d
det ad =D T get ad, _H,

zzcnu,r/sc(u)r\uT Cnu,r
et, en tenant compte de ce que n.; est la somme directe de 8¢ N u,;. et
ng N oup, il vient

d

o) = (- ™7 det ad JHdetad H, VH e s(u)(T),
sc(u)r\uT T
égalité que l'on peut réécrire sous la forme :
‘Zdn T
(54) w.i.(H) =i ws(u),T(H)’ VHe s(u)(T) = bs(u),T'
Soit,
xllI v X:il ~d ! Xd -d_ #1777 xd *
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une base de ul telle que

T
(55) (i) le polynéme L satisfasse a la relation (36) relativement a
elle ;
. R + el
(55) (ii) Xd-d +l""’Xd , soit une base de LA satisfaisant a la
n, T T
relation
[n, (X, _ X, L X X )| =1,
g dpmdy pTT Ay T T pdy Ty
ou n, désigne une forme volume sur ey induisant la mesure de Lebesgue
T
considérée ;
U u . +
(55) (iii) Xc| ot Xd —d , soit une base de us(u),T pour
n, T T nT
laquelle le polynéme "s(u) T satisfasse a la relation (36) ;
(s5) (iv) XY ,..., x4 , soit une base de s_. n ul .
1 d.-d C T
T n,T

Dans ces conditions, avec les notations intervenant dans (36), pour toute

L]
forme linéaire, f sur b , telle que p(f) = u, on a

- » CT
u
T
= |*
Af _ B f o avec,
—tCT 0 0
u

-

«f, [X,X.D) e
i dn'T+ISI,J5dT dn,T

T —-
(56) Cu = (<u, [xi'xj]>)1$i5dn

, T
d_-d

T n,THSJSd

T

De ceci il résulte facilement que

~ dn T
(57) n.r(xu) =i nn,T(u) "s(u),T ,
ou on a posé

T,2
(58) "n,T(U) = |det Cul .

Reportant (57) et (54) dans la formule (50) on obtient
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-1 -
(59) MG.T(?g ) = (2m)

dr { ids(u ). T
IS/S(T) IVT

x 8 [w

-1
(H) PF “¢(s.H,s.u)l
Ts(u), T ¢

nn.T(u)du}ds.

s(u),T H=T

Hebh

s(u), T

Si u appartient a V, on note wu la restriction a SxVS(U)

de 1’appli-
cation de SxV dans V définissant l’action de S dans V ; de méme, on
note qﬂT la restriction de cette derniére a SxVT. Il résulte de la propo-
sition 2(ii) que, pour tout élément u de V, l[lu est une submersion, et que
I’image de l[:u est un ouvert Vu , ensemble des éléments v de V tels que
S(v) soit S-conjugué a S(u) ; il est clair que deux tels ouverts sont soit
égaux soit disjoints et, par suite, chaque ouvert Vu est réunion de cer-
taines composantes connexes de V. Nous voyons donc que wT est une submersion,
dont I’image, I/T , est réunion des ouverts l’u , pour u parcourant VT.
Ainsi VT est un ouvert S-stable, réunion de composantes connexes de V, et,
d’aprés la proposition 2(i) et le lemme 11, VT/S est une variété quotient. En
fait, VT/S est 1'ensemble des S-orbites dans V  qui rencontrent VT et
I’application,
u — S.uy,

induit une submersion, pT, de VT sur VT/S. D’aprés le lemme 17, pour toute
orbite Q appartenant a VT/S, Qn VT est une réunion finie de S(T)-orbites ;
nous noterons [Q]_r leur ensemble.

Avant d’aller plus loin dans la démonstration du théoréme nous allons
établir un certain nombre de faits concernant la désintégration de mesures sur
une variété, mesures associées a une forme volume impaire. Soient donc X et

Y deux variétés différentiables, p une submersion de X sur Y, et, et

X

Ty des formes volumes impaires, sur X et Y respectivement. Si y appar-

tient a Y, il existe une unique forme volume impaire sur la fibre p—l(y).

notée T, , telle que, si X est un élément de p_l(y) et, si
p (y)

Xl eeey Xn est une base de Tx(X) choisie de fagon que ses p premiers

vecteurs constituent une base de Tx(p_l(y)). on ait
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‘(X(XIA...AXn) = 7p_l(y)(XlA...AXP) 7Y(dpx(xp+l)/\...Adpx(Xm)).

Alors, la forme volume impaire ¥ ) s’appelle le quotient de la forme
p (y)
volume impaire ¥y par la forme volume impaire Ty le long de la fibre
p-l(y). Dans ces conditions, si Y est une fonction d,.L7 -mesurable et posi-
X

tive (resp. du7 -intégrable) définie sur X,
X

(i) pour presque tout élément y de Y, la restriction de y a p-l(y)

est du1 -mesurable (resp. -intégrable),
p-l(y)

(ii) la fonction

y — J- Y(x) du,, (x)

p-l(y) p-l( y)

est duy -mesurable (resp. -intégrable),
Y

(iii) et on a

(60) wa(x) i, () = f {I v du, (x)}duTY(y).
p_l(y) p (y)

»
Notons ¥ *T la forme volume impaire sur n T, y définissant la mesure
n

de Lebesgue choisie, et choisissons une forme volume impaire ¥ sur V/S.

Alors, pour toute orbite Q de VT/S, nous notons 7:; la forme volume
-1
impaire quotient le long de Q n V"r = pT Q) de ¥ wr PAT 7. Il est aisé de
n

vérifier que, pour tout élément s de S(T), on a

T -1.T
s.7q = |det Ad .T s| L
n
R . T
Enfin si u appartient a V', on a
| det Ad",T s| =1, VSEHS(U),T .

En effet, comme I’application,
(X,Y) — <u, [X,YD,

induit une dualité Hs(u)'T-mvarlante, entre sT/sT n s(u) et ne, et comme
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I’action de S et, donc, celle de HS(u)T sur n est unimodulaire, il nous

suffit de montrer que l’'on a

|det Ad s| =1, VseH

S(u), T *

sT/sTns(u)

or s/s(u) est la somme directe de sT/sT n s(u) et de s(T)/bh les

s(u), T et,
groupes  S(T), S(u) et HS(u)T étant réductifs, il est clair que I’action

de HS(u)T sur ces espaces quotients est unimodulaire, ce qui montre notre

assertion.

Il résulte de ce qui précéde que, si u appartient a VT, il existe une

unique mesure de Lebesgue sur bs(u)T telle que, Q (resp. Q') désignant la
S-orbite (resp. S(T)-orbite) de u, on ait, pour toute fonction [V}

dp_ -intégrable sur Q’,
a

*
(61) j Ydu = I Y(su)|det Ad ,.. s|d$ ;

*T
@ "2 s(TwH n

S(u), T

c’est cette mesure de Lebesgue que nous supposerons désormais choisie sur
bs(u),T , ue€ VT. Pour toute S(T)-orbite Q' contenue dans VT, on choisilt un
élément U de Q. Alors pour 0 élément de VT/S et, pour ¥ fonction

du T-intégrable sur Qn VT, on a
79

(62) ImVTw du,,T =

ﬂ'elQ]T

»*
Vl(sun,)ldet Ad“"T s|ds .

S(T)/HS(UQ,),T

Maintenant, si o est un élément de S(T), compte tenu de (54) et (57),
et, du fait que, d’'une part on a

. -1
e Ad o = |det AdgTo~| LN

et que d’autre part, 1'action de S(T) dans St et n étant unimodulaire,

on a
»*
|det Ad @] = |det Ad al,
St n.T

il vient
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-1
(63) a" [ws(ou),T(H) 7’2’?3 ¢(s.H,sc.u)] H=T "n,T(UU)
s(ou), T Heb
s(ou), T
-dn T -1
=i aﬁT(io-u)(wT(”) 7’93 ¢(s.H,so.u)] H=T
Hes(T)’

_ %, T -1 , -1
=i |det Ad8 a| 3 [wT(O'H) ?5'73 ¢(sc.H,sc.u)l H

n..(iu) =T
T T Hes(T)’
-1
=an lws(u),T(H) ?i’?s ¢(sc.H,so.u)l] H=T
s(u), T Heb
s(u),T
* -1
x nn'T(u)Idet Adn,_l_ el ",

ceci pour tout s élément de S et u de VT. Utilisant alors (60), (62),

et (63), nous pouvons écrire la formule (59) comme suit

-1
(64) MG,T(gg @)

d
-d s(u,,), T
= (2n) TI I i fa
S/s(T) V.I/S el S(T)/Hs(u 0T
T Q
-1 R .
x an (ws(u ,),T(H) .‘Pi’?s q)(str.H,scr.un )] H=T dcr}
s(u.,), T Q
Q Hebh
s(un,).T

X

nn,T(uﬂ' )}duv(ﬂ)ds

Compte tenu du fait que I'intégrale double apparaissant dans la formule
(50) est, nous l’avons vu, absolument convergente, il en est de méme de
I’intégrable triple ci-dessus. Par suite, nous pouvons, dans la formule (64),
permuter entre elles les intégrations portant sur S/S(T) et VT/S. Comme, de

plus, pour toute fonction ¢ dS-mesurable sur S/H a

S(uw),T * "
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Y(s) ds =

I { w(sé) dé } ds
S/HS(U).T S/S(u) S{(u)/H

S(u), T

I { w(sé) dé } ds,
S/S(T) S(T)/HS(U),T

toutes ces intégrales étant absolument convergentes dés que I'une d’entre

elles 1'est, on obtient

-1
(65) MG,T(?g @)
-dp ds(uﬂ,),T
-eo T { Z i " rlog) |
V../S , S/H
T Qe[Q]T S(un,).T
-1 N
a [w (H) PF_"¢(s.H,s.u_,)] ds}du Q),
Ts(u), T )T * & k=T 4
Q Hebh
s(uQ.),T
et aussi, pour u appartenant a VT.
-1 .
6e) | o, (0 gy 7(H) PF, p(sH, s 0] o d
S/H s(w,T Heb
S(u),T s(u), T
S/S(u) S(U)/HS(U),T
-1 o e
an ["’S(u),T(H) ?f’?s ¢(so.H,s.u)] H=T dcr}ds.
s(u), T Heh
s(u), T

» L
L’orthogonal de s(u) dans s, noté s(u), s’identifiant naturellement
a l’espace dual de s/s(u), est muni, comme nous en avons convenu, de la
mesure duale de la mesure de Lebesgue de ce dernier. Dans ces conditions on a,

pour s appartenant a S, ¢ a S(u), et H a bs(u)T
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i<f+g, so.H>

??;lq)(sc.H,s.u) = I p(f+g+s.u) e df dg,

»
s(u) xs(u)

i<f, >

= p(so.f+s.g+s.u) e df dg,

»
s(u) xs(u)

A 1
car, d’une part, S agit unimodulairement sur s et, d’autre part, s(u)
est stable par S(u), I’action de celui-ci sur celui-la étant unimodulaire.
Nous voyons donc apparaitre dans l'intégrale entre accolade figurant au second
membre de la formule (66), 1'intégrale orbitale MS(u)T pour le groupe
S(u). Compte tenu des résultats de Harish-Chandra sur les groupes réductifs
que nous avons rappelés aprés 1’énoncé du lemme 16, le second membre de (66)
s’écrit

i Ys),T

)

p(s(f+g+u)) ©

. stu), ¢ df dg}dé
S/S(u)  s(u) xs(u)

et, en reportant ceci dans (65), on obtient

- -dp. s(ug,),T
(67) Mg (7 le) = 2o J { Z (2n) m ug,)
Vs Q'elal

« [ { [ otstrrug.n 5, 7T [y ) 9 } ds }duv(n).
S/S(un,) s

les intégrales n’étant, a priori, que successivement convergentes.

Nous allons maintenant montrer que I'intégrale triple ci-dessus est bien
absolument convergente. C’est une conséquence des résultats de Harish-Chandra
(voir les lemmes 29 et relations (173) et (174) du § X de ce travail), et du
fait qu'il n’y a qu’un‘nombre fini de classes de conjugaison, sous S, de
groupes de stabilisateurs S(u), u parcourant VT, que les expressions,

Bs(u) T(fl ), sont uniformément bornées pour u appartenant a VT, et f

»
a s . Ainsi, pour montrer la convergence absolue de I’'intégrale triple

s(u)

ci~dessus, il nous suffit de montrer que I'intégrale (d’apreés (53), ds(u)T

ne dépend pas de 1'élément u de VT) :
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(68) { Z n_(u,,) { |e(s(f+u ,))]df‘}dé}du @
J‘ n,T Q '[S/S(\.In.) j-s‘ Q v

Vs @elal

est finie. Or cette derniére s’écrit

(69) { Z n_ . (u,) ¥ (s.u ,)dé}du Q),
'[ nTa IS/S(u DA 7
V‘l‘/S Q’e[m.r a

ol on a posé

llvw(u) = I | e(f+u) | df, Vuen'.
s

*
On remarque que, puisque ¢ appartient a ¥(g ), la fonction l[lq) est inté-

»
grable sur u .

Maintenant si R est un élément de V/S, on note la forme volume

g
impaire quotient, le long de Q, de la forme volume impaire ¥ , , définissant
n

*
la mesure de Lebesgue sur n , par 7. On vérifie aisément que, si u appar-
tient a Q, il existe un nombre Au strictement positif tel que, pour toute

fonction ¢ d;.L7 -mesurable et positive, ou d“'r -intégrable, sur Q, on ait
Q Q

(70) J’ v du, W(s.u) d .
Q

=2
a Y IS/S(u)

Nous allons déterminer les scalaires )«u lorsque u appartient a Qr\VT.

Pour cela, on note ',ru (resp. 71.) la forme volume impaire définissant la

mesure invariante d$ sur S/S(u) (resp. S(T)/H Soit Y Y

S(u),T)' 1Y une
base de s/s(u) univolumique  pour la mesure de Lebesgue, telle que
Y1 yeeey Yp soit une base de S(T)/bs(u),T , univolumique pour la mesure de
Lebesgue et que Yp+1 peeen Yq soient des éléments de s.l./sT n s(u). Alors,
Yl.u...., Yq.u (resp. Yl.u,..., Yp.u). est une base de Tu(n) (resp. Tu(S'hVT))
et on a par définition de A,

u
Au = 7Q(Y1.u AcA Yq.u).

et comme conséquence de (61)

T
(71) 1= 7Q(Ylu AcA Yp.u).

*
Maintenant complétons Yl.u....,Yq.u en une base de u , univolumique pour
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*
¥ «» a l’aide de vecteurs uq+l""’ur que I'on peut choisir dans n T
n
puisque,
* »
s.u+n T n,
. . . . *S(u) .
comme il résulte de la proposition 2(ii) et du fait que =u est inclus

»
dans n T. Si p désigne la projection de V sur V/S, on a

7 ,(Yl.u A A Yq.u AU AccA ur)

n q+l

vn(Yl.u A A Yq.u) 7(dpu(u ) A.LA dpu(ur))

q+l

Ay 7(dpu(u A...Adpy (ur))

q+1)

et aussi, si ¥ 1 désigne la forme volume impaire définissant la mesure de
u(T)

»
Lebesgue sur l'orthogonal de w(T) dans un,

7n.(Yl.u AcA Yq.u A uq+l Ao A ur)

T wp(Yua A Y cuau Ao.AU )Y 1Y
n

+ r A...A Y .u)
P a n(T) d

p«'-l"J

T T
1Q(Y1.u Ac..A Y .u) 7 (Y LU ALLA Yq.u) a’(dpu(u

T
VN | .
b n(T)'L p+l ) ALLLA pu(u))

q+l

*
Comme pT est la restriction & n de p, on a, pour q+lsj=r,

T
dpu(uJ.) = dpu(uj),
et, par suite, compte tenu de (71), on obtient

A =7 (Y

1 A...A Y .u),
u u(T) q

p+l.u
que nous préférons réécrire, puisque
q-p = dim sT/sT n s(u) = dim np o= Zdn,T ,

sous la forme :

A =7 L(Y WUALAY .u).
u n(T) ptl p+2dn,T
Soit Z ,..., Z , une base de u univolumique pour la mesure de
1 Zdn T T
Lebesgue sur n.. ; alors (1/2n)Z, ..., (1/20)Z , est la base duale
T 1 Zdn T
. L ’
d’une base univolumique de n_. = u(T) , si bien que l'on a :

T
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2d

“““n,T
(2m) |det (<Y ., zj.>)1si'j52dn Tl

>
[}

—Zdn T
(2n) |det (Ku, [Yp+i’zj]>)

1si, jsad nT

Maintenant rappelons-nous la base,

u u
X] e Xy 4+ Xy 4 yeerr X

T °n,T T d

01! T

de u,;. , satisfaisant aux conditions (55)(i) a (iv), et ayant servi a calculer

. ou ve u o e _
e Pour lSJSdT dn,T , notons X.i , I'image de Xj par la projection cano

nique de ST,C sur ST,C/SC(U) n ST,C . Alors,
X oo Xy 4 X| e Xy
n,T n,T
(resp. X veeos X , X _ yeeey X )
dT dn,TH dT dT dn,Tﬂ dT
est une base de ST,C/SC(U) n 5T,C (resp. “T,C)' et le déterminant du systéme
de vecteurs, Yp+l yeres Yp+2dnT (resp. Zl yeees Z2dn T), relativement a cette

base, est de module 1. Compte tenu de ces remarques et des formules (56) et

(58) définissant LA T(u) on obtient

-2d

n,T

(72) 7\“=(2n) n_ . (u).

n,T
Si u et v sont deux éléments de VT, tels que S(u) et S(v) soient

S-conjugués, il est immédiat de voir que les ensembles de doubles classes,
Su T S
sm syt s

suite, les ensembles (S.ul.r et lS.v]T ont méme cardinal. Comme I’'ensemble

/S(v)’ sont naturellement en bijection ; par

des classes de conjugaison sous S des sous-groupes S(u), u parcourant V,
sont en nombre fini, on voit qu’il existe un entier M tel que

[lmT] = M, VReV_/s.

De tout ceci, résulte que 1'on peut majorer l’'intégrale (69), par

—Zdn T
em ™ Mf ¥ (u) du,
* P
n

qui est clairement un nombre fini. Ainsi nous avons démontré la convergence

absolue de l'intégrale triple de la formule (67).
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Soit j un élément de car(g) contenu dans s. Nous munissons s (resp.

s,. . “j) de la mesure de Lebesgue induite, via 1'identification naturelle

o = hj/n’ (resp. sj = s/s’, “j = n/n,).

par la mesure
d X (resp. d X, d -X),
hj/nJ s/s) ww
*j

et, nous notons, ¥ wj la forme volume impaire, définissant sur n la

n

mesure de Lebesgue choisie.

L’application,
u — S.u,

induit une submersion, notée p,. de VJ sur la variété quotient V./S, comme

il résulte facilement du lemme 12. Alors, pour tout Q appartenant a V./S,

nous notons 7’ la forme volume impaire quotient, le long de

nnV,=p’ (Q), de 7

par 7. Si Q est un élément de Vj/S, on sait
n

*j

que Qn I/J est une Ns(j)—orbite et, par suite, est une réunion finie de

S,—orbites, dont on note [QI,. I’ensemble. Alors, de la méme fagon que l'on a
établi (61) et (62), on montre que si u appartient a V) il existe une

unique mesure de Lebesgue sur b telle que, Q (resp. Q') désignant

sw),j =)

la S-orbite (resp. s)-orbite) de u, on ait, pour toute fonction ¢ du .-

7q
intégrable sur Q',
*
(73) J Ydu , = I ¥(s.u)|det Ad ,; s|ds.
o 7’ j n)
SHs),j
Si, pour toute S’—orbite Q' contenue dans V’, on choisit un élément un. de

Q’, alors, pour tout élément Q de Vj/S et pour toute fonction y, du ,.—
v
Q

intégrable sur Q n V’, on a

»*
(74) J Yydu . = Z I Y(s.u .)[det Ad . sldé.
i1 7(’1 siom . n!
p @ elal; S(ug),j

Nous avons vu précédemment que l'entier dim n, est pair ; nous le
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notons 2dnj . Alors si u est un élément de VJ. on choisit une base,

’

u u u u
X ..., X A ST ¢ , Zo,..., Z .
1 Zdn,j 1 st(u),j 1 Zdn.j
de 9} , univolumique pour la forme volume "j , telle que Z1 beeer ZZd
n,j
(resp. ¢ verey Y ) soit une base de n, (r'esp. s. n s(u) = s(u)/j)
1 2d . j j
s(u),j
univolumique par rapport a la mesure de Lebesgue d j)( (resp. ds(u) /jX)'

n/n

Alors, si f est une forme linéaire sur bj telle que p(f) soit égale a u,

en exprimant la matrice de Ko dans la base de 9) que nous venons de

choisir, on voit que

(75) n,.(f) =mn l.) n_ .(u)

s(u),j(f j° n,j
avec

u
"n,j(U) = det (Ku, [Xi’zjb)lSi,jSZdn T )

le pfaffien "s(u),j(r“) de KS(“)'f“ étant calculé relativement a Ila
forme volume sur Stj n s(u) prenant la valeur 1 sur la base
u u
Yl,...,Y2 d )

s(u),j

De la méme fagon que nous avons établi la formule (72), on peut montrer
que, pour u appartenant a V’, le nombre Au déterminé par la relation (70)

est donné par
—Zdn .
(76) A =@n  "r ()],
u n,j

d’ou il résulte que, si u appartient a VT nv ,on a

dn-T_dnyj) I 1!
n

(Yx)) "n,T(U) = (2n) '}.(u)|.

Maintenant, en utilisant le lemme 3 (v) formule (15)’ pour les groupes

S(u) et pour la distribution lorsque u parcourt VT, et compte

es(u),T

tenu de (53), on réécrit (67) sous la forme :
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a1 s(ug,) “n, j -1
(18) Mg 1% o= { Z Z (2n) LA~
V./S ,
1j a ElmT jeCar(S(uQ,))
x I"n,j("n')l JS/H ,“’(S(“gwn’))

. 1
S(UQ.).) S(un,)xj

2 .
x es( (g) LA .(g)” df dg ds } duw(ﬂ).

un,),T un.),)

Soit CarT(G) le sous-ensemble de Car(G) constitué des éléments véri-
fiant une des conditions équivalentes suivantes

soit non vide,

(79)(i) il existe W appartenant a V- tel que S, o

(79)(ii) il existe u appartenant a VT tel que j soit S-conjugué a
un élément de car(s(u)).

Il est clair que nous pouvons choisir les éléments de CarT(G) de telle
sorte qu’ils soient contenus dans s.

Si j appartient & car(g) et est contenu dans s et si u est un

élément de V, on pose

S. ={seS/s.j c Su)} ,

)u
et on désigne par Carj(S(u)) le sous-ensemble des éléments de Car(S(u))

S-conjugués a j. Alors Car’.(S(u)) est non vide, si et seulement si Sju

I’est ; plus précisément 1’application
s —> s.j

induit une bijection de I’ensemble des doubles classes, \Sj,u/ sur

S(u) Ns(j) '

Carj(S(u)) et, de plus, elle induit une surjection de s(u)\sj.u/,sj sur

»

Carj(S(u)). dont la fibre au-dessus de s.j, pour s appartenant a S). u
s’identifie naturellement a I’espace  homogéne w./wo . D’autre part
S(s "u),j

I’application

s —> SJ.su,

induit une bijection de \Sj,u/sj sur I'ensemble des S'-orbites contenues

S(u)
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dans S.u n V’ , si bien que S,. u est non vide, si et seulement si u est

un élément de Vj . Enfin, si u appartient a V, Car(S(u)) est la réunion

disjointe des Carj(S(u)), pour j parcourant Car(G), tandis que VT est la

réunion disjointe des Vj pour j parcourant CarT(G).
D’aprés le corollaire du lemme 6, si j appartient a Car(g) et u a

Vlona:

d 4d

=d .+ . .
g s(u),j n,j
En utilisant les notations que nous venons d’introduire, et cette derniére

relation, il vient

-1
(80) MG.T(?Q ®)

“2(d ~d_ )
. 8%, -1
Z (21) (wjlj { Z }:

. v./s .,
jeCarT(G) j Q e[Q]T s.

R

ce Q/.j
S(un. ) S

(uo,) I (s(r )]
Inn.o‘) vy | s A +gHug

. 1L
S(un,).o-; s(un,) %0 j

2

X GS( (g) n .(g)

5(“9')’” df dg ds } duv(m.

un.).T

Cependant si j appartient a car(g), u a V’, et g a s), I’application,
Z —> expZ.(g+u) - (g+u),
1 »*
induit un isamorphisme linéaire de u, sur s(u) n sj dont le jacobien est,

J
on le vérifie sans peine,

Zdn .
(2n) 'J]nn j(u)|.

Alors, compte tenu de (75), la formule (80) devient
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-2d
-1 _ 8 -1
@) Mg (%l = (2m) g (W, 1 J'

jeCar..(G)

{2 ) o

Q e[Q]T

s,
),uqs, :
oe S(un.)\ @/g)

I . ofs epo.(f+uQ,)) GS(

(f, )
oj* |oj

ug, ), T

n . x 8
o)

2 .
x no_,.(f+uﬂ,) dz df ds} duy(ﬂ)

Maintenant soient j appartenant a car(g), u a Vj et o a Sj 6

Alors le théoréme de changement de variable permet d’écrire

(82) I ols expZ. (f+u)) @ f+w)? dZ df ds

S/H . oj*
S(u),cj no_jxs

S(u).T(f|0j) "crj(

= d(o) I I ¢(s expz. (f+0'_lu))
S/H *

avec,
» jl o-j‘
3(c) = det (Ado : "j — no_j) det (Ado : 8" — s )

x det (Ade : 8/j —> s/0j) no.j(o'hu)2 nj(fﬂr—lu)_z.

g
Mais on a, pour tout élément f de sJ R

2 -1 -2 _ -1, 2
".r;“’““’ nj(rw u) © = det (Ado  : ,g(rj - gj) ,
et aussi,

» ™ i - H
det (Ad o : J 5 &%) ) = det (Ado 1 ML N s’).
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det (Ade : nj — ncj) det (Ade : s/j —> s/cj)

= det (Ado : 9} — go_j) det (Ade : s’/j — sa)/o‘j),

-1
det (Ado ~ : 85

j —_— 9,.) = det (Ado : sj—-> svj) det (Ado : nj —_ ncj).

D’ou l'on tire les égalités :

8(c)

det (Ade : s’/j — sﬂ/o-j) det (Ade : v} —s 7))

. . . -
det (Ado : s’/j —_— sa’/cj) det (Ade 1 im0

]

*j
— n’).

Si j appartient a car(g), et u a VJ, on notera 7“. la forme
8'/j

volume impaire sur s’/j induisant sur S’/Hs(u)j la mesure invariante

satisfaisant a 1la relation (73). Pour achever le calcul de &(c’), nous
1

X _ , de s,/j univolumique pour 7. Uoet
P s’/j

considérons une base )(l yeeey

.
nous choisissons des vecteurs, u seeey U, de n J
p+l q
- - »;
Xl.a lu ooy Xp.o‘ U en une base de m) univolumique pour ¥ . Nous

n

complétant

avons alors :

det(Ad' : n'j —_ n‘vj) = (c(X (r_lu)/\ Ao (X o-—lu) ACU_ A...ACU )
S 7n,¢j R o’ et q

=7 .ﬂ.((.rxl).u Ao A (o-Xp).u A cu

Acoacu )
n q

p+l

tandis que, par définition de 7“0_. , on a
s J/a'j

(83) 7 "o-j((‘rxl)'“ A (U'Xp).u A oU AcA O'Uq)
.n

p+l

= U o j
=7 . («rxl AccA oxp) 7(dpu (trup

) AcA dpoj(ou ))
% /o uoa

+1

_ e oj, . 0j
= det(Ade :8°/j — s° /) 'y(dp“l (crup+

1) Ao A dpﬂ{(auq)).

Mais les applications p, et p'” étant les restrictions respectives de

la projection p a v oet Vo.,, laquelle est invariante par o, on voit que

oj oj - j j
7(dpu (o‘up”) AA dpu (o-uq)) = 1(dpv_lu(up+l) AcA dp¢_1u(u ).
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- »*3
Alors que la relation (83), écrite au point ¢ lu de n’ et pour la base,

-1 -1
Xl.a‘ Uy.eeny Xp.o u, upH serey uq , montre que
j j =
7(dp a1 (up+1) Ao dp’ (uq)) =1
cu [

De tout ceci résulte que
8(o) = 1.
Enfin, toujours sous les mémes hypothéses, il est clair, par transport de
structure, que, pour tout élément f de j.. on a

(ocf) = 8 (f).

2)
S(u),T S((r-lu).T

Alors, reportant (82) dans (81), on obtient

-1 _ng -1
(84) MG.T(?Q e) = (2n) Z [wW.]

jeCarT(G)
i >
S/H
Vi’ aretal Ste u,)j
€ s(u,_, )\ ,'uﬂ'/SJ
Q

I o(s expZ. (f+a-—lun. nNe -1 (f‘I )

i* Ste 'u_,),o T U
n.xs Q

)

)2

-1
x nj(f+0' ug

dZ df ds } duW(Q).

Soient j appartenant a CarT(G). et Q a V}./S . Pour tout couple

d’orbites (Q',Q") dans lQ]T x [Q]j , choisissons un élément ¢ de S

Q,Q"
tel que

-1
o o,Q" UQ' = UQ" .

Alors, pour Q'  appartenant a [Q]T (resp. Q" appartenant a [Q]}.) fixée,

I’ensemble des o Q"  parcourant [Qlj (resp. o Q' parcourant

Q. Q. 'S
[Q]T) constitue un systéme de représentants de R 2 (resp.
S(un.) s)
S
\ uQ"'T/ ). A l'aide de ces remarques on transforme la relation (84)
S(T) S(uQ..)
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en

-2d
e) = (2m) 8 (w1

jeCarT(G)

Jo{z )

-1 ~1
(85) MG'T(?9

" j j

Vj/S Q E[n]j s S/S S/HS(UQ..)J

o, T
€ sm™ T s
I (st epo.(f+uQ..)) e -1 (flj]
noxsl” Slug .o T
J
2 . .
X nj(f+un.,) dZ df dt } ds duv(ﬂ).

%
Un simple changement de variables dans !’intégrale portant sur n]. x ¢

montre que 1’on a

» -2d I
= w.
86) Mg (#;le) = (2n) ' (] jV./S
]eCarT(G)
.. ) A
a"eTal, s S/S SIS 0
U_w,
%€ sm) 9 ’s(ug)
#(s expzZ.(f+tu_,)) © )
I j* a Stugy),o i 1

n.xs Q"

»*
x mj(f+Tu )2 dz df } |det Ad" x| dt } ds }duW(Q).
n

qn

En permutant les intégrations portant sur V}./S et S/SJ, en tenant compte de
(74) et de (60), relativement a la submersion p, de VJ sur VJ./S, et en

remarquant que, par transport de structure, on a la relation,
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_ j . .
es(u),T(” = eS(tu).T(”' vteS’, ¥fej , VTej,
on obtient
-2d
-1 8 -1
(87) MG,T(?Q ¢) = (2n) [le .
jeCarT(G) S/S’xu,.
{I o(s expz. (f+u)) { Z e -1 (fl :) }
i* gt s(w),e”T
s’ xn
S
€ sm™ s
-2d
x w, (f+u)? df du} dz ds = (2n) 9 tw,17! I {J' olg.f)
) G/H *
jeCar..(G) j .
2 .
{ Z <] -1 (fl.)}n.(f) df}dg.
S(u.),e 'T J )
f
S
u,,T
s T s

II nous faut cependant justifier la permutation des intégrations portant sur
Vj/S et S/Sj et, pour cela, il nous suffit de montrer que !'intégrale appa-
raissant dans (86) est absolument convergente. En utilisant les mémes remar-
ques que celle ayant permis d’établir la convergence absolue de !’intégrale
apparaissant dans (67), on voit que !’intégrale (86), dans laquelle I’inté-
grande est remplacée par sa valeur absolue, est majorée par la méme intégrale,

ol on a supprimé la sommation indexée par
S

U T
s " /stu,),

et, ou on a remplacé I’'intégrande par
M|¢(s expZ.(f+zu

2 »*
)| n.(f+tu_,) |det Ad 7|,
j o)

Qv Qv
M étant un réel positif. Alors les calculs ayant conduit de (86) a (87)
montrent que l’intégrale (86), ou on a remplacé I’intégrande par son module,

est majorée par



INTEGRALES ORBITALES SUR g 89
-2d

em oM Z (w.]“I {J lelg.0)] |n.(f)|2dr}dg
i b

jeCarT(G) j

=M Z [ tewar=m [ jetn]ar
I/ q

; J
;eCarT(G)
d’ol notre assertion.
Soit j un élément de CarT(G), et considérons la fonction G].T défi-
nie sur 'l/j par
G‘.'T(f) = Z eS(uf),o-_lT (f“).
S
u,,T
% sm T /st
Nous allons d’abord voir que e).T est une fonction H}—invariante sur

v, Remarquons d’abord que, si n appartient a N,, et, si f est un élément
de V’, alors

u =1u

ot N et nf|.=f

j |’

ce qui montre que est N'-invariante. Par suite il nous suffit de

®T
montrer que 9}. T est Ns(j)—invariante, mais cela se démontre facilement par
des arguments du type "transport de structure" : les détails sont laissés au

lecteur.

De plus, si f et f’ sont des éléments de ‘l/j ayant méme restriction
a j et tels que S(ur) et S(uf.) soient Sj—conjugués, on montre aisément
(voir la remarque 2 ci-aprés) que

(f) = (f*).

%10 = O
Alors le théoréme 1 est conséquence de ces deux remarques portant sur les
fonctions GjT , j parcourant CarT(G), et de la formule (15') du lemme

3(v). Q.E.D.

Remarque 1. Il résulte de la formule (87) que, sous les hypothéses du

théoréme 1, le support de BG T est contenu dans
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-

V. = 8. ..
jecar.(G) ) jecar (¢) ")

Remarque 2. Soient j appartenant & car(g), et « une partie H}—inva—
riante de Vj. Supposons que O soit une fonction H}-invariante définie sur
4 et satisfaisant de plus a la condition suivante :

si f et ' sont deux formes linéaires appartenant a «, ayant méme
restriction a j, et telles que S(uf) = S(uf,) (ici on a identifié S et
G/N), alors on a ©(f) = e(f’).

Sous ces hypothéses, la fonction © satisfait, alors a la condition a
priori plus forte :

soient W un élément de Vj/~. et f et f’ des éléments de 4 n W

ayant méme restriction a j, alors on a ©(f) = o(f").

Remarque 3. Soit T wun élément elliptique de g. Alors si f appartient
a V, si R est un facteur réductif de G(ur) d’algébre de Lie r, et si A

désigne la restriction de f a r, on a

(45)’ QG,T(” = Z G)R,T’(M’

T'e(G.Tnr)/R

comme il résulte facilement de la formule (45) du théoréme 1.
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Soit j appartenant a car(g). Nous supposerons choisie une mesure de
Lebesgue sur j, choix qui induit une mesure sur I’espace quotient hj/j et
sur les espaces duaux respectifs j' et jl n b; , comme expliqué. Si 4 est
une partie de l/j, on pose

4= jl n b; n p_l(p(ad)).
Par définition de la relation d’équivalence ~ et, grace au lemme 5, on voit

que, pour toute partie ~-saturée W de V,, on a

w= U f+iV,
»

fej

tandis que w et W sont tous deux Hj—stables. Il est alors aisé de

démontrer le résultat suivant :

Lemme 18. Soient j appartenant a car(g), W un ouvert ~-saturé non vide

H *
de 1/J et ¢ une fonction mesurable et positive (resp. intégrable) sur g .

Alors
(i) pour presque tout élément f de j*, la fonction wvx/f , définie sur
G par
ANCE J'~ olg.(r) w0 du,
est dG/H'g—mesurable et positive (resp. intégrable)

! w ¥
(ii) la fonction Fj 0’ définie sur j par

w 2 N
88 F. =7, . .
) FY =m0 J’Gmi {JW ole.(rrdn () du}dg,

est ]nj S(I")|dt”-mesurable (resp. |1zj s(f)ldf -intégrable), et on a
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w 2d's
FY (0] | (D]dr = 2 W, J' £)|dr.
j“ LASGINLANCT 0 2w [ e
J 8 r.j
Ce paragraphe, ainsi que les deux suivants, est consacré a I’étude des

»*
fonctions , lorsque ¢ est dans ¥(g ). Pour justifier I’introduction

F,

)
de ces intégrales orbitales d'un type particulier, remarquons tout d’abord
que, si G est semi-simple, i.e. si le radical N est trivial, on a toujours

wW=1j,et

w
F. f) = w.(f f) dg ;
ARGERNG J‘G/H.'p(g g

R . w . , sl
ainsi, dans ce cas, les fonctions F‘j ? ne sont rien d’autre que les inté-
grales invariantes de Harish-Chandra. Ensuite, si S est un facteur réductif
de G, T wun élément elliptique de g contenu dans l’algébre de Lie s de S

et si les éléments de Car(G) sont supposés contenus dans s, pour tout élé-

*
ment ¢ de £(g ), on a

-2d, o
(89) J + 900 [(F)df = (20) z w1 Z Z

]
jeCar(g) wevl /.

S
oe S(T)\ w, T/

S(W)

-1

I FY () e (f) n. (f) dr,
« 5@ SN, o' T }.8

comme il résulte du théoréme I.

Lorsque W sera égal a VJ, nous noterons l'intégrale invariante corres-

v)
pondante F, , au lieu de F, .
,’w J'¢
Pour étudier les intégrales invariantes ci-dessus, lorsque ¢ appartient
»*
a #(g ), nous sommes amenés a introduire d’autres intégrales invariantes
moins naturelles, puisqu'elles dépendent d’un choix supplémentaire. Tout
* ~t 'y

d’abord, si on munit j x # de I'action produit de celle de Hj sur  j ,
qui est triviale, par celle de Hj sur W, I’application

(f,u) — f+u

induit un isomorphisme de variétés Hj—équivariant de j x ) . sur v il
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résulte alors du lemme 12, que 'l7j/Hj est une variété quotient isomorphe a
Vj/Sj , lorsque S est un facteur réductif dont l’algébre de Lie contient j.
De plus le groupe Wj opére naturellement sur 17j/H,. . Soit alors yj la
forme volume impaire, image réciproque, par la projection naturelle de

17’/H,. = V’/S) sur V/S, de 1y ; alors 7’ est clairement Wj-invariante. Pour

toute orbite Q de 171/}{j , soit ;, la forme volume impaire quotient, le

long de Q, de la forme volume impaire 7~j , définissant la mesure de
v

~1 L i
Lebesgue sur l’ouvert 7 de i n b? , par la forme volume impaire 7]. Le

résultat suivant est alors immédiat :

Lemme 19. Soient j appartenant 4 car(g) et ¢ une fonction mesurable

*
et positive (resp intégrable) sur g . Alors
»*? ~1
(i) pour dfxdu j—presque tout (f,Q) dans j x 1/J/Hj , la fonction
¥
définie sur G par

Yo.1,0

w«p,f,n(g) = Inw(g.(ﬂu)) LA .(u)2 du~i(u), VgeG,

)
79

est dG JH g-mesurable et positive (resp-intégrable)
j

~ L
(ii) la fonction Fj 0’ définie sur j x 1/,/}{j par

(90) F. (f,.9) ==, S(f) f { f olg.(f+u)) = .(u)2 duﬁ,(u)}dé,
o js o g n, j 5
Q
» “‘j
vfej , vQeV /Hj ,
est |1!j s(f)]dfxdu j—mesurable (resp. intégrable)
’ ¥

(iii) si W est un ouvert ~-saturé non vide de V) on a, pour presque
»
tout élément f de j,

W ~
. f) = F. ,Q) du .(Q).
o F @ j o0 du @)

v7/Hj LS

Nous allons consacrer la fin de ce paragraphe a 1’étude des fonctions

Fj 0" lorsque ¢ appartient & D(g*).

Soit 8 = g/n ; alors la projection naturelle de g sur s induit une
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injection naturelle de s. dans g. et, par suite, de S(s.) dans S(g‘).
L’espace quotient g/n étant naturellement muni d’une structure de G-module,
laquelle est induite par 1’action adjointe de S = G/N sur s, et la projec-
tion de g sur g/mn étant un morphisme de G-module, on voit que I'injection
naturelle de s'I dans g‘ ou de S(s‘) dans S(,g.) est un morphisme de
G-modules. En particulier, cette injection envoie S(sm)s dans S(s')G. Si p
appartient a S(g’), nous noterons p,. sa restriction a j. Alors I'appli-
cation,
P—P;»

)
w

»* »* H
induit un homomorphisme d’algébres de S(g )G dans S(j ) J. Nous noterons

»* H »*
SJ. la sous-algeébre de S(j ) ) image par cet homomorphisme de S(s )S.
*
Lemme 20. L’algebre S(j ) est un Sj-module de type fini.

Démonstration. Soit a une sous-algébre de Cartan de s contenant j,
que l’on a identifié avec son image par la projection naturelle de g sur
s = g/n. Si So désigne 1'image de I1’application qui, a un élément de
S(s’)s. fait correspondre sa restriction a a, on sait que Su est une sous-
algébre de S(u‘), sur laquelle cette derniére est un module de type fini. De
plus, 1’application, qui a un élément de S(u‘) fait correspondre sa restric-
tion & j, induit un morphisme surjectif d'algébres de S(o') (resp. SQ) sur
S(j‘) (resp. Sj). Le résultat cherché est alors évident. Q.E.D.

Si Y est un espace mesurable et u une mesure, nous noterons, pour
151+, LT(Y,u) I’espace de Banach des fonctions de puissance tiéme p-inté-
grable sur Y, et nous noterons Lm(Y.u) celui des fonctions p-essentiel-
lement bornées sur Y.

Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, m une fonction
polynéme non nulle sur E qui soit le produit d’un nombre fini de formes
linéaires complexes sur E, et S une sous-algébre unitaire de S(E) sur

laquelle cette derniére soit un module de type fini.

Soient (Y,u) wun espace mesuré o-fini e¢ T un céne ouvert dans E.
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Nous noterons L;(l"xY.ln]dxdp), ol dx désigne la mesure de Lebesgue choisie
sur E, l'espace des fonctions ¢ définies sur TI'xY et satisfaisant aux
conditions suivantes :

(i) ¢ est |m|dx du -mesurable

(ii) pour p-presque tout y dans Y, la fonction Wy = ¢(.,y) est de
classe €° sur T

(iii) pour tout P appartenant a S, apw est un élément de

Ll(l"xY, | | dxdp).

Si p appartient 3 S et ¢ a Lé(l‘xY.|n|dxdu), on pose

(92) v:(w) =18 _gpl

p’lm’
ou i “ln désigne la norme usuelle pour I’espace Ll(FxY,|n|dxdu). Alors les
applications vg , peS, définissent des semi-normes sur 1’espace

Lé(FxY.|n|dxdu), que nous supposerons muni de la structure d’espace vectoriel
topologique correspondante. Lorsque S est égal a S(E), [I’espace
L;.(FxY,lu]dxdu) est noté plus simplement L(:(r‘xY,|n|dxdu). Lorsque Y est
I’espace réduit a un point et pu la mesure de masse totale 1, l'espace
L;(l"xY,|n|dxdu), que nous noterons simplement Lé(l",]nldx), n'est rien d’autre
que l’espace des fonctions ¢ de classe 6 sur T telles que pour tout p
dans S, apqp appartienne & Ll(l‘.|n|dx), muni des semi-normes v: , peS,
définies par (92). Les propriétés de ces espaces fonctionnels seront étudiées
dans le prochain paragraphe. Pour le moment nous nous contenterons d'établir

le résultat suivant :

Proposition 4. Soit j un élément de car(g). Si ¢ appartient a fD(,g'),
pour tout (f,Q) appartenant a j" x l7j/H}. , Vintégrale (90) est absolument
convergente et, de plus, la fonction ?)'»(P est un élément de 8()'*' X l7j/Hj),
tandis que l'on a

~ I *g
(93) F, = ap'(F}.’w), VpeS(s )™,

8
)rope j

L’application,
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R

P —

e’
»
induit un homomorphisme d’espaces vectoriels topologiques de D(g ), muni de
* - ~t
la topologie induite par celle de #(g ), dans L; (G x 1/’/Hj , |nj]df du J.).
j 7

Pour pouvoir démontrer cette proposition, nous devons d’abord établir le

Lemme 21. Soit - appartenant a Vj. Alors il existe une fonction
de classe 6" sur g. et G-invariante, ayant les propriétés suivantes
(i) le support de ¢ est contenu dans Vj
(i) pour tout élément g de 9‘, on a,
0s y(g) =1
(iit) il existe un voisinage de g dans 'l/j , sur lequel la fonction Y

" soit constante et égale & 1.

Démonstration. Soit "q un polynéme sur g:: comme dans le corollaire de
la proposition 2. Alors nq est un élément de S(g)G, et, d’aprés le lemme
10, V est le complémentaire de 1’'ensemble desv zéros de m_ . Soit alors &
une fonction de la variable réelle, élément de D(R), ayant les propriétés
suivantes :

(i)  VteR, si |t] > 1/2|1!q(g0)|, alors 3(t)=0

(il) VteR, si [t| < 1/4|nq(go)|, alors 3(t)=1

(iii) VteR, Os &8(t) s 1.

Dans ces conditions, il est clair que la fonction ¢, définie par

W) = 2, (@ 8(n (&) - (g)), Veeg .
j

ou Xy désigne la fonction caractéristique de 1’ouvert Vj , répond a la
j
question. Q.E.D.
. »r
Démonstration de la proposition 4. Soient f o appartenant a j , QO
~i ' »
l/’/Hj , et g a Qo . Considérons alors une fonction ¢ sur g vérifiant

a

les propriétés énoncées dans le lemme 21 relativement a g = fo +uy . Alors

L 4 ~t
il est clair que, pour (f,Q) élément de j x V’/Hj suffisamment voisin de
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(f O'QO)’ on a
olg.(f+u)) = yolg.(f+u))  VgeG  VueQ

3, 0(g.(f+u) = 0 (p)(g.(fsw))  VgeG  Vuen vpes(g)),

si bien que, pour démontrer la premiére partie de la proposition, on peut
supposer que ¢ est un élément de D(V}.). Dans ce cas, il est facile de
démontrer que l’intégrale (90) est absolument convergente, et que la fonction
?}.m qu’'elle définit est un élément de D(j" x l7j/Hj). De plus, il résulte

j

de ce que la forme volume impaire 7 choisie sur 'l“/',/Hj est W,.-invariante,

et de la relation (24), que f‘j 0 satisfait a
~ ~ »* ~i
94) F. (wf,wQ) = e.(w) F, (f,9), vfej , vael'/H., vwew, .
(94) Mp(w ) c,(w) ).qz( ) j j Wi j

»*
Soit p un élément de S(s )s ; pour démontrer la formule (93), il nous
suffit donc d’établir que, pour toute fonction e de classe ¢~ et

»

Wj—invariante sur j x ’W/Hj , on a

(95) I o(r.Q) Fy , (1,0) m; () df du ()

j“xiﬂ/l-lj P L4

=I . ewmae (e m (1) o du @)
J T, ) v

Cependant, il résulte de la caractérisation des fonctions €% et G-inva-
riantes sur V}. (cf le lemme 3 (v)), qu'il existe une unique fonction, o,
appartenant a €(Vj)G. telle que, pour tout f dans jm et tout Q dans
l7j/H,. , on ait

(f,Q) = 8(f+u) VYueQ.
La formule d'intégration (15) du lemme 3 montre alors, que

e(f,q) Ej,a o) () df du (@)

. j

j ><'l7,/Hj P ¥

2d 3
= o 8w, J 8(f) a_p(f) df
iy p
j
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2d
= em 8 (W] I 8 B0 gif) df,
v, P

J
p“ désignant le polyndbme p dans lequel on a effectué le changement de

variable X — -X. Utilisant alors le lemme 3 (vi), formule (16), on obtient

2d, .
(2n) [wjlj' 9 B(r) p(f) dr

v. P
j

= I J’ @ , o )@, ) olg.f) n,(f) df }dg.
#05 j
Py b,

G/H. j .
i v )

»*
Comme p::. = p‘; est un élément de S(j ), on a
)

8 e m, =W, o038 oW,
)ss

et, par suite, on obtient
2d .
2 S (w)) I 8 (1) plf) df
v, P
J
_ ~ 2 .
_I {f | ap{'o 58], 0 0le0) 1 () 75 (D df}dg
G/H; i P j
= 3 .o m, (B)f,Q) F. (£f,Q) df dp .(Q
| we @0 Fj (£,0) of du (@
R pj ¥
j xV'/H,
)
= er,Q) a_ (F, )f,Q) n, (f) df du .(Q).
,[,.. i pj b s i
j xV /Hj
"De cette derniére égalité, on tire la formule (95) ; ainsi s’achéve la démons-

tration de la premiére partie de la proposition. La deuxiéme partie en est une

conséquence immédiate. Q.E.D.



§ VIl - ETUDE DES ESPACES LAY, |n|dax du) - UNE GENERALISATION DE LA
FORMULE SOMMATOIRE DE POISSON

Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, et e ,..

L e ©

n
une base de E, qui soit univolumique pour la mesure de Lebesgue choisie sur
E. Nous désignerons par X, y,... (resp. §, &,...), les éléments de E (resp.
*

E ), et par X e X (resp. El peeen €n), le systéme des coordonnées sur

»*
E (resp. E ) par rapport a la base e ,..., e, (resp. la base duale). Soit D

1
I’opérateur différentiel sur E défini par

(96) D = (l—z':!e L..(l—ae ).
1 n

Nous allons nous intéresser aux propriétés d’une solution élémentaire
particuliére de D. Soit C le coéne ouvert de E défini par

(97) C = {er / xj>0, 1 =js n},

et soit Tl la fonction définie sur E par

(98) Tl(x) = x_c(x) exp(x1+..‘+xn), VxeE.

On voit que 'l‘1 appartient a Ll(E,dx). si bien que l'on peut définir, par
récurrence sur l’entier naturel non nul m, une fonction Tm , €élément de

Ll(E,dx), en posant

(99) T =T, *T ,  Vm=z2.
m 1 m-1

On conviendra que T0 est la mesure de Dirac a l'origine de E. Dans ces

conditions il est aisé de démontrer le

Lemme 22. (i) Pour tout entier naturel m, Tm est une distribution tem-
pérée sur E dont le support est contenu dans le céne convexe fermé adhérence

de -C et dont la transformée de Fourier est la fonction ¥ Tm définie sur

E
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t ]
E par
m -m .
(100) yETm(E) =n (l-xej) , VEeE .
j=1
(ii) Pour toute paire d’entiers, k et m, tels que Osksm, on a

(101) DkTm =T .

si bien que Tm est une solution élémentaire tempérée de l’opérateur diffé-

rentiel Dm.

(iit) Pour tout entier strictement positif m, on a

(-1) (m-1n

m-1
(102) Tm(x) = T x_c(x) (xl...xn) exp(xl+...+xn),
si bien que, d’une part, Tm est une fonction de classe 6" telle que,
|-C

pour tout élément p de S(E) et pour tout T appartenant & [1, +»] ,

ame est un élément de LT(-C.dx), et, d’autre part, Tm est une fonction
|-Cc

m-2

de classe € sur R". Pour étre plus précis, si p appartient & S(E), il

existe une fonction polynéme Qm sur E, de degré au plus m, telle que

P
(103) 6me(x) = Qm,p(x) exp(xl+...+xn), vxe -C.

Maintenant soient m un élément non nul de S(E;), produit de formes
linéaires, S une sous-algébre unitaire de S(E) sur laquelle cette derniére
soit un module de type fini, e¢ T un céne ouvert de E de sommet l’origine
et admettant un nombre fini de composantes connexes, chacunes d’entre elles
étant un coéne convexe. Pour 1st<+w, on note L;(I‘,In|dx). I’espace des fonc-
tions ¢ de classe €” sur T telles que, pour tout élément p de S, qup
appartienne a LT(I',|n|dx). Si ¢ est une fonction dans L;(l",|n|dx) et si

p est un élément de S, on pose
n
v (p) =13
P 14

Pz,

ou | “1: n est la norme usuelle de I'espace de Banach Lt(l",|1t|dx). On munit

n

alors l’espace L;(F.|n|dx) de la topologie définie par les semi-normes vg )
p € S(E). Lorsque S est égal a S(E), I’espace L;(l",|n|dx) sera noté
LY, |n|dx).

]

Enfin nous noterons L:(l"). I’espace des fonctions ¢ de classe €° sur
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I' et dont toutes les dérivées sont bornées. Si ¢ appartient a L:(l") et p

a S(E), nous poserons

00
v _(p) =13 ol = sup |38 p(x)|.
P p o« xel P

Alors, muni de la topologie définie par les semi-normes v; , peS(E), I'es-

pace L:(l‘) devient un espace de Fréchet. Dans ces conditions on a le

Théoréme 2. Soit T un élément de l'intervalle [ 1, +o [. Alors

(i) Uespace L;(I‘,]n|dx) est contenu dans L:(I‘), et l’injection est
continue

(it) Uespace L;(F,[ﬂdx) est un espace de Fréchet

(iii) Uespace L;(l‘.]::[dx) est égal & l’espace L:(F,|u|dx), et la to-
pologie sur ce dernier est, en fait, définie par les semi-normes v; , P€S.

Démonstration. Ecrivons,

T =(lnl a.nl
L%y

avec al yeees al des éléments deux a deux linéairement indépendants (ou
»
premiers entre eux) de EC , et n e, des entiers strictement posi-
»
tifs. Soit Bl peeey Bm , un systéme de représentants dans E des classes

»
dans I’espace projectif de E des éléments non nuls parmi les formes
linéaires Real yeees Redxl R lmazl yeees Imatl , et soit
"l = Bl"'Bm .
Si U est un ouvert d’un espace vectoriel réel, et p est un polyndme

sur ce dernier, on pose
‘U;) = {xs‘u / p(x)*O}.
Dans ces conditions, on voit que r;' est un céne ouvert de sommet 1’origine,

réunion d’un nombre fini de composantes connexes qui sont autant de cones
ouverts convexes de sommet l’origine. Soit I'O une de ces composantes
connexes, et soit el yeees en une base univolumique de E constituée d’élé-

ments de l"o . Nous allons utiliser les notations et définitions relatives a

cette base introduites au début de ce paragraphe. Nous noterons Il I la norme
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euclidienne définie sur E par

lell2 = x2 +...+ x2 ,
1 n

Si u est une distribution sur E, nous noterons u#, la distribution

VxeE.

définie par
@t = J' o(-x) du(x), VgeD(E).
E
En particulier, si u est une fonction, on a
u“(x) = u(-x), VxeE.
Il est clair quee. C est contenu dans I‘o . D’autre part, si B est

I’une des formes linéaires, Reotj ou Imoc-i , 1=j=<1, pour tout x et y appar-

tenant a 1"0 , on a

|Bx+y)| = |Bx)]|+]|B()],
si bien que
(104)  |n(x+y)| = |m(x)|, Vx, Vyely .
Soit @ un élément de L;(F,lnldx). Il résulte de (104) que pour tout X

appartenant a l"o , et pour tout p dans S, 6p<p est un élément de L (x+T_,dx).

o
Si ¢ est une fonction définie sur T, nous noterons wl. la fonction défi-
o

nie sur E telle que ![Jr soit nulle en dehors de l‘o , et wr et Y aient
o 0

méme restriction a l"o. Avec ces notations on voit que, si T’ désigne 1’expo-
sant conjugué de T et si I’élément u de Lt (E,dx) a son support contenu
dans -E. pour tout X appartenant a l'0 , la fonction,

y — u(x-y)q>r (y),
(0]

est un élément de LI(E.dx), dont le support est contenu dans x+C, et dont la
restriction & ce dernier ensemble est la fonction,
y — ulx-y)e(y).

Alors on pose

uxp(x) = I u(x-y) or (y)dy = I u(x-yle(y)dy, \s’xel"0 .
E (0] x+C

Soient m un entier supérieur ou égal & 1, e¢ p un élément de S(E)
de degré au plus m-2. Alors il résulte du lemme 22, que I'on peut définir,

comme ci-dessus, pour tout x appartenant a l'0 , Tm * o(x) et ame * o(x).
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Nous allons voir que, dans ces conditions, Tm * ¢ est une fonction de classe

gm-z sur I‘O et que

o
(105) 43p(Tm * p) = ame * ¢, VpeS(E), d psm-2.

Soit Xq appartenant a l"0 . Choisissons Yo appartenant a I‘O tel que

Xq soit dans y0+C. et un nombre réel strictement positif, €, tel que
B(xo.e). la boule de centre Xq et de rayon € pour |l Il, soit contenue dans
yO+C. Alors, pour tout élément x de B(xo,c), on a

Tm * o(x) = I Tm(x—y)q:(y)dy.
y0+C

Comme Tm est une fonction de classe @m—z. pour établir notre assertion il
suffit de montrer que, pour p appartenant & S(E) et de degré au plus m-2,
la fonction,

y — ame(x-y),
est majorée sur y0+C et uniformément par rapport & x dans B(xo.e). par
une fonction, élément de LT'(yO+C,dx). Soit donc p un élément de S(E) de
degré au plus m-2, et soit Qm'p le polynéme intervenant dans la formule

(103). Alors, il existe un nombre positif M .tel que

o (x)| = M 1+ 1xN™, vxer",
m,p

et, si on pose

M = sup exp(x

+...+xn).
xeB(xO,e)

1
on voit que, pour tout y appartenant & y,+C on a

» _ m _
sup lame(x—y)I = MM [ sup (1 + lix-yl) ]exp (yl+...+yn)

xeB(xO,c) xeB(xo.e)

, m
= MM'(1 + € +llxoll + llylt)™ exp (yl+...+yn),

d’ou notre assertion.
Soit p un élément de S(E) ; alors ap(me) est une distribution sur
FO que nous allons évaluer. Soit ' donc Y un élément de fl_)(l"o) et calculons

@ (T, '+ 9), > =<T_ s, ap#w

= T (x-yf o~ (y) dy}a Y(x) dx.
fro {.[E m T ot :
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11 existe * appartenant a l“o tel que, Suppy, le support de ¢, soit

Yo
Yo * l'o . En effet, comme Suppy est un compact, et que l'en-

semble des x + l‘0 , X parcourant l‘o , constitue un recouvrement ouvert de

contenu dans

T il existe des éléments de T,

0’ o o0 nombre fini, x

Lo xp , tels que
p
Suppy < ‘U (1'(.i + Toh
J=1
et on se raméne a montrer qu’il existe

appartenant a T tel que, pour

Yo 0
Isjsp, x j soit un élément de Yo * I‘o . Cependant, I’intersection des

(xj-l'o). pour lsjsp, est un voisinage ouvert de O et, par suite, son inter-

section avec l‘0 est non vide : il suffit de prendre Yo dans cette der-
niére. Dans ces conditions, on a
(106) I [T (x=y) op (y) 8 (x)| dx dy
I xE 0 p
O
= J. |Tm(x-y) e(y) 8 #w(x)l dx dy
Suppy x (y0+l"0) P

/T
|¢p(y)|T dy} < 4w,

= 8 “V‘ Ilm vol(Suppy) Il Tm "1." {J
y0+r0

P
et, par suite, il vient

@ (T_» o), Y> = { T_(x-y) 8 ,y(x) dx} o~ (y) dy
p m '[E Iro m p# I‘O

=I T * a vly) oly) dy,
m #
l"O P

la derniére intégrale étant absolument convergente, et le produit de convolu-

tion, Tm“ L] “V’ étant le produit de convolution usuel de la distribution

P
Tm“' élément de D’(E), par la fonction 8 “l/l, élément du sous-espace fD(l‘o)
P
de D(E). On sait, alors, que l'on a
# #
Tm *3 W= (Bme) .y,

P
si bien que 'on peut écrire
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#
107 @ T« ) W = I 0,T )" ¥iy) oy dy.
r
0
En particulier si p = Dk, avec Osksm, on obtient

(108) DT » ), > = J' T e uiy) o(y) dy,
m m-k
r
0
et, grace a nouveau a (107), il vient, pour Osksm-l,
k
(D (Tm L w); ¢> = (Tm_k » ¢' 'I‘)r
c'est-a~-dire que 1'on a 1’égalité des distributions
k = -
(109) D (Tm * @) = Tm—k * ¢, Osksm-1.
Tandis que, lorsque k=m, la formule (108) donne directement 1’égalité des dis-

tributions

m
(110) D (Tm * 9) = ero-
D’autre part, si p appartient & S et ¢ a D(l"o). on a

(111) B (T_ * o), Y> = { T (y) ¢ (x—y)dy} 3 ,y(x) dx.
P m L.O IE m l"o p#

Mais on a aussi

J' IT _(y) o (x-y) 8 W(x)| dx dy = I IT (x-y) ¢ (y) 8 W(x)| dx dy
rxe ™ To ot rxg ™ To™ ¥
o) 0

si bien que, d’aprés (106), on peut permuter les intégrations successives dans

(111) pour obtenir

< > = -
p(Tm * @P), ¥ JE { Ir0¢r0(x y) ap“w(X) dx } Tm(y) dy

- I-c { Ir plx-y) 8_,0(x) dx } T, (y) dy,
0

et, finalement,

1 < . = - .
(12) @ (T ¢), I_C {Ir 3 px-y) w(x)dx}Tm(y) dy
0

Comme apgo appartient a L;(l",ln]dx), on peut appliquer (112) en prenant
p =1 et en remplagant ¢ par 6p<p, ce qui donne
T+ 00 9> = @(T s o), P

Ainsi, nous avons obtenu l|’égalité entre distributions
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(U3) 8 (T« @) =T 8¢ VpeS.

Maintenant, soient p appartenant & S(E), et k l'entier d°p + 2.
Comme S(E) est un S-module de type fini, il existe un entier m plus grand

que 1, et des éléments de S, pl ,eeer P, tels que

m
m .
ka - Dk(m-J) ap'
j=1 )

En appliquant cette égalité entre opérateurs différentiels a la distribution

Tkm * 9, et en tenant compte des relations (110) d’une part, et (109) et

(113) d’autre part, on obtient 1'égalité entre distributions

m
qzlr. = ¥ TkJ.:a .

P.
o j=1 J
Cependant <p|r. est une fonction de classe 6 sur l"O , tandis que, pour
o
1=j=m, Tkj * apw est une fonction de classe GkJ-Z sur I'O , et on a,

J
d’aprés (105),

8 (T,.*d =(@.T,)*d .
p( kj pjw (ka qu’

On obtient alors, pour tout x ¢élément de I'O , ’égalité

. kj
j=1 PP

m m
= » = -
W4 5000 = T 3T %6, 000 = T Ix+cakaj(x ¥) aquz(y) dy.
j=1

Alors, on utilise (114) pour obtenir la majoration

/T
|ap'«:(y)|T dy} , Vxel,.

m
|8 o(x)| = ¥ Na_T, i {I
P pkj T’ x+C Tj o

J=1

Cependant, compte tenu de 1’inégalité (104), on a pour I<j<m,

< /T -/t “ /T
{I 18_ o(y)l dy} = |n(x)| {J- |18 o(y)| In(y)ldy}
x+C Pj x+C Pj

J J
s |n) | VT O (),
Pj
et, par suite, il vient
» -1/t m 4
3 p(x)| = |n( na_T1, ._, , Vxel..
| PPl | |n'x)| ) pTkj' vpj(q)) xely
j=1

Comme l";( posséde un nombre fini de composantes connexes, on voit que
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pour tout élément p de S(E), il existe une semi-norme continue, np , sur
Lé(r‘.ln]dx) telle que, pour tout x appartenant & T , on ait

ws) o p(x)| = In(x)| VT n ().

Pour déduire le point (i) de la majoration (115), nous devons d’abord rappeler

un résultat établi dans [Va] Part I Appendix Lemma 5 .

Lemme 23. Soit ¥ une fonction de classe € sur lintervalle ]0,1]
telle qu’il existe un entier positif ou nul, q, et des constantes, Lm , meN,
tels que

Iw(m)(t)| =L ™%, Vvte 10,1, VmeN.

Alors, on a la majoration

(m)

[y ™| s 2% (_+..4L ), Vte 10,1}, VmeN.
m m

+q+l

Revenons a la démonstration du théoréme, et pour cela soit l"o une com-

posante connexe de l‘,‘( , et Xg un élément fixé de l"0 . Pour x appartenant
1

a l"o et p a S(E), soit ‘opx la fonction définie sur [0,1] par
cpp,x(t) = 6p¢(x+txo), vtelO,1].

Alors, pour tout m appartenant a N, on a

(m),,, _
«pp'x(t) =3 m q:(x+tx0), vte(O,1],
xop

si bien que, compte tenu de (115) et (104), on a la majoration

(m)
P, X

W1 = Inteetx ) T (@) 5 [niex )| 7T n (e), vt e lo,1l.

XoP XoP

lp

Si on désigne par q' le degré du polynéme m, on obtient alors

(m) -1/t -q'/T
pr.x(t)l = [n(xo)l nxm (p)t , VmeN, Vt e 10,1},
oP
si bien que l’on peut appliquer le lemme (23) a la fonction (pp ¢ pour obtenir
_ q -1/t
|6p¢(x)| = }wp’x(0)| s 27| n(xq)| (np(«p)+...+7;xq+1 (),
0

avec q un entier naturel supérieur ou égal a q'/t. Nous voyons donc,

qu’étant donné un élément p de S(E), on peut trouver une semi-norme conti-
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nue sur L;(I',|n|dx), que nous noterons nl; , telle que 1’on ait

’ T ’
|apw(x)| = np(w), Vq:eLs(l",|n|dx), Vxel'nl.
Comme l";( est partout dense dans T, on obtient alors la majoration

) , T
vp(w) = np(w). cheLs(l",ln|dx).
ce qui achéve de démontrer 1’assertion (i) du théoréme.

Pour montrer 1'assertion (i), considérons une suite de Cauchy dans
L;(I‘,|n|dx). que nous appellerons ¢, , keN. Alors, il résulte de (i), que la
suite 12 est une suite de Cauchy dans L:(l"). Soit ¢ la limite de la suite
P dans ce dernier espace. Il est immédiat de voir que ¢ appartient a
L;(l",|n|dx), et que ¢ est la limite, dans cet espace, de la suite oy keN.
D’ou notre assertion.

Soient a nouveau I‘O une composante connexe de l""[ , ¢ appartenant a

1
L;(F,lu]dx) et p a S(E). En utilisant (104) et (114) on obtient la
majoration suivante, valable pour tout élément x de l‘o
vt _ @ /T
ja_p(x)] |m(x)] = ¥ |a_T, (x-y) 8_ o(y)||n(y)]” "dy.
P x+C P K P,
J=1 J

Utilisant alors !’inégalité de Holder, on trouve pour Is<jsm, et x apparte-

nant a l"o

J

x+C

I/t
IaPTkJ.(x—y)aqup(yH|n(y)| dy

-/t T I/t
1 _T, 3 T, .(x-y)||a d ,
= P kil {Lﬂcl P kJ(x Al pjw(y)l [m| y}

et, par suite, comme pour tout x appartenant a l"o. x+C est inclus dans I'O,

il vient, dans les mémes conditions pour x,

m
Iapw(x)lln(x)ll/Ts T na T, 47T

1/t
T
. a (x= .
ST {L |8 T, x-] 18 9] |n(y)|dy}
0

j=1
Appliquant alors I’inégalité de Minkowski au membre de droite de cette inéga-

lité, qui comme fonction de x est clairement mesurable et positive, on a
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T 17z m 1-1/t
{L |ap¢(x)| |n(x)|dx} s ¥ W8 Ty My
0 j=1

I/t
x {J- 8, Ty 0% y)||a ¢(y)| |m(y)|dx dy} .
l"oxl'0

Cependant le calcul montre que, pour I1sjsm,

I (x-y)| |a ¢(y)| |n(y) |dx dy
9Tk
l'oxl‘o J

T
T n
=08 TN I |ap oy)| " |uly)|dy = "8 T {"p (qp)} ,
o F i
d’ou il résulte que I'on a

t /T m -
Ur |ap¢(x)] |n(x)[dx} s L W8T vy (@)
0 j=1 J

Comme d’'une part, T —I‘;( est négligeable pour la mesure de Lebesgue, et
1

d’autre part, l‘;l n’a qu'un nombre fini de composantes connexes, il est main-
1
tenant clair qu’il existe une semi-norme, n; , continue sur L;(l",|1t[dx), et

telle que, pour tout ¢, élément -de L;(l‘,|n|dx). on ait

T /T
{J |8_e(x)| |u(x)ldx} = 1"(p).
P P
Mais il est manifeste que L:(l'.lnldx) est contenu dans L;(l'.|n|dx). I’in-

clusion étant continue. Nous avons donc démontré le théoréme 2. Q.E.D.

Maintenant, soit Y un espace mesurable muni d’une mesure o-finie, p. On

a alors le

Corollaire. L’espace L;(l‘ xY,lnIdxdu) est un espace de Fréchet. De plus
les espaces Lé(l"xY.ln|dxdp) et L:’(l‘xY,|n]dxdu) sont égaux, et la topologie
du dernier d’entre eux est, en fait, définie par les semi-normes v: , p par-

courant S.

Démonstration. Comme toute base de S est dénombrable, pour toute fonc-

tion ¢ appartenant a L;(l'xY,[u|dxdu), on peut trouver un sous-ensemble p-né-
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gligeable, NfP , de Y, tel que, pour tout y élément de Y—NW , wy appartienne

a Lé(r,|n|dx). Il est alors clair que, pour tout p élément de S(E), on a
(116) I |8_e(x,y)| |n(x)|dx duly) = J. v ) du(y), Ve € L;(l"xY,lnldxdu).
rxy P yPy

La deuxiéme assertion du corollaire est une conséquence immédiate de cette
remarque et du point (iii) du théoréme.

Pour montrer la premiére assertion du corollaire, on peut donc supposer
que S est égal a S(E). Soit donc Py kelN, une suite de Cauchy de
L;(FxY,|n|dxdu). Pour tout p élément de S(E), il existe une fonction, q)p.
dans Ll(FxY,|n|dxdu), telle que

. _ P =
lim 113 P~ @ “l,n = 0.
ko> +w

On montre alors par récurrence, que pour tout entier naturel s, il existe un
ensemble p-négligeable NS inclus dans Y, et une suite strictement crois-

sante d’entiers naturels,

ks.O ' ks,l v ks,l .
tels que
(i) Ns [ Ns+l
(ii) (kS+l,l)lEN soit une suite extraite de la suite (ks,l)lelN

(iii) pour tout élément 'y, de Y—Ns , et tout entier naturel Kk, wky
appartienne a L;(l",|n|dx) et pour tout élément p de S(E) de degré au

plus s, on ait

. P,
lim Ha ¢ - @l = 0.
I+ ks,l’y y L
Posons alors
+00
N=U Ns H
s=0

c’est une partie p-négligeable de y, et il est aisé de voir que pour tout y

appartenant a  Y-N, la suite Py
s,s’

v’ seN, est une suite de Cauchy dans

Li(l‘,ln]dx) ; désignons par ?y la limite de cette derniére. Alors la fonc-

tion ¢, définie sur TI'xY par
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elx,y) = fpy(x). Vxell, VyeY-N,

o(x,y) = 0, Vxel', VyeN,
est une fonction mesurable telle que, pour tout y appartenant a Y, q)y soit
de classe 6. De plus, pour tout élément y de Y-N, et p de S(E), on a,
dans Ll(l‘.ln]dx).
OpPy = ‘p‘; :

On a alors, pour tout entier naturel s et tout élément p de S(E),

|18 ¢ (x,y) - 3_o(x,y)] |n(x)]|dx du(y)
J‘rx\( Pkg s P

= I |apq>k (x,y) - oPx,y) | |nx) |dx duly) ;
I'xY s,S

ce qui montre d’une part que ¢ appartient a Ll(FxY,|n|dxdu), et d’autre part

que la suite P seN, converge vers la fonction ¢ dans L‘:(FXY,In[dxdu).
s,S

Il est alors clair que ¢ est la limite, dans L;(I‘><Y,|1r|dxdu), de la suite

¢ keN. Q.E.D.

»*
Maintenant soit =’ un diviseur de =n dans S(EC). Alors sous les hypo-

théses habituelles on a la

Proposition 5. L’espace Lolo(l',ln|dx) est contenu dans l’espace

L‘:(I',ln’|dx), et l’injection est continue.

Démonstration. Comme n est un produit de formes linéaires, on se raméne

immédiatement au cas ou il existe un élément non nul, «, de E; tel que
n= 1
On peut méme supposer que Rea est non nul et, dans ces conditions, puisque
pour tout élément x de E on a
|a(x)] = |Rea(x)],

on peut remplacer w par wRea. Autrement dit, il suffit de démontrer la
proposition dans le cas ou il existe « élément non nul de E., tel que

’

n="nao.
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Soit 1"0 une composante connexe de l‘;[ , et soit e
1

univolumique de E constituée d’éléments de l"o. On peut supposer, quitte a

la multiplier par un scalaire non nul, que la forme linéaire « prend la

l.....en une base

valeur 1 au point e,. Par suite, pour tout x élément de T, , a(x) est

1 [o]
un nombre strictement positif.
Nous noterons H I'hyperplan de E, noyau de «, que nous munirons de

I'unique mesure de Lebesgue de telle que, pour toute fonction ¢ dans

LI(E. dx), on ait

j p(x)dx = I qp(x+tel) de dt.
E HxR

Pour tout réel strictement positif t, nous noterons l"t I’ensemble des élé-
ments x, de H tels que x+tel appartienne a l"o. Alors, pour toute fonc-

tion ¢ dans Ll(]"o,dx), on a
+0
I p(x)dx =I {I ¢(x+tel)de} dt.
l"0 0 l‘t

Maintenant soit ¢ un élément de L:,(l",|n|dx). Alors on a, pour tout

élément p de S(E),

+00
Iro |ap«>(x)| |m(x)|dx = Io {Ir |8p¢(x+tel)| |n (x+tel)|de}t dt,
t

si bien que la fonction lllp , définie sur ]0,+w[ par

wn v = Ir |a plxste))| | (xste))|dyx,
t

est intégrable pour la mesure t dt. De plus on a

(118) Irolapwtx)| |m(x)|dx = I

+00
0 wp(t)t dt,

et aussi

+00
(119) |8_ox)||nw'(x)|dx = | ¢ (t)dt.
I, o I,

De plus comme, pour tout x appartenant a 1‘0

la fonction aqu est intégrable sur le cone convexe x+C, on peut écrire

et tout p élément de S(E),
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n
3plp(x) = (-1) Icapel...en¢(X+y)dy' Vxel‘o, VpeS(E).

1l résulte de 13 que, si x appartient & I', et p a S(E), la fonction ¢

o€ P.x
définie sur [0,+w] par

n +00 +00
«pp’x(t) = (-1) '[0 ...J.O aper"enqz(x+tel+y2e2+...+ynen)dy2...dyn ,

est Lebesgue-intégrable, et qu’elle satisfait a la relation
+0
apqz(x+tel) = Io ¢p'x(t+'t)d‘t, VteR.

Nous voyons donc que, pour x élément de T', et p de S(E), la fonction

0o

t —> apelw(xﬂel).

qui n’est autre que la dérivée de la fonction
t —> ap¢(x+tel),

est Lebesgue intégrable sur [0,+w[ et que

+00

(120) apq:(x) = Io apelqp(xwel)dt.

En reportant cette derniére relation dans la formule (117) on obtient, p

étant un élément fixé de S(E),

+00

wp(t) = Io {Ir |apelfp(x+(t+t)el)| |n’(x+tel)|de}dt, Vt>0.
t

Comme il est clair que l’'inégalité (104) est encore vraie avec @’ a la place

de m, on a

+00

lllp(t) = I {I |ape qp(x+(t+‘r)el)| |m (x+(t+r)el)|de}dt, Vt>0.
o r 1
t
Enfin I“0 étant convexe, pour tout paire t et T de réels strictement po-

sitif’s, 1"t est inclus dans l"tﬂ et, par suite, on peut majorer le second

membre de 1'inégalité ci-dessus pour obtenir

+00
120y s Jt wpel(t)dt, V0.

De cette derniére relation et de 1'égalité (118), on tire

+00
EACE Jt Ve (D7 a7 = Irolapelw(x)l [n(x)|dx, V©O,
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ou, si 'on préfére,

4 -1
122) t) s v t 5, Vt©O.
( qllp( ) pel(q:)
Utilisant (121) et (122) on obtient, pour Ost=l,
+00 1 +00
Y (t) = I Y (t)dt = J Y (t)dT + f Y (t)dt
P t P& t Pe 1 Pe

+00

g l-l
s v (w)J-r dr+j
2 t

Ty . (t) dt
pe1 (0] P

1
soit finalement, en tenant compte de (118),

Yy (t) = 2t (p) Logt + v (p).
P 2 pe
pe, 1

Utilisant alors la relation (119), on trouve

1
TC T
a_¢(x) ©'(x)|dx = -v ()JLotdt+v
Jrlpw ™ (x)| 29 | Los pe

+00
(o) + f v (Ddt
pe1 1 P

1
et, enfin

T T T
I |8 o(x) m(x)|dx = v () + " (p) + v™(p).
r P pe? pel P

Alors la proposition 5 est conséquence de cette égalité et de ce que, d'une

part F—F;( est Lebesgue-négligeable et, d’autre part 1""[ a un nombre fini
1

de composantes connexes. Q.E.D.

Soit a nouveau (Y,u) un espace mesuré o-fini. En utilisant la relation

(116), on démontre le

Corollaire 1. L’espace L:,(l"xY,|n|dxdu) est contenu dans l’espace

Li(l'xY,In'|dxdu), l’injection étant continue.

Si W est un ouvert de E contenant I et contenu dans .;, on notera
L:,(F,W) I’espace des fonctions continues sur W et dont la restriction a T
est un élément de L;(F,dx). Si p est un élément de S(E), on pose pour
toute fonction ¢ dans L‘:(F,W).

v (o) = fr|apq>(x)|dx - v;(tplr).
Il résulte du théoréme 2 (i) et du fait que I est partout dense dans W que

Loln(l",W) est un espace de Freéchet.
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Soit V(n) [I’ensemble des zéros du polynédme =n dans E ; c’est une
réunion d’un nombre fini de sous-espaces propres de codimension au plus deux
de E. Nous noterons T" [Iintérieur de T U V(m). Comme V(m) est d’inté-
rieur vide, on a

rercr.

Corollaire 2. Si ¢ appartient a L:'(I",In|dx) , la fonction mp se pro-

longe de maniére unique en une fonction continue définie sur r“, encore notée

ny ; cette fonction est nulle sur l""-I‘, et de plus elle appartient a l’espace

LI(F,I‘n). Enfin l’application

 — np

est une injection continue de Loln(l",ln]dx) dans L:'(l‘,l"n).

Démonstration. Soit ¢ appartenant a L:a(l",|1(|dx) ; 'unicité du prolon-
gement résulte de ce que I est partout dense dans . Comme, d’aprés le
théoréme 2 (i), la fonction ¢ est bornée sur T, I’existence du prolongement
est clair.

Maintenant, si P est un élément de S(E), il existe des éléments
Py seees Py s dans S(E), et des diviseurs =u, ,..., L de =@, en nombre

1

fini, tels que

1=1
On a alors, pour tout ¢ appartenant a L:o(l",[n|dx),
k
AOED) J'r |apl¢(x)||nl(x)|dx.
=1

1

Le corollaire est alors une conséquence immeédiate de la proposition'S5. Q.E.D.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le :

Théoréme 3. Soit ¢ un élément de Li(r'xY,ln[dxdu). Pour tout x appar-
tenant a T, l’intégrale

(123) J. o(x,y) duly),
Y
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est absolument convergente. Si on définit la fonction Fq’ sur T par

(124) Fq,(x) = J‘Yso(x,y) duly),

alors FfP appartient a Li(l",lu]dx) et, pour tout élément p de S(E) on a

125) 8 F =F, .
(125) pe O
P
De plus l’application
— F
# )

est un morphisme continu de Li(l'xY,|1t|dxdu) dans L:’(I‘.|n|dx).

Démonstration. Soit ¢ appartenant a Li(er,|u|dxdu), et xa T. Alors
il existe une base el seres en de E telle que, pour tout z dans un voi-
sinage W de x, z+C soit contenu dans TI. En effet, considérons W un voi-
sinage convexe de x contenu dans T, et soit ['(W) le cone de E engendré

par W ;il suffit alors de choisir e e, dans T(W).

s

Maintenant, d’aprés le coroiiaire 1 de la proposition S, on sait que ¢
appartient a L:,(I‘be,dxdu). Par suite, il existe une partie p-négligeable,
Nq’ , de Y telle que, pour tout y appartenant a Y—Nw , ¢y appartienne a
Li(l‘,dx). Alors si y appartient a Y—Nq) et z a W, on a, l'intégrale étant

absolument convergente,

(126)  olz,y) = (D" J' 8, elzrtydt.
Sepone,

Il vient alors

[t auw = [ o, elzet.y)]at uy)
Y CxY “"n

1
< IFXYlael."enw(z.y)ldz duly),
ce qui montre que l'intégrale (122) est bien absolument convergente.

Il est clair que Fw appartient a Ll(r,dx), et a ce titre, F¢ définit
une distribution sur 1'ouvert I  de E. Nous allons, pour un élément donné
p, de S(E) évaluer la distribution apr(p. Soit donc y appartenant & D(I),

et calculons



ESPACES L{(I" x Y, In| dx dy)... 117

s = = ,y)d d
@F, W J‘r ap“qll(x)l-‘w(x)dx Ir {quz(x 9 u(y)}ap#w(x) X

- {J‘ olx,y)0 #lll(x)dx}du(y).
Y r P
Mais, si y appartient a Y-qu , on a

I ¢(x,y)a uw(x)dx =I a_p(x,yW(x)dx,
r P r P

et par suite, il vient

= . dx d, = <F , Y.
W@F ,w '[Y Ir apw(x yW(x)dx duly) a3 ')

pe ¢

P

Ainsi nous avons montré 1’'égalité (125) au sens distribution. Pour montrer que
F‘p est de classe 6° et que cette égalité est vraie au sens des fonctions
€°°, il nous suffit de montrer que, pour toute fonction ¢ appartenant a
L:,(l'xY.|n|dxdp), F¢ est continue. Considérons alors x wun élément de T,
ainsi qu'un voisinage W de x et une base el yeeey € de E, comme

n

ci-dessus. Utilisant la formule (126) on obtient, pour tout z élément de W,

F(2) -F (x) = (-D" {I ) elt,y) dt du(y)
¢ ¢ (z+C)xY €%

- J ae e o(t,y)dt du(y)}.
(x+C)xY "1°"""n
et si, pour A et B deux ensembles, on note AAB leur différence symétri-

que, on a

19

F (z2) - F (x)| = ] e(t,y)|dt duly) ;
1% e I((z+C)A(x+C)]xY 1""%n

relation que nous préférons écrire sous la forme
IF (2) - F (x)] = [ x W]a_  _ elt,y)|dt duly),
(4 (] Y [(z+C)A(x+C)] e...e

ou, si A est un ensemble, désigne sa fonction caractéristique.

XA

Lorsque =z tend vers x dans W, la fonction converge

X{(z+C)A(x+C)]
simplement vers O, et le théoréme de convergence dominée montre que !’inté-
grale a droite du signe "s" tend vers zéro. Ainsi FV’ est bien une fonction

continue. De plus il est clair que F'P appartient a Li(l‘,]rrldx).

Le dernier point du théoréme est une conséquence immédiate du premier.
Q.E.D.
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Considérons a nouveau la décomposition en facteurs premiers

»*
avec pour ls=jsi, ocj élément de EC et nj entier strictement positif, et

désignons par A I’ensemble dont les éléments sont al yeees ocl , et par Ac

le sous-ensemble de A constitué des éléments qui sont totalement complexes,

»*
i.e. qui ne sont pas proportionnels a un élément de E . Posons alors

o
n., = n o, ,

€ sisl
o. €N
i c
R = n/uc .
Le résultat suivant est une conséquence immédiate du théoréme 2 (i), et

de [Val] Lemma 21, Part I, §3.

Lemme 24. Soit ¢ un élément de L:‘(F,|n|dx). Alors, pour tout p appar-
tenant 4 S(E) et toute composante connexe l‘o de T, aptp se prolonge conti-
nuement a FO n ™. De plus ¢ se prolonge de maniére unique en une fonction

g

n
de classe 6" sur T c élément de Lelo(I' c,|n|dx). Enfin U’application qui, a

n
¢ appartenant a L:o(l'.lu|dx), fait correspondre son prolongement € 4 T C,

encore noté ¢, est un isomorphisme d’espaces de Fréchet de L:,(l",ln|dx) sur
n

Ll €| n|ax).

[

n
Remarque. Lorsqu’on prend T = E"t ,ona T ¢ = E;! , si bien que tout

1 R

élément ¢ de LL(E"! ,|m|dx) se prolonge en un élément, encore noté ¢, de

L‘:(E"[ ,|1t|dx). tandis que l'application, qui a ¢ fait correspondre ce pro-
R

longement, permet d’identifier naturellement les espaces de Fréchet

LYE |njax) et LYE! ,|n|dx).

Maintenant nous allons établir un résultat permettant d’appliquer la for-
mule sommatoire de Poisson a une classe suffisamment large de fonctions.
Nous supposerons R"  muni du produit scalaire euclidien canonique, au

moyen duquel on I’identifie & son dual. On note Il I la norme euclidienne
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. n
correspondante, et dx la mesure de Lebesgue canonique sur R . Dans ces

conditions, la transformée de Fourier, ¥ K2 d'un élément ¢ de Ll(an,dx),
R
est la fonction définie sur R" par
~-i< >
F n<p(x) = J- o(y) e 1%,y dy.
R R"
Si x est un élément de Rn, nous noterons X[ seees X, SES coordon-

nées dans la base canonique, de telle sorte que

X = (xl,...,xn).

Soit C[Xl,....Xn] I’algébre des polynémes sur C en les n indéterminées

Xl yeeey Xn ; si p appartient a C(Xl,....Xn]. on note 6p I’opérateur dif-

férentiel p(a/axl,....a/axn). Nous noterons R™ 1’ouvert de IRn constitué

des vecteurs x de R" tels que

#
x1 xn 0,

et nous désignerons par 8n I’espace L:,(R"’.Rn).

Soit ¢ , 1ez”, la série définie par

n -1 n
=T (1+|1J.|) , Viez".
J=1

Il est manifeste qu’elle est de carré sommable et on pose, pour tout entier

we{L 41

lez”
Il llzm

strictement positif m,

Enfin désignons par Mn la maille du réseau Z" :
M = {xean 7 0sxd, 1= an}.
n J
On a alors le

Théoréme 4. Si la fonction ¢ appartient a €n , elle satisfait a la

relation suivante :

n
(127) > sup |p(x+k)| = 2" T E J- IaX X p(t)]| dt.
xeM n 30
n n s=0 teR 1 s
keZ . .
1531(. . .<JSSn
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D’autre part il existe une semi-norme m, continue sur 8n , telle que

(128) sup Z |¥ n«»(x+2uk)| s u_ nlp), Vee€ , Vm=0.
ernMn n R
keZ
Ikllzm

De plus, tout élément ¢ de En satisfait 4 la formule sommatoire de

Poisson valable pour tout x et y appartenant a R" :

129) L etxeke XY oy g preank) T X
R

kez" keZ"

les séries étant uniformément convergentes sur tout compact de R" x R™

Démonstration. Soit € (resp. €) la fonction définie sur Z (resp. ™ par

e(l) =1, si leZ et 1#0, €(0) = -1,

e(1)

n
n e(lj). si lez".
J=1
Nous allons d’abord établir une formule donnant une représentation intégrale
n,

des fonctions de classe 8° sur R. Plus précisément, si ¢ appartient a

8(an’). on a pour tout k élément de Zn, et tout x élément de l'intérieur,

M ,de M,
n n

~ n 1 kn
(130)  @(x+k) = () T Z JJ< J'
=0 k-e(k) Yk -e(k )
n n

15 <...<jsn !

s
{n (tJ. -kJ. ﬂ:(kj ))}ax‘ X p(x+t) dt.
= s

Remarquons d’abord que, si n=l, la formule (130) devient, pour ¢ appar-

tenant & E&(R’), k a Z et x a ]o,ll,

@(x+k) =Ik e(x+t)dt +JJ( (t-k+1)p’(x+t)dt, si k=0
k-1 k-1

0 0
p(x) = - I p(x+t)dt - I (t-1)¢’(x+t)dt, sinon.
1 1

Lorsque k est non nul, considérons la fonction de la variable réelle

wk(t) = (t-k+l1) p(x+t) ;
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elle est de classe 6" sur I’intervalle [k-1,k] et elle satisfait aux rela-

tions
qllk(k) = p(x+k), wk(k-l) =0

Vl{((t) = p(x+t) + (t-k+l)p’'(x+t), Vtelk-1,k].

Alors, dans ce cas, la formule (130) se raméne a
wk(k) - wk(k—l) = I:_lvllk(t) dt.

Le cas ou I’entier k est nul, se traite de fagon analogue en considérant la
fonction de la variable réelle,

lllo(t) = (1-t) p(x+t),
sur I’intervalle [0,1].
La démonstration de la formule (130) dans le cas général se fait par
récurrence sur l’entier naturel n : les détails sont laissés au lecteur.
Nous noterons @g'm(Rn/ln) I’espace des fonctions, ¢, définies sur R"
telles que

(i) ¢ soit continue et Zn-périodique

(ii) ¢|° soit une fonction de classe & bornée ainsi que toutes ses
M

dérivées.
Si p appartient a C[Xl....,xn], et ¢ a ﬁg’m(an/Zn), on pose

v;(w) = su1: ]apq>(x)|.
xeM
n

Alors, muni des semi-normes v; , p € C[Xl,...,Xn], I’espace t‘o’g’m(IRn/ln) est
un espace de Fréchet. Il est clair que si ¢ appartient a ﬁg'm(lkn/ln), et si

k appartient a Z", la fonction wl o est de classe 6% et pour tout élé-
k+M
n

ment p de C(Xl,....xn], on a
8 _p(x+k) = 8_¢(x), vxeM .
Pw P¢ n
Alors, il résulte de [Va] Part I §3, Lemma 21, que, pour Kk appartenant a Zn,

o a G‘O'm(Rn/Zn) et p a CcIX,,...,X ], la fonction 8 _¢ se prolonge
b 1 n P lk+}3(
n

continuement a kfﬁn.

Soient ¢ un élément de 8'" , et p de c[xl,...,xn). Alors il résulte
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de la formule (130) appliquée a Bpw que l'on a, pour tout p élément de

Zn. et tout point x de f'{n R

n

|6p¢(x+k)] = Z Z In |apx. X, p(x+t)| dt,
J J

s=0 I=j < -+<{j =n 1 s
! s Tk ~e(k,),k,]
e R b

d’ol 1’on déduit la majoration uniforme par rapport & x parcourant f’ln ,

n

l+1 n+1
(131) |6p¢(x+k)] s Z Z Ikk I: . |apX....X. p(t)]dt.
s=0 1sj¢e¢isn n oo Js

Cependant, si p appartient a C[Xl'""xn]' on a

+1 +1
(132) Z JJ(" [k“ |a_p(t)|dt = 2" I MEROIE
k-1 k-1 P R P

kez"

La relation (127) est alors conséquence des relations (131) et (132), et de ce
que la fonction ¢ est continue sur R".
Maintenant, pour tout 1 appartenant a Zn, on a

Z sup |p(x+k)| = Z sup |p(x+k)|,
N xel+Mn n xeMn
keZ kezZ

ce qui montre que la série,
Z p(x+k),

kez"

est normalement convergente sur tout translaté, par un élément de Zn, de la
maille Mn , et donc, sur tout compact de IR". En particulier, il est clair
que le membre de gauche de (129) est une série uniformément convergente sur
tout compact de R" x R™.

Soit trw la somme de la série,

Z p(x+k).

kez"

Alors il n’est pas difficile de voir, en utilisant les inégalités (131) et

(132), que l’application,

$p—c ,
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est un homomorphisme d’espace de Fréchet de En dans Gg'w(mn/ln).
Si Y est une fonction Lebesgue-intégrable sur Mn , on définit, pour 1
appartenant a Zn. le coefficient de Fourier d’indice 1, y(l), de ¢ en

posant

133) ¥ =J U(x) e 1eTLX g
M

n

Avant d’aller plus loin dans la démonstration du théoréme 4, nous allons

établir le

Lemme 25. Soit  appartenant 4 63'”(»?"/1"). Alors la série y(l),
leZn, est absolument convergente, et y est la somme de sa série de Fourier ;

plus précisément on a
(134)  y(x) = Z p() P gy eRh,

lez”

De plus il existe une semi-norme continue, n sur (;‘g’m(an/Zn) telle que, pour

tout mz0, on ait

~ 0,0, N, N
(135) Z o] = u ny), VY e 6. (R/Z ).

kez"
ikllzm

Démonstration. Soit ¢ un élément de 62’“’(02"/1“). Nous allons d’abord

montrer que si s, ‘jl ,..» J. » sont des entiers tels que 1ss=n et

s

15j1<...<js-<-n, on a, pour tout | parcourant Zn,

(136) 1, il 04y

-~ ._\=S
e o) = (2in) IM 8y g ¥ e

s n J1 Jg

Lorsque n =1 la formule (136) s’écrit, pour 1 appartenant a Z,
” _ 1 ot
1) = i j wx) e 2mX gy
0

Or, la fonction ¥ étant par hypothése continuement dérivable sur [O,1], une
simple intégration par partie montre que la formule (136) est vraie dans ce
cas.

Pour démontrer cette formule dans le cas général, nous allons procéder
par récurrence . Soit donc n un entier plus grand que 1, et supposons le

résultat vrai pour tout entier au plus égal a n-l. Identifions an“l avec le
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éme

sous-espace de R" " constitué des vecteurs dont la n' coordonnée est nulle

nxéme vecteur de la base canonique de R". Soit ¥ un élé-

ment de G’g’“(Rn/Zn). Pour tout x appartenant a an-l. nous noterons qllx la

et soit e , le
n

fonction de la variable réelle t définie par
(137) wx(t) = ql:(x+ten). VteR.
n-1

Nous allons montrer que, pour tout X dans R, ¥

% appartient a

Gg’m(lR/l). et que si, pour t parcourant JO,1[ et k parcourant N, on défi-

nit la fonction de n-1 variables réelles n/tt k * par
_ (k) n-1
(138) 'I’t,k(X) = le (t), VxeR ,

alors \bt X est un élément de Gg'm(Rn_l/ln_l), et on a

139) ¥, () =8 | Wlxste), Vxeihn .
’ X

n

n-

Soit x dans Rn-1 ; il existe un unique élément 1, de Z 1 tel que x

soit dans I+Mn_l. Soit y appartenant a “ﬁn-l' Si t appartient a ]O,1[,
il est clair que la fonction,
T —> w(y+t(x-y)+ten).

est de classe 6" sur l'intervalle [0,1] et, par suite, on a

n-1 1

(1400 y (1) = \lly(t) + I (xj-yj) J. ax‘w(y*t(x—y)ﬂen)dt .

J=1 o 7j

Pour Tt parcourant [O,l{, la fonction,

t— Bx.\b(y+t(x—y)+ten),
J
est de classe ©° sur l'intervalle ]0,1[ , chacune de ses dérivées, a savoir

les fonctions,

t— 3 X wly+t(x-y)+te ), keN,
X X n

Jjn
étant bornée sur I’intervalle 10,1[, uniformément par rapport a T dans
[O,1[. Il résulte alors, du théoréme de dérivation sous le signe somme que

la fonction l[lx , qui par définition est continue et Z-périodique sur R, est

de classe €% sur I’intervalle 10,1l et satisfait a la relation
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(1a1) w(k)(t) = w(k)(t) + E (x -y ) J. a -ﬂ(yﬂ'(x-y)#ten)dt,

VkeN, VtelO, 1[.
Mais la relation (141) entraine que, pour tout entier naturel Kk, w(k) est
bornée sur ]0,1[, et cette derniére remarque achéve de montrer que 'llx appar-
tient 2 B "(R/2).
Maintenant il résulte de (137) que l’on a, pour x appartenant a IR“_l

1 n-1

et a z -,

ce qui montre que, pour t élément de ]0,1[ et k de N, la fonction wt X

est Zn_l—périodique. Comme la relation (139) est immédiate, pour montrer que

!Iltk appartient a ﬁg'w(Rn-l/ln-l). il suffit de montrer qu'elle est une fonc-

tion continue sur ﬁn-l' Pour cela on remarque que la relation (141) est, pour
t appartenant & JO,1[, k & N et y a &n-l , valable pour tout x dans
Mn—l et qu'elle s’écrit,
n-1 1 _
wt,k(X) = 'I’t,k(y) + X (xj—yj)I a4 lll(y+'r(x—y)+ten)d'c, VxeM .
j=1 (o] Xan

Mais, si j est un entier compris entre 1 et n-1, et si T appartient a
[0,1[, la fonction de n-1 variables réelles

x—8 ql:(y+t(x—y)+ten)
X.X

i'n
est continue et uniformément bornée, par rapport a T, sur —ﬁn ; de la résulte
la continuité de la fonction wt,k sur ﬁn'

Soit donc s, _jl yeses ‘is , des entiers comme ceux intervenant dans la
formule (136). Quitte a effectuer une permutation des coordonnées on peut sup-
poser que n = js , si bien que le premier membre de (136) s’écrit, 1 étant un
élément fixé de 2",

1ol lnj‘ Yix)e 1RO 1ol I 1 @x(ln)e‘m’”'")dx

1 Js-1t M L s

Grace au fait que la relation (136) est vraie lorsque n=1, on obtient alors
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-2intl

l .
1. ...1,; I ﬁ {J w;((t) e n dt} e-l<2nl, x> dx
Jy J M o

s-1 -1

. . =2intl
e-1<2nl , X dx } e n dt,

"
.“.’l -
E]
—
(=]
—
e
o,
o
)
L
—
=
<
—
-

ou on a posé

Appliquant alors 1’hypothése de récurrence aux fonctions n/l1 - telo, 1, et
remarquant que, pour x dans ﬁn—l et t dans 10,i[, on a
‘Ill't(x) = ax lll(x+ten).
n
on obtient la relation (136) pour la fonction .
C’est alors une conséquence immédiate de cette relation, que I’on a
-~ n -5 ~
(142) || = ¢ { L (2n) z 6y x ¥ (1)]},
s=0 . . 3,
15J1<. . .(JSSn 1 s
d’ou l'on tire, en utilisant 1’'inégalité de Parseval-Bessel pour les fonctions

ax X v, 15j1(...<jSSn, O=s=n, que, pour tout entier positif m, on a

I s

- n -s 5 V2
L e s um{ L (2n) Z {IM loy X, ¥ix)| dx} }

lez" s=0 1< M I s

[BUES ] 1

g'm(an/Zn) satisfaisant, pour

L’existence d’une semi-norme % continue sur €
tout entier positif m, a la relation (135), découle de la.
s N 0,00, N N , .
Considérons a nouveau un élément Y de Gb (R"/Z). D’aprés la relation
(135) la série des coefficients de Fourier de  est absolument convergente.

Comme la fonction ¢ est continue et Zn—périodique on sait alors qu’elle est,

en tout point de an, somme de sa série de Fourier. Q.E.D.

Reprenons la démonstration du théoréme 4. Si x appartient a R" on

note ny (resp. rx) I’opérateur agissant sur les fonctions de n variables
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réelles (resp. les polynémes complexes en n indéterminées) défini par

-i<x, y>w(y)' Vyean

nply) = e
txp(y) = ply-ix), Vyec™
Alors, si ¢ est une fonction de cldsse 6" sur un ouvert de Rn, pour tout
x dans an, on a
ap Hp = px(a_r p ?).
X

De cette derniére relation il découle que, pour tout x appartenant a IRn, Hy
opére dans I’espace gn et que, de plus, pour toute partie bornée B de R"
et toute semi-norme 7 continue sur Qn , il existe une autre semi-norme, 7’,

continue sur 8n telle que

(143)  sup nlu_¢) s 0'(p), Vo€ & .
b4 n
x€B

D’autre part, si ¢ appartient a €n et x a IRn, on a

A n
F nqz(an) = o-w (1), Viez

(149) R

(F uelly) =F olx+y), VyelR".
n' x n
R R
Alors, en utilisant la deuxiéme assertion du lemme 25, ainsi que le fait que
I’application ¢ —> GW est un morphisme d’espaces de Fréchet de En dans
0,0,.n N . » . . .
Gb (R°/Z), on voit qu’il existe une semi-norme, m, continue sur 6’n telle

que, pour tout entier positif m et tout élément x de an, on ait

I |F n e(x+2nk)| = u n(pxqa), Vq)e@n .

kez"
Nkl =m

Choisissons alors une semi-norme, %’, continue sur 8n et satisfaisant a la
relation (143), relativement & la semi-norme % et a la maille ZnMn ; il est
clair que cette semi-norme 7%’ satisfait a la relation (128).

De cette derniére relation résulte que le second membre de (129) est une
série uniformément convergente pour (X,y) parcourant K x IRn. ou K est un
compact quelconque de Rn.

Enfin, le fait que tout élément de gn satisfait a la formule sommatoire

de Poisson est conséquence des formules (144) et du lemme 25, formule (134).
Q.E.D.



128 P. TORASSO

Nous aurons besoin d’un résultat complémentaire. Si r et q sont des

entiers naturels tels que rsq, on note Cr q le cone de RY dont les élé-

ments sont les vecteurs y tels que les coordonnées d’indice j, pour Isjsr,
soient strictement positives, et, si n est un troisiéme entier naturel on

note & I’espace
n,r,q

, R"xC_ ).

LI®™ x ¢
() r,q

r,q

Nous considérons les éléments de 8n r.q comme des fonctions des deux varia-
8y

bles, x dans R" et y dans Cr q On a alors le

Lemme 26. Si y appartient a Cr.q et ¢ a gn,r,q , la fonction

¢(.,y) est un élément de 6n . De plus lapplication ¢ — ¢(.,y) est un

morphisme d’espaces de Fréchet de & dans & .
n,r n

Démonstration. Soit ¢ un élément de G’n rq Alors il existe une partie

négligeable, Np , de R™ telle que, pour tout x dans R™ et tout p dans

C[Xl.....xn. Yl,...,Yq), la fonction apw(x,.) soit Lebesgue-intégrable sur

Cr a Il résulte de 1a que, pour x appartenant a R™- NW , et p a
I:[Xl,...,Xn , Yl""‘qu'
3_p(x,y) = (-9 I 3 (x,y+z)dz, VyeC
pw y c le...Y PIXy Y r,q
q
qq
Maintenant, si y appartient a Cr q’ il est clair que la fonction

¢(.,y) est continue sur an, et de classe 6° sur R™. D’aprés ce qui pré-

céde, pour tout élément p de C[Xl....,Xn]. on a

I |6p¢(x,y)|dx s I |apY v o(x,y+z) |dx dz,
n n 1+Yq

R R 'xC
9.9

d’ou il résulte que

vp(w(..y)) s val'_'Yq ().

Le lemme est démontré. Q.E.D.

Le résultat suivant est, alors, conséquence immédiate du théoréme 4 et du

lemme 26.
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Corollaire. Si ¢ est une fonction dans gnrq , elle satisfait a la

relation
(145) ¥  sup |ex+k,y)| dy
n xeM_“C .
keZ n r,q
n n
=2 T I |6x. X, o(t,y)|dt dy.
$=0 1<j <T.¢jsn “R%cC s
1 s r,q

D’autre part il existe une semi-norme 7w, continue sur t?n telle que, pour

tout réel positif m, on ait

(146) sup Z | ¥ ntp(.,y)(x+2nk)[ s n(e(.,y)), VoeE Vyecr'q
xe2uMn n R

keZ

ITkliZm

En particulier, les séries

) I |o(x+k,y)|dy, et T I |F o(.y)(x+2nk)|dy

kel" cr,q keln Cr,q R

sont uniformément convergentes sur tout compact de IRn, et leur somme est une
fonction continue, ln-pérlodique et bornée, de la variable x dans Rn, tan-

dis que les applications « et B définies par

(147)  aly) = sup T J- | o(x+k,y) | dy, Vpeen.r’q ,
xeR ke n-C
4 r,q

’

(148) B(p) = sup, T J- | ntp(.,y)(x+2nk)[dy, V(peﬁ’n ra
n“C R v
keZ r,q

xeR

sont des semi-normes continues sur en rq
Wy
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»*

§ VIl - A NOUVEAU LES INTEGRALES ORBITALES SUR 8

Reprenons les notations introduites dans le paragraphe VI et choisissons

»
une norme Il I sur g . Nous allons établir le

Théoréme S. Soient j appartenant 4 car(g) et W un ouvert ~-saturé
de V). Alors il existe des réels positifs C et r, tels que, pour tout f

*
dans j , on ait

4 . Ig. T w?
(149 |x; ()] JG/“,'UW(“ gt ™ w?

u}dg's C,
les intégrales étant uniformément convergentes par rapport 4 f parcourant
»*
j . En particulier, les intégrales orbitales Fjw‘p(f ) sont absolument conver-
» *
gentes pour tout ¢ dans ¥(g ) et f dans j .
»*

Si ¢ appartient a ¥(g ), la fonction Fjwqp est un élément de
1,.* *S '
LG .lu,. S|df) et, pour tout p dans S(s)”, on a

1 . =F,
(150) 6p.(F, )=F

»* -
Enfin Ulapplication F‘;, de ¥(g) dans L:'(j ,|njs|df), qui 4 ¢

_fait correspondre Fngo , est un homomorphisme d’espaces de Freéchet.

Avant de démontrer le théoréme S rappelons le résultat suivant contenu

dans [Va] (Part I § 3, Lemma 8)

Lemme 27. Soient E un espace vectoriel euclidien réel de dimension
finie, I I la norme euclidienne sur E, et M un ensemble de mesures boré-

liennes positives sur E. Alors les conditions suivantes sont équivalentes
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(i) pour tout m appartenant a M, tout élément de D(E) est m-inté-
grable et, de plus, il existe une semi-norme v, continue sur ¥(E) telle que,

pour tout m dans M et tout ¢ dans DI(E), on ait

” ¢ dm
E

(ii) il existe des réels positifs C et r, tels que, pour tout m

=< v(yp),

appartenant & M, on ait

I (1 +1x)" dm = C.
E

De plus, si ces conditions sont satisfaites, les intégrales apparaissant

dans (ii) convergent uniformément par rapport & m parcourant M.

'y
Démonstration du théoréme 5. Pour tout f élément de j notons o‘j(f )

»
le signe de "j s(f ). Alors si f est dans j , pour tout ¢ appartenant a
* *
80(9 ), l’espace des fonctions continues sur g et a support compact, l’in-
tégrale orbitale F jww(f ) est absolument convergente, et, de plus, l’appli-

cation

w
@ —)o‘j(f) Fj.w(”

»*
définit une mesure de Radon positive sur g , notée m

=
Pour voir cela on constate, en premier lieu, que d’aprés la proposition
4, le corollaire du théoréme 2 et le théoréme 3, 1’intégrale orbitale Fjwq,(f )

est convergente lorsque ¢ est une fonction de D(g.) ne prenant que des
valeurs positives. Soient alors K un compact de g*, et ¢ une fonction de
SD(g’) ne prenant que des valeurs positives et constante et égale a 1 sur K.
Dans ces conditions il est clair que pour toute fonction ¢ de Gc(g*) dont

le support est contenu dans K, on a

2 N w
|, (O] J‘G/H.{J’W |ote.(tou)| m; (w du}dg = uon, |7 o).
j

Ceci montre notre assertion.
D’autre part les résultats des deux paragraphes précédents, cités ci~des-

sus, montrent aussi que 1’application,
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»*
induit un homomorphisme d’espaces vectoriels topologiques de D(g ), muni de
- »*r
la topologie induite par celle de ¥(g ), dans Lcln(j ,|uj sIdf ). 11 résulte

»
alors du théoréme 2 (i) qu'il existe une semi-norme continue v, sur ¥(g)

-
telle que pour tout f appartenant a j ,

d
] g e

La premiére assertion du théoréme est alors conséquence du lemme 27.

= v(p).

Maintenant 1’application

w

jre’ .
*

définie sur D(g ), se prolonge par continuité en une application de ¥(g)

¢ — F

t A *
dans Li(j ,|uj s|df ), I'image d’un élément ¢ de ¥(g ) par cette derniére

étant notée fjww . Comme d’aprés le théoréme 2 (i), 1’évaluation en un point

’
»

»
f de j est une forme linéaire continue sur L;(j ,|uj sIdf ), il résulte
»*
facilement de ce qui précéde et de «ce que D(g ) est partout dense dans

»
¥(g ), que

=W w *
F. = F." , Vee¥(g ).
i e j.e pef(g )

Par suite, I’application F. est bien un morphisme d’espaces de Fréchet de
#(g") dans LG dn
a ans L_(j 'Iuj,sl .
»
Enfin, si p appartient & S(s )S , l'égalité (150) est, d’aprés les
résultats du paragraphe précédent déja invoqués, vraie pour tout ¢ dans
» »

D(g ). Ceci signifie que les deux morphismes continus de ¥(g) dans
1,.* w w N Lo s *
L (j ,|m, _|df), que sont 8 _oF. et F.o8 ont méme restriction & D(g).
© ),s pj ) ) P

Mais ceci entraine leur égalité. Q.E.D.
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G,x G

Commencgons par introduire quelques notations. Soit E un espace vecto-
riel réel de dimension finie, muni d’'une structure symplectique définie par
une forme symplectique, que nous noterons génériquement k. Nous désignerons
par Sp(E) le groupe symplectique de E si E est non nul, le groupe tri-
vial sinon, et par Mp(E) le groupe métaplectique correspondant, que Il’on
peut définir comme étant le revétement connexe a deux feuillets du groupe
Sp(E). Soient L un groupe de Lie et h un morphisme de groupes de Lie de L

Lh'E. ou plus simplement par LE. le

dans Sp(E). Alors nous désignerons par
sous-groupe de L x Mp(E), dont les éléments sont les couples (1,x) tels que
h(l) = p(x),

ol p désigne la projection naturelle de Mp(E) sur Sp(E). Le groupe LE
est un revétement a deux feuillets, pas forcément connexe, du groupe L. La
projection de LE sur L définissant le revétement, est induite par la pre-
miére projection de L x Mp(E) sur L. Le noyau de cette projection est un
groupe a deux éléments dont nous noterons cE 1’élément non trivial ; si cE

désigne I’élément non trivial de Kerp, on a

ef = 0,5,
Il est clair que l’application,
x — (x,1),

induit un morphisme de groupes de Lie de Kerh dans LE. En fait cette

application est une section de Kerh dans LE qui est canonique, et que nous

noterons sh‘E ou, plus simplement, sE.
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Soient L un groupe de Lie, | son algébre de Lie et 1 wun élément de
['. Alors la forme bilinéaire alternée Kl. canoniquement associée a 1, et
définie par

XY = a, X YD, VX, Yel,

induit une structure symplectique sur l'espace quotient [/I(1). Si H est un
sous-groupe de Lie de L(l), la représentation adjointe de L induit un mor-
phisme de H dans sp(1/1(1)) ; nous noterons Hl. el et sl les objets dé-
finis ci-dessus et attachés a H et a ce morphisme.

Soit (B,j,B) un groupe presque algébrique, et soit x un caractére
unitaire de Kerj.

Si f appartient a b‘, on note XB(f ) ’ensemble des représentations

unitaires et irréductibles, T, de B(f )f telles que

asy () e = -1
(151) (ii) la restriction de T a la composante neutre de B(f )f est

un multiple d’un caractére de celle-ci dont la différentielle est if|b(f)’

et on note XB x(f ) le sous-ensemble de XB(f ), constitué des éléments T

tels que
. f .
(151 (iii) (s (¥)) = x(¥) 1d, VyeKerj.

Il est clair que XB(f) est réunion disjointe des XB x(f). pour x parcou-

rant Kerj".
»*
Nous dirons qu'une forme linéaire f dans b est B-admissible (resp.
x-admissible), si et seulement si XB(f ) (resp. XB x(f )) est non vide, et nous

- »
noterons bB,a d (resp. bB,x,a d) leur ensemble. Enfin nous poserons

» " - * »
b, b
r

»
(1s2) b, =b bB,x = bB,x,ad nb .

B~ "Bad "
»*
On remarquera que bB ne dépend que de la structure de groupe de Lie de B,

et non de sa structure de groupe presque algébrique.

Soit ¢ le sous-ensemble de b constitué des éléments elliptiques. On
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définit alors une fonction ':b » SUr € en posant :

(153) g (T) =exp (3 T A dim b)), VTee

b
+
AEAT

Soit EB (resp. EB)' I’ensemble des éléments T de b, tels que expBT

soit égal a 1 (resp. exp,T appartienne a Kerj). Alors il est clair que I’on
B

a les inclusions

Si j appartient a car(b), on note t [1’algébre de Lie du sous-groupe
compact maximal de expBIRj, et a la sous—algébre des éléments R-semi-simples
de j, de telle sorte que

j=t®a;
dans ces conditions, t (resp. a), est la partie anisotrope (resp. déployée)
de j. Alors EB n t est un réseau de t, que I'on note ?B , et EB nt est
un sous-groupe discret de t, noté tB ; ce dernier groupe est en fait un

réseau du sous-espace vectoriel t(B), de t qu’il engendre. Le groupe quo-

tient tB/fB est isomorphe, via [’application exponentielle, au groupe
discret Kerj n expt.

Choisissons un élément X de it ® a, tel que, pour toute racine o de

A}. , a(X) soit non nul et posons

A;.’ = {aeAj / a(X))O}

(154)

_l -
Ppi =3 Y a et ob,j_pb,”t'

Alors, pour tout T dans tB , on a
(155) (T) = explp, .(T)),
Cb exp pb,j

si bien que la restriction de §b a tB est un caractére de ce dernier, noté
¢g -
Si x appartient a Kerj*, on lui associe une fonction, ;"B , définie sur

EB par
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(156)  x,(T) = & (T) x(expT), VTeE, .
B b B

Comme Kerj est central, EB est une partie B-stable de b, et la fonction

;B est B-invariante. De plus la restriction de iB a ?B est un caractére
de ce dernier, que 1’on note encore ;‘B . On a alors
lB = CB .
Si E est un espace vectoriel de dimension finie et si R est un réseau

»*
de E, nous noterons R , le réseau dual de R, i.e.

» »
R = {J\EE / AR) c an},

et vol(R), le covolume du réseau R dans E ou, si l’on préfére, le volume
relativement a la mesure de Lebesgue choisie sur E d’une maille de R.

Si F est un sous-espace vectoriel de E, et si p appartient a F‘, on
notera F:; le sous-ensemble de E. constitué de formes linéaires A telles
que

AlF = M.
Alors F;I; est un sous-espace affine de E'I translaté de FJ-. Le choix d’une
mesure de Lebesgue sur F détermine une mesure de Lebesgue sur FJ' et sur
chacun de ses translatés dans E‘.

Soient j appartenant a car(b) et x a Kerj*. Nous poserons

¥ * v iy, T _ ~
tB,x = {uet / VTetB e = xB(T)}
(157)
L » iw, T _~
tB,l = {uet(B) / VTetB e = lB(T)} ,
~ » o
si bien que th et tBl sont des translatés respectifs des réseaux tB

»
et tB . Plus précisément, si ux est une forme linéaire sur t, telle que

exp(i(ux , T>) = x(expT)
pour tout T dans ?B , on a
~¥ ~
(158) tB,x = px + o-b',. + tB ,
tandis que
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»*

»
(159) tB.l = b,j|t(B) + tB .

Dans ces conditions on a
»* »* L *
bgn b; = U (t(B)“ n ”j,r)

»*
(160) Hety

be_abi= U  (tf-nb )
nh, = nhbh, ).
) u J,r
Help
*
Considérons maintenant les séries de distributions sur bi :
L Igm e Xy

XetB

f,

et

-i<f, X>

T xg(X) e df.

Xe tB

Il résulte de la formule sommatoire de Poisson, que ces séries convergent dans

. R
f’(bj) vers des mesures de Radon positives, notées respectivement mé et
j .

my X lesquelles sont déterminées par les formules
j -1 .
® de = vol(tB) e(f) df, Vee€ (h.)
™ 1 c )
b, L B
) t M
kel
(161) ’
I ¢ dm) = vol(T 7! Z I o(f) df, Vee€ (h).
* B,x B . 1 c’j
j T n
Helpy
- . .
Les restrictions & b, des distributions m) et m, sont claire-
j.r B B,x

ment H}-invariantes et, a ce titre, elles sont, d'aprés le lemme 3, restric-

* »*
tion de distributions B-invariantes définies sur I’ouvert brj de b, et
notées respectivement mBj et me).. Ces derniéres sont des mesures de

B *
Radon positives sur cet ouvert dont les supports sont les fermés de brj '
»* -
notés respectivement b_ . et b ., tels que
P B,j B,x,j q
by . =b.nb b b b
.= n . .= n ..
B,j B r,j B,x.j B,x r,)

»
Elles se prolongent en des mesures boréliennes positives sur b, encore
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*
notées mB.j et mB.x.j , pour lesquelles le complémentaire de br,j est
négligeable.

*
On définit alors les mesures boréliennes positives sur b, my et
me , pour x appartenant a Kerj®, en posant
(162) my = L Mg Mg, = T Mg xj
jeCar(B) jeCar(B)

Pour ce qui précéde on pourra consulter [Du-1] Appendice et [Du-3] V.

Remarquons que Kerj est un groupe abélien discret dénombrable si bien
que le dual unitaire de chacun de ses sous-groupes est un groupe abélien
compact que l’on munit de la mesure de Haar de masse totale 1. De plus, si j
est un élément de Car(b), il est clair que, pour x appartenant a Kerj",

j

la mesure m
B,x

ne dépend que de la restriction de x a Kerjnexpt. Dans

ces conditions on a les relations

m) = I m) dy = I mé dx , VjeCar(b)
(Kerjnexpt)” X
(163)

Kerj”®
Revenons au groupe G qui, en fait, est le groupe presque algébrique
(G,j,G). Si j appartient a Car(g), et si K,. est la forme bilinéaire symé-
trique sur j définie dans le lemme 7, les sous-espaces t et a de j sont
orthogonaux tandis que a est contenu dans l’orthogonal, a(G), relativement a
Kj , de t(G) ; comme Kilt est définie négative, a(G) est un supplémentaire
canonique de t(G) dans j.

Maintenant soient j un élément de Car(g) et x un élément de Kerj".

*
Alors, pour toute fonction ¢ dans D(gr j), on a
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(164) (i) J' , vdmg

8,j

-2dg - "
= (2n) [Wj] vol(tG) I . Fj)q)(uw) "j,s(“ﬂ’) dv,
« a(G)
Kets )
(164) (i1) I edmg

gr.j

-2d a4 e
=(2m 9 [wj] vol(tG) Z J . Fi.w(‘“w nj,s(”")) dv.
a

*

HelG
En effet, si tient a o ( )t a v 5 a vh
n effet, si p appartient G (resp tg o) w0 resp. f, n

j ) néoli Lo
G (resp. mG,x) négligeable dans t(G)Il n bj,r (resp.

est de complémentaire m
tt n b; r). Ce dernier point résulte de ce que, d’une part, si t(G):; n b;,r
(resp. t:; n h;.r) est non vide, il existe v appartenant a u(G)* (resp. u*)
tel que n}.'s(uﬂz) soit non nul, et que, d’autre part, Vj est 1'ouvert de
Zariski de b;,r constitué des éléments n’annulant pas le polyndéme nq , poly-
néme satisfaisant a la relation (33). Comme t:},l (resp. ?;.1) est au plus
dénombrable notre assertion est claire.

De plus les arguments que nous venons de développer montrent aussi que,
d'une part, les formules (164) (i) et (ii) sont valables pour toute fonction
¢ borélienne et positive ou respectivement

et m .~intégrable sur

G, )
* - -
g , et que, d’autre part, 8g N V  (resp. ,ng n V) est de complémentaire m

"G,
G
R » »
(resp. mG'x)-négllgeable dans 8g (resp. SG,X)'
Nous désignerons par ¢ (resp. ‘bl) le sous-systéme de A, s constitué
’
des racines réelles (resp. imaginaires pures) et par W(®) le groupe de Weyl

*
de &. Alors W(®) opére dans j et j et s’identifie naturellement a un

sous-groupe de Wj .

On a le
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Théoréme 6. Soient x appartenant 4 Kerj~ et j 4 car(g). Alors toute

»
fonction appartenant a (g ) est a la fois et m_ .-intégrable et,

"6, G.j
de plus, m aussi bien que mGj est une mesure de Radon tempérée sur

»*

g .

G, ,j

Démonstration. Nous allons tout d’abord établir 1’assertion concernant la

mesure mej‘ En fait d’aprés le lemme 27 il suffit de montrer que toute
A

»*
fonction ¢ dans D(g) est mej—intégrable et qu’il existe une semi-

»
norme, 7, continue sur ¥(g ) telle que

(165) ” om0 = (o), VeeD(g ).
. X

%

Mais ce dernier point est conséquence du fait suivant :

»
(166) il existe une semi-norme, 7, continue sur ¥(g ) telle que

»
Z I |F. (u+v), _(u+v)|dv s n(p), VeeD(g ).
» b )s
i °
Y

En effet supposons l'assertion (166) établie et soit ¢ appartenant a

- -
D(g ). Choisissons alors ¢ dans D(g ) ne prenant que des valeurs positives
et constante égale a 1 sur le support de ¢. Comme Y est, en particulier,
borélienne et positive, on peut lui appliquer la deuxiéme des formules (164)

et il résulte alors, de I'assertion (166), qu’elle est m .~intégrable. La

G,2,j
fonction ¢ étant, en valeur absolue, majorée par Ilwllmnll, elle aussi est
m .—~intégrable, et on est en droit de Ilui appliquer la deuxiéme des

G,x,)

formules (164), d’ou I’on tire la majoration

J » ¢ de'le s Z Jl* IFj»W("“’)nj»s(‘u.V)ldv‘
g Q

r,j o *
el x

L’inégalité (165) est alors claire.
Soient @ un ensemble de racines positives dans ¢ et c(@") la cham-

bre de Weyl positive associée :
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+ * +
C(®) = {vea / Vaed , <v, Hoc) > 0}.

Soit ¢ dans D(g ). Comme la fonction 1:] sF, v est H}-invariante on a

Z | [} ) (uw)|av = (W@ Alg),
a

~%
“G‘G,x
avec
Alp) = Z J [F (u+v)1t (u+v)|dv
. @Y
uets

Si 0; est un ensemble de racines positives dans QI , on note C(‘b;)

la chambre de Weyl positive associée,

) = {pet / Vaed] , G, iH > o},

et . la fonction caractéristique de cette derniére. Soit alors ql/wl la
[
1

»
fonction définie sur t x C(&") par

+
¢
v, ) = % ) F G, vuet, vveC(eh),
I

ou n} est le polynéme quotient de n,. g bar le polynéme

"R M +Ha
aed

Si on pose

(w) Z I (u,v)[u (v)dv,

= Tcet )
G.x

M
Alp) = Z AL,
+
ol

pet

il est clair que l'on a

la somme étant étendue aux ensembles de racines positives dans <l>I .
Soit ¢; le systéme des co-racines de 01. Alors il existe un entier

naturel non nul, m, tel que 2inm¢; soit inclus dans ?G . Soient n la di-
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mension réelle de t, q «celle de a, s le rang de d’[ et r celui de &.

H des éléments de T constituant une base d'un supplé-

Soient Hs+l seees Hp G

’

mentaire dans t du sous-espace engendré par itb; , et soit ?G le sous-

réseau de tG engendré par metbi et les vecteurs Hs+1 seeny Hn . Alors
Pl

»* ~¥
tG est un réseau de t dont tG est un sous-réseau d’indice fini. Pour

montrer 1’assertion (166) il nous suffira donc d’établir, pour tout ensemble
+ . , . .
de racines positives @I dans (bl , ’existence d’une semi-norme 7, continue

»*
sur ¥(g ), telle que

¢+

» *
(167) [ 1w, o |n; qoraw = n) vaet', vped(a).

.. Ceh
pets

Soit donc df; un ensemble de racines positives dans <DI. Soit

B, = {ocl ,...,ocs} (resp. B = {31 ""’Br})

la base de racines simples de ‘b; (resp. oh) et, X veees Xy (resp.
» »*
Yy oo yq) le (resp. un) systéme de coordonnées sur t (resp a ) tel que
x. =imH_ , Is<jss, et x, = (211)_l H. , s+lsjsn
J [ J J
J
(resp. y. = H, , I=j=r).
P ¥; BJ' Jj=r)
»* *

Nous identifions, a l'aide de ces systémes de coordonnées, t x a a

n q s * + " . N n T
R x R* ; dans ces conditions t x C(® ) s'identifie a R x er et tG

au réseau Z" de R". D’aprés le théoréme 5 et le corollaire 2 de la propo-

+
[
»*
sition 5, pour tout ¢ dans D(g ), la fonction n/;w "th , considérée comme
fonction sur IRn x C , est un élément de & et, de plus, ’appli-
r,q n,r,q

cation

I
¢ — ‘l’w nj,R

»
est une application linéaire continue de D(g ), muni de la topologie induite
»
par celle de #(g ), dans gnrq . Alors l’existence d’une semi-norme 7,

-
continue sur  ¥(g ), satisfaisant a la relation (167) est conséquence de ce

que, d’aprés le corollaire du lemme 26, la formule (147) définit une semi-
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norme continue sur & . Le théoréme est donc vrai pour la mesure m "
n,r,q G, X, j

Avant de poursuivre la démonstration du théoréme, remarquons que les ar-
guments développés ci-dessus et le corollaire du lemme 26 montrent que, si ¢

*
appartient a D(g ), la série

Z J . |Fj,w(hmw)uj’s()\mw)ldv
Q

~%

uetG
converge uniformément sur tout compact de t., que sa somme I‘w(h) est une
fonction continue et ’tv:.'—périodique de la variable A dans t*, et qu’il
existe une semi-norme 7 continue sur .‘/’(g‘) telle que
l‘(p(h) = nlp), Vq;eD(g.), VAet‘.

De méme que 1’assertion du théoréme concernant la mesure a dé-

m .
G, )

coulé de la propriété (166), l’assertion concernant la mesure mGj découlera

de la propriété :

*
(166’) il existe une semi-norme, m, continue sur ¢(g ) telle que

*
I |Fj q’(u+v)1(j s(;uv)[dv = nlp), VYeeD(g ).
« b ,
. a(G)

Hets |

* »* *
Si A appartient a tG + a(G) n t, I'application

T el(h, T>’

définie pour T dans ’th , passe au quotient pour définir un caractére Xy

du groupe abélien discret Kerjnexpt = ?G/tG' De plus, I’application,
A=

»
induit un isomorphisme naturel du groupe quotient [tG

* * *
le groupe dual (Kerjnexpt)". Alors on a, pour tout A dans tG +a(G) nt,

»* * ~
+a(G) nt ]/tG sur

»*
Z I . IFj.w(‘HV) "j,s('“")ldv = r«p(crg,j + A), VYeeD(g ),
o a
pet
G.x,

et, compte tenu de la premiére des relations (163), on voit que, si dA dési-



144 P. TORASSO

* » * L
gne une mesure de Haar sur le groupe quotient [tG +a(G) nt ]/tG , il

existe une constante positive, c, telle que, pour tout ¢ appartenant a

»*
D(g ), on ait

168 F. + . (p+v)|d
(168) I ‘l ),¢(" V)IIJ'S p+v) |dv
- a(G)
Heto
=c I (¢ . + A)dA.
* * f. x 9 8)
“G +a(G) n ]/tG

La propriété (166') est conséquence de la formule (168) et des propriétés
-
des fonctions l"w , ¢eD(g ), énoncées ci-dessus. Le théoréme est donc démon-

tré. Q.E.D.
Le résultat suivant est une conséquence immédiate du théoréme 6.

*
Corollaire. Soit x un élément de Kerj". Alors tout élément de $(g )

est a la fois mG,x et mG
»*

m. est une mesure de Radon tempérée sur g .

-intégrable, et, de plus, m , aussi bien que

G,x



§ X - RAPPELS CONCERNANT LES INTEGRALES ORBITALES
CORRESPONDANT A UN GROUPE REDUCTIF PRESQUE ALGEBRIQUE

Dans ce paragraphe nous allons donner la description, due & Harish-
Chandra, des transformées de Fourier des intégrales orbitales pour un groupe
réductif presque algébrique, et rappeler certains résultats de M. Duflo et
M. Vergne concernant les constantes de Harish-Chandra liées a la description
de ces transformées de Fourier.

Soient (R,j,R) un groupe réductif presque algébrique et r 1’algébre de
Lie de R. Nous noterons 3 le centre de r, & son algébre dérivée et D le
sous-groupe analytique de R d’algébre de Lie 6. Alors on a les décomposi-
tions en somme directe

» » »
r=34®9%6 r =3 0.

Si X appartient a te » nous noterons Xz (resp. Xd) sa projection sur
e (resp. bc) parallélement a bc (resp. 70) ; de méme, si A appartient a
r', nous noterons Az (resp. )\d) sa restriction & 3 (resp. 9). Nous choisi-
rons une sous-algébre de Cartan fondamentale de r, notée jr , dont nous dé-
signerons par tr (resp. or) la partie anisotrope (resp. déployée).

Reprenons les notations introduites au § V, concernant les intégrales or-
bitales pour un groupe réductif, et, en particulier, soit W le groupe de

R

Weyl de j‘_ dans R. Pour tout élément w du groupe quotient W_/W_, , nous

RR

choisirons un de ses représentants, w, dans W alors il est clair que pour

R’
T dans jr , la R-orbite de WT ne dépend que de I'élément w. Dans ces

conditions il n’est pas dificile de démontrer le
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Lemme 28. Soit T appartenant a tr . Alors on a les relations suivantes

-1
(169) MR,T = [WR/W°] Z M

R R,WT
WEWR/W102
(170) 8, () = e_KTZ' v 8. .. (A, Vaer
R,T D.Ty d” '
Si j appartient & car(r), on pose
jo, = it ® a,

g
et on note & le systéme des racines réelles, de j dans r, et W(®) le
groupe de Weyl de &. Si ®" est un ensemble de racines positives dans &, on

»*
note C(‘l>+) la chambre de Weyl dans a  correspondante :

+ * +
C(e) = {veu / V(Ha) >0, Vaed }

Soit a appartenant a ¢&. On choisit des éléments Xoc et X_“ dans b,

de poids respectif « et -o relativement a j, et tels que

[Xa , X_a] = Hoc ,
ou Ha est, comme d’habitude, la coracine de « dans j. Alors

R(X -X ) ® Kera

o T-o
est une sous-algébre de Cartan, notée h’, de r dont
R(X =X ) @ t (resp. a n Kera)
o -a

est la partie anisotrope (resp. déployée), notée t’ (resp. a’). Soit Cy I’ap-
dans

plication linéaire de telle que

Ig
Ca(X) = X, VXeKera

Ic

c (H)=iX -X ).
« o « o

Alors . est la restriction a de 1’action adjointe d’un élément de

e
R. Si B est une racine de ¢, nulle sur Hoc , B = Boc;l est un élément de

%', le systéme des racines de j° dans r, et en fait, c’est 1'unique élément

’

de ¢ tel que sa coracine dans j° soit H, L’application B — B’ est

B
une bijection, de I’orthogonal de Ha dans ¢ sur ¢'. Si d>+ est un ensem-
ble de racines positives dans ¢, l'image, par cette application, de I’ortho-

gonal de Ha dans & est un ensemble de racines positives dans @', que
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I'on note &'*. Enfin on a
ca( ig) = g -
Nous notons alors $BR I’espace vectoriel des fonctions, b, des trois

variables, j un élément de car(r), ¢ un ensemble de racines positives dans

d, et Y un élément de in , qui satisfont aux conditions suivantes :

(171) (i) pour tout élément r de R, on a
blrj, re*, rY) = b(j, ¢, Y),
(171) (ii) si o est une racine simple dans ¢+, on a
.+ .ot T o ogrt
b(j,® ,Y) + b(j,® ,qu) = b(j’,® ,caY) + b(j’,® ,caqu),
ou Sy désigne la symétrie par rapport a la racine «,

(171) (iii) si on écrit 1'élément Y de sous la forme

ile
Y = Yo-my,

avec YO dans t et y dans a, on a

b(j, @+, Y) = O dés que y n’appartient pas a Z IR+Ha ,

+
acd

ou RY désigne I’intervalle [0,+w [.

Lorsque j est une sous-algébre de Cartan fondamentale de r, & est
vide, et ' est omis de la notation. La condition (171) (iii) s’interpréte
alors de la maniére suivante :

b(j,Y) = O, dés que y est non nul.

Le lemme suivant regroupe, parfois en les généralisant de maniére évi-

dente, les résultats des lemmes 1, 2, 3 et 6 de la deuxiéme partie de [Du-Vel.

Lemme 29. Soit b appartenant a :BR‘ Alors

(i) la fonction b(j‘_ ,.) est une fonction W_-invariante qui déter-

R
mine b,
(ii) si b(j,9,Y) est non nul, et si on écrit
Y = Yo—my

avec YO dans t et y dans a, il existe w dans W(®) tel que

wy = -y,
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(iii) si b(j,¢+,Y) est non nul, il existe r appartenant 4 R tel

que
rj = jr et b(jr , r.Y) # 0.
De plus il existe un nombre positif d, tel que pour tout b dans BR on
ait
a72)  [b(,8%Y)| =d sup |b(j_, X)|.
. r
R.Ynj
r
D’aprés les résultats de Harish-Chandra, si T appartient a tr il
existe une fonction bR,T dans BR telle que
~ Lot -i<Y, A>
(173) eR,T ) = Z bR,T (j,® ,Y) e ,
yeijp

»*
pour tout A appartenant a3 j tel que Ala soit dans C(¢+), la fonction

bR T étant uniquement déterminée par la condition initiale :

bR,T(]r ,Y)=0, si Y n’appartient pas a WR.T
(174)

b, Uy » V) = (We.TI™!, si Y appartient a Wg.T.
On remarquera que, d’aprés la relation (174) et le lemme 29 (iii), la somma-
tion intervenant dans (173) ne porte que sur un nombre fini d’indices.

En fait le résultat que nous venons d’énoncer a été établi par Harish-
Chandra lorsque R est supposé connexe ; le résultat dans le cas général s’en
déduit facilement en utilisant le lemme 28.

Si j appartient & car(r), on note jZ I’ensemble des éléments X de
ier tels que

o(X) € 2inZ, VoceAr , et exp)(’z € D.

)

ou Xz désigne la projection de Xz sur tC N i parallélement a ac N i

On pose alors
P = Y NH
acd «

(175) a

z {)(tsP'J / (-inX+t) n jz # n}

t2=tnjz.
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Soit ZD le centre de D. Alors R = R/j(ZD) est un groupe algébrique

et, si j est le morphisme d¢ R dans iR induit par j, (R, j, R) est un

groupe presque algébrique d’algébre de Lie r, que l'on note R. Si on pose

E = ER z on voit alors sans peine, qu’avec les notations du § IX, on a
R il

t=E, _nt=1 ,
z~ "Rz 7

si bien que tZ est un réseau de t. D’autre part on a
tZ= (tznb)a(tznj) et j, = ()an)w(tzns);
d’ou il découle, qu’en fait
(176) o, = {XeP(l / (-inX + t n &) n (JZ no) = z}.

Le résultat suivant se démontre de la méme maniére que le lemme 4 de la

deuxiéme partie de [Du-Vel] :

Lemme 30. Soient T appartenant a t un élément de car(r), ot

r,Z’,

un ensemble de racines positives dans ¢, et Y un élément de tels que

ijg
. +
bR,T(,’ ®, Y) soit non nul. Alors
(i) Ye jz
(it) si on écrit Y = Y,-iny avec Y, dans t et y dans a,y
appartient a oz .
Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’une forme

symplectique k, et soit «k la forme symplectique sur E complexifiée de

C C

la forme k. On appelle lagrangien positif pour E, un sous-espace lagrangien
1 de Ec tel que, pour tout élément X de 1, le nombre i&c(x, X) soit
positif ou nul.

Si F est un sous-espace vectoriel de E nous noterons Sp(E)F le sous-
groupe de Sp(E) constitué des éléments laissant F invariant, et Mp(E)F
I'image inverse de Sp(!i)F dans Mp(E).

Alors M. Duflo a défini sur le groube Mp(E) une fonction BE, satisfai-

sant aux conditions suivantes (cf [Du-3])

W @) 8%e) = - 1,
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(177) (ii) si x appartient a Mp(E), et si 1 est un lagrangien posi-
tif x-invariant,
sE(x)? = det X |det x I—l

1
(177) (iii) si 1 est un lagrangien positif, la restriction de BE a

Mp(l-:)l est un caractére de ce dernier.

Tout élément x de Mp(E) laisse invariant un lagrangien positif de E.
D’autre part si 1 est un lagrangien positif de E totalement complexe, i.e.
tel que 1 nl=0, les conditions (177) (i), (ii), et (iii) déterminent
entiérement la restriction de BE a Mp(E)l .

Si L est un groupe de Lie, et h un morphisme de L dans Sp(E), nous
noterons Bh'E, ou plus simplement GE. la fonction définie sur LE par

78 851, = 85x), vi,xeLE .

Si | est l'algébre de Lie de L et si 1 appartient a I', nous note-
rons 51 la fonction définie comme ci-dessus pour le groupe L(l)l.

Nous supposerons jusqu’a la fin de ce paragraphe que le groupe presque
algébrique réductif (R,j,R) est connexe.

Soit A appartenant a r; , de telle sorte que r(A) est une sous-al-
gebre de Cartan de r, que nous appellerons j, et que R(A) est le sous-
groupe de Cartan, J, correspondant, dont nous noterons T le sous-groupe ma-
ximal compact modulo Kerjnl, et A le sous-groupe analytique d’algébre de
Lie de a. On a J = TA.

Si 1 est un sous-espace j-invariant de rc/jc , on notera A, le sous-

1

ensemble de A . constitué des racines de dans 1. Un tel sous-espace

v, ’C

est automatiquement J-invariant.
Rappelons qu’une racine imaginaire, «, de Ar . est dite :
,

- compacte, si l'intersection de r avec la sous-algébre,

a -
L ® CHa @ I'C ,

de ¥e est une forme compacte de slz(lR),

- non compacte dans le cas contraire.
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Ceci étant précisé, un sous-espace j-invariant, 1, de rc/jc est un la-

grangien de r/j pour la forme symplectique K.A. si et seulement si Al satis-

fait a la condition suivante :

(179) Arj est la réunion disjointe de b et B,

et, dans ce cas, 1 est positif si et seulement si Al satisfait, de plus,

aux conditions :

(180) (i) si e« est une racine imaginaire non compacte de Al , i}\(Ha)

est strictement positif

(180) (ii) si &« est une racine imaginaire compacte de Al , iA(Ha)

est strictement négatif

(180) (iii) si « est une racine complexe de Al , « appartient a Al'

Si 1 est un lagrangien j-invariant de rc/jc , on a vu qu'il est J-in-
variant, et, par suite, 67‘ est un caractére de J. Si on note Py la demi-

somme des éléments de Al , et ° la restriction de Py a t, on voit sans
peine que, pour tout lagrangien positif j-invariant de rc/jc , on a

(181) d67\ =0 .

D’autre part, 1'application,
X —> exp o‘l(X).
définit un caractére de ?R qui ne dépend pas du choix du lagrangien, 1,
j-invariant de rc/jc. Il résulte de la que [I'on a, pour tout T apparte-
nant a tR ,
(182) &Mexp ,T) = T_(T).
JA R
Maintenant définissons )?R(A) comme étant 1'ensemble des représentations

unitaires irréductibles, T, de J = R(A) dont la restriction a J est un

multiple du caractére de ce dernier ayant pour différentielle

i?\lj + dBA.

Alors, si T appartient a XR(A), la représentation 6At de JA passe
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au quotient a J, et définit un élément de ik(m ; de plus, 1’application

T — 67‘1 est une bijection de XR(A) sur iR(A).
*
R’x

note )?R x(?\) le sous-ensemble de iR(M constitué des représentations T

satisfaisant a la condition

Si x est un élément de Kerj* tel que A appartienne a v , on

(y) = x(¥) Id, VyeKerj.

Alors I'application T —> 6A1.' induit une bijection de XR x()«) sur

XR'x(A).
Soit « appartenant a ¢, et soit 7a I'élément de R défini par
(183) ¥, = expy u(X“—X_a).

Alors L appartient & T et la paire (wa , 1;1) ne dépend pas du
choix des vecteurs X“ et X_a de v, de poids respectifs « et -a par
rapport & j, et tels que [Xa , X_a] = Ha'

Si o est une représentation unitaire irréductible de J, 1’opérateur
o-(ra) a au plus deux valeurs propres qui sont complexes conjuguées : on note
alors yv(a) la partie réelle commune des valeurs propres de o'(ra).

D’autre part on note n, I’entier défini par

_1
(184) n, =3 L BH),
B

la somme étant étendue aux racines B dans A‘_ i telles que pB+B appartienne

»
a R a, et on pose
n
3
(185) €, = (-1) .
Soit ®' un ensemble de racines positives dans &. Si T appartient a
XR(A), on pose

|sh<mA, H >|
o

use) (1) = |,
a€d® ch<ma, Ha> - cayt(u)

et, si T .appartient a XR(A), on pose
~ A
(187) CR(A.'I:) = CR(A,(S T).
Comme la notation !’indique, les nombres ER(A,I) et (R(A,t) ne dépendent

pas du choix de ¢*. Pour ce qui précéde on pourra consulter [Du-3] ou
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[Du-Vel.
Soit x un élément de Kerj~ et supposons que A appartienne a 'R -
Avec les notations ci-dessus on pose

(188)  qp ) = 10 : Kerjdi™! Z (dim 0% .01,

%R
teXR' x()\)

ou, ce qui revient au méme,

(188" qp () =1 Kerj. 31} Z (dim ©)% E(.

~

TEXR,x(M

»

ainsi définie sur r

Alors la fonction ,
R,x

est continue et R-inva-
IR, x

riante.

Si x appartient 3 Kerj*, on définit la fonction b élément de B

R,x R’

en posant
.+ ~ L+
(189) bR'x(J,é Y) = Z x_R_(T) bR,T(J,O ,Y).

TEtr,Z

En fait, il résulte du lemme 29, que la somme ci-dessus ne comporte qu’un nom-
bre fini de termes non nuls et que, de plus, il existe une constante positive,
M, telle que

190) |b, x(j.¢+,Y)[ = M, Vjecar(r), Vo'ce, VYeij, et VxeKerj™

Le résultat suivant se démontre comme le lemme 5 de la partie II de

[Du-Vel.

Lemme 31. Avec les notations ci-dessus, on a pour Y dans et X

ijg
dans tz

PR ~ R
(191) bR’x(),d? ,Y4X) = xﬁ(x) bR,x("o ,Y).

Soit 6 une application de o, a valeurs dans t n & telle que, pour

tout y appartenant a o, 6(y)-iny appartienne a N & ; une telle ap-

Iz
~

plication existe grace & (176). Si p appartient & t_ , on définit une

R'x
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. L+
fonction cR’x(),Q WM,.) sur QZ en posant

L+ - L+ _ -icu, 6(y)>
(192) CR'x(j,Q MY) bR,x(}’° ,8(y)-iny) e . Vyea,.
~¥
I résulte du lemme 31 et de la définition de t_, que la fonction
R,x

R x(j,\f,p..) ne dépend pas du choix de [I’application 6 ayant les pro-

priétés ci-dessus énoncées.
On a alors le

Lemme 32. Soit x un élément de Kerj", et j un élément de car(r).

Alors on a

- ~¥
(193)  q_ (uwv) = Z R x(j.¢+,u,y)e Y wuet L wwecoh),

R,x R,x
yea,,

la série a droite du signe égal étant absolument convergente.

Démonstration. La convergence absolue de la série résulte immédiatement
de la majoration (190).

Lorsque R est semi-simple la formule (193) est une conséquence de III,
théoréme 1 et II (81) de [Du-Ve]. Nous allons nous ramener a ce cas.

Soient D le sous-groupe dérivé de R, D = D/j(ZD) et jd (resp. _jd)
la restriction de j (resp. j) a D. Alors (D, jd , D) est un groupe presque
algébrique tel que D = (D, ]d , D).

Désignons par Xy la restriction de x a Ker]d. Alors I’application

* *
A — ;\d induit une surjection de rﬁ,x sur bﬁ'xd , et les espaces symplec-
tiques A

(v/j, kM) et (8/jnd, & D)

sont naturellement isomorphes, si bien que I’application qui, & une représen-
tation de. J, associe sa restriction & J n D, induit une bijection de iﬁ x()‘)

sur Xﬁ.xd(kd).

De plus, si « appartient a &, la paire d’'éléments, (wa , 7;1), de J,

est aussi la paire correspondante de J n D. Enfin les groupes quotients
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J/Kerj.J et J n D/Kerj g nD
sont naturellement isomorphes.

De toutes ces remarques résulte que l'on a, pour A appartenant a

a_ M =a_ @y
R,x D.xy

Dans la suite, si j est un élément de car(r), nous noterons son

j d
intersection avec 6.

Comme on a manifestement,

(a n b)z =a,

il nous suffit, pour établir la formule (193), de montrer que, pour pu dans
t

et y dans a on a

»
R.x z’
G.o oy = G, e )
CR-X He LY = CD-xd ,d , ’#d 328

Compte tenu de la définition des fonctions ¢ et c , ceci revient
R,x D.xy

a établir que, pour tout Y appartenant a n d, on a

Iz
R . +
(194) bR,x("° YY) = bD,xd“d ,0,Y).

Or il résulte de la forme (170) du lemme 28 que l'on a

VYeij
YZ,Tz R

ou Sa b désigne le symbole de Kronecker des lettres a et b. Alors la for-

P 2
bR,T("d’ ,Y) = 8 7

. +
bD'Td(]d N ,Yd). VTEtr‘

mule (194) est une conséquence facile de ce dernier résultat, de la définition

(187) des fonctions bR,x et bD.xd , et de ce que tr,Z = tb,z o (3n tr.Z)'

Q.E.D.

Remarque. Si I' est un groupe abélien discret, et si A est un sous-
1
groupe de T, nous noterons A le sous-groupe fermé de TI* constitué des
caractéres triviaux sur A ; si xo appartient a A", nous noterons (')
(0]
le sous-ensemble de TI'" constitué des caractéres dont la restriction a A

1
est Xo: Alors (l“‘)x est une classe modulo A , et on a (l"")l = at.

(0]
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-
Si A appartient a rg hous noterons (Kerj*)h le sous-ensemble de

»
Kerj®, constitué des éléments x de Kerj* tels que ‘A appartienne a r

R’
si Xy désigne le caractére de Kerjnexpt tel que
_ i, T
xx(exp T)=e (r(T).
on a (Kerj )7\ = (Ker_]")x .
A
*

Si x est un élément de Kerj® et A de rRx , il est immédiat que
xR.x(M est la réunion disjointe des Xﬁ’x,(k). pour x parcourant

(Ker]")x n (Ker]")A , ensemble que l’on note (Kerj")x A - Un simple calcul

montre que, dans ces conditions, on a

qa_ @)
R,x
A

[Kerjnj : Kerjnj]
(195) qR'x(A) = _—[Kerj Tkerd] z_
x'e(Kerj“)x’
Maintenant si A  appartient a r; , il n’est pas difficile de voir, en
utilisant le lemme 32, les relations (189), (192) et (195), et le fait que la
majoration (190) est uniforme par rapport & x parcourant Kerj*, que le nom-
bre qR’x(A) est une fonction continue de la variable x dans (Kerj")A , si
bien que 1'on peut définir un nombre qR(A), en posant

(196) qR(A) = (A)dy

_ 1 Raxx,
(Ker jnexpt)

ol, maintenant xA désigne un élément de (Ker JM)?« , et o dx est la mesure
L
de Haar de masse totale 1 sur (Kerjnexpt) .

On montre facilement que, si Kerj est fini, on a

(196)  qp(A) = [ : Kerj )™ Z (dim 0% & (,7).
teXR(A)

Enfin il est facile de montrer que la fonction est, dans tous les

PR

-
cas, continue sur rR.



§ XI - LES FONCTIONS q; ET Gy ET LA FORMULE DE
POISSON-PLANCHEREL POUR ¢

Soit f un élément de g; n V. Le groupe (G(f), j, G(f)) est presque
algébrique. On choisit un facteur réductif J, de G(f) et on note J, le
facteur réductif correspondant de G(f), et j son algébre de Lie, qui est
donc un élément de Car(g). Le groupe (G(uf). Js G(uf)) étant lui aussi pres-
que algébrique, on choisit un facteur réductif R de G(uf) contenant J, et
on note R le facteur réductif de G(ur) qui lui correspond, de telle sorte
que (R,j,R) est un groupe presque algébrique. On appelle r 1’algébre de
Lie de R et A la restrictionde f a r. Comme f est un élément de V,
il existe un facteur réductif S de G tel que R = S(uf). et on a alors,

J = R().
Ainsi j est une sous-algébre de Cartan de r, et le systéme des racines de
jc dans L n’est autre que Aj.s (Voir les lemmes 5 et 6 § III).

Soit jo la restriction de j a l.l Alors (l.l, jO , l.l) est un groupe

presque algébrique, et, si on pose

JO=R(7\)=JI\R,

JO est le sous-groupe de Cartan de R d'algébre de Lie j.

Si x appartient a Kerj®, on note sa restriction a Kerjo. On a

%o
alors le

»
Lemme 33. Soient x appartenant 4 Kerj*, et f a 8 N V. Alors f ap-

- *
partient a 8 2 si et seulement si A appartient a rRx et, si ces
’ ’ 0
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conditions sont satisfaites, le nombre q, (A) ne dépend pas des choix des
R,x
0

facteurs réductifs respectifs, J de G(f), e¢ R de G(uf), tels que J soit

contenu dans R.

Démonstration. Nous avons vu que si f appartient a V, alors A est un

»* ~
élément de rr. Mais il est clair que, avec les notations ci-dessus, tG est

égal a t. ., si bien que, 'd'aprés (158) et (160), on a dans ces conditions,
R

» ~W
f e ng si et seulement si flt € ux + cg,j + tG , et

»*

A€ rR.x si et seulement si Alt € ux + o‘r,ji- tG ,
*
ou ux est un élément de t tel que
i<, T .
e % = x(exp T), VTetG.

Cependant f et A ont méme restriction a t, tandis que, on I’a vu au

cours de la démonstration du lemme 6, les racines de jc dans gc/gc(uf).

d’une part, et dans d’autre part, sont les mémes et interviennent avec

‘IIC.

la méme multiplicité, si bien que

o .-0 .
9.)J LY

est la restriction & t d’une somme d’'éléments de Ag). et, a ce titre ap-
~%

partient a tG' Il est alors clair que les conditions,

L

Ryx '’

sont équivalentes. Ceci achéve la démonstration de la premiére assertion du

»
feng et Aer

lemme.

°

Remarquons maintenant que J est le tore connexe de G(f) d’algébre de

Lie jc , et qu'a ce titre, il ne dépend pas du choix du facteur réductif J

de G(f). De plus, comme J est le sous-groupe de Cartan de R d’algébre de

Lie jc , il est clair que JO est contenu dans _i_l(.l) ; autrement dit JO

est contenu dans I’intersection, notée J des facteurs réductifs de  G(f).

L
Mais si Nf désigne le radical unipotent de G(f), pour que deux éléments de
5 soient égaux, il faut et il suffit qu’ils aient méme image dans G(f)/Nf,

Cependant il résulte du lemme 5 que Nf est égal a G(f) n N, si bien que



LA FORMULE DE POISSON-PLANCHEREL 159

G(f )/Nf s’identifie naturellement a un sous-groupe de S = G/N, et que, par
suite, pour que deux éléments de Jl soient égaux il faut et il suffit qu'ils
aient méme image dans S. Comme l’image dans S du groupe R est le groupe
S(uf). et, celle de JO , est le sous*groupe de Cartan de Szuf) d’algébre de
Lie I'image de j dans s = g/n , il est clair que JO ne dépend pas des
choix de J et de R. On voit de méme que si « appartient a ¢ 1'élément
7, de JO , défini par la formule (183), ne dépend pas, non plus, de ces
choix. Enfin, c’est une conséquence des relations (179), (180) et (181) que,

I’ensemble de représentations unitaires irréductibles, )N(., (A), de Jo ne
R,
0

dépend pas de ces choix. Le lemme est alors démontré. Q.E.D.

Si x appartient a Kerj*, on définit alors une fonction (resp.

96,2
»* »*
qG) sur l’ensemble 8; 2 n V (resp. 8g N V) en posant

(197)

A0 =a W (resp. qg(h = qé(f)).

R.xo
Cette fonction est G-invariante, comme on le voit par transport de structure.
Nous allons montrer que, si j appartient a car(g), et W a V,/., , on a
»* »*
pour tout élément f de 8; x n W (resp. de 8 N W)

197’ qg ) = quW) N (A) (resp. qg(h = qs.(,w)(x)),
0

ou S est un facteur réductif de G, tel que son algébre de Lie s contienne
j, et o A désigne la restriction de f a j.

Pour  voir cela, remarquons, tout d’abord, que si f appartient a
g;'x n W (resp. g; n W), si S est un facteur réductif de G comme ci-des-
sus, et si on pose

= Fsquo* U
élément que 1'on considére, grace a [I'identification naturelle de s(uf)‘
avec un sous-espace de s‘ décrite avant 1’énoncé du lemme S, comme un élé-
ment de ,g*, alors S(uf) est un facteur réductif de G(uf,) contenant un

facteur réductif de G(f*) et, de plus fl est un élément de

s(uf)



160 P. TORASSO

*3 »
s(uf) )= j égal a f“ = fij. En particulier on a
M =q, ) (resp. q.(f) =q., ),
S(u,),x G S(u,)
f'*0 f
si bien que, d’aprés la remarque 2 suivant la démonstration du théoréme 1,

notre assertion sera établie dés que I’on aura montré I’égalité

ag, 1) = 9, (resp. aglh) = qG(f')).

Cependant, comme R et S(uf) sont deux facteurs réductifs de G(uf),
il existe un élément n de N tel que
n.R = S(uf).
Dans ces conditions il vient

(f) = q; x(n.f) =q, (n.fl )

q
Cx S(u‘.),x

s(uf)

(resp. qG(f) = qG(n.f) =q. (n'f|s(u )))'
S(uf) f

Notre assertion résulte alors de ce que

n.f =f =f} .
| s(ug) E [ stup)

De la formule (197)’ résulte que la fonction qu (resp. qG) est conti-
» * »* *
nue sur SG.x n V (resp. 8g N V). Comme SG,x n V (resp. 8; N V) est de complé-
* *
mentaire mG.x (resp. mG)-néglxgeable dans SG,x (resp. gG). il s’en suit que

la fonction (resp. qG) est une fonction borélienne m (resp. mG)-

9G,x
. » »
presque partout définie sur QG,x (resp. .gG).

G,x

-
Si f appartient a 8 » on note (Ker_j‘)f , le sous-ensemble des élé-
*
ments x de Kerj® tels que f appartienne a QG X Grace au lemme 33, on
*
voit que, si f appartient a 8g N V, x est un élément de (Ker_i‘)f si et

seulement si est un élément de (Kerjo“)x D’autre part (Ker‘j“)f est

%o
. 1
une classe modulo (Kerjnexpt) dans Kerj".

»
8c N V. En utilisant la formule (197)" et la

formule (196) du paragraphe X, on voit que l’on a

Soit f un élément de

(198) qG(f) = N qG,xfx(f)dx ,

(Ker jnexpt)
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ou Xp est un élément de (Ker’j")f , et dx désigne la mesure de Haar de
1
masse totale 1 sur (Kerjnexpt) .
Nous sommes maintenant en mesure d’établir le résultat principal de cet

article.

Théoréme 7. Soit x un élément de Kerj".

*
(i) Si ¢ est une fonction dans $(g ), elle est intégrable pour

les mesures qG xdm et qumG. De plus, les applications

G,x

W———’J‘ . %My ot W_QJ‘ . ¥ 9GdmG -
8G,x S

»
définissent des mesures de Radon tempérées sur g .

(ii) Les séries distributions

(199) Z iG(T) Mg T

TeEG/G
et
(200) Z IG(T) MG.T
TeEG/G
convergent dans ¥'(g), et leurs sommes respectives VGx et VG satisfont
aux relations
(201) FV = dm
9 Gx - %, MG,x

(202) F V. = qum

8 G G’

Démonstration. Nous allons, dans un premier temps, démontrer les asser-

tions du théoréme concernant la mesure q xd et la série V

MG.x Gx
Soit S un facteur réductif de G, dont on note s 1’algébre de Lie, et

choisissons Car(G) de telle sorte que ses éléments soient contenus dans s.
Alors en utilisant la relation (197)’ on voit que 1'on a, pour toute fonction

¢, borélienne et positive, ou qG xde X intégrable,
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(203) j . o0 ag (1) dm (0)

%, x
-2d_ o -
= (2n) Z w1 voicEy) z
jeCar (G) wev)/_
W
Z I l-"j 0 (p+v) q . (p+v) "j S(u+v) dv.
» ’ ’
-, o S(W).xo
Kl x

Un raisonnement analogue a celui que nous avons tenu dans la premiére
partie de la démonstration du théoréme 6 permet alors de ramener la preuve du

point (i), relatif a la mesure d a la vérification de I’existence,

96,2 MG,x
pour j dans Car(g) et W dans l/’/~ fixés, d’une semi-norme, 7, continue

»
sur  ¥(g ), telle que

»*
(204) Z I |F.W (u+v) w. (u+v)|q , (u+v)dv = n(p), VeeD(g ).
*x @ J,s S(W),x
~ % a ! 0
"EtG,x

+ + et .
Si ¢ et ‘bl sont des ensembles de racines positives dans, respecti-

vement, & et Ql et si w appartient a W(®), on définit, pour ¢ élément
+ +
. ) d’l,w . . d?l,w
de ¥(g ), une fonction ww 0 sur t x C(¢), et un nombre AW (¢), en

posant successivement

@‘;,W w » +
WW.W (p+v) = xq’*(u) Fj'w(u#wv)n;(;uwv), Vuet , VveC(®),
I
d)';,w ¢;,w
Aw (p) = Z J- |ww'¢ (“'v)lnj,lR(V) quW) (ptv)dv,
+ .xo
E~" Cc(®)

Helo x

les polyndmes n} et "le étant définis comme dans la démonstration du

théoréme 6. Le premier membre de (204) s’écrit alors

Tor
. AW (p),
*

weW(®)
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la premiére sommation portant sur les ensembles de racines positives dans 0‘.

" * ~
Cependant, pour p dans tG ,v dans a, et T dans X, (u+v),
X
S(W),xo
on a
sh<nv, H“) [¢+] 4
<. ww)s | —————=s2 n (l—exp(—l(nv.HaN)) .
S(W).xo e’ ch<nv, Hu>_l wct’
D’autre part la relation suivante,
° . -1 . 2
[S(W)(u+v) : Ker_|0 expGj] }: (dim )™ =1,

rexszw) ) xo(u+v)

résulte du théoréme de Peter-Weyl projectif pour le groupe

SEW)(;HV)/(KerjO expGj). Ainsi, grace a la formule (188’) du § X, on a la

ma joration :
(o1 _ -
q. (u+v) s 2 * n (1-e <, Hoc>) ! VpetG , vvec(dh).
S(W),x + X
(0] acd

Il est alors facile de voir qu'il existe une constante positive, M, telle que
I’on ait

~# +
(205) qSZW) . (“W)"j,lR(V) = M(l+nj'R(v)) V"EtG,x , VveC(d ).
**0

»*
Par suite, l’existence d'une semi-norme 7 continue sur ¢(g ) satisfaisant
a la relation (204) est conséquence de l|’existence, pour @; et w dans W(®)

fixés, d’une telle semi-norme satisfaisant a la condition

¢;,W *
(206) Z I Yy o 0| (1+n, IR(v))du = nlp), VeeD(g ).
. W j»
e C(®)
Kl y
»* » n q
Si nous identifions t x a a R xR comme nous l'avons fait dans la dé-

monstration du théoréme 6, les arguments développés dans cette méme démons-

tration, mais relatifs aux intégrales orbitales Fjww , montrent a la fois que

les fonctions
d’;,w .
wW,«p (“";',R)' pe¥(g ),

considérées comme des fonctions sur R" x Cr q sont des éléments de 8n rq
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et que l'application
+
l'
¢ — ”’w (l+n,.'R)

est une application linéaire continue de 9’(9') dans gn,r,q‘ A partir d’ici
la démonstration de l’existence d'une semi-norme 7, continue sur 3’(9'), sa-
tisfaisant a la condition (206), est identique a la démonstration de 1’asser-
tion (166) ; ceci achéve la preuve du fait que qG’xde‘x est une mesure de
Radon tempérée sur g‘.

Pour démontrer la convergence dans ¥'(g) de la série (199), il suffit
d’établir, pour toute fonction ¢ de .‘l’(,g'). la convergence absolue de la
série

(207) Z (T) ?QMG T( ®).

TeEG/G

Supposons que les éléments de EG/G choisis soient contenus dans 1’algé-
bre de Lie s. Alors, en utilisant les formules (44) et (89) du § V, on

»*
obtient, pour toute fonction ¢ de ¥(g ),

Z X(T) F Mg p(9)
TeEG/G
-2d .
=(2m 8 Z (W) Z Z Z
jeCar(G) wevl /- TeEG/G s
cesm)™ Vs
Mgy W o] xg(o7im) I FY (0 By ool (D) ) (D) ar,

i
Soient j appartenant a Car(G) et W a Vi, si T appartient a EG ,
I’ensemble des o'-lT , pour ¢ parcourant \SW T/ , est un systéme de
S(T) S(W)

représentants des S(W)-orbites dans S.T n s(W). De plus il est clair que
S(W) = E n s(W).
Enfin il résulte des formules (155) et (156) et, de ce que, comme nous l’avons

vu dans la démonstration du lemme 33, si j appartient a Car(s(¥)),
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%a,j T Ts(w),j

est la restriction & t d’'une somme d'éléments de A

. , que pour tout élé-
a.j que p

ment T de ES(W) on a

xG(T) = xs(w)(T).

Ainsi nous obtenons, au moins formellement, pour toute fonction ¢ de

»
#(g ), I'égalité

Z (T) ?QMG T( ®)
TeEG/G

-2d -1
= (20) Z (w1 Z Z Wsan = Ysonn)!

. j ~
jeCar(G) WeV’ /~ TEES(W)/S(W)

x Egyy (T) I F W(f) 85y, 71 ) (O df
j
que 1'on peut réécrire, si on désigne par jw , au lieu de js(W) , une sous-

algébre de Cartan fondamentale de s(W), et par tW sa partie anisotrope,

- -2d
- 8 - X
§_ R MF MG (o) = (2n) Z (W] Z Z 5™

Tek /G jeCar(G) wev)/~ %
¢ Tty son)

w ~
x f L Fj o) Bogyy Dmy (1) ar.
J
Si pour j dans Car(G) et W dans viee ¢ ixés, on pose, pour toute
»
fonction ¢ de £(g ),
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-~ _ ~ w ~
(208) <V, 0> = Z Zs)(T) L FjY (0 By 1m0 dr
. j
Tety san

on a l'égalité formelle

-2d
~ _ 8 -1 ~
(209) Z xG(T)ggMG,T(w) = (2n) Z [Wj] Z (VW,x .

Tef-_‘:G/G jeCar(G) Wev)/~

De plus, la fonction ¢ de .‘/‘(9‘) étant fixée, pour démontrer la conver-
gence absolue de la série  (207) il suffit d’établir, pour j appartenant a
Car(G) et W a Vj/~, celle des séries (208) .

Soient donc j dans Car(G) et W dans Vj/~. Pour simplifier, nous
poserons R = S(W) et nous adopterons les notations introduites au début de

ce paragraphe et au cours du précédent. Nous noterons n I’ordre du groupe

0o

quotient Ker]o/KerjO , groupe qui est aussi isomorphe a tr Z/tr R En uti-

*
lisant la formule (169) du lemme 28, il vient, pour ¢ dans ¢(g )

-1
. . w _
oy Le> = (WL /W) Z Z R [ 7Y 8, o nar
W, x R™ TR L R j' jve RwT 1°5
weWR/W,, Tetr,R
R
-1 -1 ~ w
= ng W s W1 Z Z Z X (T) I P (0
R »
weW_/W, . - j
R R X e(KerJo )7‘0 TEtr,Z

x 8, (f)m; _(Df.

R,wT ’
Mais le groupe WR opére dans trZ en laissant invariant le sous-groupe
7'_ R ainsi que le caractére ;R de ce dernier, si bien que 1'on a, pour ¢

»
élément de $(g ),
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-1
~ s )
(210) <VW-X , P> = n, [WR : w;z) Z Z z

weW_/W, x'e(Ker]j )
R 0

R r,Z

O

wx *(T) F. (f) 8, (fim, (f)df
Jrilem 8, e

A of

x'e(Kerjo“)x
0

- *
ou on a posé, pour x dans Kerjo“ et ¢ dans ¥(g ),

@) Wy, 0> = Z % (T)I F o) GRT(f)nj's(f)df.

R j
TEtr,Z

. A i + . cas
Soient x appartenant a Ker Jo et ¢ un ensemble de racines positives
dans ¢. Si <l>; est un ensemble de racines positives dans °I et si w est

»*
un élément de W(®), pour toute fonction ¢ dans ¥g ), on pose :

“d};,w . l’
(212) <V o> = (T)I (1) B, (u+)m, _(wo)dp dv.
Wx *? va . +V’W¢M R“)"'R )du
R t xC(¢') T
Tet
r,Z
On a alors, en tenant compte du fait que la fonction é, est W(®)-inva-
R, T
riante,
- = ‘DI w *
(213) (VW.x , P> = Z <vW,x , ¢, Veed(g ),
ot wew(d)

1
la premiére sommation étant étendue aux ensembles de racines positives de &
De plus, il est clair que la convergence absolue des séries (212), pour ¢
un ensemble de racines positives dans ‘bl , W appartenant a W(d) et x a
Ker]o", entraine celle des séries (208).
Pour T appartenant a tr,Z désignons par ax'T(qJ) le terme d'indice

T de la série (212). Utilisant la formule (173) donnant I'expression des
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fonctions 5, '

»
on obtient, pour ¢ dans £(g), la relation
R,T

. . ¢;,w
= j,® N
a, 1#) = X_(T) Z bl.m(; Y) I R
R yery, t"xc(o")

e-l(Y, p+vd> "j R(WV) du dv,

Q*,w

que l'on peut réécrire, si on "y ? la transformée de Fourier par-

note

- ¢:,w
tielle, par rapport a la variable u dans t, de la fonction l/lw 0’ sous la

forme suivante

. . tb;.w
4 = T j. %Y ,
(214)  a, 1lp) = %_(T) Z b, Ui.e )j Ly Yo )
Yerjy ce®)
-ny, v>
x e “j,R(WV) dv

ou, pour Y élément de ile , on désigne par Y0 (resp. y) I'élément de t

(resp. a) tel que

Y = Yo—my.

»*
Posons alors, pour T dans trZ et ¢ dans ¥(g),

+
oo °l'w
ALlp) = Z [b. (., ,Y)|I |nw’¢ Yy V)|
R, T +
Yeii C(®)
Ir
-n<y, v>
x e "j,IR(V) dv ,

de telle sorte que l’on a la majoration

(215) |ax,T("’)| s Aplo).

Si Y appartient a in , on pose

eY) = Z b, G.o'Y)).
R, T

TEtr,Z

»*
Alors il est clair que I’on a, pour ¢ appartenant a ¥(g ),
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Alp) = ) o;'ww eIV n (w)d
L9 = c I - |"W.¢ oV |e m; gVIdv.
C(®

Te tr,z Ye g

En utilisant les lemmes 29 et 30 et les formules (174), on établit les

assertions suivantes :

(216) (i) il existe une constante positive M telle que 1'on ait
c(Y) = M, VYeij'R

(216) (ii) soit Y un élément de tel que c(Y) soit non nul ;

in

alors Y appartient a et 'y a a

Iz z

Soit © une application de o, dans tZ telle que, pour tout y dans

6(y)-iny appartienne a Par suite, si y appartient a o, , ona

o, )z
(t - iny) n jZ = 0(y)-imy + tz .
*
Alors, compte tenu des assertions (216), on a, pour ¢ appartenant a ¥(g ),

la majoration suivante

d’;,w -n<y,v>
(217) Z Ale) = M Z I Z |"W»W (y+o(y),v) | e ™ "j,IR(V)dV'

+
TEtr,Z yea,, C(e) Yetz

Remarquons que 2in¢; est contenu dans le réseau tZ , de telle sorte

que l’on peut choisir des éléments H;ﬂ....,ll;] de tZ constituant une base

d’un supplémentaire, dans t, du sous-espace engendré par 2ind>I. Soit, alors,

tZ le sous-réseau de tZ engendré par 21110] et les vecteurs Hs+l""'”n ,

et désignons par Yl Ve Yl un systéme de représentants dans tZ des élé-

ments de ‘Z/ti' Considérons enfin le (resp. un) systéme de coordonnées

» »
X| weees X[ (resp. Yy e yq) sur t (resp. a ) tel que
X, = iH_ , lIsjss, x' = eo v, s+l<jsn
J o, J J
J
( .y, =H, , I=js
resp yJ 3. j=r)
J
ou (al beeey as) (resp. (Bl Voo Br)) est la base de racines simples de 'b;

+ * *
(resp. & ). Nous identifions, a l’aide de ces systémes de coordonnées, t x a
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%

n q L. * o, [P n
a4 R x R’ ; dans ces conditions t x C(® ) s’identifie a R x er et t

z

le réseau dual de tz’: , au réseau " de R". Enf in, si ¢ appartient a
- o.w n

#(g ), la fonction l[lw’¢ “mj,lR)' considérée comme fonction sur R x Cr,q )

est un élément de 8nrq' Le corollaire du lemme 26 montre alors, qu’il

*
existe des éléments de S(t ), en nombre fini, notés PireesPy s tels que,

L
pour ¢ appartenant a ¥(g ), on ait

<l>;,w 0 W +
(218) )S(:lt) Z nw’(p (X+Y,v) ZI 6 W (n,v)|dp, VYveC(d').

Ye tZ

*
D’autre part on a pour y appartenant a 0, ., v a C(<P+), et a ¥g),

o, w ! ot w
Z |"Wf;> (Y+e(y),v)| =Z Z [nwfw (Y+Yj+9(y).v)|

J=1 ,
Yetz Yetz
et, par suite, grace a (218) on obtient, dans les mémes conditions, la

majoration

+ st
o}, w W
Z NI Z f lo, ww (1) | dp.

Yetz j=1
En reportant cette derniére relation dans (217), on obtient, pour ¢ appar-

tenant a .‘/’(g‘).

@;,w
Z A(p) s M Z I I"pj"‘w;.p ()| 8(w)dp dv

TEtr,Z j=1 t xC(d? )

avec, pour tout v dans C(¢+),

a(v) = Z e—n(y,v> w. (V) = {1 (l-e—<m).Hm>)“1 w. (v),
)R + JR
a

yeP, cd
si bien que |’on peut trouver une constante positive Ml telle que, pour ¢

»
dans ¥(g ), on ait
k +

@l,w
(219) Z Aple) s M Z I |ap' Yo ()| (1 + s (v))du dv,

- + ,
., txC(®)
Tet‘_’Z j=1
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le membre de droite de cette inégalité étant fini puisque, nous l’avons vu,

+
¢ ,w
» »
pour toute fonction ¢ de ¢(g ), la fonction 'I'ngo (Hnj IR) est un élément
de & . En utilisant 1’inégalité (215), on voit alors que les séries (212)

n,r,q

sont absolument convergentes. Ceci entraine, comme nous l’avons observé, la
convergence absolue, pour tout ¢ dans .9’(9'). de la série (207).

Dans le méme temps la convergence absolue des séries (212) justifie les
égalités formelles (209), (210), (213) et (212), si bien que pour calculer la
somme de la série (206), il nous suffira de calculer celle des séries (212).
Mais grace a l’égalité (214), si x appartenant a Kerjo". j a car(G), W a

+

V’/~. w a W@ et 01 un ensemble de racines positives dans &, sont

»
fixés, on a pour tout ¢ dans ¥(g ),

:«P:,w . +
(220) Vo » 0= Z Z x (T) b, (j,®,Y)
WX -
- R R,T
Tetr'Z Ye\)R
+
® ,w
I’ -n<y,v>
x . nw.w (Yo.v)e uj’m(wv)dv.
C(®)

Cependant il résulte de 1'inégalité (219), que l'on peut permuter, dans le
membre de droite de 1’égalité (220), les signes sommes pour obtenir, pour ¢

L
appartenant a ¢(g ), la relation

~xt
_0I,w
(221) Yy + @
+
¢ ,w
- b, (,¢5Y) 0 (¥ 0 e ™ e (woddv,
W,e 0 J,R
+ R,x
C(®) Yeii
Ir
avec, rappelons-le, si Y est un élément de ile
b, (oY) = z I Mo, Go'y.
R,x Iol R, T
Tetr,Z

»*
Posons alors, pour ¢ dans {(g ) et v dans C(<b+)



172 P. TORASSO

+ Q;'w -n<y, v>

A () = Z bo GT Y My (Yo e Y

[4 R.x P
YexJR

Remarquons tout d’abord que, si Y appartient a in , la non nullité de

b, (j,<b+,Y) entraine celle de c(Y). On voit alors grace a (216) (ii) et au
R,x

*
lemme 31 que, pour ¢ dans ¥(g ) et v dans C(0+),

'b;,w ~ + -y, v>
(222) A, W) = Z Z Ty C0P) X0 b, (8" 0(y)-imy)e T,

R,x
R
yea, Xetz
Comme fi est un sous-réseau d’indice fini de tZ , on peut appliquer, ¢ ap-
»
partenant & (g ) et v a C(#") et étant fixés, la formule sommatoire de

- O+,w
Poisson relative au réseau tZ a la fonction ww ¢ pour obtenir

¢+ w <l>+ w
I, ~ _ -1 1’ -icu, o(y)>
Z L (X+9(y),n)x_°_(x) = vol(t,) Z Vi, W V) e .
R
Xetz ne?:
R,x

En reportant cette derniére relation dans la formule (222), et compte tenu de

la définition (192), on obtient

-1 0;"” Lot -V, y>
A@(V) = vol(tz) Z Z wW:v’ (p,v) ¢, (j,® ,u,y)te ;

R,
yEOZ o x
pet

R,x
mais en utilisant le fait que, pour Y dans in , on a

|c. Gootmy)l s o),
R,x

~%
ceci quel que soit p appartenant & t_, ainsi que la majoration (216)

R,x
(i), on voit que la série double ci-dessus est absolument convergente. Il
résulte alors du lemme 32, que I’on a
-1 ¢;,w
A‘p(v) = vol(tz) Z "'W.w (n,v) qT (u+v).
. R,x
pet

<

R,x
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En reportant cette derniére égalité successivement dans (221) et (213), et en

tenant compte du fait que la fonction q_ est W(®)-invariante, on obtient
R,x

»
pour ¢ dans ¥(g ) et x dans Kerjo“,
.W (u,v)q  (p+v)w, (u+v)do.
). - J,s

- -1
Ty » 9 = volty) z f F
o a R,x

pet

R,x
X appar-

Utilisant alors la formule (210) et compte tenu du fait que, pour
e - _
t est réunion des t pour x’ parcourant (Ker joh)x ,

tenant a KerJ_ ",
0" r
X R,x’

-
on obtient pour ¢ dans ¥(g ),

- - -1
W > = nol vol(tz) Z I ‘{ Z qa_ (u+v)}
~¥ Q R:x’

<V,
pet xe(KerJO )XO:#W

% o

' X

w
F.  (p+v) w. (u+v) dv .
* Vit jost

On obtient alors, grace a la formule (195) et au fait que

-1 P -t .
vol(tz) vol(tc) [KerJO nl: KerJo n Jol,

»
la relation, vraie pour toute fonction ¢ de (g ),

(u+v) q, (uw)nj s(mv)dv.

o P! w
4 , ¢ = vol(t J F.
Wy » ® = velllg) Z N
s @ "0
et

ket _

R,x
la formule (197) définissant la

Alors, en utilisant 1’égalité (209) ainsi que

fonction q; X on obtient la relation (201) du théoréme.

Maintenant, il résulte de ce que les séries (206) sont absolument conver-

/G, la série (200)

gentes que, d’une part, comme EG/G est contenu dans EG

»*
converge dans £(g) et que, d’autre part, on a pour ¢ dans ¥(g ),



174 P. TORASSO

Y M TG 1o = {Z 5, (T) ?ngG.T(w)}dx

Kerj* ~

TeEs/G TeE;/G

=J‘ {I L 90 ag (D) de'x(f)}dx.
Kerj~ ‘' g

En utilisant la relation (197)’ on voit que pour toute fonction ¢ boré-

lienne et positive ou qumG-intégrable on a

—ng -1 -1
J' _ 90 ag(0) dmg (1) = (2m) Z (w17 vol(tg) Z

8 : .
G jeCar(G) wevl /.
F.W (u+v) q (p+v)n,  (p+v)dv.
» Jr® ° ),s
« a(G) S(W)
Kt

Soit alors un élément j de Car(G) et W de v)/~. D'une part, de

d , I’assertion (i) du théo-

méme que pour ce qui concerne la mesure

9%6,x™Mc,x

réme, relative a la mesure dm sera conséquence de 1’existence d’une

99mg »

-
semi-norme n continue sur ¥(g ) telle que

(223) Z J IFjww(uw)l q (u+v) |nj s(uw)ldw = nlp), VrpeD(g').

» S(W)
» a(G)
Hets |

et d’autre part, la relation (202) sera conséquence de 1’égalité suivante

(224) . Fjlt,w(uw) Q. (u+v)ﬂj,s(u+v)dv
. a(G) S(W)
“EtG,l
w -
= I Z I F." (pu+v) q (p+v)m, (p+vddvidy, Veef(g ).
» ,-V’ o Jls
Kerj* . a S(W),x
et 0
H G,x

De méme qu’au cours de la démonstration du théoréme 6 on a établi la re-
lation (168), on démontre en utilisant les formules (163) et (164) 1'existence

d’un nombre strictement positif, ¢, tel que pour toute fonction ¢ dans
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»
¥(g ) on ait

w
(225) Z J. |Fj X ¢>(“+V) i s(p+v)| q (u+v)dy
»

- a(G) S(W)

nets

=c I T (A)da
¢
» * x
[tG + a(G) nt ]/tG
ou on a posé

- w

rw()\) = z I j,w(“w)"j,s(“w”q . (u+v)dv,
S(W)

t

ue
G, Xy

avec, rappelons-le, X, le caractére du groupe discret Kerjnexpt défini

par
iA, T <
1A(expGT) =e , VTetG
) o
et tG X étant égal a tG N pour n'importe quel caractére x de Kerj dont

T

la restriction a Kerjnexpt est X, Remarquons maintenant que l'on a

~d>w
rm Z Z o),

lc‘bl weW(d)

la premiére sommation portant, comme d’habitude, sur les ensembles de racines

positives dans ‘DI , et ce, a condition de poser, pour <b; un tel ensemble et

w appartenant a W(®),

+
~ d>l.w @I,w
l"(p A) = Z I . I'Ilw’w (u+v)|q . (l“-v)nj'm(v)dv.
. C(®) S(W)
pet
G,
De plus il résulte de la formule (196) et de la majoration (205) que l'on a, M

étant une constante positive, la majoration analogue a cette derniére

( ) »* * *
q . (“H))nj,[R(V) M l+n (v) VAetG +a(G) nt,
S(W)

s +
VuetG , YveCl¢ ).
' X
A +
dfvl,w
Alors en utilisant les propriétés des fonctions ww et le corollaire
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du lemme 26 on voit, de méme que dans la démonstration du théoréme 6, que la

fonction l'w est une fonction continue de la variable A dans

» - L e *
“G +a(G) nt ]/tG , et qu'il existe une semi-norme 7, continue sur ¥(g ),

telle que
sup IT (W] = nle).
» . * . » (4
Ae[tG + a(G) nt ]/tG
On voit alors, grice a la relation (225), que cette semi-norme =7 satisfait a

I’assertion (223). Ceci achéve de démontrer le fait que la mesure qum dé-

G
E
finit, sur g , une mesure de Radon tempérée.

La relation (224) est alors une conséquence facile de la formule (198).

Q.E.D.

Soit YG I’ensemble des couples (f,t), avec f appartenant a 9:; et
T a XG(f). Alors M. Duflo a défini sur YG une fonction CG permettant,
pour tout x appartenant a Kerj®, de décrire la mesure de Plancherel modulo
x du groupe G : voir [Du-3] V5, Theorem 40. En utilisant les résultats de
[Du-3] V5 et V6 , il n’est pas difficile d’établir le lemme suivant qui

compléte le théoréme 7.

L
Lemme 34. Soient x dans Kerj" et f dans 8g x n V. Alors on a

(226)

L) = (G : Kerj c(n! Z (dim 02 ¢_(f,7).

TEXG,x(”

9% ¢

Supposons que le groupe presque algébrique (G,j,G) soit tel que le mor-
phisme j soit injectif. Dans ces conditions les groupes Kerj et Kerj"
sont triviaux et les fonctions qG,l et a9 sont égales.

Soient j un élément de «car(g) et f de gé n Vj, et utilisons les
notations introduites au début du paragraphe. Alors le groupe, I.Q. est le sous-
groupe analytique d’algebre de Lie r du groupe algébrique, défini sur R, R.
Il est bien connu que, dans ces conditions, J_  , qui est le sous-groupe de

[o]

Cartan de R d’algébre de Lie j, est engendré par la réunion de expGj et de
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I’ensemble des éléments ¥, » pour o« parcourant &. De plus, pour tout o
appartenant 3 ¢, on a

¥, = exp inHa.
Il est clair alors que le groupe JO ainsi que chacun des éléments T &
appartenant a2 &, ne dépend pas du choix de I'élément f de ,g(; n Vj, si bien

que l'on peut énoncer le

Lemme 35. Supposons le groupe (G,j,G) tel que j soit une injection,
»
et soit j appartenant & car(g). Alors, pour tout élément f de 8 0 V’.

le nombre qG(f) ne dépend que de la restriction de f a j.

Dans le cas général la situation est bien plus compliquée comme le montre
I’exemple suivant.

Si n appartient a N, on note SO(n,R) le groupe spécial orthogonal
pour la structure euclidienne canonique de R" et so(n,R) son algébre de

Lie. Si p et q appartiennent a N, on note SO+(p,q) la composante neutre

du groupe spécial orthogonal de la forme bilinéaire symétrique de signature

Rp+q,

(p,q) sur et dont la matrice dans la base canonique, el,...,epm , de
Rp*q est
1 0
A _=|P
p.q 0 -]
P

Nous noterons so(p,q) 1’algébre de Lie de SO*(p,q). et Atp q(HR) I’espace

»

vectoriel réel des matrices réelles, p-lignes et g-colonnes.

Soient S = SO+(4,2) et s son algébre de Lie. Nous désignerons par Q

»*
la forme quadratique sur R6 dont la matrice dans la base duale de la base

- »

canonique, que 1'on note e est A

1% 4,2
L’algébre de Lie s est l’ensemble des matrices

X Y

ty z

avec X élément de so(4,R), Z de so(2,R) et Y de .114 XHR)'

Soit h la sous-algébre de Lie compacte maximale de s constituee des
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matrices

X 0
o Z

avec X élément de so(4,R) et Z de so(2,R).

Soient S le revétement universel de S, p la projection canonique de

S sur S et I le noyau de p. Notons K (resp K) le sous-groupe analytique

de S (resp. S) d’algébre de Lie k. On a
K = SO(4,R) x SO(2,R) et ;( = Spin(4) x R,
Spin(4) étant le revétement universel (& deux feuillets) de SO(4,R), de
telle sorte qu'on a I’identification
lt ={l, €} x Z,
ou € est 1’élément non trivial du noyau de la projection naturelle de

Spin(4) sur SO(4,R).

*
On note, si n appartient a N, l‘n le sous-groupe de T s’identifiant

a {1, € x nz, et l"eﬂ celui s'identifiant a {1, €}. De plus, pour tout n

»
appartenant a N v {o}, on désigne par Sn le groupe quotient de S par

I‘n » par  p, la projection naturelle de Sn sur S et par l"n le noyau de

cette derniére, qui n’est autre que I'/l‘n. Alors on a

»
l"n = Z/nZ, si neN

de telle sorte que, pour n dans lN‘ U {w} , Sn est un revétement connexe a
n feuillets de S. En particulier on a S = Sl’

Soit n appartenant a IN' U {w}. Alors le groupe Sn agit dans lR6 au
travers de la représentation naturelle de S, et on note Gn le produit semi-
direct correspondant de Sn par |R6. On note g 1’algébre de Lie de Gn ,
laquelle ne dépend pas de n et se trouve étre le produit semi-direct de s
par IR6.

Le groupe S est la composante neutre du sous-groupe des points réels de

S, le groupe spécial orthogonal de la forme bilinéaire symétrique sur Cs dont

la matrice dans la base canonique est A4 5 » groupe qui est défini sur R. On
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note G le groupe algébrique défini sur R, produit semi-direct de S par
CG. Le morphisme Py s’étend naturellement en un morphisme encore noté Py
de Gn dans G et tel que (Gn.pn,G) soit un groupe presque algébrique.
Alors la forme quadratique Q est un polyndéme sur 06. ayant les propriétés
relatives au groupe Gn énoncées dans le lemme 2 et la proposition 2. En par-
ticulier si on note V [I'ouvert affine de IR6* complémentaire de 1’ensemble

des zéros de Q et si on pose

vt = {uefRs. / Q(u))O} et V = {uEIR()‘ / Q(u)(O},

V est la réunion disjointe de vt et V et les sous-groupes d’isotropie
- *
Sn(u), u appartenant a v* (resp. V), sont tous Sn—conjugués a R; = Sn(el)
- - - -
(resp. R_ = S _(e.)). On note et (resp. r ) 1’'algébre de Lie de R’ (resp. R )
n n 6 n n

laquelle est isomorphe & so(3,2) (resp. so(4,1)).

Il est immédiat de vérifier que
r <R et I AR =,

n n n n

de telle sorte que R; est un revétement connexe a n feuillets de SO+(3,2)

tandis que R; est isomorphe a SO*(4,1).

Soit j la sous-algébre de Lie de s constituée des matrices

AW uE
HA’“= “tE ,  A,uER,

avec
0O 0 0 O 0O o0
0O 010 o 0
W= 0o-1 o ol et E = o ol
0O 0 0 O 1 O
Alors j est une sous-algébre de Cartan commune a o et r, et, en parti-

culier, est un élément de car(g) ; on note J; (resp. J;) le sous-groupe de
Cartan de R; (resp. R;) d’algebre de Lie j. On voit sans peine que
+ .
Jn = 1'n expS I8
n
le produit étant direct, tandis que
n

I = eXpg j.
n

D’autre part le systéme des racines réelles, ¢, de j dans vt ou r
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est constitué des racines « et -a, avec

a(HA

) =u, VYAueR.
W = u

Posons, pour € = %],

o E+ 0 O )
+ + 0o 0 +
X = , avec E = et W =
ca t L+ . o0 -1 0
E ew 0 1
- - 1 0 00 0 1
X = " E avec E = 0 0 et W = 0000
e |_tem o | “lo o “lo o o of
0 O -10 0 O

Alors X:a (resp. X;a) est un vecteur de poids e€a dans r+ (resp. r)

relativement a j, et on a

X, » X )=1X X l=H ,

si bien que I'élément, 7; (resp. 7;), de J; (resp. J;), correspondant a «,

est donné par
+ + + - - -
¥, = exp 1(()(“ - X_a) (resp. ¥, = €xp n(Xa - X_o‘)).

+ .
Un simple calcul montre alors que Yo est un générateur de Fn , tandis que

7_ est 1’élément trivial de G _.
a n

*

De plus, si f appartient a l’)j , les conditions suivantes sont équi-

valentes

* -
(i) f appartient a 8; nhj

(ii) up appartient a V et il existe un élément, a, de Z +

Ni—

tel que

H“)\,O) = aA, VaeR.

Dans ces conditions il n’est pas difficile de voir que

L L]
(i) si I’élément f de g r\l’)j est tel que up appartienne a

Q

n
+
V', on a
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-~ [sh<nf, H | .

o .
q; (f)=T Z , si nelN

n chénf, Ha>—cos (2kn/n)
k=0
2n |sh<nf, H >|
q. (0 =5t % de =1
G 2n :
© (0]

chénf, Ha>-0052n9

* -
(ii) si I’élément f de 8; N hj est tel que up appartienne a
n

V, ona

| sh<nf, Ha>| .
(f) = —————, VneN v {w}.
n ch<nf, Ha>—l

96
Maintenant nous allons montrer, en calculant un exemple, que les pro-
priétés établies dans le théoréme 5 et concernant les intégrales orbitales sur
g“l sont bien les meilleures que I'on puisse obtenir, et qu’en particulier,
contrairement au cas semi-simple, elles ne sont pas a décroissance rapide a
I’infini.
Considérons 1'algébre de Lie, slz(R). que l'on identifie a son dual au
moyen de la forme bilinéaire symétrique
(U,V) —— truv.

Soient alors les éléments de s]z(lR)

By )

On suppose le(IR) muni de la structure euclidienne pour laquelle H,
X-Y, X+Y est une base orthonormée, et on note Il Il la norme correspondante.

On fait agir SLZ(IR) sur slz(lR) au moyen de la représentation adjointe
et on considére le groupe algébrique G produit semi-direct de SLZ(R) par
slz(R). On note n, l’espace vectoriel sous-jacent de le(IR) considéré comme
une algébre de Lie commutative. Si A est une partie ou un élément de le(IR).
on notera An la partie ou I'élément correspondant de n. Dans ces conditions
I’algébre de Lie g de G est le produit semi-direct de slz(lR) par u.

Soit
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b = R(X-Y) ;
c’est une sous-algébre de Cartan fondamentale de le(R). et on note B, le
sous-groupe de Cartan correspondant de SLZ(IR). Les éléments de B sont les

matrices

cos® sin@
k. = exp 6(X-Y) = , ©eR.

6 -sin® cos@

Si t appartient 3 R, on note a_  I|’élément de SLZ(IR) tel que

t
t

e 0
a, = exptH = e
t 0 et

Alors b est un élément de car(g), et on a
bb=b$bn et Hb=Beprn.
»*
De plus, si nous identifions g avec g, a l'aide de I'identification de
slz(lR) avec son dual que nous avons décrite ci-dessus, on a, ¢ étant une
constante positive,

nb(A(X—Y) + u(X—-Y)n) = cuz. VA, ueR.

»
Nous identifions d’ailleurs bb avec IR2 au moyen de l’application
A(X-Y) + u(X—Y)n — (A,p).

»*
Soit alors, ¢, la fonction définie sur g = g par

fp(U+Vn) = exp(-ll Ull2 =~ anlz).

Il est clair que ¢ est un élément de .7’(9.). Nous allons étudier le
comportement asymptotique a I’infini de I’intégrale orbitale Fb.

Pour alléger I’écriture nous poserons S = SL(2,R) et s = slz(lR). Nous
allons effectuer les calculs sans nous préoccuper des problémes liés a la nor-
malisation des mesures utilisées. Autrement dit, les égalités que nous écri-
rons ne seront vraies qu'a une constante multiplicative positive prés.

Rappelons d’abord que, si V] est une fonction sur I’espace quotient

S/B, on a

2n +00
W) dé = I I Wk, a,) shat dt do.
S/B o Jo

En utilisant cette relation on voit facilement que pour A appartenant a R
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on a
Fy ,(A) = I I I o((sexp€). (A(X-Y) + HX-Y) ) ut ag ap ds
34 s/B 'R Jusb
n
+00 4
=I {I I w((atexpi).(h(X-Y) + u(X-Y)n)) n d€ dp}sth dt
] R “u/b
n
+00 2
=I {I v, t) p du}sth dt ,
o VR
avec

v(A,p,t)

J- of at.(A(X-Y) + yH + 8(X+Y) + u(X—Y)n))dz ds
2
R

2, 2 2 2
- e-(A +u”)ch4t I e—(7 + 87ch4t + 2A8sh4t) dy d5

RZ

-1/2
(ch4t)

e—l)\z(l—th24t) + uZlchat

Il vient alors

+00 2 -1 1 2 2 2
Fo o) = I e ) (a2 sh2t dt = j SRV Mg
24 0 0 (1+u%)
On a alors I'encadrement
1 22 1 22
£ J- e'x v uzdu s Fb (A) = I e-h u udu,
vz Jo a4 0

la premiére des intégrales étant un O(A-a) au voisinage de !’infini, tandis

que la seconde est un 0(7\—2), comme on le vérifie aisément.
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