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ANALYSE SEMI-CLASSIQUE
POUR L’EQUATION DE HARPER I1I

Comiportement semi-classique pres d’un rationnel

PAR

B. HELFFER ET J. SIOSTRAND

RESUMI.

Dans ce travail nous continuons notre étude de Mopérateur de Harper,
cos h D, + cosx dans L%(R), par des méthodes d’analyse microlocale ct
de renormalisation. On traite ici le cas ou /27 est proche d’un rationnel :
h2m = 1/(qo+ 1/(q1 +...)), avee q; € Z\ {0}, |¢;] < No, pour j < Ny,
el qj > C(Ny) pour j > No+ 1. lci Ny est arbitraire.

ABSTRACT.

In this paper, we continue our study of Harper’s operator, cos h D, +
cos x in L2(R), by microlocal analysis and renormalization. We treat here
the case when h/2m is close to rational number: h/27 = 1/(qo + 1 /(1 +...))
with ¢; € Z\ {0}, |¢;] < Ny for j < Ny, and ¢q; > C(Ny) for j > No+1.
Here Ny is arbitrary.

Texte regu le 4 Novembre 1988, révisé le 19 Juin 1989

B.HELFFER, Département de Mathématiques, UA CNRS 758, iUniversité de Nantes,
44072 Nantes cedex 03 et D.M.I., Ecole Normale Supérieure, 45 rue d'Ulm,
75005 Paris, France.

J.SJOSTRAND, Département de Mathématiques, UA CNRS 760, Université Paris-Sud,
91405 Orsay cedex, France






0. INTRODUCTION.

Dans [He-$j5], nous avons étudié le spectre de 1'équation de
Harper

H 1
(0.1 (Ukez —= — (U 1+ Uk - 1)+ cos(ak+O)ug

u — Hgu

ou plus précisément teJ SpHg dans le cas oU :

(0.2) a/2m est rationnel (cas traité auparavant par
J. BELLISSARD et B. SIMON [BeSil).

(0.3) a/2m est congrumodulo Z & h avec h petit (h=h/21).
On se propose ici de regarder le cas ou :

(0.4) a=2m (p/q)+h (mod.2m2)

avec |h| assez petit et p et q premiers entre eux.

L'objet de cet article est donc de justifier les articles non
rigoureux mathématiquement mais trés fondés numériquement ou
physiquement consacrés a cette situation pour lesquels nous
référons & M. WILKINSON [Wi1-5] et un Survey de J.B. SOKOLOFF
[Sol. Mentionnons également un Survey récent de J. BELLISSARD
[Be2] qui annonce des résultats mathématiques qui recoupent
partiellement les ndtres en liaison avec les travaux de 1'école de
Grenoble (RAMMAL et ses collaborateurs [WPR]).

Nous espérons ainsi expliquer d'autres aspects du papillon de
HOFSTADTER [Hol tout en restant loin de V'explication générale du
dessin car nous sommes limités par les contraintes de
'approximation semi-classique.

Par rapport &8 [HeSjS], le gain peut sembler minime mais il
élargit en fait sensiblement les résultats de cet article. On
démontrera par exemple le résultat suivant pour Vopérateur de
Harper:

(0.5) P(a)=cos(aDy)+cosx
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dont le spectre est U SpHg.
0

Théoréme 0,1, Soit €43>0, CoeN (Cp=2). Il existe une
constante C(Cq,Eq)>0 telle que si a/2m admet le développement
en fraction continue:

(0.6) a/21m = qg+1/(qy+1/(ap+1/..)) = (p/Q)+h
avec pour un certain m=Cq

(0.7) 0<lqjl=Cq pour 0<j=m
lqjl=C(Co,€0) pour j=m+]1

alors, si a/21m ¢Q, le spectre de P(a) est inclus dans la réunion de
a{M) intervalles disjoints (si h #0) Ip(h) (R=1,...,q{M)) de Ia

forme: [¥ p(h),8p(h)] avec:

Fr)>¥p-Ch , 8p(h)<&p+Ch
(0.8) FR<EL=E o +1<8 0 41
¥ g(h) , 8 p(h)eSpP(a)

ou q(m) est défini comme le dénominateur de la fraction rationnelle
obtenue en tronquant le développement en fraction continue & 1'étape
m:

(0.9) alm) = p(m) /q(M) = q 41 /(qy+1/(a2+1/ «ei(Qm-1+1/am)))

avec p{M) premier avec q(M); g(MeN .

(0.10) h=a-21 alm)

(0.11) ‘ij [¥p,8p] correspond au spectre de P(21ralm))

(0.12) d(Ig(h),Ip(M)=1/C si Sp#¥p4y1 et =1/C vh si
=% +1.

Dans chaque intervalle Ip(h), SpP(a)nlp(h) se décrit comme une
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réunion d'intervalles fermés Jj(Q), ou les JJ.(Q) sont des intervalles

fermés de longueur #0 avec BJJCSD(P(a)), Jj(&)l se trouve &

droite de J](Q) et

(0.13) 1/ 1amaq! & d(J(Q) J(“,) S/ Tamyri-
(0.14) 0% et de tongueur e +0(1/1 D)
: 0 9 0 Am+11)-

(0.15) Les autres bandes sont de largeur e~CO)/ lam+1l ayec
C(j)=1.

. . R . .
Pour j#0, si Kj( ) désigne la fonction affine croissante qui

transforme Jj(Q) en [-2,2], on aalors KJ-R(JJ,( 22) nSpP(a))Cqu( Qk)
’ k ’
ou les ‘Jj(,gk) vérifient des propriétés analogues avec Q41
remplacé par qp 42 et (0.13) peut étre précisé en:
(R) ,(R) ~
(0.16) d() k,J] S >~l/qm+1

et ainsi de suite ....
(Ici alb signifie que a/b est majoré par une constante qui ne

dépend que de Cq et €p).

Dans le cas rationnel, on a le méme résultat, mais la procédure
s'arréte aprés un nombre fini d’étapes. g

Remarque 0.2. €y correspond & 'exclusion dans chaque intervalle
(et & chaque étape de la renormalisation) d’un petit intervalle dans
lequel il faut faire une étude différente et qui correspond a un
voisinage de l'énergie O pour 1'Hamiltonien cos {+cosx. Ce probléme
sera étudié dans [HeSj6].

Remarque 0.3.Compte-tenu des résultats trés récents de
P. VAN MOUCHE [UM] et de CHol, ELLIOTT, et YuI [C-E-Y], on ne peut
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avoir 8p=%p 1 Qque pour q(m) impair et pour 2=(q(m)—1)/2.

Au niveau des méthodes, on raméne V'étude de Vopérateur de
Harper

cos((2malM+n)D,)+cos x

& 1'étude d'un systéme pseudodifférentiel a{Mxq(M)  gont on
constate qu'il est & caractéristiques au plus doubles.

En étant trés schématique, on se raméne alors & 1'étude ou bien
d'opérateurs pseudodifférentiels scalaires modelés sur:

coshDy+cosx+hy(x,hDy,h)

(ou Von voit apparaitre un terme d'ordre inférieur 1ié a une phase de
Berry discutée chez WILKINSON [Wi2] et chez BELLISSARD [Be2]
(“Formule de Rammal-Wilkinson’’) et qui sera discuté au §.6 ou bien
a 1'étude de systéme 2x2 du type de Dirac analogues & celui observé
dans le cas alM=1 :

( cos hDy cos X )

cos X —-coshDy

prés de 'énergie O et qui décriront la situation prés des valeurs de
V'énergie ou deux bandes de P(21al{M)) se touchent.

Apreés une étape, on se retrouve dans la situation décrite dans
[Hesj5].

Une grande partie de 'étude (§1,3,5) est en fait trés générale et
s'applique & des hamiltoniens assez généraux du type des exemples
mentionnés par M. WILKINSON [Wi1].

Ce travail a été annoncé & la rencontre d'analyse microlocale
d'Oberwolfach en Novembre 1987.

Nous tenons & remercier le referee pour toutes ses remarques
constructives.
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f. REDUCTION POUR L’ETUDE SEMI-CLASSIQUE PRES
D'UN RATIONNEL.

1.0. Introduction.

Il s'agit de développer la réduction & un systéme
pseudodifférentiel pour 'étude de 1'équation de Harper dans un cadre
général. Nous allons démontrer que, pour un opérateur
pseudo-différentiel pW(x,aD,) ol a/2m est proche d'un rationnel

p/q, 1'étude spectrale se raméne & celle d'un systéme qXxq
d'opérateurs pseudo-différentiels h-admissibles avec
h/21mw=a/2m-p/q. Nous avons été influencés par les travaux de J.B.
SokoLoFF [So], M. WILKINSON [Wil et J. BELLISSARD [Be2]. Ce dernier
travaille dans le cadre des C*-algébres. Notre travail est sans doute
simplement une version ‘‘pseudodifférentielle’’ de ce travail mais qui
permet aprés d'appliquer cette machinerie (en particulier les
technigues de [HeS$j51). La motivation d’une telle généralisation est
naturelle. Quand on vient du probléme ‘‘physique’’ : étude spectrale
pour Vopérateur de Schridinger avec champ magnétique et potentiel
périodiques, que ce soit dans le cadre de l'approximation
semi-classique (cf. §9 de [HeSj5]1, [HeSj61), dans celui de
'approximation champ magnétique fort (cf. [Be2], [HeSj7]) ou bien
de celui de Vapproximation champ magnétique faible (cf. [Be2],
[Nel, [HeSj71), Vopérateur de Harper n'apparait que comme une
approximation d'un opérateur plus général.

En fait selon la démarche de Bellissard (qui se place dans le
cadre de la méthode de projection de Feshbach) ou celle de [HeS$j6]
appelée: étude d'un probléme de Grusin (méthode utilisée dans
d'autres contextes en E.D.P., cf. en particulier [HeSj4] (étude des
résonances)), on se ramene plutét & un probléme implicite du type :
trouver 2z t.q. OeKerH(z) ou H(z)=Harper-z+perturbation
dépendant de z qui est du type qui sera étudié dans [HeSj61. Enfin,
le suivi des symétries est indispensable pour I'étude spectrale. on
suivra donc avec soin ces symétries dans le processus de réduction.

1.1. Réduction : préliminaires.
Soit :

(r.1.1) a=2m(p/qQ)+h+21R

avec h/2mel-3,3l, ReZ, p premier avec q, 0<p/q<l.
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On s'intéresse au probleme :

(1.1.2) Déterminer dans un intervalle d'énergie I, le spectre de
'opérateur p¥(x,aDy) ou p(x,€), p est C®
21 -périodique en x et €, et ol

(pW(x,aDyu)(x)= lal =1 [ ei/3{x=Y,€)p[(x+y)/2, € July) dyde

qu’on peut ramener & :

(1.1.3) Déterminer dans un intervalle d’'énergie I, le spectre de
opérateur QW(x,hDy), ol
((x,6) > Q(x,£))eC®(RxR;CAxCAT), Q*=Q,
Q est 21 -périodique.

Bien entendu, on s'intéresse & une situation ou h est
petit de sorte que la réduction (1.1.2) = (1.1.3) nous ramene a un
probléme plus “'connu’’ d’opérateurs h-admissibles.

Remarque initiale 1.1.1. On ne s’intéresse au spectre qu’au
niveau ensembliste.

On se placera dans la suite dans le cas h #0; pour h=0 il
faudrait remplacer (1.1.3) par:

(1.1.3) Déterminer dans un intervalle I la réunion pour (x,C)e]R2
des spectres des matrices Q(x,€).

La théorie de Floquet classique (cf. [ReSil, [HeSj51), montre
que p étant 21r-périodique en X, le probléme (1.1.2) est équivalent
a:

(1.1.4) Déterminer dans1: U SDHS ou Hae est défini par :
6eR

H%uzpw(x,a D)u

3y 2 —alb
D(He)—{ueL]OC,u(x+2ﬂ)-e u(x)}

ou encore (cara #£0):
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(1.1.5) Déterminerdans1 U Sp ﬁg ou ﬁae est défini par :
6eR

ﬁgu=pw(x,a D+6)u

G2a)= 2 =
D(He )—{UGLIOC. u(x+2m)=u(x)}.

Le probleme (1.1.5) est un probléme sur le tore. On peut
remarquer 2 propriétés simples:

(1.1.6) Si a est irrationnel, le spectre est indépendant de ©
(cf. pour une démonstration de cette propriété classique
[Hesj51).

(1.1.7) ﬁg et ﬁg"‘z'” ont méme spectre (ceci résulte de la

périodicité en § du symbole de sorte que e2iMDx = 1),
On est donc ramené & étudier
(1.1.8) lél Sp pW(x,aDy+06) ou pW(x,aDy+6) opére sur L2(sh
et si nécessaire, on peut supposer R=0 dans (1.1.1).

De la méme maniére, si on regarde le probléme (1.1.3), on
montrera qu’il existe une matrice unitaire Xq de sorte que sion

considere

(1.1.9) K=Ko*T21/q

on ait

(1.1.10) X-QW(x,hDy)=aY(x,hDy)-X

de sorte que 1'étude du spectre de QW(x,hDy) se rameéne a 1'étude
de Qg avec

(1.1.11) Q% = a%(x,hDy)

D(Qg) = {ueL?oc®Cq ,Xu=el®y}
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gu’‘on raméne & un probléme sur un fibré sur le cercle de longueur
21/q avec:

(1.1.12) Qg = QW(x,hDy+6)

D(Qg) = {ueL%OC®CQ sXu=u}.

On ramene ainsi pour h#0, le probléme (1.1.3) (sous
'hypothése d'existence de X vérifiant (1.1.9) et (1.1.10)) a 'étude
de:

(1.1.13) (L(:SD 69) NI

Dans la suite pour comparer les problémes (1.1.2) et (1.1.3), il
sera plus commode de comparer (1.1.8) et (1.1.13).

1.2. Détermination ph Q

On cherche donc une application de 1'algébre des o0.p.d &

symboles 21 -périodiques en (x,€) dans une sous-algébre de
algébre des systémes qxq d’'o.p.d & symboles 21 -périodiques en

(x,€):
pP2,q

t.q. SppW(x,aD)=SpQ¥W(x,hD).

On souhaitera aussi conserver essentiellement des symétries en

travaillant dans des algébres d’o.p.d plus petites.

Etape 1. On reprend la discussion du §.6 de [HeS$Sj5] (cf. formules
(6.8), (6.11)) en écrivant 1opérateur pseudodifférentiel:
pW(x,aDy+6) sous la forme:

(1.2.1)  pW(x,aDy+6) = > > f(k,j) (exp-ix))(exp=i(aDy+0))K
ko
(1.2.2) PW(x,aDy+0) = D 5 flk,j) LY LK
ko j
avec
(1.2.3) Ly =e X
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L% = exp(-i(aDy+6)).

La correspondance p— p,(p)=f de c®(s'xs!)y dans 4(z2),
espace des suites doubles a décroissance rapide, est donné par :

(1.2.4) a(k,j) = exp[-ia(jk/2)] f(k,j)

ou les q(k,j) sont les coefficients de Fourier de p.
(Tout ce que nous faisons est trés voisin de ce que fait BELLISSARD

dans [Be2], sauf que nous travaillons sans doute dans des algébres
plus petites).

Si on munit C®(S{xS;) de la loi de Weyl &

correspondant & la composition de Weyl, on a par transport de
structure (p— pa(p) est un isomorphisme) une loi noté # sur

A(22) qui peut s'obtenir en utilisant (1.2.2).

LISk, cina (¥
EZE:Ide)LI(LZ) > gLl (L)

Kk K, 5

j
: 0 '
=SS5 wp e, e U
il . . )
Remarquant que : (Lg)k L]J =e~iaj'k LlJ (Ls)k on obtient :

(1.2.5)  (1&g)m, k1= > fk,j) g(k',j') exp(iaj'k)
k+k‘=m

j+i=2

(qui correspond & une convolution dans le cas ou a=0).

Pour définir 1a correspondance au niveau des opérateurs,
on va dire maintenant comment on transforme:

S] 0
(1.2.6) Ly et L2 en By et :32

et on définira ensuite Q par:
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. j SN 4
(1.2.7) Q¥(x,hD+0) = 3 1k, B) ()
k,j
défini sur LZ(Sy;CA).

Bien entendu, il s'agit pour I'instant d‘une opération formelle et il

nous faudra ensuite identifier u pw(x,an+e) et
0

Y Sp QW(x,hDy+6).

Introduisons V'opérateur M, de LZ(SI) dans LZ(S|)®CQ
défini par:

(1.2.8) (mpu) = (u,'czﬂp/qu,...,r%;r'p/q u )
avec (‘cgu)(x) = u(x-y).

Si on introduit les matrices:

—

(1.2.9) J avec w=exp 2itr/q .

I
IS

On remarque que :
(1.2.10) Tply=e ™JP. T,
0 — o—i(hDy+8) -1
MpL9=e (hDy+8) k=117
ce qui nous conduit & Vintroduction de

(1.2.11) Ly =e X gp
32 = g-1(hDx+0) k-1
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Sion veut retrouver le formalisme de Weyl, on doit écrire :
ax,6) = > Ak, j) exp(~ijx+k€))
Jrk
Q™(x,hD) = > Qtk,)) exp(ijk(h/2)) exp-ijx - exp—ikhDy .
jik
D'oll
Qck,j) exp(ijk(h/2)) = 1(k,j) - (Jp)j (K=K
Gk, §) = exp(=ijk(h/2)) 1(k,j) (WPY (K=K) .

On définit pour p dans C® (S'xs!), Q par:

(1.2.12) Q6 = 5 e~ 10X+KE) exp(~ijk(h/2)) 1k, PP (KK)
jrk
et on vérifie que :
(1.2.13) Q(x,6) = > exp-i(jx +k€) exp & jk(2mp/al-qlk,HIP)) KK
jrk
ou q correspond aux coefficients de Fourier de p.
Compte tenu des propriétés de commutations de Ly et

I:‘Z’ qui sont les mémes que pour Ly et L? a savoir:

(1.2.14) LIty =e@LL?

Or, =eldp 0
132131 e'? Iy >

(1.2.15) On vérifie que pfi—» Q est un homomorphisme d'algebre

et que QWI'ID=TTD pW.

Etape 2. Il nous reste & montrer que SppW(x,a Dy)=Sp a%(x,h Dy)
ol les opérateurs sont considérés respectivement comme opérant
sur L2(R) et LZ2(R)®CY. Cette propriété est sans doute classique,
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dans la théorie des C*-algébres (cf. [Be2]). On en donne une
démonstration a la main.

Démonstration de (a)=(b) : AeSppW(x,aDy)=>XeSpQW(x,hDy).
Onavuqu'ilexiste 6 t.q. AeSppW(x,aDy+6).
Cela simplifie 'existence d'une suite up t.q.

(1.2.16) I(pW(x,aby+0)=X)upl 0

LZ(SI) n- oo

T2 Un=1pn, “Un"Lz(S1) =1.

Considérons (T u,) ona:

Tzﬂ/q(ﬂpun):

T ey T

(rZTI/QU"'TZW/q' Zﬁp/qun' er/quTrp/qun)

=kR®)(mpu,)

ou R=R(p) est choiside telle sorte que (p-R(p)+1)/q €Z.
Par exemple si p=1 on prend R=-1) (cf. formule (5.1.8) dans cet
article).

On peut réécrire ceci sous la forme :

- R(p) . = )
(1.2.18) K T /g (Mpup)=(Tpup)

et il est clair que (Tjuy,) verifie

(1.2.19)  1(Q¥(x,hDy+8) =X )(Tpup)ll 0.

L2(]0,21/ql®CY 1500

Pour en déduire que AeSp QW(x.hDX), il suffit donc, compte—-tenu
8 ( = ‘Q(D)
des remarques (1.1.9) a8 (1.1.13) de montrer que K=K T:ZTT/Q

vérifie bien la relation (1.1.10).
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Notons d‘abord que

Q"(x,hDT, q:OW(x.f»zn/q,n Dy).

v _2m/q /
On doit donc calculer

KR(P) q(x+(21/7q), )k~ L)
en utilisant 1a formule (1.2.13).
On a donc & vérifier :

exp-ij(21/q) KLP) gk~ UP) = 4P,

Observons qu’on a la relation :
(1.2.20) JK = WKJ
de sorte qu'il suffit de vérifier :

exp-ij(21/q) - w " PIR(P) =
qui est bien vraicar (pR(p)+1)/q € 2.

On a donc bien (1.1.10) et compte-tenu de (1.2.18), (1.2.19) ceci
termine la démonstration de a=b.

Démonstration de (b)=> (a): i.e. XAeSpAW(x,hDy)=> X €
SppW(x,aDy). Soit donc AeSpQW(x,hDy). Alors il existe © et une
suite v, vérifiant:

ary K7 IZ(9)1:2"/q-vn:vn

(1.2.21) 2> ll(QW(X.th*’O)—)\)Vn" » O

L2([0,(211/DDR®TC" 5o
o vl L2((0,2m/Ql)@cd

(1.2.20) ¢ exprime que vp= (T uy) avec Tppup=up,

On vérifie alors immediatement qure :
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Tp(pY(x,aDy+6)up) = QW (x,hDy+6)vy,
de sorte que

(1.2.22) I(p¥W(x,aDy+6)uy)l 0

Lz(sl) n- oo

T2 Up=Up

ce qui exprime bien que A€Sp p~(x,a Dx), en remarquant que :

Nup I ~ vyl

L2([o,21r]) L2([0,(z/qQ)®C

Remarque 1.2.1. Cas de 1'équation de Harper. (Cf. Appendice
pour une démonstration plus directe).

Soit p(x,€)=el€+e € 1eiXte™1X (1.2.13) donne :

Q(x,6) = e” X gP4elXg=Pye 16k —11eiC k.

La transformée de Fourier usuelle ¥, dans LZ(R)®CUd correspond

a la transformation canonique (x,£)— (-€,x) et nous raméne & un
systeme pseudodifférentiel de symbole de Weyl.

(1.2.23) Mp’q(x,£)=ei€Jp+e'“§d_p+ei"K+e”i"K'I
qui sera celui que nous étudierons dans les paragraphes suivants.

C’est donc lopérateur MV[‘)’ q(x,h Dy) que nous étudierons

dans les paragraphes suivants.
emarque 1.2,2. L'application p—Q est injective.

1.3. Suivi des symétries.

Ce paragraphe est consacré & l'étude des symétries au
travers de la transformation p— Q. On renvoie & [Wi4] pour des
considérations de ce type.

Nous examinerons successivement comment les
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propriétés suivantes de p se transforment :
(1) p réel
(2) plx,€l=pl-€,x]
(3) plx,-€)=p(x,€)

correspondant au niveau des opérateurs quantifiés a :

Q1) pW(x,aDy) autoadjoint
Q2) p¥ commute avec Fa
Q3) p¥ commute avec T':u—Tu=u.

1.3.1. Suivi du caractére auto-adjoint.
On va montrer le lemme suivant (qu‘on a déja

implicitement utilisé dans nos considérations spectrales) :
Lemme [,3.1. Si p estréel, Q=Y4(p) est hermitien.

Compte tenu des propriétés de la quantification de Weyl,
ceci implique que : pW(x,a Dy) auto-adjoint = QW(x,h Dy)

auto-adjoint sur LZ(R)®CA.

Démonstration du lemme 1.3.1. Si p est auto-adjoint, on a vu
(compte tenu du fait que le symbole de Weyl de pW(x,aDy)™ est

p(x,€)) que 'on a :

1(-k,=j) = f(Kk,j) elajk
(cy. §6 de [IIeSjS] el (1.2.1)-(1.2.4)).

Au vu de la formule (1.2.7), il suffit d'observer que (avec
Ly=53/0=0)
»* ‘ *

By =I:,_I

ce qui est clair compte tenu du caractere unitaire de J et K.
1.3.2. Invariance par Fourier.

i.invariance par Fourier se traduit par : p(x,{)=p(-€,x).
On ale :
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Lemme [.3.2.

(1.3.1) p vérifie : p(x,£)=p(-€,x)

si et seulement si :

(1.3.2) Up Q(€,-x) Uy T=0(x,€)

ou Up est la transformée de Fourier discréte (cf. [HeS$j51)

(1.3.3) (UD)jk = 1/vqwP(=Dk=1 =y . q

k=1,...,q.

Si on désigne par ¥ 4, Fp les quantifications de Fourier

correspondantes (1.3.1) et (1.3.2) se traduisent quantiquement par,
respectivement :

(1.3.4) :ra" pW(x,aD)Fa=pW¥(x,aD)
(1.3.5) 9,71 a%(x,hD)9n=0"(x,hDy)
avec :

(1.3.6) 9n=U5' Fp .

Démonstration. On rappelle que pour p quelconque

(ZF;‘ PYW(x,hD)F4) = p™(x,hDy) avec p(x,6)=p(E,-x)
et de méme pour Q quelconque

(:rh" aW(x,hD,)Fp)= QW (x,hDy) avec Q(x,§)=0Q(E, -x).

Observons que l'invariance par Fourier pour p se traduit
sur 1(j,k) par:

1k, =1(=j,k)eldJK
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On applique alors la formule (1.2.12). Le symbole doit vérifier
Up Q(€, - x) UD"=O(x,€)
soit :

1.3.7) S e UETER o (mijkthi2)) 1k, up(PIkkou 1)
Jrk

Observons que :

Up~ldpUp =K
(1.3.7) PR (avec Jp=JP)

Up~tK=Tup = Jp
de sorte qu’'on peut réécrire (1.3.7) sous la forme (en posant
k==-J,j=k):
Z exp-i(jx+ k&) exp(i j k (h/2))1(~ J, KUy (JP Kk E)Up"
ik
= Z exp-i(jx+ k&) exp(ijk(h/2))1(- 7, KK K Jpj
ik
= z exp-i( x+ K€) exp(-iaj k) exp(ijk(h/2))11k, J]
5k
exp[(217p/q) TE]JDJ' K-k
=S exp(~1(Tx+ KE)) exp(=1 TK(h/2)) 1(K, I)JDTK— k
ik
=Qx,§). N

1.3.3. Notion d’opérateur réel.

sur L2(R), on a une opération naturelle u— u et on dit
qu'un opérateur est réel si Pu = P u. En quantification de Weyl,
ceci se traduit par la relation :

A p(x, - €)=p(x,€) .
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Pour f(k,j) ceci se traduit par la propriété :
(1.3.10) 70, =7) = 1(+k,)).
Si on remarque que K=K et J=J~! on obtient le :

Lemme [.3.3., pW(x,aD) est réel si et seulement si

QW(x,hD) est réel ce qui se traduit par :
(1.3.11) Qx,-€)=Q(x,£).
1.4. Remarques.

Remarque 1.4.1. On peut caractériser les Q(x,£) obtenus comme
image par Y, d'un symbole C® 2mw-périodique en x,£ comme les
symboles C% 2mw-périodiques en (x,£) ayant les propriétés de
commutations

a(x,e-2m/q))J

K Q(x,€) = a(x+2m(p/q),£)K .

(1.4.1) { Jax,€)

Dans un sens, cela ¢ déduit facilement de V'expression (1.2.12).
Inversement, si Q(x,€) vérifie (1.4.1) il est 2mw-périodique en

(x,€) (enitére (1.4.1) et on utilise J9=I, Kd=I) et on peut écrire :
Qx,€) = Z MEM i Rx gimE
(2,m)ez?
On déduit alors de (1.4.1) que :
MEM kM 5=PR commute avec J et K
ce qui implique :
MM kM g=PR = by o1,

Si de plus p(x,£) est indépendant de a, et sion fait varier Y,,
on en déduit que b2m=e“ih(m2/2) epm avec epn, indépendant
de h.
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Les opérateurs QW(x,th) associés a pW(x,aDX) sont
donc les séries

-ih(mR/2) . R _m
> egme 5, T,

R, m

qui sont introduits chez BELLISSARD [Be2].

Il est cependant plus utile pour nous de les regarder

comme la sous—algébre des o.p.d. (systémes qXxgq) muni de 13 loi ,f

, * -1
de Weyl et commutant avec les opérateurs (’f zﬁ/q) J et

(Tpmsq K-

Remarque 1.4.2. Compte tenu de la remarque 1.2.1, nous ne
prendrons pas cette quantification et les propriétés de symétries
seront modifiées en conséquence par transport de structure (cf.

§.5.1).

Remarque 1.4,3. Si f(j,k) vérifie des propriétés de décroissance
exponentielle |f(j,k)I=Cexp—-1/C(ljl+1kl), nous obtiendrons des
symboles holomorphes dans les 2 représentations (dans des
domaines que 1'on peut préciser).

Remarque 1.4.4. Dans le cas h=0, l'opérateur p(x,aDy) est
envoyé sur l'opérateur de multiplication par Q(x,§) opérant sur
2
L

y c(IRZ)®CQ. C'est ce qui a été rappelé au §.9 de [HeSj5].



2. ETUDE DU SYMBOLE PRINCIPAL DU SYSTEik
MW(x,hD).

2.1. Etude des valeurs propres.

Rappelons quelques résultats du §.9.3 de [HeSj51 qui
vont jouer un rdle important dans la suite. D'aprés le lemme 9.3.1 de
cet article, ona:

(2.1.1) det(Mp, q(x,€)=E)=1p q(B)+(-DI*+1 2[cos gx+cosq€].

Cette formule remonte en fait 8 CHAMBERS [Ch], BUTLER-BROWN
[Bu-Br] et 0BERMAIR. Si E est le niveau d'énergie qui nous
intéresse, les surfaces d'énergie sont données par:

(2.1.2) cosgx+cosq€ = 3(-1)0 fp,q(E) = F .

A une dilatation prés, ce sont donc les mémes surfaces d’énergie qui
apparaissent que dans le cas g=1. Rappelons les principaux
résultats qui nous servirons concernant Mp'q(x,é) introduit en

[HeSjS] (cf. également (1.2.23)).

(2.1.3) Mp,q(%,€)-E est inversible pour tout (x,€), pour E en
dehors de g bandes By (R=1,...,q), Bp=[¥p,8p]
(avec ¥p<8yp).

On a toujours :
(2.1.4) SQS'Z{Q,,,]

(Cf. Remarque 0.3).

(2.1.5) Si fp,q(E) € 1-4,+4l , 1p,q(E) #0
Si fp,q(E) = *4, I'D'q(E)=0 , alors rIlIJ.Q(E)¢O'

(Cf. Corollaire 9.3.4 dans [HeSj5]).

(2.1.6) Si on désigne par M p(x,6) la Rieme yaleur propre de
Mp,q(%,6), Bg est décrite par M p(x,€) pour
(x,6)el0,2m]2.
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Pour rp,q(E)€]—4,4[\(0), les surfaces d'énergie Z(E)
introduites en (2.1.2) sont des réunions de ‘‘cercles’
(translatés les uns des autres par (Zﬁ(j/q),Zﬂ(k/q));

a=(j,k)ez2 : Z(E)=Uj,k Zj.k(E) avec Zj,k(E) connexe.

Pour f, q(E)=0, la surface d’énergie E est une réunion

de droites x=*€+2m(m/q), meZ. Nous ne traiterons
pas ce cas ici. On notera ¢p le point dans Bp t.qg.

Ip’q(§2)=0.

t-1 T4l ?a-l Ty g 3
Pour E=%p, ona 2 cas selon que :
@ 8g-1<¥ ® sgp-1=%¢ -

Dans le cas @), on a I’D'Q(XQ)#O et prés des points (xg‘,ﬁg‘) t.q.

My (xg,gg)zxg (cf. Prop. 9.3.5 de [HeSj5]1) ona :

(2.1.9) Jp(x,6)=¥q+

a2[(x-x2)2+(E-€3)2]

o fe4
- -€9)3
I a0l +0((x-xg,6-€2)3).

Dans le cas @ (qu'on appellera parfois, la situation Dirac), le

systéme devient & caractéristiques doubles aux points (xg‘,ﬁg‘)et

on a alors :

(2.1.10)

— ~________“2 « 2 o 2
He-1(x,6) =¥ T V(xg)e + (€Q)
2
e g
+ o((x X1 CQ))

HR0,E) =5 g - =t VD2 + (602

RTECTINE
N RS-
+0((x xQ,ﬁ CQ) ).
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Enfin, pour &tre complet, ajoutons le cas () :
E=8<¥ p 41, 0l on est dans une situation analogue au cas @ et ol

ona:

Q2[(x-x3)2+(E-€1)2]
T

(2.1.11) Jlp(x,6)=8p - +0((x-x3,6-€ D).

Remarque 2.1.1. Rappelons que la situation (2.1.10) se produit
toujours pour q pair avec R=(q/2)+1 et que compte-tenu de la
Remarque 0.3 c’est le seul cas ou ceci se produit dans le cas de
'équation de Harper.

2.2. Réduction & une équation ou & un systéme 2x2 .

Traditionnellement, "étude de systemes
pseudodifférentiels & caractéristiques simples se raméne a 1'étude
d'équations pseudodifférentielles et 1'étude de systémes &
caractéristiques au plus doubles se raméne & 1'étude de systémes
2X2.

On va préciser ces indications dans notre cas particulier,
car nous aurons besoin de résultats plus fins. On se contente ici de

'étude du symbole principal de V'opérateur, I'étude du systéme
pseudodifférentiel lui—-méme ne sera abordé qu’au §.3.

Quelques notations. On introduit en (2.1.2) la surface d‘énergie

E, =(E), dont on n'a vu (et ceci est particulier au systéme que nous
considérons) qu'il ne dépendait que de rp’q(E).

Dans le cas ol EeBp, ona:

(2.2.1) Z(E)={}1£'(E)} )

Racines simples. Plagons nous d'abord dans la situation ou :

(2.2.2) EeIcBp\{{p)} ou I estun intervalle fermé sur lequel
fp,q #0-
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On définit :

(2.2.3) =M = U =(@E).
Eel

Alors Z(I) est une réunion de couronnes £4(I), (xez2), ou de
disques si Wpel (ou 8pel).

On conviendra que Z(I) est 1a couronne contenant le
point (2m/q)X+(0,0) ou le point (21/q)a+(1/q,w/q) selon que
ICl¥ g, Ll ou 1CRp,8p] c’est-a-dire selon que fp ¢(1)<O ou
fp,q()>0. Ce point sera noté (xq,€y), (x€22).

Il est clair qu'on peut localement diagonaliser par bloc
mais on aura besoin de le faire uniformément dans un voisinage
V(D) de Z4(I). Remarquons aussi que compte—-tenu des propriétés
de symétrie (cf. par exemple 1.4.1), on peut se contenter de traiter
a=(0,0).

Lemme 2,2.1. Soit «ez2, 1 vérifiant (2.2.2); il existe une
famille C* de matrices unitaires U(x,ﬁ) telles que :

He(x, 0] o )

-1
Ui .6 U = (=g

(2.2.4)
pour (x,6)eV 4(I) .

De plus, il existe €p>0 t.q. les valeurs propres de AX":,
Hi(x,€) (k #R) veérifient (- ) x,€)1=€q, V(X,£)eV (D).

Enfinon a VX,C Mp #0 pour (x,§) dans V() (assez petit)
lorsque IN3By=¢.

Démonstration. I1 suffit de trivialiser au dessus de V (I) les 2
fibrés suivants associés a la donnée de MX,C : le fibré dont la fibre
est la droite complexe Ker(Mx’g—;l R(x,€)) et celui dont la fibre
est 'hyperplan complexe Ker(MX’Q—;Lp_(x,ﬁ))-L.
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Ces fibrés sont trivialisables. C'est d’abord clair quand la base
est simplement connexe (cas ou les E4(I) sont des disques), mais

également dans le cas de la couronne en utilisant le fait que U(1) et
U(g-1) sont connexes par arc. Les autres points se déduisent
facilement du §.2.1.

Remarque 2.2.2. Le résuitat est encore vrai dans l'analytique.

En effet soit par exemple V (1)3(x,§) —e(x,£)eCn la
section C*® trouvée pour Ker(My e¢-pp(x,£)). Soit I' un contour
dans le complexe entourant 1 el évitant les bandes By (k #R).

Soit alors Mp(x,£) = J (M(x,€)-2)~1 dz 1e projecteur
r
orthogonal sur Ker(Mx,é—}l R(x,6)). Ona Ty(x,€) e(x,E)=e(x,£).

Soit E(X,C) un vecteur dépendant analytiquement de
(x,6) t.q. Il e(x,&)-e(x,E)l =€y, V(x,6)eV4(I) avec € assez

pelit.
Te(x,6)e(x,£)

I1 est alors clair que = est une sectlion analylique
1T p(x,6)el(x,E)|

de Ker(r”l(x,g)—}i R(%,6)).

On procéde de méme pour Ker(Mxlé—u p(x,€))L en utilisant
(1-1p(x,€)) et remarquant que le procédé d’'orthogonalisation
standard respecte l'analyticité (en choisissant €1>0 assez petit).

Remarque 2.2.3. On aura éventuellement & effectuer des
décompositions par bloc dans le complexe dans 2 situations.

Dans le premier cas, il s'agit de diagonaliser par bloc
dans un voisinage complexe de Z(I). Cecine pose pas de probleme

puisqu’on a un théoréme dans 1'analytique pour (x,€)eZ4(I) et on
peut prolonger holomorphiguement dans un petit voisinage de £ (1)

(qui est borné) : Vg(l).

Le prolongement satisfait a :
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(2.2.5) u *=ul! 7 pour (x,6)evC)
2. (x,€) ) =Ug,g pour x,Qev (D).

Dans le deuxiéme cas, on souhaitera diagonaliser par
blocs plus loin dans le complexe dans des voisinages QC de courbes

dans le complexe incluses dans }LE'(I)O(CZ\IRZ) et qui seront

décrites sous la forme :
€=+iyP'(x)
avec Y réel, x réel, Y’ non nul.

Ces voisinages auront 2 composantes connexes
conjuguées £y et S_Zl ne rencontrant pas le réel.
ig

X\/

Une technique analogue & celle utilisée pour la
démonstration de la remarque 2.2.3 permet de construire u(xyg)

holomorphe par rapport & (x,£) inversible diagonalisant “x,g pour
(x,€) dans @, puis, en utilisant que :

(Mx,g)* =M X, €

de vérifier que si, pour (x,€)e §| on déefinit uxlg par :

on diagonalise bien My ¢ pour (x,€) dans nC,

Uy, ¢ satisfait évidemment a (2.2.5).
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On souhaiterait avoir une famille holomorphe satisfaisant
(2.2.5) et permettant de diagonaliser par bloc dans un (voisinage:
complexe de Zd(l))uﬂc dans le cas ol l'intersection est non vide :

N Img
1931

Za(l) —

I{}
|
T
v |
v
\
\
\
\
»

Re £

Nous ne savons pas démontrer ce point qui ne sera pas
nécessaire pour la suite (mais cela simplifierait certaines
constructions B.K.W).

Racines au plus doubles. Considérons maintenant le cas (b) ol

(2.2.6) I=[¥p-€3,¥p+€3] , £3>0 “petit’ avec Sp_1=%p .

On a d'abord une premiére réduction analogue a celle du
lemme 2.2.1.

Lemme 2,2.4, Dans un voisinage convenable V<Ix du “‘disque’’

(D) il existe une famille analytique Uy ¢ ((x,6)eVv D) de
matrices unitaires telles que :

Allx,e) | © )

22
o la
X, €

ou A)'('€ a comme valeurs propres M p—1(x,£), M p(x,£)

(2.2.7) ux',lc My, € U, € = (

A22 a comme valeurs propres Jp(x,§) k#R, R-1.

X, €
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Remarque 2,2,5. On a des décompositions analogues dans
I'holomorphe (cf. Remargque 2.2.3).

On va maintenant s'efforcer de trouver (pour €3 assez
petit) une nouvelle famille analytique de matrices unitaires wx,g de
la forme :

wllx'€ | 0 )

(2.2-7) Wx,€ = ( o | T

de sorte que A ! ait une forme canonique plus maniable.

1
(x,€)

Lemme 2.2.6. Quitte a restreindre I et V4(I) il existe une

famille analytique de matrices unitaires 2x2 w)‘(l telle que :

" -1 u 1 _ C(X,€) D(X,ﬁ)
(2.2.8)  Wyx,& Ax,e Wy, = (5(x,€) c(x,-‘;))

avec

(2.2.9)  b(x,€) = bo[(E=EX) +ilx=x%X) 4O ((€-EX,x-x)2)]
(2.2.10) c(x,€) = ¥ + O(1(x-x%),(E-€N12) .

Démonstration. Notons que c(x,€)=% Trace all(x,€).

(2.2.10) résulte alors de (2.1.10). On peut donc toujours se ramener

dans ce qui suit au cas ou Trace A(Il =0 (en retranchant a

X,€)
11
A(x,é) , e(x,6)1).

Par changement de variable, on suppose qu'on s'est
ramené a x°‘=§°(=0. La démonstration se fera en 2 étapes
correspondant au cas “‘linéaire’’ puis au cas général.

Etape ! . On traite d'abord le cas ‘‘linéaire’’ ol 1a matrice A()llﬁ)
’
est remplacée par son développement de Taylor & 1'ordre 1 au point

(0,0). Aprés multiplication par une constante de All , on peut

X, €
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supposer qu’on regarde une famille hermitienne 2xX2
(x,6) — H(X’g)

linéaire en (x,£), de trace nulle et de déterminant -(x2+§2).
Par le théoréme de Cayley—-Hamilton, on a :

(2.2.11) H(x,€)2 = (x2+€2)1 .
Par ailleurs, par linéarité on a :
H(x,) = xH{+£Hy .

Donc H;y et H, sont deux matrices auto-adjointes de trace nulle,
telles que :

Hi{Hz + HoHy =0.

Si Hz=-iH{Hy, il s'ensuit que (Hj,H2,H3) satisfont aux mémes
relations algébriques que les 3 matrices de Pauli. Par conséquent, il
existe une matrice Wqo dans SU(2) unique au signe prés telle que

WoHiWo~! ce qui implique :
(oA RANY]

0 |C+ix )

-1
(2.2.12) Wo H Wo =o1x+02€ =
0 H(x,6) Wo =01x+02¢ ( cSix| o

Etape 2. Compte tenu de l'étape 1, on peut déja supposer que :

cam o (E )
od ag(x,€) = O(1(x,6)12)

bo(X,€) = bo(€+1x)+0(1(x,6)12).

I1 s'agit donc de trouver une farﬁille holomorphe de matrices
(unitaires pour (x,£) réels) définies au voisinage de (0,0) t.q.

w(0,0)=1
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(2.2.14) [w=ltx,0) Ak, &) w(x, €], = 0.
__;__[ _I e(x,£) ]
VitlelZ = —ex,86) 1

et on doit trouver e analytique au voisinage de 0 t.q.

On cherche W(x,£) sous la forme

(2.2.15)  ag(x,€)-bp(x,E)elx,&)-bo(x,E)e(x,6)-ag(x,€)lel2=0
e(0,0)=0.

Apres changement de coordonnée (x,€)— (y,M), on peut
supposer que bg(x,£)=bg(y, M)="+iy.

On peut alors développer ag sous la forme :
_ 2 - =2 = . _ =
ap = fo bo +1o bO +go bpo bg avec fg,gg analytiques, gg=4gdo

et on cherche e sous la forme : e=cqg-bg+dg by avec cq,dg
analytique, co=Cq.

On vérifie alors que (2.2.15) est vérifiée dés qu‘on a les
équations suivantes satisfaites :

fo-do-3pCodp = O
2
gdo-2¢o-3p(cg+1dgl2)= 0

Redgp-Refo+agcgRedg =0
Imdg+Imfg-agcglmdg =0

do

<1 2
¢ +——c2-—="4+3agldgl2=0.
. &= o ldol

o] 2

Ce dernier systéme se résout aisément en cg,dqy par le
théoréme des fonctions implicites. g

Remarque 2.2.7. Dans le cas général, on ne peut pas s'assurer
que c=0 dans le lemme 2.2.6. C'est toutefois le cas lorsque q est
pair pour R=(q/2)+1 (cf. §9 de [HeSj5] ou le §3.7) qui est le seul
cas utile pour 1'équation de Harper (cf. Remarque 0.3). Les
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réductions considérées ici ont une portée plus générale. g
11
X, €

On va encore “*améliorer’’ 1a forme générale de A en

utilisant le calcul fonctionnel.

Rappelons que A M provient de la décomposition par

(%,6)
bloc de M(x,£). Compte tenu de (2.1.1) et du théoréme de
Cayley-Hamilton, on en déduit que :

Ip,q[A;jc] = 2(-1)9 [cosqx+cosq€] I, .
On peut aussi trouver g analytique sur I t.q. :
g(E) ~ E-¥p
et

rp'q(E)'fp'q(x Q)=g(E)2 .

Considérons g[Ailg] ,ona:

1y _ [ Co(x,6)  bo(x,6)
9(Ax,e) = ( Bo(x,€)  Colx,€) )

avec cqo et bDg vérifiant (2.2.9) et (2.2.10) (avec ¥ p=0).
[

X, €

EOEO compte-tenu de V'ellipticité de 50 prés de x=£=0.

Observant gque (g(A )) 2 est diagonale, on obtient

On a donc montré le :

Lemme 2.2.8. 11 existe une fonction analytique go et une
famille analytique ux,g t.q.

go(E)=E-%¥ p+O((E-% p)?)

Ux,¢ go(A('x',g))ux',é = ( 0 b(x,C)>
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b(x,€)=E+i x+0((%, £)2),
avec £=€-€%X |, X=x-x<X,
2.3. Quelques lemmes technigues.

Dans V'étude ultérieure du spectre un rdle important est
joué par des problémes a un ‘'puits’’, i.e. dont les surfaces d’'énergie
n'ont plus qu'une composante connexe.

L'un des objectifs de ce paragraphe est de montrer
comment on peut définir de tels problémes. On étudie différents cas.
On traite d’abord le :

CasI.

® Io=I¥p,¥] avec 8p_1<¥p<¥p<Ly
(2.3.1) ou

® Io=[8",8p] avec Lp<8p<8p<¥p 41 -

On pose Ig=Ig+[-¢,El.
Lemme 2.3.1. Sous V'hypothése (2.3.1), il existe, pour tout

€>0 assez petit, une constante Cgp et une matrice ﬁa(x,ﬁ)

autoadjointe t.q. :

(2.3.2) Me(x,6)=M(x,£) pour (x,£) € Z(0,0)(Ig)
(2.3.3) V(r,s)eN, 3Crg t.q. Dy DZ Fe(x, €)1 <Cpg.

Il existe une famille C*° d’opérateurs (bornés au sens de
(2.3.2)) unitaire  U(x,€) t.q.

- ~ ~ 1 , 0
(2.3.4)  U(x,€) Mg(x,6) U~1(x,€6) = ( “"';(x OM (%,6) )

avecC

(2.3.5) g, e(x,6)=pp(x,6) dans Z(g,0)(lg)
~ -
MQ,C(IC):Z(O,O)(IC)
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(2.3.6) d(SpAp, g(x,6),1g)>1/Co >0, V(x,6)eR2
d(Hg,e(%,6),1g) > 1/Co pour Ixl+1€1>Cq .

Remargue 2.3.2. On a alors bien entendu le méme résuitat pour
tout sous-intervalle de Ij.

Démonstration : Considérons la couronne
£(0,0)([¥+(3e/2), ¥y +2e]) (avec £>0 assez petit).

Observons que dans cette couronne, on a det(M(x,£)-E) #0 pour
Eelg.

On peut construire un difféomorphisme global P de R2 sur
£(0,0)([¥ e ¥2+2e[) t.a.

PerEo,00¥ 0,52 +€D) = 1d
et

ID,fD;@CI < Crg Vr,seN.

®¢ contracte RZ sur le pseudodisque Z(g,0)(I¥ g, ¥ g+2¢€]) en
laissant fixe Z(g,0)([¥g,¥ ' +ED).

Z(O,O)(Y;L+2£),

Zo,0 ([YR,'Y;I,+E J)
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Alors HMg(x,6)=M(®¢(x,€))répond & la question. Les autres
affirmations se déduisent alors des résultats du §.2.2. g
On traite maintenant le :

CaslII.

@  Io=l¥'pw gl avec S5 y=¥ ¥y <2y
(2.3.7) ou
® Io=18',8 7] avec Lp<8/p<8<8a=Y gy -

Lemme 2,3.3, Le lemme 2.3.1. est vrai sous les hypothéses
(2.3.3).

Démonstration : On traite le cas (a).
Bien entendu, la difficulté nouvelle est qu‘on a une racine double

pour :

My (x ,(20'0).€£0'0))=XQ .

0 0 o o
i =(0,0).
On note dans la suite x2,§2 ,xﬂ,g‘g pour o=(0,0)

On va donc commencer par modifier M(x,§) dans
£(0,0)(I¥ 2,8y -€]) de telle sorte que les racines deviennent

simples. Cette modification étant faite, on termine alors la
démonstration comme pour le lemme 2.3.1.

Observons tout d'abord que dans Z(g,0)([¥ g,¥ g +M),

(N>0 assez petit), on peut conjuguer d’aprés les lemmes 2.2.4 et
2.2.6

M(x,€) & : c(x,€) b(x,€)
b(x,€) c(x,£) I

0 | Agz(x.f;)

par une famille unitaire U(x,€).

On est donc conduit & modifier 1a matrice :
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( c(x,€) b(x,£€) )
b(x,€) c(x,€)

pour la rendre a racines simples.

Soit X une fonction C® positive t.q. X(xE,ﬁE))O (assez
petit) et supp X dans un voisinage assez petit de (xz,f;g).
c-X b

b c+X
dans £(g,0)(1¥ g +(M/2),% g+ M1pour un bon choix de X.

11 1"
On introduit Ay (x,£) = ( ) qui coincide avec Ag (x,€)

I1 est clair que Von a 2 racines simples : ﬁQ =c+vYX%+1|bl2 ,

Mp-1=c-YXZ+b2 pour (X,C)Gz(o'o)([XQ,XQ'Fn]) et on peut
choisir X assez petite de telle sorte que :

(2.3.8) sup Mp inf Mp
20,0 ¥ ¥+ N/ DD T 0y LB+ (N/2),8 4D

1A

Notons, pour un usage éventuel futur, qu'on peut choisir
X de sorte que :

(2.3.9) }IQ admet dans 2(0'0)(XQ,XQ+TI) un unique minimum
non dégénéré en (xg,ﬁg) égala X (xz,cz) +¥ O¥ Q.

Prenant la conjugaison inverse par U"(x,C), on obtient
ainsi une matrice MX(X,C) qui a toutes les propriétés voulues dans

z (0'0)([2{ g ¥ g +MD et coincide avec M(x,€) dans
2(0,0)([XQ+(T]/2),UQ+T]])- On applique alors la construction faite
dans la démonstration du lemme 2.3.2 & la matrice définie par
My (x,6) pour (x,£) dans £(g o)([¥ g, ¥ g+ et M(x,§) dans

z(o,o)axyn,x'éncl).

On traite finalement le cas :
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Cas III.
— ! ! ! — '
(2.3.10) 10—[82_1,*5 o] avec 8 _1¢8 o 1=v <y,

et | x'g— S'Q_II assez petit.

Par des techniques voisines des autres cas, onale :

Lemme 2.3.4, Sous l'hypothése (2.3.10), on peut trouver
pour tout £>0 assez petit une constante Cg, Mg(x,£) vérifiant

(2.3.2), (2.3.3), U unitaire vérifiant (2.3.3) et :

P All 0
2.3.11 u-! =
(2.3.11) 0 e ( - 222)

Al admet comme valeurs propres ﬁR-l,e , }12_5 avec :

Me-1=Hg-1,e < Hg,e = Mg dans T(o,0)(I¢)
(2.3.12) Hojetle) =i, 7| (T) = £(0,0)1p) ot Tg est
le plus grand intervalle contenant I¢ t.q.

fp,q(Te)=1p q(Ig). (Voir figure).

(2.3.13) d(sp A22(x,€), Tg) > 1/Co >0 V(x,€)eR2
d(sp All(x,6), Ig) > 1/Co pour Ixl+1€1>Cq .

N\F

O e - - -

Yo-1

2 Yo+l \

- . ——

~---"-
N
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emarque 2.3.5. On peut utiliser le calcul fonctionnel pour se
ramener au cas ou c¢=0 en utilisant le lemme 2.2.8.



3. DECOMPOSITIONPAR BLOCS PSEUDODIFFERENTIELS
ET RECHERCHE DE FORMES NORMALES

3.0. Introduction.

L'objet de ce paragraphe est d’étendre les résultats du §.2 de
[HeSj5]1 & 1a situation de systémes. Pour l'essentiel, nous avions
déja travaillé dans le cadre de systémes pour les principaux
résultats concernant l'étude modulo ©(h®). Il reste toutefois a
démontrer 1'analogue pour les systémes du résultat de [HeRo31]
utilisé dans la proposition 3.2 de [He$j51 donnant une minoration
uniforme de la distance entre 2 valeurs propres consécutives (par
(1/Cg) h) pour un o.p.d po(x,h Dy) dans tout intervalle I ne

contenant comme valeur critique éventuelle qu’un minima ou un
maxima non dégénéré avec pa‘(l) connexe) dans le cas de la

dimension 1.

L'étude présentée ici dépasse de loin les applications
développées ultérieurement car 1'étude de systémes
pseudo-différentiels du type considéré ici apparait dans de nombreux
problémes de physique des solides olu un petit paramétre h apparait
qui peut étre selon les cas la constante de Planck, le flux d'un champ
magnétique ou Vinverse de ce flux. Avant de passer & des énoncés
précis, il est peut étre utile de préciser la nature des résultats
obtenus pour mieux cerner leurs applications potentielles.

Les § 3.1 et 3.2 sont consacrés a une théorie du découplage pour
des systémes pseudodifférentiels A(x,hDg,h) opérant dans

L2(RN,CcK). Au moins en premiére approximation beaucoup des
propriétés (lorsque h tend vers O0) de tels systémes se déduisent
de 1'étude du symbole principal A(x,£;0) et de ses valeurs propres
Ap(x,€) (R=1,... ,k). Lorsque toutes ses racines sont simples, on a

idée que 1'étude de tels systémes se raméne & l'étude de Kk
opérateurs pseudo-différentiels scalaires & une erreur prés qu'il
s'agit d'optimiser. Il n'est pas possible de réaliser un tel découplage
complétement (et ceci est bien connu dans 1'étude de 1'équation de
Dirac relativiste). la théorie des pseudo-différentiels a petit
paramétre h se trouve &tre un instrument trés adapté pour
construire un tel découplage. Celui-ci est réalisé modulo ©(h®)
dans le § 3.1 et sous des hypothéses plus strictes (symboles
analytiques) modulo O(exp-€g/h) (pourun €£4>0) dans le § 3.2.
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Dans le § 3.3, on utilise le découplage du § 3.1 pour ramener
I'étude du spectre d'un systéme dans une certaine zone d'énergie a
I'étude d’'un opérateur pseudodifférentiel scalaire jl(x,hDy:h). Au

moins formellement et dans le cas de la dimension 1 (le cas de la
dimension >1 nécessiterait des théories plus développées a la MASLOV
[Mal), le spectre dans des zones d’énergie non-critique pour
M(x,€) (ou prés d'un minimum ou maximum non dégénéré) est bien
connu modulo O(h®) et déterminé par des conditions de
Bohr-Sommerfeld (celles qui sont écrites en général le sont avec une
erreur de Vordre de ®(h2) ). Une maniére de produire ces valeurs
propres approchées consiste a8 chercher des quasi-modes sous la
forme B.K.W. mais pour justifier qu'on obtenait ainsi tout le
spectre, HELFFER et ROBERT ont été conduits dans [HeRo3] & trouver
- une fonction f(E,h) telle que, localement dans une certaine bande
d'énergie, V'opérateur f(P,h) ait le méme spectre que l‘oscillateur
harmonique. La démonstration de ce résultat était plutot indirecte
puisqu'on vérifiait plutdt que :

X(P)e=2TiI(P,h) =y (p)

ol X est une fonction & support compact qui vaut 1 dans la zone
d'énergie non-critique choisie.

Le § 3.4 toujours spécifique de la dimension 1 précise la
construction précédente en explicitant 1'équivalence unitaire entre
f(P,h) et Voscillateur harmonique. L'opérateur Fourier-intégral qui
réalise cette équivalence unitaire permet de mieux connaitre les
quasi-modes de f(P,h) et donc de P & partir de la donnée des
quasi-modes de l'oscillateur harmonique qui sont explicitement
connus (ce sont les fonctions d’Hermite). De plus, on obtient ainsi
une bonne connaissance du spectre et des quasi-modes prés d'un
extremum non-dégénéré (la zone la plus délicate est la zone
transitoire entre celle ou on étudie un nombre fini de valeurs propres
en fond de puits (si c’est un minimum) et la zone non critique ol on
peut utiliser des constructions B.K.W. plus classiques).

Le § 3.5 présente la méme étude dans le cadre analytique avec
des résultats modulo O(exp(-€g/h)).

A partir du § 3.6, on étudie des systémes pour lesquels une
valeur propre devient double. La réduction au cas scalaire n'est plus
possible mais on peut par découplage se ramener & 1'étude d’un
systéme 2x2 qui dans le cas particulier qui nous concerne se
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présente comme un systéme du type Dirac. On tente dans les § 3.6
et 3.7 de développer une théorie analogue pour des systemes dont le

modeéle est :
( 0 hDyg+iXx )
th_iX 0

et de trouver 1'analogue des conditions de Bohr-Sommerfeld dans
cette situation. On essaye en particulier de trouver une fonction
f(E,h) et une transformation unitaire U telle que U~!f(P,h) U
corresponde exactement au modele. On n'g arrivera pas
completement mais une forme légérement affaiblie de ce résultat
nous donnera tous les renseignement nécessaires pour la suite.

3.1. Décomposition par bloc modulo ®(h*®) :
la_méthode de Taylor.

Nous nous intéressons & 1'étude d'opérateurs pseudodifférentiels
asociés a un symbole A(x,{,h), hel0,hg]l (ou méme t.q.

Ih1€l0,hgl) ou bien par la quantification classique, ou bien par la
quantification de Weyl : A(x,hDy,h) ou AW(x,hDy,h) (cf.
Remarque 3.1).

0On va rappeler quelques faits connus sur ces o.p.d pour fixer les
notations (cf. [Rol). Ici nos symboles vérifient des estimations
uniformes.

Si E est un espace vectoriel de dimension finie (par exemple
n(ck:ck)), mez, et 2 est unouvert de T*RN, on définit :

(3.1.1) S?(S‘Z,E)= {ensemble des applications h— A(-,-,h) de
J0,hol dans Cp (2:E) t.q. (x,€)—hMA(x,€,h) est

uniformément borné par rapport & h dans CEO(Q;E)}

ApeSh (2,E) ssi V¥,V8,3Cxs t.q.
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(3.1.2) hm D’{Dé A, €M <Cys , V(x,6)eR.

Lorsque m=0, =T*RN, E=1(CK,CK), on associe un opérateur
pseudodifférentiel A(x,hD,h) (ou AW(x,hD,h)) continu de
LZ(RM®CK dans lui-méme.

Il existe un isomorphisme ey, de S;,n (T*RN,E) sur S?(T*R",E),

A2¥S, 8 t.q. AW(x,hD,h)=B(x,hDy,h).

On s'intéressera plus particuliérement aux symboles classiques
et & la classe S'T yCR (Q;E) des symboles admettant un

- développement de la forme

(3.1.3) A(x,E,h)~ h™M 5" hi Aj(x,6)

jeN
et Aj(x,C)eso(Q,E) indépendant de h avec le controle naturel du
reste correspondant.

Lorsqu’on s'intéresse aux propriétés de 1opérateur
AY(x,h Dy,h) (ou A(x,hDy,h)) avec un symbole A(x,§,h) dans
50, CR(T*Rrn:1(ck,ck)) modulo ®(h®), on peut travailler sur les
symboles formels c'est-&-dire la donnée de la suite Aj dans
SO(T*RN: (CK,CK). On note alors S% 7 cette classe. Les lois de

composition des o.p.d. de Weyl, et classiques induisent des lois de
compositions sur les symboles formels qui s'avérent etre

localisables dans des ouverts de T*RDN.

De méme lapplication ewc Opére bien dans les symboles

formels.
w
On note : et : les opérations obtenues. On a pour: A~2Ajhj

et B~EB,hK symboles formels dans Sr‘l’vf(ﬂ,z(ck,ck))

(3.1.4) (A FB),(x,€)= D (1/¥1BE A)j (DF Bly(x,€)
¥ 1+j+k=2R
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w

# est donné par une formule analogue.

Rappelons seulement que :
w

-1
(3.1.5) no=lewe) o ¥ e ey

et que sur les symboles formels (ey.) est 1'opérateur :

(3.1.6) (ewe) = (exp (1720 h T 3,0¢, ).
)

Notons le fait classique :
(3.1.7) (eywcXA))g = Ag

i.e. le symbole principal ne dépend pas de la quantification
..] - _ .
(3.1.8) (Cewe) 1)) = Ay - (1720) z 3x;9¢; Ao

(c’est une des maniéres de voir la notion de symbole sous-principal
de A(x,hDy) (quin’est pas le coefficient de h!)).

Tout ceci montre que, lorsque l'on fait des théories
“'elliptiques’’, il est indifférent de travailler en formalisme de Weyl
ou en formalisme classique.

Pour terminer ces rappels, on a deux lois naturelles

(correspondant dans le cas ot Q=T*RNM & prendre le symbole de
'adjoint Hilbertien de A(x,hDy,h) (resp. le symbole de Weyl de

'adjoint Hilbertien de AW(x,h Dy,h)) qui par restriction aux
symboles formels s’écrivent :

(3.1.9) “'Adjonction classique’’
A— A% avec (A%)= > (1/¥D(EDS A%)X,E)
j REEYR A
¥ +k=]j
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(3.1.10) “'Adjonction de Weyl"

A— A*W ayec (A*W)j = (A‘j‘) .

On retrouve la propriété classique que A=A*W<=)Aj=A’j‘ dans le

formalisme de Weyl, et on a bien sir
(3.1.11) Ceew )™ = ecyy(8%) .

Ces préliminaires étant faits, on adapte ici un résultat da a
TAYLOR [Ta] dans le cadre des o.p.d. classiques.

Proposition 3.1.1. Soit AeS}?'r(Q). On suppose que :
Al o
- 0
(3.1.12) Ao(x,E) (0 o ) ®.6)

Pour Co>0 dans R, ona:

. 1 22
(3.1.13) dlst(SpAo (x,6),Sp A ] (x,6))21/Cp>0, V(x,6)eQ
(3.1.14) A¥=A
Alors il existe U(x,€,h) dans sr?:f(fz;:c(ck,ck) ), formellement
unitaire (i.e. U* fu=u*u*=1) t.q.:

h h

. s Al
(3.1.15) U*hApU =( - )
0 AZ22

O IS
avec AO-AO y j=1,2.

Corollaire 3,1.2. Soit A(x,hD,h) un systéme
pseudodifférentiel h-—admissible (au sens de [HeRo2]) dont le
symbole est dans S""vCQ(T*Rn,:G(Ck,Ck)). Alors il existe un

opérateur unitaire U(x,hD,h) t.q.
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(3.1.16) U*(x,hD,h)sA(x,hD,h)eU(x,hD,h)
( All(x,hD,h) 0
0  A22(x,hD,h)

)+(9(h°°)

dans B(LZ(RMK) .

Bien entendu, on a un résultat analogue en prenant la quantification
de Weyl.

Démonstration du Corollaire. Soit Ug(x,hD,h) une réalisation

du symbole formel U(x,£,h) introduit en (3.1.15), c'est-a-dire
"o.p.d. associée & un symbole Ug(x,€,h) dans

ngCR(T*Rn;l‘E(Ck,Ck)) dont le symbole formel est U.On a :
UG (x,hD,h)eUg(x,hD,h)=1+Rp

avec Rp=0(h™) et RY=Rp. Pour 0<h<hg, on peut considérer

-1
Sp=(I+Rp) 2 avec Sh:ST, et U(x,hD,h)=Uqy(x,hD,h)eSy vérifie :

u*(x,hD,h)eU(x,hD,h)=1.

U étant par ailleurs inversible, U est bien unitaire et est une
réalisation de U(x,€,h). g

Démonstration de la Proposition 3.{.1. Elle se fait par
récurrence. On suppose qu’on a résolu (3.1.15) modulo ®h?) (on
note (3.1.15)p) et on va montrer (3.1.15) 5,1 (notons gque

(3.1.12)=(3.1.15))).

Remarquons qu'il suffit de chercher Up sous la forme :

0 Br4i )

Uggr=1+nk ( 6%04; O

Il existe en effet un symbole formel unitaire GQ+I qui coincide avec
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Up 4+ modulo o(hR+1y,

On suppose donc qu‘on a trouvé GQ t.q.
Il
gR* # 5 # R - R = _0
(3.1.17) (U h Ah u )(X,ﬁ)_ A(X,C)—( o 'Azz)
12
+ hQ( &'2(2)1 Aﬂo )+(9(h2+‘).

On cherche donc Up 4, t.q.

* (R+1)K|l 0
‘(3-1.18)u 2_’_1' RA(X,@)‘ UQ+I =( 0 (n+|),‘§"22)+®(h2+l)r
on pose alors
(3.1.19) R+1 = GR.Tp -

On est amené & trouver Bp .y t.q.:

12

(3.1.20) AQ

" _ A22
+A0 Bosi By Ao O

qu'on résout grace au lemme suivant (cf. [Tal).

Lemme 3.1,3. Soit FeMpxn (Mpxpn est l'ensemble des
matrices a coefficients dans C) et E€Myxm-

On définit @ f : Mpxm—Mpxm Par
Qg p(T) = TF-ET
alors &g p estbijective si E et F ontleur spectre disjoint.
Si E et F sont autoadjoints alors :

||q>E ! gl = Cd(o(F),o(E)) ol C est une constante universelle.
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(3.1.17) g 4 est vérifié grace & (3.1.18), (3.1.19) et (3.1.20).

3.2. Décomposition par bloc (modulo ®(exp(-€q/h))).

On se place maintenant dans le cadre de la théorie des symboles
analytiques formels (cf. [Sj18§1),

(3.2.1) Ak, Eh) ~ 5 ] A(x,6)
jeN
avec (x,£)eCC2n (Q ouvert).

On suppose que les Aj sont holomorphes dans 2 et vérifient

(3.2.2) vKccR, 3Ck t.q. llAj(x.g)llscIJ'(”-jj, V(x,€)ekK .

On note alors Aes:'a" (Q:5(ck)).

Muni de 1a loi : , il est classique que c’est une algébre.

On n'aura besoin dans la suite que de constructions dans des
ouverts  bornés (pour les constructions B.K.W).

Si Aes:'a’(n,n(ck)), on a un opérateur naturel A* défini
dans sr?'af(ﬁ,;c(ck)) (R={(z,t.q.ze)) par (cf. (3.1.9), (3.1.10)).

Adjonction classique.

(A%(E, ) T 0% ape)]
(3.2.3) A*(X,6)), = Z(——— @D A(X,6)]* .
Vw1 ¥k=j ¥! & X

Adjonction de Weyl.

(3.2.4) A*W(x, &) = ((A(x,6))* .

Dans toutes nos applications on aura 2=%: on dira, en général,
que :



50 B. HELFFER, J. SJOSTRAND

(3.2.5) A est autoadjoint sisur 2N, A=A* (resp. A=A*W)
ce qui coincide avec 1a notion classique sur QNRN.

On va démontrerla :
Proposition 3.2.1. Soit fccén,

Soit Ae s:'af(m vérifiant (3.1.12), (3.1.13) et formellement

autoadjoint au sens de (3.2.5).

Alors il existe U(x,£,h) dans St?'af(ﬂ) inversible et

-formellement unitaire (i.e. U*(x,€,h) :u(x,g,h)=1 pour

(x,£)en ) tel que (3.1.15) soit vérifiée dans la catégorie des
symboles analytiques formels.

L'hypothese (3.1.13) et la continuité de Ay assurent qu‘on peut
trouver une famille de contours r=r(x,€) fermés avec

F(x,0)=-T(x,8) pour (x,£)eQNQ entourant le spectre de A('JI

dans le sens positif et a distance >1/4Cq de Sp A(l)I et Sp Agz.

Dans la catégorie des symboles analytiques formels, on peut
grace a la théorie elliptique définir pour tout zeC t.q.
d[z,Sp AO(X,C)]>I/4 Co la famille (dépendant halomorphiquement

de 2)
(z-A)"1
et par conséquent

(3.2.6) Mp = 1/2mi [ 6 (z-A)"ldz

est un symbole analytique formel (notons qu’une petite variation de
I'(x,€) ne modifie pas M) etona:

(3.2.7) Mp = Tp=Tp



DECOMPOSITION ET FORMES NORMALES Sl

(3.2.8) T Za=a7%1p
h h
¥*
(3.2.9) TL=Tp.

On décompose : CKk=cCKkixCKk2 (correspondant & la décomposition
(3.1.12) de Ag).

Soit Ty (resp. T,) lamatrice kxk; (resp. kxkjy)

e (8 ) =)

qui appartient & sr?'afm;;c(ck‘,ck) (resp. s:'a’(n;:c(ckz,ck).

On pose Ty=Tp; Mo=1-Tp. Considérons (H]#TI)*#‘(TTV#T]).

Son symbole principal est égal & un :
(T #(M#T¢) = 1+hS,

et, pour h assez petit, on peut construire dans notre algébre
By=(I+h Sy)”2 par une série, comme symbole autoadjoint dans

52 (a,5c xc).
On pose Uj=T#T{#By. On construit de méme U, etona:

(3.2.10) u;*ujzld (par construction) j=1,2.

Considérons

u=>5 UJ#T;
j

_ * ) * * o T
Ona U*'U—? E: TQ‘UR’UJ’TJ.OF UQ-“UJ—S.QJ d'ou
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(3.2.11) u*#u=g ijT}‘:mh.
j

Par conséquent U est unitaire. On constate maintenant que
* * ¥*
u*sA#U=g 3% TQ#UQ#'A#Uj#Tj .
j e
De nouveau on remarque que u} #A#Uj=0 si R #j (grace a 3.2.8).
D'ou

U*#A#U=F ij(u;fAij)*T;.
j

On a bien ainsi réalisé la décomposition par bloc avec :
gJJ___(u’j':A:uj) ,i=1,2 .

Cette démonstration est encore valable dans le cas C* (en
prenant  réel) et fournit donc une nouvelle démonstration de la
proposition 3.1.1.

Bien entendu, on a tout fait ici avec le formalisme classique
mais par transport de structure, compte-tenu du fait que les
symboles principaux sont les mémes dans les 2 théories, on a un
formalisme analogue dans le cadre de Weyl.

3.3. Etude modulo O(h®), Cas de la bande simple.

On se place dans le cadre des hypothéses des lemmes 2.3.1. ou
2.3.3 et on cherche & étudier le spectre de V'opérateur ﬁ\g(x,h D)
dans un intervalle Iy (pour lesquelles les surfaces d’énergie sont
compactes connexes).

Plus généralement, on étudie un systéme pseudodifférentiel
kxk: MW(x,hD) pour lequel il existe une racine simple ﬁ(x,g)
isolée du reste du spectre de M(x,€) uniformément dans RZN (ce
qui est le cas dans le cadre des lemmes 2.3.1. ou 2.3.3. par
construction).
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Dans tous ces cas, il résulte des techniques du §.2 et des §.3.1
qu'il existe un opérateur pseudodifférentiel unitaire U(x,hDy,h) t.q.

(3.3.1)  U(x,hDy,h)" AW(x,hD) U(x,hDy,h)=
( AW(x,hDy,h) 0

)+ O(h)
0 AW(x,hDy,h)

dans B(LZ®@CK) .

De plus, pour nos applications, les hgpotheses suivantes sont
vérifiées pour les symboles principaux ;10 et Ag de }Lw(x hDg,h)

et AW(x,hDy,h) :

(3.3.2)' Pour &>0 assez petit, on a (avec Ig=Ig+[-€,E]) :

I CIm g Vhele, ﬁ"()\) est connexe, compact
eCIm Mo er By

non vide et Vx,g}I(X.CH‘O sur ﬁg‘(lc)

(situation qui correspond & des états excités)
ou, pourun TM=4=1:

1

(3.3. 2)11 ;10 admet dans u“'(ln) avec I —IO+T1[O,el, un

unique point critique en un point (0,0) oulona
I'hypothése de non dégénérescence : M-Hess J(0,0)
défini positif.

1

De plus, Vel £’ ,J(;'()\) est connexe, compact, non

vide.

(Situation qui correspond pour M=+1 & une situation fond de
puits, et pour M=-1 & une situation sommet de bosse).

(3.3.3) SpA(x,6)Nlg =2

Modulo ©(h®), le spectre dans Ig/» (ou plus précisément dans le
n

€/2
'opérateur pseudodifférentiel : A W(x,hD,h) qu'on va noter
pW(x,hD,h) et dont 'étude reléve des techniques de [HeRo02,3] &

deuxiéme cas dans I +[-Ch,Ch]) est donc déterminé par celui de
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une petite différence die au fait que le symbole sous-principal
P1(x,€) n'est pas nécessairement constant, ce qui va modifier les

regles de quantification.

Il est démontré dans cet article qu’il existe une fonction
appartenant & C®(Rx[0,hgl)

(3.3.4) JE,N) ~ > fj(E) hi

j=0
affine en dehors de Ig/, telle que

(3.3.5)  f(h,p¥(x,hD,h))a comme spectre dans l'intervalle
IO(IO) la suite des valeurs propres simples

(n+Hh (nez), (n+Hhefollp).

De plus E— fo(E) étant bijective de Ip sur fo(Ip) il existe
une fonction : g(F,h) t.q. le spectre dans Iy de pW(x,h,DX,h) est
décrit par :

(3.3.6)  pdp(h)=g((n+Hh,h), avec g(F,h)~go(F)+ > gj(FIhl.
2

Si on s'intéresse & un nombre fini de valeurs propres prés de
'extremum on peut écrire modulo ® (h 2)
Mp(h)=go((n+L+%¥)h)+®(h2). De plus gy et g; (ou ) sont
explicitement calculables & partir des quantités

dx d§ (avec o«=min(NIg)
almpg(x,§)<ME

et J py do
Po(x,§)>=E

(ou do est la mesure de Leray dxd§/dpg) (cf. §.6.2).
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I1 ne s’agit bien entendu que d'une version précisée des
traditionnelles regles de Bohr-Sommerfeld.

Les racines jlp(h) étant simples, on a donc en particulier,
démontré pour notre probléme la :

Proposition 3.,3.1. (cf. Proposition 3.2 dans [HeSj5]).

Sous les hypothéses du lemme 2.3.1 ou 2.3.3 ou de la remarque
2.3.2, ona (pour C assez grand) :

Sp HC N lIch = U {}.lj(h)},
§=0,0 . NCHD

ou les }lj(h) sont des valeurs propres simples satisfaisant a :

}lj(h)—}lj.,.](h)“-h
et de plus

[(uo(h) =% g|~h (dans le cas du lemme 2.3.1) @) )
Hy(h)<pjyq(h)  (dans Te cas du lemme 2.3.1 @ ou2.3.3@)

[Mo(h)-8g|~h (dans le cas du lemme 2.3.1 ® )
Hj41(N<pyth)  (dans le cas du lemme 2.3.1 ® ou 2.3.3 ®).

3.4. Forme normale pour un o.p.d. & un puits non
dégénéré dans le cas de la dimension 1| (le cas modulo

o(h *®)).

Comme on 1'a rappelé au §.3.3, le comportement spectral de
'opérateur PW(x,hD,h) prés du minimum de son symbole principal
est calqué sur celui de l'oscillateur harmonique : h2D%+x2. On va

préciser cette information dans le cas de la dimension 1 en
démontrant :

Proposition 3.,4.1. Soit ¥<8§.

Soit PW(x,hDy,x) un o0.p.d. h-admissible de symbole principal

po Vérifiant :
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(3.4.1) minpo(x,€) = ¥ = pp(0,0) .
(3.4.2) {po(x,6)<8} est compact, connexe .
(3.4.3) po(x,£)>¥ pour (x,€) #(0,0)

Vx,6Po #0 pour ¥<po(x,£)<8 .
(3.4.4) Hesspg(0,0) est défini positif.

Alors quitte a restreindre &§>% il existe un symbole

o0

I(E,‘h)~z l'j(E)hJ et un opérateur Fourier intégral U unitaire®
j=0

associé a une transformation canonique X t.q.
(3.4.5) U f(P,h)U = a(y,hDy,h) (modulo O(h®) dans ZH(L2))
ou

(3.4.6) aly,M,h)~ F(MZ+y2)-%h
pour (IMIZ+1y12) /2 < 1o(8)-o(¥).

Démonstration. Dans [HeRo3], on a construit un symbole fI[E,h]
t.q. pour une fonction de troncature convenable ¥ t.q. X=1 sur
[¥,8] onait:

i2m/h f(P,h)

(3.4.7) X(P) e = X(P) .

X avait comme fonction de localiser en énergie 1a fonction introduite
en (3.3.4). On prend comme nouveau P, f(P,h) et on travaille
microlocalement dans la zone d’énergie [fo(¥),fo(8)]=10,8]. Le

nouveau P a comme propriétés, outre (3.4.1) a (3.4.4) :

(3.4.8) Le flot de Hpo est 21 -périodique par (x,£) #(0,0) et
po(x,ﬁ)e[‘g’.gl (qui résuite de (3.4.7).

(*) x n’6tant défini que localement, on doit prolonger U et
1'unitarité n'est vraie que dans la zone définie en (3.4.6).
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et son spectre est dans la zone d'énergie considérée celui de
'oscillateur harmonique.

L'objet de la proposition est donc de préciser cette
isospectralité en explicitant la forme de 1'équivalence unitaire.

Un premiére étape est obtenue par le :

Lemme 3.,4.2. Il existe une transformation canonique
X définie au voisinage de (0,0) t.q.

(3.4.9)  ppeX(y,M) = %(92+n2) pour y2+n?2 assez petit.
Ce lemme est démontré dans [CDD].

Considérant un F.I1.0. unitaire Uy associé a X et conjugant par
Ug, on peut remplacer (3.4.1) & (3.4.4) et (3.4.7) a (3.4.8) par
(3.4.7) et :

(3.4.10) Po(y, M) = £ (y2+M2) pour (y2+m2)/2<8 .
On a ainsi “‘ajusté’’ les symboles principaux.
Une deuxiéme étape est alors de démontrer le :

Lemme 3.4.3. Soit q(g,hDg,h) de symbole principal
a0y, M=% (Y2+m2) et vérifiant (3.4.7).

Alors il existe un o.p.d. formel unitaire U et kezZ t.q.

* * 2442 2k +1
(U* hQ(U.'ﬂ:h) h U)(U.Tl) = ( 1 2 - (

> )h) pour un keZ
pour (M2+y2/2)<s.
Le symbole sous-principal est alors donné par :

- (1/2i)(3%q0 /3yd M) =qy.

Il résulte de (3.4.7) et du calcul des Fourier intégraux que :
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2w
J q; (x(t,y, M), €(t,y,M))dt=(2k+1) 1 avec keZ
0

ot ((x,t,y,M),€&(t,y,M)) est la solution de :

dx d€
=6 g T X

dt
x(0,y,T)=y, €(0,y,T)=7.

2w

On a donc q|=r+(k+%) avec J r(x(t,y,M),€(t,y,N))=0.
0

Cherchons maintenant Rg elliptique d'ordre 0 t.q.

Qo : Ro = Rg h‘Q mod O(h?) .
On voit que 1'on doit vérifier 1a condition
Hgoro+irro = 0.
Soit (d/dt) ro(Wi(x,£))==ir() ro(Py)

2w

qui est résoluble car J r(¥i(y,N))dt=0 (qu’on peut relever
o

modulo ®(h) en un opérateur unitaire Rq).

Aprés conjugaison par Rg, on est donc ramené a la situation ou

g2+m2  (2k+1)

h + O(h2
7 > (h¢)

ay,M,h) =

e2iTT Q’h - eZITI' Qo’/h -

i.e. Q-Qpes~?, I.

On raisonne par récurrence en supposant qu‘on a un Q(k) t.q.
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2n10<”/h__ezn1ao/h_

Q(k)-QoeS"k avec e I (k=2)

et on va conjuguer par un o.p.d. unitaire qu'on va chercher sous la
forme

UK=1+ink=TR +O(hK+!) avec Ry(x,6)eR
# k=yk # k) k+1
Qo F uk=uk * q+onk+h).
11 suffit alors de résoudre :
{r,90} = ai
qu’on peut résoudre sous la condition [qy (Yi(y,M)) dt=0.

O —i
Soit y(t) 1'opérateur pseudodiﬁérentiel(c:i/dt)(e]tQ /he it

Qo/h)
2m

Ona: J Yy(1)dt=0
0

et son symbole principal est hX a(P1(x,6)).

On a donc bien :

2w
| aCpyx,e)at=o.
0
Par récurrence, on obtient le lemme 3.4.3.
Remarque 3.,4.4. Le lemme 3.4.2 admet une version analytique
qui sera développée dans [HeSj6]. La version c! a été obtenue dans
[CDU-Ve].
3.5. Etude modulo O(exp-€qp/h). Cas de la bande simple.

L‘objet de ce paragraphe est de préciser le comportement du
spectre du probléme & un puits dans le cas ou on ajoute des
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hypothéses d'analyticité pour les (x,€) dans ﬁ(;l(le) (cf. §.3.5).

Compte tenu des résultats du §.3.2, il suffit d’'étudier le cas
scalaire et comme on a dans 1'idée d‘utiliser les constructions
ci-dessus pour construire des quasimodes, on travaillera avec des
0.p.d. analytiques formels et des Fourier intégraux analytiques

formels définis dans un voisinage complege de ﬁJI(IC). Certaines

justifications techniques seront données dans [HeSj6].

On remplace comme au paragraphe précédent ﬁo par pp et Ig
par [¥,8+¢l].

Tout dans la suite est microlocalisé dans un voisinage complexe
-1 . R . .
Q de po (I¢) (ou dans son image aprés transformation canonique).

Méme, si nous conservons des notations ‘‘opérateurs’’ il s’agit
toujours de relations au sens des symboles analytiques formels ou au
sens de la composition d’un F.I.0. formel et d’un o.p.d. formel.

Compte tenu de la remarque 3.4.4, des résultats de [HeRo3] et
observant que E— j' dx d§ est analytique par rapport a E,
Pox,&) ¢E
on peut trouver une fonction analytique réelle f(t) définie au
voisinage de ¥ avec f'(¥)>0 et un F.I1.0 unitaire analytique t.q.

u-tgP)u

a comme symbole principal ¥ (M2+y2).

Iei 1P v )= (-2 ',g) f(z)dz ou T est le bord d'un

disque de C de rayon assez petit centré en ¥ et le symbole de u-!
f(P)U est calculé comme le résultat d’un théoréme de phase
stationnaire analytique pour les (y,M)eX() ou X est Ia
transformation canononique de la remarque 3.4. On est donc ramené
& considérer un o.p.d. analytique formel auto-adjoint défini pour la
boule B(0,8) dans €2 de symbole principal § (€2+x2). Ce qui suit
est calqué sur le cas C®. Les relations formelles sont donc
satisfaites mais ce que nous avons & vérifier est que les 0.p.d. ou
F.1.0 qui apparaissent sont analytiques.
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On construit alors formellement pour |t| petit le F.I.O

. itP/h
analytique e de noyau

h—n J‘e(l/h)(\P(t.X,C)"U‘C) a(t,x,g,h)dﬁ
ou

2, ¢2
+€ x6
tgt +
2 g cost

P(t,x, €)= - =

et a(t,x,£,h) est un symbole analytique formel (cf. [$j21§.9,
[HeRo3]) sont définis pour |t]|<m/2).

2im (P/h)

3 8
1(Tf/4)P/h) ot

On définit alors e comme le F.1.0 (e

comme dans la théorie C®, on constate que compte-tenu du fait
que le flot hamiltonien associé & %(C2+x2) est 21 —périodique que

2imr(P/ PO
e i (P/h) est un o.p.d analytique formel R d’ordre O défini dans
Q, formellement unitaire et commutant avec P dans l'algébre
$9,3,1(Q) muni de la loi rf . Dans le cas C®, on avait montré (cf.
[HeRo31) que R=F(P,h) ol F(t,h)~Z Fj(t)h] Fj(t)eC®(]-§,8D).
Montrons que si R est un o.p.d analytique d‘ordre 0, alors F est un
symbole analytique d’ordre 0. On remarque que prés d’un point
(xg,i€o) dans po_l(o) voisin de (0,0) mais #0, P est de type

principal et donc unitairement équivalent a D~x (cf. [Sj2]1) (par

conjugaison par un F.I.0 analytique V). On voit alors que
R=V-IRV=F( Dy,h) de sorte que F(t,h) est un symbole analytique

formel. Comme R et F(P,h) sont deux o.p.d analytiques formels
coincidant au voisinage de (xg,i§q), ils coincident dans tout un

voisinage de (0,0) dans CZ2. On trouve alors un symbole analytique
G(E,h) t.q.:

o 20/N(P+hG(P,h)) _ |

au sens des o0.p.d analytiques formels dans fig avec &>0 assez
petit.
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On est ainsi ramené (comme au §.3.4) a savoir si l'on peut relier
par conjugaison par un o.p.d analytique formel, 2 0.p.d Q et Qg

ayant méme symbole principal et sous-principal et vérifiant donc :

L21m(Q/h) _ 2im(Qo/h) _

(3.5.1), I
au sens des o.p.d analytiques formeils

et

(3.5.1) Q-QgeS~2:3l(q) .

On cherche donc un symbole analytique Res~1al(Q) t.q.
(3.5.2) Qop(I+R) = (I+R)Q

qu'on réécrit sous la forme :

(3.5.3) B:-R=Q-Qp ou IBR=QpR-RQ.

W -it(B/h)

Considérons l'opérateur qui agit sur les o.p.d

analytiques formels par :

(3.5.4) o~ iUEB/N) o -it(Qo/h) o it@@/h)

On sait que :

(3.5.5) eZiﬂ'(lf»/h)

=1 dans 1(s°:31(Q),50:21()) .
Observons maintenant que si B est un o.p.d analytique d'ordre
-k, alors :

2w

(3.5.6) A= (i/h) J (1-(t/2m) o TIHE/N) o
(o]

t

est un pseudodifférentiel analytique d'ordre (-k+1) et quona:

-it(L/h) B d

2w
(3.5.7) L-A=B-(1/2m) J e t.

0
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2w

(En effet 1:A=(i/h)L (1-(t/z2m) 5 e~ HE/M g g

2w

- J (1-t/2m)[(d/dt) e
0

-it&/h

B]dt

w

e—it(ﬁ/h) B dt ).

2
B—I/ZWJ
0

On pourra donc résoudre LA=B si:

2w

I e—it(rs/h)Bdt =o0.
0

Vérifions cette condition pour B=Q-Qgq.

Ona:

2w 2%

J‘ e—it(n/h)[Q—Qo]dt - J’ e—it(Qo/h)(Q_Qo) eit(Q/h) at
() 0

i

27
h I da/dt [e—:t(Qo/h)_ elt(Q/h)]dt
0

=0 grace a (3.5.1).

On peut donc trouver R solution de (3.5.3) dans s—!. Ilreste &
montrer que l'on peut choisir R de telle sorte que U=(I+R) soit
unitaire.

Ona QgU=UQ. Comme Q et Qg sont auto-adjoints, on a
aussi :

u*Qg=Q-u*,

dont on déduit :
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(3.5.8) Qu*u) = (U*wa
avec U*U=I+T (Tes™ ).

Onin'a pas de probléme pour définir les o.p.d analytiques
(u*u)*z par1a formule :

+1 +1
(*w“2=1/2mi [ (z-u*u)~'z"2dz
¥

ol ¥ est un contour dans C entourant 1.

Observons maintenant que :

1
vV = u(u*u) 2

satisfait a :

-1 -1
(3.5.10) v*V=(U*U) 2u*.uu*u) 2

it
—

et

1 -
QoV = QU (U*UW) 2 = uQ (u*u)

=

1
et que (U*U) 2 commute avec Q compte-tenu de (3.5.8) et
(3.5.9), soit :

(3.5.1) Qv = Va.

V est bien de la forme I+R avec R dans s~1 et on a donc
‘résolu (3.5.2). g

Pour récapituler, on a donc bien démontré 1a :

Remarque 3.5.1. Si p(x,hD,h) est un o.p.d analytique formel
satisfaisant (3.4.1) a (3.4.4), les conclusions de la proposition
3.4.1 sont satisfaites dans le cadre analytique.

Application 3.5.2. (3.3.6) peut étre précisé sous la forme : il
existe un symbole analytique g(E,h) t.q. dans Igp avec
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Io=[¥p,%¥'e] assez petit, le spectre de }Lgv(x,h Dy,h) est donné

par uﬁ(h)=g((n+%)h,h) (modulo O(exp-£g/h)), neZ.

3.6. ude du cas de bandes qui se touchent.

Les paragraphes 3.3 et 3.4 nous ont permis de localiser (modulo
®(h®)) 1le spectre du systéme *'a un puits’’ dans des intervalles 1
satisfaisant aux hypothéses des lemmes 2.3.1 et 2.3.3. On se place
maintenant dans le cadre du lemme 2.3.5 et l'on va étudier le
spectre de l'opérateur ﬁe(x,h D) obtenu dans ce lemme. Utilisant la

décomposition par bloc réalisée au §.3.1, on est ramené (modulo
©(h™)) & 'étude d'un systéme 2x2, All(x,hDy,h) et, compte-tenu

du lemme 2.2.8, aprés changement de variable, conjugaison et
utilisation du calcul fonctionnel pour les systémes (cf. [HeRo02,3]),
on se raméne & 1'étude d'un systéme de la forme :

0 bW(x,hD)

(3.6.1) AW(x,hD,h) = (
bW(x,hD) 0

Y
) + h Ay (x,hD,h)

ou
(3.6.2) b(x,€) = E+ix+0((x,6)2)

et ol le symbole principal admet 2 valeurs propres Ay(x,£),A2(x,€)
vérifiant :

(3.6.3) M, = - Xx(x,8)
(x,6) = VxZ+EZ + o ((Ixl+1€1)2) .

On se propose de montrer l’analogue de la proposition 3.3.1:

Proposijtion 3.6.1, Pour €>0 assez petit,
AY(x,h Dy,h) admet dans 1'intervalle [-€,€] des valeurs propres de
multiplicité 1 Ap(h) de la forme :

(3.6.4) An(h) = vo(signn) YInTh +0(h) , nez.

En particulier, il existe Coz0 t.q.
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(3.6.5) IAn41(N)=Ap(h)| = Coh si Ap(h)el-€,e].

Démonstration. Pour montrer (3.6.4), il suffit d'étudier le

spectre de

AW(x,hD,h) ( ° b¥(x,hD) )
Xy y = \{_
0 bW(x,hD) 0

qui se présente comme un systéme du type Dirac, dont le modéle “'en
fond

(0] hDy+ix
hDy-ix 0
explicitement connues : ()\g(h)=signn Y12nTh ) et sont de

multiplicité 1.

de puits’’ est ( ) dont les valeurs propres sont

(3.6.6) Pour de tels systémes, on observe que le spectre est
invariant par l'application A — -\.

bW.pWw* 0

On calcule A2 = ( ) dont on peut étudier le
0

0 bW*.bW

spectre par les techniques des paragraphes précédents.

. . 2
On note alors que nécessairement A 0 a une valeur propre nulle

de multiplicité 1 et que les autres valeurs propres sont équivalentes
& nh+0(h3/2) pour n>0 avec comme multiplicité 2. (3.6.1)
implique alors (3.6.4).

Remarquons finalement que si ¥ nh <&, alors l'écart entre 2
valeurs propres est minoré par h/2¢ et que si £€>0 est asez petit,
une perturbation de ®(h) (indépendante de € ) ne modifie par la
situation et qu’on a donc (3.6.5).

Remarquons aussi que en dehors de [~€,€], 1a propriété (3.6.5)
est également vérifiée car on est sous le régime ol le symbole
principal & des racines simples. g
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On va maintenant préciser la proposition 3.6.1, en essayant de
trouver une forme canonique pour le systéeme via le calcul fonctionnel
et des transformations unitaires comme dans 3.5.

On présente le résultat dans le cadre analytique (la version C*
ne pose pas de probleme nouveau). On considére donc un systéme
2x2 d'o.p.d analytiques formels d'ordre O, auto-adjoint,
AW(x,hD,h) pour lequel on suppose qu'il existe une fonction
analytique t.q:

(3.6.7) fo (Ag) = pg-1 au voisinage de (0,0)
ol pg vérifie (3.4.1) 4 (3.4.4).

(3.6.7) est vérifiée pour le systéme qui nous intéresse,
compte-tenu du lemme 2.2.9.

De nouveau, aprés changement de fonction fg et conjugaison
par un F.I.0 unitaire, on peut supposer que :

(3.6.8) fo (Ag) = £ (€24+x%2) 1 pour 1€12+1x12<8 .
L'o.p.d correspondant satisfait alors a :

(3.6.9) P = fo (AW(x,hD,h) = & (h2D5+x2)1+h S
ou S estuno.p.danalytique d’ordre O.

Dans [HeRo3] ou aux §.3.4-3.5, on cherchait alors & se
ramener par le calcul fonctionnel ou la conjugaison unitaire a un

modele simple : & (h2D2+x2). Notre ambition est ici plus modeste.

On va chercher un opérateur qui commute avec P et qui permettra
de se ramener & un modeéle simple. On a :

avec R unitaire (o.p.d analytique d’ordre 0).

(3.6.10)

Il est clair que [P,R]=0 (et également [A,R]=0), mais on ne peut
pas en déduire que R e.st une fonction de P. On cherche & trouver T
auto-adjoint t.q. R=elT et [T,Ql=0.
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Formellement, le candidat est T=(1/i)LogR qui se définit bien
quand R est proche de l'identité.

Quand R n'est pas proche de l'identité, on considére Rg(0,0)

qu'on peut écrire sous la forme e °° Rp(0,0) ol Rp(0,0) a2

valeurs propres conjuguées pg,p. On définit alors T par:
. -i6p -1
(3.6.11) T = 09+(1/1) J (e R-2z) Logzdz
¥

ol ¥ est un contour simple, contenant pg,p; évitant 0 et t.q.
¥=%.

On a donc trouvé un o.p.d analytique T (défini prés de (0,0))
t.q.

(3.6.12) elT=R : T=T* : [T,A]l=0 et [T,P]=0.

On a donc trouvé T avec [T,A]l=0, [T,P]=0 t.q. pour
Q=P+h(T/21), on ait :

-i2m (Q/h)
e =

(3.6.13) I

par ailleurs Qo= (% (h? D§+x2)—h/2)l vérifie également :

e—i 21 (Qo/h) -

(3.6.14) I.

On déduit maintenant de (3.6.13), aprés éventuellement,
conjugaison par une matrice unitaire dans U(2) que le symbole

., 0
sous-principalde Q en (0,0) est donné par Qi(0,0) = ( )‘0‘ s )

avec )\jez.

On va montrer que Q est unitairement équivalent par
conjugaison par o.p.d analytique elliptique U a:

(3.6.15) Q' = (% (h2D2+x2)-h/2)1+h ( é‘ ;)2 )
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La démonstration est alors trés voisine de celle donnée aux
paragraphes précédents.

Posons, J:A:Q‘A—AQ pour A o.p.d analytique 2X2,
On introduit :

- i | .
e ltJS/hB:e th/hBe\tQ/h

qui est un o.p.d analytique, comme dans le cas scalaire.

Ona:
e—Zm L/h = Id.

On pose :

-it B/h dte

2w
Ug=1/2m f e I.
0

Ug est proche de I'identité et T Ug=0, soit Q‘UO—UO(J:O.

1
On construit alors u=u0(u‘5 Up) 2 quivérifie :

alu-ugq=0 et U*U=T1.
On obtient ainsi la :

Proposition 3.6.2. Soit AW(x,hD,h) un systéme 2X2

pseudodifférentiel analytique formel t.q. (3.6.7) soit satisfaite.
1) Alors on peut trouver un systéme 2x2 Tgo t.q.

[To,AY]=0 avec Ty auto-adjoint t.q.

o ~21T/n [fo(A"(x,hD,M)+h Tol _ |

au sens des o0.p.d analytiques formels dans un voisinage de (0,0).
2) Un 0.1.F unitaire analytique formel U.

3) Des entiers A(,X€2Z t.q.
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-1 w _ A, O
U= 5o (AY(x,hDy,M)+hToJU = Qo+h { ¢ s
ol Qp=(% [IhDy12+x2]-h/2)1.

Application. Si on veut déterminer les basses valeurs propres de
AY, on observe que I'on connait celles de fo(AW(x,h Dy,h))+hTg,

qui sont données par :
Ho <<z <.

et, si on connait U, on connait aussi les espaces propres
correspondants : E}lo’E}lt""'E}lk"" avec dimEMksz.

Comme AW commute avec fo(AW(x,hDy,h))+h Ty,
AY(x,h Dy,h) respecte chaque E}Lv' On obtient alors les valeurs
propres de AY(x,hD,h) en étudiant AW/E}_LV. Dans toute cette

discussion, on travaille avec des quasimodes et des quasi valeurs
propres (modulo ®(exp-€qg/h)).

Si on s'intéresse aux développements formels des valeurs
propres, on part de \pi}l",\pélz les 2 fonctions propres d’énergie
My (on suppose dim E}lv:'Z)' du systéme d’oscillateur harmonique
et le spectre asymptotique est décrit par 1a matrice 2x2 :

(3.6.16) ARY = (AU luwy) 2 = ((UTTAY YY) | vi)
1

(oU des puissances de h2 peuvent apparaitre).

I1 est clair (v étant fixé) que en utilisant un théoréme de phase

stationnaire Aj“k" est une matrice a coefficients symboles

analytiques en h et les valeurs propres sont donc les solutions d’un
polyndme de degré 2 a coefficients symboles analytiqgues qu’on
pourra analyser plus explicitement dans notre cas particulier.

Le cas ou E}lv est de dimension 1 est plus simple et on obtient
que la valeur propre correspondante est un symbole analytique en
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1
puissances de h2 donné par

(3.6.17) ((u=tavu)viy) .

On peut également obtenir des expressions B.K.W fonds de puits
pour les fonctions propres de AY puisque c’est une combinaison
linéaire & coefficients symboles analytiques de U\pj et Uyy.

ude dans no S ticulier. Dans notre réduction de

MW(x,hDy) prés de I'énergie §p_1=%g, on a vu que I'on pouvait se
ramener a l'étude d'un systéme

AWV (x,h D,h)=A:)v(x,h D)+h A\;v(x,h D)+ ®(h2)

ou
C(Xy ) b( ,X)
(3.6.18) Ao(x,€) = ( (v, 80 bl )
b(€,x) c(x,£)
(3.6.19) c(x,6) = O(Ix12+1€12)

b(E,x) = Bo(E+ix) + O(Ix12+1€12) , By>0
et on a montré 'existence d'une fonction fo avec:
(3.6.20) fo(E) = ¢ E2 + O(ED)

t.q. (3.6.8) soit vérifiée. On est donc bien dans les conditions
d'application de la proposition 3.6.2. On va suivre les différentes
étapes pour préciser le théoréme dans ce cas.

Remarquons tout d‘abord que, pour le terme sous-principal de
fo(AY(x,hD,h)), on a compte tenu de (3.6.20), (3.6.18) et

(3.6.19) :

O’](fo(Aw))(0,0)zé ( -(—)I 0 )-

+ 1

2it/h fo(A¥(x,h D))

Quand on calcule e , on en déduit que le

symbole principal de R en (0,0) est l'identité de sorte que
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l'opérateur T construit a un symbole principal nul en (0,0).

On peut donc prendre alors )\|=0, )\2=1. Le spectre de

0 ,
Qo + h(% 1 ) est alors donné par une valeur propre nulle simple

-x2/2h , 1
()
0

correspondant au vecteur propre : e et des valeurs

propres de multiplicité 2 de la forme nh (neN¥*) de vecteurs
propres normalisés : h,(x/vh) ((])) et hp-1(x/vh)( ? ) o hy(x)
correspond a la (k+1)®™e valeur propre de l'oscillateur harmonique %

(—8§+x2).

Cas de 1a valeur propre simple. La forme de AW(x,hD,h) n’est
pas modifiée par conjugaison unitaire et on a donc pour le niveau
fondamental & calculer un développement asymptotique de la forme :

-x2/2h < -%2/2h
O GO A CHL W) (RN G9) IPYPE

2 2
-X4/2h |, ~wW -X4/2h
(e |( AL (x,hDy)e ).
~W ~ (1) ~ L.
or o((A i (x,hDg))= c(x,)+h a} | "(x,€)+... avec c vérifiant
(3.6.19).
Cette valeur propre est donc un symbole analytique dont le

développement se calcule par le théoréme de la phase stationnaire
analytique (cf. [Sj2]) et on obtient :

. 1
(3.6.21) Xo(h) ~ > vy hlavec lvjl = cl*lj
jeIN/2
j21
(ce qui est cohérent avec (3.6.4)).

Cas de 'espace propre double. Soit donc a calculer la matrice
A’j*k" définie en (3.6.16).

On fait d’abord un calcul moduto O(h) en regardant le modéle :
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( 0 IXO(th+ix) )
¥olhDg=ix) | ©

. 0 o
et par lequel on a la matrice 2x2 : ( s 6 )avec

op(h) = %o ((hDy=ix)hpy(x/v R )|y (x/vTR))
an(h) = %o VH ((Dg=1x)hnlhp-1) 2 -

On a clairement o(n=ixo-s/ n - v h pour une normalisation
convenable des hy,.

On peut maintenant décrire 1a forme générale pour la matrice

A? j (neN* fixé ; i,j=1,2)

n _ ~-n _ o L
Aﬁ—A“—Z al n’, =12

jeIN/2
j21
n _zn _. . j j
AL, = AL =1%o V- Vh+ > ), b
jeIN/2
j21

On en déduit alors I'existence de 2 valeurs propres :

+ony J RN
(3.6.22) AEM) ~ £yo/nh + D 3T h
jeIN/2
j21

+
ou )‘n_ est la réalisation d'un symbole analytique formel.

Dans la base : U-h,(x/vTh )((l)) , Ushpoy(x/vh )(?), les
1
vecteurs propres correspondants s’écrivent ((I) )+0(h2) et (?)

1
+0(h2)et sont a coefficients symboles analytiques (pour le voir,
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remarquons que ((I/w/'ﬁ)A?j) est un systeme dont le coefficient de
hO est une matrice 2X2 & racines simples).

On peut donc bien construire des solutions B.K.W analytiques
fond de puits, qu'on pourrait préciser dans 1'esprit du §.8 de

[Hesj5].

3.7. Cas de la bande centrale (une autre approche).

On a vu au §.9 de [He$j5] que dans le cas oU q est pair, on a

(résultat de BELLISSARD —SIMON [BeSil).

La situation décrite au paragraphe précédent se produit donc
réellement et compte tenu de la Remarque 0.3 c’est le seul cas qui
apparait dans 1'étude de Harper. Dans ce cas, on peut procéder
différemment compte—tenu des symétries du probleme.

On a en effet observé au §.9 de [HeSj5] (formules 9.3.26 et
suivantes) I'existence d'un opérateur unitaire

v = Jpq/2 . Kq/2

(3.7.2)

t.q.

(3.7.3) MU = - UM
et

(3.7.4) w2 = (-2

On est alors dans une situation du type “‘supersymétrique’’ (cf.
par exemple la présentation dans le chapitre 6 de [C-F-K-S]).

Dans le cas ¢g=2 modulo 4. 0On avait UZ2=-1 et on introduisait
deux espaces orthogonaux Zi par :
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- q JE
£+ ={ueC” t.q. Uu=ziu}

s'échangeant par Yopération u— u.

Dans la décomposition de
LARM®CI=(LARM®E, )e (LZA(RM®E_) l'opérateur MY(x,hDy)
s’écrit :
( 0 AW(X,th))
AW*(x,hDy) 0

et on raméne alors I'étude du spectre a I'étude du carré :

AW(x,hD) AW*(x,hD) 0

( )

0 AY(x,hD)* AW(x,hD)

L'étude semi-classique des systémes AW(x,hDy) AW(x,hD)* et
AY(x,hD)* A(x,hD) reléve alors du cas de la bande simple lorsqu’on
travaille prés de O.

coshD cos X )

Par exemple, dans le cas q=2, le systéme (
ple, q Y cosXx -coshD

se rameéne & l'étude du systéme :
( 0 coshDy+icosx )
coshDyg-icosx 0
soit encore en prenant le carré, & 1'étude de 2 opérateurs scalaires

(coshD+icosx)(coshDy—-icosx)

et
(coshDy~icosx)(coshDy+icosx)

de symbole principal (cos £)2+(cosx)2=3 [cos 2€ +cos2x+2].

Le cas ol g=0 modulo 4 se traite de la méme maniére.
Observons ici que la 18re yaleur propre semi-classique de
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(Hw(x,h Dx))2 est O(h®) car on sait que 0 appartient au spectre

de V'équation de Harper correspondante. Le fait que le spectre est
invariant par A — -X montre également qu’il suffit d'étudier le
carré pour lequel les valeurs propres semi-classiques seront doubles
(sauf la 18re),
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On va dans ce paragraphe étendre tous les résultats démontrés
au §.3 de [HeSj5] au cas des systémes qui nous intéressent.

Nous avons déja démontré (Propositions 3.3.1 et 3.6.1)
'équivalent de la proposition 3.2 de [He$j5] & savoir la :

Proposition 4.1, Soit Iy un intervalle fermé dans Bp\{{p).

Alors pour C convenable et |hl=<hg, le spectre des systémes

ﬁ\g(x,h Dy) dans Ig+[-Ch,Ch] (avec Mg(x,€)=M(x,£) dans
Z(0,0)(Ig)) est constitué d’une suite monotone de valeurs propres
simples uj(h) j=0,...,Ni(h) t.q.

(4.1) |}1j+1(h)—Hj(h)|ZC1|h|

(la suite est choisie croissante si IgCl¥ g, pl, décroissante si

I1 est également démontré dans [HeSj5] que si I'on change en
dehors de Z(g,0)(Ig) le probléme de référence & un puits en

conservant les propriétés de ﬁe(x,C), on ne modifie pas le spectre

modulo ©(h®). Pour des raisons techniques et surtout pour garder
plus d'informations sur M(x,£) en dehors de Z(O,O)“t;)r on ne

souhaite modifier M(x,§) qu’‘au voisinage des E(Ig) avec
o #(0,0) (au moins dans le cas ol I est assez petit).

Rappelons trés briévement la démarche suivie au §3 de [HeSj5].
Pour étudier l'opérateur : P(h)=(1-coshDy)+A(1-cosx) prés d'une

valeur propre v(h), il fallait contrdler sur un cercle ¥, (,) centré
en v(h) et de rayon a(h)=(1/Cy)h (avec C; assez grand pour que
dans le cercle ¥y,(p) i1 n'y ait que v(h) comme valeur propre et que
les autres soient & l'extérieur et & distance supérieure &8 (1/Cph) la

norme de la résolvante (P(h)-2)~! dans des espaces a poids L,Z;,

(ou ®ech! vérifiait :

(4.2) I®"1=<Cqo, (A1-cosx)-v(h)-€), -2(sh(&'/2))2=20
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pourun €£>0 donné) avec une majoration par Cg/a(h).

(4.1) permettrait de montrer le résultat avec $=0, mais pour
obtenir ces estimations, la clef dans [HeSjS]1 était dans
Vintroduction des opérateurs de référence :

(4.3) 5=P+§ej : P=P-0y

ou ejec8°, ejzo a comme fonction de boucher tous les puits au
dessus de TTX(VO()=Vj='{x;)\(l-—cos x)-v(h)=<0,Ix-2mjl <7 }(avec
oa=(j,k)),

Va={(x,6),\(1-cosx)+(1-cos £)=v(h), x-2mj| <1, [ €-2mk| <]} .
Ty désigne 1a projection sur les X. On prenait pour cela le support
de ej petit autour du puits Vj avec ej>o sur vj.

Tout revient alors & bien contrdler la résolvante de P sur le
contour ¥v(h) *

(4.4) Il(ﬁ—z)“'ll‘.‘:(Lz'Lz)scC , ZE¥p(n), @ vérifiant (4.2).
® @

Ces estimations utilisaient (au §3 de [HeS$j5]) explicitement la
forme de Vopérateur P & savoir : (1-coshD)+W(x) pour lequel on
démontrait des inégalités a la Agmon.

Toutefois au §7 de [HeSj51(7e), on a besoin d'une
démonstration plus générale qui s'appuie sur l'ellipticité, au sens des
opérateurs h-admissibles, du symbole principal de V'opérateur
pseudodifférentiel

e®/h FW(x,hD)e~®/h

pour des ®eC*® t.q. 1®'I=tly’l, 0<t<l, |8()|=<Cg, VseN, ou
Y est solution de :

{(A-cosx)-v(h)-€), =2(sh(y'/2))2 avec £>0.
P(0)=0, P'20 .

Une raison d’étre trés optimiste pour l'obtention d’inégalités
dans les espaces a poids est de remarquer qu’en considérant la
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matrice N,(x,€) des cofacteurs de (M(x,£)-z), ona:
(4.5) Ny (x,€)e (M(x,6)-2)=(f(2)+2(cos g€ +cos gx)(-NA+T)]

de sorte que :

(4.6) NYY(x,hD)e (MY(x,hD)-2)=
[1(2)+(-1)9+).2(cos qhD+cos qx)] I +hRp,

ol Rp estuno.p.d borné dans n(Li) de méme que Nzw(x,hD).

On n'a pas de probléme pour obtenir I’analogue de 1a
proposition 3.1 (dans [He$j51) pour 'opérateur MW(x,hD) mais cet
argument semble insuffisant pour analyser T (le projecteur

orthogonal sur [;Lj(h)—elh,pj(h)+c|h] avec €1>0 assez petit)

dans les espaces :C(L%i: o ) et l'on devra donc reprendre toute la
P2

démonstration. Il s'agit en particulier de définir 1'analogue des

opérateurs P et Py dont la définition est rappelée en (4.2) et

(4.3) et donc de définir un procédé convenable de “‘bouchage des
puits’’. Rappelons que la technique de bouchage de puits a pour
objectif de comparer le probléeme de départ & une infinité de puits a la
somme directe de problémes & un puits. C'est une variante
microlocale des techniques utilisées pour 1'équation de Schrédinger
pour les probléemes & plusieurs puits.

La technique varie selon qu‘on est dans le cas de la bande simple
ou dans le cas de deux bandes qui se touchent.

Technique de bouchage de puits.

soit @ Ip=[wp,¥'e] avec ¥'p<ly
ou ® 10=[8,8p] avec 8%9>¢p .

On va montrer qu'on peut toujours modifier M(x,€) dans Z(Ig) de
sorte que (M(x,€)-p) soit inversible pour pelg/o.
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On traite le cas @ avec d’abord I'hypothése @ 8p-1<¥g. On
a vu que pour une famille unitaire U(x,§) définie pour (x,£)e=(Ig)
ona:

-1 Hp(x,6) | 0
u M(x,€) U(x,€) =
(x,6) Mx, £ Ulx, € ( 0 1A22(x,6) )
Posons : Hp(x,6) = Xe(Hp(x,€)) avec

Xe(t)=%¥'p+(3e/4) si telyyp,sp+(3e/4)
Xe(t)=t si tzy'p+e .
Alors on définit une perturbation de M(x,£) M(x,€) par

He(x,6) |
o | a22(x,6)

M(x,€) =U(x,€) ( ) u=4x,€)

pour (x,£)eZ(lg) et M(x,€)=M(x,€) pour (x,€) g=(Ie).
On a ainsi 'bouché’’ tous les puits.

Le cas (@) (i.e. ®) +1'hypothése : §p<¥ g 1) se traite de la
méme maniere.

Traitons maintenant le cas
(), IO=[XQ,‘6'Q] avec K'Q(QQ et §p_1=¥yg.

On a vu qu’on a une famille unitaire U(x,€) définie dans Z(Ig) t.q.

All(x,€) | 0 )
o |a22x,6)

U=1(x, €) M(x,€) U(x,€) = (
avec All(x,€) ayant comme valeur propre Hp-1(x,6) et mpx,6).

Le probléme est que }.lQ..](XOE,ﬁoQ()=}lQ(Xd1€°é)-

Au voisinage de ces puits, on peut aprés une nouvelle transformation
c_(x,C) b(x,£&) ) et on a
b(x,€) c(x,€)

déja vu que dans ce cas une perturbation par une fonction X positive

unitaire supposer que All(x,€) = (
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R . L. c-%X b
a support petit voisin de chacun des (x%,£X) du type ( )
pport p S Y P b c+X

permettait d'écarter jlp_y et Jp (cf. lemme 2.3).

On est alors de nouveau ramené & une solution a racines simples
pour laquelle la technique du cas (@); peut étre utilisée.

Le cas ®, (£p<8%9<8p="%p41) se traite de la méme maniére.
On a donc dans tous les cas construit, étint donné un intervalle
Io dans Bp\{Lp}, construit un symbole M(x,€) coincidant avec
M(x,€) en dehors de £(Ig) et t.q.

(4.7) det (F(x,€6)-p)
est uniformément elliptique pour Melg /o dans R2N,

On peut écrire :

(4.8) ﬁ(x,ﬁ) = M(x,6) + Z Ng(%,€) avec supp Ny CZ ()

xez?
(Nd correspond & la modification de M que nous avons effectué dans

olle)).
On définit également :

(4.9) Fo(x,6) 1= M(x,6) + > Ng(x,€)
B #o

(correspondant & un probléme a un puits)

et

(4.10) Fix,€) 2= M, € + D D Nei, ) (%,€)
k#j R
(correspondant & une rangée de puits).

Quantification. On s'intéressera & des inégalités & poids pour
(M(x,€)-pm(h)) ou p(h) sera une quasi valeur propre qu’on
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supposera dans un intervalle [Jg-€g,Mo+E€g] (avec €p<e/2 par
rapport & la construction précédente ol on prend Ig=[¥p,Mol (ou

[MO;SQ])-

On se place pour fixer les idées dans le cas @ et on suppose
(-4 Ip'q(‘zfg)zzt. Les espaces & poids seront modelés sur des poids

& satisfaisant a (avec €y>€):

(4.11) 1) <cg , 1@'1=tlp'l , 0<t<I

ou P vérifie :

(4.12)  ((=D9 1y q(o+EP-2(cosgx+1)) =2(Chqy’'~1)

ol P(x) représente la ‘‘distance d’Agmon’’ aux puits
Tx(Z(0,0)([¥ g, Mo+€(D) et est constant sur chague composante

connexe de T, (Z([¥ p,Mho+€D).

Comme FM(x,€) est analytique en € pour x en dehors de
TTX(Z(IC‘)), il n'g aurait pas de probléme pour faire opérer
ﬁw(x,hD),M‘;V(x,hD) ou M\g’((x,hD) dans les espaces L?;, (cf. §7

dans [HeSj51).

Il est toutefois préférable pour mieux controler les supports
d‘introduire une famille C*® ej t.q. : suppejcﬂx(zj_k(le)) et :

8j()2 Ny (x,€)=Nj, 1 (x,6).
On quantifie alors par :

~ w
FAYi(x,hD) = MW(x,hD) + > 8;(x)(D. Nj k(x,hD))ej(x)
j k
(correspond & tous les puits bouchés)

~ W w

M, '(x,hD) = MW(x,hD) + > OJ(Z Nj, k(%,hD))8;(x)
(j,k) # K

(correspond a un probléme a un puits)
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Wi = MW . w )

My 06,hD) = MWG,hD) + 5 85(D Ny (x,hD))e; .
JEL x

(correspond & un probléme & une rangée de puits).

Notons que le symbole principal est toujours le méme et que

ﬁ:(v'(x,h D) vérifie :

(4.13) I1 existe une bijection A -—b(X) entre Sp ﬁvg(x,h D)

(introduit au §3) et SpF 7'(x,hD) dans Iy t.a.

b(X)-A=0(h%) (& condition de modifier 1égérement les
bornes de Igp).

Pour montrer les inégalités a priori voulues dans 'esprit du §7
de [HeSj5], on calcule Vexpression

(4.14) det (Fi(x,E+i1®") - q)

ou & satisfait a (4.11) et (4.12).

On distingue 2 zones.

1) Dans C U TMu(Eq(l¥ g, Mo+ED), ona Ny(x,£)=0 et

a

det(Fitx,£+1@)-pg)=1p, q(Mo)+2(-19+[cos gx+cosa(€+i @]
et on vérifie I'ellipticité comme dans le cas scalaire.

2) Dans Ty(Ty(l¥ g, Mo+€Epl)), ona @'=0 et on utilise
V'ellipticité de M(x,€)-jg-

(4.14) reste vrai avec j o remplacé par j(h) dans
(Mo-€0 Mo+El

On obtient ainsi que :

3 _ )1
(4.15) 1= 2 2y = Ce
¢ @
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pour les @ vérifiant (4.11), (4.12) et pour les Zexu(h) ou X}L(h)
est un cercle de rayon ph (avec p>0 ad hoc) centré en une valeur

~ W
propre de ”<o‘o> M(h) et adistance h dureste du spectre
(}l(h)E[}lo"Co,}lo+CoD.

On en déduit comme dans la démonstration du théoréme 3.3 de
[HeSj5] que :

(4.16) K=" 2 2 2y < Ce,/h
2’ 2

(pour les couples (&®,z) comme dans (4.15)

et que

(4.17) IITTFlIl:(Lz 12) = C(gy)

& &
pour h assez petit pour tout triplet (®(,$,,2) satisfaisant a
(4.10), (4.11) et vérifiant @;=&, sur L;Jnx(zd(lm)).



5. MATRICE D'INTERACTION.

On se propose dans ce paragraphe d’étendre les résultats des §4
et S de [HeSj5] au cas de nos systémes.

S.1. Problémes de références : conservation des
propriétés d'invariance.

Etant donné un intervalle I, on a construit par

différentes méthodes aux §2 et 4 des problémes de références F‘o(
attachés aux différentes composantes connexes Zy(I) des surfaces
d’énergie Z(I). On n’a pas fait attention jusqu’a présent & préserver
les symétries de M(x,£) pour les différents ﬁo( (bien qu’une

certaine uhiformité soit nécessaire pour appliquer les résultats des
§2 et 3 de [HeS§jS1). C'est Vobjet de ce paragraphe d’expliciter un
choix trés invariant des M, Qui permet en particulier d'obtenir

Visospectralité des différents ﬁo(-

Dans le cas de lopérateur de Harper de symbole
cos £ +cosx, les invariances utilisées étaient :

(x,6) —  (x+2,€6)

(%,6) —  (x,£+2m)
et au paragraphe 7
(x,6) =5 (€,-%)

qui étaient quantifiées respectivement par les opérateurs T,T* et
¥ la transformée de Fourier :

T=T2q ou (Tuw(x)=u(x-2m)
t*=1%, i.e.: r*u=e2T/N,

-n/2 J-e—ixﬁ/h

et : (Fhuw(€)=(21h) u(x)dx .

Ici, on observe que le polyndme caractéristique de M(x,§) :
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2(-1)9*1 (cosqx+cosq€)+1p q(N)

est invariant par :

(x,6)— (x+(21/q),€)
(x,6)— (x,6+(21/q))

(x,€) X, (€,-x%)

mais on n'a plus Vinvariance correspondante pour M(x,£) car on a
seulement l'invariance par translation de 2T, xe€Z2. 0n a
toutefois présenté au §9 de [HeSjS] et au §1 de cet article le
matériel nécessaire pour retrouver les propriétés d'invariance
correspondantes pour M(x,€) que 'on rappelle briévement ici.

Rappelons que :
(5.1.) My q(x,6) = el6 UP 4+ e~ 16 (UP)* 4 elX K 4+ e~ TX K>
avec
L . 0. 0.1
(5.1.2) J=< ) avec w=e2Mi/q, K=( 1.0 )
wa-! 0 10

et qu’on a les propriétés :

(5.1.3) JK=wKJ , J*=u-! , K*= =k
(5.1.4) Jd=1 , K4=1.
On obtient alors :
-1 =
(5.1.5) JMy e d MX+(2ﬁ/q),€
-1 =
(5.1.6) K My, ¢ K ”x.c—(zmn/q)'

Remarquons maintenant que comme p et g sont
premiers entre eux il existe R(p)eZ t.q. avec szKQ(p) on ait :
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~ =1 _
(5.1.7) KpMx,e KW=My evamra) -

Dans le cas ou p=1, on prend R(p)=-1, dans le cas général R(p)
vérifie :

(-2mp/qQ)R(p) = 2r/q mod 2TZ
soit :

(5.1.8) +p R(p) + n(p)g=-1pour un n(p)eZ

(R(p) est défini modulo (q2Z) mais Ep est indépendant de ce
choix 1).

On aura besoin également de la matrice unitaire U,
(transformée de Fourier finie)

(5.1.9) (Up),y = 1/v g wP(=1Dk=1) j=1,..4,0

qui a les propriétés suivantes :

* -1 t _
(5.1.10) Up=Up , Up=Up
*
(5.1.11) Up Mp,q(%,6) Up = Mp q(€,=%)
* * * -
(5.1.12) upJDup=|< . upKup=(JP)p=J P

*

¥* ¥* _ x . * _
Up(Jp) Up = K 3 UDJ Up—Jp.

Armés de cette batterie de formules, nous sommes en mesure de
définir 1'analogue des opérateurs Ty introduits dans [He$j5]. On

introduit :

T =1t R Tg=T%Tr2,

(5.1.13) T=T 211/q

21T/q‘J '

avec o=(aj,ap) .
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Notons maintenant que :

(5.1.14) TT* = exp(-ih) T*T

avec

(5.1.15) h= (211/q)2 1/h = 2w (R(p)/q) (modulo 2m72Z)
hel-mw,ml.

En effet, ona:

*
21/q r21T/qJ
exp—(ZTr/q)2 i’/h WRP) Ky =exp-ih T*T.

TT*=1 K

On en déduit alors (cf.1.10 dans [HeSj5]) :

TaTg=exp(iz B1 MTo4 g3

(5.1.16) ~
T TB=EXD(iO’(d,B) h)TB T

avec a=(«y,02), B=(B1,82)

ou o désigne la forme symplectique standard.

Partant d'un probléme de référence attaché & un puits Z(0,0)(D

M{0,0)(x,hD), on définit alors My(x,hD) par :
(5.1.17) Mig(%,hD) = To-Mip 0)(To )

et My est bien attaché aux puits translaté Z,(I).

Etudions maintenant les propriétés d'invariance par Fourier
(examinées au §6 de [HeSj5] (Remarque 6.1) et qui sont utiles pour
1'étude de la renormalisation) (cf.§1).

On introduit comme “‘transformée de Fourier’’ V'opérateur Q9p défini
par :
(5.1.18) 9h = UD_] Fh qui est clairement unitaire.

On vérifie grace a (5.1.12) que :
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(5.1.19) 9p MW gp = MW,

On a ainsi bien quantifié **V'invariance par Fourier'’.

Pour pouvoir suivre mot @ mot la démarche de [He$Sj5] au §6, on
aura besoin des propriétés suivantes :

(5.1.20) 9?: Id

(il suffit de le vérifier pour Up, car c'est vrai pour Fh, et nous la
laissons au lecteur) et

(5.1.21) 9h Ty = exp(=ihaj-o2) Tk(e) Oh -
Vérification de (5.1.21).
-1, o) o * -1
On T = (U W' K2Up) - Fn(T Sl o T 2)%h * Oh -

Compte—-tenu des calculs effectués (formule (6.14) de [HeSj51), il
s'agit de montrer que :

-1 o1 ~

ol KdZUp = @M% RP)VA) Az F-y

(5.1.22) u
Partons de U; Kup = J7P (cf.(5.1.12)). Ona:

*  R(p) Uy = 4P R(p) _ J(1+n(D)Q) =4,

UpK
Dol :
* ~0(2 _ A2
Up K UD—J

* _ oy
DJ Up— K .

u
(5.1.22) et donc (5.1.21) s'en déduisent alors aisément. g

(5.1.19) & (5.1.21) constituent les trois points & utiliser pour
que la remarque 6.1 de [HeSj5] s'appliquent dans notre situation.
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5.2. Matrice d'interaction : étude générale.

On a défini au §.5.1 la famille de problémes de référence
My isospectraux, en partant de la définition d'un probléme & un
puits M(g, o). On se donne une valeur propre J(h) (nécessairement
simple) de ce probléme séparée du reste du spectre de a(h) (avec
a(h)=(1/C)Ih|). Ici on ne veut pas traiter uniquement le cas h>0
mais aussi h<O0 (cf. des remarques au §.7 de [He$j51). On ne fera
dans la suite la démonstration que dans le cas h>O0, l'autre cas ne
posant pas de problémes particuliers. On notera Y, un vecteur
propre correspondant & jJ(h). Le seul point a vérifier (cf. [HeSj51)
est de montrer V'existence de goeCW(R;Cq)nLZ t.q.

(5.2.1) (gol¥olLz =1
(5.2.2) lgol = o(h N9y
(5.2.3) ot = smelsm o] ™, v

uniformément pour X € borné C S% o’
’
d(supp X,Vg)=€p>0 ol on a noté

Vo=1y(Z0,0(M(h)+[-Ch,ChI)).

On suppose que pM(h)eI+[-Ch,Ch] avec ICBp\{{p).

(5.2.4)  si (xo(h),Eq(M))e (g, 0)(M(M)+[-Ch,Ch]), b>0. On va
montrer l'existence de
(x1(h), €1(ML.q. [(x1(h), €1 () =(xg(h),Eg(h))| — 0 et
de C(h)eC t.q. TN, ICh) I~ T=0(h " \9) et t.q.

go(x,h)=C(h) exp(1/h) (i(x=xy(h))-€;(h)=(b/2)(x—x(h))Z)
vérifie les hypothéses (5.2.1) 8 (5.2.3).

C’est bien entendu 1'analogue du lemme 4.1 de [HeSj5].
Voyons les points qui difféerent. Le point délicat est

(5.2.1). On raisonne par l'absurde en obtenant une contradiction
entre (non 5.2.4) et le fait que Py a son énergie concentrée dans



MATRICE D’'INTERACTION 91

un voisinage de o o(M(h)+[-Ch,Ch]). Si (5.2.4) n'est pas
vérifiée, on a, en notant :

(5.2.5) (TY)(x,6) = (Polvo(x,6)) (L2@cH,12) © ca

i((x-y)-€+ib(y-x)2/2)/h

avec vo(x,6)(y) = e , pour tout Ng,

I'existence de € t.q.

(5.2.6) I(TPQIX, N q = h° pour 1x,6)=(xoth), Eg()] = €

pour une suite de h.

Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer j(h)— Jgel et
que (xg(h),€q(h)) = (xg,€0). On peut alors remplacer
(x0(h),€0(h)) par (xg,€q) et €1 par £y/2 et supposer que
(5.2.6) est vérifiée avec (x0,§0)€2(0,0)(}10). On veut en déduire
que :

No-N

(5.2.7) TP, <h 0 ™!

(ou Ny est universel) dans une boule Zg o(Mo)+B(0,€3) ce qui

contredira pour No assez grand la propriété que Yo a son énergie
concentrée dans Zq o(Mo)-

Si (x,6)€Zq,0(Mo)+B(0,€7) avec €,>0 assez petit, il existe
T:t(x,C)e[—Co,Col avec Cqy [fixé assez grand et t.q.
exp THp“(x,§)=(x( 1),6(1) arrive dans B((xg,€0),€¢) oU :

(5.2.8) pﬂ(x,q)zdet(n(x,m-u)=I(}l)+2 (-1)9+1(cosq€+cosqx).

Pour éviter 1'étude du systéme, on remarque que, d'aprés (4.6), il
existe un opérateur ®W t.q.

w w
(5.2.9) P}\L = PH(X,hD)'I"'hRH

avec
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w 00
(5.2.10) ® 1 Yo = O(h™) .
On peut construire d'autre part une matrice gqxgq, Wi(x,€)(y) avec :

(5.2.11)  W(x,6)(y) = A(t,y,x,€,h) expip(t,y,x,6)/h avec :
A(Oygvxvgvh) =1

¥(0,y,x,6) = (x—gIC)+ib(g—x)2/2
det A(t,y,x,£,h) #0
Im¥Y(t,y,x,6) = 0 avec égalité pour y=x(t)=x

Im\pgy>o, \p'g(t,xt,x,C) = €y

et vérifiant

(5.2.12) (hD+ r‘ﬁ (4,hD W (x,E)(Y) = O(h™)

pour y dans un voisinage de My Zo o(Mo)=Vo (o).

Compte tenu du symbole principal diagonal, la construction n‘est pas
trés différente du cas scalaire. (5.2.6) nous dit que :

|[w 7 (. Po(dy| = o(nNo~Ny

(On utilise une formule d’inversion de la transformée de F.B.I., cf.
[Sj21 ou [HeSj51).

On observe que

o ( [ wyx,€)pody)

- j P4 (4D Wy (x, XYY oY) dy
0 modulo ®(h®)

d’ol on(x,ﬁ)(y)\po(g)dg = @(hNO—N') pour une suite de h et pour
tout (x,§) dans g +B(0,€3) quiimplique (5.2.7).

On obtient ainsi une contradiction.
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Remarque 5.2.,1. Au §.6 de [HeSjS], on a besoin d’avoir la
propriété :

(5.2.13) 9hdo = WoJdo avec lwgl =1.

La démonstration est la méme que dans cet article (compte-tenu de
(5.1.20)). g

Compte tenu des remarques précédentes, on laisse le

lecteur adapter les résultats obtenus au §.4 de [HeSj5]. On obtient
ainsi 1a :

Proposition 5,2,2. (Cf. Prop. 4.6 de [HeSj51).

Soit ju(h) une v.p de r‘l(o'o)(x,hD) t.q. M(h)el+[-Ch,Ch] et
IcBg\{Z ). Dans une base convenable (l'orthonormalisée de
(M Tq9o) ) Uy, la matrice de MW(x,hD)/F est donnée par
M(h)I+W, avec

(5.2.14) Wo,g = exp(ih¥2(B1-a))Wasy, gy

(5.2.15)  Wq, 0= 6O e (S1HE/N g goo Z2 avec £g>0
pour un S; correspondant a laction horizontale entre 2 puits
consécutifs 2,,0(u+[-Ch,Ch]), ZO'O(MH—Ch,Ch])

(5.2.16) wo(,0="<U0|[M,X1Ud)+(§(l)e_(S'+C°)/h

avec X=1 €020, d=(d,a2) avec oy=1

]-00,x3+7r/q] !

(5.2.17) Wd.B = eih(O(IO(2"Bl£2) WK(C(),K(B) .

Notons également que :

(5.2.18) Ug=TqUg ; Snug=wWo- exp(-ihayaz)ug(y) -
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On va étudier au paragraphe suivant, la matrice Wot,o pour
lotlpo=1.

S.3. Etude de Wy o Dour lotllge=1.

On suit étroitement le §.5 de [HeSj51 et on ne détaille
que les points nouveaux. On a montré comment construire a partir de
go, un quasimode essentiellement <concentré dans

z 0,0(g(h)+[—c h,Chl). Nous avons été conduit & écrire
£o,0(J(h)+[-Ch,Ch]) aulieu de Zg o(M(h)), pour traiter
simultanément des valeurs propres proches de ¥p ou 8p mais qui
pourraient étre inférieures a ¥ (resp. supérieures & §p) mais
restent supérieures & ¥ p-Ch (resp. inférieures @ & +Ch). Dans la
suite, on écrira toujours £ o(p(h))en convenant que si Ju(h) est
<¥p ou>8y, il faut travailler pour le nombre fini de valeurs propres

dans ce cas avec J(h)xCh (ce qui revient & remplacer MW(x,hD)
par MW(x,hD)*Ch ) et donc de remplacer zo,o(}l(h)) par

£0,0(JA(M)£Ch). Ce quasimode qu'on note ug satisfait & :

-€o/h

(5.3.1) (MW -1(h))ug = O(e ) dans L2,

(On utilisera également un contrdle plus fin dans des espaces L2 a
poids, cf (5.1) dans [HeSj51).

Soit éq(x) 1a fonction croissante continue t.q.

(5.3.2) @ @4/ £o,0(M)=0
® @ est constante sur chaque Vj=ﬁx(2j'k(u))

et © rl;.,q()~1)+2(-l)q+I (ch @ @3(x)+cosgx)=0 dans R\ V.

Aprés éventuellement une translation de /g et conjugaison par

el(m(/q), on peut supposer que Zo,o(p(h)) entoure (0,0) et que

Vo((h)) = [-)10,M0] -

On note
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(5.3.3) Dq(x,y) = [€q(x)-24(Yl.

Alors Dg(0,x) vérifie dans Iug,-Mo+(2w/q) (ou dans
1-(2w/q)+ g, - Mol) Véquation eiconale (5.3.2) (c) et on peut
étendre Dq(o,x) en une fonction holomorphe définie dans un
voisinage complexe de cet intervalle.

La premiére étape est de démontrerla:
Proposition 5.3.1. (cf. Prop. S.1 dans [He$ j5]).
Il existe €¢,£2>0 tels que:

(5.3.4) Tug(x,M 1 s Cg e-(Rqu(O,x)-e)/h

pour tout £>0 et tout xeD(Mo+€(,E2)={XeC; Ix-po-€11<E2]}.

Démonstration. Elle suit étroitement celle de la proposition S.1 de
[HesSJS1. Notons d’abord qu’on a de bonnes estimations sur ugy et

9huo qui assurent I'holomorphie.

On note (cf. (5.2.9) pour 1a définition de ?‘ﬁ) que :

(5.3.5) ?ﬁuo est exponentiellement petit

de sorte qu’aprés transformation de F.B.I. T définie par:

- -(x-1)2
3/4 fe (x-y)4/2h

(5.3.6) Tu(x,h)=ah u(y)dy

on est amené & éludier les propriétés de :
(5.3.7) vo=Tug
solution de :

(5.3.8) Py vo=[(2(-1N9*+1q(ax,ahDy)+1p q(u)Ig+h R]vg=0

loc
dans H 0
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(ol q(x,hDy) est l'opérateur scalaire introduit au §.5 de [He$j5],

R estun opérateur matriciel) et ug est récupéré, via la formule

. (x-y)2/2h

(5.3.9) ug(y,h)=bh=1/4 L_( )
Y]

vo(x,h)dx

ol I'(h) est le contour {x,Rex=y)}.

Toute la discussion faite dans la démonstration de la
proposition 5.1 de [HeSjS] passe alors sans changement
compte=-tenu qu'on a affaire & un systéme & symbole principal
diagonal (et que ce symbole est celui étudié dans la proposition 5.1
de [HesSj5] ).

Dans le cas, ou on est proche du fond de puits, on utilise
une autre transformée de F.B.I. et on applique le principe des
déformations non caractéristiques (cf. [$j21) & un systéme dont le
symbole principal est [ia(x,§)x-E+1()lq. m

Minoration de Nugllca.

Cas de la bande simple .

Dans le cas de la bande simple, les réduction faites au §.3.2 qui
sont valables dans le complexe et respectent des expressions B.K.W
réduisent essentiellement au cas scalaire. On obtient alors de
maniére analogue & [HeSJ5] une expression pour ug(x,h) de la

forme

(5-3.10) uo(x’h)=b(h);(x’h)e_Dq(o,x)/h

ol 3 est une réalisation d'un symbole analytique d'ordre O & valeurs
dans C9 au voisinage de yo (avec Yyg>M o assez proche de Jg)

t.q 13 (yo,MI=1, et ou Ib(h)I+1/1b(h)|sCg e€/N, VE>O (tout
étant uniforme par rapport a J).

La réduction par bloc dans le complexe prés des points
(x,€) avec §=ID'q(0,x), X voisin de lyo,(w/q)l

(D’q(o.x)=d/dx(Dq(0.x))) rameéne les constructions B.K.W.
analytiques pour notre systéme au cas scalaire. (On reviendra sur
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les constructions explicites pour le symbole principal de 1'amplitude
au paragraphe suivant).

On peut alors étendre ?(x,h) comme symbole analytique
dans un voisinage complexe de [yg,T/ql t.q si

(5-3.“) u'o(x'h)=b(h) —a’:(x,h)e"Dq(O,x)/h

ol @' est une telle réalisation, alors :
(5.3.12) eD“‘((O'X)/h)(Mw(x,hD)-;l(h))u'o(x,h)=(9(1)exp(-t:o/h)

pour un €0>0.

Il se pourréit que la réduction par bloc ne soit pas globale le long de

(x,iiD'q(O,x)), x€[yo,(m/q)+€(]. Ceci ne géne pas cependant la

construction des solutions B.K.W. pour laquelle il suffit de savoir
qu’on peut localement diagonaliser le systéme par blocs.

On a aussi ug-ufy=0()exp(-(ReDq(0,x)+€q)/h) dans un voisinage
de yq.
Observons alors que :

(5.3.13) eDal0x/h

MW(x,hD) = J(h))ug(x,h)=0(1) exp(-€y/h)

(méme démonstration que dans [HeS$j51).

On déduit de (5.3.12) et (5.3.13), compte tenu des
propriétés des o.p.d analytiques, que :

(5.3.14) ® | (Ug-ufp)=0(1) exp( - (ReDg(0, %) +£0)/h).

Compte-tenu du fait que P}Nl a son symbole principal égal a

(2(—l)q(cosqx+cosq§)+fp,q(}.1))l, les arguments du cas scalaire
s'adaptent et 1'on obtient :

(5.3.15) II(uo-uo)exp(Dq(O,x)/h)II L2(lyo- €0, (10/a)+£0l,C9)

= C0e€°/h pour un €4>0
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et on a wune description analogue pour uop dans
[-(m/q)-€g,-yo+E€pl ainsique pour 9y ug.

Cas de Ja bande double .

Le cas ol on est proche de ¥ p (lorsque 8p_1=%p) est plus
délicat. On suppose que p(h)el¥p,¥ p+8] et on utilise la méme
transformation de F.B.I. que dans [HeS$jS]. La seule difficulté
nouvelle est de montrer (5.3.10) car, ensuite, en travaillant

. , w . . ,
directement avec Vopérateur ‘(P}l, la construction est inchangée.

Démonstration de (5.3.10). Elle reléve de la méme idée. On part
de (5.3.8). et on va démontrer (5.3.10) transporté par la
transformation de F.B.I., T associée a une transformation
canonique K, soit :

(5.3.]6) Vo(X,h)Eb(h) E(X'h)elr(x)/h

dans Qg=voisinage de 0 N CTy(K[Zg o(¥ p+8)]) et [ est une
solution holomorphe de

2(-1)9+1 q(ax,qf" (x)+1p, q(L)=0 .

(On retrouve (5.3.10) a partir de (5.3.16) grace a (5.3.9)).
On peut construire dans Qg un symbole analytique matriciel (qxq)
M(x,h) (inversible) t.q

e—ir(x)/h if(x)/h

(5.3.17) ® ) (Mx,h)e

) ~ 0 dans H(I)oc.

(La construction est une perturbation de celle du cas scalaire;
Notons que M(x,h) et f sont multivalués !).

On remarque alors que pour montrer que toute solution v dans
loc s ~ : .
th ®CA de ?P}lv 0 dans Hg ala structure .(5'3']6)' il suffit

-if/h = if/h

de voir que Vopérateur U —e ?“(ﬁﬂ')e‘ est de 1a forme

B D ot B estuno.p.d. d'ordre O dont le déterminant du symbole
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principal est non nul prés de Ag. On en déduit ﬁ(x,h)" ve—ir/h'vff
vecteur constant. Notons qu‘a priori M et f sont multivalués mais

que (r"lv(x,h)ff)e'r/h est univalué (si v l'est I).

On a donc bien (5.3.16) dans le cas ol 1'on prend v=vq
en prenant b(h) 5(x,h)=ﬁ(x,h)7fo. n

Etude de W  DoOUr oy=1t.
Le point de départ est 1a formule (5.2.16). (On suppose dans la

suite que x°2=0) et on doit donc étudier :

(5.3.18) @ ( Wq,0="(up|IM, Xtlug) (modulo S(1ye " (S1+Ea)/hy

avec thl]_w,t] pour o«=(1,k), t=m/q et pour:
® ( 51((N))=Dg(0,-po+(21/Q)) (cf. (5.3.3)).

On utilise les formules :

(5.3.19) [Th XtJ=T1t,t+h1Th
pour h>0
[T—h'xtlz—llt—h,l]t—h .
Posons :
(5.3.20) (b 47 —(uo,ollm,xtlul’k)=—L‘+hq>k(x,h)dx .
Ona:

M, Xtl=P)* t,t+h]Th = JP Iit-h,tJT-h
et on obtient :

(5.3.21) @k(x,h)=(UO'Ol(JD)*‘Chul'k>cqxcq

= (WP Thug,0lur, k) gaxca -

Comme dans ([HeSj5] (5.26) & (5.27)), on démontre que :
& (x+h,h)=P,(x,h) et que I (1) est essentiellement constant.

On va montrer la :
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Proposition 5.3.2. 1lexiste €p>0 tel que :

-(S1+€0)/h

(5.3.22) IIg(I=Ce pour k #0 .

La démonstration differe 1égérement de celle de la proposition
5.5 de [HeSj5] car on n'a pas une relation aussi simple entre Py et

®o (cf. formule (5.30) de [HeS$jS]) lorsque k n’est pas un multiple
de q.Ona: ul’sz-(T*)kuo'():exp-ik h (T*)K uy,o(x) (grace a
(5.1.14)). D'ou :

(5.3.23)  exp(-ik h)-@y(x,h)=(ug o] (UPY* TH(T*)K uy o)
- ((Jp)*‘th onol(T*)k u],o).

On utilise la formule (5.3.15) et la formule (5.3.10) qui permettent
modulo une erreur de V'ordre de l'estimation souhaitée dans (5.3.22)
de remplacer ug o par up o et ug y par (Tufp ) (onomet les '
dans la suite). On obtient pour xel(w/q)-o,(1r/q)+al (a>0) une
expression de la forme :

exp(-ik h)-® (x)=exp(-2imkx/hg) c(h) dK(x,h) e ~Si/h
ol le(h) | +11/¢(h) | =0 (e€/M) ve>0
dk(x,h) est un symbole analytique.
Si on exprime que @y (x+h,h)=%&(x,h), on obtient
eXD[—ZiTr(k/q)]dk(x+h,h)—dk(x,h)=(9(e_CO/Zh) .

Développant en puissances de h (comme dans [HeSj51), on
obtient

Si k#sq (se€z), d¥(x,h)=0 au sens des symboles analytiques
formels
Si k=sq (se2), dk(x,h)=dK((1r/q),h).

On obtient aussi :

(5.3.24) & (x)=0(exp(-(S;+€0)/h)) si k#sq (se€2)
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et (exp-ik h)-@ (x)=exp(-2imkx /hq)c(h)
dk((1r/q),h)exp(-S;/h) sik=sq (s€2)
(modulo ©(exp(-(S;+€q)/h)).

Si k=sgq, on peut expliciter (5.3.23) comme dans [HeS$Sj5]. On
observe en effet que (T*)3S=TJs.

On obtient alors, pour k=gqs :
(5.3.25) exp(-ik h)@y(x,h)=exp(-2imwsx /h) ®q(x,h)
et

(5.3.26) exp(-ik h)®,(x,h)

=exp(-2imsx/h)-c(h) d°((1/q),h) exp(-Sy/h)
(modulo O(exp(-(Sy+€g))/h)).

La démonstration de la proposition 5.3.2 résulte alors
facilement de (5.3.24) et (5.3.26). g

Le dernier objectif de ce paragraphe est de démontrer la :
Proposijtion 5,3.3. Il existe £€9>0 t.q.:
“’(S|+€o)/h) si

() We,0=0(e
-(S1+¢€)/h

|O(]|+|0(2|22

(i cgle

1A

IW(+1,0),0! = Cg exp(-(Sy-€)/h) , Ve
-(S1+¢€)/h

1A

Gidcgle IW(0,+1),0! = Cg exp(=(Sy-€)/h) , V €
ou Sy(j(h)) est définien (5.3.18)(®).

Démonstration. Compte tenu des remarques antérieures et du fait
que Ig(m/q)=-h&y((1/q,h)), le seul point &@ montrer est que

(5.3.27) 1d9((1r/q),h)| =chV pourun v réel.
(iii) se déduit de (ii) en utilisant 'invariance par Fourier.

On part des expressions B.K.W. pour Ug,0 et U0
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- (Dq(x,0))7h

up,o = b(h) a(x,h) e

U0 = Beh) 3(x,hy e~ Pat,2T/A/M)

(]
ou a(x,h) ~ & aj(x)hl avec go(xl);lo. L'équation de transport
j=0

satisfaite par 3ag (cf.§6 pour des calculs explicites) assure que
cette propriété reste vraie jusqu’'a m/q:

go(W/Q) #0
et de méme
ag(m/q) £0 .
On obtient alors (aux erreurs autorisées prées)

Po(x,h)=

b(h) B(ny[e ~ PO +Dx=h,(2T1/Q)/h

(alx,h)[(JP)* a(x~-h,h))

—e—(D(O’x_h)+D(x'(Zﬁ/q)))/h((JD)*a(x—h)| 3x,0)

En prenant c(h)=b(h) b(h), on trouve :
do((r/q),h) = (ag(1/q)| (exp(~D")(UP)* -exp(D')(JP))ap(1/q)) +®(h)

et donc finalement :

(5.3.28) |do((rr/q),h)|
=|{ag (/@) 1 (1/1)(dM/FEX-iD'((11/0)) ag(T/a)) | +O(h).

I1 s'agit donc de montrer :
(5.3.29) (ap(/a) 1 (17i)(3M/BEN-iD'(11/9)) ag(Tr/q)) #0 .

Cette propriété nécessite une étude plus fine des constructions
B.K.W. qui sera détaillée au §6. Admettant (5.3.29), on a bien
obtenu la proposition 5.3.3.
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5.4. Renormalisation et démonstration du théoréme.

Compte~-tenu du travail effectué au §1, le §6 de [HeS 51
s'adapte entiérement & notre situation. On obtient 1a :

Proposition 5.4.1. Pour tout €45>0, il existe hp>0, C>O0,
et Co>0 t.q. pour [hl<hg, on ait une suite d’intervalles Ip,j(m

avec je[-Ny p(h), Nz p(h)l, (Ny p(h)eN, Nz p(h)eN), R=1,...,q:

Ip,j est @ gauchede Ip j4q

Ia-1,Nz, o(h) est a gauche de 12, -Ny, g(h)
Ig,jClyg-Clhl,8p+Clhl]
Ip,0=1kg-€0,3p+E0)

Ip,j est de taille ©(exp(-Cqo/Ihl)) pour j#0
d1g,j€SPMW(x,hD) pour j#O.

De plus dans IR,j (j#0), le spectre de MW(x,hD) est celui d'un
opérateur pseudodifférentiel h-admissible de la forme :

(5.4.1) PR, hpy, h,h)
=J.L21j(h)+_pQ-j(h)[cos hDy+cosx+RW(x, hDy, h,h)]

avec pii(h) vérifiant :

(5.4.2) Pour tout £>0, 3C¢>0 t.q.

e—(s,i‘/h)—e/h -(Sy3%/ny+¢e/n

Ce < plin) < cge

ol s]jQ=slmQ-J'(h)) est défini en (5.3.18)(®.

(5.4.3) R(x,€, ﬁ,h) est un symbole admettant un prolongement
holomorphe dans |Im(x,§)I<€qn/h et y vérifiant

[R(x,€, Ay <ce So/N,

(5.4.4) h=(2m/q)2 (1/h)-21(R(p)/q) .
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h est donné en (5.1.15). On est alors en mesure
d’appliquer les résultats de [HeS$Sj51, § 7 & 1lopérateur
PRJ(x, WDy, h,h).

Si h estassez petit (le cas ou h est proche d’un nouveau rationnel
nécessiterait du travail supplémentaire) en fonction du
développement en fraction continue de h/21r.

Discussion sur h .
Rappelons (formule (5.1.15)) que :

h= (2rr/q)2 (1/h) = 2 (p)/q (modulo 21 2)
ou R(p) satisfait a:
p-R(P)+qn(p)=~1, R(p)el-q,0l.
(Dans le cas p=1, R(p)=-1, n(p)=0).
La proposition 5.4.1, jointe aux résultats du §1, va nous

permettre d'étudier le spectre de 1‘équation de Harper
cosaDy+cosx (ou de la famille Hg introduite en (0.1)) pour a

proche de p/q. L'objet de [He$j5] était de 1'étudier pour p=0.
Comprenons tout d’abord le cas oU h(a)=0. On a alors :

(21/)% (1/h) - 21 R(p)/q = 21N, NeZ

p-n(p)/N

soit a=21 —qm .

Plus généralement, sion écrit que :
(Zﬂ/q)z(l/h) - 27 R(p)/q = 2mIN+ Rl ,

avec h=1/(sy+1/(sp+...)), sj€Z (développement en fraction
continue de K= h/2m).
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Le résultat que nous obtenons est ici d’étudier le spectre
pour h vérifiant :

(2m/Q)2(1/h) = 21 R()/q = 21 [50+1/ (51 +1/(5 24 ++))]
ol tous les s vérifient sj€Z, Isjlzc c'est-a-dire :

i 1 (p)

no @2
1/ h = R(p)g+(sg+ h)q2

+sg+ h

! 1
he g [
9 " p)+(so+ h)q
(a/2m)=h + & = _‘_[ 14D 8(p)+p(so+ h)ay _ ~n(p)+p(so+ h)
a q 2(p)+(so+ h)g R(p)+(so+ h)g

Les a considérés sont donc :

p-(n(p)/(so+1/(s1+1/...)))

(5.4.5) a=zm a+ (R(p)/ (so+1/(sy+1/...))) ~

Dans le cas ou p=1, on a déja vu que n(p)=0, R(p)=-1 et on traite
donc les cas ou

1

= AT T R/ Gor /(1)

Regardons maintenant le cas général .

On va utiliser quelques résultats classiques sur les fractions
continues [Kh] qui permettent d'expliciter R(p) et n(p) en fonction
du développement en fraction continue de p/q. (Notons que Vécriture
de a ci-dessus n'est pas unique).

Soit p/a=qgo+1/(a;+1/(ap+..))=lag,qy,---,a ] un
développement en fraction continue de p/q (non unique si on
s'autorise des qi€ 2). On écrit pour k=0,...,R

[qo,...,qklzp(k)/q(k) avec p(k) premier avec q(k) en particulier
p(®)=p ¢(V=q.
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Les relations suivantes (Théorémes 2, 3 dans [Kh]) sont
classiques:

(5.4.6) q(k) p(k—l)_p(k) q(k-l)z(_l)k , Vk=0
(avec la convention p("')=l, q(")=0).

On peut alors faire le choix suivant pour (R(p,q),n(p,q)) :

2(p,q)=(-NL q(&-1
(5.4.7) n(p'q)=(_])2—l D(Q—l) .

On trouve alors pour (5.4.5) :

P 4 (=1t D<A—1>/(SO+ M

(5.4.8) =
QP +(-D2 g2V /(so+ B)

On va maintenant montrer qu’on obtient ainsi le développement
en fraction continue de a/21r.

Récrivons (5.4.8) sous la forme :

a p(l—l)+(_‘)!(so+ 'ﬁ)p(n)

(5.4.9) —
21 gD 4 (—1)(so+ P)q®

Le théoréme 5 de [Kh] nous dit alors que a/21 admet comme
développement en fraction continue :

a/21 = [qg,Qp,-+-,ag; (-DX S04 (-D8sy;(-ns,;.0]

ou [SOvSIv---Snr"-] est le développement en fraction continue de
sg+ f=(1/q2)-(1/ f)-(R(p)/q) (pour le choix de R(p) fait en
(5.4.7).

Conclusion.

Co=2 étant donné, on a ainsi montré 1'existence de C(Cgp)
telle que pour tout a=[qq,-.-,qp,5¢,5y---] avec R=Cq,

Iqjlsco pour j=<R
IsjI>C(Cq) pour jzO
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le spectre de Hg se décrive comme dans [HeS$j5]. L'énoncé précis
est donné au théoreme 0.1,

L'article précédent traitait le cas R=1. Il semble raisonnable
d'espérer étudier plus généralement les a t.q.

a/21 = {ag,qy, -}
ou les g sont séparés en 2 paquets IjUl, t.q.

j€1| = ‘le(Co
jelp = lQJl>C(C0)

et ol I; ne contient pas plus de Cp termes consécutifs.

Remarque 5.4.2. Pour g=2, p=1, sg=N, i.e

a/2mw=[0,2,-N]=N/2N-1 on décrit presque compléetement le spectre
correspondant ; ceci correspond au deuxiéme cas envisagé chez
Hofstadter [Ho] (cf. figure 1).



6. CONSTRUCTION B.K.W °°EXPLICITES ° ET ETUDE
DE L’HOLONOMIE.

Dans I'esprit du §8 de [HeSj5], on va développer dans ce
paragraphe des constructions plus explicites des développements
B.K.W. (dont on a montré Vexistence au §5). Dans un premier
temps, on terminera la démonstration de la proposition 5.3.3, dans
un deuxiéme temps, on explicitera certains ‘‘détails’’ du dessin de
HOFSTADTER [Ho] liés & des phénoménes d’holonomie discutés par
WILKINSON [Wi2] et que J. BELLISSARD appelle dans un exposé récent
[Be2] : 1a formule de Wilkinson-Rammal. Certains résultats
annoncés dans [Be2] (Théorémes 8, 9, 10) interférent avec quelques
résultats présentés ici ou complétent ceux-ci.

6.1. Constructions B.K.W. dans la zone classiquement
interdite pour estimer l'interaction.

Cas de la bande simple.

On se place dans un intervalle ICBp=[¥p,83] et on
suppose que :

(6.1.1) Lo #1

(6.1.2) Si ¥eel, 39.—](?52
Spel, 8p<¥ Q41 -

Dans ce cas, on a déja vu que l'on peut décomposer par bloc et que
'étude du spectre dans I+[-Ch,Ch] se raméne & 1V'étude d’un
opérateur scalaire :

(6.1.3) }i}g’(x,hD,h) pour h #0
dont le symbole principal est Jp(x,€£) solution dans I de

(6.1.4)  2(-1A+! fp,q(M p(x,6))+(cosgx+cosq§)=0 .

Aprés translation éventuelle x—vx—xc;z, §—,»£—§°Q, on supposera

que
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(6.1.5) M p(0,0)=%p .

En remplagant éventuellement uE’(x,hD,h) par }lE’(x,hD,h)tCh,

on supposera que le spectre de ;LE’(x,hD,h) est dans 1.

La solution B.K.W. correspondant & 1'énergie j(h) pour
MW(x,hD) (ou éventuellement MW(x,hD)*Ch) se déduit alors

aisément de la construction B.K.W. pour }L‘R’V(x,hD,h) car la

décomposition par bloc est encore possible dans le complexe quitte a
changer de diagonalisation prés des points (x,£) avec §=+iDq(x)

ou Dq est solution de :

(6.1.6) 2(=1)9%(cos x+cos(iDg) +1p, q(1(h))=0
et x en dehors de Ty (Zq o(U(h)))=[-Ho,M0l

(6.1.6) s'écrit encore :

(6.1.7) det(M(x,iDg(x)) -4 (h))=0 pour
X€[}10+C|,(2TT/Q)_}10"€|]

(on a éventuellement décalé u(h) de *Ch si u(h)gByp).

Démonstration de (5.3.29). Soit donc a calculer :

(6.1.8)  (ao(m/@)|(1/1)@M/BE)(=1D(T1/a) 3T/ D) (qx ¢

ap est solution de :
(6.1.9)  9M/E(iD")-Dyag+Dy(3M/3E(ID))ag+(M-p)ay=0
(éventuellement, on ajoute *Ch-ag sion a dd décaler j(h)).
50 est solution de :

(6.1.10)  dM/BE(-iD')Dy ag+Dy (AM/BE(-iD")) ag+(M-u) 3;=0
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(éventuellement on ajoute *Ch3ag sion a di décaler p(h)).

Comme on I'a déja vu au §5, on vérifie que :
(6.1.11) d/dx[{ag(x)|(1/1)(@M/BEN(=i1D'(x))ag(x)) ] =0

(cela résulte des équations (6.1.9) et (6.1.10)).

Considérons l'effet de la transformation U(x,¢)
introduite au §2 (Remarque 2.2.3). (On ne s'occupe que des
symboles principaux) t.q.

All(x,€) 0

u(x,£)~1 M, €) “("'Q:( 0 A22(x,6)
X,

): M(x, €)

avec AN(x,6)=uR(x,6), Ux,6)*=U(x,E)~! définies prés des points
(x,€) avec xeldg+€y,(2m/q)-pHo-€¢], £=%iD'(x) et notons que

(A22(x,€)-u(h)) est inversible en ces points.

Voyons comment se modifie 'expression (6.1.8). Si on
pose : ag(x) = U(x,iD")co(x) , ap(x) = U(x,-iD") co(x), ona:

(2| (171)(BM/BE)(~1D") ag(x))
= (co()|(U(x, D)) *(1/1)(AM/BEN(~x,i-D') U(x, - iD') Co(x))
={co(x) | (U(x,=1D")~1(171)(dM/DE)(-1D")U(x, =1D") Co(x)) .

Notons maintenant que :

AN/JE (x,€) = U(x,&)~1 (aM/3E)(x,€) U(x,E)
+(3/3E)U(x, €)™ (M= JU(X, £) + U(%, €)1 (M= (B¢ U, £))

d'ol

cox) J(U(x, =iD") ™ 1(1/1)(dM/BE)(~iD")U(X, =i1D") Co(x))
0 -~
=(co(x) | (1/1)(ON/BE)(x, =iD') Co(x))

compte tenu des équations satisfaites par ap et 50 :
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(M(x,1D") = j1(h))ag(x) =0
(6.1.12) (M(x, -1D")= 11 (h)) 3o (x)=0

qui donnent :

(N(x,iD") =1 (h))co(x)=0
(6.1.13) (N(Xy"iD')‘}l(h))Eo(x)zo )

On a donc montré :

(6.1.14) (ag(x) | (171)(AM/BEN(=1D") 3p(x))
={co(x) | (1/1)(AN/BEX(x,-1D") C(x)) -

Si on note : co(x)=(bg(x),blh(x)), Colx)=(Dbg(x), bgo(x))
correspondant & la décomposition par bloc, on obtient :

(6.1.15) (ag(x) | (171)(@M/3E)(-1D") ag(x))
={bo(x) | 1/D(@A1/3€)(x,-1D) bo(x))

(car bip(x)=0, T)'o(x)=0, compte tenu de l'inversibilité de

(A22(x,€)-31(h)),soit, dans le cas de la racine simple ol on s’est
placé :

(6.1.16) (ag(x) | (1/1)(@M/BE)(-1D") ag(x))
=(bo() | (1/D@MU/BE)(x,=1D) Do(x)) o -

Remarquant que (1/i)(dyL Q/BC)(x,—iD’) #0 qui se déduit de

(6.1.17) 2(-1)9+(cos x+cos €)+1P1A( p(x,£))=0
et de ]"p'q(E)#O pour Eel.

On en déduit (5.3.29).
Cas de la bande double.

On suppose maintenant que :
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(6.1.18) I=[¥p-€0,¥p+Epl avec £p>0 & choisir assez
petit.

(6.1.19) Sp-1=%2
et soit M (h) une valeur propre dans I.
On va utiliser la formule (6.1.15). Mais pour calculer

'interaction (6.1.8), on va, en tenant compte de (6.1.11), faire le
calcul en un point %o assez proche de O pour utiliser 1a forme

normale de All(x,€) au voisinage de (0,0) mais relativement loin
de la surface d'énergie L.

Concrétement, on prend xge€lm,2Ml et on choisit €y
vérifiant :

(6.1.20) go<M4«1.

A un facteur multiplicatif que 1'on oublie, on a (cf.§2) :

c(x, €)= b(x,£) )

(6.1.21) A”("'g)_uz(g( X, €) c(x,6)-

avec b(x,E)=€+ix+0(Ix12+€12)
o(x,€)=0(Ix12+1€12) .

La phase D(x) vérifie dans [M,2M]
(c(x,iD") -1 )2=b(x,iD")b(x,iD")
soit D'(x)=x+0(N2) pour xe[n,2Ml.
On a alors :
All(x,iD") - =2ix (% $>+®(n2)

(6.1.22) pour xe[N,2mMl
A”(x,—iD’)—}L=-—2ix(? % )+®(n2)
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et
(6.1.23) 171 (3¢ A1) (x, £1D")= (? 3) +0(MN)
) def bo(x) , .
bo(x) = oGOl vérifie :
(6.1.24) (% o )vota=owm
et
Fé(x) =f EO(X) vérifie :
TR
(6.1.25) (75) Bow=owm
soit o= ( 4 0y ) +O avee IxG1=1
Bouo=( ¥ ) +ocm) avec 1FI=1

on en déduit que :
(bo(x) /(1713 ¢ AN(x, =1D") bo(x)) = Ibo(x) I I Do) I (¥ ¥ +O(M))
soit :

(6.1.26) I(bo(x)/(lli)GCA"(x,—iD‘)/bo(x))|
=lag(x) I Il ag(x)U(1+O(N)) pour xeln,2ml.

On obtient donc bien (5.3.29) dans ce cas en prenant x=3M/2
et M>0 assez petit. C.Q.F.D.

6.2. Calcul du sous-principal.

Nous n’avons jusqu'ici utilisé que des constructions
B.K.W. loin de 1a surface d'énergie méme si aprés transformation de
F.B.I., on pouvait s'approcher de la surface d'énergie j(h) lorsque
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HM(h) restait dans un intervalle I évitait ¥p, $p, 8p i.e.la
situation loin du fond de puits.

Cas de la bande simple.

On a vu que les constructions B.K.W. se ramenaient dans
ce cas & l'étude d'un opérateur scalaire u;’(x.hD,h). On va
présenter maintenant un calcul du coefficient sous-principal de
;LQW(x,h D,h). Il est plus pratique ici de calculer en formalisme
d'o.p.d. classique et on va simplement détailler les constructions du

§3.

On a montré dans ce paragraphe l'existence d'un o.p.d
analytique unitaire

(6.2.1) U(x,hD,h) ~ U%(x,hD)+hU'(x,hD) +...

tel que :
All(x,hD,h) 0
(6.2.2) U=1(x,hD,h) Mix,hD] U(x,hD,h) a( )

A22(x,hD,h)

ol
" _ R R
A'Y(x,hD,h)= M 0(x,hD,h)+hu I(x,hD)+---

(On omet désormais la référence & R).

I1 s’'agit donc de donner une expression aussi intrinséque
que possible de A%(x.ﬁ). Celle-ci permettra en particulier
d’expliciter 1'équation vérifiée par le symbole principal de 1'amplitude
pour une construction B.K.W. ou plus simplement d'expliciter les

regles de quantification & la Bohr-Sommerfeld des valeurs propres
H(h) dans V'intervalle I.

La 1®"¢ colonne de U%(x,£) est constituée par un vecteur
eo(x,€) dépendant holomorphiquement de (x,§) dans un voisinage

convenable qui vérifie :
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(6.2.3) (M(x,€) -1 8(x,€)) eg(x,€)=0
i i,- =
(6.2.4) %eo(x,é;) . eo(x,é;)—l .
Ces 2 conditions ne déterminent pas eq(x,£). Par multiplication par
un facteur de phase e¥P(X,€) avec ¥ holomorphe (réel pour (x,£)

réel), on peut obtenir un nouveau eg(x,£).

La premiére ligne de (U°)'I(x,C) est alors donnée par

les coordonnées en ligne de eqg(x, &) : (e‘o()'(-, E),...,e%(x_, £)).

Notons
V(x,hD)=U(x,hD,h)~1=U*(x,hD,h)=VO(x,hD)+hV!(x,h D)+ O(h2)

et calculons j4(x,€) @& partir de (6.2.2) en utilisant la loi de

composition des symboles h'
» ]
oo (V(x,6,h) p M,y k = ZVip - Mekx,6)

o1 (V(x,6) j Mx,E) i = %(l/i)(BV?2/35)-(6N/6x)(x,§)2k

1
+ %VIQ - M(X,8) gk -

Dol

o 1(V(x,6,0) & M(x,6) & ulx,€,M)y
—(1/i o .3. U0 1 )
=070 % OelVigMakl-oxUly + 5 Vg Mek-ujy

1
i 0 . .u° o . .
+(1/71) ZE.k (V] p/36)-(Mpy/3x%)-U° \ + %Vnz Mek-U,,

=(I/i)§'k [0e VG, Makdx S +V9 -3¢ Mak-0xUS,
+a€v°2‘-axr12k-u?(1j+ 5 [v‘”Z Mek-u%y + V9o Mk u‘kl]

=(1/D[(M-0ye0/d¢ eo(I,D)qucq+(agﬁ-axeo/eo(f,g))cqxcq
+(34M-e0/0¢ 8o(X, 8]+ %, OV e o x,€)

R - = 1
+e o (x,8)-u 2‘]
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(car 1(x,€) = J(x,&)

et en exprimant que V h‘u=l, on obtient alors :

(6.2.6)  My(x,)=U/D[{M-1)3y 0/ 3¢ e0(X, D)) cay ca
+(a€r1-ax eo/eo(;(-, E)) caxcd

+ (ax"'eo/a§ eO(;' E)) cqxcq] .
Calcul du sous-principal .

Il est donné par I'expression jLi(x,€)-(1/2i)(321/9%3¢E)
(c'est le coefficient de h dans la quantification de Weyl).

Ecrivons quelques formules se déduisant de (6.2.3) par
dérivation :

(6.2.7) (BgM-deppleg=-(M-[)d¢eg
2 (04M-3yppleg=-(M-1)dy4eq
3y Oy aﬁ}.lo'e():(acﬂ—ag}lo)ax e0+(axr1—8x;1)a€ €0
+(M-J1)0¢ 3y e0
dont on déduit :

(6.2.8)  (34d¢ko)(,6)=((BeM-0¢ 1)y eoeo(X, ©))
+((04M-3, )3 eoleo(x, ©))

et finalement (en utilisant (6.2.7) ¢2)> et (6.2.7) (3, et
(9ge/e(x, ) +(e/d¢e(x, ) =0)
(6.2.9) d‘?’[}L[x,hD,h]]=}1|(x,6)—(I/Zi)(az}io/axaﬁ)

_ 1. M deg  dM Qep A
_'( 21)[<( a€ ax ax ac )(X,ﬁ)leo(x,ﬁ))

T o o A

3¢ ox ax d€
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On peut légitimement se demander si ce gous—principal dépend
réellement de eg(x,€). Soit eq(x,€)=eP(X,6) T (x,€) et

réecrivons la formule (6.2.11) en faisant apparaitre eq(x,£).

Dans la suite, on note u‘;v(x,ﬁ)=}L;(x,C)-(I/Zi)(azpo/axaﬁ) et

ﬁ‘?’(x.i) le sous-principal obtenu en faisant la construction avec

e(x,€). On obtient :
(6.2.10) HY(x,6)= IL‘;V(X.CH(HM\p)(x,ﬁ) ;

On pourrait y voir un probléme, mais dans les reégles de
quantification (cf. aprés le lemme 3.4.3) déduites de (3.3.4),
(3.3.5), la condition de quantification s’écrit (dans le cas ol
I=[¥p,¥2))

(6.2.11) fo(AnM)+h 1 (Ap())=(n+Hh+0(h2) (pour h>0)
ou encore (cf. [HeRo3] Cor. 3.7, [Pe-Rol)

(6.2.12) 172w J dx d€ =(n+Hh+0(h2)
BROGEY #hp <, 8) 2, ChD

Ici
(6.2.13) fo(E) = 1727 | dx d€
XRS}A‘(x,{)(E
(6.2.14) f1(E) = -1/27 me pee HI0E) (dxdE/apR)

ou dx-clﬁ/d;ﬂz est la mesure de Leray.

Si @y est le flot associé & H}l (le champ hamiltonien
associé & 1), on peut encore écrire (6.2.14) sous 1a forme :
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1 TED
(6.2.15) ME©=- 5[ awene)a

pour un point (x,€) sur JU(x,£)=E ou T(E) estla
période minimale du flot Hyy

ou encore :

d

1
(6.2.16)  fi(E)=- ;— S— ( J“(x,g)SS}l";’(x,C)dxdﬁ)/s=E .

On remarque donc que compte tenu de (6.2.10) et
(6.2.15), 11(E) ne dépend pas du choix de eg(x,£) (pourvu qu'il soit

défini au voisinage de j(x,€)=E et vérifie (eg(x,€)|eq(x,€))=1) ce
qui était clair a priori.

Remarquons aussi que si fj dépend de e, onh a pour Io(E)
'expression suivante :

1
(6.2.17) fo®)=->— [ dxde.
2T Y34, 0¢Cug,ED

qui ne fait pas intervenir explicitement ¥ (cf. (2.1.2)).
Une formule plus intrinséque pour fy(E) : —=(1/27)8&(E).

On veut trouver une expression ne faisant plus apparaitre
explicitement le choix de eq(x,§) pour :

T<E>
(6.2.18) S(E)= J Avq(qat(x,c))dt
[s]

(pour un point (x,£) t.q. uk(x,C)=E).

On s'inspire ici de calculs de AYRON-SEILER [Av-Se]
concernant différentes écritures de la formule de Kubo relative a
'effet Hall quantique (cf. également [Be2]).
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On travaille pour (x,£) réels et on repart de la formule
(6.2.9) que Von écrit :

_ 1 pe M B de
(6.2.19) A‘;V(x,C)— T 3 BC) » le)]

_ oM _9u Qe 1 8}1. e 3 Qe
A raialw ) 3¢ led] + =< 3 Tox  ox ac'e>

def
= W6 + 1(x,6) .

Notons que j'i(x,£) est indépendant du choix de e, compte tenu de
(6.2.7) alors que J'/{(x,€) en dépend.

Etude de u'y(x,€).

Soit donc a étudier :

, _1 M Ou | Qe
(6.2.20) Wi, €)= == [{( 5 ac) R

R(CLER-E DY

Compte tenu de (6.2.7), on obtient :

10,6 = 5 [ (14 o | 22 (130 55 | 5] -

On désigne par TTX,€ le projecteur sur I'espace propre associé &
}LQ(x,ﬁ) :

Ty,ev = (vie)e
alors on a la formule :

(6.2.21)  W'y(x,6)dEAdx = (1/2i) Trace (M (M- )dT T )(x,€)

ou dTTx,g est une 1 forme & valeur dans les matrices MY(C) :
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dTy ¢e-v =(vide) e + (vie) de = (v|(3e/d€))edE
+ (vI(de/d€))edx + (vle) (3e/3€)dE+ (vle) (de/dx)-dx .

L'expression (6.2.21) ne fait apparaitre que le projecteur
T et est donc bien intrinséque.

Démonstration de (6,2.21).

TMedTMe(M=-jL)edT=TT est une | forme & valeur opérateur de rang 1.
Pour calculer la trace, il suffit de calculer le coefficient de e de
(TTedTMe(M=-1)edTTeTe). On a :

Te=e
dMMeTe=(e/de)e+de
(M=-)dTT-TTe=(M-j)de

dTT(M-J)dTT-TTe=((M-j1)delde)e+ ((M-yl)dele)de

=((M-jl)delde)e

T-dTT(M=-)dTT-TTe=((M-)L)de|de)e
=((M-1)(3e/dE)|0e/dx)e-dE Adx
= ((M-1)(de/dx)|(3e/3€))e dx AdE .

Remarquons que M2=T et donc dMeTM+TedM=dT d'ol
finalement :

(6.2.22) p'{(x,€)-dEAdx = (1/2i) Trace (dTTe(M=p)dTT).

On obtient finalement :
TCE>

(6.2.23) 8B = [ i@y, E)dt
0

= (1/2i)(d/dt) (J Tr(ana(m—modn)) Jt=E.
mex, B) <t
Etude de J''y(x,6).
Soit

TCE)
(6.2.24) §E) = [ (@, 6))adt .
o]
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On réécrit (6.2.24), compte-tenu de la définition de j'';(x,€) :

" _ 1 04 %e du 3e
(6.2.25) W(x,6) = — 3¢ ox ox D€ le)
(6.2.26) 8"(E) = (1/9) _[KE W
ou
(6.2.27) w=(dele)=((3e/d€)|e) d€ + ((de/dx)|e)dx

et ¥p est le cycle paramétré par le temps t et décrit par
(x(1),€(1))ou (x(1),€(1)) est 1a courbe intégrale de Hy(» solution
donc de :

dx 9 df O
dt ~ 9¢ ' dt ~ dx

Wy dépend du choix de e, mais si @; est associé & e, ona
u),—uJI:d}L
de sorte que wWp=dw;= (delde) n'en dépend pas.
Appliquant le théoréme de Stokes, on a donc (dans le cas

ol 8p_1<¥p=E)

(6.2.28) 8"(E) = (1/1) ”“,( e V2
X, <

Remarquons maintenant que :
wp=(de/de)=Trace(TM-dTdT«T)(x,)
et on a donc une expression intrinséque pour 8'/(E) :

(6.2.29) 8"(E) = (171) ”p,( e TrRCE(T QT 0T o).

Wy correspond a la courbure sur le fibré en droite d‘une connection
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canonique (cf. WELLS [Wel, formule 2.9, chapitre III).

On a donc finalement démontré 1a formule intrinséque
pour fy(E)

Trace(dTTo(M—}L)-dTT)) t=E
p'(x,pst

-(1/im) JJ 2 Trace(TMedTedTT =)
JoCx, 8D SE

Remarque 6.2.1. Lorsque E— ¥ ou &p, on retrouve la formule

de “Rammal-Wilkinson’’ citée par J. BELLISSARD [Be2] Théoréme 10
(I'énoncé dans [Be2] est a modifier).

On ne reviendra pas sur les construction B.K.W. pour
M(x,hDy,h) quirelévent des techniques classiques (rappelées dans

le §8 de [HeSj51).

6.3. Etude de l'holonomie.

On étudie la situation ou I=[Y¥ Q,X'Q] avec le<§Q,
89-1<¥ g (oubien I=[8'Q.,SQ] avec 8'Q>§Q, 8p<¥ g 41) desorte

que les calculs effectués au §.6.2 peuvent étre poussés jusqu'au
fond du puits.

On va s'intéresser au comportement d'un nombre fini de
valeurs propres dans l'intervalle [KQ—Ch,‘z{2+Ch] et on suppose

que }ln(x,é) atteint son minimum en (0,0) (pour fixer les idées).

La théorie générale (approximation par un oscillateur
harmonique (cf. [HeSj1]1) nous dit que les valeurs propres sont
décrites par :

(6.3.1) ¥p+Mih + Holn+3linl+0(h2)

(cf. formule (6.9) dans [Wi2]).
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L'oscillateur fond de puits est en effet donné par :

R R
32)10(0,0) 2,
(6.3.2) +3[——y2 + (hDy)
vers 5y oo oY
R
3240 (0,0)
+ ————  (hDy) 2]+ huy(0,0) .
2e2 ( g)] M
On va calculer Jy et Mo,
R (e
Rappelons que }.lo(X,C) vérifie :
(6.3.3) Ip,q(}kon(x,ﬁ))+2(-I)q""[cosqx+cosq§]=0
et que
(6.3.4) Ip,q¥e) #0;

Comme on a supposé que le minimum de }log(x,é) est atteint en

(0,0), ceci implique :
(6.3.5) fp'q(XQ)z(—])q .

Dérivant (6.3.3) par rapport & x,€ (cf. les calculs du §.2.1), on
obtient :

n
o

f'p,q(}log) (ag(f/ac) + (=19 2q sing¢

1]
o

f'p'q(}l(f) (au:/ax) + (-1)9 2q singx

L QB2 G /BED+1E () (B § /36) P +(~1) 2:q2
cosqf=0

f’p,q(uonxazu3/8x6€>+r"p,q (M) (B § /3x) (Bt & /3€) =0



124 B. HELFFER, J. SJOSTRAND

0, qMIPZ S /D4 () (U & /2107 4 (1) 22

cosqx=0
d’ol V'on tire :
R R 2 R
duo duo 3 Mo
(6.3.6) —aE—(0,0) = —ax—-(0,0) -—W (0,0) =0,
%u¢ R (-1)a+1 22
—a—i—(0,0) = T(0,0) =
X 3 fp,q(XQ)

On en déduit que :

(-1Na+1 2q2
(6.3.7) Hp = ———
f’p,q('lfﬂ)

et que
Mi=44€0,00=0W [ k(x,hD,n] (0,0) .

Le terme d'ordre h ne dépend pas de la quantification (en (0,0)) car
(ang’/axaﬁ) (0,0)=0.

On va maintenant s’efforcer de donner une formule
“'‘pratique’’ pour calculer jy et on donnera ensuite un exemple

d’application.
De (6.2.7)¢3), (6.2.9) et (6.3.6), on déduit 1a formule :

My = (17) {(3M/3€)-(dey/dx)|eq)(0,0) .

Modulo un élément dans le noyau de Ker(M(0,0)-%g), (3eg/dx) est
défini par (6.2.7)¢2>.

En (0,0), ona U~!(M(0,0)-%)u= (% izz)(pour U unitaire).
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On définit Q par : u(% 0 22 -l)u“. Q est donc dans

(a%?)
Ker(M-¥)L Vinverse de (M-%¥)/Ker(M-%)1.

On déduit alors de (6.2.7)¢2) :

(04e)(0,0)=-Q(d4Meg+Aeg

d’ol (en utilisant (6.2.7)¢p) :

(6.3.8) My = -(17i) ((3M/3€)-Q(3M/3x)eg|eq)(0,0)

Appliquons ces formules dans les cas q=2, q=3.

Cas q=2.
_ 2 cos § 2 cos X )
Mx,6) = ( 2 cos X -2 cos €
f1,200) = \2-4..
Ona:

'8]:_2\/-2— , Xz:&lzo , 82=2\f-2
ul(x,6)=-2/{cosE)2+(cosx)? ; u2(x,6)=-pu!(x,€) .

On s'intéresse au point (0,0). Ona:
Mo = = (2x4)/(2x(-2v2) =V2.
Calculons Jy.0na:

(M(0,0)+2v2) = ( 201+ V2] 2 )

2 -2(1-v72]

(31/3x)(0,0) = 0 , (dM/JE)(0,0) =0.
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La formule (6.3.7) montre alors qu'il n'y a pas d’holonomie :
Mq=0.

Le comportement est donné par :

Ap(h) = -2vZ+vZ(n+PIhl+0(h2), neN .

On a la symétrie )\n(h)=)\n(-h)+®(h2). En fait, on peut montrer ici
que Ap(h)=X,(-h). Ceci correspond au dessin de Hofstadter (cf.
Figure 1)

Cas q=3.
Ce cas est plus intéressant car on va “voir’’ 'holonomie.

On prend p=1, q=3 (l'autre cas se déduit par symétrie)

2cosé e 1X el
My 3(x,6) = ( eix 2cos (€+(21/3)) e~ iX )
e ¥ e 2cos(E+(41/3))

On a vu dans [HeSjS5] qu’on trouve 3 bandes [¥p,8p] (R=1,2,3)
avec :

'2{|="(|+\f3) 8|=—2
‘KZ:“‘E 82:1/?“
¥3=2 83=1+wf3'.

On travaille aux points (0,0) correspondant aux valeurs propres de

2 1 1
1 -1 1 )-2, 1-v3, 1+v3 (soit 81, ¥2, 83).
T 1 -1

M(0,0) = (
Compte tenu des symétries, on traite tous les cas.

Enfin, ona :

f,300 = -23+6X, 11 3(0) = -372+6.



CALCULS BKW ET HOLONOMIE 127

Calculons tout en §;=-2.
2q2
1p,a(-2)

H2=

Calculons pM1.0na:

4 1 1
(r1(o,o)+2)=(1 11 )
I
0 0 0 0 -1 1
ﬂl(o,o)=( 0 -v3 o0 ),-—8-1(0,0)=i( +1 0 -1 )
o 0 0 V3 ox -1 +1 0
0 oM 0
e0(0,0) = ( I/Q),—eo(0,0)=(—ﬁ/2 )
—i/vz/ 98 -v3/2
-vZ
2 eo(0,0)=i(l/«/'2' )
ox +1/vV 2
1/VE
0. eo0,0) = ( - V2/V3
£l -V2/V3
d'ol
Ky =v3
d'ou

An(h) = = 2 = (3/2) |hl [2n+1] + YT h + O(h?2) .

L'influence de 1'holonomie est ici trés visible (cf. Figure 2).

Calculons maintenant en ¥, = 1-v3.
Ona:
2X9 6 3
H2 = (~ 4,1

T 32-(/3-D2 | 2-1-3+2v3]  (V3-1)
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Calculons j1.0na:

1+v3

1 1
(m(o,o)—ﬂ—«/?)):( 1 VY3=2 1 )
1 1 v3-2
V3-1
1
eg = —— vec = -1 :
0% Tomzvs o vecdo ( . )
oM 0 1 M 0
3¢ (o,o)ro—(_g )"i_—ax (o.o)ro—(w_/%)
o = (—1/(r—03-1) )
ox +1/(V3=1)
On obtient :

1 + V3 _ 1

M= - ( )(—EE2 ) = =
6-2v3 V31 3-vINVI-) (v3-1?2
d'ou

An(h) = 1-v3 4 —— |h| (n+1) +

2
Vet h + ©(hd)

1
(V3-1)?2
Calculons enfin en §3=1+v 3.

Ona:

2X%X9 -3

K2 = =5y 3z-21 = (v 3)

et des calculs analogues aux précédents donnent :

1

=
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d’ol

‘)\n(h)=l+\/—']—3'

Ly - — 2
et Ihl(n+3) («f3'~ﬁ)2h+ O(h?) .
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Comparaison avec les résultats de M. Wilkinson.

Dans [Wi2] WILKINSON fournit les résultats suivants pour Ag(h)

(qu'il calcule par la méthode de Hofstadter) et qu'il compare avec sa
régle de quantification.

On note )\:lor(h), )\,Yv”k(h) et )\#esj(h) les valeurs propres

données respectivement par un calcul numérique a la Hofstadter, par
le calcul de Wilkinson et par notre formule approchée :

A oM =14V 3)-3/01+v3) [hl(n+ D-1/(V3+1)2h .

Le lien entre le Af de Hofstadter et notre h est h=2mTA 8.

Résultats dans le cas q=3 préds de S3=1+v3.

A8 h AWKy AgeSh g Hof h2  (gor-aeS)) /2
17100 6.28318 2.68295 2.68914 2.69043 ~4.|0—3 0.327
x10~ 2
17200 3.14159 2.70954 2.71058 2.71090 ~10_3 0.324
x10~2
17400 1.57079 2.72120 2.72132 2.72140 '~'2.'|0.-4 0.324
x10~2
17800 | 0.78540 2.72671 2.72669 2.72671 ~5.|0_5 0.324
x10~2

Le coefficient de h (h>0) est :

3 1 3(v3+1)+2 _ 5.09808

BO=Zav3l T T (V3402 T 2(V3+DZ | 7.46410

= 0.683013

etona:
0.04291

0.02146
0.01073
0.00536
Les résultats sont bien cohérents.

¥oh

1]
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Résultats pour n=4.

Wilk HeSj Hof

ag| n X, X, ) A, h2

17200 | 3.14159 2.58201 2.57261 | 2.58442 | ~1.10"3
x10~2

17400 [1.57079 2.65491 2.65233 | 2.65514 | ~2.10"%
x10~2

1,800 |0.78540 2.69286 2.69219 | 2.69288 | ~6.10"7
x10~2

Le Décalage entre deux valeurs propres consécutives est :
HeSj i
An o -AHeSI= - (3 /04v) I

d'od
)\:esj(h)=)\:esj(h)-(‘2/("“[3)) Il

La précision dans le cas n=4 est moins bonne.

Conclusion. La formule théorique de Wilkinson semble plus précise,
surtout dés que le niveau d’énergie est plus loin de l'extrémité de la
bande. On a ainsi une vérification expérimentale du fait que :

A =2 ()+on(h2) .

Par contre, il est difficile de s’y retrouver dans l'article de
Wilkinson avec les puissances de h, ce qui rend difficile la
comparaison entre ‘'sa’’ phase de Berry et la ndtre.

Notons que le terme suivant (coefficient de h2) est en
principe théoriquement calculable. Notre premiére étude numérique
suggeére que :

Ao =+ =G /1+v3In1/2)- (1 /(VI+12Z) h+Coh2+0(h3)
avec C0'~-3.2.IO'I .



APPENDICE.

Réduction de l'étude du spectre de 1'équation de Harper & un
systéme pseudo-différentiel.

On présente ici une variante de la démonstration faite au §.1. On
veut donc étudier la réunion sur 6€[0,21] des spectres des

opérateurs

(A.1) (Hou)y := 3 (up 4 q+up—1)+cos(ak+6)uy

sous 1'hypothése :
(A.2) a=2m(p/qQ+h.

Si on pense & 1'étude faite dans le cas rationnel ou, lorsque
a=2m(p/q), on se ramenait & un systéeme qxq, la procédure qui va
suivre est assez naturelle et trouve son inspiration dans certains
calculs de SokoLOFF [So] ou WiLkINSON [Wil.

On introduit :

Yjq
(A.3) Uj= ( Ujq+1 ) , j€2
Ujg+(q-1)

et on réécrit (Hg—E)u=0 sous la forme :
1
(A.4) %(IO>UJ+]+%(O )Uj_]

+ 3 I Ui+ diag (cos(2m(p/qv+vh+jgh+6))Uj = E Uj.
2 ) J J
1o v=0,-,q-1

Pour harmoniser les notations, on remplace © par q6 dans
(A.4), ce qui ne porte pas & conséquence puisqu’on regarde U SpHg.
[:]

Dans ces nouvelles notations, le systeme (A.4) prend la forme :
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(A.5) (%oU)j =7 (SUj4+S™Uj—1) + A(jh+8,h)Uj = E U
avec
0.1 0
A.6 S= , ,hy=1
(A.6) (])A(-‘;h)z(OI ~é)

+ diag (cos(g€+2m(p/qv+vh))
v=0,.,q—1

et on s'intéresse @ U Sp %g.
0

En considérant les uj comme les coefficients de Fourier d’'une
fonction V dans L2(sheca (ou Sy est le cercle de rayon 21), on
peut réécrire le systéme (A.4) sous la forme :

(A.7)g [ 3le XS +el®s* 4+ A(hDy+6,h)] V=E-V
V(x+21)=V(X) .
D'aprés la théorie de Floquet, 1'étude de 1a réunion des spectres
des problémes (A.7)g se raméne & 1'étude du spectre du systéme
pseudo-différentiel suivant défini sur LZ(R)®CJ :

(A.8) 1[e s 4+ elXs* ] 4+ A(hDy,h) .

On va maintenant faire une transformation unitaire dans

L2(R)® €A de maniére & retrouver le lien avec les matrices gxgq
apparaissant dans l'étude du cas rationnel dans [HeS$Sj5]1. Il suffit
pour cela de faire une conjugaison unitaire par la matrice

(I e_i"/q‘..e-i(q—l)x/q) puis de faire le changement de variable :
y=x/q, on obtient alors 1a :
Proposition A.l. Soit a=21 (p/q)+h, h #0 alors l'ensemble
U Sp Hg est égal au spectre du systéme pseudo-différentiel gxq :
)

2 Mp,q(x,hDy) ol My 4(x,6) est la matrice :
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(A.9) MD,Q(X'€) = eiﬁJp + e'iC(JD)* +etiXg 4 - iXK*
0. 1 1 . 0

avec K=(1..'._ 0 ),J = ( e2im/q.. )
0170 0 ~. eim(q-1)/q

On a ainsi retrouvé les résultats du §.1.
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