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CONJECTURE JACOBIENNE ET OPERATEURS DIFFERENTIELS*
Hyman BASS**

3 Pierre SAMUEL

1.— Introduction et énoncés
Soient

A=Cg ¢ B=([j

deux algébres de polyndmes en n variables z = (g, ,..., 2,) et t= (4 ,..., t;) . Nous supposons

que

W (y50012p) -
ol — b

Alors la Conjecture Jacobienn affirme que A = B. La condition (1) entraine que B est étale
(= plat et non ramifié) sur A, donc que toute dérivation de A se prolonge & B. Par exemple
0;=0/0z; opéresur b= b(t)e B par

3.8) — (21501 T g 10,Tjag 1eerZp)
i) =g )

On peut donc considérer A et B comme des modules sur 1'algébre de Weyl

W=z, sy 10y ee0p)] -

* Une exposition plus élaborée des résultats présentés ici se trouve dans [B].
** Travail subventionné en partie par NSF Grant DMS 85-03754.
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Dans W est contenue l'algébre de Lie g (€) , de base €5 = zﬁj (43=1,...,n) . Soit
g€ g, (€) une sous—algebre de Lie.

1.1.— THEOREME. Si dimc(g) > n, alors B est un module de torsion sur Ualgebre enveloppante

U=Ug.

En effet supposons que b€ B engendre un U-module libre, Ub~ U. D'aprés le théoréme
de Poincaré—Birkhoff-Witt, U est de croissance polynomiale de degré dimc(g) . D'autre part

Ubc B et B est de croissance polynomial de degré Krull dim(B) =n, d'ou dimg(g)< n (cf.

(B], Prop. (3.2)).
Ce résultat fournit la stratégie suivante pour approcher la Conjecture Jacobienne.
Choisissons une algébre de Lie gcC gi,(C) de dimension > n et d'algébre enveloppante

U= Ug. Alors la condition :

(2) B/A est un U-module sans torsion
entraine, d'aprés (1.1), que A = B. Plus explicitement, (2) signifie que :
@) SigeU, 40, fe B, et ¢fc A, alors fe A.

Un élément non constant ¢ du U est dit irréductible si dans toute factorisation
¢=¢,.¢, dans U ona ¢,€ C ou ¢,€ C. La filtration de Poincaré—Birkhoff—Witt montre

que tout élément de U est produit d'éléments irréductibles. Si on vérifie (2/) pour ¢
irréductible alors il est vrai en général (par récurrence sur le nombre de facteurs irréductibles de
¢) . 1l suffit donc de considérer (2/) pour ¢ irréductible.

Quitte & remplacer z(f) par z(t) —z(0), on peut supposer que z(0)=0. Alors la
condition (1) entraine que les complétés A et B i 1'origine coincident. D'ot les inclusions :

A=Czc Bc A=([[z]].

Notons A ; le (—module des polynomes en z = (z; 5oy ©,) homogeénes de degré d¢. On a

(3) A= AdC ;4=

I A,.
0 0 ¢

o
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Les opérateurs ¢;; = z;0; sont homogenes, donc les A, dans (3) sont des U—modules.

Soient ¢€ U et fe B comme dans (2’). Ecrivons f=d§0fd o fqe Ay. Ona
¢f=£ ¢fq avec 4fq€ Ay. La condition ¢fe A signifie que ¢fy =0 pour tout d> N,
>0
. Si =3 €A et ¢(f— =0; d'aill
pour N suffisamment grand. Si f(N) dstd on a f(N) et 4(f f(N)) ailleurs

fedAe f—f(N) =0; dailleurs fe A& f—f(N)e A . Ainsi dans (27) on peut remplacer
I'hypothése "gfe A" par "gf =0".

NoOTATION. Pour tout opérateur linéaire D sur un module V notons

VD =Ker (v—L22 1.

Avec cette notation, on voit maintenant que les conditions (2) et (2/) sont équivalents & la
condition :

2" B c A pour tout élément irréductible § de U= U,

Pour le cas n =2 mnous avons obtenu les résultats suivants. Posons z=1,, y=1,,

cx=xa%, ey=ya%, 6=za?—/, €=¢,+¢€,. Ona
A=(zy)c B A=([[zy] .
1.2.— PROPOSITION. B/A est un module sans torsion sur C[e,6] . Plus précisément :

(@ B=Cdca e 2=
(B)  Si$=4(c) et p(e0)#0 alors By =Alc 4 et dimg(A)) <w .

1.3.— THEOREME. Soit ¢ = ae, — be,—c ov abce I, ab>0, pgde(ab)=1, c<0 si

a=0, et ¢>0 si b=0. Posons u=zby*. Alors

By = orpClulc A et A = aryeC[u]],

on (r,5) estle point de N? le plus pres de lorigine sur la droite az— by = c.
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Appelons spécial linéaire tout élément ¢ de la forme ¢ = ac, —be
(1.3).

y—¢ comme dans

1.4.— THEOREME. B/A est un module sans torsion sur (e, € Plus précisément soit ¢ un

R
élement irreductible de Cle, €] .
@ HB=2mcA et dimg(a) <o
(b) INeziste un k+ 0 dans C tel que K soit spécial linéaire (cf. (1.3))
(c) dimC(Ag) =w mais tout fe€ ilg qui est algébrique sur C(z,y) appartienta A. En

Il y a trois cas possibles :

particulier Bg CA.

Pour démontrer la Conjecture Jacobienne (pour n = 2) il suffit, d'aprés (1.1), de montrer
que B/A est un module sans torsion sur

U=q€xv5ya6]= Ug,
ot g désigne l'algébre triangulaire supérieure de gl,(C) .

1.5~ THEOREME. Soit ¢ =4¢(c,,€,,6)€ U et posons ¢,=4(e,,c,,0)€ ([e,,c,].
Supposons que ¢, ne soit pas multiple d’un élément spécial linéaire. Alors tout fe ﬁlg qui est
algébrique sur ((z,y) appertient @ A . En particulier Bg CA.

Les démonstrations de (1.4) et (1.5) font intervenir le théoréme de Siegel sur les courbes
algébriques ayant un nombre infini de points entiers, ainsi que le théoréme de Fabry sur les séries
lacunaires.

2.— Deux lemmes préliminaires.
Soient AC B des anneaux commutatifs intégres de corps de fractions FC E. Notons A*
et B* leurs groupes des éléments inversibles

Fc E
U u.
AcC B

2.1.— LEMME. Supposons que A soit factoriel, que B soit plat sur A, et que A* = B*. Alors
Fn B= A (autrement dit, B/A est un A-module sans torsion).
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En effet soit p/ge Fn B ou p,g€ A sont étrangers. Alors la suite 0 — A/gA -2, Al¢A
est exacte. Tensorisant avec le A—module plat B on trouve que la suite 0 — B/¢B -2, B/¢B
est exacte. Or p/g€ B, c'est—d~dire pe ¢B, donc la derniére application injective est nulle ;
d'oll g€ BX = A*¥ et pfqe A.

Supposons maintenant que

A=o Ay, A, =C,
dZOd ()

soit une C—algébre factorielle graduée, que B soit étale sur A, que B¥ = AX (= (X), et que
E soit unirationel sur C.

2.2.— LEMME. Soit u€ Ay, d>0, tel que u ne soil pas une puissance supéricure ¢ 1 d’un

élément de A . Alors C(u) est algébriquement clos dans E, et ((v)n B= ([y] .

En effet soit L la cloture algébrique de ((u) dans E'. Puisque £ est unirationnel sur €
le théoréme de Liiroth ([N], p. 137) entraine que L est une extension rationnelle de C,
L=C(v). Soit R=Ln B> ([u]. Alors R est intégralement clos dans L (car B est
normal), donc L est le corps de fractions de R. De plus R*C B* =(*, donc R est une
algébre de polynomes, et on peut choisir le générateur v de L tel que R = C[].

Notons D la dérivation "d'Euler" de A; D(a) = ma pour ae€ A, - Le prolongement de

D & E laisse B invariant, car B est étale sur A. On a D(u)=du, donc D laisse
invariant €(u) , aussi bien que son extension algébrique L. Il s'ensuit que R= LN B est
D-invariant. Alors wue R=([y], donc du= D(u)= ‘ai% D(v). On voit ainsi que

deg, (D(v)) =1, D(v) = av+b (a€ €*, b€ (). Quitte & remplacer v par v-— a'b, on peut

supposer que D(v) = av. Par suite D(v®) = amv pour tout m> 0. Puisque u€ C[v] est un
vecteur propre de D on conclut que v = cv™ ou c€ ¥ et am=d. Onadonc uB= (vB)™.
D'autre part, par hypothése, 1'idéal uA n'est pas une puissance supérieure & 1 dans A.
Puisque B est étale, donc non ramifié, sur A 1'idéal uB ne peut pas étre non plus une
puissance supérieured 1. Donc m=1, u=cv, et ([u] = C[v]; d'ol le lemme.
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2.3.— COROLLAIRE. Supposons ci-dessus que A = [z, ,..., z,] soit une algebre de polynomes, et

soit 0; le prolongement de 32— ¢ E. Alors
1

Y B =)
n B, =(z],
=2 0
et C(z)) est algébriquement clos dans E .
n o 0;
En effet on voit facilement que L= n E; est la cloture algébrique de C(z;) dans E.
=2

11 suffit donc d'appliquer (2.2) avec v =z, .

3.— Les calculs en dimension 2 .
Revenons au cadre des résultats (1.2),...,(1.5) . On a

A= (zy)c Bc 4 = ([[z,y]]

I I
& A I A
20 ¢ 20 ¢
ou Ay désigne le C—module des polyndmes en z,y homogénes de degré d. Il nous suffit de

supposer que B soit étale sur A, que BX =(*, et que le corps de fractions de B soit
(uni)rationnel sur €.
Rappelons que 3x=g§, 9y=g?—/, €, =10, , ey=y6y, 6=z¢9y, et e =€, +e¢,.

Ces dérivations opérent sur les mondmes par :

€ (2Py?) = paPyd
1) €,(2Py%) = paPy?

6(aPy?) = qaPt1yat

Remarquons d'abord que
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et que
B =(dc 4,

d'aprés (2.3), d'ot (1.2)(a).
Prenons pour base de A, les mondmes :

2@, 28y .., oyt g9

Alors les matrices de €, et €, sont diagonales, et cellede § est

y

3) ol 4, =

o e

Soit ¢ = g(e, N Cle, €y ,0 . On peut écrire ¢ sous la forme :
N :
=1 ¢i(e€)0" .
1=0

Alors la matrice de ¢ sur Ay est triangulaire supérieure,

d,0
¢o(¢o(?1_if) .
4) ¢l A= 0 )
$,(0,d)
Posons

C={(pg)e C| ¢,(p,9) =0}.

Supposons que ¢,# 0, desorte que C est une courbe plane. Pour de N posons

Ny={(p)e W | p+q=d}
{(dio)? (d—l’l)y""(o’d)} .

45
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Alors on voit que :

Card(CN Ng) est la multiplicité de 0 comme valeur propre de particulier
(5){41 4, - En dimg((4)%) 2 Card(Cn Ny)
et ¢[Ad est inversible ¢ CnN Ny =4

Remarquons que :

A — ¢
0= aI>10 (Adg -
Par conséquent :
Les conditions suivantes sont équivalentes
(a) 4 c 4
6) (b) dimg(4f) <o

(c) Card(Cn N2) est fini.

Exemple : Supposons que ¢, = §,(c)€ Cle) (rappelons que ¢=¢, + ¢, ), par exemple que

¢ € Cle,8] . Alors les éléments de la diagonale de 4| Ag sont tous égaux & ¢,(d). Puisque

$o# 0, ¢,(d) nes'annule que pour un nombre fini de valeurs de d, d'oil les conditions de (6).

Cecic donne (1.2) (b).

Démonstration de (1.3).  Considérons un élément ¢ non constant de la forme
$=9,=nae,—be,—c (abce (), etsoit C ladroite

C={(p9) | ap—bg=¢}.

Pour montrer que Bg c A il suffit, d'aprés (6), de traiter le cas ot CN N? est infini, donc C

est une droite rationnelle. Quitte & multiplier ¢ par une constante on peut supposer que a et b
sont des sentiers étrangers (donc c€ 7 aussi) et que a, b> 0 (donc ¢<0 si a=0, et ¢>0
si b=0). Ainsi ¢ est "special lineaire" au sens de (1.3). Soit (r,s) le point de Cn N?'le plus
prés de 1'origine. Alors
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Cn W = {(n,s) + n(b,6)| ne N} .
Donc

(1) A = Tygl], ob u=sbyt.

g c

(ba

)
/)

p

Posons d = ae, — be, , de sorte que ;1‘3 = ([[u]] . Soit E le corps de fractions de B. Alors

y )
Eg est une extension algébrique de. €(u). D'autre part u=zPy* n'est pas une puissance
supérieure & 1 d'un élément de A . Du lemme (2.2) on conclut que E‘é = C(u) . Soit alors
fe Bg . D'aprés (7) on a f=a"y’g(u) ou g(u)e ([[u]]n EC Eg = ((uv)c C(z,y) . Donc

fe C(z,y)n B= A, d'aprés le lemme (2.1) ; d'ot (1.3).

Démonstration de (1.4) : Soit § =¢,(e, ,¢,) un élément irréductible de C[e, ,e,], et posons

vl
C={(p,9)| ¢(p,9) = 0} . Puisque 4| Ay est diagonal on a

(8) M= 1 .
07 (p,ge i?

Si Cn N? est fini (cf. (6)) on a le cas (1.4) (a). Supposons désormais que
(9) Cn WN? soit infini .
Alors d'apres un théoréme classique de Siegel (cf. [L], Ch. 8) la courbe irréductible C est

rationnelle. De plus les résultats de Siegel nous permettent de donner une paramétrisation
rationnelle de C (cf. [B], Appendix E), A savoir :
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Il existe des fonctions rationnelles p = p(t), ¢= ¢(t) dans Q(¢)
telles que Q(t) = Q(p,@) et Cn @2 = {(p(r),q(r))| 7 € Q.

De plus on a l'un des cas suivants :

(10x (a) p(t), ¢(?) € Q[t] , ils ont des coefficients dominants 2 0,
et (p(r),q(r) € I*=r1¢el

(b) p(t) = P(t)/ (t2=d)° et q(t) = Q(¢t)/(£*—d)®, ol P, Qe Qi

sont de degrés > 2e¢, et d est un entier > 1 sans facteur carré.

Si ¢4 est linéaire c'est—a—dire si C est une droite, alors la démonstration de (1.3) nous donne le
cas (1.4) (b). Supposons donc que C ne soit pas une droite. Ceci entraine que :

(11) Dans le cas (10)(a), I'un au moins de p(#) et ¢(t) est de degré > 2.
Sous ces conditions on peut montrer que :
(12) . Les points de Cn N? "tendent rapidement vers l'infini".

(voir [B], Appendix E pour un énoncé précis).
Soit fe Ag . D'aprés (8) et (10) on peut écrire

flzg) =% a POy,

od a_€ C et r parcourt les éléments de Q tels que (p(r), ¢(r)) € N?. Pour be C posons

1u(#) = flzb2) =2 0,105 e el
T

ot r(t)=p(t)+¢(t). Si f¢ A=C([zy] ona f,¢([g] pour tout be C en dehors d'un
ensemble dénombrable. De plus si f est algébrique sur ((z,y) alors f, sera algébrique sur

C(z) pour tout sauf un nombre fini de valeurs de b. »
Pour achever la démonstration de (1.4) il nous reste & montrer que tout fe ;lg qui est

algébrique sur C(z,y) est un polyndme (f€ A). Supposons au contraire que fe€ ﬁg , JE A,
et f soit algébrique sur C(z,y) . Choisissons b tel que f, ¢ ([z] et f, est algébrique sur

C(z) . Ecrivons
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o0 .
fo= 2 o,
m=0

ol ¢, € (¥ et ny < my < my< ... Alorsil résulte de (12) que
(13) fy/Mm—oe lorsque m—ow,

Autrement dit f, est une série "lacunaire". Il résulte alors du théoréme de Fabry (1896) (cf.
[D], Ch. XI, 93.II) que tout point du cercle de convergence de f, est singulier. Mais une
fonction algébrique ne peut avoir qu'un nombre fini de points singuliers. Par suite f, converge

partout dans €. Mais une série partout convergente qui est algébrique sur C(z) est un
polynome (cf. [B], Prop. (D.1)). Cette contradiction conclut la démonstration.

ReMARQUE. C'est R. Narasimhan qui m'a signalé le théoréme de Fabry et son application dans ce
cadre. Je tiens & l'en remercier.

N :
Démonstration de (1.5): Revenons au cas général, =1 ¢i(ege), et
=0

C={(p.9) | $o(p,g) =0} . Supposons que ¢, n'est pas multiple d'un polyndme spécial linéaire
(au sens de (1.3)). Soit C= CjU ..U C, la décomposition de C comme réunion de courbes
irréductibles. Notre hypothése entraine, vu la démonstration de (1.4), que pour tout i=1,...,h
soit C;N N2 est fini, soit les points de C;NN* tendent rapidement vers l'infini. Ainsi si

~ 0
fe Ag, fEA,ona f= 2 fq ,0l fy €Ay et dy/m— o lorsque m— o . Comme
m=0 m m m

dans la démonstration de (1.4), on voit qu'une telle fonction ne peut pas étre algébrique sur
(z,) .
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