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INTERSECTIONS D'ENSEMBLES NORMAUX
par

Frangois DRESS

1. - Introduction

La notion d'ensemble normal, introduite par M. Mend&s France [5] généralise les
nombres simplement normaux et normaux étudiés par E. Borel en 1909. Un nombre x
normal en base g peut se définir comme un réel x tel que la suite (xg”) soit

équirépartie modulo 1 .

Si A= ()‘n)nE(N est une suite réelle, on désigne par B(A) 1'ensemble des
nombres réels x tels que la suite (x )‘n)nElN soit équirépartie modulo 1 . B(A)
est parfois appelé "ensemble des nombres normaux en base A ". On dit enfin qu'un
ensemble E C R -{0} est un ensemble normal s'il existe une suite A telle que
E = B(A) .

On connait un certain nombre d'ensembles normaux particuliers

- ¢ (pour A = suite constante) ,

- %-{0} (pour A = suite équirépartie de nombres appartenant & 1l'intervalle
fo,i[) ,

- B-{0} (pour A o),

- R-Q (pour Ay =n )

- BR-K , ol K est un corps de nombres algébriques réels (M. Mend&s Francel6],

résultat amélioré par Y. Meyer [7] qui a montré qu'on pouvait prendre les
Ay entiers),

- T , ensemble des nombres transcendants (Y. Meyer [81).

Ces deux derniers résultats, ainsi que la caractérisation compléte des sous-en-
sembles de Z~-{0} qui sont normaux (F. Dress et M. Mend8s France [L4]) donnaient &
penser que toute intersection, finie ou dénombrable, d'ensembles normaux est un en-
semble normal. C'est ce que nous démontrons dans un article 4 paraitre prochaine-
ment [3]. Nous allons donner ici, sans entrer dans le détail des démonstrations,
1l'essentiel des méthodes utilisées et des résultats obtenus (signalons qu'une dé-
monstration, dans un cas particulier et avec des méthodes différentes, a été donnée

par J.F. Colombeau [11).
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2, - Mixage de deux suites

Etant donné deux suites A = ()‘n) et M= (un) , nous définissons une suite

"= (Gn) , appelée mixée de A et de M et notée A mix M , de la manidre sui-

vante :
b1=%
bp=vy s
93 = Al N eh = A2 .
05 =1 b=k, » Bp=ug , g =
ceeeee
8 =X , 6 = AL, eee , B . =2 ,
2Pl 17 el 2 PR o
6 =y, , 0 S U,y eee 5 O =y .
P41 L7 Py, 2 PRSP

Nous démontrons alors les deux lemmes suivants, dont la conjonction permet de

montrer que toute intersection finie d'ensembles normaux est un ensemble normal.

LEMME 1. - si ®=A mix M , alors B(®)c B(A)NB(M) .

La démonstration s'effectue en considérant, pour un intervalle [a,8[ inclus
dans [0,1[ et un nombre réel x , les fonctions 'RA(n) (resp.'fZM(n) , 76 (n) )
qui représentent le nombre de termes des suites (x )‘j) (resp. (x uj) , (x Gj)) ,
pour 1<j<n , qui appartiennent modulo 1 & 1l'intervalle [o,8[ . On montre alors
sans difficulté que % 7?®(n) + B - a lorsque n*>= entraine % WA(n) > B-d

(resps = My(n) > B=a ).

LEME 2. - si @ = Amix M , alors B(A) N B(M) c B(R) .

En fait, nous ne démontrons pas le lemme 2 mais un résultat plus fort, indispen-

sable pour 1'étude des intersections infinies d'ensembles normaux.

LEMME 2 bis. = si ® = Amix M , on a les inégalités

+
rg < a2X+b2; , avec atb=1 et 1/isa , b<3/4

2>ty +d , avec c+d=1 et 1/hsc, d=3/h.

+ - - . . e
(2 et ) désignent respectivement 1im sup et 1im inf , lorsque n> «

de = M(a) ).
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La démonstration, ainsi qu'ensuite 1'utilisation de ce lemme, est essentielle-
ment une question de barycentre (sur le plan technique, on utilise des majorations

valables pour tout n du type ﬁA(n) < (J‘LX +€)n+H) .

3. - Mixage infini des suites

Nous nous donnons maintenant une infinité dénombrable Al’A2"" ,Am-,... de

suites dont il s'agit d'effectuer un mixage convenable.

LEMME 3. - Il existe une infinité dénombrable de suites, ®O , @l . @2,...,®

m’
veo vVérifiant les relations

®o = Al mix @1
0 =

H =

1A

seccccsccccsscsssce

mix ®2

®m = Am+1 mix 8m+1

®eeececcscscccsecse

I1 s'agit en définitive de montrer 1l'existence d'un produit infini & droite pour
la loi mix . La démonstration est fastidieuse mais ne présente aucune difficulté

théorique.

THEOREME., - La suite ®O construite au lemme 3 vérifie la propriété

Be,) = N B(n) .

m=1

La démonstration s'effectue en prouvant les inclusions dans les deux sens. Le
lemme 1 permet de montrer par récurrence que B(@O)C B(Am) pour tout m . On

utilise ensuite le lemme 2 bis en &crivant
@0 = l\l mix A2 mix ... mix Am mix @m

et en remarquant que l'on peut toujours choisir m assez grand pour que le "poids"

de @m soit aussi faible qu'on le désire.

COROLLAIRE. - Toute intersection finie ou dénombrable d'ensembles normaux est un

ensemble normal.

C'est le résultat essentiel de notre article. Signalons l'existence de résultats
complémentaires relatifs aux ensembles normaux pour des suites d'entiers et pour

des suites croissantes.
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NOTE.

Trés récemment, G. Rauzy [9] vient de résoudre le probléme de la caractérisation
des ensembles normaux (et retrouve ainsi la presque totalité des résultats anté-

rieurs). Il démontre qu'un ensemble E CR est normal si et seulement si :
(i) o¢E;

(ii) pour tout q € 2-{0} , QEC E ;

(iii) il existe une suite (fn)nEIN de fonctions continues de R dans R telle

que
xGEﬁfn(x)-> 0 guand n > =,
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