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INTRODUCTION

ENONCE DES' RESULTATS.

Shih a introduit en [10] , pour 1'étude des sections d'une application

différentiable f: Xz -+ X1 ol X] et X2 sont des variétés lisses de classe c” ,

une nouvelle "homologie", appelée homologie sectionnelle, permettant d'attacher

a f des invariants algébriques (du type différentiable de f) tenant compte de la
topologie des singularités de 1'application. Cette homologie conduit également a
définir, lorsque X1 est connexe et orientée, un invariant numérique, appelé
degré sectionnel, déterminant une obstruction plus fine que le degré classique

a 1'existence d'une section de f (voir [11]) et [5)).

Soit le diagramme commutatif, noté (f,fo;g)k :

& .
Y, X,
rol

f

Y1 —H— X]
d'applications différentiables de classe Ck (1 =k ==) entre variétés lisses,
ou g, estun plongement. Pour étudier les sections de classe Ck de f prolon-
geant des sections données de to , on définit de maruere fonctorielle les groupes
d'homologie sectionnelle k-fois différentiable absolue et relative H*(t)k et
H*“'to;g)k . Cette homologie s'obtient a partir du complexe des
chaines finies de simplexes sectionnels k-fois différentiables a coefficients
entiery, un simplexe sectionnel k-fois différentiable étant une section locale de
classe Ck de f au-dessus d'un simplexe k-fois différentiable plongé.

Le principal objet de ce travail est d*établir le résultat fondamental

sur 1'*homologie de Shih :

THEOREME S. 1l existe un morphisme canonigue (p,), : Ha(”k - H*()\z) qu,

pour toute submersion f , est un i1somorphisme en dimensions + <n = dim X1

et une surjection pour * =n .
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On en déduira (voir p. 15) que powr un feuilletage (V,3) régulier
d'une variété lisse V , c'est-a-dire un feuilletage donné par des submersions
locales, les q-chaines singulieres de V sont représentables par les g-chaines
de simplexes plongés transverses a 3 , pour tout q<n = codim J .

Le théoréme S exprime que 1'homologie sectionnelle d'une application f
n'est sensible qu'aux singularités de f , c'est-a-dire ne differe de 1'homologie
ordinaire de 1'espace source que si f présente des singularités. Et effectivement,
1'homologie sectionnelle d'un fibré a singularités (et a plus forte raison celle des
applications différentiables moins régulieres) est bien différente de 1' homologie

singuliére de 1'espace source (voir (5], chap. I).

L'étude de 1'homologie sectionnelle suppose , comme préalable,
celle de 1'homologie des chaines de simplexes k-fois différentiables plongés
d'une variété lisse V , appelée homologie de plongements k-fois différentiables
de V : lapremiére se réduit a la seconde quand f = 1V . Désignons par C(V)
le complexe des chaines finies de simplexes singuliers de V a coefficients
entiers, et par C(Vl)k le sous-complexe de C(V) librement engendré par le
sous-ensemble simplicial S(V)Pk € S(V) des simplexes k-fois différentiables
plongés (1 <k s=). Soit également p 21 et désignons par supp : Vp(TV) -V
la projection canonique sur V de la variété de Stiefel des p-reperes .
Notons sép)(V)Pk 1'ensemble des couples (A, ¢ =(w1. oo P), ou A€ S.q(\’&)k '
et € sq(vp(TV))Pk ,tels que suppe@ = A et dim [Im DX(x),@(x)] =q+p

quel que soit x € Aq (les crochets désignent 1'espace vectoriel engendré). Les

opérateurs de face naturels font de S(")(V)pk un ensemble simplicial dont 1* homo-

logie H(«p)(V)Pk est appelée homologie des p-champs transverses de \'. On montrera

Que :

THEOREME P. Quel que soit 1<sks<e, l'inclusion 1: C(V},k S C(V) indut,

en homologie, un 1somorphisme pour q # n = dam V et une surjection pour q=n.
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et que les définitions qui précédent conduisent a une bonne théorie des champs

transverses.

THEOREME CT (cl'mamps transverses). Quels que soient p21 et 1<k <,
. . &lp)
le morphisme supp : S P (V)PIE——-* sq(v)Pk
X, ) /2

induit en homologie un isomorphisme pour q <n-p et une surjection pour q =n-p .

On en déduit, en particulier, que tout g-cycle singulier de V (q < n-p)
est homologue a un cycle plongé "admettant" un p-champ transverse dans V .
Ces deux résultats (théorémes P et CT) sont liés : nous allons utiliser

le second dans la démonstration du premier.

APERCU DES DEMONSTRATIONS ET SOMMAIRE DE L'ARTICLE.

Pour établir le théoréme P et en particulier 1'injectivité de
i . H*(V)Pk-° H * (V) , considérons un q-cycle z de simplexes plongés de V
bordant une chaine ¢ de simplexes singuliers que 1'on peut supposer de classe ck
(voir [2] ou [4]). Pour montrer qu'il borde également une chaine de simplexes
plongés, on pourrait d'abord mettre la chaine c en position générale de maniére
a ce que le lieu singulier de chaque simplexe de ¢ soit de codimension maximale,
et subdiviser ensuite chaque simplexe suivant une stratification du lieu singulier.
Ceci donnerait lieu a une chaine c' , subdivision de c , constituée de simplexes
sans singularités. Mais méme dans le cas générique, le lieu singulier pourra ren-
contrer le bord z de la chaine et 1'on aurait au plus établi qu'il existe une subdi-
vision de z qui borde une chaine de simplexes plongés. Il resterait encore a
montrer l'invariance par subdivision de !*hom ologie de plongements.

Effectivement, la difficulté principale dans la démonstration du

théoreme P consiste a établir 1'invariance par subdivision linéaire (ISL)

(voir définition 1.2) -et en particulier l'invariance par subdivision barycentrique-

de 1'homologie de plongements. En homologie singuliere comme en homologie

3
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différentiable , 1' homotopie classique entre 1'identité et tout mor-
phisme de subdivision est "écrasée" sur le support des simplexes considérés.
Pour s'assurer 1'existence d'une homologie plongée entre un cycle plongé z et
1'une de ses subdivisions, on se donne d'abord, pour chaque simplexe © € z ,

une section non-nulle du fibré normal trivial sur Im o, c'est-a-dire un 1-champ
transverse sur 0 . Des que la subdivision xz du cycle z ne subdivise pas
seulement 1'intérieur des simplexes mais également leurs faces, la chaine

0 - X0 n'est pas un cycle, et le 1-champ transverse sur ¢ donne une (gq+1)-
chafne plongée {i(o) (obtenue aprés s'é&tre donné une connexion riemannienne

sur V) telleque: 3Qd(0) = 0-x0-R oulereste R=0Q(d0) .

La définition d'un tel opérateur d'homotopie sur S(z) n'est possible qu'a
condition de pouvoir recoller les champs transverses provenant des hyperfaces
de simplexes contigus de z . Or, méme lorsque 2z réalise une triarigulation
d'une sous-variété W de V , il n'existe pas nécessairement de sous-fibré de
dimension 1 du fibré normal de W dans V . A fortiori, si z estun g-cycle
de R contenant deux simplexes plongés o et o' s'enroulant autour de

leur (gq-1)-face commune X

Figure 1

il ne sera pas possible de trouver deux champs transverses & sur 0 et

' sur 0©' qui coincident sur A .
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on ‘surmonte cette difficulté en montrant que la  chaine de simplexes
de 1-champs transverses : (A,0) - (A,0*), ol ¢ (resp. ') est le champ
transverse sur A hérité du champ ¥ (resp. §') est un bord en homologie
de 1-champs transverses a supports algébriquement nuls (voici 1'illustration,

en dimension O , de cette homologie entre (A,p) et (A,¢') :

Figure 2

'P'

ol la singularité en p permet de faire coincider les deux champs sans rompre

la transversalité) .

La démonstration de 1'invariance par subdivision linéaire de 1'homologie
de 1-champs transverses a supports algébriquement nuls conduit a son tour a intro-
duire une homologie de 2-champs transverses, et ainsi de suite. Le probléeme de
I'invariance par subdivision linéaire des cycles plongés est donc lié a celui du

calcul des homologies de p-champs transverses (dont la (n+1)-éme est triviale).

Ceci est la version "plongements" d'une situation "sectionnelle", plus
générale, qui s'énonce de la méme maniére. On définit 1'homologie des p-champs

sectionnels transverses d'une application différentiable f : X2 Xy, notée

Hip)(()k , comme 1'homologie des simplexes s = (A,0) € S(p)(xz)Pk dont 1'1mage
par Df est un simplexe de S(p)()(,')Pk . Le probleme de l'invariance par

subdivision linéaire des cycles sectionnels d'une submersion (et par conséquent,
la démonstration du théoreme S) dépend du calcul des homologies de p-champs
sectionnels transverses. On retrouve la version "plongements" en posant f = l\, o
1l nous suffira donc de considérer le cas sectionnel.

On procede de la fagon suivante. On donne, au §1, la définition de
1'homologie sectionnelle et de 1'homologie des champs sectionnels transverses,

ainsi que celle de subdivision linéaire.
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On construit ensuite, au §2, la suite exacte des complexes de champs

sectionnels transver:ses, dont il résulte que pour une submersion f: x2 - X1 :

*&<n-(p+1) 0, =0 = H(}:)(n_p (), 1sL (1

quel que soit p2 0. Ici Fl(p)(t)k est 1'homologie du sous-complexe
E(p)(f)k c C(p)(t)k défini par: c € (-f(p)(t)k e uj(c) =0 pourtout 1sj<p,
ol m. : S(p)(t)k - S(p‘“(f)k est le morphisme éliminant le j-éme champ de

J
vecteurs (on pose H(o)(t)k = Fl'(o) (t)k = H(t)k) . (On observera que
“) (1 ) _(1)(V) est 1'homologie de 1-champs transverses a supports
algébriquement nuls mentionnée plus haut.) La démonstration de tous les résultats

se réduit donc a celle des deux implications suivantes :

i) ) -
Hy e p(t) ISL = *<n—p(t) 0 pourtout p2 1 (2)
et *<n([) ISL = P, Hq(t)k - Hq (X2) est un isomorphisme (3)

pour q <n et une surjectionpour q =n .

En effet, il résulte de (1) et (2) que H(B)(n p(t)k =0 pourtout p21,

et que H*<n(f)k est ISL . L'implication (3) donne alors le théoréeme S (et P),

tandis que le théoreme CT se déduit aisément de la nullité des homologies tronquées

—(p)

H en- p( Jpk PZ1) .

11 reste a établir les implications (2) et (3) dans lesquelles 1'invariance
par subdivision linéaire est maintenant donnée. On les établit d'abord, au §3,

dans lecas f = IRn . Elles s'écrivent alors :

(p) (p) n
ﬂtn.(R) lSL-)H*ﬁnp(R)pk=0 pourtout p= 0 .

La démonstration procede en trois étapes :
(p) n .
1) (Lemme 1, §3) On montre d' abord que tout cycle z € 2 Q9N p(IR )Pk est
homologue dans [e (p)(li'n)pk , @ subdivision linéaire pres, 4 un cycle a supports

geéodésiques (c'est-a-dire, dans R":a supports lnéaires affines) non-dégénérés.
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< s . 5 (p) n
2) (Lemme 2, §3) On établit ensuite que tout cycle z € Z o n-p(R )Pk
a supports géodésiques non-dégénérés est homologue, a subdivision linéaire pres,

a un cycle sans torsion (voir définition 3.1 : un cycle sans torsion est un cycle

dont chaque. simplexe est constitué d'un support géodésique non-dégénéré portant
un champ transverse "plat").
3) (Lemme 3, §3) On montre enfin que tout cycle sans torsion est

=(p) (0
un bord de C'V(R )Pk .

La troisieme étape est la plus simple. L'idée qui dirige sa démonsgration

se lit sur la figure 2 : on se donne d'abord sans peine une
(gq+1)-chaine c de p-repéres sur supports plongés telle que dc =z. Cette
chaine n'appartient pas, en général, a C(p)(Rn\Pk » les p-reperes n'étant
pas nécessairement transverses aux supports. On récupére ensuite la transver-
salité en effectuant un froissement des supports de ¢ (qui correspond a la
singularité en p de la figure 2) et en transportant les p-repéres de la chaine
initiale sur la chaine froissée le long d'un feuilletage de Rn choisi de fagon
appropriée.

La seconde étape est la plus délicate, la difficulté résidant dans une
définition correcte du morphisme "sans torsion". C'est la partie technique de
ce travail.

Enfin, la démonstration de la premiére étape dans le cas le plus simple
p=0, s'appuie sur l'observation naive suivante : toute subdivision suffisam-
ment tine x d'un cycle plongé z transforme z enun cycle xz 'presque
linéaire", qu est alors homologue au cycle linéaire L(x2z) correspondant
(L étant le morplusme associant a tout simplexe 0 le simplexe Lnéaire déter-
mné par les sommets de 0). Ce procédé de démonstration présente deux
problemes assez délicats : le premuer est de pouvolir s'assurer que L(xz)
est un cycle de simplexes non-dégénérés. Dans |'hypothese ou ce probleme est

réglé, le second consiste a s'assurer que L(xz) converge vers xz & mesure
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que X s'affine, la convergence devant avoir lieu dans une topologie qui tienne
compte des jets d'ordre 1 des simplexes, puisqu'il s'agit d'homologie de plon-

gements et donc d'immersions.

Voici un exemple d'une suite (crl)i'E N de subdivisions d'un 2-simplexe

3

plongé o0 de R~ devenant aussi fine que 1'on veut, mais telle que L(ol) ne

i . 1 .
converge vers 0 dans aucune topologie C° raisonnable :

Soient S° la sphére-unité de R’

3

, p'E€ S2 un point quelconque, et

o le 2-simplexe plongé de R~ défini comme simplexe géodésique isocele de s?.

a, p a,
0
\ /S —2
%

ol p est le point milieu de 52-a1 . Soit maintenant la suite (cvl)i ¢ des composés

Figure 3

o =0o ﬂi , ol ﬂi : Aq C-»Aq est 1'application linéaire affine non-dégénérée
. A i
suivante : ﬁl(%) p=B'(p) B (a,)
~ t 7
) N %

a, ) a, ﬂ’
v > Figure 4
20

)

dist (a_,p) dist (ao,p)

avec dist (,Bi(aj),p) =——l—-1— pour j=1,2, et dist (ﬂi(ao),p) = pn
La suite (Im oi) est donc une suite de triangles 1soceles de 52
dont les angles a la base s'écrasent rapidement quand i croit . Alors, (ci)l€ N
est une suite de simplexes "presque hnéaires" de RJ devenant aussi hinéaires

que l'on veut pour 1 suffisamment grand. Mais Tpol = Tp,52 pour tout i € N,
d'ou : him 1‘pai - Tp,s2 ,

1°«
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alors que i
il_l.lg Tpl..(o) = P

ol P est le plan orthogonal a Tp,S2 passant par a‘; , p' et a; (tigure3).

Un simplexe "presque linéaire" n'est donc pas nécessairement proche
du simplexe linéaire correspondant, et cela dés qu'on considére }a proximité au
sens C1 . On évite ce genre de difficultés en introduisant deux objets :

- Les suites fines et régulieres de subdivisions linéaires des simplexes types,

qui permettent de contrdler 1'écrasement des angles hypersolides en fonction du
rayon, de maniere a éviter les comportements indésirables au sens C1 (voir
définition 3.6 et proposition 3.7).

- Une topologie adaptée a ce genre de problemes, donnée de telle sorte que
'si 0i et L(oi) sont suffisamment proches dans cette topologie, alors :

i) L(c") est non-dégénéré ;
et ii) il existe une chaine plongée réalisant une homotopie entre cri et L(oi) .
C'est une topologie, provenant d'une métrique éclatée a 1'origine, strictement
plus fine que la topologie C‘ de Whitney au voisinage des 1-jets singuliers
(voir topologie O-fine, définition 3.3, proposition 3.4 et lemme 3.8).

Lecas p=0 del'étape 1 a été établi par J.H.C. Whitehead pour un
C‘-complexe non-singulier ([14], théoreme 4). 11 définit, pour cela, des subdi-
visions du C‘—complexe, appelées (6,0)-subdivisions, semblables aux subdivi-
sions induites par nos sutes fines et régulieres. De telles subdivisions ont
également été détirues par Whutney ([15]), p. 358-360) et Thurston ([ 13] , §5).

La détinition de Thurston est proche de la ndtre : elles ont Youtes les deux la
propriété d'étre cristallines. Ces subdivisions ont toutes la méme fonction : pour
une telle subdivision suthisamment tine d'un simplexe plongé A : Aq Cy, V C RN ,
1'enveloppe convexe dans Rr\ de tout simplexe L(V)de cette subdivision est un

N . .
g-plande R aussi pres que 1'on veut du plan tangent @ 0 au barycentre de 0 .
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Nous avions construit nos subdivisions réguliéres avant d'avoir vu celles qui
existaient déja dans la littérature. Nous avons décidé de les laisser, elles nous

semblent les plus simples d*un point de vue géométrique.

On établit ensuite, au §4, les implications (2) et (3) pour la projection
sur le premier facteur f=pr : RT=R"xR™4R". On plonge, pour cela,
les complexes sectionnels dans des fibrations de Kan et on ramene la démonstration
des implications (2) et (3) pour f=pr aux résultats établis pour R"au §3 en
utilisant une propriété générique dans les submersions, la gggularité des chaines
sectionnelles (voir détinition 1.8 et proposition 2.1 (ii)).

On généralise, aux §§ 5 et 6 , les mémes implications au cas des submer-
sions en utilisant une méthode due a Milnor. Le contenu des §§ 4, 5 et 6 est
algébrique, les problémes de topologie différentielle ayant été résolus au §3.

Le §7 donne la version relative du théoreme S . Enfin, 1'appendice contient
les démonstrations de certains énoncés techniques.

Remarquons, en terminant, que toutes les difficultés pour établir les
théoremes P et S -et en particulier celles dues & 1'invariance par subdivision
linéaire et au caractere non-singulier des homologies considérées- q;paraissent
dans la démonstration de 1'injectivité des morphismes i, (théoréme P) et (pz) -
(théoréme S) . En effet, la surjectivité de i, estun corollaire immédiat de

1'équivalence des complexes C(V) et C(3) pour une trianzulation J de classe C°

de V . Et la sur)ectivité de (pz)‘r se déduit de 1'équivalence de C(x2) et C(3)
(pour une triangulation J de X2) et de la propriété suivante : toute triangulation
J de X2 admet une subdivision J' qui peut &tre perturbée en une triangulation J"
transversé au feuilletage 3 , la perturbation devenant aussi faible que 1'on veut a
mesure que la subdivision J' de J s'attine : voir Thurston ({137, §5) pour
une démonstration de cette propriété.

Néanmoins, nous établirons les théoremes P et S en entier, ce qui

ne sera pas plus long que dc démontrer la seule injectivité.

10
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1. DEFINITIONS ET PRELIMINAIRES

Nous utiliserons les définitions et notations suivantes . Par "variété
lisse", on entendra une variété paracompacte, différentiable
réelle de classe C , que 1'on munira au besoin d'une métrique riemannienne
et de la connexion riemannienne associée.

On appellera ensemble simplicial, un ensemble gradué S = (S }

qQqQ€Z’
avec Sq =@ pour q< O, muni d'opérateurs de face F‘i : Sq - Sq_ vérifiant

1

FiFj = FJ-IFi pour i <j (on ne considére pas d'opérateurs de dégénérescence),

et morphisme simplicial une application graduée de degré O commutant avec les

opérateurs de face. Un complexe de chaines géométrique (engendré par un

ensemble simplicial S) est un complexe de chaines (\Cq}

qEZ'a) ou Cq est le
groupe abélien libre engendré par Sq etou d = = (-1)1Fi ; pour une chaine
O=1=q

quelconque c € Cq , on désignera par S(c) le sous-ensemble simplicial de S
formé des simplexes de ¢ et de toutes leurs faces, et par C(c) le sous-complexe
géométrique de C engendré par S(c) . L'homologie d'un ensemble simplicial S
est par défiution celle du complexe géométrique engendré par S . Enfin, les
définitions de complexe de Kan et de fibration de kan sont celles de (97,

Chapitres I et 11 .

HOMOLOGIE DE PLONGEMENTS ET HOMOLOGIE SECTIONNELLE.

Soit V' une variété LUsse de dimension n ; désignons par Hq I'hyper-
plan de R contenant le simplexe type 4 qQ° Pour 1sk <« , |'homologie
k-fois différentiable de V et I'homologie de plongements k-fois différentiables
de V , notees H-(V)Dk et Hﬂ(\')pk , sont les homologies des sous-ensembles

simpliciaux s(v)Pk c S(V)Dk de S(V) formés des sumplexes A : Aq »V qu se

"
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prolongent sur un voisinage ouvert de Aq dans Hq en une application (plongement)
de classe Ck (on entendra par plongement une immersion injective ; tout plonge-
ment d'un espace compact dans une variété lisse (séparable) est donc également
un homéomorphisme sur son image, c'est-a-dire un plongement régulier).
Remarque. L'homologie k-fois différentiable, en tant qu'homologie "singuliilegg‘que
(les simplexes admettent des singularités) satisfait aux axiomes d'une théori:e—hm;
elle est canoniquement isomorphe a 1'homologie singuliere de V ([2], [4). Par
ailleurs, la démonstration du théoréme P pose tous les problemes de la suppression
des singularités (et, malheureusement, ni les méthodes de [2] et [4] ,. ni celles
du cobordisme ne s'appliquent ici). Néanmoins, il est facile de voir que 1'homologie
de plongements vérifie également les axiomes d'une théorie homologique dans la
catégorie naturelle (variétés lisses, morphismes et homotopies plongés). Seule
la propriété d'invariance par subdivision n'est pas immédiate ; nous 1'obtiendrons
au théoreme 2-P (§2) .

Voici maintenant une définition catégorique de 1'homologie introduite par

Shih ([10]). Soit 1<k <% . Un diagramme commutatif

g
2
Y, X,
o {
g
1
Y, X,

de variétés lisses et d'applications de classe Ck est appelé k-diagramme

si g, estun plongement. On notera g le couple (g‘,gz) et ((,Io;g)k le
k-diagramme. Si Y] et Y2 sont vides, ((.fo;g)k est note (()k ou simplement f . Un
k-morphusme d'un k-diagramme ((,to;g)k dans un autre ([',(6;5;')k est un

¢ ]
Xl'xx xl

) . . .
et hYl : Yl Yl (1r=1,2), ou h)\‘ et h\.‘ sont des plongements, tel que h

rende commutatif le cube correspondant.

quadruplet h = (h, ,hy, ,h, ,h,. ) d'applications de classe Ck , h
L S P P

12
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Désignons par Bk la catégorie dont les objets sont les k-diagrammes
et les morphismes, fes k-morphismes. On définit de la fagon suivante le foncteur
homologie sectionnelle H e ‘k =+ G a valeurs dans la catégorie des groupes
abéliens gradués. On commence par le cas absolu.

Soit f: X2 - )(1 un k-diagramme. Un g-simplexe sectionnel k-fois

différentiable de f est un k-morphisme A : 1 s " f . C'est donc un diagramme

commutatif

d'applications de classe Ck ou )‘1 est un plongement . Par conséquent, )‘1 et

A 2 sont des plongements réguliers et déterminent une section locale Ao A-] de

2
f au-dessus de Im x, .

On désigne par S(t)k 1'ensemble gradué de tels simplexes muni des
opérateurs de face naturels : Fi(k1,A2) = (k1 ./\2) ° V.l ou Vi : ]A c— lA est

q-1 q

I'injection habituelle sur la i-eme face de 1, . On note C(t)k le complexe

q
géométrique engendré par S(t)k , dont 1'homologie H*([)k est appelée homologie

sectionnelle k-fois différentiable.

Soit ([.to;g)k un k-diagramme. En tant que k-morphisme de (0 dans f,

g induit un morplusme également noté g : C(Io)k - C(”k . Alors, le groupe

d'homologie sectionnelle relative H*“"O:g)k provient du complexe C(r,(o;g)k
défini par le mapping cone des complexes de chaines C([)k et C((O)k :
C(t,fo;g)k = C(()k * C(ro)k dont le g-éme groupe est Cq(t)k G’Cq_](fo)k et
dont le bord est donné par d(c @ co) = (oc + gco) & (—aco) .

Par ailleurs, il est clair que tout k-morphusme h : (l,(o;g)k ~(f .f(');g')k
induit un morphisme h : C([,(O;g)k ~ C(r' .!o' ;g')k définu de fagon naturelle.

Ceci compléte la défirution du foncteur H_ : 5 G .

13
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Enfin, notant {k la catégorie dont les objets sont des applications de
classe Ck » 8: Y= X, d'une variété lisse dans une autre, et dont les

morphismes sont les diagrammes commutatifs (hx,hY)

h
y —
h
X X X

d'applications de classe c* » on définit les foncteurs P, : 5 "€, (i=1,2
associant au k-diagramme (t,to;g)k , 1'application g * Yi -+ Xi , etau
k-morphisme (hx1'hx2'hY1'hY2)' le morphisme (hxi'hyi) . Pour i=1,2,
il existe une transformation naturelle P entre le foncteur d'homologie section-
nelle H *" sk -+ G et le composé de Pi et du foncteur d'homologie singuliére

relative, H »*° Pi : ‘k - £k -+ G, définie sur les simplexes sectionnels par

PildpAg) = A, .

Remarque. L'homologie sectionnelle satisfait a tous les axiomes d'une théorie
homologique (interprétés de la facon naturelle dans la catégorie sk) sauf
I'invariance par subdivision qui, cependant, est vérifiée dans les submersions
(théoreme 2-S, §2).

Le principal objet de cet article est la démonstration du théoreme S . Si
1sk< k0 <o, un ko-diagramme (t)k est a fortiori un k-diagramme, et

0 :
1'homologie sectionnelle H”(t)k est bien définie. Le théoréeme S s'écrit

alors :

THEORE::ME S . Soit f: X2 - X' une submersion de classe Ck0 ,

2s k°$°° . Quel que soit 1sk< k0 , le morphusme injectif py: C(I)k - C(XZ)

induit un isomorptusme (92) . .sur les groupes d'homologie en dimension

*<n=dm )\'l et une surjection en dimension n (Hq((}k =0 pour q>n).

14



HOMOLOGIE DE SHIH D'UNE SUBMERSION

Identifiant C(i)k au sous-complexe Im P, c C(Xz) , le théoréme S
exprime que les g-chaines singuliéres de X2 sont représentables par les
q-chaines de Im Py quel que soit q<n (une chaine c € C(Xz) de bord
dc € Im p, est représentée par une chaine c' € Im p, si dc' =dc et
c-c'€ B(Xz)) . En particulier, dans une variété lisse munie d'un feuilletage
régulier (V,¥), les g-chaines singulitres de V sont représentables par
les qg-chaines de simplexes plongés transverses aux feuilles, en toutes

dimensions q < codim & : ceci s'obtient a partir du théoréme S en utilisant 1'inva-
riance par subdivision de 1'homologie des simplexes plongés transverses aux feuilles ,
invariance que 1'on démontre de la méme maniére que 1'invariance par subdivision

de 1'homologie sectionnelle d'une submersion établie plus loin.

L'une des difficultés essentielles dans la démonstration du théoreme S
consiste i établir 1'invariance par subdivision linéaire (ISL) (voir définition
plus bas) -et en particulier 1'invariance par subdivision barycentrique- de
1'"homologie sectionnelle d'une submersion : on l'obtiendra comme résultat
d'un procédé d'induction faisant apparaitre des homologies plus générales,
les homologies de p-champs sectionnels transverses. On suppose maintenant
les cardinaux 25k05°°, 1_<.ksko-1 , m=dm X2 , N =chm)\1 (m=n)
fixés une fois pour toutes jusqu'au § 6 oul'on établira le cas k = k0 du
théoreme S .

On donne d'abord les définitions de subdivision hnéaire et d'homologie

de p-champs (sectionnels) transverses.

SUBDIVISIONS LINEAIRES.
Pour 1'étude de 1'homologie de plongements, la suite des iteres successiis de la
subdivision barycentrique des simplexes type ne constitue pas une categorie
de subdivisions suffisamment grande : on ne pourrat pas, dans cette catégorie,

établir par exemple le lemme 3.8 plus loin. Par alleurs, la categorie des
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subdivisions C™ des simplexes types, trop vaste, ne ferait que reporter dans
A q les problemes posés par les homologies non-singuliéres dans la variété V .
La bonne catégorie a considérer est une catégorie intermédiaire, celle des

subdivisions linéaires.

DEFINITION 1.1. Soit P un gq-polyédre homogene de R™. Un couple (K,h) est dit

triangulation linéaire de P si K est un complexe simplicial et si h est un homéo-

morphisme de |K| sur P dont la restriction a chaque simplexe de K est une
application linéaire affine non-dégénérée. Si de plus P est orientable et si & est

une orientation de P , un triplet (K,h,GK) est dit triangulation linéaire de (P,®)

si (K,h) est une triangulation linéaire de P et si 6, est1'ensemble {s.}

K s€ Sq(K)
des orientations de chaque simplexe s de dimension maximale q de K telles que
la restriction de h atout g-simplexe s conserve l'orientation.

Soient (K,h,SK) une triangulation linéaire de (P,®) et w un ordre total

des sommets de K . On associe au couple ((K,h,sK), w) lachafne

c((K,h,GK),w) € Cq(P), appelée chaihe de triangulation linéaire de (P,®) , définie

par (Km0 ),w) = h( T €8,

s€ Sq(K) s
ou 8§ est l'application simpliciale non-dégénérée appliquant Aq sur s respectant
1'ordre des sommets de s induit par w , etou {S = +1 si l'orientation de s
induite par w est compatible avec Gs , e -1 sinon. Notant C(P)L le sous~
complexe de C(P) engendré par le sous-ensemble S(P)L c S(P) des simplexes
linéaires affines non-dég/énérés, ona :

c((K,n,0p),w) € C(P)

DEFINITION 1.2. Soit Gq 1'orientation du simplexe type Aq induite par 1'ordre

Ydqe0
pour chaque entier q2 0, d'une chafne 7q de triangulation linéaire de (Aq.aq)

la donnée

des sommets de Aq . On appelle subdivision linéaire, ¥ = (

telle que Y0= 14-0 et ayq= g (-1)iV ‘) quel que soit g1 .

(y
i=0 e

16
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Toute subdivision linéaire y = (‘yq) @0 induit naturellement un endomor-
phisme x: C(T) » C(T) pour tout espace topologique T , défini par
x(\) =X(yq) quel que soit A € Sq(T) . Si T est une variété lisse ou un
espace linéaire, X se restreint & un endomorphisme sur C(T)Pk et C(T)L
respectivement.

L'invariance par subdivision linéaire (ISL) d'une homologie signifiera

que, quelle que soit la subdivision linéaire y , 1'endomorphisme x sur les

groupes d'homologie induit par y est 1'identité.

COMPLEXES DES p-CHAMPS (SECTIONNELS) TRANSVERSES.

DEFINITION 1.3-P. Soient V une variété lisse de dimension n et pa1

un entier. Notons supp : Vp('I‘V) + V laprojection canonique sur V du tibré
de Stiefel des p-repéres. On désigne par Sgp)(v)Pk 1'ensemble des simplexes
€ Sq(Vp(TV))Dk tels que : (i) A = suppo ¢ appartient a S‘;‘(V)pk et
(ii) quel que soit x € Aq , le p-repére ¢ (x) est transverse au support :

dim [Im (DA ()),0'(x),...,6P(X)] = q+p .
(A moins d'indication contraire, "transversalité" sera entendu au sens
d'indépendance linéaire.) Les opérateurs de face sont définis de fagcon naturelle
(Fi(w) =Qo Vi) et font de S(p)(v)pk un ensemble simplicial dont on note
C(p)(V)Pk et l’{("")(v)pk le complexe et 1'homologie correspondants, appelés

complexe ( homologie) des p-champs transverses de V . On pose
clo

- (p) _
(V)Pk = C(V)Pk . On remarquera que Hq (V)Pk =0 pour q< O et

(p) _ (p)
q>n-p, etque Hn-p(V)Pk = zn-p(v)Pk , le groupe des cycles.

DEFINITION 1.3-S. Notons VD(TV) le ibré sur V des p-vecteurs (pas

nécessairement Linéairement indépendants) et supp :VD(TV)-' V la projection

canonique sur V . Soit t:x2~ Xl une application de classe C 0 , Ou
ZSkosn,dimX2=m et dimx]-n. Pour lsk5k0-1 , on désigne

17
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par S‘:p)(t)k 1'ensemble des k-morphismes ¢ = («p1,‘p2): 1 A - Vp(Dt) ,

~ ~ ~ -1
ol Vp(Dt) : Vp(TXz) - Vp(TX,) est 1'application de classe Ck(J
o p) S (p)
induite par f, tels que @, € S(q (XI)Pk (ceci implique que ®, € Sq (XZ)Pk
et que (supp o S,» Supp o sl) € Sq(t)k). Muni des opérateurs de face naturels,
S(p)(t)k est un ensemble simplicial dont on note C(p) (f)k et H(p) (f)k le

complexe et 1'"homologie correspondants, appelés complexe (homologie) des

p-champs sectionnels transverses. On pose C(o)(t)k = C(t)k , et 1l'on remar-
quera que Hép)(t)k =0 pour q< 0 et q> min(m,n)-p . La définition 1.3-S
se réduit a la définition 1.3-P pour f=1,, .

Soient p2 0 et ¢ un simplexe de S(p)(t)k » que l'on écrira explici-
tement ¢ = (“’1""2) = ((<p:, .o .,4*:),(&021, .o .,cpg)) . Définissons les morphismes
simpliciaux :

. g . . glp) (p)
supp : S(f), — S(f), ; p;: ST, — S (xi)Pk
@ +— (supp o @, ,supp o ®,) o9
et,si p21 et 1<j<p :
. 5P gy — gV
b+ Py — sV, (© sony
@ — (¢ .dz)
et L S(p)(f)k——' S(p-])(t)k
L ) P (o] 3 p
‘p'_'—°((w11'°"w11"-1¢1 )p(‘ng---:wz,---v‘pz)) ’

ou LA S“)(t)k - S(f)k est défini par ™, =supp .

NOTATIONS 1.4. Soit c € c(")(t)k; on désigne par 'c'("’(t)k et E(")(t)k

les sous-complexes de C(p)(t)k déterminés par les contraintes :

cE€ C(D)(t)k (resp. E(p)(t)k) = ﬂJ(C) =0 pourtout 15j=p
(resp. 1<j<p-1).

PROPOSITION 1.5. Soit C un sous-complexe géométrique de C(p)(f)k , engen-

]
dré par Sc S(p)(()k , et A: C~ C(p )(()k une application linéaire graduée

de degré d . Quel que soit 1<) =mn(p,p'), les trois conditions suivantes

18
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sont équivalentes :

1) A est stable pour la contrainte "= 0 ;

2) Quel que soit s €S, wJA(s) ne dépend que de ﬂj(s) :

3) 1l existe une application linéaire graduée de degré d ,
Agp-" : Py, » PV, telle que w.A - A_].(P")vj

Cette proposition, dont la démonstration (1=> 2= 3 = 1) est facile,

justifie la définition suivante.

DEFINITION 1.6. Une application linéaire graduée de degré d ,

A: C- C(p')(t)k , définie sur un sous~-complexe géométrique de C(p)(lf)k ,

est appelée (r)-application (1 =r <min(p,p')) s'il existe r applications
linéaires graduées de degré d , AJ.(p'I) : C(p'I)(t)k -+ C(p'-”(t)k , telles
que A = Agp-”ﬂj quel que soit 1<j<r . Siles r appications AJ_(D"‘)
sont égales a une méme application A(p-l) , A estune (r)-application forte.
Selon la proposition précédente, un endomorphisme M de C(r")(if)k est stable
pour toutes les contraintes 7= 0 si et seulement si M est une (p)-application,

et dans ce cas M induit un endomorphisme de (—Z(p)(t)k .

. (p) . <(p) .
Remarque. Identifiant S P (lv)k a sP (V)Pk ,» les morphismes supp , K
et uj définis plus haut s'identitient a des morphismes sur S(p)(V)Pk que
nous désignerons de la méme manuere. Ceci dit, les notations 1.4,

proposition 1.5 et définition 1.6 se transportent au cas non-sectionnel en

substituant C(p)(V)Pk a C(p)(t)k .

La proposition 1.5 admet le corollaire suivant dont nous ne nous servirons

que dans le cas sectionnel.

COROLLAIRE 1.7. Soient C un sous-complexe géométrique de C(p)(t)k ,

1]
engendré par Sc S(p)(t)k , et A: C~ cl )(t)k une application linéaire

graduée, avec p 2 p', s'exprimant sous la forme A(s) = a5, * . +3,85, ,
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ou ¢, a,,...,a, ne dépendent que de pp,+1(s),...,yp(s) . Si “j(si)

ne dépend que de uj(s) , pp._ﬂ(s), . ..,pp(s) quels que soient 1sjsp',

s€S et 1<i<t, alors A est stable pour les contraintes ﬂj =0,1<j<p’.
En particulier, si A =M est un morphisme provenant d'un morphisme simplicial,

M est stable pour les contraintes "j =0 (1<j=<p') dés que pJ.(M(s)) ne

dépe"d que de “J(S) 1“pl+1(s) g '“D(S) .

DEFINITION 1.8. Pour p 20, une chaine c € C("')(t)k est dite g-réguliere

(q € Z) si, quels que soient s,s' € Sq(c) :
P, (supp(s)) £ p,(supp(s')) = p, (supp(s)) # p, (supp (s'))
et pz(Fj(S)) #p, (uj(S')) = pq (uj(S)) #p, (#j(S'))
pourtout 1<j<p (si p=0, seulelapremiére implication est retenue).

Une chafne est réguliére si elle est g-reguliére pourtout q€Z .

2. SUITE EXACTE DES COMPLEXES DE CHAMPS SECTIONNELS

TRANSVERSES ET REDUCTION DU PROBLEME ISL .

Le morphisme el C(p+1)(t)k - C(p)(f)k est une (p)-application forte
(il suttit de poser Al - i C(p)(t)k -~ C (p-”(t)k) et induit donc un morphisme
ﬂp+l : E(pﬂ)(t)k - C (p)(t)k « Dorénavant, on notera simplement n le
morphisme éliminant le dernier champ, ainsi que le morphisme qu'il induit en

homologie. On a la :

PROPOSITION 2.1. Soit f: X2~ )(l une application ditfférentiable de
k ~ -
classe C 0. Si % : Hé”")(x)k - Hq(p)(!)k est surjectif, alors :

(i) ﬁq(p)(t)k est invariant par subdivision _linéaire, ce qu'on écrira :

Flgp)(()k ISL (pour p =0, ceci exprime l'invariance par subdivision linéaire

de Hq(t)k) ;
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(ii) Tout élément de Z ':(‘p)(t)k est représentable par un cycle régulier,
ce qu'on notera : l-{(gp)(t)k R.

Démonstration. (i) Il est clair, d'abord, que toute subdivision linéaire
X : C(p)(t)k -+ C(p)(t)k induit un morphisme ¥ : E(p)(f)k - ('f(p)(t)k , X étant
une (p)-application forte. L'énoncé (i) a donc un sens.

Soient ¢ € E(p"'n(t)k et X une subdivision linéaire sur E(p)(t)k .
Considérant ¢ comme élément de C(pﬂ)(t)k , C(c) est un sous-complexe de
C(pﬂ)(t)k . Désignons par C(c) le sous-complexe C(c)N E(pﬂ)(t)k . Onva
définir sur C(c) une homotopie :

Axm,m : Clc) — € (p)(t)k entre xm et 7 ,
ce qui établira (i). On commence par définir une homotopie

Ayxm,m : Clc) — C(p)(t)k entre X1 et 7
en intégrant, dans la variété )(2 munie d'une connexion riemannienne, le
(p+1)-éme champ le long du support par 1'application exponentielle.

Soit s = (s1 ,52) = ((w}, cen ,d"”),(‘l’;, .. .,w‘z’”))‘e S(c) , et désignons
par A = (xl,xz) le support de s . Notons d la dimension du simplexe s et
définissons 1'application de classe Ck :

CZUPP ) — X

:Adx(—n 2

> 0 est suffisamment petit

supp’” supp

1 . .
par G;um)(x,t) = Exp (tw? (x)) , ol le réel "supp

pour que cette application soit bien définie. Désignons par
G?upp P8y x (-T’supp'nsupp) - X

1' application fo GZ"pp . C'est une immersion en tout point (x,0) car

cp:”‘(x) = Dl(wgﬂ(x)) est transverse a Im D)\](x) . Puisque G]Squ\Adx‘O} = xl

est un plongement, on en déduit |'existence de 0 < csupp < nbupp tel que la

supp _ lass k
restriction de G‘ a Ad x ( csupp'csupp’ soit un plongement de Classe c.
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Pour 1<j<p, on détinit 1'application de classe Ck
J. _
G2 : Adx( ej,ej) b TX2
J - J N J N
par Gz(x,t) = DI-:Xp|t tpg”(x) (P(oz(x))) , ol A(qu(x)) est le transport paralléle
< .
euclidien dans 1'espace T, o x) o+ portant (pz(x) du point 0 € TA (x)x au

p+1
point te, (x) € TA e ) 2 (en toute rigueur, c'est le vecteur wz(x) € TO(T Agx) 2)

identifié a «pz(x) , qui est transporté). Comme auparavant, szl A x{0} = wi

et eJ > 0 est choisi suffisainment petit pour que 1'application GJ2 soxt bien définie.
‘i J . -

Désignons par 01 : Adx( ej,ej) —_— ’I‘X1

1' application DfoG% . Puisque 1<k sko-l , Df est de classe Ck , d'olu

G'lj est également de classe Ck . Ona,en t=0 :

dim [ImDGS*PP(x, 1), c‘(x B, ...,62x,9] =

(2.1)
= dim [ImDx,(x), ¢°+ (%), w,(x),-.-.wl(x)] =d+10+p ,

car DxG?qu(x,O) = D)\1(x) et DtG?uPp(x,O) = gos’”(x) . Soit alors

0<e < min (e cp) suffisamment petit pour que la relation ( 2.1)

supp’el’”"

soit vérifiée quels que soient x € A et -e_<t<e€_ . Posant ¢ = min ¢_,
d s s s€S(c) S
on définit enfin, pour chaque s € S(c), les applications :
Supp
su 1Adxﬁc G lAdx(-e,e)
g PP . 44 %R Adx(-e,c) i
)
. 1Adx6€ Gi lAnx(-e,c)
g‘i] : 4, xR a4 x (-€,¢) X,

ou 6€ : R~ (-€,€) est le difféomorphisme 6€(t) =t/ Y (l+t2)/€2 .

P)gy (p) .
Notons PS (f)k = {PSqﬂ([)k}qu 1'ensemble gradué des (q+1)-
prismes de p-champ sectionnel transverse k-fois différentiable de f (méme

définition que S(p)(f) en remplagant 1 par 1, x 1), muni des opérateurs
k A q Aq R

de face induits par ceux de S(':')(()k (pour 0=1=q, F: S(p’ 0, - Psg”(!)k
est défini par Fi(p) =pe (Vi x IR) ) , et désignons par PC(D)(()k le complexe

de chaines géométrique engendré par PS(D)(I)k . Alors, l'application
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P : S(c) — Ps(p)(t)k
P 1 1 .
définie par P(s) ='((g1 yooo ,g‘;),(gz, . ,g’;)) commute avec les opérateurs de
face et induit un morphisme sur les complexes de chaines correspondant. Par
ailleurs, chaque prisme sectionnel P(s) , pour s € S(c), induit un morphisme

naturel (®)
P(s) : Clay xR),, — c"(:)k .

Alors, A: C(c) - C(p)(t)k est donné sur s € S(c) par A(s) = P(s) (ﬂd(1A ),
d

ou 09 est 1'homotopie du lemme suivant :

LEMME 2.2. Soient xd : C(Ad)L - C(Ad)L une subdivision linéaire, et

jg : C(Ad)L - C(Ad x R)L induit par 1'identification de 4 a Ad x {0} .

11 existe une homotopie canoniguement définie O.d : Cla d)L - C(A& X R)L

d.d .d a d e N
entre jyx et jy , telle que la chaine & (Vi) € Cd(Ad x R)L soit égale a

d-1 . . . )
(Vi x 1R)(0 (]Ad-1)) , Vi étant 1'inclusion habituelle de Ad_‘

d -

sur la

i-eme face de A

Démonstration.  On définit inductivement &9 par :

. q9g) - dd_d_d
Qy = 0 5 Q7)) = Cuo )Upx -3 =8

o,
ou 0 estun ¢-simplexe de S(Ad)l_' b € Ad est le barycentre de Imo ,

IRCIC

n o
et C(bo,l) le cOne de sommet (b ,1) EAde .

Revenant a la démonstration de la proposition 2.1, A réalise bien
une homotopie entre x7 et 7 . En effet :
. d
oA(s) = 2P(s)7(1, )
d
4 d.d d | d
= P(s) JoX (1A ) - P(s) JO“A )-Pls) & «)(IA )
d d d
Or,

d d d ; 4 .d ..
(@) P(s)gaa (1, ) =xm(s) et P(s)y, (1, ) - 7(s), car P(s)), coincide
ar Fisli, % 04, 0

avec n(s) sur Ad :
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) Ps)a%(1, ) = P9 ( T (1iv)
d 0<i=d 1
= T ()ipev xig)etla
OsiSd( ) Ps)V; x 1) (Ad—l)
en vertu du lemme 2.2. Or, P(s)(Vi X 1R) = Fi(P(s)) = P(Fi(s)) car P

commute avec les opérateurs de face, d'ou

P(9a%a(1,) = T (-1} p(Fs)Q
d

-1
(1, )
O=<i=d d-1

[}

z (—1)‘A(Fi(s)) = Ad(s) .
0sisd

11 reste a vérifier que cette homotopie A: C(c) = C(p) (t)k induit bien
une homotopie A : E(c) - (-:(p)(t)k ; il suffit d'établir que A est une (p)-

application forte. Notons S(p)(c) = U Im ('nj : S(c) ~ S(p)(t)k) et posons
1<j<p

A(p) : C(p)(t)k - C(p_1)(f)k défini sur s £ S(p)(c) par 0, etsur s¢€ S(p)(c)
par A(p)(s) = P(s) Od(l Ad) ol la définition de P(s) provient de 1'intégration
du dernier champ tpzp le long du support dans X2 , avec la méme fonction 6e
utilisée pour A . Il est clair que ce méme choix du réel ¢ fait a fortiori
1' affaire, et que nJA = A(p)wj quel que soit 1<j<p .
(ii) Nous allons démontrer 1'énoncé (ii) en supposant vrai le théoreme P
pour les espaces euclidiens : en effet, nous n'utiliserons pas cet énoncé dans

la démonstration du théoreme P (§3), mais seulement au §4 .

Sous 1'hypothese de la proposition, la propriété de régularité est
"générique". Soit z € 'igp”)(()k . On va montrer que 7(z) est homologue,
dans E‘gp)(f)k , aun cycle régulier en perturbant convenablement 7(z) le long
de la "bande" P(z) de (gq+1)-prismes détinis en (i). 1l nous suffira de défimir
un morphusme M : C(z) - C(p)({)k appliguant z sur un cycle régulier, et une
homotopie € : C(z) = C(p)(f)k entre M et m, telsque M et € soient

stables pour les contraintes nJ =0, 1€)=<p.
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Soit P: S(z) » PS(p) (t)k le morphisme simplicial défini en (i) .
Pour un simplexe s € S d(z) quelconque et un p-tuplet quelconque
a= (aI, ..., ) d'applications aj : Ad + R*= (0, de classe Ck, on définit la
a-perturbation P a(s) € Psg:»)l(t)k de P(s) de la méme maniére que P(s) ,

a la seule différence que (Gg) o est ici donné par
J - ) J
Gy(x,t) = DExphwgﬂ(x) (Al(r t)wlz(x) +taj(x)¢2(X)))
Pour une application g: A a” a a* R , graphe d'une application
K “ -
B:ay - R" de classe C" , P (s)(B) € S(g)(t)k car B €S (8, xR),, -
Alors, tout couple (a,8) de morphismes a: S(z) = (S(R")”()p et
B: S(z) -~ S(R+)k , induit un morphisme M(d 8) : S(z) - S(p)(f)k défini par

Mg 5)(S) = Po(g)( B (s)) -

De méme, («,8) induit une application linéaire graduée de degré 1 ,
. - P - d
6(“,%) : C(z)-~C (f)k définie sur Sd(z) par e(a'p)(s) = Pa(s)(s)(rﬁ(s)“Ad))
. . . 2 o d.
ou rB(s) est une homotopie entre les morphismes B (s), Jo: C(Ad)pk -
- i 1 3 d .

C(Ad x R)Pk induits par les plongements B (s) et io: Ad - Ad xR .
Puisque le théoreme P est supposé vrai pour les espaces euclidiens, une telle
homotopie existe. En particulier, or. peut définir FB?S) par induction sur d ,
de sorte que r vérifie la méme relation que 1'homotopie ad du lemme 2.2 :

d . d-1 _ e .
rB(s)Wi) = (\/l,x lR)(l‘B(Fl(S))(\Ad_])) . Comme dans la preuve de (1), cette
relation assure que ©

B réalise bien une homotopie entre M(c- et n
’

(a

\8)

quels que soient les morphismes a et

11 reste a définir les morphismes & et 8 de maniere a ce que
M(u,s)(z) soit regulier et que M(“.B) et G(u"g) soient stables pour les
contraintes ﬂJ =0, 1=<)=p . Remarquons d'abord que SuppoM(a £) 1 o(e) = b(t)k
ne dépend que de 8 . On commence donc par détinir 8 (par induction sur d)

de sorte que, quels que solent s, s' € S(z2)
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18) By q(s) = i 4(s") = B(s) = B(s')
%) Py Supp Mg, g)(s) 7 Py SuppMyq 5)(S') = Py SupPMg 5)(S) £ Py suppMiggs')

Ces deux conditions sont compatibles car, pour ¥ o+

la premiére condition entraine : supp M( o p)(s) = supp M( a p)(s') . Selon [2],
b/ ’

i(s) = #p+1(s') )

lemme 4a), toute application continue F : BA a” W, dubordde A, dans
une variété W , dont la restriction a chaque d-1 face est de classe Ck , est
globalement de classe Ck sur BA d - Et selon [ZJ , lemme 3a), toute
application F : BA& a W de classe Ck qui se prolonge a une application
continue sur A d’ admet une extension de classe Ck a b d e La définition
inductive de 3 est donc possible.

Enfin, on définit les morphismes al yoos ,up de sorte que, quels que

soients s, s' € S(z) et 1<j=p :
14 = s') et u(s) =p(s') = als)=als'
Q) “p+1(5) up+1( ) uJ(S) MJ( ) = J( ) J( )

M M ') = . M ') .
24 Pk Mg, p)(8) # PokM(g g)(s") = PyKM(g g)(s) £ pyiiMg g)(s")
Ces deux conditions sont également compatibles. Les conditions
28) et 20) assurent que le cycle M(a 5)(2) est régulier. Par le corollaire 1.7,
’

les conditions 18) et 1a) assurent que M(a,ﬁ) et e(u,m sont stables sous

les contraintes ﬂJ =0. 1=)<p; montrons-le, par exemple, pour e(a 3) "

S, +...+a,s

171 e
que de ypn(s) en vertu de 18) . Donc G(Q,B)(s) = a‘Pds)(s)(sl) et

. - d - . )
Soit s € Sd(z) et écrivons rﬁ(s)(1Ad) =a , qui ne dépend

aePds)(s)(se) » Ol 2,a,...,a; nedépendent que de Ko (s) . La

1 1

premeére hypothese du corollaire 1.7 est vérifiée. Soient maintenant

s, s' € Sd(z) tels que uJ(s) =uJ(s') et up”(s) = (s') . Alors

ol
e(a,ﬁ)(S) = alpa(s)(S)(sl) *eeva P (s)s,)
o O(c,8)5") = 2, Py(en)(s'Ns )+ i v @, P (s,
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Par la condition 19 , aj(s) = aj(s') , et par hypothése uj(s) = yj(s')
et ¢

(s)=n
p+i p+1
"j(Pa(s)(s)(si» = uj(Pa(s,)(s')(si)) quel que soit 1si%¢ . La seconde

(s') . On en déduit, par définition de P, » Que

hypothése du corollaire 1.7 est vérifiée, et e( ,8) est donc stable pour les

contraintes ﬂj =0, 1sj=p. Cqfd.

En présence de la proposition 2.1, on voudra montrer que le morphisme
m: T-l(gpﬂ)(t)k - ﬁq(p)(t)k est surjectif en dimensions q £ n-p , dés que f
est une submersion. Mais, méme au niveau des chaines et pour le cas f = IV .
la surjectivité de w: Eq(p*»l) (V)Pk - E(g) (V)pk (q # n-p) n'est pas immédiate :
il suffit de considérerlecasou p=q=1 et V = R3 , et de prendre
ce€ E§1)(R3)Pk définiepar C =@ - ¢' , ou supp () = supp (©') = X € 51(1?3)L ,
¢ est le transport paralléle du vecteur ¢ (b) le long de A (b = barycentre de
Al) , et @' décrit deux tours complets autour de A dans l'espace orthogonal
a A (figure 1). Alors, les chaines de la forme C-= (o,%) = (©',¥') vérifient
112('3) = c, mais ne peuvent appartenir a 61(2)(R3)Pk carsi ¥=4¢', 1'unau
moins des deux simplexes de € ne vérifie pas la condition de transversalité de
la définition 1.3-P, et si ¥ # ¢' , n](?)/é 0 . On pourra définir une chaine
< 66(12)(R3)Pk telle que nz(a = C en cassant en morceaux suffisamment petits
une homotopie Fl (0<t<1) entre © et ¢': onpose

c= I (Fti'“’i)°(Ft W) Ob 0 =1 <t <...<ty <t =1 sont

O=i<e-1 i+1
choisis de maniere a ce que ti, = 1, sSoit assez petit pour qu'il existe un champ
de vecteurs ¥ sur A qui soit transverse a la fois a Ft. et F : . On
vérifie directement que vz('E) =C et n](E) =0. ' o

On a reporté en appendice la démonstration de la surjectivité de
n: Eg’”)(v)Pk - C—q(p)(V)Pk (g # n~p) qui s'appuie sur cette idée et sur la
détinition d'un complexe c([?)(v)Pk dual a E‘:")(V)Pk , dont le bord est .

On y établit ensuite le cas sectionnel en ramenant sa démonstration a celle du cas

non-sectionnel
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k
LEMME 2.3. Si f: X2 - )(1 est une submersion de classe C ° , le

morphisme 7 : Egp“)(f)k - (-:gp) (f), est surjectif pour q £ np.
Alors, la suite 0+ C (p”)(t)k G, E(m1)(t)k—l-'9 é(p)(f)k -+ 0 est exacte

pour q <n-p . Fixons 0 <q <n-p et tronquons-la en dimensions supérieures

a q . Elle devient exacte en toutes dimensions et induit la suite exacte longue :

(2.2)

cee

—_ 5t St T, 50— mle) iy —
0 qu* (0, qu" (0, zqp (0, HY (0,

w5 . w1, 50— 5Oy —
RETVe,— HETV0 = BN — B0,

k

PROPOSITION 2.4. Soit f: X, = x1 une submersion de classe C

0
2 .

Quel que soit p2 0,

=(p+1) P (.73 )) L 5P .
H*<n—(p+1)(f)k =0 =) 7: Zq<n_p(t)k Zq<n-p(f)k est surjectif -——(7
2.3)

=(p)
= BP0 ISLetR

La premiére implication découle de 1'exactitude de la suite (2.2), la
seconde de la proposition 2.1.
Supposons maintenant que 1'on ait 1'énoncé suivant que 1'on notera () :

k,
Quels que soient la submersion f: X - X] de classe C 0 et l'entier p21:

2

H ff’)( n-plly ISL etR = Fiff’L n-plDy = ©
fn)

Puisque <0

(t)k est trivialement nul, les énoncés (2.3) et (%)

donnent alors, par induction, les :

THEOREME 1-S . Quels gue soient la

v . ko 7(p)
submersion f: X, X, declasse C = etl'entier pZ1, H*<n-p(f)k =0 .

THEOREME 2-S (ISL et R). Quelle que soit la submersion f: X_ - x1 de

2

classe Cko , est ISL et R .

H, < (0,
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Afin d'obtenir le théoreme S pour lecas 1<k < k=1 fixé, il reste
donc a établir 1'énoncé (¥ et le suivant que 1'on notera (%) : quelle que
ko

soit la submersion f: Xz-' X1 de classe C ~ ,

l-l_)*<n(lf)k ISL et R = P, Hq (t)k - Hq(xz) est un isomorphisme
pour q <n et une surjection pour q=n

dans lesquels ISL et R sont maintenant donnés en hypothese.

Les théoremes 1-S, 2-S et S ont pour corollaires, outre le théoréme P,

les :

THEOREME 1-P. Quels gue soient la variété lisse V" et llentier p21,

l--lf"":’iln-p(v)Pk =0 .

THEOREME 2-p (ISL). Quelle que soit la variété lisse V", H, (V)

ést ISL .

On déduit enfin aisément des théorémes 1-P, 2-P et P , le théoreme
suivant (on se borne ici a la version "P" ; la version S du théoréme 3 pour
les submersions est également vraie et s'interprete de la fagon évidente dans

les variétés feuilletées) :

THEOREME 3-P (champs transverses). Quels que soient la variété lisse vt

et l'entier p =1, le morphisme supp,, : H(c:))(v)Pk d Hq(v)Pk est un 1somor-

phisme pour q < n-p et une surjection pour q = n-p .

Le théoreme 3-P exprime essentiellement qu'il n'existe pas d'obstruc-
tion a la déformation homologique de "champs tordus" en '"champs plats".
Composant les théoremes P et 3-P, on obtient en particulier : tout g-cycle
singulier d'une vamété lisse est homologue a un g-cycle plongé "admettant" un
p-champ transverse (des que les dimensions le permettent : q+p <n). Evidemment,
un tel énoncé est faux dans la version géométrique Ou les q-cycles plongés sont

remplacés par les sous-vanétés de dimension q : d'abord parce que les cycles
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singuliers (a coefficients entiers) ne sont pas représentables par les sous-
variétés ([12]), et ensuite parce qu'une sous-variété n'admet pas en général
de p-champ transverse. La généralité provient de ce que 1'on a considéré

le mot "admet" dans le sens algébrique que lui donne le morphisme supp .

Voici le plan des prochains numéros. On démontre d'abord au §3
les théorémes P , 1-P et 2-P pour V = R" : il suffit d'établir les énoncés
(#) et (#*) sous leur version P avec V = R" . Cela nous permet, au §4,
de démontrer les théorémes S, 1-S et 2-S pour la submersion donnée comme
projection sur le premier facteur pr: Rm = Rn X Rm—n - Rn , ce qui

revient a établir les énoncés (*) et (¥*) pour f=pr . On établit ensuite
complétement au §5 les énoncés (*) et (¥*), ce qui démontre tous les théorémes

sauf le cas k =k, du théoreme S réglé au §6 .

3. HOMOLOGIE DES p-CHAMPS TRANSVERSES DANS LES

ESPACES EUCLIDIENS

PLAN DE LA DEMONSTRATION.
Nous allons établir les énoncés (*) et (*%) sous leur version P
dans lecas V = Rn , avec la métrique et la connexion canoniques. Puisque

(#+) est évident pour q =0, il suffit de montrer que :

ﬁc(lp)(Rn)pk ISL = Flép)(Rn)Pk = 0 quels que soient

(3.1)
p et q telsque 0sp, 0=q etO<g+p <n

Désignant par 1 : T(Rn) - R" x R" 1'identitication naturelle,
n n . R .
par T,: T(R) - R le composé prp°T ou pr‘2 est la projection sur le

second facteur, et par Rg 1'espace R"\ (0} , on notera
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cpj : S(p)(R")Pk - S(R?))Dk le morphisme simplicial défini par <pj(s)A = rz(uj(s))
pour 1<j<p . Alors, S(p)(li'")Pk s'identifie a un sous-ensemble simplicial
de S(Rn)Dk x (S(Rg)ok)p par 1'application qui 2 s associe le simplexe
(supp (s),(p1(s), eee ,cpp(s)) que 1'on notera simplement (A WPy eee ,(pp) .
Pour X € sq(Rn)Dk , DX sera considéré comme application de
k-1

classe C , DX : Aq-* L(HY,R™ , ou HY est I'hyperplan vectoriel de

rRM parallele a Hq =] Lq . Si A est linéaire affine, DA désignera 1'appli-

cation linéaire DX (x) € LHIY, R pour X gquelconque dans Aq .

DEFINITION 3.1. Un simplexe s = (A,ml,...,wp) € S;p)(mn)’k est dit a
support linéaire si A est linéaire affine non-dégénéré. Si s est i support
linéaire, on désigne par (s ]a le plus petit sous-espace linéaire affine F
de R" tel que (i) Im XS E et (ii) 1le vecteur tangent (X(x),wj(x)) €
Tx(x)g quels que soient x €Aq et 1 <j <p, et par [s] l'espace vectoriel

paralléle a [s], (si p =0, seule la condition (i) est retenue).

Alors s est dit sans torsion s8i s est a support linéaire et si dun[_s] =Qqp .

Une chaine est sans torsion ou a supports lindaires si chacun de ses simplexes 1Vest.

n L. .
Pour s = (*'“’1"“'%) € s;")(m )Pk , désignons par L(s) le sim—
plexe (L(A),wx,...,;pp) ot L) : Aq — R" est 1'application linéaire
affine (pas nécessairement non-dégénérée) déterminée par L(x)(ai) - A(ai)
quel que soit le sommet a, (0 <ic<q) de Aq . On établit (3.1) en trois

étapes, en supposant fixés q et p tels que O0sp,0SqetO0O<qgwp<n:

LEMME 1. Tout cycle de i((lp)(mn)’k est homologue, a subdivision prés, a un

cycle 3 swpports linéaires : aQik zc'z';")

(IR“)pk 3 1] existe deux subdi-

visions linéaires x,x' :E(P)(R“)Pk ’E(p)(mn)Pk telles que

- . . =(P) (m"
Lx(2) € IV (RN, e x'x(m)- xUx) € BPRT,

31



F. LALONDE

LEMME 2. Tout cycle de -Z';P) (Ill“)Pk a_supports linéaires est homologue, 3

subdivision prés, 3 un cycle sans torsion : soit z € E:P)(IR“)PK i supports

linéaires ; il existe une subdivision linéaire 1y : -C-(P) (?IR“\Pk — E(p) (lll.“)Pk

et un cycle 2' € -Z.((lp)(]lln)':,k sans torsion tels que x(z)-2' € i(p) (IRn)Pk.

La définition de 2z' proviendra d'un morphisme ST (sans torsion)
d'un sous-complexe de E:'(")(IR“)Pk a valeurs dans E(p)(Rn)pk : on posera
z' =ST(x(2)) .

. 5(P) ;0 : =(P) (0
LEMME 3. Tout cycle sans torsion de Zq (R )Pk appartient 3 B (IR )Pk°

L'énoncé (3.1) est un corollaire immédiat de ces trois lemmes.

Les difficultés, dans les démonstrations de ces lemmes, proviennent du

caractére non-dégénéré des simplexes de E(")(m“bk , a4 savoir

1) 1le support supp(s) d'un élément s € S;‘:’)(]R“)Pk est immergé 3.2

et

2) le pchamp @(s) = (©)(s),...,0,(s)) d'un &lément s € s;"’(m")Pk (3.3)
est un p-repére, et est transverse au support :

dim[Im DA(x).wI(X),---.CDp(X)] = qvp .

Nous devrons, pour établir les lemmes 1,2 et 3, considérer un complexe
de chaines plus vaste que -C-(p)(lkn)Pk , dans lequel les simplexes n'auront
pas a vérifier les conditions de non-dégénérescence 1 et 2. On récupérera
ensuite la non-dégénérescence par le moyen de contrdles uniformes : contrdle
uniforme sur la condition 1 par la métrique O-fine (Définition 3.3) et con-

trole uniforme sur la condition 2 par le volume des simplexes (Définition 3.10).

DEFINITION 3.2. Onnote $PIR ")Dk I' ensemble simplicial

S(Rn)Dk x (S(Rr('))Dk)p qui differe de S(p)(l?n)Pk par la suppression des

conditions (3.2) et (3.3). On considérera également les sous-ensembles
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simpliciaux suivants :
sPwn,, > $PmY, o sPRn, 5 sPEn
v U U
S(p)(‘Rn)lk S S(p)(Rn)pk 5 s(p)(Rn)Lk
ou I signifie "immergé". Ici, pour X =1, Pou L,
$(p)(Rn)Xk = S((li’")Xk X (S(F@Dk)p tandis que S(p) (Rn)x'( est le sous-ensemble
S P) (o h . . oo (p) .
simplicial de $'P/(R )x) déterminépar: s = ()«,(pI, .. .,q:p) € sP (Rn)Xk si
dim [Im DX (x),¢ 1(x), .. .,wp(x)] = q+#p quel que soit x .

1l sera commode d'étendre la définition 3.1.

DEFINITION 3.1bis. Un simplexe s € $‘§"’(R“)Dk est a support linéaire si
s € $ép) (Rn)l..k . Si s est a support linéaire, s est sans torsion si

dim [s] s gp -

TOPOLOGIE O-FINE.

Considérons le cas p = 0 dulemme 1 : 1'existence dune
subdivision x , telle que L(xz) soit non-dégénéré et homologue
3 yz (a une subdivision x' prés) suppose que chaque simplexe 1A' de yxz
converge uniformément, dans une certaine métrique sur Cl(Aq.an) , vers
L(A') quand x devient de plus en plus fine; on voudra, en particulier, que
cette convergence entraine la convergence du plan tangent Im Di'(x) vers le
plan tangent Im DL(A')(x) uniformément par rapport a xeAq . La topologie
C1 de Whitney ne convient pas pour ce genre de problémes, toutes les dérivées
des simplexes de xz et de L(xz) tendant trivialement vers O dans cette
topologie 3 mesure que x s'affine. Nous aurons besoin d'une topologie sur les
1-jets d'applications différentiables strictement plus fine que la topologie

C1 de Whitney au voisinage des l-jets ginguliers.
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DEFINITION 3.3. Soit F un espace vectoriel réel. Tout norme || sur F

induit une métrique d° : F x F— [0,2], éclatée 3 l'origine, définie par

=L o9 o

0 si (y,y') = (0,0)

d (y,y') =

appelée métrique O-fine induite par la norme ||. On notera d(y,y') = |y-y'|

la métrique usuelle induite par || .

La démonstration de 1'inégalité du triangle pour cette métrique n'est

pas immédiate : on la trouvera en appendice.

Remarquons que la topologie induite par la métrique O-fine contient
1'ensemble {0} comme ouvert, car do(y,O) = 1 quel que soit y ¢ O .
L'application :
id : (F,do) — (F,d) est continue sans étre bicontinue et, sur tout
borné B < (F,d) , l'application id : (B,do) —— (B,d) est uniformément

continue.

La métrique O-fine sur (F,|) induit une métrique O-fine sur 1'ensem-
ble L(E,F) des applications linéaires d'un espace vectoriel quelconque E

dans F :

d (A,B) = sup d (A(x),B(x)) € {0,2] (= sup d_(A(x),B(x)) si E est normé.
x€E ©° xl=1©

Si (E,|D) et (F,|D sont des espaces de Banach (ou des sous-espaces liné-
aires affines d'espaces de Banach), la métrique O-fine sur L(E,F) induit

une métrique O-fine sur 1'ensemble des 1-jets Jl(E,F)

a4, GO 0,5 @) (1)) = maxt |x=x* [, [£(0-g(x") |4 _(DF(x),Dg(x")) }

ou Df et Dg sont considérés comme applications de E dans L.(E,F) .
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Si (E,|l) est un espace de Banach et Y une variété différentiable, on donne a
JNE,Y) 1a topologie O-fine induite par la topologie O-fine des ensembles
JYE,¥,(U) o U parcourt 1'ensemble des domaines des cartes %, de Y ,
deux cartes définissant des topologies compatibles sur 1'intersection de leur
domaine (mais ceci est faux si E est remplacé par une variété différentiable,
méme si Y est un espace de Banach : les changements de cartes au but
définissent.des topologies O-fines compatibles, mais pas les changements de
cartes a la source).

Enfin, on peut définir une topologie O-fine sur C‘(X,Y) des que le
domaine ou le codomaine est un espace de Banach. Si X = E est un espace de
Banach, la topologie O-fine sur J1(E,Y) induit une topologie O-fine sur C’(E,Y)
en prenant pour ouverts les ensembles (t GCI(E,Y) : j‘t(x) € V pour tout x € E}
pour V un ouvert de J‘(E,Y) . Inversement, si Y = F est un espace de Banach),
C1(X,F‘) admet une topologie O-fine dont une base de voisinages ouverts est
donnée par :

BG () = (g€ C‘(X,F‘) : max { |f(x)-g(x)| ,do(Dt(x),Dg(x))) < 8(x) pour tout
x € X}

pour 8 € c”(x,n*) . Cette topologie est métrisable si X est compact.

On a la

PROPOSITION 3.4. (i) Solent E un espace vectoriel, (F,|D un_espace de

Banach et do la métrique O-fine sur L(E,F) . Alors, pour A, B € L(E,F) :

do(A.B) <1 e ker A = ker B

En particulier, si A esf non-dégénérée, B est non-dégénérée.

(ii) Soient X wune variété compacte, (F,|) un espace de Bapach et 4
la métrique O-fine sur Cl(x,F) . Alors, pour f,g € cl(x,r) :
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do(f,g) <1 = ker Df(x) = ker Dg(x) quel que soit x€X .

En particulier, si f est une immersion, g est une immersion.

... . . n
(iii) Soient E un espace vectoriel, (IR .H) avec sa norme usuelle, et

désignons par Lk(E,an) le sous-espace de L(E,IR“) des applications de

rang k . La métrique do sur L(E,an) induit naturellement, pour chaque

entier 1 < k < min(dim E,n) , une métrique dG sur le grassmannien

Gk(IRn) compatible avec la topologie usuelle de Gk(an) , telle que 1'appli-

cation "image"
n n
Im : (L, (E,IR),d ) — (G (R ),dg)

est uniformément continue. On peut dire davantage : quel que soit € > 0 ,

il existe § > O tel que si A,B € L(E,IRn) avec dO(A,B) <6 , A et B

appartiennent 3 un méme Ssous-espace Lk(E,]Rn) et dc(lm A,Im B) < €

Démonstration, (i) Si do(A,B) < 1, alors dO(A(x),B(x)) <1 quel que
soit x € E . Donc si A(x) = O , B(x) = O car do(y,y') =1 pour y =0
et y' 0 . D'oi ker A cker B . Et inversement. L'énoncé (ii) est une

conséquence de (1).

(iii) Remarquons d'abord que 1'énoncé (iii), comme les deux premiers, est
évidemment faux pour la métrique usuelle sur L(E,IR“) : il suffit de consi-
dérer deux applications A,A'€ Lk(E,an) avec Im A ¢ ImA' . Les deux
. 1 1
suites A ). et {+A'). convergent vers l'application nulle dans
(J )JEIN P Sen 8 PP
la topologie usuelle de L(E,an) , et convergent donc 1l'une vers 1'autre,

mais lm(}ﬂ) = ImA¢ ImA' = lm(:li*') quel que soit j€ IN

Démontrons (iii). D'abord, il suffit de choisir 6 <1 pour que A

et B appartiennent i un méme Lk(E.IR") dés que do(A,B) < 8. On définit
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la métrique dG sur Gk(IRn) par

d_ (P,P') = inf d (A,B)
¢ A,BEL(E,R™) °
Im A=P et Im B=P'

Vérifions 1'inégalité du triangle :
" A Al "
dG(P’P ) < dG(P,P ) + dG(P »P™)

quels que soient P,P',P" € Gk(IRn) . Remarquons d'abord que

inf  d_(A,B) = inf d_(a,B) (3.4)
A,BEL(E,R™) ° BEL(E,R")
Im A=P,Im B = P' Im B=P'

quel que soit Ao € L(E,IR“) tel que Im Ao =P . En effet, soient Ao tel

que Im Ao =P, et A,BE€ L(E,IRn) tels que ImA =P et ImB =P' . Soit
E1 un sous-espace vectoriel de E tel que les restrictions l\x et Bl de
A et B a !~:1 soient des isomorphismes sur P et P' respectivement.

Alors 1'application Bo €L(E,R") définie par Bo = B(Al)_le a pour image

ImB =1ImB=P' et
o

-1 -1
do(Ao.Bo) - do(A(Al) Ao' B(Al) Ao) < do(A,B) ,
car dO(A o¢,Bo¢) SdO(A,B) ou ¢: D= E estune application linéaire
quelconque (et do(Aow,B,o Q) - dO(A,B) S1 @ est surjective ; en particuhier,

la metrique O-fine est 1nvariante par 1somorphisme du domaine). Cect etablit (3.4).

On obtient par symétrie

inf 4 (a,B) = inf 4 (AB)
A,BEL(E,IR") AEL(L,IR)
Im A=P et Im B=p' Im A=P
quel que soit Bo € L(E.IR") tel que Im Bu = P' . Ainsi pour un tel Bo .

on a
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d (P,P')+d (P',P") = inf _d (A,B) + inf _ d_(B_,C)
¢ G AEL(E,R™ °  °  CceL(E,BRY °
Im A=P Im C=p"
= inf (d_(A,B )*d_(B_,C))
A,CEL(E, R™) () o’ 0o

Im A=P et Im C=P"

inf d (A,C) = d.(P,P") ,
A,CEL(E,IR™) ° ¢
Im A=P et Im C=P"
Ce qui montre que d. est une métrique. L est clair que 1'application :
n n
Im : (L(E,R),d) = (G(R),d5)
est alors uniformément continue : il suffit de choisir & < min (¢,1) . Enfin,
il est facile de voir que la métrique dG induit sur Gk(Rn) la topologie usuelle ;
il suffit, pour cela, de remarquer que dG(P,P') est le sinus de 1'angle au
sommet du plus petit cone fermé de R" centré en P , de sommet O, et contenant

PY
P' . Soit en effet dG(P.P') <1; aors P'NP = {0}, d'ou laprojection

orthogonale P, de P sur P! est unisomorphisme. Si A_ € L(E,Rn) est

0
tel que lmA0=P, ona :

dg(P,P") int do(Ay:B)  par (3.4)

B € L(E,IR")
Im B = p!

= dO(AO'pA ° AO)
car, pour Ao(x) €EP :

) ‘Ao(x) -yl
;nét o do(Ao(x).y) = ylgtp' — (IAO(XH. Tl

est atteint en y =p o An(x) . Or, pour xf ker Ag

do(Agx),p, o A(x)) = sin 3 (D(A(X)).D(p, ° Ajx))) ,

ou D(z) est la droite vectorelle passant par z . Cqfd.
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L'énoncé (iii) ne caractérise pas la métrique O-fine, qu'il ne con-
viendrait pas d'appeler "métrique grassmannienne" : pour que deux applica-

tions A,B € L(E,l‘Rn) soient proches dans la métrique O-fine, il faut non

seulement que les plans Im A et Im B soient proches, mais également que

A et B paramétrisent correctement ces plans.

De fait, la réci-
proque de 1l'énoncé (iii) est fausse : aucune métrique compatible avec la topo-
logie de ck(m“) n'induit, par Im : Lk(E,IRn) —_— Gk(IRn) , une pseudo-

métrique sur L(E,IR“) vérifiant 1'énoncé (i) de la méme proposition.

SUITES FINES ET REGULIERES DE SUBDIVISIONS LINEAIRES.

DEFINITION 3.5. Soit P = P(yo,...,yq) cR™ un q-polytope simplicial,

c'est-a-dire la fermeture convexe de ses q+l sommets YoreoesY linéai-

rement indépendants. Pour q > 1 , le type de P , noté T(P), est le supré-
mum des nombres réels T vérifiant
| Z a.(y.-y )l 2 Tlai (yi —yl)l
Osigq ! "1 71 o ‘o
igg
quels que soient ao,....aq €R ,0¢< io <q avec io $2,et 0<g <q.

Ainsi, T(P) est une mesure du plus petit angle hypersolide de P . Notons,

pour ¢ € Cq(mm)L ,

T(c) = min T(Im 1) et d(c) = max diam(lm 1)
A€C A€c

DEFINITION 3.6. Soit HJ}’(D\' une suite de subdivisions linéaires. La suite
LR LR XS ) 3
est fine si, pour tout q , d(y;) — O . Elle est régulicre si, pour tout
. )~
q, inf T(,’)-bq>o.
JEN
Puisque ¢ _ , par exemple, n'admet pas de subdivision en tetravdres
3

réguliers autre que la subdivision triviale lt. , on ne peut obtenir de suite
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fine et réguliére par itération d'une méme subdivision linéaire. On peut

néanmoins en construire par une méthode géométrique simple.

PROPOSITION 3.7 (voir également [13), §5, (14] et (15], p. 358). 1l existe

des suites fines et réguliéres de subdivisions linéaires.

La démonstration se trouve en appendice.

Le lemme suivant établit le rapport entre les suites fines et réguliéres

et la métrique O-fine.

LEMME 3.8. Soit (xj}jEN une suite fine et réguliére de subdi\isions linéaires.
Quelle que soit ¢ € C(R™py ¢ dylle), Lidle) 55— 0
o dg(x)(c),Lx X)) = max dj(r,LQA)) .

A€xI(c)

Démonstration. 1l suffit de démontrer que do(x](x),L.x]()\))——-——' 0 pour un
j - 00
simplexe quelconque A € Sq(Rn)l._,1 , c'est-a-dire pour un plongement de classe

c', x:a -R".
q

Soient une suite fine et réguliére de subdivisions liné-

b]

{y )jem
aires, avec inf T(YJ) =b >0, et {XJ). la suite induite par
JEIN q JEN
(YJ)jEIN . Soit ¢ > O . Nous devons montrer qu'il existe j(e) € IN tel
que, quels que soient j > j(c) et ' GXJ(A) , do()\',l.()")) <e ou do

est la métrique O-fine sur Cl(Aq.IRn)

Soient d et do les métriques usuelle et O-fine sur Jl(Aq.an) et

1 n
C . IR
(Aq )
aGHO 1), 3M@ (v) = max(|y=y'|. | £(y)=g(y") |, [DE(Y)-Dg(y") )
o GHO .t @ ¢ = maxtly-y' [ 1£()=2(y")].d, (DE(y),Dely")))

drg) = s dGHOON@ 6D Ee) = swp a GHO it oN .
Y€Aq YEAq
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Dans la métrique usuelle, Im jl(A) est un compact de Jl(Aq,IRn).

Soit alors n > O tel que le n-voisinage de Im jl(A) dans la métrique

usuelle :
W o= Y B _(j)
. .1
" ojemi@) "
soit constitué uniquement de jets non- singuliers.Alors, sur Hn , 1'applica-

tion id : (un,d) > (wn,do) est continue. Donc sur le compact ﬁ; g ou

/
ﬁn/Z est la fermeture de wn/Z dans la métrique usuelle, 1'application

id : (W ,d) —— (W ,d ) est uniformément continue. Soit
nlz n/2 o

0 < 8¢ n/2 tel que d(jl’jZ) <8 = do(jl’jz) <e quels que soient

ipdy €M 4 -

Désignons par p > O un réel positif tel que, quels que soient
v,y' €8y » |y=y'| < p=|DA(¥)-DA(¥')| < &/2 . Pour &tablir la partie essen-
tielle de la démonstration, définissons, pour un q-polytope simplicial
P = P(yo,....yq) c Aq et un simplexe o € Sq(an) , le simplexe linéaire
affine PO : Aq — R"  déterminé par Po(yi) = o(yi) quel que soit

0 <i <q . Montrons maintenant 1'énoncé (3.5) suivant :

I1 existe O <p' < p tel que, quel que soit le q-polytope simplicial
P = P(yo,...,yq) de sommets yo,...,yq € Aq » de type T(P) > bq et de

diamétre inférieur ou égal a p' , |DA(y°)-DPA(y°)| < &/2 .

_ . . 1
Démonstration, Puisque ) est de classe C , on a

A(yomy)—x(yo) - Dx(yo)(Ay) + R(ay) '

- R(ay) . . s
ou lTZ;%—l 5= O uniformément par rapport a Y, € Aq .

On peut donc choisir O0<p' <p tel que
b
R(ay)
m _<_—92qc (3.6)

quels que soient le point y°€ Aq et le vecteur Ay de norme |ay| < o'
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Si P(yo,...,yq) est de type T(P) > bq et de diamétre inférieur ou égal a

p' , on a alors en notant Voi =YY, (1<iz<q) :
IDACy Y (v )= (y.)=r(y.)) b
o ol 1 ! «ds par (3.6) .
'voil ~ 2
c'est-a~dire
DA(y )(v .)-DP_(v_.) b
| Yo loxrx cnl< 336 (3.7)
\ - 2q
[
Or, pour v € HY
q q
‘D)‘(yo) (v)-Dp)‘(v)( _ 'Dx(yo)(ifl aivci)°0f‘)‘(i§1 aivoi)l
vl q
I.Z aivoil
1=1

qa Ja; [IDAGy ) (v  )-DP, (v ) |
<
=z 3
i=l | £ a,v .|
: 1 01
i=1
a [DA(y ) (v . )=DP (v )]
. car P est de T 2b
L b
cag g par (3.7)
q
8
-2

Donc IDA(yO)-DPAI < 68/2 , ce qui établit 1'énoncé (3.5).

Enfin, il existe par la continuité de A , un réel O <p" <o' tel

que, quel que soit le q-polytope simplicial P de Aq de diameétre ne dé-
passant pas " , |A(y)-Pl(y)1 <& pour tout y € P . Ainsi, pour un
q-polytope simplicial P(yo.....yq) de Aq de type T(P) > bq et de dia-

métre ne dépassant pas p' , on @ pour tout y € P :
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a6 (),5'P, () = max (1A (y)-Py ()|, IDA (1)-DP, ()|}
< max(6,8) =< &
car DP, étant " constant sur Aq ,
|DA (y)-DP, ()| = |D, (y)-DP, (yy)|
< \DA(y)-DX(y0)|+ ‘D)‘(yO)-DPA(yO)‘ < §/2+8/2 < b .

Donc

4G o) <6 . (3.8)

Soit j(e) € IN tel que d(y;) < p" pour tout j > j(e) . Alors quels
que soient j > j(e) et A' € XJ(X) N do(x',L(x')) <€ . En effer, '

s'exprime comme composé :

a > A > r"

ou i GY; applique Aq linéairement sur un q-polytope simplicial P de

Aq de type T(P) > bq et de diametre n'excédant pas p'" car T(Y;) > bq

et d(yi) < p" . Ainsi
1, 1, 1, .1 .
do(J AT(X), (LA ) (%)) = do(J (Aei) (x),j (L(xe1))(x))

=4 GO D (0, @ ) (x) 0d e 1o i

= wax {[A(i(x))=P, (1 ()}, d_ (DAG(x))*Di (x),DP, (i(x))°Di(x)))
= max ([A(i(0)=P, (i(x))], ¢ (DA(L(x)),DP (i(x)))]

car la métrique O-fine est invariante par isomorphisme du domaine

- do(jlx(y).ijx(y)) ol y = i(x) €P

<c par (3.8).

Donc

g, (L) = sup 4 Gttt o) <
XELq
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Nous sommes mainterant en mesure d!établir la premiéré partie du

lemme 1.

LEMME 3.9. Soient (xi)jeN une suite fine et réguliére et z € i'q(p)(Rn)F,k .
U existe ji(z) €N tel que :

Ld) € Z PR,
quel que soit j= jo(z) .
Démonstration. C!'est une conséquence immédiate du lemme 3.8 et de la
proposition 3.4 (ii) qu'il existe j1 €N tel que ij(z) est a supports linéaires
affines non-dégénérés pour tout j = j] .

Soit € >0 tel que, quels que soient s = (A ,cp1, ...,‘pp) €z et x€ Aq : .

dim [P,w,(X),---.sop(X)] = q+p
pour tout P tel que dG(P,Im DA(x)) < € . Puisque
Im: (Lq(Hq,Rn),do) - (Gq(R"),dG) est uniformément continue, soit & >0
tel que do(A,B) <6 = dc(lm A,ImB) < ¢ . Le lemme 3.8 assure l';axistence
de jo(z) 2 31 tel que dO(A,L(A)) < 8 pourtout X € xj(z) et j= jo(z) . Cet
entier jo(z) fait 1'affaire. Enfin, on vérifie sans peine que L est une (p)-

application forte. Donc, L(xj(z)) € i(p)(an)Lk pour tout j= J‘o(z) .

UNE NOTION DE VOLUME.

La métrique O-fine donne lieu a un contrdle uniforme sur la condition
(3.2). 1l nous faut encore, pour établir les lemmes 1 et 2, se donner un contrdle
uniforme sur la condition (3.3), c'est-a-dire une mesure de la transversalité
d'une suite de sous-espaces vectoriels de R" pas nécessairement de méme

dimension. C'est l'objet de la défimation 3.10 (1i) :

DEFINITION 3.10. (i) Soit ¢ = (@100 € (Rg)Pun p-vecteur. Le

volume de ¢ est le p-volume de 1'hyperparallélépipéde (éventuellement

dégénéré) engendré par © .
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(ii) Soit E=(E e ’Ee) une suite d'espaces vectoriels non-nuls de

R". Posons dj =dim EJ. et donnons-nous, pour chaque 1<j<¢ , une base

c i .
orthonormée Bj = {bj}1 <i< dj de EJ. . On définit le volume de E par

d d d
e
vol E = vol (b],0%,...,0.1,60,...0.2,..0,%)
ol le membre de droite est le volume d'un p-vecteur, p= & dj .
1S e

(iii) Soit (EI""'EE) une suite comme en (ii) . Le type de E est
défini par :

T(E) = sup{T€ER:| £ v, Z T|lv, | quels que soient
1<se Jo

V.EE et 1<sj . s¢} .
i Yo
Le volume et le type de E sont deux mesures équivalentes. Remarquons
que la définition (ii) est indépendante du choix des bases orthonormées ainsi
que de l'ordre des espaces Ej . Elle présente les propriétés suivantes, dont

on aura besoin dans la démonstration du lemme 2.

PROPOSITION 3.11. (i) Soient E = (E1 oo 'Ee) comme a la définition 3.10,

P= (Pi}ISiSh une partition de {1,...,¢} et Q= {Qi}1 <i<p lapartition

correspondante sur les espaces EJ. : Q.l = (Ej)jG Pj . Alors :
vol E = vol ([QIJ,...,[Qh]) n vol @
1s1sh

ou [Qi] est 1'espace vectoriel engendré par les ‘espaces E_]‘ , J € F’l . En

particulier, vol E < vol ([Q1 J P [Qh]) .

(i) Sotent E=(E), ., et E'=(E})_ ., avec Ec E| pour

tout 1<j<t . Alors, volE2 vol E' .

(iii) Si E' est une sous-suite de E, vol E' 2 vol E .

Soit s = (A, NP .cpp) € $‘§p)(l?")lk . Le volume de s aupoint x € Aq

est défini par :
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vol (Im DA(X),[¢1(x)],---,[sop(X)]) si Q£0
vol (s;x) = ¢ vol([¢,(x)],..., [«pp(x)]) si q=0 et p#0
1 si q=p=0
(par la suite, pour simplifier 1'écriture, on omettra les crochets autour des
champs wj dans 1'expression des volumes ; ou encore, on écrira simplement

¢(x) au lieu de la suite [¢1(x)], «ee,[@ (x)]). Onpose vol (s) = inf vol (s;x) ,
p x€ Aq

et pour c € ¢(p)(R )Ik , vol (c) = min vol (s) . Bien sir, pour
ce ¢PRM, , vol () > 0em c & PR o -

CONES REGULIERS DANS LES ESPACES EUCLIDIENS.

Soient \ € sq(R") et u€ R" . Le cone ordinaire Cr: B, R"

de sommet u et de base A est défini par cux (x) =t x(y) + (1=t)u , ou
x=t Vo(y) +( l-t)ao , Y€ Aq , t€[0,1] et a = O-&me sommet de Aq 1"
. e . ® o1-1/12
Notons r: R = R 1'application régularisante de classe C r(t) = .
Elle vaut 1 en t =1 et s'annule comme toutes ses dérivéesen t=0. Il est
connu que la substitution de r{t) a t dans la définition de Cu permet d'éliminer
la non-ditférentiabilité au sommet du cdne : si A € Sq(Rn)

ou C est le cOne différentiable :

CA( = HOAW) + (-r(hu

2 n
Dk ' c:u}‘ € Sq+1(R )Dk

avec x =t Vo(y) + (l-t)ao . Ce cOne a méme 1mage que le coéne ordinaire : il
présente donc une singularité en u . On considere, pour éviter cette chute de
rang, le cone régulier suivant, qu'on appellera cdne tildé :
C A ) = r) C A () + (-rIC(LONK)
Ce cOne est également différentiable. De plus, Eu)‘ est régulier au sommet
dés que L(A) est non-dégénéré et que u £ Im L(A)
Soient enfin u € R", 4 = (w‘.....»p) € ('%)p .

s=(A PP .:.op) € $c§p)(l?")ok . Le cone tildé de sommet u et de base s
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est défini par : C(u,‘p)s = (cux ,C%(pr ves ,Cw qop)
qui appartient a $£|I->31(Rn)Dk des que d)j n'est antipodal a aucun des points de
Im wj » 1Sj<p.

UN LEMME DE PORTEE GENERALE.

Nous allons établir un résultat général (lemme 3.13) dont découleront
immédiatement les homologies mentionnées aux lemmes 1 et 2 . On aura besoin

des notations suivantes :

NOTATION 3.12. Soient x, € R; et e>0. On désigne par

n

0 de sommet OERn,de

n - = o
Ko(x0)={x€R0. <)(x,x0)<e} le cone ouvert de R

-

centre le vecteur Xgr et de rayon angulaire e, et par T(e(xo) la fermeture de Ke(x 0)

relativement a R% . Si s=(x OTRER ,«pp) € $(p)(Rn) on note K(s;j) le

Dk’

plus petit cdne fermé de l%‘ contenant Im (pj , et k(s;j) son diamétre angu-

laire ; pour une chaine c € ‘IL(‘))(IR’")Dk , on pose k(c;j) = n;ax k(s;j) ,
- s€c
k(c) = max k(c;j), et K(c;j) le plus petit cone fermé de Rg contenant
1=J<p
U Ime(s) .
s€c J

Soit M un endomorphisme de ¢(p)(Rn)Dk; on note kM(s;j) le

diamétre angulaire de K(s+M(s);j) , kM(c;j) = max kM(s;j) , et

s€c
k,(c) = max k (c;j) . Si M est un endomorphisme de ¢(p)(Rn) , on désigne
M 12y M Ik
par volM(s) et volM(c) les réels vol (s+M(s)) et min volM(s) respectivement.
s€c

5 (p) N . + PN
LEMME 3.13. Soient w € Zq (R )Pk et M: C(w) » CP(R )Lk une (p)-

application indwsat , par conséquent, un morphusme M : C(w) = (f(p)(l?n)l_'k .
On suppose que :
(i) Quel que soit s € w, L (supp(s)) est non-dégénéré ;

(11) L"image par M de tout O-simplexe est une chaine constituée

d'un seul O-simplexe ;

47



F. LALONDE

et (iii) Quels que soient s €w et 1<j<p, K(s+M(s);j) ne contient

aucune paire de points antipodaux.

Posons b(M) = max |M(s)| ou |M(s)| estle nombre de simplexes
s€ S(w) :
distincts dans la chaine M(s) . Pour s € S(w), notons E(s) 1'ensemble des

simplexes de S(w) ayant méme support que s, e, lapartition {E(s) : s € Se(w)}

de S,(w), et b(w)= max |E(s)| . Posons enfin
s€ S(w)

do(w,L(w)) = max do(supp(s),l..(supp (s))) la distance O-fine entre les chaines
s€w
w et L(w) .

Alors, il existe deux fonctions réelles positives (c'est-a-dire & valeurs

dans [0,=)) et continues :
1(q,b(M),b(w), k, (w), vol, (w),d(w,L(w)))

et g(q,b(M),b(w), k) (w), vol, (w),dy(w, L(w)))

telles que f est croissante en fonction de volM(w) et décroissante en fonction
de b(M), b(w), k, (w) et dj(w,L(w)) , avec
f(q,b(M),b(w),0,vol, (w) >0,0) > O ,

g est décroissante en fonction de volM(w) et croissante en fonction de b(M),

b(w), ky,(w) et d(w,L(w)) , avec
g(q.b(M).b(W).O,volM(W) >0,0) =0 ;

et 1l existe une homotopie A entre l'inclusion i et M :

A,i,M: Clw) — &-(p)(Rn)Dk

vérifiant, pour tout t = (A RREE ,:pp) € Alw) =

1) L(X) est non-dégénéré ;
2) vol(L(t)) 2 t(q,b(M),b(w), ky,(w), vol (w),dy(w,L(w)) ;
et 3) dp(A, L)) < gl(q,bM),blw), k) (w),vol, (w),d (w,L(w))
Ce lemme est fondamental. 1l permet d'obterur une homotopie A a

valeurs dans C_S(p)(R")“( entre 1 et M .
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L'homotopie est d'abord définie, a priori, dans le complexe plus vaste

E(p) (R")Dk . En présence de la conclusion 1 du lemme, les contrSles uniformes
exprimés dans les conclusions 2 et 3 permettront de ramener cette homotopie
dans le sous-complexe C'(p)(Rn)lk de E(p) (Rn)Dk . On trouvera, de cette fagon,
une homologie A(w) € C(p)(Rn)lk entre w et M(w), qu'il suffira de subdiviser
pour obtenir une homologie a valeurs dans 'C-Z(p)(l?n)}:.k .

Nous aurons besoin, pour établir le lemme 3.13, des deux lemmes
suivants dont le premier exprime une propriété de continuité uniforme de Eu

dans la métrique O-fine.

LEMME 3.14. Soient T € (0,1] et a>0 réel. Pour tout € >0, il existe
6> 0 tel que : do L)) <6 =5 d(C A,C (L)) <e

quels que soient le simplexe X € S(IR")Dk avec L(A) non-dégénéré, et le

point u € R" véritiant :

(i) a(u,B()) = int lu-z| 2 a
déf 2€B(A)

- n
ou B(A) est la plus petite boule fermée de IR , dans la métrique usuelle,

contenant Imx ;

et (1) T,L@)) = anf T({u- LANy) 5, {LA)) 2 T,
déf y€4,
ou ¢ estladimension du simplexe A , et [L(X\)] est défimi aucas p =0 de

la défimution 3.1.

En fait, € est une fonction continue positive €(a,T,6) décroissante
en fonctionde T et croissante en fonctionde &6 . Pour a et T fixés,

€(a,T,5) décroit vers O quand & décroit vers O .

Démonstration du lemme 3.14. Sowent ¢ £ N, A € SL(RH)Dk et u€ R"
tels que L(A) est non-deégénere, dlu,B(A)) 2 a et T(u,L(A))e T . Ona,

pour 4 . 71 :(y,l)EAixl

+1

IEUA(X) - EUL(A)(X); : |ZuAh) - CuL(A Mx) ! < "Cu)‘ (x) - CuL(A)(x)l
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car Eul (x) se trouve sur le segment joignant cux (x) a CuL(A)(x) . Alors

€200 -C LA = Iay) + (1= - tLA)E) - (1= |
< RO -G s 4h,L0)

A

Evaluons maintenant dO(DEuA (x) , DC uL()\ )x)) . Pour x = ag »

clest-a-dire pour t=0, ona: DEUL(A)(aO) =DC, L(k)(ao) = DeuX(ao) , d'ou :
dy(DC A (ap),DE LA )(ag) = © (3.10)

Pour x # a, (& t£0), considérons d'abord séparément les

dérivées partielles par rapporta y et t :

D.C A1) = tr(DA(Y) + (1-r(t)DLA)Y)

D C LAY = tDLAY)

DEAW.Y = tr' (A (Y) - LAY + r()A ()-u) + (1-rH)(LO)()-v)
DE,LANy,) = LAY -u

Alors,

440, E Ay, 1),D.E L)y, 1)

dy(r(t)DA (y) + (1-r(t))DLQ )(y),DL )(y))
< 2dy(DA(y),DLO)Y)
car, dans R" , do(z' ,2) 8 2 do(z“,z) si z' est sur le segment joignant
z a 2" . Donc
4D, C A (y,1,D C LAY, 1) £ 240, L))
Par ailleurs,

DAL .DT LAY, = dovly,1) + wly,t), LX) - u)

viy,t) + wiy,t) = (L(\ -u
max{ |v(y,t) + w(y,t)|, ILIN)(y) - u

ou v(y,t) = tr'(hA(y) - LAA)y)) et wly,t) = r(t)(A(y)-u) + (1-r(t)(LA)y)-u) ,
< v, Iwly, ) =@ O)() - )
a

car a< |L(A)y)-u| pusque LAA)y) € B(x). Or |tr'(t)| < 3, d'ou
Ivly,t)| = 3d,(x,LQ)) . Ex
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w(y,8) - (LO))-0)] = e AG) - LAYD | s RG-LAIW| = a4, L) -
On obtient donc :

~ ~ 4
do(DtCu)\ (y,t),DtCuL(A )y,t) < a do()t ,LI\)) .

On a ainsi des bornes supérieures pour les distances O-fines entre
les dérivées partielles par rapport a y et t . L'hypothése sur le type
T(u,L(\))2 T nous permet d'en déduire, de la fagon suivante, une borne
supérieure pour la distance O-fine entre les dérivées totales.

Soient A,B: V » (W,||) deux applications linéaires d'un espace
vectoriel de dimension finie dans un autre muni d'une norme et de la métrique
O-fine induite. Soit V = V1 ® V2 une décomposition de V et notons A et Bi
les restrictionsde A et B a4 V, . Supposons que do(Al,B 1) sd <1et
dy(A,,B)) € d,< 1, etque TImB,,ImB))2 Ty € (0,1) . Alors, pour

v=v]+v2, viGVi, ona :

A(v) - Blv
dO(A(V)'B(V)) max{ |A(v) |, |B(v

|A(v,)-B(v) | lA(vz)-B(VLl - |A(v)-B(v,)|  |A(v,)-B(v))l
= T BT YT BV = Tg BT T TG BO)T

« max { |A(v )|, |B(v )|} . max{ |A(v,)|, |B(v,)|}
< = +
TB 1 TB(V,H 2 'B(v2)|
d d
s = (=L 2
TB 1- d1 1- 02
e 1Ay |
car on vérifie aisément que IB(viﬂ s - di en se servant du fait que
d

dy(A,B) s ¢ (i=1,2). Donc, dy(A,B) = 2-( & o).

1
TB i=1,2 1-d

Posons maintenant :

~ ~

= A = = DC
A = DCAl,Y) A, yCu‘\(y.t) y A DC Ay,

2
B = Dcul—(*)(y,') ’ Bl = Dycuux)(‘/'t) ’ BZ = DlCuL(A)(yyt)
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etTB=Tcar

T (ImB,,ImB)) = T(Im(tDL(A)(y)), [LA)(y) - u))
T({u - LA)(y) J,Im DL(A)(y)) car t#0

T([u - LO)) ], (L) ] .

Donc
do ,LOV))

1
T FTa0, T * am agn T )
) 4

4y(DC A (3v,1),DC LA, 1) =

(3.11)

si d.l <1 et d2< 1, c'est-a-dire si do()\,l_.()\)) < min {-},—g }.

Compte tenu des Ygnes (3.9), (3.10) et (3.11), on pose :
[} 1 1 . . p a
max {6,T(‘;—:—6— +a—'—_6)} si & < min {714}
e*(a,T,8) = 3

2 si &2 min {§,5)}

et ¢(a,T,8) = min {2,e'(a,T,86)} . Alors € vérifie bien toutes les conclusions

du lemme.

La démonstration du prochain lemme, tout a fait technique, est reportée

en appendice.

LEMME 3.15. Soient ¢ cycles z

(p) 0 .
et € I.ep R")p, (O=esnp);
posons 7 = max |z | . On suppose que L(\) soit non-dégénéré quel gue

1Si<g
soit A = supp (r), re zi . Donnons-nous , pour chaque entier 1<i<§¢, un

simplexe distingué r, de z . Posons enfin :

min vol ([L(A)], w(ri)(b)) si ¢ >0
A=suppr
r €z
vV, + = i
i
vol (vp(rl)(b)) si €=0

et v= mn v , ol ¢(rl)(b) est le p-champ de T évalué au barycentre de At .
11 €4
Alors, il existe u € l'Rn a dustance au moins 1 de la plus petite boule

fermée de Rn contenant les 1mages des supports de tous les simplexes de zl .
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pour tout 1<i sg’, tel que quels que soient r = (A ,(pi,...,¢p) € z; et
1<isg :

a) CuL(A) est non dgg’ énéré ;

b) T(u,L())Z n(e,g ,n,v) ;

c) vol ([C L&) ], ¢ (r)(b) = he,g,n,v)

ou h est une fonction réelle positive continue, croissante en fonction de v et

décroissante en fonctionde £ et n, avec h(¢,£,n,v>0)>0.

Démonstration du lemme 3.13. On va définir, par induction sur ¢ (0<é¢=<gq),

1'homotopie A entre i et M
A,i,M : Ee (w) —— -(-I(p)(Rn)Dk
de sorte que, quels que soient s € Se(w) et te€ A, (s) :

1) L (suppt) est non dégénéré ;

2) Im (pj(t) c K(s + M(s);j) quel que soit 1<j<p ;

3) vol (L(t)) 2 T (q, ¢ ,b(M),b(w), ky, (W), vl (w),d(w, L(w))) ;

4) d; (supp t,L(supp 1)) = g (q,¢,b(M),b(w),k\,(w),vol, (w),d (w,L(W)) ;
et 5) A, estune (p)-application : v Ay (s) ne dépend que de s .

Ici, T et E sont des fonctions réelles positives et continues se compor-
tant de la méme maniere que les fonctions f et g mentionnées dans 1'énoncé du
lemme. On aura donc simplement a poser :

t(q,...,dy(w,L(w)) = T(q,q,...,dy(w,L(w))
et g (q,...,dy(w,L(w) = g(q,q,...,dy(w,L(w)
pour établir le lemme 3.13.

Oﬁ définit 1'homotopie A, parinduction sur la dimension ¢ des
9s) . 1l sutfat

1
donc de détinur 1'application u : S, (w) ~ R" donnant ie sommet du cone, qu

simplexes, par la formule A, (s) = E(u(s) o(s)(b))(s - M(s) - A,

proviendra d'une application u : e, - R" (on aura donc u(s) = u(s') si

supp (s) = supp (s')).
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¢ =0. Soit E€ &, unensemble de simplexes de S(w) ayant méme support,

et considérons les O-cycles z s=S~ M(s) pour s € E . Appliquons le lemme 3.15
avec ¢ =0, £<b(w), n<bM)+1 et v ZvolM(w) , e s¢€ zg le simplexe
distingué de z s 11 existe donc u(E) tel que, quels que soient s € E et

r=(x TOPRR ,«pp) € z_, CuL(X) est non-dégénéré et :
vol ([C L(A)],0 (s)(b)) 2 h(0,b(w),b(M)+1,vol(w)) . (3.12)

Cette fonction u sur € 0 induit une fonction u sur So(w) . Alors
Ao(s) = C(u(s),cp(s)(b))(zs) est bien défini car wj(s)(b) € K(s+M(s);j) qui ne
contient aucune paire de points antipodaux (hypothése (iii)). Ainsi

Ao(s) € 4:("’)(]"’")Dk , et d Ao(s) =s - M(s) car, par hypothése (ii), s - M(s) est
le bord du cdne.

Il est clair que AO vérifie les conclusions 1 et 2 . Etablissons

18 $ -
1'énoncé 3. Pour s € So(w) , r=( ,w‘,...,cpp)é z_ et

t=Clys), els)ibnr € Aols) :
vol([L(supp 1)1, @s)(b)) = voI([Cyyg)LA) 1, @(s)b) 2 (O, b(w), (M} 1, Vol (w))

(3.13)
par (3.12). Or vol(L(t)) = inf vol([L(supp t)],tp(t)(x)]=yol([l..(suppt)],go(t)(xo))

pour un certain x0€ Aeﬂ ’feﬁeaﬁ, wj(t)(xo) et v.oj(s)(b) appartiennent a
K(s + M(s);)) quel que soit 1=)<p . Ainsi vol(L(t)) ne differe de
vol({L(supp t)],0(s)(b)) que par une variation d'angle de chacun des champs ©
d'au plus kM(w) , Ce qui permet d'écrire :

vol (L(1)) = vol ({L(supp t) J,ols)(b)) - o, (e+1 = 1,kM(w)) )

a étant définue par :

a (k,e) = s up ivol (V,®) - vol (V,')! (3.14)
! ve G (R et o,0t€ (s™hHP

. ‘e T roen=1
tels que o) € ke(czj)‘ 1S

11 est clair que a‘(k,e) est une fonclion positive continue, croissante en fonction
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de e, avec @(k,0)=0. Compte tenude (3.13), ona donc :

vol (L(t) = h(0,b(w),b(M)+1,vol, (W) - & (e+1 = 1,k (W) ;
ce qu'on écrit :

vol (L(t) 2 f(q,¢ =0,b(M),blw),k(w),vol (W), -)

en posant 1(q,... ,volM(w),-) égal au maximum entre O et h- a, , c'est-a-dire

1 ?

égal a la partie positive de h - & . On vérifie directement que T satisfait a

1
a toutes les propriétés voulues.

La quatriéme conclusion est trivialement satisfaite : do(supp t,L(supp t)) =0.
Enfin, ~
"o = Clu(s) etm o) (75 = ME)

= ¢ s - 1M
C(u(Elshptn;s)o))\"s® = M)
Or M estune (p)-
application et ﬂjM(s) ne dépend donc que de 7.s . Donc uJ.l\O(s) ne dépend que

J
de 7.s.
J

¢-1= ¢ . Soit E€ €, et considérons les chafnes z =s- M(s) - A _9s
pour s € E . Par hypothese d'induction, on a, quels que soient s € E et
r€ z : 2z € Z(ep)(l?n)Dk , L(supp r) est non-dégénéré, et Im w)(r) < K(s+M(s);J)
dont le diametre angulaire n'excede pas kM(w) .

On va appliquer le lemme 3.15 avec £ < b(w) et n< £(¢,b(M))
ou #(f ,b(M)) est une borne supérieure pour \zsl qui ne dépend que de ., b(M)
et du procédé de construction par cones de 1*homotopie A . On choisit, comme
en € =0, s¢€ z, comme simplexe distingué de zg - Il reste a trouver une borne
inférieure pour les réels vol ({L(suppr)],o(s)(b)) quand s € E et

r€z =s-Ms)-A ds
S 3

-1
Si r=s, vol (_L(supp )},os)(b)) ne differe de vol (s;b) que par
le changement de Im DL(A) pour ImDX(b) . Ona :

vol (I L(supp s)j,@s)(b)) = vol (s;b) - a2(£ ,do(u,L(u)))
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u a(k,d) = sup [vol (V,@) - vol (V',@)|  (3.15)
ob eplk,a) v,v'eck(r-z")ew:e(s"“)p " *

tels que dG(V,V') <d
11 est clair que o&(k,d) est continue, positive, croissante en fonction de d ,
avec az(k,o) =0 . Or, par définition de la métrique d. » dO(A,B) ZdG(imA,ImB)
quels que soient A,B € L 0 (He ,Rn) , d'ol la derniére inégalité est bien valable.
Donc

vol ([L(supp s)],@(s)(b)) = vol (w) - a(&,dy(w,L(w))) (3.16)

Si r€M(s), L(suppr)=suppr car M est a valeurs dans C(")(an)Lk ,
et alors vol ([L(supp r)],¥(s)(b)) = vol ([supp r],o(s)(b)) ne differe de vol (r;b)
que par les changements de <pj(s)(b) pour cpj(r)(b) d'un angle n'excédant pas
kM(w) . Ainsi

vol ({L(supp r)],¥(s)(b)) = volM(w) - al(é ,kM(w)) . (3.17)

Enfin, si r € Ae- ds , ona :

1
vol ({L(supp r)},@s)(b)) 2 vol (L(r)) - e,( k(W)
Z f(q,e~1,....) = a1(€ ,kM(w)) (3.18)
par hypothése d'induction.
Désignons par -f](q, ¢,...) lapartie positive du minimum des trois
expressions (3.16),(3.17) et (3.18). Alors, I-1
que { . Appliquons le lemme 3.15 en prenant 1-1 comme borne inférieure de v :

se comporte de la méme maniere

il existe donc u(E) € R"

a distance au moins 1 de la plus petite boule fermée
contenant les images des supports des simplexes de z, quel que soit s € E, tel
quepour s€E et r-= (A,c‘,...,cp) Ezs :

a) CuL(/\) est non-dégénéré ;

b) Tlu,Lr)) 2 h(c,b(w),#(é,bM),T,) ;

c) vol ({C,L(A)J,e(s)(b) 2 h(e ,b(w),#(«,b(M),T))

Cette fonction u sur Ee indwit une fonction u sur Se(w) . Alors
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A, (s) = C(u(s), <p(s)(b))(z s) définit bien une homotopie entre
i, My ¢ C(w) » ¢(p) (Rn)Dk . Les conclusions 1, 2 et 5 se vérifient sans peine.

Etablissons la troisiéme conclusion. Soit t € A ,(s) . Alors :

vol (L(t)) 2 vol ({L(supp t)],e(s)(b)) - a, (¢4 Jky(w))
2 h(e,b(w),#(e ,b(M)),f1) - o (e+1, k) (W)

par la condition c) plus haut. On pose t(q,¢,...) égal a la partie positive de
cette derniére expression, qui vérifie bien les propriétés voulues.
Vérifions enfin la quatrieme conclusion. Pour t € A ¢ (s) :

dy(supp t,L(supp 1) = d (Eu(s)(supp r),C , \L(supp r))

u(s)

pour t = E(u(s),w(s)(b))r et r€ s~ Ms)- A, _49s - On utilisera ici la propriété

de continuité uniforme de Eu(s) dans la métrique O-fine (lemme 3.14). On

cherche d'abord une borne supérieure pour do(supp r,L(supp r)) quand r € zg -
Si r=s, clo(supp r,L(supp r)) < do(w,L(w)) . Si reMm(s),

do(supp r ,L(suppr)) =0. Enfin, si r € A, ds , do(supp r,L(supp r)) sglq,¢-1,-)

1
par hypothese d'induction. Donc, pour r € z
do(supp r,L(suppr)) s g_l(q, Chees)
ou g_1(q,€, ...) = max (do(w,L(w)),E(q,i—l, ...)} se comporte de la méme maniére
que g .
On utilise le lemme 3.4 enposant a=1, T =nh(c,bw),#(¢ ,b(M)),.(-‘)

(en vertu de la condition b) plus haut), A - suppr, u=u(s) et & - E‘ . On

obtient

do((.u(s)(supp r),Lu(b)L(supp r)) < C(].h,g‘)
que 1'on prend comme défimition de glg,¢,...) qu verifie bien les propriétes
désirées. Cqfd.
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DEMONSTRATION DU LEMME 1.

Soient z € z(g)(R")Pk et {xj )je N Une suite fine et réguliére de subdivi-
sions linéaires. On a déja établi au lemme 3.9 1'existence de jo(z) € N tel que
L(xj(z)) € —Z(p)(l'\’n)Lk quel que soit j 2 jo(z) . Nous allons montrer qu'il existe
ilz) =z jo(z) tel que xj(z)(z) - L(xj(z)z) € -B.(p)(Rn)Ik en se servant du lemme 3.13.

Puisque {xj} est fine, il existe _]'1 Zjo(z) tel que pour j2 jl ,
1'hypothese (iii) du lemme 3.13 est vérifiée en posant w = xi(z) et
M=L: E(x‘(z)) - f':(p)(Rn)Lk . Alors, toutes les hypothéses de ce lemme sont
vérifiées. De plus, dans ce cas-ci, b(L) =1 et b(w = xi(z)) est borné supér‘ieu-
rement par |z| . En effet, soient t €z et j € IN . Puisque suppt est injectif
et que x‘ est une subdivision, on a pourt" ,t'z € S(xj(t)) : supp t'1 = supp tl: =)t1' = t'z.

Soient maintenant s,t € z , s' € S(xj(s)) et t, t'2 € S(xj(t)) . Si supp st =

suppt; = supp t; , alors t; = t'2 , d'ou

IE(s") M s = 1
quel que soit t € z . Donc |E(s')| < |z| . Enfin, quel que soit j €N,
vol (¥z) 2 vol (z)> 0. Or do(sz,L(sz))F-ea—» 0 par le lemme 3.8, d'ou
il résulte que volL(sz) J—:—- vol (sz) >0 . Soient v| >0 et i, 2 j] tels
que VL(XJZ) Z v, pourtout jZj, .

On a donc des bornes supérieures pour b(L) et b(sz) et une borne
inférieure strictement positive v, -pour volL(xlz) . Par le lemme 3.13, il
existe alors pour tout jZ J5» une homotopie A entre i et L:

Pl s T —— TPRY
vérifiant, pour tout t = (A "0y """”p) € A(sz) :

1) L(A) est non-dégénéré ;

2) vol (L) 2 t(q,1, 2], (¥2),v, ,d,(Kz,L1¥2) ;

3) dgr L) = gla, 1, lzl,k Od2),v) Ld a0z, LX)
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Les arguments de { et g sont des constantes (indépendantes de j)
sauf bL(sz) et do(sz,L(sz)) qui tendent vers 0 quand j tend vers 1'infini.
Les propriétés de la fonction f permettent alors de borner inférieurement
vol(L(t)) parunréel v>0 , pour tout t € A(x’z) et tout 323y, o )2,
est suffisamment grand. Celles de la fonction g permettent de borner supérieu-
rement do()\ ,L(x)) par un réel positif inférieur a 1 pour j2 j 4 3 donc A est
une immersion, car L(A) en est une, et "vol (t)" abien un sens. On utilise a
nouveau les propriétés de g pour borner supérieurement do(x ,L(X)) parun
réel positif suffisamment petit pour que |vol (t) - vol (L(t))| < v/2 quel que
soit  j= js = j(z) . Alors, A(xj(z)z) € (—:(p)(IRn)Ik . Soitenfin a €N
suffisamment grand pour que B(u) , le a-eme itéré de 1'opérateur de subdivi-
sion barycentrique, transforme A(xj(z)z) en une chaine de E(p) (Rn)Pk .

On a alors :
261 (x1 D) = g 9B - gL € BPRY,

et le lemme 1 est établi en posant x = x](z) et x' =ﬂ(a) .

DEFINITION DU MORPHISME "SANS TORSION" .

Par le lemme 1, uncycle z € i(p’(p")Pk est homologue, a subdivision
linéaire pres, a un cycle z' € -Z(p)(Rn)u( a supports linéaires non-dégénéreés.
Mais cec1 ne suffit pas a construire une chaine c! € 5(9)(1Rn)u ayant z' pour
bord, méme dans les cas les plus simples : par exemple, celui du cycle
z' - (2,0 - (A,0") de la tigure 1 pour lequel 1l n'est pas possible de définir une
telle chaine ¢' - (-."(Z”(Rj)u\ par eépaississement des supports de z' (voir
démonstration du lemme 3) .

On doit encore representer z' par un cycle z" € Z(D)(Rn)Lk sans
torsion, qu'on obtiendra comme image de z' par un morplusme ST dont voici
1"1llustration sur un simplexe s = (A ,Q) € S§”(R3)Lk :
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¢(b)
@, (=¢lag) ¢, (=¢la,)) #(b) @b) (b)
% F. I A (p]
VWA 7, =2 111
Xo RS 22 Iy A
s-0,0) s o)
¢ décrit un quart de tour p
dans 1' espace orthogonal Y Pq
. ST(5) = (0000 = T, i ()R 0))
Figure 5

o oton)®r0p)- Oy 0000)
ol p; appartient au plan aftine de R’ » passant par A, , engendré par ¢(b)

et ¢ . Posant ST = identité sur S(I-?n)L et Sg))(Rn)u( , On remarquera sur
cet exemple que JST(s) = ST d3(s) et que 1r1ST(s) = S'I‘wl(s) , ce qui fait de ST
un morphisme et une (p=1)-application.

Soit ¢ € (Ii(h)(li'n)Lk pour unentier 1<hs<n. Ondiraque c n'a

pas de points antipodaux si 'K(s;j) ne contient aucune paire de points antipodaux

quels que soient s €c et 1<j<h . Un simplexe s € $(c1)(an)L.k n'est pas
écrasé si dim {t]2 i+ 1 quels que soient la i-face t de s et 0<i<¢
(1a notation [t] est celle de la définition 3.1).

Soit 4 € er(') . On note y(h)(Rn)Lk le sous-complexe de ¢(h)(Rn)u(
engendreé par les simplexes s € $(h)(Rn)Lk satisfaisant aux conditions :

(1) s n'a pas de points antipodaux ;

(1) le plus petit cone termé de Rg contenant ¥ et K(s;h) ne
contient pas de paire de points antipodaux ;
(112) uh(s) n'est pas écrasé ;

(1v) & est transverse i {,ah(s)] .

Le lemme swvant prépare la définition du morphusme ST .
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LEMME 3.16. Soient § € Rg et a (u',‘): w(“)(R")Lk- d,‘(")(r-z")Lk

. P . (n) i N
le morphisme défini par : aw (A,tpl,...,qph) =(a ,vpl,...,wh_vw) ou on a

identifié y a l'application constante y : Ae - Rg dont 1'image est ¢ .

Quel que soit 1<h=n, il existe une homotopie A(‘::) entre 1'inclusion i et aih)

KO

" = ,aih) : q’(h)(Rn)Lk ¢(h)mn)l,k

telle que, quels que soient s € ¢a(h)(Rn)Lk et te p ih)(s) :

D lufl, < sl ol et i e (sl vl , ob [(s],v], est
1'espace affine y + ([s] ,4] pour y € [s]a ;

2) Kl(t;j) © K(s;j) quel que soit 1sj<h, et K(t;h) est inclus dans

le plus petit cdne fermé contenant K(s;h) et ¥ ;

3) ﬂh/\;h)=0 et "]Afyh)=l\i.h-1)"j quel que soit 1<j<h, cequi

(h'”(R")Lk_si s € w(h)(R")Lk ;

a bien un sens car ﬂj(s) €y

et 4) uh(t) n'est pas écrasé et

vol ([supp t], %) 2 f(&,vol([supp s, ))

~
ou ¢t estladimensionde s, et f estune fonction continue positive, croissante

en fonction du second argument avec f (& ,vol ([supp s],¥) >0) >0.

Démonstration. L 'homotopie sera délirue, par 1nduction sur la dimension ¢ des

simplexes de w(h)(Rn)Lk , par la formule :

h)y . ¢ (h) oy _ ),
1192 Cipls),0,(9)0), sy (s)b), (S T @ (T P Tes) (3:19)

La déliution est déterminée des que la fonction p(s) est donnée.
Remarquons que ce cbne tildé est différentiable sur les champs mairs ordinaire
sur les supports car les supports sont lineaires. On aura besoin du lemme

swvant dont la demonstration est reportee en appendice .

LEMME 3.17. Soient  i20, ¢= K] et w¢ z‘i"’m")u . Notons

mn vol (‘suppr},¢) s « >0
réw
vol (w,¢) = )\

1 s1 ¢ =0 .
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Alors, quel qie soit le sous-espace affine A de R" de dimension

au moins ¢ +2 contenant les espaces affines [supp r]a pour tout r € w et

admettant § comme vecteur tangent, il existe un point

p=p{suppr:r€w},[¢],A) € A ne dépendant que de ces trois arguments,

tel que : (i) Cp (supp r) est non-dégénéré ;

et (ii) vol ([Cp(supp r},y)2 fle, |wl|,vol (w,¢)) quel que soit r € w ,

~ . .
ou f est une fonction positive continue, croissante en fonction du dernier

argument , avec T(e , |wl,vol(w,9)>0)>0.
On définit maintenant p(s) , pour s € "(eh)(Rn)Lk , par induction

sur ¢, ensupposant 1<h<n fixé.

£ =0. Soit s un O-simplexe de np(h)(Rn)Lk . Associons a s l'espace affine
Al(s) = [[y.hs ]a,w]a et la chafne z =5~ adfh)(s) . Par définition de :p(h)(Rn)Lk ,
HyS n'est pas écrasé et § est transverse a [y.hs] . Donc dim A(s) =2 e+2=2.
Appliquons le lemme 3.17 et posons :

p(s) = p(isuppr:ré€ zs},[tp],A(s)) € A(s) donné par le lemme.
Ceci détermine Aih)(s) par la formule (3.19). Les quatre conclusions du lemme

se vérifient de la méme maniére qu'al'étape €& - 1 =) ¢ qui suit.

(

£ ~-1=y¢. Soit s un E-simplexe de e,h)(Rn)Lk . Associons a s
., “ (h) (h)

, _ , e _ .
l'espace A(s) = [Ly.hsja,w]a et lachaine z = s- e "(s)- A "ds . Alors, par
hypotheése d'induction sur la conclusion 1, A(s) contient [supp r]a pour tout
re€ z_, etdim A(s) 2 ¢+2 par délinition de u(h)(an)u( . Appliquons le
lemme 3.17 avec w = z et A= A(s) , et posons
p(s) = plisuppr:r¢ zs}.{u],A(s)) € A(s) . On a alors :

(h) s
r(s) = C (z) .
v (p(s),@,(s)b),....q  (s)b),0)'"s
Par définution du complexe a.(h)(Rn)Lk , par celle du sommet du céne,

et par le fait que p(s) € A(s) , on établit aisément les conclusions 1 et 2 en se

servant de 1'hypothése d'induction sur ces mémes conclusions. Vérifions la
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troisiéme conclusion :

(h) (h) (h)
Ty ) = (o), (5100, .. ()N TH T %, S~ Tt o) = 0
car m =m, afyh) et m Aih)as = 0 par hypothese d'induction.

Pour 1< j<h, ona, en utilisant 1'hypothese d'induction :

)y _ & ~ L) (h)
b, (s) = C(p(s),wl(S)(b),.--,wj(S)(b),---,w)("JS "% A 3s)
~ (h-1) (h-1)
=C 1s-a n.s-A an _s)
(p(1:),0, (T S)B)ur0y,_o(78)(0), )" 70T

_ (h=-1)
= Aw nj(s)

Etablissons enfin la derniere condition. Par le lemme 3.17 , supp't

est non-dégénéré pour t € A(h)(s) , vol ([supp t ],4) 2 tie, \zs\,V°1 (Zs,w)) .
(h)

Or, vol (z ,%) 2 min {vol ([supp s],),vol (I\ ds,¥)} , etpour t'E€ Aih)s'

ou s' estune (¢é-1)-facede s, ona :

vol ([supp t'],4) = f(e-1,vol ([supp s'],¥)) par hypothése d'induction
z f(e-1,vol ([supp s],¥))
car s' estunefacede s et f est croissante en fonction du dernier argument.
Ailnsi

vol ({supp t],¥) = f(e, izs‘..mm wvol ({supp s,,4),f (¢=1,vol ([supp s],¥)}) .

On pose f(¢ ,vol ({supp s,,4)) égal au membre de droite de cette inéga-
lité, '\ZS\ étant déterminé 1mplicitement par la dimension & et le processus de
construction par cones de |'homotopie. Alors { vérifie bien les propriétés
voulues.

Il reste a voir que ph( n'est pas écrase pour t ¢ /“Jh)(s) . Puisgue

4 esl transverse 4 :phs] , & estalortion transverse o _supp s . Donc

vol ({supp s1,4) > 0 et

vol ((supp t3,4) = (i ,vol ((supp s.,4) >0) >0 (3.20)

Or t est un cone non-dégénéré dont le h-eme champ au sommet est & et dont la
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base r € zg est un simplexe tel que Byl n'est pas écrasé. Si t' estla i-face
de t, on abien dim [u.ht'] 2 i+ 1 car t' est soit une face de r , soit une
face adjacente au sommet du cone et dans ce cas ¥ est transverse a [suppt']

par (3.20) . Cqfd.

Soit w € iép) (Rn)Lk un cycle sans points antipodaux. On va définir
le morphisme ST : E(w) - a:‘(p)(an)Lk associant a toute chaine ¢ une chaine
ST(c) sans torsion dont le volume sera contrélé en fonction de vol (w) . On
1'obtiendra comme dernier terme d'une suite ST(O) yoos ,ST(D) ou, pour
O<hs<p, ST(h) : Clw) - f(h)(an)Lk est le morphisme annulant la torsion
des h premiers champs de vecteurs.

Soit &fph) : ¢(““)(R“)Lk—- ¢“‘)(R")Lk défini par
&i“’(x 1Pyreee ,;ph_1) =(A TITER ,‘ph_‘,#») , Qui est clairement une (h-1)-application.

On définit ST(h) sur S(w) par la formule :

(s) si h=0
ST(h)(s) ) supp (s 1

» (h) (h-1) (h) (h) :
awh(s) ST (s) + A'Ph(s) ST /(ds), si h£0

ou A estl'homotopie du lemme 3.16 , et ou ¢h . S(w) -~ Rg est une fonction
ne dépendant que de h et uh(s) . Il suffit donc de définir conver.ablement cette
fonction.

Soit k(w) le réel défini aux notations 3.12. Si k(w) = 0, lachaine w
est sans torsion. On suppose donc k(w) > 0 . On considéere, pour s € S(w) et
1<)<p, lecdnefermé K'(s;j) de Rr(‘) de méme centre que K(s;)) mas de
diametre angulaire k'(s;)) = k(s;j) + e(w) , ou 0 <e(w) <k(w) est choisi de
sorte que K'(s;)) ne contienne aucune paire de points antipodaux, quels que
solent s & S(w) et 1<) <p . Cet artilice a pour seul but d'avoir des cones
fermés ne se réduisant pas a une demi-droite. Observons que k'(w) = max k'(s;))

sfw

<)<
< 2k(w , etque K'(s';j)c K'(s;)) st s' estunefacede s .
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On définit la fonction lph sur S 0 (w) par induction sur 1<h<p et
0<t¢<q, de sorte que, quel que soit s € Se(w) :
1) ST(h)(s) et yh(S’I‘(h)(s)) sont sans torsion ;
2) Quel que soit t € ST(h)(s) » Hpt n'est pas écrasé et
R(t;j) € K'(s;j) pour tout 1<j<h ;
3) nhST(h) = ST(h-l) et S'I‘(h) est une (h)-application ;
et 4) Quel que soit t € ST(h)(s) ,
vol ({supp t3,@(s)(b)) = f(h,e,b(w),k(w),vol(w))
ou f est une fonction positive continue, décroissante en fonction de b(w) et k(w),

v
croissante en fonction de vol(w) , avec f (h,¢,b(w),0,vol(w)>0)>0.
) _ M
h=0. Onpose ST ' =<upp et f(0,¢,b(w),k(w),vol(w)) = vol(w) .

h- 1= h. Soit ~ larelation d'équivalence sur Se(w) définie par
h, e

- o _ . . - " L
s e s' =) yh(s) =s', et désignons par dh,e la partition de St (w) induite

par cette relation. On définit bt 3 - Rg par induction sur ¢ .

h, ¢t

e =0. Soit s€ So(w) . On pose yh(s) =<ph(s)(b) , d'ou
ST(h)(A TTERY ,wp) = (A LITREY ,wh) . Les propriétés 1a4 sont trivialement

vérifiées en posant f (h,0,...) = vol(w) .

c-1= ¢ . Soat F€3  etdésignons par K'(F) le céne K'(s;h) pour

s € F . On vadéhnmur "h(F) € R'(F) tel que, quels que soient s ¢ F et

rc ST(h)(Os) , le volume
vol (._uhrJ.»h(F) 319,(s)b), ... .oh(s) (b),... .op(s)(b)) (3.21)
soit borné inférieurement par une fonction ;1(h,l ,b(w),k(w),vol(w)) se compor-

tant comme f{ . C'est le point essentiel de la preuve. On a besoin du lemme

swivant dont la démonstration se trouve en appendice :
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LEMME 3.18. Soit B une boule de S™! de rayon angulaire strictement

positif, et soient des sous-espaces vectoriels E1 yooso 'EC de Rn passant par

cette boule tels que d = max dim E. < n . Donnons-nous § points Xyrees ,x€
_ si _
tels que X € Ei NB . 1l existealors x€ B- U Ei tel que pour tout

1=i<§

1<i<§ :
vol ([x-xi],Ei) 2 g(d,g) ,

ou g est une fonction strictement positive, décroissante en fonction de chacun

des deux arguments.

Pour chaque simplexe r € ST(h)(bs) , s €F, désignons par %o r
’
un vecteur de Im ¢, (r) tel que ¢, soit transverse a [suppr] si suppr
?
est de dimension supérieure 8 0, c'est-a-diresi ¢ >1 . Alors
[u.hr] = [[supp r]"ph,r] car, par hypothése d'induction, r est sans torsion
et n'est pas écrasé.
Appliquons le lemme 3.18 avec B = K'(F) ns™? , £=|F| lST(h)(as)l ,
d< ¢+p=~-1<n, Ei les sous-espaces vectoriels
. ~
(lpr Lo, (s)b), ..., 0 (s)b), . . ., (5)(D) ]

(h) _%n,r = . -
quand s €F et r € ST 7(0s), etx.l-‘?'—lé B . 1l existe donc x € K'(F)

h,r
n'appartenant a aucun de ces sous-espaces, tel que pourtouss € F etr € ST(h)(OS):

; A~
vol ([x - wh,r] Ll rle(s)b), ... g (s)b), . ... ""p(s)(b”)
2 g(e+p-1,bw 1sTM(as) 1) (3.22)

car b(w) 2 |F| . Détermunons maintenant la borne inférieure pour (3.21).
Ona :
vol ([{w r],x],2,(s)b), ... 0,(s) (b),... .wp(/s‘)\(b))
= vol ([{x- O, ) {uhr]j,ol(s)(b) veees@p(s) 0), ... ,.op(s)(b))
car ¢ € [uhr]
2 vol ([x =9 ).y rl.e (s)b), ... 0 (s)b), . - 19, (5)(D))

par la proposition 3. 11 (i)
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' ~
= vol ([x - ‘Ph,,.].. ([uhr].‘P,(S)(b);:.wh(S)(b), -0 (8)D) ) .23
x vol ([ r1,,(s)(b), . ..,4 (s)b),. .. 0, (s)())
par la proposition 3.11 (i) .
Le premier facteur est minoré par g(€+p-1,b(w) IST(h)(as) ) (ligne (3.22)) ,
tandis que le second est minoré, en utilisant la méme proposition, par :
A~
vol ([ supp r‘],cph’r,w](S)(b) yeus ,«:h(S)(b) yeee .Op(S)(b))
2 vol ([supp r],e(s')(b) - a (¢-1,2 k(w))

ou s' estla (e-1)-face de s telle que rEST(h)(s')
2 (h,2-1,b(w),k(w),vol(w) - & (£=1,2 k(w)) .

Substituant ces deux minorations dans 1'inégalité (3.23), on obtient enfin :
Vol (U2 30x 110y {0), -« 6 SND), 0 (S)0)

2 g (e+p=1,b(w) |ST(h)(bs)l)(¥(h,2-l yeee) - a1(2-1,2 k(w))) .

v
On pose t](h, ¢ ,b(w),k(w),vol(w)) égal a la partie positive de cette derniere
expression , dont les arguments p et IST(h)(Os)l sont implicitement déterminés.

v v
On vérifie directement que f 1 se comporte comme f .

Le céne K'(F) étant de diamétre non nul, soit wh(F) € K'(F) un vecteur
transverse aux espaces [uhr] et [suppr', pour r€ ST(h)(as) , '€ ST(h-l)(s)
et s € F, et suffisamment proche de x pour que :

re A - N
vol (L r 4 (F)ie (s)b), ... ,oh(s)(b). cee .wp(s)(b))

. (3.24)
2 3 1,(h, 2,b(w),k(w),vol(w)),

On pose "h(s) = ah(F) pour s & F . La déhntion de ST(h)(s) est

alors complete :

(h), y _ ~(n) (h=1), .(h) .(h),
ST (s) = abh(s) ST (5)¢l'bh($) ST (us)

et a un sens car, par hypothese d'induction sur la propriété 2 et par défirution

de K'(s;)) et de wis) sTM(as) appartient a yh(h)(s)(Rn)
(h)

A
*n

-
Lk,dou

(S)ST(h)(as) est bien défiu, appartient a C(h)(lR")Lk et vérilie les
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conclusions du lemme 3.16. L'application ST(h) : Clw) » c{:(h)(l?n)]_‘k est un

morphisme car, par hypothése d'induction et par définition de A :

(h) o) (h-1) (h) (h) gl (h) gpln) 2
ST (s) = @ 'bh(S)ST (3s) + ST (as)-awh(s)ST (as)-AlPh(s)ST (%)

- sT(ag)
puisque

w (
par hypothese d'induction sur la propmete 3.

o) s1Mias) - 7, s1(as) - & )( )ST(“‘ V(ss)
h

Vérifions les quatre propriétés. La premiére est une conséquence
directe de 1'hypothése d'induction sur cette méme propriété et de la conclusion 1
du lemme 3.16. Puisque aph(s) est transverse aux supports des simplexes de
ST(h'l)(s) uh(a fph) s)ST(h'n(s)) n'est pas écrasé ; par la conclusion4 du
lemme 3.16, uh(l\(h T(h)(c)s)) n' est pas écrasé non plus. Donc y.h(ST(h)(s))

n'est pas écrasé.

Soit t € (h)( )ST(h-”(s) . Par hypothése d 'induction sur la
propriété 2 , K(t;j) ChK"(s;j) si 1sj<h, et K(t;h) = {4, (s)} cK'(F) =K'(s;h).
Soit maintenant t € A(:)(s)r pour r € ST(h)(as) . La conclusion du lemme 3.16
et 1'hypothese d'inducl:]on sur la propriété 2 donnent : K(t;j) © K(r;j) c¢ K'(s;j)
si j#h, et K(t;h) estinclus dans le plus petit cdne fermé contenant K(r;h) et
wh(s) . Or, K(r;h),\wh(s)) c K'(s;h) . Donc K(t;h) < K'(s;h) .

Vérifions la troisieme propriété

(h) _ o(n) (h-1) (h) (h)
n S’I‘ (s) = LA b (S)ST (s) + Awh(s)ST (9s)

. o (h=1), ,
=M “ (s)ST (s) par la conclusion 3 du lemme 3.16

st

.

Alnsi, vhST(h)(s) ne dépend que de 1 (s) . Pour 1<j<h :

uJST(h)(s) - &fr:(';)’(szr‘“‘"(s)w “"(") (r, sTM(ss)) (3.25)

par la conclusion 3 du lemme 3.16.
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61*, si s, s'€ Se(w) sont tels que ﬂJ.(s) = ﬂj(s') , alors yh(s) = ,.Lh(s')
c'est-a-dire s hﬂ,'e s' . Donc vh(s) = wh(s') . Et par hypothése d'induction
sur la propriété 3, les expressions entre parenthéses a la ligne (325) ont
méme valeur pour s et s' . Donc ijT(h)(s) = ﬂjST(h)(s‘) , C'est-a-dire
ﬂjST(h)(s) ne dépend que de ﬂj(s) .

Etablissons enfin la quatriéme propriété. Soient s €S, (w) et
t € ST(h)(s) . Si t€ &Lhzs)r' pour r' € ST(h_l)(s) , Suppt=suppr' et
1'on a : "

vol (Lsupp t],@(s)(b)) = ;(h-1,e ,b(w), k(w), vol(w)) (3.26)
par hypothéese d'induction sur la propriété 4 .

Si te€ A(:)(s)r pour r € ST(h)(as) :
h

vol ({supp t],&(s)(b))

2 Vol ({supp 1,4y(5),0,(8)0), + o3 (SO, -+ 0 (S)O) = a2, 2w)
[%¢ - - TN -
= vol({isupp t], 4, (s) J,©,(s)(b), ... .wh(S)(b) yeoo ,cpp(s)(b)) vol([supp lJ.«h(s))
- o (&, 2k(w)

.. - _ P
vol (L ruskp(s),,0,(s)(b),...,e (s)b),... .¢D(S)(b)) x
x vol ((supp t],4(s)) - a (¢, 2k(w)

car _suppt)C ii_uhr],vh(s)} (lemme 3.16 )

2 1 ?’,(n,. ,b(w), hiw),vol(w)) = ;(E -1, vol({supp r},uh(s))) - 0‘(6 , 2k(w))
(3.27)
par la higne (3.24) et le lemme 3.16, conclusion 4 .
Par hypothese d'induction
vol (_supp r;,;h(s)) 2 1 (h, c-1,b(w),k(w),vol(w)) - Ol(«‘-l.zb(w)) .
on pose T_,(h, +=1,...) égal a la partie positive de cette expression ;

et (3.27) dewvient :

vol (:w();) t,,as)by 2 ) ;](Il.n yeed) ™ f(i-l,;.,) -a

1 (3.28)

dont la partie positive du membre de droite, gque 'on note ‘('3 (h,v,..0), se
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comporte de la méme maniére que f . On détinit enfin, en présence de (3.26) et

(3.28) :
¥(h,z ,b(w),k(w),vol(w)) = min { }'(h—1,e yeoo)s ‘t'3(h,e yeoo)}

et la propriété 4 est établie.

Onpose ST = sTlP) . C(w) + ¢(p) (IRn)Lk qui, en tant que (p)-application,
induit un morphisme ST : E(w) - qv‘(p)(l'\’n)Lk . Remarquons que les propriétés 2
et 4 donnent lieu a :

vol (ST(s)) 2 min vol ({supp t],¢(s)(b)) - 01(5 , 2k(w))
t €ST(s)

2 1(p,t,bw),kiw),vol(w)) - a (¢, 2k(w) .

Définissant f’o(e ,b(w),k(w),vol(w)) comme la partie positive de cette
expression, on obtient :
abis) vol (ST(s)) Z 1o ,blw),k(w),vol(w)) ,

v v
ol t, se comporte comme f .

DEMONSTRATION DU LEMME 2 .

Nous démontrons le lemme 2 suivant la méme méthode qu'au lemme 1.

Solent z € Z'q(p)(li’n)l_‘k et joe N tel que x’z n'ait pas de points
antipodaux pour J 2_]0 : ST(sz) a donc un sens. Quel que soit j €N,
b(x-’z) < |z| et vol (sz) Z vol (z) > 0. Par la propriété 4bis, il existe v >0
et 3, >3, tels que vol (ST(s)) 2 v > 0 quels que soient s € xJz et j2 j1 .
Ainsi, pour )2j, , ST est a valeurs dans (-Z(D)(Rn)Lk et ST(xX2 € Z(P’(R“)u .
La premiere partie du lemme 2 est étabue en méme temps que sont vérifiées les
trois hypotheses du lemme 3.13 pour w = x'z (4] 231) et M=ST . ll existe donc
une homotopie A entre 1 et ST :

f,1, ST @ Ca) — PR,

qui, par la conclusion 1 du lemme 3.13, est a supports linéaires non-dégénérés
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car i et ST le sont. Par la conclusion 2 du méme lemme,
vol (t) 2 1(q,b(ST),blx'2),kgp(x'2),volg(x'2),0) .
Or, pour j2 iy b(ST) et b(x)z) sont bornés supérieurement, volST(x‘z)

est borné inférieurement par un réel strictement positif, et

0

J
kgplx2) —=7
par la propriété 2 de la définition de ST . Il existe donc, par les propriétés

de la fonction f du lemme 3.13, un entier j(z) 2 j, tel que vol (t) > 0 pour

1
tout t € A(xj(z)z) . Ainsi /\(xj(z)z) € (-Z(p)(Rn)Lk et aA()ci(z)z) = xj(z)z - ST(xj(z)z),

ce qui établit le lemme 2 .

DEMONSTRATION DU LEMME 3 .

Soit z € 2(3)(Rn)u‘ un cycle sans torsion, 0<q#p<n. Si p=0,
le lemme 3 est évident. On suppose donc que p> 0 .

Pour établir que z € E(p)(Rn)Lk , il nous suffira de montrer qu'il
existe un vecteur § € RS tel que z est homologue dans (?(p) (Rn)l..k a un cycle
2' € 7.(p)(an)Lk vérifiant : wp(s') = y quel que soit s' € z' . En effet , ceci
implique que z' =0 car ﬂp(Z') =0.

Puisque z est sans torsion, chaque sous-espace vectoriel [s] de Rn ,
pour s €z, estde dimension g+p < n . Il existe donc deux vecteurs v , & € Rg ,
chacun transverse a tous les espaces (s| . Epaississons chaque simplexe
s=(x TR ,wp) € 2 dans la direction v de la maruére suivante :

Epls) : &, (0,1]— R"x vp(R")

(x,t) F—— (A(x)+ tv ,ol(x), - ,op_](x),(l-t)op(x) +14) .
Cette application est bien défirue car, & étant transverse 3 (s, & n'est
antipodal a aucun des éléments de Im wp(s) . Pour la méme raison, 1'ensemble
\'w](x), .. .,wp(x).w } est un systeme libre : le p-champ «(Ep(s)) est donc

partout un p-repére. Ensuite, puisque v est transverse a (s, Ep(s) est a
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support linéaire non-dégénéré. Notons enfinqu'en t =0, Ep(s) vérifie :

dim [l D(supp Ep(s))(x,0),¢(Ep(s))(x,0)]] = q+p+1 (3.29)
quel que soit x € Aq .

La subdivision barycentrique de chaque (q+1)-prisme Ep(s) de la
somme Ep(z) = S}Ez a_Ep(s) , ou a_ est le coefficient de s dans z , donne
lieu & une chaine de 623-)1(“")1* que 1'on désignera également par Ep(z) . On
aalors: JEp(z) =z-w, ou w¢€ E(gp)(Rn)Lk est nulle car pour tout s € w,
wp(s) est 1'application constante y . Or, Ep(z) n'appartient pas en général
a C_(p)(l?")Lk car le p-repére ¢(t) d'un simplexe t € Ep(z) n'est pas néces-
sairement transverse au support de t . Il reste, pour achever la preuve, a
définir convenablement un froissement de la chaine Ep(z) qui vérifie cette

derniere condition.

DEFINITION 3.19. Soient Z" une variété lisse munie d'une connexion, et 3

un feuilletage régulier de Z de codimension O < codim & < n . Notons :’C(Z)Pk
le sous-complexe de C(Z)Pk librement engendré par le sous-ensemble simplicial
g . . . .

c .

S(Z)Pk S(L)Pk des simplexes A qui sont transverses aux feuilles (T)‘(x)(lm A)
est transverse a TMX)(F(/\(X))) ou F(A(x)) est la feuille passant par A(x))
et qui ne rencontre aucune feuille en plus d'un point.
N 3
3 ' 't

Un froissement (relatif a §) trc € C(Z)Pk d'une chaine ¢ € C(Z)Pk

est défin1 de la maniere suivante :

3
- 6 - ] 3 i
a) Tout froissement trA C(L)pk d'un simplexe X € S(Z)Pk vérilie

F(A) = F((rA) , ou F(A) estle saturé pour 3 de ImX, et F‘(trl\) =L F(o)
o€ IrA
b) Un froissement d'un O~simplexe est un U~-simplexe vérifiant la condition a)

’
C) Le froissement se comporte comme un morphusme :

(1) s1 c- L 4. , alors fr_-= z a, fr ou Ir, estun f{roissement de A ;
A€c A C aec A A A

(1) Otrc = (r“

Le froissement est une opération inverse du lissage : c'est le plissage
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d'un simplexe selon les feuilles de ¥ . L'utilité du feuilletage apparait dans

la définition suivante.

DEFINITION 3.20. Notons w(I(h)(I(.)pk le sous-complexe de ¢(h)(2)pk dont

les supports des simplexes appartiennent a 3S(Z)Pk . On définit le froissement
s (h) . o 3 4(h) "
(relatif a2 3) fr. € ¢ (Z)Pk d'une chaine c€ ¢ (Z)Pk de la maniére
suivante :
a) Un froissement trs € ¢(h)(z')Pk d'un simplexe s = (A TEEE ,¢ph) €
ss(h)(Z)Pk est une chaine fr_ = Z a

o€fr
a, le coefficient de o dans fr, , supp (SO) =g, et

oSy » fr, étantun froissement de A ,
cpj(so )x) = (wo tpj(s) ox 1opoa)x), ot p: Imo = ImA est 1" application
associant a z € Im 0 1'unique point p(z) € F(z) M ImA , etou w estle
transport parallele du point po o(x) au point o(x) le long du géodésique dans
la feuille F(o(x)) ;

b) Le froissement se comporte comme un morphisme.

Dans la démonstration du lemme 3 , R" est la variété ambiante ; on
dira qu'un froissement trc d'une chaine ¢ € Ed(h)(R")Pk est linéaire si
fr. € ¢(h)(Rn)L‘k . Soit maintenant € la partition de Ep(z) en classes d'équi-
valences de simplexes ayant méme support, et désignons par supp (E) le support
commun aux simplexes d'un ensemble E € € . Soit également W un sous-espace
vectoriel de dimension g+1 de R" tel que la pestriction de la projection
orthogonale pr_: R"+w a 1'espace aftine _supp (E:‘)Ja soit 1njective quel
que soit E € € . Désignons par 3 le feulletage de codimension q+1 de R"
dont les fewlles sont les espaces affines prjl(x) pour x € W . Alors,
Eplz) € 3&38)1(RH)Lk . Or, din3 « dim supp(E) - n et supp (t) est donc trans-
verse au sens de Thom a F , quels gque sotent t < Eplz) et F <3 . Onen dédut,
puisque dim (supp t) - g+1 et codim Ot} ¢ g+1, qu'il existe un froissement
hinéaire trEp(z) € C(p)(an)Lk dont le bord est alors : cfr

Ep(z) ~ ToEp(2) °
trz -1Ir, . A causede (3.29), on peut choisir un froissement de Ep(z) qu ne
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modifie pas Ep(z) sur une bande suffisamment petite autour de z . Alors,
MrEp(z) =2- trw .

Remarquons finalement qu'on aura pu froisser chaque supp (E) ,
pour E € €, de maniére a ce que la chatne trsupp(E) soit en position générale
par rapport a chacun des p-repéres ¢(t) pour t € E . Il en résulte que, pour
t,t' €Ep(z),

supplt) = supp(t’) => supp (trt) = supp (trt.) ; (3.30)

d'ol on conclut, par la condition a) de la définition 3.20, que si supp (t) = supp (t')
et <pj(t) =goJ.(t') pour un entier j compris entre 1 et p , alors les supports
et les j-emes champs des simplexes de frt et Irt, sont identiques. Il en
résulte que "Ep(z) satisfait aux contraintes "j =0 (1sjsp) car Ep(z) ¥y

satisfait.

Il existe donc un froissement trEp(z) ¢ ¢l (Rn)L.k tel que-

MrEp(z) = z- trw =z ,
car, par (3.30) , le froissement de la chaine nulle w est nul. Ainsi

z€ 'B'(D)(R")Lk , Ce qui établit le lemme 3 .
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4. CHAINES REGULIERES ET FIBRATIONS DE KAN

Les entiers k , n et m étant toujours fixés, on établit d'abord les
énoncés (#) et (x*) pour la submersion pr: U=VxW=V, ou V estun
pavé ouvert de Rr" , W un pavé ouvert de rR™" , etou pr est laprojection
sur le premier facteur. Puisque (%) est évident pour q =0, les énoncés(»).

et (% se rameénent au suivant :
Flgp)(px‘)k ISLetR = Flgp)(pr‘)k =0 (4.1)
quels que soient 0 <q,p <n telsque 0 < gp<n.

Supposons que ﬁc(lp) (pr)k est ISL et R . Alors, tout cycle
z€ igp)(pr)k est représentable par un cycle régulier. L suffit donc d'établir
que tout cycle régulier z € igp)(pr)k appartient a Egp)(pr)k . Identifiant,
pour un ouvert O quelconque de Re , TO a Ox Re de la fagon évidente,
S(D)(O]:,k s'identifie a un sous-ensemble simplicial de 1'ensemble simplicial
singulier k-fois différentiable (S(O x Rr' )k)p par 1'application
st (,41(5),, eee ,pp(s)) .

Soit z € igp)(pr)k un cycle régulier. Alors z , en tant que chaine

réguliere, induit une section locale z :
supp

S(u),

Zsupp lS(pr)k

p1(>upp S(z)) € S(\’)k

du sous-ensemble simplicial p](supp S(z)) dans S(U)k , défirue par
~ _ . . 1 . . (i . B
zsupp()‘1) _AZ ou )‘2 est 1'uruque simplexe de S(L)k tel que (A],Az) € supp(S(z)).

Cette section se prolonge a une section globale de S(pr)k , osupp S\ W S(Uk .

car S(pr)k est une fibraiion de han ([ Y ], p-25) a tibre contracule. Consi-

dérons maintenant le diagramme commutatif swvant
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pr

S(u), x SIR™), ! > S(U),
S(Dpr), = S(pr), xS(D, pr), S(pr),

S(V), xS(R"), PTy 5 S(V),

ou pr, est la projection sur le premier facteur, et S(Dxpr')k : S(Rm)k - S(R")k
est indépendante dupoint x €U . Alors z , en tant que chaine réguliere,

induit pour tout 1<j<p une section ;j de S(pr)k x S(Dxpr)k au-dessus

du sous-ensemble simplicial p1(uj S(z)) © S(V)k x S(Rn)k , telle que

pr, o 23. = 9gupp ° Pry - Elleest définie par Ej(xl,wij) = (/\z,wg) , ol (Az.wg)
est 1'unique simplexe de S('I‘U)k = S(U)k X S(Rm)k tel que

((4\1 ,npii) ,()Lz,cpg)) € uJ.(S(z)) . Puisque les fléches horizontales sont des
projections sur le premier facteur et que S(pr)k et S(Dxpr')k sont des fibra-

tions de Kan a fibre contractile, ;j se prolonge a une section globale de

S(pr), x S(D,pr), , 9;: S(V), x S(R"), * S(U), x S(R™), , telle que

J
pr, e oJ. = Osupp opr,, ce qu'on exprime par le diagramme :
s(TU), Ste) » S(U),
o S(Dpr), % supp ls(pr)k
s(TV), S(¢) »S(V),

ou ¢ est laprojection canonique du fibré tangent sur sa base, et ou

S(g) o oJ. = osupp 0 S(¢) . Notons 0 = (01' cee ,op) la section de (S(Dpr)k)p :
S(¢)opr,
(s(Tu), )P . »S(U),
o ( ]'(S(Dpr)k)p % supp lS(pr)k
S(( )opl‘
(s(Tv), )P : » S(V),

ou Pr, est la projection sur j-eme facteur (1s)<p), etou

(S(e )opr‘J) 00 = csuppo (S(€)o prJ) . Puisque le relevé de classe ck , dans
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pr , de tout simplexe plongé est un simplexe plongé, et que les relevés de
classe Ck , dans Dx(pr) : TxU - TyV , de sous-espaces transverses sont

transverses, la section ¢ donne lieu a une section 00 de Py

S(p)(pr‘)k_"p—z'—" s(p)(U}:k c (S(TU)k)p
% P o (s(Dpr), )P
s(F’)(viPk < > (S(TV) )P

prolongeant la section z : p.‘(S(z)) + S(p)(pr)k induite par z , et définie
par 0.(s) =(s,0(s)) . Par définition de ¢ et 9, uj(co(S)) = (uj(S),oj(uJ.(s)));
uj(oo(s)) ne dépend donc que de Aj(s) . 1l résulte du corollaire 1.7 que %
induit une section '0-0 de p,
- P -
&/ P

o

K

prolongeant z . Enfin, par le résultat du §3, Flép)(v)Pk =0 car V est difféo-
morphe a R" . Soit C¢€ E(F’)(V)Pk telle que d¢C = p](z) . Alors

5@ ¢ ch 5 (@) = 5.(67) < 5.(0.(2) = 2o (2)) =

ao(c) €C (pl‘)k et d oo(c) = ao(a c) = co(p](z)) = z(p1(z)) =z .

Les énoncés (+) et (*=), et les théoremes 1-S, 2-S et S sont donc établis

n m-n n
pour une submersion pr: V xW -V .

5. CAS GENERAL
K

- X? de classe C 0

On passe au cas général d'une submersion f : Xg1
avec Zsko o  18k< ko-l , n et m fixés. Notons d'abord que les
cnoncés () et (» =) peuvent &tre remplacés par les énonces (»') et (#+')
swvants, qui donnent également les mémes theoremes :

Quel que soit p=2 1,

=(p) =(p) )
P nopll) ISL et R P neplly = 0 (»)
quelle que soit la submersion == Quelle que soit la submersion
K
£: X+ X" de classe Ck0 f: X2-° Xr; de classe C © .

2 1
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et
H, <n(t)k ISL et R (p2)  ©st un isomorphisme pour (%)
quelle que soit la submersmn = #<n et une surjection pour %#=n,
f: X2 - X de classe C 0 quelle que soit la submersion
f: X2 i X']l de classe C

L'invariance par subdivision barycentrique est donnée en hypothése
de ces énoncés, et cela, ajouté a la démonstration du cas euclidien, suffit a
établir ces énoncés en utilisant une méthode due a Milnor qui consiste a passer
successivement de la projection de pavés a celle d'ouverts par la suite de
Mayer-Vietoris en homologie sectionnelle, et a une submersion quelconque ﬁar
le lemme de Zorn. On démontre d'abord 1'énoncé («') . On procéde en quatre

étapes, en supposant p2 1 fixé.

k
LEMME 5,1. Soient f: X _ - Xn une submersion de classe C 0 , et
LEMME 5,1, Soient 2 et
7(p) -
(U }. N un recouvrement de X2 en ouverts emboités. Si I-L<n p(tIU-)k =

pour tout j € N, alors H(£)<n-p(t)k =0.

Démonstration. Tout cycle z € i(p)(t)k est contenu dans une submersion tlU-

pour ) suffisamment grand.

k
LEMME 5.2. Soient f: X,” X'; une submersion de classe C © , et

=(p)
Ul , U2 deux ouverts de X2 recouvrant X2 . Si H*<n p([IU)k pour
- =(p)
u=u,, U2 , U]ﬁU2 » glore HU p(f)

Démonstration. On établt d'abord la suite de Mayer-Vietoris pour 1'homologie
=(p)
AP (0

K dont découlera le lemme. 1l est clair que la suite

— ) _a_, ~p) (p) b, ~p) . —
0— C “\um’ P, ])kec (:‘Uz)k Cp((fU"tle)k

S —— x‘(C)Q’(-lz(C))

) -
C.l CZP——"' C]+(2

est exacte, ou i, et i, sontinduits par les inclusions et ou C(p)(t o )
1 2 v, U, 'k
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est le sous-complexe de C(p) (IE)k engendré par S(p)(t‘U )k U S(':’)(tlU )k .
1 2

Elle induit la suite également exacte :

En effet, il est clair que a est injectif et que Im a = ker b . Montrons
que b est surjectif. Soit c € C(p)(t|U if lU . Alors, c peut s'écrire
sous la forme c + c2 , ou c €C p) (f| de maniere que deux simplexes
de ¢ ayant méme support appartiennent a la méme sous-chaine < (i=1,2).
Or, puisque ﬂj(c) =0 pourtout 1<jsp, nj(c(supp s)) = 0 pour tous
1<j<p et s€c, ou c(supp s) estla sous-chaine de c constituée des
simplexes ayant supp (s) comme support. Donc "j(ci) =0 pourtous 1<j<p
et i=1,2, d'ou g€ C(F’)(tlu_)k

Cette suite exacte cour'tel donne lieu a la suite exacte longue d'homologie,
dont on déduit que ﬁipln_p(tw] ;fluz)k =0 . Enfin, la surjectivité du
morphisme :

1) . — g
lycpep ¢ HY “IU]'IIUZ)k HP “‘UNUZ)“

indwt par l'inclusion au niveau des chaines, découle directement de 1'hypothese

d'invariance par subdivision barycentrique de Hipln p(t‘U uu ) H(fln_p(t)
1 2

LEMME 5.3. Soit pr: R" - Rn xR"™ "+ R" la projection sur le premier

facteur. Quel gue soit l'ouvert U de R" , H(‘!"’<n p(prlU =0.

Démonstration. Tout ouvert U de R™ s'exprime comme réuruon dénombrable

de pavés ouverts de R™: U- o Px . Posant U = _ P
€N I a=igg
\UJ}J, [ €St un recouvrement dénombrable de U en ouverts emboilés. Par

=(p)

* < N- p

i 1'ensemble

le lemme 5.1, 1l sutfit de montrer que H (prlU )k =0 quel que soit J € N .
J

On procede par induction sur ) pour démontrer que si 0J est un ouvert de R™

s'exprimant comme réuruon de ) pavés ouverts, ﬁ(p) (pr\O )k =0 .

«I-<n-p
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72y o

Si j=1, c'estle cas euclidien déja établi. Soit j> 1, et

supposons que H(p)

*<ne p(prl o, )k =0. Si Oj est réunion de j pavés ouverts,

OJ OJ 1 Y O1 , et Oj_1 N o, s'exprime comme réunion de j-1 pavés ouverts.
Le lemme 5.2 donne le résultat.

Démonstration de 1'énoncé (#') .

Soit f: X2 - X'; une submersion de classe Ck0 et soit U un recou-

vrement ouvert de x?_ tel que pour chaque U € u, t\U soit Cko-dittéomorphe

a la projection sur le premier facteur d'un pavé ouvert VxW<c R"xR™" .

Alors H( ln p(tlU) =0 quel que soit U€u, car ks kg-1 . Selon le

lemme 5.1 et le lemme de Zorn, il existe un ouvert UO non-vide de X, tel que

2
5P ) . ) )
HY <n_p(f \Uo)k soit nul et que U0 soit maximal parmi tous les ouverts U de

X, pour lesquels cette propriété est vérifiée. Si U, # Xy, soit U €U tel

(J) 1)) -
que U, ¢ U, . Alors H*<n—p(t ‘Uo)k = H*<n~p(t|U1)k =0, et
Hipln_p lU NU )k =0 par le lemme 5.3, car flU Ny est C ~-difféomorphe

a la restriction de la projection pr: R"x R™™ + R i un ouvert de R"xR™ ™",
=(p) _ . .
Donc H*<n p(t\UOUU1)k =0 par le lemme 5.2 contredisant le caractére

maximal de U0 . Donc U0 = X2 .

On établut maintenant 1'énoncé (#x') suivant la méme méthode en quatre

étapes. Les énoncés des lemmes et leur démonstration sont en tous points

semblables, sauf pour la démonstration du lemme suivant :

LEMME 5.2bis. Soient f: X, X': une submersion de classe Cko , et

U1 , UZ deux ouverts de XZ recouvrant X2 . Si, quel que soit

u-=uU UZ,U ! LZ , (pz) : H*“lU)k‘ H*(U) est un isomorphisme pour

% < n et une surjection pour * =n, il en est de méme de

(py), : H (0, = H(X,).
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Démonstration. Soit le diagramme commutatif de suites exactes courtes :
0— C(f ), — C(f,, ),®C(f,, ), — Clf\,, ;f1,,),— O
|U10U2 Kk |U1 k |u2 % |U1 \U2 k
Jpz lpze P2 l”z
0 — C(U1ﬁU2) —_— C(U1) QC(UZ) —_— C(UI;UZ) — 0
11 induit le diagramme commutatif de suites exactes longues dont il résulte, par

le lemme des cinqg, que (pz)*: H*(£|U ;tIU )k - H*(U1;U2) est un isomor-
1 2

phisme pour * < n et une surjection pour * =n . Considérons le diagramme

commutatif
H,( ) e H,(t )
f o
* \U] \Uzk * \UIL,UZK
(p?_)*l l(pZ)*
L, ;u b
H* .I,Lz) ~ H*(U1UUZ)

ou J, est le morphisme induit par 1'inclusion au niveau des chaines. La
fleche du bas est un isomorphisme, et celle du haut une surjection car
H*(tlUluUz)k est, par hypothese, invariant par subdivision linéaire.
L'injectivite ou la surjectivité de la fleche de droite résulte alors de 1'injec-
tivité ou de la surjectivité de la fleche de gauche.

0. CAS h -k
E— v

On a di omettre le cas h - "0 car 1'homologie ng)(()ko n'est
[3
pas définie pour une application de classe C 0 . Mas le théoreme S pour

K = ko se déduit aisément du méme theoreme pour h = h. =1 .

0
Soit f: .\2 - X': une submersion de classe Cko ) k() 2, et
désignons par pg : C(”k - (.(.\.,) le morprus:w mnyecul P, - bomkn gsn
et ¢« Cq()\z) une chaine telle que o« L pzU . Alors U €1m P, 3 , ou
ko—l 2 1, etil existe une chaine ! :Ec' a_ s« Im pzu-] telle que o' oc

et c-c'¢€ B(XZ) , envertu de la partue du théoreme S déja établie. 1l existe

par ailleurs, quel que soit @ >0, une chaine ¢ T as
“«  gc¢' s @

de simplexes
8!
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k,-fois différentiables de X2 telle que dc =2c' et d(sa,s) sa, ou d est
une métrique quelconque compatible avec la topologie C1 de Whitney sur
c‘(aq,xz) . Puisque t#: C‘(Aq,Xz) - CI(Aq,Xi) est continue, il existe
donc pour tout 8 >0, une chaine cﬂ = szé:c' a SB de simplexes ko-tois
différentiables de X2 telle que acﬂ =9c', d(sﬂ,s) <8 sur C’(Aq,xz) ,

et d(fos,,fos)<8 sur C1(Aq,X1) . Les simplexes fos, pour s€c',

étant des immersions injectives, il en va de méme de fo sB pour 8= BO suffi-

samment petit. Enfin, pour B8 1 sﬁo assez petit, c'-c

8, € B(Xz) . Donc

ko
cﬂ1 € Im Py et C est représentée par ¢

ﬁ‘ '

7. HOMOLOGIE SECTIONNELLE RELATIVE d'une SUBMERSION.

Le théoréeme S s'étend aisément au cas relatif. Appelons ky-submer-

sion un ko-diagramme dans lequel f et to sont des submersions :

g
2
Y, X5
N I
g,
Y, X,

et posons ¢ =d1mY] et n=<11m)(1 (¢ =n).

THEOREME S (cas relatif). Soient (t,to;g)ko une Kk,-submersion,
2sk, =™

0S%s  Jt H (D~ Ho(L1g:e), et (py),  Hy(f,15:0), ~H,(X,,Y,;8))

le morphisme défini au §1. Alors, quel que soit 1Sk <k

0"
(i) Si ¢<n : (pz)’ est un isomorphisme pour * <S¢ et une surjec-

tion pour * = ¢&+1, et J, estun isomorphisme pour + > ¢+1 .

(ii) Si e =n: (pz)_. est un isomorplusme pour * < ¢ et une surjec-

tion pour « =¢ , et J, estun 1somorphisme pour + > £+1 .

Ce théoreme résulte du théoreme S par application du lemme des cing

au diagramme de suites exactes longues induit par le duiagramme :
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Q — C(f)k—-' C(t,to;g)k—‘ C(to)k'—' 0

N

0— C(X2)—~ C(Xz,Yz;gz)—* C(Yz)—-—' o .
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APPENDICE

On a rassemblé ici les démonstrations de quelques énoncés techniques

utilisés au cours de ce travail.

Démonstration du lemme 2.3-P.Nous considérons un complexe Cz:‘)(v)Pk dual au
~(p) ;
complexe Cq (v) Pk’ Soient

P () o ol _ <
et bp-ﬂp. Cp (V)Pk cgl(v)Pk (ap-O pour p=0)

L 20 _ _ _ (q) . -
Ainsi, 3%(c) = Tlp_] up(c) = np "p—l(c) = ﬂp(O) =0, etonnote ¥ (V)Pk 1'homologie

de ce complexe. Alors, Zl(:I)(V)Pk= Egp)(V)Pk et
. xlp+1) — =
T o Cq (V)Pk Cq (V)Pk

s'écrit d Cé?_)‘(V)Pk — ZLQ)(V)Pk ) )
d'ou 1'énoncé du lemme 23-P est équivalent a la nullité de u("?/)é n-q(v)Pk .

11 est suffisant de montrer que ui‘:zn_q(x) =0 ol A€ Sq(V)Pk et ol uiQ)()\)
est 1'homologie du sous-complexe C(A) € C(q)(V)Pk constitué des chaines ayant A
pour support. En effet, soit z € zl(aq)(v)Pk et écrivons z sous la forme
z= T z(A) ol z(X) est la sous-chaine de z constituée des simplexes ayant méme
sup;:oert, A . On aalors, quel que soit 1<jsp :

'uj(z) =0 =y wj(z(/\)) =0 pourtout A € A.

On peut dire plus : il est suffisant de montrer que lii(:zn_q(o) = 0 pour un
simplexe o0 € Sq(Rn)Pk. Soient en effet A € Sq(v}Dk et g € Sq(Rn)Pk . Décompo-
sant la restricion de TV a ImA en somme directe des fibrés triviaux tangent
et normal a Ima , il existe un difféomorphisme § de fibrés de

! entre la restriction de TR” 4 Imo et la restricionde TV a ImA ,

classe C*°
appliquant 1bré tangent sur fibré tangent et fibré normal sur fibré normal. Par
conséquent, € induit un 1somorphisme de C(Q)(U) sur C(Q)(A) et de uLQ)(o) sur

niq)(k) , utilisant le théoreme de Stone-Weierstrass pour passer de k-1 a k .
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On va montrer que Biq’)‘n_ q(0) =0 en procédant par induction sur q, partant

de q=n . Il suffit d'établir :

(i) quel que soit o € Sn(Rn) 3‘(3‘)0(0 )=0 ;

Pk’ %
ooy (get) _ . n
et (i) si. u*#n—q-‘l(o) =0 quel que soit 0 €S__ (R )Pk ,

. n
quel que soit o € Sq(R )Pk .

alors H Q)

i #n_q(o) =0

q+1

L'énoncé (i) est trivial. Démontrons (il). Soit @' € Sq(]Rn)Pk . Montrer que

B&‘in_q(c') = 0 est équivalent a montrer le méme résultat pour un simplexe
o: Ay R" linéaire affine non-dégénéré.

Soit alors z= Z as(o ,wl(s), e ,cpp(s)) € ng)(o) , oo 0<p<n-q
s€z .
(pour p>n-q ou p<o0, C:)Q)(o) =0), etou wj(s) : Aq - lR'B est de classe

ck.

Ici, deux champs quelconques sont homotopes : chaque champ est homotope a
un champ constant par la contractibilité de Aq , et deux champs sont homotopes par
la connexité de Rr(]) (on suppose nZ2: pourn=0o0u 1, lethéoreme P est trivial).
Notons B : Aq d Aq 1' application constante de Aq sur son barycentre b, et
F: Aq x [(0,1] » Aq 1'homotopie entre id,B : Aq - Aq , définie par
F(x,t) = (1-t)x +tb

On appellera t-contraction 1'application Ft =F(,t): Aq - Aq . Pour ¢: Aq hd Rg

désignons par wt le composé °°Ft , etpar F(t ¢ )(z) la chaine
t t LR
T alo .w11(s). ...,0 P(s)
s€z P
On pose également F (z) = F (z), ® = {p(s):s€z}, et
t (t,...,t) 1
z(p) = z5 a_s pour ¢ €@ . Evidemment, z= T z(») .
J s€ z tel que J J pED J
‘DJ(S) =9 3]

Remarquons enfin que la t-contraction induit un endomorphisme Fl de C(Q)(O) ,

car D¢ : Aq - L(Hq,Rn) est constante . Alors, F](L) € Zg‘)(o) est
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constitué de champs constants et appartient donc a @.:,Q)(a) . 1l reste a montrer que
z- Fl(z) € mg‘)(o) , Ce qu'on établira en montrant que, pour ¢ € (0,1] suffisam-
ment petit, z = Fo(z) ~ Fc(z) ~ F2‘(z) ~ L.~ Fme(z) ~ L.~ Fl(z) ou "~" est
1"homologie dans C(Q)(o) .

Soit ¢, € ii , pour 1=is<p quelconque. Il est clair que ﬂj(z(«:i)) =0 pour
tout 1<js<p, j#i. L'intégration du champ @ le long de 0 par l'application
Exp : TR" »+ R" donne lieu, comme dans la démonstration de la prop. 2.1 (ol le

role du champ cpp+1 est ici tenu par le champ epi) au prisme

- . n n
g(s) = (Eo'gl' ...,gi,...,gp) : Aq. xR*R x Vp-l(R )
quel que soit s € z(tpi) . Désignons par :
6(5) = (901611'001617--'19‘))
i (p=1) 0 o .
1 .
1'image par g(s) : CqH(Aqu)Pk-' Cq+1 (R bk de la chaine constituée du seul
simplexe C(b,l)jg ou jg: Aq - Aq x R est l'identification de Aq a Aq x {0}
et ol C(b 1) est le cdne ordinaire de sommet (b,1) . On vérifie aisément que la chaine
’

©(zlp) = I a_ O (s)
s€z(g,)

appartient bien a Z(::l]) (ei(a)) , car z(soi) vérifie les contraintes "j =0 pour tout
1=j#i=<p . Par hypothése d'induction (ii) , © (z(‘pi)) € @:::1)(00’) : il existe
donc § (z(tpi)) € C:)qﬂ)(eo ) tel que

18 (z0)) = ©(zv)) .

Prenant de chaque cOté la O-eme face, on obtient :

n( I b(o,F.(w,(t),....,F e () = I (0,0 (S)s eens®r om0 (s
t€Q (zle) oo °"p sez(wi)a M “ c,P(S)){l)

Or, A est le champ unitaire normal de la O-eme face 0 dans ©

y » 40U
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1'appartenance a 5(321(1?"),,‘( d'un simplexe t = (eoy¢1(t)--..¢p(t» € O(z(¢,)) implique :
(@ Fgley(®), - Fo@y_1(0),9, Fefgy(0), . Fofo ) € SPIRY
quel que soit t € Q (z(tpi)) . Ainsi, (1) donne lieu a :

ﬂ( z b (0 ,F (¢’ (t))y---,F ( A (t))’@,F (‘p.(t))’".,F (w (t)))) -
teQ (z(e)) * 0™ 0%1-1\") % F o\ o,

= sef(wi) as(O,w,(s),...,ch(s)) = z(e;))

équation qu'on notera : ﬂ(c(cpi)) = z(cpi) . Posant ci(z) = 25 c(gpi) , ona
Q.€P.
i
"(Ci(z» =z . Remarquons cependant que ci(z) n'appartient pas a Cg_)](o) , la
contrainte . =0 n'étant pas vérifiée.
Soit € € (0,1] suffisamment petit pour que, quels que soient 1<i, iOS p:

(p+1) (g0
(ci(2) € VR

F(me , e yme ,(m=1)€, ...,(m=1)¢) Pk ’

i O—éme position

quel que soit 1=m S% , C'est-a-dire suffisamment petit pour que le p-champ de
chaque simplexe de cette chaine soit un p-repére en position générale par rapport
au support. Un tel nombre existe : il suffit, pour chaque 1Si<p et chaque

te ci(z) , de choisir 6(t) >0 suffisamment petit pour que le tuplet

(Im Do ,qu(t)(xI), ... "ppﬂ(t)(xpﬂ)) engendre un (q+p+1)-espace quelle que soit la

boule de Aq de rayon 6(t) contenant les points Xqpee ,xpﬂ . Posons
6= min 6(t) et €, € (0,1 assez petit pour que IFe (x)-x' <6
t¢ c-l(z) 1
1s1Sp

quel que soit x € Aq . Notons enfin € € (0,:1: tel que 1/¢ soit un entier. On a

alors, quels que soient 1<i, IpSp et 1sms 1/¢

) (p+1) o0
F(mc yeeerme ,(m=1)e,...,(m=1)¢e) (Cx(d) € qu* (R )Pk '

T— 1 o-éme position

car |Fm¢(X)-F(m_1)c(x)l = ch(x)-xE < chl(x)—xi < 6§ . Bien entendu, cette

chaine vérifie, comme ci(z) , les contraintes vJ =0 pourtout 1=)<p ,Jf1.

Donc, quels que solent 1S1<p et 1<ms I/c, lachaine
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l:‘(n')'e: s eeeyme ,(m=-1)¢, ..., (m- l)e)(ci(z)) - F(un: y oee yme, (m=1)¢, ..., (m- I)e)(ci(z))
i-eme position i-éme position
appartient a Cé?_)‘(o) car ici toutes les contraintes "j = 0 sont vérifiées quel que

soit 1<j<p , mémepour j=i . Cette chaine a pour bord

(@) - @ €890 .

l:‘(mt:, eo,me,(m=1)¢, ...,(m=1)¢ F(me, weeyme,(m=1)¢, ..., (m=1)¢

i-eme position i-&me position

Ainsi, on a dans C(Q)(o), les homologies entre les contractions successives :

z = Fo(z)~ F(e,o, ...,0)(z)~ F(e,e,O,...,O)(z)~ e ™ Fe(z) (m=1 et 1sisp)

Fe(® ~ Fee,...e)® ~ Fae,2¢ ¢, ...,0@ ~ -+~ Fped  (m=2 et 15i=p)

F (z)~ ...~ F

(z)~F (2) = F (2) (m=letlsi5p) .
o P ¢ e S P 107 C

Donc z~F1(z)~0 .

Démonstration du lemme 2.3-S .

k .
Soient f: X2 - X1n une submersion de classe C 0 , 28 kOS © et des

entiers 1<k sko-l , p20, et q<n-p fixés. On va montrer que
L Eg’”)(t)k - Eép)(t)k est surjectif en utilisant le lemme 2.3-P. La démons-
tration suit essentiellement les mémes idées que celles utilisées dans la démons-
tration de la proposition 2.1 (ii) et au §4 .
(p)
Pour (A,I,Az) € Sq([)k , notons Sq (A1,A2) le sous-ensemble de
(p) (p) (p)
Sq ([)k des simplexes de support ()\1,/\2), et Cq (AI,AZ) c Cq (t)k le sous-groupe
librement engendré par sg’)(x],xz) . Posons :
p+1) . clp*) . le+)

oy = el o) n el g,

= (p) _ ~(p =(p)
et Cq (A‘.Az) = Cq (AI,AZ) I Cq (()k .

On définit de maniére semblable 'c”g’"’(xl) et Eép)(xt) » pour A, €5 (X

'I)Pk'
11 est suffisant de montrer que, quel que soit (x‘,xz) € Squ ,
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. = (p+1) = (p)
T Cq (Al,kz) — Cq (A1,A2)
est surjectif. Or, par la démonstration du lemme 2.3-P , Np(Q)(Al) =0, c'est-a-
dire 7: Eépﬂ)()“) - (-fc(lp)(k‘) est surjectif.

Soit ¢ € Eép)(xl ,)«2) une chaine quelconque. On commence par la rendre
réguliére en multipliant chaque champ uj(s) pour 1<j<p et s€c, parune
constante réelle strictement positive 6.(p.s) € R" convenablement choisie :
uj(S) = (0,,0)) — bj(uJ-S) uj(S) (6 (u s). ¢,. u s).¢,) , le produit étant celui
donné par la structure de fibré vectoriel sur T)(1 et sz . On exige également

que les fonctions 6J. : {uj(s) :s€c} » R choisies soient telles que :
. (s 8.(u. . 6.(p.s')u.(s' 1
uJ(S) # uJ(s ) = J(qu)uJ(S) # J(qu )uJ(s ) (1)

Appelons ¢ la chaine réguliére ainsi obtenue de c . Puisque 6]. ne

dépend que de uj(s) , il est clair que nj(co) =0 pourtout 1< j <p . Ainsi,
N L s = (p) . . =(p)
¢, est une chaine réguliére de Cq (A‘,Az) . Alors p1(c0) appartient a Cq (A,) ,
et il existe donc une chaine e € Eq(pﬂ)(kl) telle que n(e) = pI(co) . On releve
s i =(p+1) _ .
2 en une chaine dO € Cq (Av)tz) telle que 7 do =< de la fagon suivante.
En tant que chaine réguliere, Co 1nduit, pour chaque 1=<)=<p , une application
DA = s 1) (0 .

o)t A= {pu(s) i s€cy) (< s‘q () =5y détine par
o s)) = 5) . Alors, pour t € e, onreleve t) par 0. s1 ut) €A ;
J(p]uJ( ) u_'(s) P uJ() par o uJ() ]
sinon, on releve pj(t) sur un champ k-fois différentiable de n-plans horizontaux

D

o { .
du fibre T)\ZHm A T)\‘ |im A . 1l est clair que ce relevé d

9 de la
chaine e appartient a C(pﬂ)(x XZ) et que n d0 =Cq - Enfin, 1l ne reste plus
qu'a ramener do sur une chaine d GE?H)(M,AZ) telle que nd =c: 1l suffut,

pour cela, de multipler uJ(t) » tedy, par l/'6J(;js) s pj(t) = bj(ujs)uj(s) pour

un certain uJ(s) € (#J(S) :scec! (umque par la ligne (1)) , et par 1 sinon.

89



F. LALONDE

Démonstration de 1'inégalité du triangle pour la métrique O-fine.

Soient F un espace vectoriel réel et || une norme sur F . On montre que

I'application d: F xF = {0,2] définie par :

I I - n R
o -
0 st (x,y) = (0,0)

est une métrique sur F . Les deux premiers axiomes d'une métrique sont évidents.
Il reste a vérifier 1'inégalité du triangle :

ox,y) = dfxz) +dfz,y)
quels que soient x,y,z€ F. Si 0, x, y, z ne sont pas tous distincts, cette

inégalité est évidente. On suppose donc' 0, x, y, z tous distincts.

Si |z| < max(|x|,lyi), ona :

Ix-yl < Ix-z| + |z-y| < Ix - z| . |z -yl
max (|x.,[yl) max (x|, |yl) max([x[,|zl) " max(lz],[yl) -

Supposons que |z| > max(|x|,|y!) . 1l est clair qu'il suffit de démontrer
1'inégalité du triangle dans un sous-espace de dimension trois, c'est-a-dire dans
R’ que !'on munit de sa norme usuelle. Si |x| # |yl , supposons |x|> ly|.

Alors, |z| > |x|> |y| . On doit montrer que :

fx -yl < Ix=-2z|+ lz=~-yl

< ()
Ix] 1z]
|z Ix-z|+|z-yl|
2
= WS TR 2
Faisant varier l'origine 0 dans la direction Ox jusqu'au pointou |x| = |y|,
on laisse invariant le membre de droite de (2) , en augmentant le membre de gauche
car |z| > |x| . 1l suffit donc de démontrer (2) dans le casou |z| > |x] = ly| .

Or, (2) est équvalent a

HIPENELSLILELAR (3)
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Fixons le triangle x, y, z , mais faisons varier O de sorte que
|x| = ly| = constante. Alors, 0 trace un cercle C centré au point milieu de Xy ,
orthogonal a x -y . Le membre de droite de (3)  demeure inchangé, tandis que
|z| est maximisé quand 0 € CNP ou P est un espace affine de dimension 2
contenant x, y et z . Il suffit donc d'établir (1) dans RZ .
Soient x,y, z € R® avec lzl > Ix| = |yl , ou O, x, y, z sont tous
distincts. Fixons O, x ety et laissons varier z avec |z|> |x|=ly| . Si

(1) est faux, c'est dire que
Ix-zl+lz-yl Ix-yl|
E3] T X
devient strictement négative en z, hors de la boule fermée B Ix I(O) . Or

[x-2z]| + |z-y|
1z]

f(z) =

. Ix-yl
2 et X1

I =2 . Il existe donc un réel R > 0 tel que
‘zl-oen

z, € BR(O) et que f(z) > t(zo) quand z € bBR(O) . Deplus, f est positive sur
3B Ix l(0) par A). Donc, le minimum de la restriction de f al'anneau fermé
ER(O) -B Ix ‘(0) ne peut avoir lieu sur le bord de 1'anneau. Il a donc lieu en un
point critique de f . Soit donc z le minimum de f sur ER(O) - lel(o) . Alors,
Df(z) =0 et f(z) < O car t(zo) <0. Et

Df(z) = 0 & DW!(Z) = Dwf(z) =0 ,

ou & est un vecteur unitaire dans la direction de z et ou ¢ est orthogonal a ¢ . Or,

p 1 - lcosarcosp)lz| - ([x-z| + |z-y|)0 _
L ‘2‘2

-
(=)> cosa+cosf =0 &) a+B =1 (=>91 = 92 car ¢ 0z

Figure 6
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Et désignant par 6 1'angle 61 = 62 )

¢ - 20056 |z| - (|x-z| + |z=y]) _
’ |z|2

(= 2c0s8 = l£:£+§%lazxi

Or ceci implique que 6 = « . En effet :

D

Figure 7

lz-al + |z-b] Ix-2z| + [z-y|
2cosb = = y

lz| (z| '
d'ou [x-al = |y-bl|
Ceci entraine que 4 (x,0,a) = < (y,0,b) , et on en conclut :
4 (X.U-Y) = =-2w = 20*4(".0.3)-4Uv0.b) = 29 ,
& wo=1/2-p = 1/2-(n/2-6) = 0

Entin, 1'égalité 6 = w conduit a

Ix-zl| + |z-y| Ix -
f(z) = AR T ‘yl = 2cos® -2cosw = O
Izl ix]

ce qui est contradictoire.
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Démonstration de la proposition 3.7. (Voir également [13], §5, [14] et

[15), p. 358 ol des résultats analogues sont établis.)

La construction d'une suite fine et réguliére de subdivisions linéaires
donnée ici s'appuie sur une idée géométrique simple. Elle a 1'avantage de rendre
intuitivement claire la démonstration du caractere "morphisme" de ces subdivisions
(recollement des faces).

Appelons hypercoupe de Aq une coupe de Aq c Rq'"1 selon un plan de
dimension g-1 inclus dans 1'hyperplan Hq o) Aq , etnotons, pour q=1 et j=1,
P(q,j) 1'ensemble des g-polytopes obtenus en opérant sur Aq j hypercoupes
régulierement distancées parallélement a toute hypertace de Aq . Pour une
hyperface Fi de Aq , cela signifie que les coupes sont déterminées par j

(q-1)-plans distincts Ji qreeend; j dans Hq , paralleles a F,, ettelsque :
’ ’

dist (Fi’Ji,l) = dist (Ji,l'Ji,Z) = ... =dist (Ji,j-l'Ji,j) = dist (Ji,j'ai)

ou a, est le sommet de Aq opposé a F, . Notons K(q,j) le complexe simplicial
obtenu de la subdivision barycentrique des polytopes de P(q,j) , qui donne lieu a
une triangulation linéaire (K(q,j), U ,6(q,])) de (Aq,&q) ou 6(q,j) estinduit

par l'orientation Sq de Aq . Or, pour une hyperface quelconque F.l de &

q
K(q,j) F, est un sous-complexe simplcial de K(q,]) et 1l est évident que

1'injection Vi : Aq_] L.Aq induit un 1somorphusme de K(g-1,j) sur K(q,)) ﬁFi .
Fixons ) et laissons q lbre. Soit w(q,}) un ordre total des sommets

de K(q,)) pourtout q 21, tel que |'isomorphusme de K(g-1,j) sur K(q,j) m-*l

induit par Vl conserve la relation d'ordre des sommets. On défirut la subdivision

)" = (y") . par yJ =1 et, s1 g 21, par lachaine de triangulation hnéaire
qQ'q=0 0 AO

Y:] = C((K(Q.J).lAq.b(q.))).w(q.J))'i Cq(Aq)L .

Cette définition satisfait bien a la déimution 1.2. 1l est clair que la suite (! )j—"l

est fine. Elle est réguliere car le type d'un polytope est invariant par similitude

et l'ensemble U P(q,)) contient un nombre Liru d'éléments a simlitude pres.
321
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Démonstration du lemme 3.15.

Voir plus loin.

Démonstration du lemme 3.17.

Définissons d'abord la fonction ? . Onnotera a, b et c ses trois arguments,
ol a et b sont des entiers telsque a=0 et b>0, etou c € [0,1] .

Soit Av un sous-espace vectoriel de Rn de dimension dim AVZ a+2, et soit
a € S(Av) 1a sphére unité de AV centrée a l'origine. Notons K(Av,a,c) le double
cdne ouvert dans Av de sommet O, de centre la droite vectorielle cdntenant «,
et dont le sinus du rayon angulaire est ¢ , et désignons par KC(Av,a,c) le fermé
AV-K(AV,a,c) . Dnnons-nous b sous-espaces vectoriels de Rn de dimension a ,
Vj , 1Sj<b, inclus dans Kc(Av,a,c) .

Détinissons f : S(Av) -+ [0,1] par :

min vol(VJ.,v,u) si a>0
~ << v
Tv) = 1=
vol(v,«) si a=0 ,
ol on a identifié, comme d'habitude, v et & aux espaces vectoriels [v] et [a].
Cette fonction est continue. Puisque dim Av = a+2 et que dim VJ. =a, cette fonction
est presque partout strictement positive quand ¢ > 0 . Donc sup ?(v) >0
VES(A)
quand ¢ > 0 . Désignons par P = P(V1, ee ,Vb) € S(AV) un point tel que :
(i) la droite vectorielle [P] passant par P est transverse aux espaces V.

J
(1sjsb) si a>0, et (ii) f atteint son maximumen P .

Ces deux conditions peuvent étre satisfaites en méme temps : c'est évident
Sl T est identiquement nulle ; sinon, le maximum de T est strictement positif et
se produit donc en des points ou (i) est satisfaite. Posons ?(V1 e V) = 1 T(P(Vl,.-,vb)
Alors, ';(VP . 'Vb) est une fonction continue dont chaque variable appartient au

C
compact Ca(I\ (Av,a,c)) c Ga(Av) . Donc
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in

t 'f'(vl,...,vb) >0 sic>0,
-1Vp) €(G, (KA, a,0))P

(V1 y o
que 1'on note ?(a,b,c,dim Av) qui, évidemment, ne dépend pas du choix particulier
de Av ni de celui de @ . On pose :

f(a,b,c) = min ?(a,b,c,d'unAv)
a+2s dimAvs n

Remarquons que ?(O,b,c) =3 et que ?(a>0,b,0) =0 . C'est bien une fonction
positive, continue et croissante en fonction du dernier argument, qui vérifie
?(a,b,c> 0) > 0 . Il est clair également que ?(a,b,c) est décroissante en fonction
de b .

Soient maintenant w € Z(eh)(l?")Lk , ¥€ R, et A un sous-espace affine
de R" de dimension au moins ¢+2 contenant les espaces [supp r]a pour r € w
et admettant ¥ comme vecteur tangent. Soient Av le sous-espace vectoriel de Rr"
parallele a A, et T une translation de R" telle que T(A) = A, - Posons
a=¢t, b= |{{supprij:r€w}|, c=vol(w,y), «a =”-"-"£|T et Vj les espaces
(suppr] pour r € w . On est ainsi ramené a la situation décrite plus haut : soit
alors P = P(V], s V) = P(i{[supprj:r€w}) €S(A)) ou T atteint son maximum
(il est clairqueni P ni ? ne dépendent de 1'ordre des espaces Vl yeos 'Vb) :

min vol ({supp r],P,¥) si ¢>0

TPy = { ¢V
vol (P, ) si t=0 .

Par le choix de P, [P] esttransverse aux espaces (suppr;, re€w,
si a>0 . Donc, pour u € [PJ suffisamment éloigné de l'origine, les espaces
vectoriels [Cu('r(supp r)); sontde dimension @+1 quel que soit r € w , et la
distance d entre .,Cu(T(supp r)), et {{supp rj,u  devient aussi petite que 1'on veut.
11 exaste donc Uy € {PJ nonnultel que : (a) dim [CNO(T(supp r)] - eer

et (b) mn vol ({C (T(supp r)),,v) e } mn vol ( [ supp r,.uol.v) .
réw Yo réw
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Alors, le point p = T'1(u0) € A satisfait aux conclusions du lemme 3.17.
En effet, pour r €w , Cp(supp r)= T-1(Cu (T(supp r))) et Cu (T(supp r)) est
0 0
non-dégénéré par (a) . Ensuite :

vol ([C_supp r],¢) = vol ([C. (T(supp r))],+)
p uy

1

2 % min vol ([ [supp r],uo],w) par (b)
r€w

1 neun vol ([supp r],P,4) si ¢ >0 par laprop. 3.11(i)
réw

3 vol (P,v) si £=0

= ?({[supp r]:r€w})
2 T(e,|{[suppr]:r €w}|,vol (w,4))
2 f(e,|wl,vol (w,))

car |w|2 |{[suppr]:r€w}|, et T estdécroissante en fonction du second

argument. Enfin, il est clair que p ne dépend que de (supp r:r€w}, ¥ et A.

Démonstration du lemme 3.15.

La démonstration de ce lemme est tout a fait semblable a la précédente :
mais on maximise iCi le produit du type par le volume, au lieu du seul volume, pour

obtenir en méme temps les conclusions b) et c) du lemme 3.15.

Démonstration du lemme 3.18.

Soient B c Sn" une boule de rayon angulaire e strictement positif,

€21 et 1=d<n. Soit une suite (E‘,...,E xi).ohElest un sous-espace

(,xl,...,

vectoriel non nul de R" tel que max amE =d, ElﬂEf¢,elob x € Elr‘xE ,
1<isE

et considérons la fonction g: D =B - (xl,...,xg) - [0,1] détime par

gly) =
1

min vol ({y - xil’Ei) . C'est une fonction continue, n'admettant pas de
Si<§
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limite aux points x; . Soit alors

g(E yese By X yeeesX ) = % Sup g(y)>0
! ¢ ¢ y€D

et choisissons un point x € D tel que g(x) 2 “(El""'Eg"‘V'”'xg) , que
1'on notera x(l?.],...,E6 ,x1,...,xg) . Il est clair que ce point appartient a

B- UE..
1<ig !

On vérifie aisément que g(El, .e .,E.£ Xqyee .,xe) est une fonction stric-
tement positive et continue en fonction des 2¢ parameétres qui varient sur un

compact. Donc

(E i nEf 3(51'---’x€) >0,
1""! eixl

nombre que 1'on désigne par g(6,d,¢) . C'est une fonction continue de la variable

R

0<6 <m. Onpose g(d,&) = inf g(6,d,¢) . Il reste & voir que g(d,¢) est
Oo<bgm

strictement positive, ce qui revient a montrer que lign_’i%t g(6,d,¢) > 0. 1l suffit

pour cela de projeter la construction sur 1'hyperplan affine Tp(Sn-1) par la

n=1

projection radiale, p € S étant le centre de B : on définit alors le méme

genre de fonction g' (E" yoos 'EE' ,x'1, e ,xé) , ou El' est le sous-espace affine

n-l) ,

de dimension dim Ei-] de Tp(S x; € E'i ﬂﬁr(p) ou —Br(p) est la boule de

rayon r centrée en p dans l'espace Tp(Sn-1) . Evidemment g'(r,d,£) est

invariant pour le parametre r € (0,) . Donc liminf g'(r,d,§) >0, d'ou
r+0

lim inf g(6,d,§) > 0. Le lemme est donc établi en posant
6-0

X = x(El,...,Eg,x],...,xg) .
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