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COMPACTIFICATIONS ÉQUIVARIANTES PAR DES COURBES
par

François LESCURE ( * )

RÉSUMÉ
Soit X un espace analytique complexe irréductible et G un

groupe de Lie complexe connexe agissant sur X . Si G admet une
orbite ouverte îî cette orbite est dense et X " , Î 2 est un sous-espace
analytique complexe fermé de X qui contient le lieu singulier de X.
Si dim^ XNJÎ ^ 1 on dit que X est une compactification Œ-arialy-
tique équivariante de l'espace homogène Î2 par une courbe : l'objet
de ce travail est une classification, à isomorphisme près, de toutes
les compactifications normales équivariantes par une courbe.

ABSTRACT
Let X be a compact complex irréductible analytic space, and

let aiso G be a complex connected Lie group with an holomorphic
action of G on X ; if there is an orbit which is open and such
that X' ̂  is a complex analytic space of Œ-dimension ^ 1 , we
say that X is an Œ-analytic G-equivariant compactification (of Î2)
by a curve : thé object of this paper is thé classification up to
isomorphism of such normals Œ-analytics equivariants compactifica-
tions by curves.
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0. - INTRODUCTION

Soient G un groupe de Lie complexe et Z un espace analyti-
que complexe irréductible (réduit de surcroît comme tous ceux que
nous considérerons désormais) sur lequel G agit holomorphiquement
à gauche. Si G admet dans Z une orbite Î2 d'intérieur non vide,
Î2 est ouverte et dense et Ẑ îî est un sous-espace analytique fermé
de Z . Sous ces hypothèses, on dira que Z est quas i-homogène sous
G ou, plus brièvement, G quasi-homogène.

Une situation de cette espèce déjà considérée est celle où Z
est une variété algébrique affine sur laquelle un groupe algébrique
G opère rationnellement. Dans cette situation, si x e Î2 a pour
stabilisateur le sous-groupe algébrique Hc G, on dira que Z est
complétion affine G-équivariante de l'espace homogène quasi-affine
îî : = G/H . Un exemple important pour les théoriciens des groupes est
celui d'un groupe semi-simple complexe G agissant par l'opération
adjointe sur la variété affine Z des éléments niipotents de son
algèbre de Lie (th. de Richardson cf. [46] p. 1 3 6 ) .

Une deuxième situation, en quelque sorte opposée à la première,
et qui a aussi été considérée, est celle où l'espace analytique Z
(resp. chaque composante connexe de Z^sîî) est compact ( e ) : on dira
alors, H étant le stabilisateur (dans G) d'un point x e îî, que Z
est compactification (resp. semi- compactification) Œ-analytique
G-équivariante de G/H ou, plus brièvement le contexte étant clair,
que Z est G-compactification (resp. G-semi-compactification) de
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l'espace homogène G/H.

Si l'espace Z est normal , ou même localement irréductible,
le théorème de "connexité locale" de Hilbert-Rûckert montre qu'à
chaque composante connexe de Z\îî correspond exactement un bout
(cf. (_12j et [ 7 ] ) de Î2 = G/H. On dira alors que Z est G-semi-
compactification le long des bouts en question. Notons que si G/H
n'a qu'un seul bout toute G-semi-compactification de G/H est en
fait une G-compactification.

Ces définitions posées, on se persuade très vite que :

1 ) II y a des espace homogènes G/H n'admettant aucune G-com-
pactification : par exemple et de manière élémentaire on pourrait
montrer que si r est un sous-groupe arithmétique d'un groupe semi-
simple S, l'espace homogène S/r n'admet aucune S-semi-compactifi-
cation.

2) Malgré cela toute tentative de classification des espaces
homogènes G/H admettant une G-compactification est sans espoir,
ainsi a fortiori que toute tentative de classification des espaces
analytiques compacts quasi-homogènes.

Des résultats substantiels ont toutefois été obtenus dans cette
direction avec des hypothèses restrictives. Ainsi en 1 9 6 9 , Potters
(cf. [36'] = [Pô]) classe toutes les surfaces complexes lisses quasi-
homogènes et minimales (au sens de la théorie des surfaces).

On observera que par des suites de modifications et contractions
adéquates il est possible, à partir des surfaces de Potters, d'obte-
nir une telle multitude de surfaces normales quasi-homogènes que la
tentative d'une classification, à isomorphisme près, de tels objets
apparaît vaine.
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Une autre hypothèse restrictive est que la Œ-dimension d'une,
ou de toute, composante connexe de Z^n soit petite. Comme cette
hypothèse sera la nôtre, faisons un rappel plus précis des résultats
obtenus et des méthodes utilisées dans cette situation.

En 1977, dans le cas algébrique, Ahiezer (cf. [l] ) décrit tous
les espaces Z normaux comme ci-dessus pour lesquels Z^îî admet
une composante réduite à un point. La généralisation (cf. [ 2 4 ] ) nette-
ment plus difficile de cette description dans le cas Œ-analytique
fut obtenue en 1980 par Huckleberry et Oeljekiaus : le résultat est
que, si Z est compact (resp. non compact), Z est un cône projectif
(resp. affine) de base une variété rationnelle homogène, l'action de
G pouvant être "élargie" de telle manière que l'orbite dense soit le
complémentaire du sommet.

En 1980 dans une note aux comptes rendus de l'Académie des
Sciences, Huckleberry et Oeljekiaus annoncent aussi une classifica-
tion des Z lisses tels que dim-, Z ï 3 pour lesquels une composan-
te connexe de Z\ft est une courbe. En attendant la publication par
ces deux mêmes auteurs d'un ouvrage traitant, en autres, exhaustive-
ment de ce problème, on renverra le lecteur à une version prélimi-
naire (cf. [26] = [ H . O . ] ) publiée par les "Annales de l'Institut
Elie Cartan" en 1984.

Le but essentiel de ce travail est la généralisation au cas
singulier de la classification de Huckleberry-OeljekIaus (voir le
tableau qui conclut cette article). Avant même de donner des indica-
tions sur notre démarche, rappelons celle de [n.O.j ; on démontre
d'abord le :

LEMME DE FIBRATION. Dans l'hypothèse ci-dessus, si Î2 : =G/H
est l'orbite ouverte, il existe un sous-groupe parabolique P
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( i . e . tel que G/P soit une variété rationnelle homogène) con-
tenant H et tel que la fibre s P/H de la fibration
G/H —> G/P soit de Œ-dimension ^ 2 ; la fibration
G/H —> G/P étant de surcroît prolongeable en une méromorphie
Z ——> G/P .

Ce lemme de fibration acquis (en utilisant notamment la fibra-
tion de Tits), on observe que P/H ——> Z est un sous-espace ana-
lytique complexe fermé. On considère alors une modification P-équi-
variante lisse F —> P/H. ^ : = G x ̂  est alors une variété quasi-
homogène sous G et on a une G-modification ^ —> Z induisant un
isomorphisme sur les G-orbites ouvertes s îî .

En fonction de la manière dont une partie semi-simple S de G
opère sur Z\^ , se dégagent trois grands cas. Excluant ici la
situation dim^ P/H = 1 (d'ailleurs à peu près triviale), on intro-
duit un modèle minimal (au sens de la théorie des surfaces) F de
F . La connexité de P (P parabolique ! ) permet d'introduire le
diagramme P-équivariant de midifications :

/\
FQ P/H

L'étude des trois grands cas évoqués précédemment consiste,
pour chacun d'entre eux, à utiliser intensivement jjPo] pour voir
les possibilités envisagées pour la surface de Potters F/. .

L'objet propre de cet article, est l'étude (faite de manière
plus exhaustive dans la thèse de l'auteur (Caen ( 1 9 8 4 ) désignée

(*) 'De manière plus générale^ dans ce contexte de lissitê^ si
Y := Z \ Î 2 , [H.O.] montre I1existence d^une fibration G/H —> G/P
rP parabolique) avec dirn-, P/H < 1 + dirn-, Y.
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désormais [^rj ) des compactifications normales ffi-analytiques équiva-

riantes par des courbes. Plus précisément, il s'agit d'une générali-

sation de ^H.O.^] qui consiste en la recherche des espaces compacts

normaux Z quasi-homogènes d'orbite dense Î2 tels que :

1 ) dim^ Z ^ 3

2) dim^ ZN.Î2 ^ 1

Notre démarche dans ce contexte généralisé est substantielle-

ment la même que dans [H.O.J : démonstration du "lemme de fibration"

puis étude des trois grands cas à l'aide de la géométrie de la sur-

face de Potters F,,. Mais, dans le cas singulier , la démonstration

du "lemme de fibration" est beaucoup moins évidente que dans le cas

lisse. Ce lemme résultera essentiellement dans notre contexte géné-

ralisé du Théorème 2.6. qui est l'aboutissement de la première partie

de cet article. Or la démonstration de ce théorème, exige deux ingré-

dients fondamentaux :

1) Le Théorème de Barlet (cf. [ s ] ) de q-pseudo-convexité (et

même de q-complétude), au sens d'Andreotti-Grauert, au voisinage d'un

cycle analytique.

2) Une conjecture de Huckleberry-OeljekIaus, déjà annoncée dans

[_32] et dont nous donnons ici une démonstration "in extenso" et dont

une forme faible s'énonce comme suit : si F est un sous-groupe

discret de S L ( 2 , Œ ) il n'existe pas de SL(2,Œ)-compactification de

S L ( 2 , Œ ) / r par une courbe.

Bien qu'on ait sur une telle compactification des renseigne-

ments de géométrie globale très fins (cf. l'article de Huckleberry-

Margulis [23]),c'est ici par des considérations de géométrie analy-

tique locale qu'on la démontre, ce qui n'est guère étonnant si on

remarque que cette conjecture de H. et 0. est elle-même conséquence
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de la célèbre conjecture de Lipman-Zariski.

Une autre difficulté spécifique au cas singulier est qu'il nous
faudra des renseignements géométriques plus précis sur la surface
pTîî ——> Z dont H . O . pouvait se dispenser en utilisant des arguments
directs résultant de la lissité de Z : cela exigera une étude des
surfaces de Hirzebruch modifiées (cf. Chapitres 5 et 6 de la deuxième
partie).

Nous obtenons évidemment infiniment plus d'espaces que H . O .
n'obtient de variétés. Le cas le plus caricatural à cet égard étant
la classe III (cf. Chapitre 5) où nous trouvons une série triple
d'espace de Œ-dimension arbitraire ^ 3 alors que H . O . ne trouve que
deux variétés lisses toutes deux de Œ-dimension égale à trois.

Observons, toujours à propos de la classe III, mais aussi de la
classe V , que la géométrie des espaces Z obtenus est probablement
trop embrouillée pour qu'on puisse en donner une description vraiment
concrète (par exemple comme variété projective définie par des équa-
tions). C'est la raison pour laquelle on se contente de décrire une
désingularisation équivariante Z —> Z en précisant exactement
quelles sont les parties de Z qui sont contractées en un point par
la modification Z —> Z.

On obtient au total cinq grandes classes dont on trouvera la
liste à la fin de la deuxième partie.

Notons, ici, qu'on aurait pu se poser le problème plus général
suivant : quelles sont les Œ-semi-compactifications normales d'un
espace homogène S'2 : = G/H tels qu'une composante de Ẑ Î2 soit de
Œ-dimension ^ 1 . Nous n'avons pas (contrairement à H . O . dans le cas
lisse) répondu à cette question, elle est pourtant probablement moins
difficile que celle (plus particulière) à laquelle nous avons répondu.
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En effet ne subsiste, après notre étude, que le cas où Î2 a plus
d'un bout. Or c'est la philosophie de Ql 4] (Lemma 2) qu'un espace
homogène "générique" n'ait qu'un bout et que, dans un contexte donné
assez précis, on puisse comprendre suffisamment la structure géomé-
trique de ceux qui en ont plusieurs.

Nous ne saurions achever cette introduction sans exprimer notre
profonde reconnaissance au Professeur Huckleberry : outre que notre
démarche d'ensemble est la même que dans le cas lisse, les indications
précieuses et patientes du Professeur Huckleberry à l'occasion d'in-
vitations répétées de l'Université allemande, ont constitué des con-
ditions nécessaires à la rédaction de cet article.
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CHAPITRE 1

CONJECTURE DE HUCKLEBERRY-OELJEKLAUS

0.- Introduction
L'objet de ce Chapitre 1 est de démontrer la conjecture de

Huckleberry-OeljekIaus :

THEOREME 1 . 1 . - Soit Y un sous-groupe discret de S L ( 2 , Œ ) ;
sj^ Z est semi-compactification Œ-analytique SL(2,Œ)-équiva-
riante de l'espace homogène complexe SL(2,Œ/r = îî , aucune
composante connexe de Z \ Î2 n'est de dimension complexe ^ 1 .

La méthode pour démontrer la conjecture de H . O . consiste à
montrer une contradiction sur un germe de surface que nous allons
d'abord définir.

1 . - Un germe de surface
Soit Z comme dans l'énoncé du Théorème 1 . 1 . que nous pourrons,

sans rien changer au problème, supposer normal. Désignons alors par
T^ (cf. C 1 0]) le faisceau des germes de champs tangents holomorphes
sur Z ; c'est aussi classiquement le faisceau des germes de Œ-dé-
rivations du faisceau structural 0 qu'on peut aussi définir par
l'isomorphisme faisceautique T s Som^ (Î21 , ^ ) : T est donc

" V U Û ïl

( Z localement irréductible ! ) sans torsion ; il s'interprète d'ail-
leurs aussi comme le faisceau des germes de sections holomorphes dans
un fibre linéaire (cf. [ 1 6 ] ) et vérifie (Z normal) en tant que tel

10
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les théorèmes d'extension de Riemann et Hartogs.

Si X c H ( U , Tn) est un champ tangent au dessus d'un ouvert
de U et que a e U on dira que X est nul en a et on écrira
X ( a ) = 0 si, en l'interprétant comme section dans un fibre linéaire,
sa valeur en a est nulle, i . e . si Vf e ®- , C-f e ®- est leû fa. A 6 , a
germe en a d'une fonction holomorphe qui s'y annule i . e . encore est
tel que, module un plonge ment local de Zariski (U=3)U'<—> Î2 (c—>T ( Z ) ) ,a
Z i y , est induit par un champ de vecteur 1i sur Î2 tangent à U'
( i . e . tel que la dérivation £ conserve î ( U ' ) c <U pour lequel
^ ( a ) = 0.

Généralisant alors sans peine le crochet de Lie de deux champs
sur un tel espace singulier, on se rappellera que la G-action holomorphe
à gauche sur Z permet d'associer à tout u £ g : = algèbre de Lie
de G, le champ de Killing Y^ c F ( Z , T ) et qu'on a alors
^u.v] = "'^u^v'1 et q11'®11^11 dire que X^(a) = 0, est alors équi-
valent à dire que u appartient à l'algèbre de Lie du stabilisateur
de a dans G .

Ceci rappelé soit maintenant Z, F etc . . . comme dans l'énoncé
du Théorème 1 . 1 . Posant Î2 : = SL (2 , Œ ) / ! ' < — > Z et supposant que Y
soit une composante connexe de Z \ Î2 de Œ-dimension ^ 1 , trois
cas sont alors possibles :

1 ) dim^Y = 0 . Mais une application combinée du théorème de
linéarisation (cf. [24]) et de la "méthode du drapeau" permet d'exclu-
re cette situation.

2) dim^Y = 1 et il existe un point SL(2,Œ)-fixe dans Y. Le
théorème de linéarisation (cf. [24]) permettrait alors de construire
une surface localement fermée dans îî infinitésimalement stable pour
la SL(2,Œ)-action ( i . e . telle que tous les champs de Killings lui

11
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soient tangents) ; contradiction.

3) diliLpY = 1 et aucun point de Y n'est fixé par SL(2 ,Œ)

alors nécessairement Y s J P - ( Œ ) , chaque sous-groupe de Borel de

S L ( 2 , Œ ) étant le stabilisateur d'exactement un. point de Y et

réciproquement.

Pour mieux étudier ce troisième cas considérons alors, dans

l'algèbre de Lie ^ î ( 2 , Œ ) des matrices complexes 2 x 2 de traces

nulles, les générateurs :

/+1 0\ /O +1\ / O 0\
h = x.. = et x- = \

\ 0 - 1 / [ ° ° / V ° )

avec d'ailleurs [h^xj = 2x^ [h,x^] = -2x_ ; h = Œh e Œx^ est

l'algèbre de Lie d'un sous-groupe de Borel B qui stabilise un point

unique y £ Y • De plus, si on considère sur l'espace analytique Z

les champs de Killing H = Y^ , X'*' = Y^ et X" = Y^ on aura :

1 ) CH.X'*'] = -2X'*' LH,X~] = 2X~

2) H(y^) = 0 , X^) = 0 et X'(y^) ^ 0

Enfin, le tore complexe T-, = {exp Çh , Ç £ Œ} sera constitué

de toutes les matrices ( e ° A et t *—^ / il définira un
\Q e-^ ( 0 t-'J

isomorphisme de Œ sur le sous-groupe de Cartan T^ de SL(2,<1:).

Notons alors que :
* *

1) Par l'isomorphisroe Œ —> T., qui fait agir Œ sur Z ,

H est aussi le champ de Killing sur Z du vecteur 1 e T^ (Œ ) s Œ.

2) T-, s Œ réductif fixant y , son action pourra se linéa-

riser au voisinage de y .

Plus précisément, B et donc T.p qui laissent fixe y^ agis-

sent naturellement et linéairement à gauche sur l'espace vectoriel de

12
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Zariski T (Z) en laissant de surcroît la droite complexe
o

T (Y) <= T (Z) invariante ; si bien qu'il existera un voisinage
-o -o

uy de yo dans z ' un ouvert VC:T (Z) contenant l'origine,
-o "0

tous les deux T-invariants et une immersion Œ-analyticrue injective :

u ——> V envoyant y^ sur l'origine et de différentielle l'iden-

tité en y^ qui est T-équivariante (cf. [24]). Ayant identifié 7^

avec Œ comme ci-dessus, on peut alors choisir une base de T (Z )

l'identifiant avec Œ11'1'1 telle qu'alors l'action locale de T-, sur

T (Z) s'écrive :
^o q q

t.(z^...,z^) = t °z^...,t ̂

et telle que de surcroît 9/^ = X~(y^) ^ 0. Il résulte alors de
o

tout ce qui précède qu'on peut restreindre suffisamment V et U
^o

de telle manière qu'on ait une identification V = A x A X . . . X Ao 1 n
et que X soit restriction à U d 'un champ holomorphe 5c~ défini

"o
sur V qui soit transversal à toute hypersurface fermée 6 x A x ...
x A ^ < = V ( ô ^ e A ^ ) . Ceci rappelé le théorème du rang permet de trouver

des disques A^ c A ^ . . . , A ^ c= A^ tels que l'application :

^o^i---6^ '——> ^P^o ^'HO^',...^)

définisse un isomorphisme de A ' X . . . X A ' sur un ouvert S2 de V.

Posons alors W = U n Sî et Z = V7 n ( 0 x A ' x ... x A ' ) . Pour
"o ^o •'o i n

des raisons de codimension et aussi parce que le plongement W ^—> Q,
yo

est minimal en y^ il résulte que £ est une surface analytique

fermée de W . Montrons alors que la restriction de l'application
"o

qui précède est un isomorphisme de A ' x z sur W .
0 ^

1) Elle est injective.

2) Si v e W y s'écrit exp(<S^ Ï) (0,6^ .. ., 6^) alors

exp(-<S ' ÎT)v c 0 x A^' x . ..x A, .

13
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'V»—
Mais alors œnroe X est œnstanroent tangent à Wy et que Vt ,. 0 ^t ^1,

^- ' °
exp(-tô^ X~)v est dans î2 il en résulte que exp(-ô' 5c~)v = (0,6 ' ,

. . . ,<S^) c W et donc que exp(-Ô. 3c~)v c Z ; ce qui démontre la sur-
o

jectivité du morphisme A ^ x Z — > W . Mais W étant normal, le
-o -o

morphisme Œ-analytique bijectif A^ x Z —> W -est un isomorphisme

Œ-analytique. Notons qu'une application directe du théorème de Rossi

1 . 1 . nous aurait donné un moins bon résultat parce qu'ici nous savons

de surcroît que Z est stable pour la Œ -action locale. Enfin, il

est clair que le lieu singulier de W y C s t - W y U Y =exp(A'5T).(0,... ,0)

et que W étant lisse en dehors de Y et normal, Z
^o

admet une singularité unique et normale en l'origine.

On remarquera alors que le champ tangent X^ à X n'est a
yo

priori pas du tout tangent à Z le long de Z . Mais comme X" est

transversal à Z sur W \ Y , Va e Z: \ {0}, ] À (a) e Œ unique tel que
+ - -o

X (a) + À ( a ) X (a) nécessairement distinct de zéro, soit tangent à Z.

Il est clair que À est une fonction holomorphe sur Z \ {y }, donc

prolongeable à Z (normalité) ; À étant restriction à Z d'une fonc-

tion ^ définie sur W , posons alors X' = X'4' + ^f X" : c'est un
-o

champ holomorphe sur W^ ; sur W \ Y et donc sur W tout entier,
-o ^o

on a :

[H,X'] = -2X'1' + d^(H)X" + 2^ X"

Or H et X' sont tous deux tangents à Z (Zc W est stable par
^o

la T^-action locale) si bien qu'il en est de même de EH.X'] , ce

qui, compte-tenu de la Œ-transversalité de X" à Z et de l'indé-

pendance linéaire sur Œ de X'1' et X~ en tout point de

Z \ Y =3 Z \ (y^}, implique qu'en tout point Z \ {y } on a :

[H,X1] = -2X4' + (dÀ(H)+2X)X~ = ^(X^+XX").

D'où par prolongement sur Z tout entier :
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[H,X'] = -2X' .

H et X ' étant Œ-linéairement indépendants en tout point de Z \ { y }.

Tout ceci montre que le théorème 1 . 1 . peut se ramener à démon-

trer le lemme suivant :

LEMME 1 .2 . - Supposons que Œ opère linéairement sur un espace

numérique Œ11 et que H désigne le champ de Killing de

9/8z £ T (Œ ) ^ Œ de cette Œ -action. Si A : A x ... x A

est un produit de disque centrés en l'origine, que Zc= A - x ...

x A en soit une surface normale admettant l'origine commen ——————————————————————————————————————-————————
unique singularité et qui soit stable pour la Œ -action locale

(i.e. telle que H soit tangent à Z ) , il est impossible de

trouver un champ de vecteurs holomorphe X sur £ vérifiant

simultanément :

i) En tout point o c Z \ {0} les vecteurs H(o) ,

X ( o ) £ T ( Z ) sont Œ-linéairement indépendants où ici H désigne
(7 ' —~ ~~"—'—~ ^ — • — — — — — — — — — — — .

la restriction de H à Z.

ii) On a l'identité [H,x] = -2X sur tout Z .

2.- Démonstration du lemme 1 . 2 .

Quelques sorites seront nécessaires. Tout d'abord il est clair

qu'on pourra trouver n entiers relatifs q , / . . . » q tels que la
* nŒ -action sur Œ s'écrive :

q! ^t. ( z ^ , . . . , z ^ ) = (t " z ^ . . . , t n z^)

Ceci posé, on dira qu'une fonction holomorphe f c ® ( A ) (resp.

f £ 0 ( Z ) ) est homogène de poids p relativement à la Œ -action

considérée, ou aussi plus brièvement qu'elle est de poids p , si

Vt c Œ et V(z , . . . , z ) e A (resp. c Z) tel que t . ( z ^ , . . . , z ^ )

15



F. LESCURE

c A (resp. p e Z ) on a : f ( t . ( z , , . . . , z ) ) = tpf(z. , . .. ,7. ) .i n I n

En écrivant le développement de Taylor f ( z , . . . ,z ) =
a- a n

Za . z ... z ^ cela signifie aussi que dès quea, , • • • , a i n

q a, + ... + q a ^ p o n a : a = O . S i f c ® ( A ) est donnée1 . 1 . n n oc - « • • • 01
1 n a! °npar sa série de Taylor f ( z . y . . . , z ) = Z a z - ... a , la•*• n OL ^ y • • » y 01 i n

fonction f c 0 ( A ) donnée par la série extraite :
1 "nZ a. z ... z s'appellera la composante (homogène)cx^, • • •, a^ i n ——————————

q^+...+q^=p

de poids p de f ; uniformément sur tout compact de A on a alors

f = Z f . Faisons alors la :
—oo<p<+oo P

Remarque 1.3 . - Toute fonction f c O ( Z ) de poids p est la

restriction à £ d'une fonction r e 0 ( A ) de poids p .

En effet (A ouvert de Stein) f est la restriction à Z
d'une fonction f e © ( A ) ; le fait que f soit de poids p permet
aisément de voir que pour tout entier relatif p' ^ p la restriction
de r , à Z est nulle et donc que f = r j ; C . Q . F . D .

Le champ de Killing H (resp. H) de la Œ -action locale sur
A (resp. sur Z est alors donné par :

^ ±=n

H ( z ^ , . . . , z ^ ) = Z q^z^ 3/9z^ .

N . B . On fait ici la convention usuelle qui consiste à repré-
senter les champs holomorphes réels par des combinaisons à coeffi-
cients holomorphes des champs complexes 9/9z^ = •^0/9x, i3/8y,) .
Toutes les entités que nous considérerons étant holomorphes les
formules usuelles (dérivées et crochets de Lie etc . . . ) s'applique-
ront ; en particulier le fait pour f e 0 ( A ) (ou £ 0 ( Z ) ) d'être
homogène de poids p s'exprime par 1' "identité d'Euler" :

16
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df (à ) = £ f = p.f (ou si f c O ( Z ) par Cyf = p . f )
H

Par un calcul élémentaire on en déduit maintenant :

LEMME 1.4. - S^ ÎC (resp. X) est un champ de vecteurs holomor-

morphe sur A (resp. Z ) donné par la formule X = Z X_ 9 /8z_

(resp. X = Z X . 9 / 8 z . ) avec X . e 0 ( A ) . (resp. X . c 0 ( E ) ) , les

propriétés suivantes sont équivalentes :

i) [H^J = m^ (resp. [H,x] = mX) , m c 2

ii) Chaque fonction ÎL (resp. X . ) est de poids q _ + m .

Si enfin X est un champ tangent holomorphe sur Z y vérifiant

l'identité EH,X] = mX, m e Z , une combinaison du lemme 1.4. et de la

remarque 1.3. permet immédiatement de voir que X est la restriction

à Z d 'un champ holomorphe X sur A (non unique en général avec

cette propriété) vérifiant L11^] = m^ sur tout A . En particulier :

LEMME 1 .5 . - £ ,A ,X , etc ... étant comme dans l'énoncé du lemme

1 . 2 . , X est la restriction à E d'un champ X défini sur

tout A et y vérifiant [H,XJ = -2X .

Nouç allons maintenant en plusieurs étapes en déduire :

LEMME 1.6. - Sous les hypothèses du lemme 1.2. les entiers q.

définis plus haut sont tous strictement négatifs.

Démonstration. Par un changement de base dans Œ11 qui ne

change rien au problème, on peut supposer que q ^ q^ ^ ... ^ q ; on

désignera alors par r (resp. s) le plus grand indice i tel que

q. > 0 (resp. q. ^ 0 ) avec une convention évidente pour les cas r

ou s = 0 ; clairement 0 ^ r ^ s ^ n . Si maintenant X = Z X . 8 /8z . est

17



F. LESCURE

un champ comme dans le lemme 1.5, montrons d'abord qu'il est néces-

sairement tangent à la sous-variété fermée A , x . . . x A x 0 x . . . x 0 =i s
A n Œ8 x {0} : il suffit pour cela de vérifier que les fonctions

X .,...X sont nulles le long de A, x . . . x A x . . . x o. Mais si on

écrit le développement en série de X ^ (1 ^k ^n-s) on obtient :

x

^k^l—-2^ = z ^ .. a ^••^n11

q^+...+q^=q^_2 "r-^n

Or comme q^ ^ 0, a^ ï 0, 1 ^ i ^ s et que q .-2 < 0, il

n'apparaît aucun terme dans le développement :

^.k^l- ' - 'S-0---^ = £ ^ a 0 O2?---2 5

q^.....q^=q^2 "1 • • • as'o• -° 1 s

Si bien que 1^^ (z^ ,. . . , z^,0. .. 0) E 0 . C.Q.F.D.

Se rappelant que H est tangent à Œ8 x { 0 } on va en déduire

qu'il est impossible que s = n i.e. que l'on ait q^q^^. . .^q ^0

Faute de quoi la formule :

^ a-. a^
X - . ( z , . . . ,z ) = Z b z i ^ . ^ "

W-^nV^ ^•••"n 1 n

permettrait, par un argument presque identique à celui qui précède,

de voir que X ^ ( z ^ , . . . , z ^ ) = Cste. Mais la surface Z ayant par hy-

pothèse une singularité normale isolée en l'origine le lecteur véri-

fiera que le lemme de Rossi cf. [10] montrerait ici qu'en fait

X^ = 0 puisque X ( 0 . . . 0 ) = 0. Si bien que X , mais aussi d'ailleurs

H , serait tangent à A X . . . X A xQ. Si d imZnA,x . . .xA , x 0 . = 2 ili n— i l n—1
H

résulterait de l'irréductibilité de Z que en fait Ec A X . . .XA xQ •
1 n-1 /

mais comme Z est réduit, on en déduirait que la dimension de Zariski

de Z en l'origine serait ^n-1 , contradiction ! Si bien que néces-

sairement dim^ Z f l A ^ X . . . X A ^ _ ^ X O = 1 . Mais si F est la courbe

18
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z n A x . . . x A . x 0 et que y £ ^gç,' x^ et H^ qui seraient

tangents à la fois à A . X . . . X A _, x 0 et à Z seraient tous les deux

dans T (F ) , comme dim.,T (^Q^) = 1 o1'1 aurait une contradiction

avec l'hypothèse i) du lemme 1.2. C.Q.F.D.

On en déduit que A X . . . X A x ( ) x . . . x o n z est discret i.e.i s
réduit à l'origine si on rétrécit les A . : En effet Z ne saurait

être inclus dans A X . . . X A x0 faute de quoi (Z réduit)

dinLp T ( Z ) = s < n contradiction. Mais si dim-, Z n (A X. . .XA X Q ) = 1
^ '\t

tenant compte de ce que H et X sont tangents et à Z et à A X . . . X A X Q

on trouverait en considérant la courbe r: = Z F 1 ( A X . . . X A X Q ) , uni s
point y £ Î1 c ^ y Y ^ 0 , tel qu'encore en ce point les vecteurs

X ( y ) et H ( y ) dans T ( F ) soient Œ-linéairement dépendants en

contradiction avec les hypothèses du lemme 1.2.

Ceci montre, en rétrécissant si besoin est les disques A .

(1 ^ i ^ n) , que la restriction à Z de la projection p^ : Œ11 ——>

{ 0 } x Q^'^ définit un morphisme fini p^ : Z —> {0} x A . X . . . X A qui,

en tant que tel, est propre. On va en déduire que Z^ { 0 } x Œn~s : en

effet, si tel n'est pas le cas, il existe ( Ç , , . . . , Ç ) e Z tel que

Ç < , , . . . , ^ soient non tous nuls. Deux cas apparaissent :i s

1er cas : II existe j , 1 ^ j ^ r avec Ç . i- 0 , mais alors

il existe un plus petit nombre réel t nécessairement > 1, tel que:
q-i qg s

(t ' Ç ....,t ° £ ) £ 9 ( A X . . . X A ) c= Œ ; alors t . ( Ç , , . . . , Ç ) qui se
q q i n

projette par p^ sur (t s+ Ç ,...,t n^ ) £ 0 x A . x . . . x A

(q . < 0 ... q^ < 0 et t > 1 ) est un point adhérent à Z dans

3 { A ^ x . . . x A ^ ) x A g ^ x . . . x A , ce qui contredit le propreté de <? .

2ème cas : V j , 1 ^ j ^ r , Ç . = 0 , mais alors Vt > 1 le

point ( 0 , . . . , 0 , ^+1 ' - - - ^ s ' t s^^s^f"9ftqn^n} aPP"^6^ au
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sous-ensemble fermé Z de A , x . . . x A ; en prenant t = +°° on trouve

alors que (0 ,... , 0 , Ç < . , . . . ,Ç ,0 . . .0 ) / 0 appartient à ZnA,x. . .As + 1 s i n
^

tout en se projetant par p^ sur 0, ce qui contredit la relation

(démontrée plus haut) : A . X . . . X A x {0} n Z = {0} .i s

Mais comme, en l'origine, Z «—> A X . . . X A est un plongement de

Zariski et que Z est réduit, l'inclusion Zc= 0 x œ11"8 montre que

s = 0 i.e. montre le lemme 1 . 6 . qui, combiné au théorème de Orkik-

Wagreich (cf. [.35]), permet alors d'énoncer :

LEMME 1 . 7 . - Z est la trace sur A X . . . X A d'une variété aï-
brique Z irréductible stable pour la Œ -action globale sur
Œ11

N . B . L'hypothèse que les q^ sont tous strictement négatifs
est décisive. Si par exemple AcŒ désigne ici le polydisque unité
et que Œ agit avec les degrés q. = -1 , q = 1 et q = 1 le
lecteur vérifiera que 1'hypersurface transcendante lisse Z <=—> A
définie par 23 - ẑ  sin(^ ^ ̂ ) = 0 est Œ*-localement stable et non

3 1 2prolongeable à Œ tout entier.

Pour démontrer le lemme 1 . 2 . nous allons maintenant montrer que
la surface Z vérifie des propriétés contradictoires : on pourra
dire d'une certaine manière qu'on aura résolu un problème local ( i . e .
portant sur le germe de Z en l'origine) au moyen de considérations
globales.

Pour cela observons d'abord que la négativité des q . permet
de voir :

i) que le champ X = ZX_ 3/9z. défini sur Z se prolonge à
Z tout entier puisque chaque fonction X . homogène de poids q . - 2
est polynômiale.
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ii) que Z est une variété lisse en dehors de l'origine car
* —

chaque Œ -orbite dans Z rencontre Z .

En désignant abusivement par X l'extension à F tout entier

du champ X défini sur Z , il est clair qu'on a encore sur F :

[H,X] = -2X.

Considérons maintenant le morphisme fini ^ : Œ11 —> Œ11 défini

par ( z ^ , . . . , z ^ ) i—> (z^ , . . . ,z^ n) et soit Z une composante

irréductible de ^)""1 (Z") . Alors :

^i) Z^ est un cône droit dans Œ . Plus exactement, si on

considère l'action de Œ* sur Œ11 définie par t(z.,...,z ) =
— 1 — 1 ^(t z ^ , . . . , t z^) ; Z^ est stable pour cette action qui rend de

surcroît le morphisme ^ : ̂  —> Z" Œ*-équivariant.

"o

ii) Cette Œ -action définit îf \{0} comme Œ*-fibré principal

au dessus d'une courbe algébrique projective S éventuellement sin-

gulière. On observe alors que le choix (cf. i) ci-dessus) de la Œ*-

action sur S Q \ { O } permet d 'y distinguer un "bout nul" et un "bout

infini" : ainsi, par exemple, îf^ peut-il s'interpréter comme com-

pactification Œ-analytique le long du "bout infini" de î \{0} .o x

Enfin, l'irréductibilité de 5. implique celle de S et donc

aussi l'irréductibilité locale de î^ en l'origine : en particulier,

l'image réciproque de l'origine par le morphisme de normalisation
z —> ^ est réduite à ^n point noté î( ; il est clair que îf \{ î î}

*
est un Œ -fibre principal au dessus du normalisé S de S et que,

si la Œ -action principale sur Ï \{î(} est choisie de manière à

rendre le raorphisme î —> ^ équivariant, î est une compactifica-

tion Œ-analytique de îf \{îi} par un point le long du bout infini.

Si on dit qu'un Œ -fibre principal est ample (resp. positif,négatif,

et^ ...) lorsque le fibre en droites complexes qui lui est associé
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(via la représentation naturelle de Œ dans l'espace vectoriel Œ)

est ample (resp. positif, négatif, etc ...), cette compactifiabilité

par un point de Ï \ {u} le long du bout infini implique (théorème de

négativité de Grauert, cf. D 6] ) que le fibre principal Ï \{fQ} —> S

est ample (ou positif).

En désignant maintenant par ip le morphisme composé

^ : S —> SQ —•—> F on voit que par le morphisme fini ^ :
^ - * s \{0}
T. \{Q} —> T. \{Q} , le champ de Killing de la Œ -action sur Z

se projette exactement sur H qui n'est jamais nul (par contre, on

n'a a priori aucun espoir de pouvoir relever le champ X sur Ï. \ {0}).

On peut donc voir (algèbre linéaire) que Vp c Ï \{0} l'espace

A = ^1 (ŒX(ip (p) ) ) c T (î) est un supplémentai:Ap = ip^ ( Œ X ( i p ( p ) ) ) c T (î) est un supplémentaire algébrique de l'es-

pace vertical pour la fibration Ï \ {0 } —> S .

Interprétant localement l'application p »—> A comme une mé-

romorphie dans 1P^ (Œ) et observant que son lieu d'indétermination
*

Œ -localement stable ne saurait être de codimension ^ 2 dans Z \ { 0 } ,

on voit que A dépend holomorphiquement de p e ? \ { 0 } . La relation

[H,x] = -2X qui s'écrit aussi : t^ X(t.~a] ^"^(o") Vt £ Œ* VÏ c Ï

permet, en se relevant, de voir que le champ d'espaces horizontaux

P *—> A 631 stable pour la Œ -action principale i.e. que ce champ
- *

définit une connexion principale holomorphe sur î \ {0} -Œ—> S qui

en tant que telle est intégrable : le Œ*-fibré est donc de classe

de Chern de torsion ce qui est contradictoire avec l'amplitude (montrée

plus haut) de cette Œ -fibration principale. C.Q.F.D.

Donnons alors maintenant un énoncé qui généralise le théorème

1.1. :

THÉORÈME 1.8. - Soit F un sous-groupe discret d 'un groupe de
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Lie complexe semi-simple G et Z une semi-compactification

C-analytique équivariante de G/r , alors toute composante con-

nexe (et même d'ailleurs irréductible) de Z \G/T est de di-

mension complexe ^ 2 .

Démonstration

II suffit, compte-tenu du théorème 1.1. de se restreindre au

cas dim-, G ^ 4 , la démonstration consistant alors, via le théorème

de linéarisation et la "méthode du drapeau" en une exacte reproduc-

tion "mutatis'mutandis" de celle donnée par Huckleberry et Oeljekiaus

dans [24] pour montrer que le quotient d 'un groupe semi-simple par un

sous-groupe discret n'est pas semi-compactifiable par un point : plus

précisément si Y est une composante de Z^G/r on montre que cette

composante n 'a pas de point G-invariant et qu'alors G opère néces-

sairement sur Y s 3P. (Œ) avec une ineffectivité G. ^ G semi-simple

et non triviale ce qui permet, si y £ Y , de linéariser la G--action

au voisinage de y ; si bien que, par un argument déjà utilisé plus

haut, la G.-action locale fixe un germe d'hypersurface Z dans Z

transversal à Y en y ; Z étant induit par un supplémentaire E

de T (Y) dans T ( Z )

Considérons alors un sous-groupe de Borel B. de G. : il fixe

un drapeau {0}c:E.c: . . . C E .<= E ; il existe donc un k ^ 1 tel que

d i m , p ( E , n z ) = 1 et, en restreignant si besoin, ( E , n z ) \ { y } = (E ,nz)n^

est un sous-ensemble analytique localement fermé 1-Œ-dimensionnel de

G/r stable par la B.-action locale ce qui est contradictoire avec :

1 ) dim^ B^ 2

2) r discret dans G

et achève donc de montrer (par l'absurde . . . ) le théorème 1.8.
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CHAPITRE 2

CAS RÉSOLUBLE ET MIXTE

0.- Lemme de compacité
Ce lemme, utile aussi au chapitre 3, est l'analogue mutatis

mutandis, du lemme de compacité déjà utilisé par Huckleberry et
Oekjekiaus pour le "Kegel-Satz" ( c f . [ 2 4 ] ) . Dans notre contexte sa
démonstration exigera toutefois une utilisation du théorème de Barlet
(cf. [ 5 ] ) .

Enonçons d'abord ce lerome de compacité :

LEMME 2 . 1 . - Soit Z une semi-compactification G-équivariante
d'un espace homogène complexe Î2 : = G/H , s'il existe une com-
posante connexe Y de Z \ Î2 de Œ-dimension ^ 1 et si 1
est un sous-groupe de Lie complexe de G tel que HCI et tel
aussi que I/H soit connexe avec dim.,I/H ̂ 2 on a :

1 ) G/I est compact.

2) Et en conséquence l'adhérence de I/H dans l'ouvert
de Zariski ^ U Y <=—> Z est un sous-espace analytique fermé
de Î2 U Y qui est une I-semi compactification de I/H (et
même a fortiori, en désignant par 1 la composante connexe de
1 , une 1 -semi-compactification de 1 /I H H s I/H) tel que
son ensemble exceptionnel ait une composante connexe ^ 0 de
dimension complexe ^ 1 .
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II est clair qu'il suffit de démontrer le lemme 2.1 avec l'hy-

pothèse supplémentaire Z normal.

En vue de le démontrer avec cette hypothèse supplémentaire,

rappelons que le théorème de Barlet (cf. [ 5 ] ) affirme l'existence

d'une base de voisinages ouverts 1-complets de Y dans Z . Plus

précisément le lecteur vérifiera que le théorème de Barlet permet

de démontrer immédiatement :

THEOREME 2.2.- Soient Z, Y , etc ... comme ci-dessus ; alors,
-________———— Q ^

il est possible de construire une suite décroissante V (n £ ]N)

de voisinages ouverts 1-complets de Y dans Z et relati-

vement compacts dans Z , tels que :

1 ) ^1=^ vne]N

2) n ̂  = Y^ .

3) Chaque frontière 3V c V , est 1-fortement pseudo-
(*)convexe

Remarque : On notera alors (théorème de pénétration de
Rothstein) que tout germe de variété S avec dim-,S ^ 2 , passantX \L X

par un^ point xe 8V de la frontière 1-fortement pseudo-convexe d'un
voisinage 1-complet V de Y rencontre le complémentaire de V
dans Z .

Démontrons maintenant par l'absurde le 1 ) du lemme 2 . 1 :
Considérons la fibration TT : G/H —> G/I . Si G/I est non compact
deux cas sont possibles :

( * ) On prendra garde au fait que ceci correspond à 2-fortement pseudo-convexe
dans la terminologie àe Grauert.
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1er cas : G/H a plus d'un bout, alors par le théorème de

Gilligan, (D4] ^ P- 549) ^VK est nécessairement compact et les bouts

de G/H sont les "images réciproques" des bouts de G/I. La normali-

té tt donc l'irréductibilité locale de Z montrent qu'à Y corres-

pond un bout de G/H et donc aussi un bout de G/I . Il est absolu-

ment clair que, si x est une suite de points de G/I tendant vers

l'infini dans la direction du bout en question, pour ^ assez grand,

ïï" (x ) sera dans V . En particulier ir (î2 \ V) sera un ensemble

fermé (propreté de T T ! ) strictement inclus dans G/I . Enfin, le

morphisme n étant propre et ouvert, on a : 3TT (î2\V) c 7r (3V) . Soit

donc x £ 37T (î2KV)c: ïï (3V) et soit v £ 3V tel que TT (v) = x ; comme

le morphisme est ouvert ïï (x) ne saurait rencontrer îî \V , si

bien qu'au voisinage de v £ 3V , TT (x) définit un germe de sous-

variété de dimension ï 2 qui ne peut pas rencontrer Q. \V . Ceci

n'est pas possible comme nous l'avons vu plus haut.

2ème cas : G/H n.'a qu'un seul bout, alors le morphisme

•iï : G/H —> G/I n'est plus nécessairement propre, mais dans ce cas,

îî \V et donc T r ( ^ \ V ) est compact ; comme le morphisme TT est tou-

jours ouvert, on a : 3 ï ï ( î î \ V ) c : ï ï (3V) . Soit donc x £ 3-n (^ \ V) et

v e 3V <= Ci \ v tel que ir (v) = x . On raisonne alors sur le germe

TT (x) 3 v comme précédemment pour obtenir de nouveau une contradic-

tion.

Pour montrer 2 ) , observons d'abord que toute sous-variété

^analytique fermée connexe F avec dim/pF ^ 2 q1-11 rencontre

V . \ V 5 (n £ 3N) rencontre alors nécessairement V \ V <. : en

effet, si tel n'était pas le cas, on aurait évidemment F n3V - = 0

et donc F c V . , puisque F est connexe.

Mais alors F serait en vertu du théorème de Remmert-Stein,
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un cycle analytique compact inclus dans V ce qui, via le théo-

rème de Barlet 2 .2 , est contradictoire avec le théorème de pénétra-

tion de Rothstein.

Ceci démontre qu'en posant K = TT (V \V -.) (n £ ]N) on a la

suite d'inclusions de parties compactes non vides dans G/I

... =3 ^(K^) =3 '"'^n+l ) = = > • • •

Alors : n ir(K ) 1- 0 et si y £ n TT (K ) il est clair,
. ne IN n£]N ————

puisque ïï" ' (y) n(V^ \V^ ^ 0 Vn £ IN , que : T T ' (y) n Y^ ^ 0 . La

stabilité de Y par G , ainsi que la G-équivariance de la fibra-

tion TT : G/H —> G/I , montre donc le 2) du lemme 2 . 1 .

1 . - Le cas résoluble

Enonçons le résultat que nous avons en vue dans ce paragraphe

et pour lequel nous indiquerons grossièrement la démarche suivie

(voit [T ] ) :

PROPOSITION 2.3. - Soit G un groupe de Lie complexe connexe

résoluble de dimension complexe ^ 3 . SJL Y est un sous-

groupe discret et que Z est semi-compactification Œ-analy-

tique G-équivariante de ^ = G/r alors pour toute composante

connexe Y de_ Z\Î2 il est impossible que dim-,Y ^ 1 .

Via la version "complexifiée" suivante (cf. [H.O.] ) d.'un théo-

rème d'AusIander :

THÉORÈME 2.4 . - Soit R un groupe de Lie complexe connexe

résoluble et soit HC= R un sous-groupe de Lie complexe. Alors,

dès que dim^R/H ^ 2 S^L R/H n'est pas un tore complexe simple,

il existe un sous-groupe de Lie complexe propre 1 de R tel
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que 1 =3 H et dim I/H ^ 1 ejb^ I/H connexe.

Le lemme de compacité permet de ramener la démonstration de la
proposition 2 . 3 . au lemme suivant :

LEMME 2 . 5 . - Soit G un groupe de Lie complexe connexe réso-
luble tel que dim-,G ï 3 , T un sous-groupe discret et Z une
semi-compactification Œ-analytique G-équivariante de G/r = Î2
tel qu'il existe un sous-groupe de Lie complexe J =3 r avec
dim-,J ^ 2 et tel que G/J soit un tore complexe et tel encore
que J/r soit connexe. Alors, pour toute composante connexe Y
de Z\Î2 , il est impossible que dim»,Y ^ 1 .

Une étude exhaustive (et fastidieuse . . . ) de toutes les possi-
bilités, au nombre de sept, pour la surface homogène résoluble J/r
permet alors de démontrer le lemme 2 . 5 . Notons que lorsque la compo-
sante neutre J de J est non commutative la classification de
J. Snow (cf. Q39] ) permet de notables simplifications.

2.- Le cas mixte
Ce paragraphe sera consacré à donner des indications sur la

démonstration du :

THEOREME 2 . 6 . - Soit G un groupe de Lie complexe et r un
sous-groupe discret de G et Z une semi-compactification
(H-analytique G-équivariante de G/r . Alors, si dim-,G ^ 3 ,
aucune composante connexe Y de Z\G/r n'est de dimension
(sur Œ ) ^ 1 .

Si G est semi-simple (resp. résoluble) la théorème 2 . 6 . est
exactement le théorème 1 . 7 (resp. 2 . 3 ) il suffit donc de considérer
le cas mixte i . e . celui de G (ou un de ses revêtements) admet une
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décomposition semi-directe de Levi-Malcev G = R x S . Mais ici encore

une utilisation combinée du théorème de linéarisation et de la métho-

de du drapeau permet de montrer que S = S L ( 2 , Œ ) (ou S L ( 2 , Œ ) / ± 1)

opère transitivement sur Y s 3P. (Œ) .

Cette structure nécessaire de la partie semi-simple de G va

permettre, via le lemme de compacité 2.1, de déduire l'énoncé 2.6

pour le cas mixte de l'énoncé correspondant pour le cas résoluble

i.e. de la proposition 2.3 et ce, essentiellement grâce à la "version

complexe" du théorème d'AusIander que nous allons maintenant donner :

THÉORÈME 2.7. - (cf. [2] , p. 147 et [H.O.], prop. 9, p. 53).

Soit, comme plus haut, G un groupe de Lie complexe donné par

un produit semi-direct de Levi-Malcev G = R x S et dont r

soit un sous-groupe discret : il existe alors un sous-groupe de

Lie complexe fermé J tel que :

i) RF c j ç G .

ii) J/r est connexe .

En particulier par la fibration ïï : G —> S (loct s S L ( 2 , Œ ) )

de noyau R, J a une image fermée Ï ç: S . De plus dans ce contexte

on a :

LEMME 2.8.- 2r est nécessairement discret et Zariski-dense

dans S dès que G/T est G-semi-compactifiable par une cour-

be ou un point.

Indication sur la démonstration. - Une combinaison aisée des

théorèmes de Gilligan [l 4] et du théorème d'extension de Riemann-

Hartogs permet immédiatement d'exclure le cas ou S est fini (puis-

qu'alors 0 (S/Ï) i- Œ ) ; si bien, J^ désignant maintenant la com-
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posante neutre de J , que la non Zariski-densité de Ï dans S ne

serait possible que dans deux cas seulement :

1er cas : II existe un sous-groupe de Borel BC:S tel que

jc= N (J ) CB. (C'est notamment le cas lorsque l'adhérence de Zariski
<\,

de J dans S est un sous-groupe unipotent mais aussi lorsque l'adhéren-

ce de J est un tore algébrique connexe de S) . En considérant alors

le produit semi-direct connexe image réciproque ê = TT (B) = R x B

on obtiendrait une fibration de base compacte :

0 ——> B/r ——> G/F ——> ]P ( Œ ) — — > 0

si bien, puisque dim,,B/r ^ 3 ^ 2 , que Ê/r admettrait (cf . 2 ) du

lemme de compacité 2 .1) une B-semi-compactification par un point ou

une courbe ce qui est contradictoire par la proposition 2.3 avec la

résolubilité de B .

2ème cas : II existe un tore algébrique connexe H es pour

lequel J e H mais tel par contre que 3f (f. H. Le normalisateur

N (H) de H dans S vérifie alors :

i) N ( H ) / H s S/2 S .

li) Ï c = N g ( H ) .

En considérant de nouveau le produit semi-direct image réci-
proque à = TT~ ( N g ( H ) ) = R X N ( H ) il est clair que N =îJ et que
AN/J est connexe ; mais alors par le 1 ) du lemme de compacité 2 . 1 ,
dim^N/r ^ 2 entraînerait que G/N = S/Ng(H) serait compact. Con-
tradiction.

Les démonstrations qui précèdent montrent même, non seulement
que J est Zariski-dense dans S , mais aussi qu'il est discret et
qu'on peut donc prendre J = R . r et S = ir ( F ) es. D'où la fibration
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holomorphe :

(F) o —> R / p n r —> G/r —> s /7 r ( r ) —> o .

Si dinLpR = 1 le produit R x S est direct et R Ï Ï r = {e} : si

R est une courbe elliptique on aboutit immédiatement, via le théo-
*

rème de linéarisation, à une contradiction, si. R = Œ ou Œ on

sait, via la Zariski-densité de (r ,r ) dans S et un théorème de

Tits (cf. [43]) qu'existe un tore algébrique Hc=S tel que

H/Hnr ——> G/r soit une courbe alliptique. Mais alors si Y -P.(Œ)

est une composante de Z \ Î2 , H en fixerait deux points distincts

y £ Y et y. £ Y . La démonstration consiste alors à linéariser- o o 1 o

la H-action locale dans un voisinage (par exemple) W de y £ Y

et alors de trouver r £ R et t £ H/H 0 r tel que rt £ W ait,

lorsqu'on interprête W comme une partie de T (Z ) un stabilisa-

teur dans H qui contient HO F ce qui contredit 1'algébricité de

la représentation linéaire de H dans T., ( Z ) . Enfin, si R est de.20
dimension 2 , écrivons la fibration :

o —> R / R n r —> G/r -"-> s / T r ( r ) —> o

on sait que 7r ( r ) est discret et Zariski-dense dans S et donc

qu'existe un tore algébrique HC S tel que H/HÏÏ r soit une courbe

elliptique (théorème de Tits , cf. Q43]). D'autre part en vertu du

lemme de compacité 2.1 2 ) , R/R nr rencontre Y , si bien que

TT (H/'Hn'n'(r)) qui est un espace homogène de Œ-dimension ^ 3 pa-

rallélisé sous l'action du groupe résoluble H; = R X H est semi-

compact ifiable par une courbe ou un point ce qui contredit la propo-

sition 2.3 et achève de démontrer l'énoncé 2.6.
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CHAPITRE 3

LEMME DE FIBRATION : GÉNÉRALITÉS

Soient G. H . Î Î ; = G/H.Z.Y: = Z Sî, etc . . . comme dans l'introduc-
tion. L'objet de la deuxième partie de cet article, qui débute par le
présent chapitre, sera de classer tous les Z comme ci-dessus pour
lesquels :

1 ) dim-.Z ^ 3 et Z normal et compact.

2) dim^Y ^ 1 .

Ce qui rend le problème désormais accessible (via [poj) est
essentiellement le lemme de fibration qui suit immédiatement et qui
généralise le théorème 3, p. 85 de [H-0] :

LEMME 3 . 1 . - Soient Z , G , H etc . . . comme ci-dessus vérifiant
les hypothèses 1 ) et 2 ci-dessus, alors il existe un sous-grou-
pe parabolique P c: G contenant H tel que la fibre îî : =P/H
de la fibration holoroorphe <(> : G/H —> G/P soit de dimension
complexe ^ 2 .

Démonstration : En effet si on considère la fibration de Tits
G/H —> G/Nç(H^) , le théorème 2 . 6 . de la première partie, permet de
voir que Nç(H^) ^ G. Le corollaire 6 , p. 49 [H.o] s'applique alors et,
si on considère un groupe parabolique minimal P qui contient N^(H ) ,
on voit que nécessairement diro^P/H ^ 2 faute de quoi, d'une part,
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une application des théorèmes de Remmert-Stein et de Hartogs montre-

rait que 0 (P /H) = Œ et d'autre part, une application du lemme 2.1.

et du théorème 2.6. de la première partie montrerait que

dim^Nç(H^)/H^ ^ 2, ce qui (si dim^P/H > 2) impliquerait que

N p(H^) $?P, en contradiction (cf. [H.o] Corollaire 6, p. 49) avec

l'hypothèse de minimalité faite sur P. C.Q.F.D.

On peut voir alors assez aisément que le morphisme de fibration

G/H —> Q: = G/P se prolonge en une méromorphie Z ——> G/P et qu'en

particulier, même si dim^P/H = 1 , pTîî est un sous-espace analyti-

que fermé de Z dont îîp: = P/H est un ouvert de Zariski.

Dans tout ce qui suivra, nous désignerons par F une désingu-

larisation P-équivariante "minimale" de p7lî en ce sens que si F'

est une autre P-désingularisation de P/H telle qu'on ait un dia-

gramme P-équivariant commutatif de modifications :

F ————xo————>P7H

on sache aussitôt que F ' = F ; on peut aisément en démontrer l'exis-
tence. Si F^ est un modèle minimal de la surface F en général
F ^ F̂  : on dira, pour plus de précisions, que F est un "modèle
P-minimal" .

La connexité de P permet, via la modification F —> F , de
définir F̂  comme surface de Potters P-quasi homogène d'orbite ou-
verte iïp ; on a alors clairement une P-méromorphie F —-> FTÎÎ
qui prolonge Id.s

" ' F
Associée à cette P-désingularisée minimale F de pTîî intro-

duisons la G-désingularisée ^ de Z définie par : ^: = Gx ̂  .
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^ qui est un F-fibré holomorphe au-dessus de G/P est donc ^isse

et G quasi-homogène. Résumons tout ceci par le "G-diagramme" :

^
Z

^ ^s. ^G-modification/ \<P s = F-fibration

^G-méromorphie\^
Z —————————> Q: =G/P

Naturellement <|ï = î|o : G/11 —> G/p •

R (resp. S) désignant maintenant le radical (resp. une partie
semi-simple) de G , on voit que R (resp. S) agit trivialement
(resp. transitivement) sur G/P. On en déduit l'isomorphisme
S/SÏÏp s G/P et l'écriture semi-directe P = R*(S0P) .

La G-équivariance de <() et $ permet alors de voir (cf. [_3]

p. 48-49) que le groupe structural de chacune de ces deux fibrations
peut être réduit au sous-groupe parabolique SOpcs .

Si maintenant Y est une composante résiduelle de Z , la
normalité de Z implique que Y : = x (Y ) est exactement une com-
posante résiduelle de Z .

On se persuadera alors que chacune des trois propriétés qui
suivent est indépendante du choix de la partie semi-simple S :

1 ) II existe une composante résiduelle Y de Z telle que
^ f^S opère transitivement sur Y et donc sur Y = x (Y ) •

2 ) La situation précédente ne se produit pour aucune composante
résiduelle de Z mais il en existe au moins une, Y , sur laquelle
S opère transitivement, ce qui (équivariance de x ) implique
qu'alors S admet une orbite fermée hypersurfacique dans Y i . e .
de codimension 2 dans Z *
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3) S opère trivialement sur chaque composante résiduelle Y

de Z .

En fait, comme une orbite connexe 1-Œ-dimensionnelle sous S

ne peut être que Œ» (Œ) , la S équivariance de f montre que seul

ces trois cas sont à envisager. Nous les désignerons respectivement

par cas n° 1 , 2 et 3. On observera à ce propos que, si dinLpF = 1 ,

nous sommes immédiatement dans le cas n° 1 car , F\î îp étant discret,

la S-équivariance de $ montre que toute S-orbite d'un point

e F\Î2 dans Z est alors compacte et de codimension 1 . i.e. est une
f\,

composante connexe de Z \îî .
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CHAPITRE 4

CAS N° = 1

C'est le cas le plus simple ; les idées de [ H . o J , mutatis
mutandis, s'y transposent complètement. On distinguera les sous-
classes I ' , I" et II.

§1. Classe 1 ' : dinLpF = 1 et îî n ' a qu'un seul bout ;
nécessairement P/H s Œ (TT. (G/P) = 0 ) et F = Œ> ( Œ ) . On peut montrer
qu'alors existent deux sous-groupes distingués S. et S^ dans S
admettant respectivement des sous-groupes paraboliques P. et P^
tels qu'on ait les produits presque-directs S = S ^ . S ^ , P = P^-P^ ;
S ̂ étant ici en fait 1'ineffectivité de la S-action sur Y ,

on voit que S. /P. s p ( Œ ) et que si Qo2= sy/p^f on a le produit
Q = Œ><, ( Œ ) x Q^ .

En utilisant entre autres le "Kegelsatz" (cf. [ 2 4 ] ) on peut
montrer qu'existent k e 2Z et un fibre très ample n sur Q^ tel
que Î2 soit l'espace total du fibre en droites complexes

(* ) ^Ç : = 0 ( k ) S] n au dessus de Q et que Z soit le complété projec-
tif 'Z : = P ( Ç ® 0) .

( * ) @ désigne te produit tensoriel externe.
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Le géométrie de Z est alors claire : la restriction de Ç à

chaque ensemble {p.} x Qo (Pi e t < ( Œ ) ) est ample et l'espace total

de cette restriction est quasi-homogène sous R.S^.P. qui est un

sous-groupe fermé de G. On peut donc compactifier, d'une manière

unique à isomorphisme près, cet espace total pour obtenir le cône

projectif normal C , associé au fibre ("arithmétiquement" normal)

H de base Q^ .

Ces cônes se recollent de manière naturelle en un C -fibre
R.Sn.P.

normal, Z = G x C au-dessus de G/RS^P< s S</P- clairement

G-quasi-homogène ; le complémentaire de la G-orbite dense étant le

lieu s t> (Œ) des sommets de ces cônes. L'espace Z étant clairement

normal , eu égard au fibre n et à l'entier k £ Z on le désignera

par C , • Observons alors que :ri ,K

1 ) C^Q ^(Œ) . C^

2) Si k > 0 C , peut aussi être interprété comme modifi-n ,K
cation d'un cône projectif de base P.. (Œ) x Q^ par "éclatement

partiel" (ou "relatif") de son sommet. (Transformation généralisant

les classiques désingularisations de Segré).

§2. Classe I" : dim-,F = 1 et îî a deux bouts. Î2 est alors
*

l'espace total d 'un (C -fibre au-dessus de G/P. On peut alors montrer

que nécessairement G/P £ IP- (Œ) x p (Œ) , et qu'on peut trouver k > 0

et H < 0 tels que, à isomorphisme près, Sî s'interprète comme le

complémentaire de la section nulle dans l'espace total du fibre en

droites Ç := 0 ( k ) g) 0 ( A ) au-dessus de P . ( Œ ) x t> ( Œ ) . On voit donc

encore comment s'obtiennent les espaces Z recherchés (cf. toujours

[~30] à ce sujet) : On contracte chaque section infinie (resp. chaque

section nulle) de la restriction de Ç à Ï» (Œ) x {p } (resp. à

{p.} x p ( Œ ) ) en un point pour obtenir par recollement (détails
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laissés au lecteur . . . ) un espace normal que nous désignerons par
P^ ̂  . Réciproquement, les espace P^ ̂  (k > 0 , H < 0) obtenus par
ce procédé sont quasi-homogènes et décrivent exhaustivement la clas-
se I " .

Observons que P. g (resp. P, . ) est lisse à 1'"infini"
1 , A» K. f — 1

(resp. le long du bout nul) et que le cas lisse envisagé par [H.o]
est P^ _^ s ̂^ ' avec Q = complémentaire de deux droites pro-
jectives disjointes.

§ 3" Classe II : i . e . Cas n° 1 avec dinig,F = 2 . Alors exac-
tement comme dans CH.O] on peut montrer :

1 ) F est rationnelle

2) Î2 et Î2 n'ont qu'un bout et Y = Y = Z\î2s p «c) .

3) Qu'en fait F s F̂  S I P ^ ( Œ ) , ̂  étant la partie s Œ2

" à distance finie" de ce plan projectif complexe.

En plusieurs petites étapes il est aisé aussi de montrer qu'il
existe un fibre en droites très ample n sur Q : = G/P tel que Î2
soit l'espace total du fibre de rang 2 n ® n au dessus de Q et
que Z en soit la complétion projective IP (n ® n © ® ) .

On observe alors que le fibre normal sur ^ = 'Z\î2 = p ( Œ ) x Q
est 0 ( 1 ) B n~ et que (théorème de Grauert "avec paramètre"^ com-
biné avec des "identifications et recollements", détails laissés au
lecteur) il existe alors un espace normal Z ainsi qu'une modifica-
tion x : Z —> Z qui consiste essentiellement à contracter chaque

( * ) Bien que l'on puisse ici s'en dispenser^ le lecteur pourra consulter pour une
version relative au théorème de Grauert : l'article de Knorr-Sohneider :
^Relativ exceptionelle analytisohe Mengen" Math, Ann. 193 (1971 )p. 238-254
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ensemble {p} x Qc y en un point. Cet espace Z est l'espace le plus

général de classe II ; eu égard au fibre très ample n on le dési-

gnera par D

L'espace D se décrit plus concrètement comme suit : le fibre

très ample n définit un plongement Q-=—> P ( Œ ) . Réalisant alors

JP^(Œ) comme variété linéaire de codimension 2 dans ]P ^ ( Œ ) et

considérant une droite <SC]P ( Œ ) d'intersection vide avec 35, (Œ) ,

la réunion des droites rencontrant à la fois Q et ô est un modè-

le de D comme le lecteur pourra s'en persuader (utiliser entre

autres la normalité arithmétique de Q dans ]P ( Œ ) ) .N
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CHAPITRE 5

CAS N° = 2 , CLASSE III

§1. Généralités et rappels : En sus du présent §1y ce chapitre
contient deux paragraphes : dans le §2 nous associerons à la donnée
d'une paire d'entiers a,n ^ 1 non simultanément égaux à 1 et d'un
fibre en droites très ample n au dessus d'une variété rationnelle
homogène Q , un espace quasi-homogène A ^ de classe III sous"^n^u^n
l'action d'un groupe de Lie complexe G c= Aut (A ^ ) . De manièreo ex ̂ n ̂y /T\
surprenante démontrer que A ^ est bien l'espace le plus géné-011 nf\i i\\
rai de classe III est relativement long et difficile : le §3 est
consacré à donner des indications sur cette démonstration.

Précisons d'abord certains points de terminologie : si X est
une variété projective lisse et que D en est un diviseur (non né-
cessairement effectif) on désignera par | D | le système linéaire
complet des diviseurs effectifs qui lui sont linéairement équivalents.
Si A <s—> X est une sous-variété lisse il existe (moving lemma . . . )
deux diviseurs effectifs D. et D^ dans X telâ que :

i ) D, et D^ coupent proprement A y induisant (comptés avec
multiplicité d'intersection) des diviseurs effectifs notés D . | et

" 2 1 A '•

ii) D ̂  D. - Do (équivalence linéaire) .

On appellera alors système virtuellement induit par D sur A
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le système linéaire l0-] J A ~ ^IAI" II est comPlètement défini par

I D J et on l'écrira l0!» î plus souvent encore, le contexte étant

clair, on l'appellera plus brièvement le système virtuel. Rappelons

que ce système virtuel est le système linéaire complet associé à la

restriction à A du fibre en droites complexes 0(D) . Si tout di-

viseur de \D\^ est ^a trace (comptée avec multiplicité) d'un divi-

seur de |D| on dira que le système virtuel est totalement induit ;

l'exactitude 0 —> X (A) ®.. ® ( D ) —> 0(D) —> 0(D)L —> 0 montre
®X 1^

qu'une condition suffisante pour qu'il en soit ainsi est :

H1 ( X , I ( A ) ®. 0 ( D ) ) = 0 .
'X

Si X est une variété rationnelle, on identifiera souvent, le

contexte étant clair, une classe d'équivalence linéaire de diviseurs

(non nécessairement effectifs) avec sa classe de Chern. En particu-

lier, si c £ H (X,Z), on désignera par |c| le système linéaire

complet des diviseurs effectifs de classe de Chern c . A étant une

sous-variété rationnelle de X rappelons que l'inclusion i : A *=—>X
i i 1 * 1permet alors d'écrire : |c | - = |i c| .

Souvent il arrivera que nous ayons à considérer sur une variété

holomorph'e B des extensions holomorphes :

(1 ) 0 ——> Ç ——> L ——> n ——> 0

Ç et n désignant des fibres en droites complexes et L un fibre

vectoriel holomorphe de rang 2. On définit alors sur le projectifié

]P(L) un diviseur appelé "section infinie" noté s^ (L), ou plus bri-

èvement s^ , par l'inclusion IP(Ç) e—> P(L) . Rappelons alors que

si a £ 1NT et si X désigne la 3I> (Œ)-fibrat ion holomorphe

X : JP(L) ——> B , on a, pour les images directes et dérivées de

O(as^) par À , les formules :
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( 2 ) R1^ O(as^) = 0 i S 1 et R°X^ O(as^) = S" (L* ® n )

le dernier terme désignant ici la puissance symétrique a me du fibre

de rang 2 L Q r\ . Dans le cas particulier où n = 0- et L = Ç © 0- ,
13 0

]P(L) n'est rien d'autre que le complété projectif ou "à l'infini" de

Ç et s^ la classique "section infinie" qu'il faut adjoindre à l'es-

pace total de Ç pour obtenir son complété, et que nous noterons

s^(Ç) , (2) se réécrivant alors :

(3) R^ 0 ( a s ^ ( Ç ) ) = 0 i ^ 1 et R°X^ 0 (as^, (Ç)T=©©Ç~1®.. .©Ç"01.

Par opposition, nous appellerons "section finie" du complété
projectif de Ç un diviseur " à distance finie" sur 1P (Ç © 0) donné
par l'image d'une section B —> Ç . On désignera génériquement l'une
quelconque d'entre elles par s ( Ç ) . Notons qu'une section finie est
privilégiée parmi toutes les autres : la section finie de Ç qui, modu-
lo l'isomorphisme 3P(Ç©0-) s ] P ( Ç ~ 1 ® 0-) , s'identifie à la section

D D

infinie du complété projectif de Ç~ . ( 2 ) s'exprime alors par :

( 4 ) R^ 0 ( a s ^ ( Ç ) ) = 0 si i ̂  1 et R°X^ 0 ( a s ^ ( Ç ) ) ^©Ç...®^.

Un diviseur, effectif ou non, sur le complété à l'infini de Ç
linéairement équivalent à une section finie, sera désormais appelé
section finie virtuelle. En particulier, si D est un diviseur de B
tel que Ç = 0 ( D ) on se rappellera que Sç g ( Ç ) + X ( D ) est une sec-
tion finie virtuelle (effective si D l'est aussi).

Observons enfin qu'en terme d'intersection de cycles (ou, via,
la dualité de Poincaré, en terme de cup-produit des classes de cohow
mologie correspondantes) on a : s ( Ç ) * s ^ ( Ç ) = 0 .

Cas particulier des surfaces de Hirzebruch : si maintenant r
est un entier ^ 1 , l'espace total Z du complété à l'infini du
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fibre 0 ( r ) sur 1P< (Œ) s'appelle r me surface de Hirzebruch :

Z : = 3 P ( 0 ( r ) © 0) . £ est donc naturellement un 1E» (Œ) -fibre holo-
v '"bmorphe sur ]P< (Œ) par un morphisme û) : Z ——> 3P- (Œ) , qu'on dési-

^
gnera aussi plus simplement, le contexte étant clair, par œ .

Par v , ou même plus brièvement ^ (resp. par e , ou même

c) , le contexte étant clair, on désignera tantôt un diviseur "fibre"

de la forme a)" (p) (resp. une "section finie" de Z ) , tantôt sa

classe de Chern, tantôt même la classe d'équivalence linéaire de v

(resp. c ) . Pour désigner un élément de cette dernière classe, on par-

lera souvent de "diviseur de type \^" (resp. "de type £ " ) . Enfin E ,

ou même E, désignant la section infinie s ^ ( 0 ( r ) ) c: Z , tout ce qui

précède s'écrit alors dans ce cas particulier :

c ^ E + r\^

R°^0(ac) = 0 © 0(r) ® . . .© 0 (ar) si a S 0
(5) o^R0^®^) = 0 ( P )

R°^©(£) = 0 ® 0(r)

Observons aussi que la cohomologie de Z est nulle en dimen-
9

sion impaire, que H (2 ,!Z) = Se © Zv et que e\^v = £ » ^ est la
4 *classe fondamentale de H (Z , Z ) . La structure d'anneau de H (Z ,5Z)

9
étant alors complètement déterminée par les formules £ = rev et

v2 = 0 (cf. [6] et [9] ).

§2. Construction des A ^ : Soit S^ un groupe semi-———————————————— (x,n,u,n £.
simple complexe dont P^ est un groupe parabolique et considérons

un fibre en droites complexes très ample n sur Q := S^/P^ .

En posant S^ = Aut^(3P^ (€) ) = P S L ( 2 , Œ ) il est clair que
'b

Q : == JP, ( Œ ) x Q est rationnelle homogène sous S. x S^ . Considérons

alors, sur Q , le fibre en droite très ample 0 ( n ) E n (n ^ 1) et,
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par abus de notation désignons par $ := ]P( (0 (n )@n) 9 0..) son com-

plété projectif ; c'est un 3P. (Œ)—fibre ho lomorphe par la fibration

naturelle œ : $ ——> P. (Œ) x Q . Via p := po o ù ) , $ est un Z -n i - z n , n
fibre holomorphe sur Q : On dira aussi quelquefois que $ est une

"surface de Hirzebruch Z relative".n

Par E nous désignerons la "section infinie" de $ et par £

un diviseur "section finie" (cf. § . 1 ) , il est alors clair que :

1 ) $ est quasi-homogène sous le produit semi-direct

H°(Q, 0(n) B n) x (S. x S.J , l'orbite ouverte étant $ ^<E .\ £. n

2) La très amplitude de ®(n) El n a pour conséquence que les

sections finies séparent les points de $ \ E . (Les "sections finies

virtuelles effectives" séparant même infinitésimalement ces points).

Si maintenant p e JP.. (Œ) , on désignera génériquement par \>

un diviseur de la forme œ" ({p} x S) qu'on appellera aussi "divi-

seur fibre relatif sur $ " ou même "diviseur de (type) v" sur

$ . On comprendra aussi le sens de l'expression "diviseur v vir-

tuel" etc ...

Si on désigne maintenant par div(n) un diviseur sur Q tel
*

que 0 ( d i v ( n ) ) = n i E + nv + p ( d i v ( n ) ) ^ est alors (cf. §.1) une

"section finie virtuelle" de $ , d'ailleurs effective si, ce qui

est possible, div(n) l'est aussi. Au sens de l'intersection des

cycles (ou du cup-produit des classes de cohomologie correspondantes)

on en déduit aisément :

2 *£ = £ •(nv + p (div(n) )

e .E = v2 = 0 .

44



COMPACTIFICATIONS ÈQUIVARIANTES PAR DES COURBES

Et aussi (cf. § . 1 ) pour a ^ 0 , la formule :

R°^ 0(ae) =0^ ®(®(n )0n ) ® ... ® (®(na) «Bl n01)

Considérons sur $ le fibre en droites complexe Ç :=0(ae-2v)

(a ^ 1 , n ï 1 , an ï 2) alors R^Ç = 0 si i ï 1 et :

(6) R°Si*Ç =P^ 0(-2) e (0 (n-2)®n) 9...C (0 (na-2) ©n01) .

Si bien que : (suite spectrale de Leray + théorème de Borel-

Weil + formule de Ktinneth, cf. Q28]) H^^^^Ç) = H1 (P^ (Œ) xQ,p^ (-2) ) =

H (P^ (Œ) , 0( -2) ) = Œ , et qu'alors toutes les extensions non trivia-

les :

(7) 0 ——> Ç ———> L —s—> e^ ———> Q
n

peuvent être toutes réalisées par le même fibre vectoriel L de rang

2 ; une extension non triviale s'obtenant simplement à partir d'une

autre en multipliant le morphisme d'extension s par un scalaire

complexe non nul.

L'espace ^^Q^ :=3P(L) (noté aussi î le contexte étant

clair) ainsi que sa "section infinie" lisse S = s^ := P (Ç ) <s=_> î

seront donc indépendants du choix de l'extension non triviale (7)

choisie pour les définir.

En désignant par ïï la projection naturelle TT : î ——> $ ,

on observe que TT ^ : S ——> $^ est un isomorphisme et que

7r ^ \S : N^ ——> ^n est un ^^^ï1^ affine de fibre vectoriel

sous-jacent Ç .

On fera désormais, à propos de TT , la convention suivante :

Si A désigne un sous-ensemble analytique de la base de la fibration

ïï (ici $^!) et que x désigne une entité géométrique sur A
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(diviseur, classe de diviseurs, classe de cohomologie, faisceau cohé-
rent, sous-ensemble etc . . . ) on désignera par x son image récipro-
que sur TT ( A ) . En vertu du même principe, nous écrirons aussi
—1 ^7T ' (A) = A .

Rappelons maintenant que $ est quasi-homogène sous Aut ($ )n o n
d'orbite dense ̂  \ E c^ qui donne déjà un certain intérêt au résul-
tat suivant :

LEMME 5 . 1 . - Le morphisme naturel de groupe de Lie complexe
(connexité des fibres de ir) TT^ : Aut (Ï) ——> Aut (^ ) est

csurjectif.

La démonstration est standard : l'annulation de la variété de
Picard de ^ (rationnelle!) permet de voir que le "pull-back" de
l'extension ( 7 ) par un élément de Aut (<î> ) est encore une extension
non triviale de 0̂  par Ç elle aussi réalisée par le fibre vecto-

n 1riel L de rang 2 puisque H ( ^ ^ ) = Œ , ce qui permet de conclu-
re aisément.

PROPOSITION 5 . 2 . - La variété Ï ^ ( a , n ï 1 non simulta-
a'nfQ^n

nément égaux à 1 ) est quasi-homogène d'orbite dense Â\(E U S ) .

Démonstration : Comme ïï : rK\fS ——> ^ est un Œ-fibré
|À^S n

affine de fibre vectoriel sous-jacent Ç , toute section holomorphe
globale de Ç définit sur î. \S un champ tangent vertical (relati-
vement à TT) constant sur chaque fibre affine et prolongeable à X
tout entier (avec même une annulation d'ordre 2 le long de ^ . . . ) .
Compte tenu de l'homogénéité de ^ \ E sous Aut (^> ) et du lemmen o n
5 . 1 , il suffit donc de voir que H ° ( < ^ , Ç ) ^ 0 pour montrer le propo-
sition 5 . 2 . Mais, H ° ( ^ , Ç ) = H ° ( 3 P ^ ( Œ ) x Q , R°^) et la formule
( 6 ) le font immédiatement voir, puisque na S 2 et que n" est
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ample. C.Q.F.D.

Remarque 5.3. - En fait si a = n = 1 la variété A ^

est quand même quasi-homogène d'orbite ouverte X \ ( È U ^)/mais par

un tout autre argument. Toutefois le lecteur vérifiera qu'alors

À \ ( E U S ) admet des sous-variétés complexes fermées de dimension

trois qui admettent des fonctions holomorphes globales non constantes

et qu ' en conséquence (Hartogs et Remmert-Stein) Î2 := X \ ( È u à ) ne

saurait être compactifié Œ-analytiquement par une courbe.

Comme conséquence immédiate de la proposition 5.2 on voit que

via y = 2; o TT , X est un 2^-fibré holomorphe au dessus de p (Œ)xQ

Lorsque Q est réduit à un point la variété 1 ^ qui est

tridimensionnelle sera notée ^ n • De tout ce ̂  P^cède on déduit

un diagramme commutatif de fibrations :
^L

(8 ) X ———7T——> ^ ————^—————> 3^ (Œ) x Q

dans lequel y est une Z -fibration holomorphe et w une ^
" a ,n

fibration holomorphe.

En fait, pour voir que ^ est une ^ -fibration, il faut
Ui f li

montrer que la restriction de (7) à une fibre s Z de p ne sau-

rait être une extension triviale ; or, si cette restriction à une

fibre de p était triviale, il en serait de même pour la restriction

à toute autre fibre de p (équivariance !), d'où l'annulation du

morphisme naturel H1 (^,Ç) ——>H°(Q,R^ Ç) ; mais comme

^^ = IÇ*ROÛ3*^ ^mbiné avec (6) montre que R° Ç est somme direc-

te sur Q de fibres en droites très amples, on a (Borel-Weil)
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H1 (Q R° Ç ) = 0 et l'annulation du morphisme ci-dessus impliquerait
p* 1(suite spectrale de Leray) H (<I> ,Ç) = 0 ; contradiction.

Précisons maintenant la structure géométrique de A et plus
/v, —^

particulièrement celles de ses sous-variétés lisses E = TT (E) et

^ <c——> î ; tout d'abord, module l'isomorphisme û)j : E ——> I» (Œ)xQ ,

(6) restreinte à E s'écrit (e.E = 0) :

(9 ) 0 ——> p^ 0( -2) ——> L.g ——> ®g ——> 0 .

En particulier (Kûnneth) H (E ,Ç [g ) = Œ montre que la non tri-

vialité de cette extension (9) peut se déduire de la surjectivité du

morphisme de restriction : H ( ^ ^ ) ——> H (E ,Ç jg ) ; or la suite

exacte de faisceaux sur ^ :

0 ——> Ç ®ç X ( E ) ——> Ç ——> Ç , g ——> 0
$ 'n

montre que cette surjectivité est conséquence de l'annulation de

H2^ ,Ç ̂  X ( E ) ) ; mais l'égalité ^ 0 I(E) = ®(cx£-2v-E) permet, si
0
n ^

D désigne sur Q un diviseur effectif tel que 0(D) = n (très am-
*

pie), de voir, puisque sur $ E +n\^ + p (D) est une section finie

virtuelle effective (cf. § . 1 ) , que :

Ç ® I(E) = 0 ( ( a - 1 ) £ + (n-2)^ + p* (D) ) .

D'où (a ^ 1 ) :

R "^ 0(ac-2v-E) = R ûî  0(ac-2\^-E) = 0

et R°2^ ®(ae-2^-E) = S01"1 (0 9 (0 (n) g n) ) ® (0 (n-2) En ).

Ce qui montre que R°2S* 0(ae-2v-E) est somme directe de fibres

en droites 0 (k) B H * avec k ^ -1 et n' très ample sur Q ; d'où

(Kûnneth + Borel-Weil) :

48



COMPACTIFICATIONS ÊQUIVARIANTES PAR DES COURBES

H2^ (Œ) x Q , R°^ 0(a£-2\^-E)) = 0

Toutes ces annulations montrant (Leray) que H 2 ( ^ ,®(ae-2v-E)) = 0 ;

C.Q.F.D.

On en déduit alors aisément qu'en fait L|- s ( p , o ÎS) (0(-1 )®0(-1 ) )| h 1
et donc que E est le 3P^ (Œ)-fibre trivial sur E . Nous sommes alors
en mesure de parler des "sections horizontales" (ou constantes)
E ——> E ; elles sont en fait définies intrinsèquement indépendemment
de la trivialisation choisie E s ]P, ( Œ ) x E : ce sont en effet les
sections dont l'image a (au sens de l'homologie de ÎS) une auto-in-
tersection nulle. Ce sont ces images en question (de Œ-codimension 2
dans À ) que nous appellerons désormais feuilles horizontales.

Observons que ^ ft È est alors une "diagonale relative" i . e .
que la fibration triviale ir^ : E ——> E s ]p (ffi) x Q admet une tri-
vialisation globale ë = 3P^ ( Œ ) x 3Ê  ( Œ ) x Q telle qu'on ait ^ n E =
A x Q (A diagonale de P^ ( Œ ) x p^ ( Œ ) ) . on appellera désormais "hy-
perligne horizontale" une partie de E qui,,dans la trivialisation
ci-dessus,s'écrit { $ } x Q , ô e A . Pour chaque feuille horizontale
C , C n S est une hyperligne horizontale. La transformation
C ——> C n ̂  étant bijective.

Notons que si dim^A = 3 , ces hyperlignes horizontales se ré-
duisent à un point . . .

Ces précisions faites, notre objectif sera maintenant de cons-
truire un espace normal A ^ = A et une modification x s ̂  —> A

a , n , Q , n
telle que si Î2 : = Ï. \ ( E U ? 5 ) on ait :

1 ) Xj^ est un isomorphisme de Î2 sur un ouvert de Zariski de
A , ouvert, que nous désignerons aussi (abusivement) par ^ .
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2) A \ Çî est une courbe.

Comme (connexité des fibres de x i normalité de A ) la

G(c Aut^(À))-action est alors projetable par \ , l'espace A sera

G-quasi-homogène d'ensemble résiduel une courbe.

Pour définir \ on va introduire un "bon" système linéaire

complet de diviseurs effectifs sur X i.e. sans points bases ni com-

posantes fixes qui séparera ponctuellement et infinitésimalement les

points de îî mais pas ceux de È U ^ puisque ce dernier ensemble

est appelé à être contracté en une courbe par / .

On est ainsi amené à considérer le système linéaire complet

|ac-v+s| sur î (cf. §.1 pour la signification de ce symbole). On

remarquera tout d'abord que ce système n'est pas vide puisque
'V, f\, <\»

ae - v + S est linéairement équivalent au diviseur effectif

aE + (na--l)'Î! + aip~1 (D) +ë (D désignant un diviseur effectif de Q

tel que 0 ( D ) = n ) •

Evaluons d'abord le système virtuellement induit |a^ - î + ^ | .

Pour cela on observe qu'on a classiquement pour le fibre normal à

^ les expressions 0 ( S ) , ^ = 'iï*Ç*j^ = ^*. = 0 ( 2 ^ - a î ; ) . 7 d'où^

0 ( a ^ - ï + ê ) ^ = 0 ( ^ ) ^ = (p^ o Y ) * ^ ( 0 ( 1 ) ) : ceci montre aisément que

les diviseurs du système virtuel sont exactement les fibres (comptées

avec multiplicité 1) du morphisme p. o y , , on énoncera alors le :

LEMME 5.4.- Sur î le système |a^-. ' ï+â| vérifie :

i)- II sépare ponctuellement et infinitésimalement les

points de ^ = Ï. \ (E U Ï5) .

ii) Un diviseur du système ne rencontre pas une feuille ho-

rizontale (resp. une fibre de p^ ° Y ( ^ ) ou la contient entiè-
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rement.

iii) Par contre deux feuilles horizontales distinctes (resp.

deux fibres distinctes de p. ° ï | ^ ) sont séparées par le sys-

tèmes linéaires.

Démonstration de ii) et iii) : ̂ On remarquera en premier lieu

que le lemme 5.1 combiné au fait que $ \ E et E sont des

Aut (<^ )-orbites permet aisément de voir que S \S n E et E \ E n S

sont des Aut (A)-orbites (observer dans le deuxième cas que E n S

est nécessairement une orbite). Comme, A rationnelle, a une variété

de Picard nulle, il est clair (connexité de Aut ( A ) ) que si D est

un diviseur du système, il en sera de même de gD . La Aut (Aï-sta-

bilité des composantes fixes et de l'ensemble des points base qui en

résulte, montre que seuls E et S sont éventuellement composantes

fixes et que seul E n S est éventuellement l'ensemble des points

base.

On voit alors que,si on montre la totale induction du système
i ^ 'V» ^ i —1 ^Y»

virtuel | a £ - v + S ^ i.e. que chaque ensemble y ^ (^P^Q) c S est
S i S

la trace sur S d 'un diviseur de la famille |ae- v + s | r 0 n aura mon-

tré :

1) Les parties des énoncés ii) et iii) qui concernent les fi-

bres de p. o y « et donc aussi que à n'est pas composante fixe du

système.

2) Que E n S n'est pas ensemble des points base du système

puisqu'à chaque fibre de p. o ï j ^ correspond une hyper ligne et une

seule dans E U S (et réciproquement) qui appartient à cette fibre ;

ce qui montre de surcroît que E ne saurait être composante fixe du

système.
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Or pour montrer cette totale induction il suffit de montrer

(cf. § . 1 ) l'annulation de H1 (5t, 0 (a^ - ̂  + ̂ )®^ 1 (^)) = H1 (1, 0 (aÏ - v)).

Mais (rationnalité des fibres de -n) ce dernier groupe est isomorphe

à H ($ , 0 ( a £ - v ) ) dont l'annulation s'obtient, via Leray+Kûnneth+
l'Y» 0^Borel-Weil, par R ù ) ^ © ( a c - v ) = 0 et R û ) ^ O ( a c - v ) = somme directe

de fibres en droites 0(k) g n01 (a ï 0 et k ^ -1 ) . C.Q.F.D.

Comme un calcul d'intersection de cycles (détails laissés au
^ <\, f\/lecteur) permet de voir que la restriction de 0 ( a c - v + S ) à une

feuille horizontale est le fibre trivial, on en déduit facilement,
avec ce qui précède, que la partie ii) de l'énoncé qui concerne les
courbes horizontales est vraie.

Si maintenant C est une feuille horizontale, de tout ce qui
, 'x» ^ ^ ,précède, il résulte qu'il existe un unique diviseur D- c |a£-\^+SL

S
rencontrant C (aux points d'intersection de C avec E U S ) . Il
est alors clair, par tout ce qui précède, que si D est un diviseur
du système induisant D- sur S , D contiendra C , mais aucune au-
tre feuille horizontale ; ce qui achève la démonstration de ii) et
iii).

f\i <"^Démonstration de i) : Soient q- et q^ deux points distincts
de Î2 = A \ (E u^) • Si p. o y (q« ) ^ p. o y ( q ^ ) choisissons un diviseur

<\,effectif D sur Q associé au fibre très ample n qui ne contienne
r\,par ^ ( q ^ ) . Il est aisé de voir que le diviseur effectif

aE + (na-1 )y~ (p-.o y (q. ) x Q) + aip~ ( D ) +^ appartient à la famille li-
^ 'V,néaire considérée, contient q . ( n a ^ 2 ) , mais pas q^ : i ) , et le

lemme 5.4 résuleront donc du lemme 5.5 suivant :

f\j i\fLEMME 5 . 5 . - Soit v un diviseur sur A de la forme
Y (^pî x Q) ( i . e . image réciproque par TT d'un diviseur

52



COMPACTIFICATIONS SQUIVARIANTES PAR DES COURBES

"fibre" \» sur $ ). Alors le système virtuel [ ( X ^ - ^ + S L
v

est totalement induit et sépare les points de v \ ( E U S ) .

Démonstration : Précisons d'abord la structure géométrique de
a»
^ . Si v est un diviseur "fibre relatif" sur $ il est clair qu'il

est l'espace total complété s lP(n® ®) de la restriction s n de

0(n) B n à {p} x Q . La trace générique de c sur v est une

"section finie" s (n) de ce complété et la trace de E une "sec-

tion infinie" s^(n). Enfin vv = 0 achève de montrer que Ç j =

0 ( a s ^ ( n ) ) « Si bien que la projection ^ l ^ î ^ —> tpï x S donne une

image directe R°^|^ * Ç [ ^ = 0 ® . . .® n01 (a ^ 1 ) qui est un fibre

acyclique en dimension > 0 sur Q (Borel-Weil). Comme pour i > 0
î  1R û ) i ^ Ç i = 0 on voit (Leray) que H (v,Çi) = 0 . En conséquence

la restriction de (7) à v se scinde et v = ]P(Lj ) s'interprète

comme le complété à l'infini de C i au-dessus de v (de projection

ir) ; la trace de à sur î étant alors la "section infinie" s^(Ç| ),
f\, <\^ ^4

celle de £ (resp. v ) étant l'image réciproque ^ |^(s (n) ) (resp.
1 M

f\j f\j '\1 ^ ^

étant nulle puisque ^•v> = 0). Si bien que la "trace" de ae - v +S
^ — 1

sur v est s ^ ( Ç [ ) + T T j ^ ( a s (n ) ) . Comme © ( a s (n ) ) est justement

Ç j cela montre que cette trace est une "section finie virtuelle" de

v quand on l'interprète comme complété à l'infini de Ç j

^ f\j ^ f\/ f\j
Soient alors maintenant q. et q^ distincts dans v \ ( E U S ) ;

si dans ^ \ ( E n \ ^ ) , TT (q. ) i- 7 r ( q ^ ) , il existe (très amplitude de n )

une "section finie"' s . ( n ) du complété de n au-dessus de { p j x ^

telle que TT (q. ) £ s . ( n ) et T r ( q ^ ) i. s . ( n ) ; mais alors s ^ ( Ç j ) +

a ' iï j^(s. (n)) est un diviseur de la famille virtuelle qui contient
^ ^ ^
q^ et non q^ .

Si par contre TT (q. ) = 7r(q^) = q £ ^ \ ( E n ^ ) , i l existe une

"section finie" QQ^) c ^ q111 ne contient pas q ; mais alors si,
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ce qui est possible, a est une section a : \> ——> Ç j qui s'annule

avec multiplicité a > 0 le long de s (n), on a obligatoirement

a(q) ^ 0 et il existe \ £ Œ pour lequel \a (q) = q, et À a (q) ^q^«
*\»

L'image À a ( ^ ) c \^ est alors clairement, par ce qui précède, un di-
^t» *\»

viseur du système virtuellement induit qui contient q. et non q-,

Démontrons maintenant la totale induction de ce système virtuel:
1 r\^ r^ f\^ r^

il suffit là encore de montrer que H (A, 0 (ae - 2 \ ^ + S ) ) = 0 . Or la

non trivialité de (7) permet de voir (puisque H1 (^ , Ç ) = Œ et que

^ est rationnelle) que, dans le morceau de suite exacte :

Œ - H°(<^,0) -^-> H1 t^^) ——> H1 (<^,L) ——> 0

3 est non nulle et donc que H {^ ,L)=0 ; mais alors une application stan-

dard de la suite spectrale de Leray de TT combinée à 0 (ae - 2v) =

det L montre que : H1 (X, © (a^ - 2 ' î ; + ^ ) ) = H1 (<^,0(a£- 2\) ) 0 R°-iï^ê))

= ^ ( ^ ^ . O C a e - 2v) ® L * ) ) = H1 (^^,L) = 0 (cf. plus haut dans le texte).

C.Q.F.D.

Le lemme 5.4 s'en déduit car l'homogénéité de Sî permet de
déduire la séparation infinitésimale à partir de la séparation ponc-
tuelle.

Mais ce lemme 5.4 montre alors que le système linéaire
[ a e - \) + s| définit un morphisme de À dans un espace pro-

a , n , Q , n
jectif : le normalisé de l'image de ce morphisme sera par définition
l'espace A

a , n , Q , n
II est clair qu'existe une modification \ : Ï ^ ——>

a , n , Q , n
A ^ et que A ^ est G quasi-homogène d'ensemble rési-
o^n,Q,n a , n , Q , n
duel une courbe sous G : = Aut^ (^) <==——> Aut ( A ) et de plus alors

54



COMPACT 1 FI CATION S ÉQUIVARTANTES PAR DES COURBES

dans le cas n°3 .

N.B. Si a ^ 1 , À est une "G désingularisation minimale" ; par

contre si a = 1 il existe une modification lisse intermédiaire

A. : À ——> A. ——> A. Plus précisément dans ce cas A a la géomé-

trie d'un espace de classe II, à savoir ^/iiKn^ ' mais il est de

classe III comme G-espace car G ç ^^o ^o M iRin ^ •

§3. Etude générale du cas n°2 : Nous allons donner ici des in-
dications sur le fait que tous les espaces du cas n°2 sont les espa-
ces A ^ . Considérons donc un G-espace Z <——^ G/H dans le

a , n , Q , n
cas n°2 ainsi que la fibration : G/H ——> G/P ; on se persuade tout
d'abord (étude plus longue et fastidieuse que vraiment difficile et
que nous épargnons au lecteur) que F est rationnelle et que

^o ^ ̂ o = 1̂ ( Œ ) x 1̂ ( Œ ) et donc que ^o = 'SP2?) ou ^^ ̂  2 ) -

Pour simplifier l'exposé restreignons nous au cas où F = Z, ,o p
( p ^ 2) ; désignant, comme au § . 1 , par E (resp. \) ) le cycle excep-
tionnel (resp. un cycle fibre pour œ : 2 ——> JP. ( Œ ) ) il est pos-
sible de montrer que la P-orbite ouverte Î2 dans F est de la
forme 2 «\ (v U E ) s Œ2 . En particulier la restriction à Î2 deP P p p'\»ûûy définit une fibration intermédiaire de base et fibrei s Œ .p

On peut alors montrer que dans la fibration intermédiaire qui
s'en déduit :

G/H —Œ—> G/J —Œ—> G/P

que G/J est l'espace total d'un fibre en droites très ample au-des-
sus de G/P. Afin, via Borel-Weil, de mieux utiliser ce fait rappelons
ici des résultats de [H-0-^ (cf- P- ' • 3 3 ) qui d'adaptent exactement à
notre contexte élargi : via ^ (cf. chapitre 3) une S-orbite 2-Œ-
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codimensionnelle dans Z s'identifie à Q ; mais,, via x (cf. cha-
pitre 3) une telle orbite se fibre sur Y ; d'où en fait une S-fi-

y0
bration Q —à—> Y . Des considérations classiques (impossibilité
pour une certaine racine simple d'être liée aux autres . . . ) montrent
alors que, si S^ est le sous-groupe d'ineffectivité de l'action de
S sur Y^ , il existe un sous-groupe distingué S.cS , localement
isomorphe à S L ( 2 , Œ ) , tel qu'on ait les produits presque directs
S = S^.S^ et P n s = P^.P^ (P^ parabolique dans S . i = 1 , 2 ) et
les identifications Q = S./P. x S^/P^ et S./P. s P. ( Œ ) . Posant
alors Q : = S^/P^ et observant que S. opère transitivement sur Y ,
on peut en fait écrire Q = Y^ x Q , la projection sur le premier
facteur s'identifiant justement au morphisme x° ci-dessus.

Considérons d'autre part l'espace G ̂  Y ( <==——> G ̂  p7ïî) :
c'est un Y -fibre au-dessus de la base Q £ Y x S ; par la modifi-
cation : G x P/H ——> Z chacune de ses fibres est envoyée isomor-
phiquement sur Y^ , ce qui définit une trivialisation globale de ce
fibre : on identifiera son espace total à Y X Q S ( Y X Y ) X Q , cette
dernière décomposition étant "adaptée" à la décomposition S = S. x s,.
au sens suivant (détails laissés au lecteur, cf. QH.O.J ) : si
(y^Y^) £ YQ x YQ x Q et si s = s^s^ Ê S la S-action sera alors
donnée par la formule :

( 1 0 ) s . ( y ^ , y ^ , ^ ) = ( s ^ . y ^ , s ^ . y ^ , s ^ . q ) ,

la 2-Œ-codimensionnelle S-orbite étant A x Q c ( Y x y ) x ^ avec
A = diagonale de Y x y .

Précisons d'abord que, quitte à rajouter éventuellement de
l'ineffectivité, ce qui ne changera rien au problème, on supposera
désormais que S^ = S L ( 2 , Œ ) et que P. : = Pn S. est le sous-groupe
de Borel, désormais désigné B , des matrices complexes 2 x2 unimo-
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dulaires et triangulaires supérieures ; T désignant alors le sous-
groupe de Cartan des matrices complexes 2 x 2 diagonales unimodulai-
res, N celui des matrices unipotentes triangulaires supérieures ,
t et n+ leurs algèbres de Lie respectives, b : = t ® n^ est clai-
rement l'algèbre de Lie de B .

Considérons maintenant l'unique système de racines positives
sur ( ^ l ( 2 , Œ ) , t î ) tel que il soit l'espace radiciel de la racine
positive a e t ; / l a coracine positive h c t étant classiquement

1 0 *la matrice ( n _-i ) £ ^ 1 ( 2 , Œ ) . S i p : T ——> Œ est un caractère de
T on dira que ce caractère est positif (resp. négatif) si la dé-
rivée p^ : t ——> Œ est un poids p : = p^ qui est positif (resp.
négatif) i . e . tel que p ( h ) > 0 (resp. p ( h ) < 0 ) . Alors :

DEFINITION 5 . 6 . - T opérant holomorphisquement sur une variété
Œ-analytique k-C-dimensionnelle en fixant un point x e X , on
dira que ce point est attractif ou "puits" (resp. répulsif ou
"source") si l'action naturelle de T sur T ( X ) s'écrit dans
une base adaptée : t . ( x ^ , . . . , x ^ ) = ( p ^ ( t ) x ^ , . . . , p ^ ( t ) x ^ ) , les
p . 1 ^ i ^ k étant tous des caractères négatifs (resp. posi-
tifs).
Exemple 5 . 7 . - Avec cette définition il est aisé de voir que

pour l'action naturelle à gauche de T sur B/T , la classe neutre
e est un point répulsif.

Supposons maintenant désormais que T agisse non trivialement
sur une surface complexe lisse X ; C c: x étant une courbe lisse
de X qui soit T-stable, si x £ C est fixé par T nous dirons
que x est attractif (sous-entendu pour l'action de T) dans la di-
rection de C (resp. transversalement attractif ou attractif dans
la direction normale) si l'action naturelle de T sur le sous-espace
T ( C ) c T ( X ) (resp. sur le quotientx̂ x
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T (X)/T ( C ) ) est donnée par un caractère négatif. On dira aussi sou-x x
vent que la T-action est attractive dans la direction C ou (le
contexte étant clair) que T est attractif en x . . . On a les mêmes
définitions en remplaçant partout les mots "attractif" et "négatif"
par, respectivement, "répulsif" et "positif".

Observons que si T agit trivialement sur C lisse et connexe
la T-action y est partout transversalement répulsive ou partout
transversalement attractive.

Soient maintenant, toujours sur une surface X , une famille
finie ^\^\çh ^e courbes lisses chacune isomorphes à JP. ( Œ ) . On
supposera que deux courbes de la famille se coupent au plus en un
point, et alors dans ce cas transversalement, auquel cas on dira en-
core que les courbes en question sont contigûes, leur point d'inter-
section s'appelant alors point de contiguïté, et que, réciproquement,
tout point de X appartient à au plus deux courbes de la famille.
Soient maintenant C « , C ^ , . . • , C , des courbes de la famille considérée,
si pour les nombres d'intersections, on a les égalités C , . C ^ = C ^ . C ~ =
• • • = ^-i*^], = ̂ -^ = +^ on ̂ lra ç̂ ® 1e sous-système de courbes
constitué par les C . , . . . , C , forme un cycle pour la famille (C , ) , . .1 K- A ÀCA
Un système de courbes ( c^)^ A ne possédant aucun cycle sera appelé
arborescent. Dans notre contexte ( 7 1 , ( C , ) = 0) l'arborescence est- ~ — ' ' " i A
clairement équivalente à la simple-connexité de U C , ( ^-—> X) ; si

ÀcA À

de surcroît ce dernier ensemble est connexe, on dira que la famille
( C , ) , ^ est un arbre . Une courbe du système de courbes considéré
s'appellera un rameau si elle ne possède qu'un point de contiguïté,
s'appellera ordinaire si elle en possède exactement deux, et embran-
chement si elle en possède trois ou plus.

Supposons maintenant que T agisse algébriquement et non tri-
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vialement sur la surface, désormais projective lisse, X et que T
stabilise chaque courbe de la famille t^)^ A qu'on supposera être
un arbre. Si C et C' sont deux courbes contigûes en x e CO C' :
on dira que x est un point de transmission pour la T-action si ,
ou bien x est répulsif (resp. attractif) dans la direction de C
(resp. C ' ) ou bien vice-ver sa. Dans ce cas, la configuration des
T-orbites au voisinage de x est "selle de cheval" ; on dira aussi
que la T-action se transmet de C à C* . Par opposition, si x est
répulsif à la fois dans la direction de C et C* , ou si x est at-
tractif à la fois le long de C et C* , on dira que x est un point
de renversement pour la T-action • Dessinons :

C . C ' C . C '

transmission renversement

II est aisé de voir que T ne peut agir trivialement sur deux
courbes contigûes. Faisons 1'

Observation 5 . 8 . - L'adhérence d'une T-orbite 1-Œ-dimension-
nelle générique contient chaque point de renversement ainsi qu'un
point de chaque courbe du système sur laquelle T agit trivialement.
(Courbe qui d'ailleurs ne contient aucun point de renversement ou de
transmission).

Reconsidérant maintenant la P-fibration P/H ——> P/J s Œ , sa
définition même montre que, si on pose x̂  : = œ (v ) , on a ̂ identi-
fication P/J ^ 3P. ( Œ ) \ { x ^ } . Le fait que G/J soit un fibre en droi-
tes s'exprime ici par l'existence d'un point x £ 3P. ( Œ ) Vx^} = P/J
qui est P n S stabilisé : Le théorème de Borel-Weil montre ici di-
rectement que la très amplitude du fibre en droites complexes
G X ^ P / J ^ S X P/J a pour conséquence que x est un point
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attractif pour la T-action naturelle à gauche sur P/J et qu'en

conséquence x^ est répulsif pour la T-actiori sur 3P. (ffi) projetée
^

par û) . En particulier les T-orbites génériques dans F = Z de

(C-dimension 1 auront leurs "sources" dans l'ensemble ^"^(x^) = v et
^—ileurs "estuaires" dans l'ensemble co (x ), en particulier encore,

si o .:= v 0 E , la T-action sera répulsive en a dans la direc-

tion E(. .p

Sauf dans le cas ou F est l'espace projectif 3 P ^ ( Œ ) , on

pourra trouver une surface de Hirzebruch F = Z (^ ^ 1 , F mini-o p o
mâle si p ^ 2) et le diagrame de P-modifications :

Si r est une courbe dans F (resp. P/H) on désignera

désormais par 6 (D (resp. x ( r ) ) son image réciproque propre ̂

par la modification 6 (resp. \ ) .

Observons maintenant que dans notre contexte (structure des

modifications monoïdales) l'ensemble 6~1 (v U E . ) = y " 1 (Y ) estp p o o
une réunion de courbes C^ £ P. (Œ) , dont le système constitue un

arbre, au sujet duquel nous énoncerons :

LEMME 5.9. - F .F^ .B.XQ etc ... étant comme ci-dessus :

i) L'image réciproque propre XQ^Ç.) est une réunion de

rameaux D. , . . . ,D , de l'arbre e ^ t ^ U E . , ) .
1 K. ————————————— p p

f\f
ii) Si x^(1 ^ i ^ k) est l'unique point de contiguïté du

(*) Quelquefois appelée aussi image réciproque stricte
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rameau D . , l'action de T est attractive en x. dans la
direction D . .

Démonstration : S< agissant transitivement sur Y c—> Z ,
nécessairement, il existe un B-orbite £ Œ dans Y dont le com-
plémentaire est un point y £ Y . (En fait Y \ (y } est même une
P-orbite). Il existe alors un point z £ Y \ {y } qui est T sta-
bilisé ; les identifications B/T £ B . z = Y \ (y } montrant de plus
(cf. exemple 5 . 7 ) que la T-action est répulsive en z . La B-équi-

*variance du morphisme X : X : X^t^) ——> Y montre alors que dans
chaque composante irréductible D . s 3 P - ( Œ ) ( 1 ^ i ^ k ) de x* (Y ) il
existe une B-orbite s Œ . B c= p stabilisant tout le système de
courbes et donc chaque point de contiguïté, D . ne peut en avoir
qu'un seul, ce qui démontre déjà i ) . Si pour chaque i £ [ 1 , k ] z .
est l'unique point de D . tel que x ( z - ) = z , on voit clairement
(B-équivariance) que T agit répulsivement en z . le long de D . ;
ce z. ne pouvant être un point de contiguïté, on en déduit i i ) .

LEMME 5 . 1 0 . - Soient F, \ , 9 , F etc . . . comme dans tout ce
qui précède, supposons que F soit une surface de Hirzebruch
2^ (a S 1 ) telle que ^ \ {a^} soit une P-orbite ; alors :

i) SĴ  C est une composante irréductible de
^^o 1̂3̂  = x^ (Yo) telle que XQ(C^) = YQ , nécessairement

* *CQ = 9 (\) ^ ) ; en particulier ^ (Y ) est alors irréductible.

ii) Si a ï 1 , soit ? le cône normal obtenu par la—— .——— m *.
vP-modification 2^ ——> 2 consistant à contracter en un point

?^ le cycle exceptionnel E c= z . SĴ  ^ désigne l'image
( s ] p ^ ( Œ ) ) de \̂  par cette P-modification, le normalisé
P/H de P/H est "P-isomorphe" à 2 avec d'ailleurs encore

"F^a^a-
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Démonstration de i) : Considérons les images réciproques pro-
pres : E : = 6 (E ) , et v : = 9 (\/ ) , on voit aisément (normalité de
Z^) que ce sont des courbes connexes(*) s jp ( Œ ) ^ et que E ^ C
puisque dans Ĉ  il y a clairement une B-orbite ^ Œ et que, par
contre, deux points distincts de E sont stabilisées par BcSOP

r̂(car, via le P-morphisme œ , on a E \ {o } s p/j . . . ) . L'existen-
ce d'une P-orbite = Œ dans E (via î! il s'agit de
P/J s J P ^ ( Œ ) \ { x ^ } ) ainsi que dans C montrerait, avec l'hypothèse
faite sur \̂  , que si ̂  ̂ C les trois courbes distinctes deux à
deux C^ , ̂  et Ê^ seraient des rameaux de l'arbre 6~1 (v U E ) =

Xç (YQÏ puisque ce dernier est P-stable. Le lecteur se persuadera
aisément qu'il en résulterait l'existence d'un embranchement C pour
le système de courbes : C s 3P ( Œ ) ayant trois points distincts
T-stabilisés serait alors ponctuellement stabilisé par T . Comme
nécessairement 9 ( C ) = a^ < les T-orbites 1-Œ-dimensionnelles géné-
riques dans F auraient donc nécessairement leurs sources en C
( i . e . la T-action est transversalement répulsive le long de C ) ,
leurs estuaires appartenant à 6~ ( 2 ^ 1 ( x ^ ) ) (cf. plus haut dans le
texte) ; Or chaque T-orbite de Œ-dimension 1 a exactement deux
bouts : les points d'adhérences d'une T-orbite générique qui ne lui
appartiennent pas ne peuvent donc être, par ce qui précède, que dans

—1 /\,—iC ou dans 6 ( œ (^^ 2 cela démontre déjà que C ne peut être
que le seul embranchement de l'arbre considéré (et même la seule
courbe possible du système sur laquelle T agit trivialement) et
aussi puisque~âtors aucun point de contiguïté du système ne peut être
répulsif ou attractif que tous les points de contiguïté du système
qui ne sont pas sur C sont des points de transmission pour T-action.

( * ) En utilisant aussi le fait qu'elles sont chacune B-quasi-
homogène
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Trois branches (au moins) partiraient donc de C, constituées

chacune d'une "chaîne" de courbes ordinaires le long de laquelle il

y aurait transmission de la T-action, et aboutissant chacune à un des

rameaux E , C et \> .

Il résulterait alors aisément du lemme 5.9 que par "transmission"

la T-action serait transversalement attractive à C en son point de

contiguïté avec la "branche C " alors qu'elle serait transversale-

ment répulsive à C en son point de contiguïté avec la "branche ë "

(cf. Borel-Weil : répulsivité dans la direction E en o ) . Cette

contradiction démontre déjà le i) de l'énoncé.

Il résulte de i) que l'image réciproque connexe (P/H n 'a qu'un

bout) Y^ de Y^ par le morphisme de normalisation : p7H ——> ?7ÎÎ"

ne contient nécessairement qu'une composante irréductible : comme

dans cette composante irréductible, il y a une B-orbite s Œ ^ l'ima-

ge réciproque de y^ contenue dans l'adhérence de cette B-orbite est

réduite à un point y^ . Comme par le morphisme de normalisation

^o^{yo} !s 'io\{yo} ' ^7" ——> ^TH est clairement bijectif i.e.
P/H est localement irréductible.

Démonstration de ii) : II suffit de montrer que le morphisme

XQ î F ——> P7H se factorise par F ——> Ï^ ——> îT/îî , la première

flèche étant ici la composition : F ——> Z ——> ? : la normalité
v

de Z^ montre qu'il suffit de trouver une telle factorisation de x

dans laquelle Ï^ ——> P/H est continue i.e. qu'il suffit de mon-

trer que X^e^E^)) = y^ ; or i) nous dit aussi que le sous espace

P-stable XQ^'^E^)) ne contient pas Y^ et donc (P-décomposition

de P/H) qu'il est réduit à {y } . C.Q.F.D.

Si F = 3 P ^ ( Œ ) on peut voir directement qu'alors p7H"= f = ]P (Œ).
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Le lerome 5.10 est l'étape décisive (mais pas encore ultime)
pour démontrer la :

PROPOSITION 5 . 1 1 . - Les espaces Z de classe III les plus
généraux sont justement les espaces A ^ "construits" au

a . n . Q . n
§ . 2 de ce chapitre.

Sans entrer dans les détails de la démonstration de la proposi-
tion 5. 1 1 indiquons qu'elle n'est pas une conséquence directe du lem-

^me 5.10 ; plus précisément, la difficulté pour montrer que p7H est
vun cône E^ est que (lorsque F / P ^ ( Œ ) ) si 9 : F ——> E est une

P-modification et que £ \( v u E , , ) est la P-orbite ouverte, lesp p p
hypothèses du lemme 5.10 ne sont pas a priori vérifiées, i . e . qu'il
est possible qu'en sus de o il y ait un autre point o^ e \> qui
soit P-stabilisé. Toutefois sous cette hypothèse on peut démontrer
qu'existe une P-modification 6 : F ——> Z et que, de proche en
proche, par une suite combinée d'éclatement et de contractions, on
puisse trouver A ï 0 tel que 1 ^ p-À ^ p et tel que la modifica-
tion 1S î F ——> Zp^ vérifie les hypothèses du lemme 5.10 et donc
tel que pTiî = ^(a=p-A) .

Donnons une description brève sur ce processus de "rétrograda-
tion" du modèle minimal de F dans la situation "presque générale"
ou l'on a le "P-diagrarome" :

avec p ï 2 et ou Zp \ (E^U^) est la P-orbite dans E et tel

encore qu'existe un point P-stable o' e v _ \ { o - } : l'éclatement dep p p
ce point donne une P-modification î^ ——> z^ . Des considérations
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combinatoires (nombre d'embranchements, d'arbres, de points de con-

tiguïté, etc . . . ) permettent de voir que l'ensemble connexe e ^ t c r ' )
p

ne saurait être réduit à un point et donc (propriété universelle de

l'éclatement) que 9 se factorise par la P-modification ci-dessus en

une composée F ——> Ï ——> Z de morphismes. Or la théorie élé-

mentaire des surfaces permet de voir que îf., est aussi une modifica-p
tion de Z^ ce qui, compte tenu de la connexité de P permet de

définir la P-modification F ——> Z que nous recherchions.

^
Cette description du normalisé P/H permet, moyennant quel-

ques calculs standards de classes de cohomologie, de voir que Z est

un espace A ^ : Plus précisément G/J est l'espace total d'un
a,n,Q,n

fibre très amples 0(n) En sur G/P , d'où un plongement comme ou-

vert de Zariski G/J «s:—> $n

On peut alors vérifier que G ^ Z est un 1P. (Œ)-fibre sur

^ et qu'en fait G ^p Z^ = X ^ . L'existence de la modification
a,n,Q,n

G x ^ ^ ^ ——> z et la description aisée des cycles contractés

en un point permet (Z normal) de voir qu'alors Z = A
a ,n ,Q,n

C.Q.F.D.
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CHAPITRE 6

CAS N° 3

Sous l'hypothèse que S agit trivialement sur Y (en faisant
là encore une étude longue et fastidieuse de la géométrie possible
de la surface de Potters F ) , on peut montrer l'existence d'une fi-
bration intermédiaire :

•n •n

G/H ———1——> G/J ———2——> G/P

où F^ et F^ connexe sont de Œ-dimension égale à 1 .

Après exclusion de certains cas, ne subsistent en fait que les
possibilités : F. = courbe elliptique et F- = Œ (classe I V ) , F = Œ
et F^ = T (classe IV^) et F^ = F^ = Œ (classe V ) .

§ 1 . Classe IV : On sait ici que G/J est l'espace total
d'un fibre en droites très ample n sur G/P . On peut montrer que,
dans ce contexte, F = F^ est une surface de Hopf de dimension al-
gébrique 1 et que la réduction algébrique y : F ——> ]p ( Œ ) est une
T-pseudo-fibration principale de Seifert ; plus précisément, il exis-
te un point x̂  £ 3P^ ( Œ ) tel que si T̂  : = y" 1 (x^) on ait :

1 ) ̂  = F \ T̂

2) restreinte à P ^ ( Œ ) \ { x ^ } , y est une T-fibration princi-
pale P-équivariante s'identifiant à la P-fibration P/H ——> P/J
T̂  est évidemment isogène à T .
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Le fait fondamental ici est alors que T est dans le centre

de Aut (F) ; en particulier la commutation des actions de P et de

T sur F permet de définir une T-action infinitésimalement libre

holomorphe sur Z = G x F.

Le quotient C ;= 'Z/T existe (cf. [21] § -2 , p. 1 4 0 ) et n'est

rien d'autre que le complété projectif du fibre à droites très ample

G/J ——> G/P par une "section infinie". Cette section infinie se

contracte en un point pour donner un cône normal C dont nous dé-

signerons par c^ le sommet ; C est un G-compactification de G/J.

La composition Z ——> C ——> C définit un morphisme propre sur-

jectif ^ : 1s ——> C tel que ^ (c^) = % \ Î2 . Or Z étant topolo-

giquement le quotient de Z par la modification Z ——> Z , modifi-

cation par laquelle de surcroît Z \ Î2 est l'image réciproque de
^

Z \ Î 2 , on voit que y admet une factorisation continue et donc

(normalité de Z) holomorphe donnée par le "G-diagramme" commutatif ;

^
'Z ———ï————> C <————————=>G/J
\ /' n\ ^/ /

Z <————————————-> G/H

Or (normalité de Z, connexité de T et des fibres de x ) la
T-action holomorphe sur Z se projette sur Z en une action infi-
nitésimalement libre qui redéfinit y z z ——> C comme T-fibration

v—1de Seifert d'unique éventuelle fibre spéciale y (Cgg) .

Réciproquement, C étant un cône projectif quasi-homogène de
sommet ĉ  , on peut montrer (en utilisant notamment le fait que la
singularité ĉ  est rationnelle) que toute T pseudo-fibration
principale normale de Seifert ^ ; Z ——> C , admettant Too^^'^oo^
comme unique éventuelle fibre spéciale, est un espace de classe IV
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d'orbite dense Î2 = Z \T̂  .

§2. Classe IV : F. = Œ et F^ = T . Donnons des indications
brèves sur cette classe ; tout d'abord à l'aide du théorème de réduc-
tion du groupe structural de Barth-OeljekIaus, cf. [3] p. 5 9 , il est
possible de démontrer que la T-fibration G/J ——> G/P est triviale :
G/J s T x G/P . De plus il existe un fibre en droites très ample n
au dessus de G/P dont l'espace total se compactifie par un point
ĉ  pour donner le cône normal C de sommet ĉ  et tel alors qu'on
puisse écrire Z = T X C , Y = TX {c^} et îî = Z \Y^ : les espaces
de classe IV sont donc en fait les espaces de classe IV de l'espèce
la plus simple i . e . la fibration T-principale triviale sur le cône

^ •
§3. Classe V , F^ = Œ et F g = Œ : Avant même de donner des

indications sur cette classe, nous allons faire quelques sorites sur
les actions toriques sur les surfaces algébriques.

* rSoit T un tore algébrique ( i . e . s (Œ ) ) . L'ensemble des
caractères algébriques p : T ——> Œ (qu'on appellera ici simple-
ment les caractères) forment naturellement un Z-module : T s Z3" .
Si p £ î est non trivial, le plus grand entier A ( p ) ^ 1 par le-
quel p est divisible s'appellera longueur de p ; l'unique carac-
tère p tel que p = p s'appellera caractère primitif associé
à p . Naturellement A ( p ) = 1 , cette dernière propriété s'exprimant
désormais en disant que p est primitif.

Soit maintenant T un tore algébrique agissant rationnellement
sur une surface algébrique lisse Z ; si les orbites génériques sont
de Œ-dimension 1 on dira qu'on a une "bonne T-action" sur Z . Sup-
posons maintenant que cette bonne T-action stabilise un arbre de

68



COMPACTIFICATIONS EQUIVARIANTES PAR DES COURBES

courbes lisses ( ^ î ) i A sur S ? si r et r ' sont deux courbes de
l'arbre contiguës en o e Z , il est clair que T va agir naturelle-
ment sur T ( F ) (resp. T < r ' ) ) par l'intermédiaire d'un caractère
p (resp. p ' ) . Le fait que la Traction soit bonne s'exprimera par la
dépendance linéaire (sur 2) de p et p l , i . e . par l'existence d'un
caractère primitif p et j et j ' dans Z tels que p = p^ et
p ' = p^ ; la non trivialité de la T-action s'exprimant alors par
( j r j * ) ¥ ( 0 , 0 ) . Si j j * > 0 (resp. j j ' < 0) on dira que o est un
point de retournement (resp. de transmission) pour la T-action. Si
par exemple j > 0 (resp. j < 0) et que p est un caractère dont p
est le caractère primitif associé, on dira que o est p-répulsif
(resp. p -attractif) dans la direction de r . Si a c Z est T-sta-
bilisé et que (module le théorème de linéarisation) au voisinage de

, , - ia cette T-action se diagonalise par les deux caractères p- et p "
tels que j > 0 et j ' > 0 on dira que o est p-répulsif ou p-
source ; o sera p-puits ou p-attractif s'il est p -source.

Considérons maintenant la surface de Hirzebruch Z (a ï 1 )
comme le complété par la "section infinie" E de l'espace total du
fibre 0 ( a ) au dessus de 3P, ( Œ ) , et choisissons une fibre v de

^a : ^a ——r> 3 P ( Œ ) •

Dans Aut (Z ) qui stabilise évidemment E on désignera par
1̂  le stabilisateur de ̂  : la projection par ï de 1 est

évidemment le groupe affine des transformations de 3E» ( Œ ) qui sta-
bilisent x^ ^^a^" on P036" ^a^a = ̂ a^ ^cf" ^3 du ch3L^' 5 ^ '

Soit alors maintenant une bonne action du tore T sur Z qui
stabilise, outre évidemment E , la fibre v . La projection, qu'on
supposera désormais être non triviale, par œ de cette T-action va
évidemment stabiliser un point x c 3P. ( Œ ) \ { x ^ } . Si bien que la
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T-action stabilisera ;

1 ) Une fibre ^1(x^) ^ ̂

2) Mais aussi classiquement une "section finie"

s^O(a)) ^\E^ .

On pourra donc définir les points T-fixes suivants :

°a = ̂ "^(^

^ = r1(xo ) "^ «>(»))

^ = \ n ^a1 (xo)

II est alors absolument clair que chacune des T-actions natu-

relles sur chacun des trois espaces tangents T (P. ( Œ ) ) ,
^oo '

T , ( s ( 0 ( a ) ) ) et T (E ) sont définies par un seul et même carac-
a a

tère p , les T-actions naturelles sur T (P. (Œ) ) , T , (s ( O ( a ) ) ) et
o a

T (E ) étant alors définies par le même caractère p : on appel-
a

lera le caractère p le caractère fondamental de la bonne T-action;

nous l'avons par hypothèse supposé non trivial. Désignons mainte-

nant par p le caractère primitif associé à p et par H la lon-

gueur A ( p ) : pour désigner le caractère p^neS) on utilisera sou-

vent la notation p117 . La description des tores maximaux de Aut (Z )

permet alors de montrer l'existence d'un entier relatif j tel que :

1) La T-action naturelle sur T (^ ) est définie par le
(X

caractère p^ = p^ .

2) La T-action naturelle sur T^ (ï~1(x )) (resp. T , (ï~1 (x ))

est définie par le caractère p^7^ = p^^ (resp.

p-o^-jA , ^U-j^

On dira que j e Z est l'entier effectif de la bonne T-action.
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Réciproquement on peut montrer qu'à tout caractère non trivial

p c T et tout entier j c Z est associé une bonne T-action de carac-

tère fondamental p vérifiant 1J et 2) .

N.B. Il est aussi possible de démontrer que deux bonnes

T-actions sur Z^ stabilisant v et agissant sur T (E ) (resp.

T^ (^)) P" l'intermédiaire du caractère p (resp. p 3 ) sont

conjuguées entre-elles par un élément de 1 , deux telles bonnes
a

actions étant alors égales exactement quand elles stabilisent un même

section finie s ^ ( 0 ( a ) ) et une même fibre ï"1 (x ) ^ v .

Abordons maintenant la :

Construction des surfaces Z——————————————-————— a,p,3

Soient Z^ , E^, \^ x^ e 3P^ (Œ) , s^ (0 (a) ) , T^ etc ... définies

comme ci-dessus par une bonne T-action de caractère fondamental non

trivial p et d'entier effectif j e 22.

A ces données, et en supposant de surcroît que -Si < j < Si et

que si a = 0 alors j > 0 nous nous proposons d'associer une

T-modification Z^ _ ——> Z^ par le procédé suivant que nous allons

d'abord décrire (en oubliant quelquefois certains indices le contexte

étant clair) quand 0 ^ j < A ( n ) ;

Si j = 0, on pose ^p^ = ̂  la T-modification en question

étant l'identité sur Z

Si j > 0, on pose Z^ = Z^0 1 et on constate que o est

p-répulsif . Par définition son éclatement est la T-modification

^ : ^p^ ——> ^oL^J (on ^"^quera ici que S^^ est aussi

obtenue par éclatement d'un point de Z ) .
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r '<= z l ) désignant la courbe := 6~1 (cr^) , on voit que l'ima-

ge réciproque propre 6. (\^J rencontrera r 1 1 ^ en un point p-répul-

sif aj21 c Z 0 ^ ; la T-action naturelle sur T ( Q ) ( Q * ( ^ ) ) (resp.

T ( 2 ) ( ^ ( 1 ) ) ) étant définie par le caractère p3 (resp. p^"3) .

Si alors, j = A-j (i.e. j = SL/2} en éclatant o (2) dans

Z ( 1 ) on obtiendra une T-modification 6. : Z (2) . ——> £ ( 1 ) . Sur2 a,p,j
la courbe exceptionnelle r (2) := ^(o^), T agit trivialement :

par définition S p , sera cette variété Z (2) ainsi construite.a »P i^ /z

Si par contre j ^ A- j , s ^ 2 ^ contient un unique point o^

qui soit p-répulsif ; o 1 ) est d'ailleurs un des deux points de

contiguïtés de l'arbre (6^ o6^ )""1 (v^ \j E^) situés sur F (2) , sa

détermination complète dépendant alors du signe de A-2j c Z S \ { 0 } ; la

T-action naturelle au voisinage de a 1 ) se diagonalisant à l'aide

des caractères P^"23 ! et p^ (j ̂ "j ). Par éclatement de a^ ,

on obtient la T-modification 6 : Z ^ 3 ) ——> z^ d'ensemble excep-

tionnel F c= z ) , là encore deux éventualités se présentent :

Si T agit trivialement sur r ^ 3 ) i.e. si j = A /3 ou

j = 2 ^ / 3 , par définition (et en fonction du cas considéré) la varié-

té ^p^/B ou ^01^,2^/3 sera la variété z que nous venons

de construire.

Si par contre T agit non trivialement sur r ( 3 ) il existe un

unique point a 1 ^ c r ( 3 ) qui est p-répulsif et au voisinage duquel

la T-action "se diagonalise" à l'aide des caractères p 1 et p 2

• o - o
avec 0 ^ m ^ , m^ ^ A-1, ces inégalités permettant alors de voir qu'en

procédant de proche en proche on construit une suite finie de

"T-transformations monoïdales" :

^(m) _^^ ^ ( m - 1 ) Vl^ _ ^ ( 1 ) QI ^ ^ ( 0 ) ^ ^
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telle que :

1 ) Les variétés Z (1J 0 J$ i ^ m-1 contiennent chacune exacte-

ment un point p-répulsif o (l^u dont l'éclatement est justement la

modification 9^ . Par définition^ la courbe lisse de genre zéro

pd+D ^(i+1) sera la courbe exceptionnelle F (i+1 ) := 6;^ (a (i+1))

de la modification 9 . . .

2) Z m ne contient pas de point p-source, mais la courbe

exceptionnelle r ( m ) := 6^ (a (m) ) est ponctuellement T-stabilisée

avec une p-répulsivité normale.

Par définition la variété Z . sera l'ultime variété Z ̂a i P f3
obtenue par ce processus : le lecteur se persuadera que sa géométrie

ne dépend que de a £ lî et de jA c Q n[_0,l[ et que de surcroît

l'entier m e lî qui indique le nombre successif d'éclatements au

terme desquels on obtient Z^ . à partir de Z ne dépend que de

j /A i on le désignera donc souvent pour plus de précisions m ( j / A ) .

Si j est négatif, le point p-répulsif est o ' e v \ {a }c= Z

et c'est lui qu'il faut commencer par éclater pour embrayer le pro-

cessus qui, mutatis mutandis, permet de définir la variété Z
a,p,j

(avec ^ < j < 0) dont la géométrie ne dépend encore que de

JA £ ] -1^0[ . Si nous négligeons ce cas, c'est que se produit le

phénomène suivant : S^ T agit par une bonne action sur Z (resp.

^Q^) par le caractère fondamental p et l'indice effectif j

0 < j < Si (resp. j-A , -A < j-jl < 0) les variétés Z . et
—————————— Q-fPf3 —

^a+l.p. j-A sont "T-isomorphes". Ceci résulte de ce que (détails

laissés au lecteur) ce T-isomorphisme existe dès la première étape

du processus i.e. entre les variétés Z ̂  . et Z^
a,P,3 a+1,p, j -A

obtenues respectivement en éclatant a e Z et a ' £ Za a a+1 a+1 •
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Toutes ces raisons justifient en outre que la variété sous-
jacente à £ . soit désormais désignée par Z . . j. (j/Jl £ ] - 1 , + 1 [ ) .(X i p i j a+^yx»
A conjugaison près la structure de "T-variété" de Z . est
d'ailleurs définie par sa structure sous jacente de "a+j/À me -
surface de Hirzebruch" et son caractère fondamental p .

Dessinons (par exemple . . . ) les modifications qui permettent
d'obtenir Ẑ ^ :
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Désormais la courbe ponctuellement T-stabilisée r ̂  dans

^a p j = ^a+l /A sera àés±<3née' le contexte étant clair, D .

Tout point de D^ est p-source d'une T-orbite de dimension 1.

Sauf dans le cas où cette "p-source" est point de contiguïté de

l'arbre G" (v U E ) (avec par définition 9 = 0 o 9 < o . . . o 9 , ) lea a *——————————— m m-1 1
"p-estuaire" de cette T-orbite sera, dès que a+j/Jl > 0^r le point

T^ . Soit A l'adhérence (dans ^ ^ - / p ) d'une telle T-orbite

aboutissant en T^ , alors nos hypothèses sur a et j permettent

de vérifier que le système linéaire complet | A J sur Z . nea fP 1 3
contient ni composantes fixes ni points base, qu'il sépare ponctuelle-

ment et infinitésimalement les points de iï = Z . . \ 9 ~ 1 ( v U E ) et

qu'enfin, en désignant par ^p^ j (ou par ^ ^ ^ ) le normalisé de

l'image du morphisme projectif défini par [ A | et par ^ : Z . ,o oi "^^ /Jw
——> ? _ la modification naturelle qui "relève" ce morphisme pro-

"4
jectif, la restriction de x^ à D^ est une bijection sur son image,

alors que, par contre, chaque composante irréductible (et même conne-

xe) de 9 (\^u E^) \D^ est contractée en un point par ^ . Abor-

dons maintenant la :

Construction des espaces 2 -——-—————————————-——— a.Q.n. j

Considérons maintenant un fibre en droites très ample n sur

une variété rationnelle homogène Q : on appellera longueur de n le

plus grand entier A = SL (r\) ï 1 par lequel n e H1 (Q,0*) (s H2 (Q,Z)
b.(Q) Q

s % " ) soit divisible. L'unique fibre n sur Q tel que

n c ^o s'appellera fibre primitif associé à n ; la relation

alors évidente, Ad^) = 1 s'exprimera aussi en disant que n est

( * ) Notons que, dans notre contexte, cette hypothèse est toujours
vérifiée puisque si a = 0 nous supposons j > 0 .
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un fibre primitif. Si q £ 7L, on comprendra le sens de n^

(e H1 (Q,®^)) .

Notre objet est maintenant, à la donnée de n comme ci-dessus

et de deux entiers ^ 0 non simultanément nuls a , j tels que

0 ^ j < A ( n ) , d'associer un espace H ,. . (ou plus brièvementa f\2f1} f j

H . ou même 2 ...) de classe V et dont l'orbite ouverte soita .n^D
l'espace total du fibre vectoriel de rang 2 n ® n sur Q .

2 . sera (mut. mut. comme au chapitre 2) définie à partir d'une
o1 f 1 } f 3 ^

modification lisse X s 2 . ——> 2 . Notre démarche consisteraa f} f D
donc :

^
1 ) à décrire la géométrie de l'espace 2 . ;

(* 9^}f3

^
2) à décrire les parties de 2 . exactement contractées en

un point de x •

Notons qu'il nous arrivera, le contexte étant clair, de négli-

ger quelques indices ...

La variété Q ci-dessus étant homogène sous l'action d'un

groupe semi-simple S , si q e Q on désignera par Stab (q ) (es)

le sous-groupe (parabolique) d'isotropie de q e Q . On sait alors

que T := Stab(q )/(Stab ( q ) , Stab (q^)) est un tore algébrique et
*

qu'à chaque caractère T ——> Œ est naturellement associé un ca-
*

ractère Stab(q ) ——> Œ et réciproquement : on identifiera les

caractères Stab(q ) ——> Œ avec les éléments de T en allant

jusqu'à les désigner par les mêmes symboles.

Le fibre S-équivariant n étant alors défini par un carac-

tère p""1 : T ——> Œ , il est clair que Up) = A (n ) • Considérons

(cf. tout ce qui précède) une bonne T-action sur Z de caractère

fondamental p et d'indice effectif j , 0 ^ j < & ( n ) r avec j ^0
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dès que a = 0 . Les sous-objets T^ , s ( 0 ( a ) ) etc ... de Za o a

étant, comme plus haut, supposés T-stables on a vu que la simple

donnée de son caractère fondamental et son indice effectif j , défi-

nit une bonne T-action privilégiée sur Z et donc sur Z • /o : P^

composition avec.1'épimorphisme Stab(q ) ——> T on en déduit une

Stab(q^)-action sur £^.,.-/^ qui permet de considérer le fibre S-équi-

variant au-dessus de Q :

^ . Stab(q )
^Q.r^J := s x ^jA

Observons que la Stab(q)-stabilité de l'ouvert

^F := ^^a+j/Jl^6 ^a0 E^ a pour conséquence la S-stabilité de l'ou-
Stab(q ) ^

vert Sî := S x u ̂  <=—> 2 . Le fait que 0^ := 6 ' (r^) e Z ^

soit Stab(q^)-stable et que la T-action s'y diagonalise, en son voi-

sinage, par les caractères p~1 et p"""^ persuadera le lecteur

qu'en fait Sî est l'espace total du fibre vectoriel S-équivariant

de rang 2 n^ © n^3 sur Q .

Il est alors aisé de voir que les sections globales

R := îî°(Q,r}^ © n^ + 3) de ce fibre agissent sur ^ (par des trans-

formations induisant des "translations" sur chaque fibre vectorielle

de Q ——> Q) et qu'en fait cette R-action se prolonge holomorphi-
^ ^

quement à 5.11 est alors possible de définir S comme espace G

quasi-homogène d'orbite ouverte Î2 sous le produit semi-direct

G := R x S .

f\f
Ceci dit considérons maintenant la "fibre neutre" 5 s Z . . :

chaque point de non contiguïté o e D est dans l'adhérence

A^ s p^ ( f f i ) d'une unique Stab(q)-orbite s Œ* telle que A 3 Û
0 ^ ^,°et il est alors clair que A := S. A est un diviseur sur 5 . De

^ ° ° ^la même manière D^ := S.D^ est un diviseur de 5 qui est composan-
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^
te irréductible de H\ Î2 et même la seule dans laquelle les S-orbites

^
y soient toutes fermées et de codimension 2 dans 2 (en particulier

S^ " Q x 1^ ( Œ ) ) .

Si on considère maintenant le système linéaire complet ] A |
o

il est alors possible de montrer qu'il est sans points-base ni compo-

sante fixe et qu'il sépare ponctuellement et infinitésimalement les

points de ^ » si bien que, comme plus haut, le système linéaire défi-

nit un espace normal 5 .. . (noté aussi 2 ) ainsi qu'une modifi-
^-^Qfr} f D^

cation x : 2 ——> 5 qui possède les propriétés suivantes :

1 ) Si D i- D est une composante irréductible de H \ Q, , son

image par x est réduite à un point.

2) Module 1'isomorphisme (cf. plus haut) D s Q x 3P. ( Œ ) , la

restriction de x à D s'identifie à la deuxième projection, en

particulier x contracte D en une courbe Y s P. ( Œ ) qui est
^

aussi l'image de 5 \Î2 par x •

II est alors maintenant bien clair que 5 . est G

quasi-homogène d'orbite ouverte ^ et d'ensemble résiduel Y et

que de surcroît S opère trivialement sur Y (cas n° 3 . . . ) .

Indiquons ici, sans entrer dans les détails, par quelle démar-

che on peut montrer que les seuls espaces de classe V sont les espa-

ces 5 décrits ci-dessus.

Ecartant le cas ou ]P^ (Œ) peut être pris pour modèle pseudo-

minimal de P/H ^-——> Z , cas pour lequel on peut montrer directement

que Z est un espace 2. „ qui est, en faisant abstraction de
1 f\2f}i v

sa structure quasi-homogène d'ailleurs isomorphe à l'espace D -. der} /Q
classe II , on a toujours un P-diagramme :
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Cela résulte en effet de 1'isomorphisme îî- s Œ qui (cf. [P°])

implique la rationalité de F ; de plus considéré comme ouvert

Î2 „ = — > Z , ^ est de la forme £ \ (^ U U ^ ) ou on a posé

^ = V {K^ ' x" £ ^1 (Œ) •

Ceci rappelé on démontre d'abord :

LEMME 6.1. - La P-normali sation F ——> P/H est bijective

i.e. P/H est localement irréductible.

Idée de la démonstration : On montre que, si tel n'était pas le
v v p v

cas, la modification Z ——> Z avec Z = G x F aurait au moins une

fibre non connexe ce qui contredirait la normalité de Z .

Toujours pour préciser la géométrie de P/H on montre ensuite
ce oe

que la P-modification F —=-—> 3P. (Œ) induit sur l'orbite ouverte

une P-fibration Cl s P/H ——> P/J s P. ( Œ ) \ { x } et qu'alors dans

la fibration intermédiaire qui s'en déduit :

G/H ——> G/J ——> G/P

G/J est l'espace total d'un fibre très ample n sur G := G/P dé-

fini par un caractère p~ : T ——> Œ avec T := S n P / ( S O P,SO P)

( S n p parabolique dans S) .

p^ (resp. J l ( n ) = ^ ( p ) ) désignant alors le primitif (resp. la

longueur) de p on aura p = p n .

Si maintenant C (resp. S = J P ( n © 0/J) désigne l'espace

total de n (resp. le complété à l'infini de cet espace total) on a
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C = C U s^ (n ) et on sait qu'en sus de s ^ ( n ) existe une section

finie s (n ) c: C qui est S-stabilisée;d'où l'existence d'un point

x £ 3P. ( Œ ) \ { x ^ } = fibre vectorielle de n au dessus de la classe

neutre de G/P qui est S HP-stabilisé (ou ici x^ £ C est l'uni-

que point dans la "fibre neutre" qui soit dans s ^ ( n ) ) . Or le P-mor-
^>

phisme ûo o 9 : F ——> Ï» ( f f i ) permet de définir un G-diagramme commu-

tatif de morphismes :

' i ï j0
îî = G/H —————L-————> G/J = C

n o n

r^ TT '\/
Z ——————-———————> Cn

tel que ^ lo^o^^ <ïui est comPactifial:)le par un point (classe 3!)

soit l'espace total d 'un fibre en droites très ample n * sur Q

défini par un caractère p ' : T ——> Œ . Alors,comme plus haut, on

en déduit en sus de T^ := ï^1(x ) n E l'existence d'un autre point

T^ £ ^ (x^) \ { T Q ^ e ^p = P/H qui soit S nP-stabilisé ce qui permet

de montrer que la partie semi-simple de S n P ainsi que son radical

unipotent agissent trivialement sur Z (et donc sur F et PTîî) .

Si bien qu'en fait c'est tout le sous-groupe dérivé ( S O P , S n P ) qui

agit trivialement sur Z^ ce qui permet de définit une T-action sur

2^ ; le tore algébrique T étant, ici, par définition, sOP/ (SflP.snp) .

Il est alors aisé de voir qu'existe une section nulle

0 ( a ) < = z _ ^ E . globalement T-stabilisée telle que :

1 ) T^ = 0 (a ) n 2^1 (x^) .

2) Par la décomposition T ^ . ( Z ^ ) = T ^ . ( 0 ( a ) ) 9 T^ . (2S~1 (x ) )

la T-action infinitésimale est diagonalisée via les carac-
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tères p~1 et p ' • •

Le théorème de linéarisation combiné au "Kegelsatz" permet
alors de voir que cette T-action est bonne i . e . que p et p ' sont
commensurables et que, plus précisément, (amplitude de TT (s ( n ) )
il existe j £ 2Z, a priori assujetti à la seule condition aH +j > 0 ,

_/-y0 — -1tel que p ' = p^ - . p est donc le caractère fondamental de la
bonne T-action sur Z et j son indice effectif.

Afin, maintenant, d'avoir des précisions sur l'entier j on
démontre d'abord que 6 [v U E ) c F contient exactement une com-
posante irréductible désormais notée D qui est ponctuellement
T-stabilisée, ce qui a d'ailleurs pour conséquence que P/H \ ̂  (et

^
donc F\^2 cf. lemme 6 . 1 ) n ' a qu'une composante irréductible ce
qui permet de montrer :

LEMME 6 . 2 . Dans notre contexte l'indice effectif de la bonne
T-action vérifie -̂  (n ) < j < H ( n ) .

Montrons par exemple que j ^ H (r\ ) serait absurde : en effet
a^ serait alors p-répulsif et nécessairement 6 (D ) = a ; en
éclatant a^ on obtient Ẑ  ̂ = (Z^ cf. processus de rétrogra-
dation de la classe III) ainsi qu'une factorisation
6 : F —————> z i —————> ̂  • Si ̂  désigne l'image réciproque

de \̂  dans Z . il est clair que ï - P ( Œ ) est lisse et que
a +- a '

^ ^
^a ' ^a = " ^ et ̂ ue ̂ eux cas seraient possibles :

1 ) 6 ' est un isomorphisme i . e . en fait j = Â ( n ) mais alors
la T-action sur \̂  étant non triviale, x(^ ) serait (cas n ° 3 1 )
réduit à un point ce qui contredirait la P-minimalité de F en vertu
du théorème de CasteInuovo-Enriques.
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2) 9 ' est une "vraie" modification : 6 ' ( D ) ne peut être

que l'unique point de p-répulsivité sur Z . : mais j > Mn)
a+!

'\»implique que 9 ' (D ) i. v car il ne peut être que le point de con-

tiguïté (dans Z „ ) de la courbe éclatée de a avec l'image ré-
^2

ciproque propre de E dans Z . . En faisant maintenant l'obser-
a + ^

vation que si 6 : F ——> F' est une P-modification entre surfaces

lisses qui n'est pas un isomorphisme,alors 9 ' (D ) est réduit à un

point tel qu'on ait de plus 1'isomorphisme :

F'S.9'"1 ( 9 ' ( D ) ) ——> F ' ^ 9 ' ( D ) .

(Tout ceci résultant de ce que F est une P - désingularisée
-—y— —1 f)J

minimale de P/H) on obtiendrait que 9 ' (v ) s JP. (Œ) serait d'au-

to-intersection -1 en ayant une image rédujte à un point dans P/H

puisque T y agit non trivialement (cas n°3 . . . ) ce qui contredirait

encore la"P-minimalité" de la désingularisée F .

De cette même observation on déduit en plus :

PROPOSITION 6.3. - Le caractère fondamental p et l'indice

effectif , j 0 ^ j ^ H {r\) , de la bonne T-action définie ci-
v

dessus déterminent la géométrie de F et de F qui sont alors

respectivement la "T-surfacë" lisse E . et sa contractée
a + t«-r

Démonstration : Pour j = 0 on peut voir immédiatement que

la minimalité de F (en tant que P-désingularisée) a pour consé-

quence que 9 : F ——>• Z est un isomorphisme (on a exclut a = 1
v

i.e. F = 3P^ ( Œ ) . . . ) . Si par contre j > 0 on se rappelle que

S _ = (S ) est obtenue au terme de la suite de transformations
a-^
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monoïdales T-équivariantes décrite plus haut :

s . = z W Jĵ > zCn-D _>...-91-> ,(°) = ,a +^
mais j > 0 implique que par la P-modification 6 := 6 :

F ——> Z = Z^ , nécessairement 6 ( D ) = o d'où par l'observation

qui précède la proposition 6.3, 1'isomorphisme F \ 6 (a ) s Z \ {a }

qui permet, via la propriété universelle de l'éclatement 6, : Z

——> î.{o} , de factoriser Q{o} par :

e < 1 ) /- 6
F —8————> Z (1 ) ——1——> Z

on peut alors, en procédant de proche en proche (récurrence) comme

ci-dessus,montrer l'existence pour 1 < i < m d'une modification

e^ : F ——> Z^ telle que 0 (i-1 ) = 6^ o 6 (i) et telle encore

que e^^D ) = l'unique point p-répulsif o(1+1 ) e £ (i) . Enfin

une ultime utilisation de l'observation qui précède la proposition

6.3 montre que 9 se factorise par un isomorphisme e l m ) :

F ——> s ( m ) tel que "9 ( m ) <D^) = D^" .

Si bien qu'en tant que "T-espace" F = Z . , ce qui impli-
"4

que (cas n° 3. . . ) , D étant la seule composante T-stabilisée (et

donc S nP-stabilisée) de F , Ï = Ï . . C.Q.F.D.
«4

L'espace Z = G x^ F (qui est une G-désingularisée de Z)
3/est donc nécessairement l'espace ^ ,. . construit au paragraphea f\i f ' \ f j

précédent et on en déduit aisément que Z est l'espace 2 „ - d uvx ^U f ' \ fj
même paragraphe précédent. C.Q.F.D.

N . B . Le lecteur se persuadera que le théorème de Oeljekiaus
(cf. [34] ) permet de démontrer que le lieu singulier de 5 est dis-
cret ( i . e . ne contient pas tout Y ) si et seulement si Q est un
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espace projectif et que p.g.c.d. ( ^ , j ) = 1 . Si de surcroît j = 0

(et qu'alors nécessairement n = 0 ( 1 ) ) il n 'y a qu'un point singu-

lier au plus, H étant lisse (cas envisagé par [n.0.3) quand de plus

a = 1 auquel cas on peut retrouver que 5 est un espace projectif.

Résumons tous les résultats obtenus par le :

THÉORÈME 6.1. - Soit Z un espace analytique complexe connexe

et normal quasi-homogène d'orbite dense îî . Si l'ensemble rési-

duel Y := Z \ S Î n'est pas vide et vérifie dim^Y ^ 1 et que

dimg,Z ^ 3 , alors :

i) Sj^ dim«,Y = 0 , Z est un cône projectif rationnel dont

Y = { y } est le sommet (Kegelsatz de Huckleberry-OeljekIaus

vrai aussi si di^/p = Z = 2 ) .

ii) Sĵ  dim.pY = 1 , Z est un des espaces de classe I ' , I",

II, III, IV et V décrits dans tout ce qui précède, (cf.

tableau page suivante) .
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CONCLUSION

Classe

ï'

I I '

II

III

IVMVo

0̂

V

Type

Espace C ,
T\fK.projectif rationnel

Espace P̂
projectif rationnel

Espace D
projectif rationnel

^P906 Vn^n
projectif rationnel

Fibration de Seifert
sur un cône projectif
quasi-homogène

C x E où Endésigne une courbe
algébrique

~a,J,Q,nprojectif rationnel

Normalité
de PTÎî

3P^(Œ)

P^(Œ)

^(Œ)

cône
v
Z ,

Surface de
Hopf de
dimension
algébrique 1

EX 3P (<C)

espace
z ia^

Remarques

toujours de dimension 3
possède deux bouts

En rétrécissant la partie
semi-simple du groupe de
quasi-hamogénéïté devient de
classe III

toujours de dimension 3
lorsqu'il est lisse
i.e. Q.. et 3P..(Œ)

non Moïshezon de "codunen-
sion algenrique" égale à 1

algébrique avec une variété
d'Albanêse non nulle

très compliqué . . .

Cas
n° 1

1

1

1

2

3

3

3
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