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CLASSES DE CHERN ET CLASSES DE CYCLES

EN COHOMOLOGIE DE HODGE-WITT LOGARITHMIQUE

MICHEL GROS (*)

Résumé

Si k est un corps parfait de caractéristique p>0 , on définit, pour
tout k-schéma lisse X , une théorie de classes de Chern et de classes de

cycles a valeurs dans les groupes de cohamologie étale Hi(xét,wnniog) , ol

. . i
wnrzx est le complexe de de Rham-Witt de cran n de X et wnnlog le sous-
faisceau abélien de W Q.’l( engendré localement, pour la topologie étale, par

les différentielles logarithmiques. Via l'application naturelle de Hi(x t,_,W Q )

log
dans le groupe de cohamologie cristalline HoL (XM ), on retrouve les classes
de Chern de Berthelot-Illusie, et la classe de cohamologie d'un sous-schéma
fermé lisse construite par Berthelot. Notre construction de la classe de ooho-
mologie d'un cycle repose sur un théor2me de pureté pour les faisceaux W Qlog
On montre que cette classe transforme intersections propres en cup-produits, et
1'on prouve la compatibilité usuelle entre classe de Chern et classe de cycle
pour un sous-schéma fermé (non nécessairement lisse).

Abstract

let k be a perfect field of characteristic p>0 . For every smooth
k-scheme X , we define a theory of Chern classes and cycle classes with value
in the étale cohamology groups Hi(x ,wn ),where wnx is the Rham-Witt

complex of X of step n and W Qilog the abelian subsheaf of W Qx generated
locally for the étale topology by the logarithmic differentials. Via the natural
LR log to the crystalline cohamology group Hzcxl:ls(xm ), we
recover Berthelot-Illusie's Chern classes and the cohomology class of a smooth
closed subscheme constructed by Berthelot. Our construction of the cycle class
relies on a purity theorem for the sheaves wnniog . We show that proper inter-
sections correspond to cup-products and we prove the usual compatibility between
the Chern class and the cycle class of a (non necessarily smooth) closed subscheme.

map from Hl(x

Texte regu le 15 avril 1985

(*) These de doctorat de 3e cycle de Mathématiques, Université de Paris-Sud,
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INTRODUCTION

Soient k un corps parfait de caractéristique p 0 et Xx
un k-schéma 1lisse. Si Y est un sous-schéma fermé lisse de X
de codimension r , on sait (cf. [2]) lui associer une classe fon-
damentale de cohomologie cl(Y/X) dans la cohomologie cristalline
Hiiis(X/W(k)) de X sur les vecteurs de Witt W(k) de k . Un
des objets du présent travail est de s'affranchir de 1'hypothése de
lissité faite sur Y en employant des techniques afférentes au

complexe de De Rham-Witt (t21]).

A

Des exemples tels ceux de la cohomologie étale & valeurs dans
ZI (Y#p) ou de la cohomologie de De Rham en caractéristique O
montrent que la définition de la classe de cohomologie d'un cycle
éventuellement singulier est possible dés que l'on dispose d'un
théoréme de pureté permettant d'exprimer de maniére plus simple
certains groupes de cohomologie a support. Il est bien connu (cf.
[2]) que la cohomologie cristalline ne vérifie pas de tels théorémes
de pureté. On peut toutefois travailler avec des groupes de cohomo-
logie "plus fins", tels que les groupes de cohomologie logarithmiques
H'(xet'wnq;,log)' ou les faisceaux étales an;,log sont les
faisceaux définis dans [21] (ils différent. trés légérement des
faisceaux vn(i) introduits par Milne dans [28]).

En effet, on verra que ces faisceaux vérifient des propriétés
de pureté suffisantes pour permettre une définition satisfaisante
de la classe de cohomologie d'un cycle éventuellement singulier.
Comme ils semblent d'autre part jouer un rdle important dans
diverses questions de géométrie arithmétique (cf. [5], [7], [25]),
il nous a paru utile de donner certaines constructions et théorémes
concernant ces faisceaux : classes de Chern, classes de cycles,
cohomologie d'un schéma éclaté, formule de self-intersection,
théoréme de Riemann-Roch pour une immersion fermée.




INTRODUCTION

Le chapitre I est essentiellement consacré au calcul de
RENW Q) et Rf*wnn;,log oul P est le fibré projectif associé a un
sx—Module localement libre de rang r+l1 et f la projection cano-
nique P — X . Par analogie avec le calcul de Rf,ﬂ; (cf. [4] ou
[14]), on construit des morphismes canoniques dans des catégories
dérivées canvenables

(1) iéo W @ (-1)[-i] — reW

»* . . +*
(2) iio qux'log(-l)[-l] — Rfﬁwnﬂp'log ’
dont on montre que ce sont des isomorphismes. Grosso modo, (2) se
déduit de (1) en prenant "les points fixes sous F". La vérification
que (1) est un isomorphisme utilise le "lemme de Nakayama d'Ekedahl"
(cf. [9], [22]) pour se ramener au cas n=1 .

Au chapitre II, nous développons une théorie du morphisme de
Gysin pour des morphismes propres entre k-schémas lisses. Aprés
un rappel des résultats de dualité du complexe de De Rham-Witt dus
4 T. Ekedahl, nous construisons pour tout morphisme propre
f:Y — X entre k-schémas lisses, un morphisme de Gysin

(3) £, : REMWQ, — WQ(r)[r]  (r=aim(x) - dim(Y))

dans la catégorie dérivée des Rx-Modules ou Ry est un certain
faisceau d'anneaux sur X défini par T. Ekedahl et généralisant

l'anneau R de [23]. Par application d'un foncteur "points fixes
sous F", on en déduit un morphisme

* »
(4) £, REM.Q ) o — w'ﬂx,log(r)[’]
dans la catégorie dérivée des w.ﬂ; log-pro-Modules.
’

Au numéro 2, on énonce diverses propriétés de (4) : transitivité,
formule de projection, etc.

Le numéro 3 est indépendant des résultats de T. Ekedahl. On
propose dans le cas ou f est une immersion fermée, une construction
d'un morphisme

(5) wa, — g;{’(wnrg((r))

5
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a4 1l'aide de relévements locaux Y' et X' de Y et X sur W,
et du morphisme de Gysin en cohomologie de De Rham (cf. [2])

(6) ; — BT, L (1)) .
Yo~ B (B
Ceci est rendu possible par l'utilisation de 1'isomorphisme (cf. [23])

(7) W a‘(nx./wn) .
On vérifie que le morphisme ainsi construit est bien identique a
celui qu'on déduit de (3).

Par application du foncteur "points fixes sous F", (6) fournit
un morphisme

»* »* *
(8) anY,log —_"Eyr(wnqx,log(r))

qui est en fait un isomorphisme.

Ce morphisme différe des morphismes que 1l‘on peut déduire de
(4), mais 1'on peut récupérer (4) 3 l'aide de (8) et démontrer ainsi
certaines des propriétés énoncées au numéro 2.

Le numéro 4 donne la définition de la classe d'un cycle éven-
tuellement singulier de X (construction faite indépendamment par
Milne dans [30]). La méthode est assez proche du cas de la cohomologie
de De Rham en caractéristique O, & ceci prés qu'ici, on n'a pas
g§+1(wnq;'log) = 0 . On termine ce numéro en prouvant la compatibilité
de la classe ainsi construite aux intersections, puis en prouvant que
deux cycles algébriquement équivalents ont méme classe de cohomologie.

Au numéro 5, nous revenons au cas d'un morphisme propre quel-
conque et montrons comment réaliser (3) 3 1'aide de complexes de
Cousin.

Le chapitre III est consacré a4 la définition des classes de
Chern c,(E)¢€ Hi(x,an;'log) attachées & tout O,-Module localement
libre de rang fini. Compte tenu des résultats du premier chapitre et
de la théorie du morphisme de Gysin pour une immersion fermée
(y compris la compatibilité d& la premiére classe de Chern dans le
le cas de la codimension 1), les méthodes sont essentiellement

standard (cf. [13) et [saca 5, viil).
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Le numéro 2 est consacré & la comparaison des classes ainsi
définies avec les classes de Chern cristallines de [4]. On termine
le chapitre par le calcul de la cohomologie d'un schéma de drapeaux.

Au chapitre IV, nous calculons la cohomologie d'un schéma éclaté
par des techniques analogues a celles utilisées pour prouver que
(1) et (2) sont des isomorphismes. On en déduit la "formule de self-
intersection"

(9) i*i,(y) = ye_, (M) €7 (x, N )

log

pour i une immersion fermée lisse de codimension r+1 définie
par un idéal J de 6, et N=J/3% .

Nous prouvons également une variante de la "formule-clef" de
([SGA 5, VII]) et de la formule "habituelle" comparant classe de
Chern et classe de cycle

r+l

(10) +1(1.8y) = (-1) Tricl(y/x) € H" " (X,W £§ 109 .

C'est une conséquence facile du théoréme de Riemann-Roch pour une
immersion fermée dont la démonstration est essentiellement la méme
qu'en [24].

Ce travail ou intervient de maniére essentielle la théorie du
complexe de De Rham-Witt et des RX-Modules m'a été suggéré par
L. Illusie. Je tiens a lui exprimer ici toute ma gratitude pour la
patience avec laquelle il m'a prodigué conseils et encouragements
tout au long du travail.

P. Berthelot et T. Ekedahl ont bien voulu lire une premiére
version de la thése et corriger certaines erreurs. Qu'ils en soient
ici chaleureusement remerciés. Je remercie également O. Gabber qui
m'a communiqué certains résultats qui ont servi de catalyseur a ceux

présentés ici.
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(Ajouté en octobre 1985) Nous venons de prendre connaissance d'un preprint
de H. Gillet et W. Messing intitulé "Cycle Classes and Riemann~Roch for
Crystalline Cohamology", donnant, pour X lisse sur un corps k de caractéris-
tique p>0 , une théorie de classes de cycles a valeurs dans les groupes de
cohanologie cristalline HAL, (X/C)#@ (C = anneau de Cohen pour k). Pour k
parfait (et C=W), cette théorie se déduit de cel}e construite ici via 1'appli-
cation composée Hi(xét,miog) —_ H2i(x/W) — HZI(X/W), e @ , comme il résulte
de III 2.1 et IV 3.




NOTATIONS ET CONVENTIONS

Dans tout ce travail, on fixe un nombre premier p et un corps
parfait k de caractéristique p . On note

W(k) (ou W) : l'anneau des vecteurs de Witt sur k ,

Wn(k) (ou Wn) : W(k)/pn , l'anneau des vecteurs de Witt de
longueur n .

Si X est un k-schéma, on note :

G = Gx le groupe multiplicatif sur X

m
%'( le complexe de De Rham de X sur k
wn%‘( le complexe de De Rham-Witt de X de cran n

([21], 1 1.12)

W.%‘c le systéme projectif (ou parfois le pro-objet)
formé par les qu'( et les fléches de restriction

wm_lﬂ)'( ——wnﬂ,‘c , notées T .

wn"( : lim wnf))’( le complexe de De Rham-Witt de X

x = (x,0,0,...) Gwsx (ou Wnsx) le représentant de

Teichmlller de x€ Gx .

Si M est un complexe (d'une catégorie abélienne), on note

M\<1 , M les tronqués naifs de M et t\(iM ' t)/iM les tronqués

canoniques de M :

. s o N >. . o
M = (LMl o ) , M7 (0 — M* —s m**!

—_— )

M= (...— Ml_l —_— 7'M — 0) i,

v

P otyM (0 — M*/BIM— M L)
N i, _ i
ou ZM=Kerd, BM=1Imd).

Si P° est un objet gradué et si r€Z , P'(r) désigne l'objet gradué
défini par (P*(r))* = PF'* .

Si L est un faisceau, la notation x€L signifie que x est une
section locale de L .

L'écriture a:=b signifiequge a est défini par b .



M. GROS

CHAPITRE 1

COHOMOLOGIE DES FIBRES PROJECTIFS

Dans tout ce chapitre, la lettre X désignera un k-schéma
lisse.

1. Les faisceaux wn‘&,log .

1.1. Pour nY»1l , nous noterons

»

1
(1.1.1) dlog : &y — W

1'homomorphisme de faisceaux abéliens défini par x — dx/X .

Pour n variable, les applications (1.1.1) forment un homomorphisme
du systéme projectif constant G; dans le systéme projectif w.(‘é .
gue nous noterons encore dlog .

1.2. Soit i ¥1 , on rappelle ([21], I.5.7) que 1'on désigne
par Wn(§' log le sous-faisceau abélien de wnrg‘( engendré localement,
pour la topologie étale sur X , par les sections de la forme

*

dlog(x,)...dlog(x;) avec X;,...,x; €6, si nJ)1l et wnn;,log =0

si n{0 . Pour i=0, on conviendra que wn(ﬁ log = 2’/}:}'l si ndo0
= i ¢ !
et wn‘g, log O si nN\O .

Lorsque n=1 , on écrira 0;‘( log au lieu de wlrz)‘( log °
, .

2 [} ra K3 i 3 -
Chagque fois que l'on écrira wna;'(' log ’ il sera sous-entendu
que l'on travaille sur le site étale des schémas considérés.

Si f:X —s X' est un morphisme de k-schémas lisses, les
morphismes canoniques de fonctorialité ([21), 1 (1.2.12), (1.2.13))
induisent des morphismes canoniques adjoints l'un de 1'autre

«» -
(1.2.1) W 10g — f,,wnox'log
- » »
(1.2.2) £ 1"’n“x',1°g — W og

10
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La structure de produit de W Qx induit une structure de pro-
duit associatif et anticommutatif sur qux log

+j
(1.2.3) wng;,log x wnn;,log — W g -

1.3. Les résultats essentiels dont nous aurons besoin sont les
suivants : "'

On a une suite exacte (pour la topologie étale sur X) (Thm.
2.4.2 de [21))

(1.3.1) 0 —» ci'log —_— zq; 'T:E;’ q; —+ 0 .

Ce résultat se généralise de la maniére suivante : on a une
suite exacte de pro-faisceaux abéliens (pour la topologie étale
sur X)

(1.3.2) 0 —» w.qi’log —_— w.qi "Tti"'w'Q§ —0 .

C'est le théoréme 1.5.7.2 de [21].

Les catégories dérivées avec lesquelles nous aurons a travailler
sont les suivantes : D(Z/p"-Mod), D(@/p’-pro-Mod), D(qux log -Mod),
D(W. qx 1 g-pro -Mod), c'est-a-dire les catégories dérivées de, res-
pectivement la catégorie des 2/p -Modules, des pro-Modules sur le
le pro-Anneau 2Z/p° , des qux'log—Modules (WnQX,log étant un
anneau d'aprés ce qui précéde) gradués, des pro-Modules gradués sur

*
le pro-anneau gradue w’qx,log .

»
Théoréme 1.3.3. La fléche naturelle de D(wnqx'log-pro-Mod)

* ~ ng *
(1.3.4) wnqx,log < 2/p © w'qx,log

est un isomorphisme.

Démonstration : Il suffit de vérifier qu'elle induit un isomorphisme
pour tout i 0

i ~ n 2 i
(1.3.5) wnr§’l°g < z/p" ® w.nillog

dans D(ZVpn—pro-Mod). Or, on a un isomorphisme de 2/pn-pro—Modu1es

. 5 N .
(1.3.6) wnni'log < z2/p" ® "'q;,log

1
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d'aprés le corollaire 5.7.5 de [21].
D'autre part, on a

4 n i
(1.3.7) Tory(2/p ,w.fg‘c’log) =0

pour j? 0 et tout i car la multiplication par p est injective

dans le pro-objet W.G& log puisque c'est déja le cas sur le pro-
3 ’

objet W.Q; d'aprés le corollaire I.3.5 de [21].

2. Cohomologie logarithmique des fibrés projectifs.

2.1. Soit E un Sx-Module localement libre de rang r+l
(r ¥-1). On notera P = P(E) 1le fibré projectif sur X associé &
. *
E et f lé projection ‘P — X . On veut calculer Rf'anP,log
vu comme objet de D(anx'log-Mod).

On remarque que (1.1.1) fournit un morphisme

* .
(2.1.1) dlog : @P — lim w"é,log

qui, composé avec 1'homomorphisme canonique lim w.Qé log —_— -
Rlim w'n%,log fournit un morphisme de D(2)

*
(2.1.2) dlog : 8p — RLim W.8Q )

lequel induit en cohomologie un morphisme
(2.1.3) ¢, : Pic(P) === HY(P,6.) — H'(P,RLim W.C% , )
T 17 e 4 ! 'r5,1og :

Pour tout faisceau inversible L sur P , cl(L) désignera
l'image par (2.1.3) de la classe de L dans Pic(P) et sera
appelée premiére classe de Chern (logarithmique) de L .

Pour tout objet M. de D(Z/p'-pro-Mod), on a un isomorphisme
canonique évident

(2.1.4) RHom’/p._pro_Mod(Z/p'.M.) ~=- RT'(P,Rlim M.)

8i bien que

. ~ 1 .
(2.1.5) Homy g o oo yoa) (#/p W8 ) (1)) =« v (P RLim W.Q ) ).

12
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1 . o pms s
L'élément c,(6,(1)) de H'(P,RLim w‘ci,log) définit donc un
morphisme dans D(Z/p°-pro-Mod) noté encore <, ( GP( 1))

(2.1.6) e (8p(1) + 2/pt —e Wy [1] .

La structure de produit (1.2.3) permet, par produit tensoriel,
de déduire de (2.1.6) des morphismes dans D(Z/p°-pro-Mod)

(2.1.7) cl(sp(l))i : Z/p° — W-ﬂ‘i,llogfi]

et ceci pour tout i YO0 (cl(sp(l))o = 1d).
On en déduit par adjonction un morphisme dans
»*
Ww. - -
D( QP,log pro-Mod)

& 6 i
(2.1.8) & c (6,(1)F

w.qr . (=i)[-i) —w.a] .
i=0 i “P,log nP,log

Pour tout module différentiel gradué M (ou tout complexe M°),
on note M’(m)[n] (ou M'(m)[n]) le module différentiel gradué
(ou le complexe) obtenu en appliquant m fois le foncteur transla-

r

0]

tion pour les modules différentiels gradués (ou pour les complexes)
et n fois le foncteur translation dans la catégorie dérivée que
1'on considére.

Enfin, utilisant le morphisme d'adjonction

L]
(2.1.9) adj : w.n)‘;'mg — REM.G, )

on obtient un morphisme dans D(W. . -pro-Mod)

log

. r i » . . »
(2.1.10) adjoRE,( & c (0,(10)%) = 0W.Oxllog(-l)[-ll—-»Rf.w.ﬂp'log.

’
r
i=0 i=

Théoréme 2.1.11. Le morphisme (2.1.10) est un isomorphisme.

Au n° 4, nous déduirons ce théoréme d'un théoréme analogue
concernant la cohomologie de Hodge-Witt d'un fibré projectif. Nous

donnerons cependant au numéro 2.2 une démonstration directe.

Corollaire 2.1.12. On a pour tout n YO un isomorphisme canonique
»*
dans D(wnﬂx'log—Mod)

br

2 n
(2.1.13) (2.1.10) ® 2/p :

i=0 "an,1og"i)['i] - Rf'wnnP,log -
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Démonstration : On applique la formule de projection

* ; n ~ * é n
(2.1.14) (Rf*“'“p,log) a/p _'Rf*(w‘ﬂp,log /p)
et l'isomorphisme (1.3.4).
Corollaire 2.1.15. On a un isomorphisme de ZVpn-Modules

(2.1.16) w((2.1.10)) : mi(p,u 0) , ) = & Wl ixu (1)
ce et : ! nnb,log i=0 ! an log
Démonst ion : Il suffit d'appliquer le foncteur HI(X,-) &
1'isomorphisme (2.1.10).

Corollaire 2.1.17. On a

. . 0O pour i#¥j ou i’r
(2.1.18) HI(EL, WL, . ) = .
N nq;k.log { Z'/pn.cl(ﬁpr(l))1 pour i€ [o,r]
k

Démonstration : Il suffit d'appliquer le corollaire précédent au cas

= Spec(k) et E = kr+1 .

. Démonstration de 2.1.11. On commence par remarguer que
1'isomorphisme (1.3.4) appliqué & chacun des deux membres montre que
CBne((2.1.10)) ®2/p" =+ Céne(2.1.13). Soit C. 1le céne de (2.1.10),
11 suffit donc de demontrer que C ® Z/p = 0, car alors
ct ) 2/p" = 0 et donc Ci=0. oOn remargque alors que ct ® 2/p est
le cbne du morphisme (2.1.13) pour n=1 . On vérifie alors que la
suite exacte (1.3.1) permet de définir un morphisme de triangles

distingués

I' -
(2.2.1) -1)[-1] RE, O,

& c (68, (ant
[+y \= [+1]

r - .
® f&'log(-l)['l] — iio zr&(-l)[-l] Rf,nP'log—v Rf,,z:zP

i=0

(1) Pour n=1 , ce résultat a été prouvé indépendamment par O. Gabber
(non publié, cf. [15J).
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(la définition des morphismes horizontaux étant analogue a la défi-
nition du morphisme (2.1.10)).

Comme le morphisme

(2.2.2) & c ot : & Ql(-i)[-i) £.q
o o 1P F oo (TR e RAG,

est un isomorphisme ([4] et [14])), il suffit de démontrer que

1

3 6 i é * o [.] *
(2.2.3) 2 cl( P(l)) : @ Zfs((-l) -i —»Rf,,zﬂp
i=0 i=0
est un isomorphisme.

On utilise pour cela un argument qui m'a été communiqué par

L. Illusie (cf. aussi [31, 1.5]). On commence par prouver que l'on
a un isomorphisme
(2.2.4) & ce,(t : & v @ — et O

i=0 1 P j=o $3-i *4J
en remarquant pour ce faire que le conoyau de l'application injective
t‘jﬂk —_— t{j+1Qﬁ est quasi-isomorphe a ﬂ§+1[-(j+1)] grace a
1l'opération de Cartier. Par récurrence ascendante sur j , on déduit
alors de (2.2.2) que (2.2.4) est un isomorphisme.

Pour terminer, on remarque que Zf&[-j] est le noyau du mor-
. . . . 83 s .
phisme surjectif t<j$& — Qx et donc qu'il suffit de prouver que
r . r s {4
(2.2.5) & c (8,(1)" : @ 05‘(3 -i)] — re Q)]
i=0 i=0
est un isomorphisme. Ce qui résulte facilement de 1'isomorphisme
(2.2.2).

3. Points fixes par F .

3.1. Commengons par rappeler la définition de 1'anneau RX B
généralisation due & T. Ekedahl de l'anneau de Cartier-Dieudonné-
Raynaud. L'anneau RX est par définition la WQ;—algébre différen-
tielle graduée engendrée par deux générateurs F et V de degré O
et un générateur d de degré 1 soumis aux relations

15
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(3.1.1) (i) Fa=Fa.E si a€wq , FdV =4d
(ii) ay = V.Fa si aévm;

(iii) VaF = va si a€wq
(iv) VE=FL=0p
(v) Qz =0

(vi) da = da + (-1)de9(°)ag si aeﬁﬂ; .

Un Rx-Module 4 gauche. gradué est la donnée d'un Wf&-Module
différentiel gradué muni d'opérateurs F et V de degré O et d'un
opérateur d de degré 1 vérifiant le formulaire suivant

(3.1.2) FV=VF =p , FdAVv = d , xVy = V(Fx.y) pour tout x et
tout y,d2=0, F(xy) = Fx.Fy ,
d(ax) = xda+ (-l)deg(a)a.dx .

Exemples : L'anneau Ry lui-méme, 1'anneau WQ)'((LX,Q opérant sur
WO"( grdce & F , V et d respectivement).

Lemme 3.1.3. Tout élément x de P; s'écrit de maniére unique sous

la forme

(3.1.4) E a "+ )r_;;. Y, + 5 c B + )n;% av'e,

avec an,bnéwfé et cn,enewfg‘(.l nuls pour presque tout n .

La vérification est analogue d& celle de 1l'assertion corréspon-
dante pour l'anneau R ({23, 1.1.1)).

On posera

(3.1.5) R,y = R/ (V'R +dV".Ry) .

On prendra garde au fait que, (yn.Rx-Pd_Yn.Px) n'étant pas un

idéal bilatére de Ry . n'est pas un anneau.

n,X
La projection canonique T : wn +1‘S( — wnc& induit un morphisme
noté encore 1

(3.1.6) LA Rn+1,x —_— Rn,x

et faisant de la famille Rn x Pour n variable un systéme projectif.
’

On posera

16
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(3.1.7) Ri = lim Rosy
(3.1.8) Ry = lim R/p" .
Il est facile de vérifier que ce sont des anneaux et des modules &

gauche sur Rx .

Avant d'énoncer la proposition suivante, définissons un mor-

phisme canonique Ri —_— WQ* . I1 résulte de 3.1.3 que tout élément

i , s . .
x de Ri s'écrit de maniére unique sous la forme

(3.1.9) x =) :aEn'F%CFnd*';Y.nb +Z;c_1!ne
n n n n= n/’0 n n/’0 n

avec les deux premiéres sommes éventuellement infinies mais dont les
coefficients a, et <, tendent vers O pour la topologie standard
de WQ* lorsque n tend vers «= et les deux derniéres sommes
infinies mais sans condition de convergence.

On dispose donc d4'un morphisme
(3.1.10) ¢:R;(—>wq(
défini par @(x) =) :an + ) :vnbn ’
n n’0
x étant supposé écrit comme dans (3.1.4).
Proposition 3.1.11. On a une suite exacte de Rx—Modules

Démonstration : Soit x¢€ Ri écrit comme en (3.1.4). Dire que
x.(1-F) = O implique

(3.1.13) a
a

0 =Vb, + €y = pe; et quel que soit i 1

i T 341 0 Py VP4 0 G5 SPC ) 0 €5 T Pe4 -
Comme N pnwnk = 0, on en déduit que x=0 . Comme ¢ est claire-
n .

ment surjectif, il nous reste & vérifier l'exactitude au centre de
(3.1.12) i.e. que Ker(®) « Im(.(1-F)). Or, on a

(3.1.14) x'.(1-F) = (aj-Vb}) + (cy-pe}) + Z; [(ej-pc)_)E"d +
n/’0

L} Ll ' L ' ) n
Y (b!-b: ) + (e)-pe; )QY" + (a'-a' E"] .
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Le systéme d'éguations auquel conduit 1'égalité x'.(1-F) = x
admet toujours une solution si x€ Ker(®) comme on le voit faci-
lement, d'ou le résultat.

On peut de méme écrire les éléments de ﬁ; comme en (3.1) avec
les sommes infinies et les coefficients tendant vers O pour la topo-
logie p-adique. On a alors la

Proposition 3.1.15. On a une suite exacte de Rx—Modules

(3.1.16) 0 — 'fix —= '§x — WQ — 0
(le morphisme ix -—*-WQ* étant défini de la méme maniére que @).

Démonstration : C'est la méme que celle de la proposition 3.1.11.

Corollaire 3.1.17. On a une suite exacte de Rx/p‘-pro-Modules

Démonstration : Il suffit de réduire modulo p° 1la suite exacte
précédente.

3.2. Venons-en & la définition du foncteur "points fixes sous F"
d'un Rx/p'-pro-Module.

Soit M. un Rx/p'-pro-Module, on notera "Hom"Rx/ (wnk/p',M )
le pro—w.q; log ~Module 1; m" l_m Hom(wqx/p ,M ). Il est clair que

l'on obtient bien ainsi un w Qx log -pro-Module puisque 1l'action
de F , V,d est W. ﬂx lo -11nea1re.

Rx/ (wqx/p ,-) est ainsi un foncteur exact a gauche dont

le dérivé droit au sens de SGA 4, XVII, 1.2.1 sera noté (-)F. C'est
donc un foncteur allant de D(Rx/p -pro~-Mod) dans

Ind-D(W. Qx 1o pro -Mod) .

Proposition 3.2.1. Pour tout Rx/p'-pro-Module M., on a un isomor-
phisme canonique

(3.2.2) n"ggg"wp.(wrg(/p'.n.) = R'Hom"p o - (W/PT/M.) .

18
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Démonstration : La suite exacte (3.1.20) fournit un isomorphisme

F ~ " (1] . .
(3.2.3) (M.)" ==+ R"Hom Rx/p.([kx/p =~ RP 1,mM.)
soit

F .
(3.2.4) (M.)" == (M. o M. .

La méme méthode s'applique au second membre de (3.2.2), d'ou le
résultat.

Corollaire 3.2.5. On a un isomorphisme dans Ind-D(W.q; 1 ~-pro-Mod)
»log
NYAEEY *
(3.2.6) (WQx/p )T = w'nx,log .

Démonstration : Il suffit d'appliquer (3.2.4) au cas M. = ng/p'
et d'utiliser le résultat d'Ekedahl (Lemme 9.1 de (9]) identifiant
le cbne de 1-F sur ng/p' et sur W.Qk .

Corollaire 3.2.7. Pour tout morphisme f:X —> Y entre k-schémas
lisses et tout Rx/p'—pro-Module M., on a un isomorphisme canonique

(3.2.8) (ReEMOF = re ((M0)F) .

Démonstration : Grfce a (3.2.4) on a des isomorphismes
F) = ]

(3.2.9) RE,((M.)") === RE (M. ——> M.

= [Rf'M. T Rf,M.]

=+ re, (M)F) .

4. Cohomologie de Hodge-Witt des fibrés proijectifs.

4.1. On conserve les hypothéses et notations du numéro 2. On
veut calculer Rf.wﬂﬁ vu comme objet de D(X,Rx—Mod).

Proposition 4.1.1. On a un isomorphisme canonique
(4.1.2) HomD(zyp'-pro—Mod)(zyp.'w’n;.log['])
Homy) o o) (oW Lo (o))
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Dé strati : Il suffit de voir que l'on a un isomorphisme

. *
(4.1.3) RHOMy /- o woa (/07 W-G 1 (1)

R

RHomR._M(w.wnl;[«»](»)) .
Pour ce faire, on remarque que (3.1.12) fournit un isomorphisme
(4.1.4) RHOmRA_Mod(W'WQé[*](*)) - RH°mR‘—Mod(R‘ —.(ﬁ’-* R‘,w%[’](‘”
D'ol des isomorphismes
(4.1.5) RHomg._, . (W,Wep[e(#)) == rT(P, [Wap <= wapl[+1(+))
== RT(P, RLin(W.Q) == W21 [+](+))
e RT(P,Rlim w.n;'log[o]) .

Le dernier isomorphisme résultant de la suite exacte (1.3.2).

Le résultat découle alors de l'isomorphisme (2.1.4).
Le morphisme (2.1.6) définit donc un morphisme dans D(R"-Mod)
(4.1.6) c,(6,(1)) : w — wal[1]
ct 1''P : nP
et (2.1.7) joint & (4.1.2) permet de définir des morphismes
i ir.
(4.1.7) c, (65(1)) s W — weg[il

dans D(R"-Mod) pour tout i »0 (cl(GP(l))o=Id).

On en déduit, par adjonction, un morphisme dans D(RP-Mod)
(4.1.8) & c (s ,(1)) : & we (1) [-1] — we;
) i=o P " i=0 % -
Utilisant d'autre part le morphisme d'adjonction

(4.1.9) adj : WO* —= REWQ
on déduit de (4.1.8) un morphisme dans D(RX-Mod)

i,
c (8,01 :

b 4 r
(4.1.10) adjoRf,( @
i=0 i=

woy (i) [-i] — RE WL .
o " & s
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Théoréme 4.1.11. Le morphisme (4.1.10) est un isomorphisme.
La démonstration sera donnée en 4.2.

Corollaire 4.1.12. On a un isomorphisme canonique dans D(Wn%'(-udg)
p~ r . ] =~ .

(4.1.13) R ®p (4.1.10) : iio W (-i)[-i] == reW Q.

Démonstration : Il suffit d4'utiliser la formule de projection
L o

(4.1.14) R @ RE WO, <= RE,(R @ WQp)

et 1'isomorphisme canonique (cf. [22, I (1.2.1)])

o
(4.1.15) R, ®R wo* iy wnn,'c

pour tout nJy1 .

Corollaire 4.1.16. On a un isomorphisme canonique dans
D(R,/p"-pro-Mod)
o r
(4.1.17) R/p" ®; (4.1.10)) : _eo Wi /p* (1) [-i] == reWQ/p° .
1=

nst jon : Il suffit d'appliquer le foncteur /p° & (4.1.10).

Application : démonstration de 2.1.11. On applique le foncteur (-)F
d l'isomorphisme (4.1.17). Le résultat découle alors de (3.2.6).

4.2. Démonstration de 4.1.11. Il suffit de voir que (4.1.10)
est un isomorphisme dans D(R-Mod), i.e. que le c8ne C de (4.1.10),
considéré comme objet de D(R-Mod) est nul. On va utiliser pour ce
faire le lemme suivant du type "lemme de Nakayama" dQ & T. Ekedahl

([ody.

- o
Lemme 4.2.1. Soit A un objet de D (R-Mod). Si R, ®R A =0, alors

v
R ® A =0 pour tout ny1l .

Démonstration : Nous en indiquerons seulement le principe, en
renvoyant & [9]) pour les détails.

On définit gr, par la suite exacte

(4.2.2) (o] — gr, --an.’_

—ORn-—'O

1
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si bien que 1'on est ramené a vérifier que gr, ®R A=0.

On prouve alors que l'on a une suite exacte analogue de ([21],
I1.3.9.1)

* * *
(4.2.3) O — Rl/Bn —gr, — Rl/zn(-l) —_ 0 .
Il suffit alors de prouver qu'on a

[ L
(4.2.4) Bn @R A = Zn ®R A=0

puis par récurrence sur n 1l'assertion analogue pour n=1 , ce qui
se voit en utilisant simultanément les deux suites exactes

(4.2.5) 0 — B, — Z, —c-'Rl—'O

oi C est l'analogue de l'opération de Cartier,

(4.2.6) 0 — 2z, — R, —‘-’-»Blu) — 0.

N Pour démontrer 4.1.11, il suffit donc de prouver que
R, GR C = 0 ; c'est-a-dire que le morphisme

o

r
(4.2.7) R; ® (4.1.10) : ie:o Q(-1)[-i] — rEQ

est un isomorphisme (cf. 4.1.12).

Faute de référence, démontrons ce résultat. La question est
locale sur X , on peut donc supposer P trivial et par suite, que
la suite exacte

(4.2.8) 0 — £ — @ '_"g/x —o0
est scindée et fournit donc des isomorphismes
. . i .
= -3 ¢
(4.2.9) @ ? £y ®°P G -
La formule de projection montre alors que l'on a un isomorphisme
. . : 4 :
~ -3
(4.2.10) REQ —.eja & ®°x Rf,ag/x .
Il suffit donc de montrer que
(4.2.11) REOP o > o,[-3)
pour tout j Y0 .
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Or, d'aprés SGA 7, exp. XI, Thm. 1.1, on a
iz . o C s ik o
(4.2.12) Rf,ﬂp/x 0O si i#j et Rf,n:;/x—vsx.
D'ou le résultat.

Corollaire 4.2.13. On a un isomorphisme de Wn—Modules compatible a
F , V et aux projections canoniques

j . 1 *) j-i *=1i
(4.2.14) H7((4.1.13)) : H (P,wnﬂp) H (x,wns'?X ) .

r
i=

(0]
Démonstration : Il suffit d'appliquer le foncteur HI(X,-) a
1'isomorphisme (4.1.13).

Corollgire 4.2.15. On a des isomorphismes de wn—Modules

(4.2.16) O pour i#j ou i’r

B (%, w_p) = :
k nﬂéi { W_.c (6..(1))Y pour i€([o,r) .
n 1 Pk

Démonstration : Il suffit d'appliquer le corollaire 4.2.13 au cas
X = Spec(k) et E = krt!

5. Comparaison avec la cohomologie cristalline.

5.1. Soit Up g le morphisme canonique de topos (cf. 2D
n

(5.1.1) (P ) P .

. —-
n’'cris Zar

On rappelle ([21], II Thm. 1.4) que l'on dispose d'un isomorphisme
canonique fonctoriel de D(wn-Mod)

(5.1.2) RuP/wn.&P/wn o wnﬂi .
D'autre part, d'apreés ([4], Thm. 2.5) on dispose d'un isomorphisme
canonique
R o
(5.1.3) Rf,crisop/wn JEN iio sx/wn[-zil .

Appliquant le foncteur Rux/W , on obtient un isomorphisme
nQ
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(5:1.4) Rfopsg(Rupyy Spaq )+ Riypy (RfucrsgSpm )

Théoréme 5.1.5. On a un diagramme commutatif

(5.1.6) Rf,(RuP/w P/W ) W Q Ruxm X/W [—21]

de,(S.l.Z) 21(5.1.2)
. ~ & oo 0]
REM, G T I3 o, W (-1 [-4
Démonst. ion : Il suffit de vérifier la commutativité du diagramme

(od X désigne un k-schéma 1lisse quelconque)

(]

(X, 85) > 11
\.!{2

cris

(5.1.7) 2 (X,W_&)

(XW)

de dlog : 6. W w el1) et 2
c, provenant de og : 6y —= nQi,log — nQX et g, étant
la premiére classe de Chern d'un faisceau inversible telle qu'elle
est définie dans ([4], (2.1.3)). Rappelons (cf. [4]) que g, est

défini de la maniére suivante. Si Jx/W désigne 1'idéal cristallin
n
noyau du morphisme canonique nyw —_— Gx , On a une suite exacte
n

- »
(5.1.8) 0——-01+Jx/wn—v@x/wn—09x—»0

d'ol un morphisme 0; —_— (1+Jx/w )[1] qui composé avec la fléche
n
induite par le logarithme 1log : 1+J —_—J fournit
X, Ixm

(5.1.9) g, : Oy — Jx/wn[ﬂ

dans D(xcris)’
Pour obtenir la commutativité de (5.1.7), il suffit donc de
vérifier la commutativité du diagramme

(5.1.10) R J (1]
- / uX/Wn' X/wn
5y £

|
C\l‘ wno)'([ﬂ
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ou la fléche verticale est induite par (5.1.2).

Pour ce faire, on va réaliser plus concrétement les morphismes
en présence. Introduisons le complexe de De Rham multiplicatif de
1'enveloppe & puissances divisées X' d'un relévement X' de X
sur W

(5.1.11) f&’.‘ = (3;. -?551(. ?fﬁ, —_—...) .

On a un isomorphisme

* ~ X
(5.1.12) R 6 =
o Sxm T K
et la projection par Rux/w du triangle distingué déduit de
n*

(5.1.8) se déduit de la suite exacte (ol I désigne 1l'idéal défi-
nissant X dans X')

(5.1.13) 0 —= ((14I) — fgl(./wn - cé./wn _—) — fg{’.‘/wn —

On réalise ainsi sur xZar le morphisme g, comme composé du
morphisme G; — ((1+1) ar-ud Qé./wn — ...)[1] et du morphisme
induit par log : 141 —= I .

Désignons maintenant par WnQ*x le complexe de De Rham-Witt
multiplicatif : O —s W 6. —w W — W@ —> ... .0na une

suite exacte

-X *
(5.1.14) 0 —= (1+VW__.6 —= W & —= ...) — W QX —s 0, — 0 .

Si maintenant on suppose donné un relévement ¢ sur X' du

. '8 . R . . X X
Frobenius de X'®k , on dispose d'un morphisme qz./wn —_— qux

(cf. [21]) compatible aux morphismes de Frobenius, et s'insérant
dans un diagramme commutatif envoyant la suite exacte (5.1.13) dans

la suite exacte (5.1.14)

(5.1.15) O —= ((14I) —— ...) —“73%’-(/w —-e;——-o
n

! | I

«X *
_—...) — Wnﬂx — GX — 0
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D'ol un diagramme commutatif

% (1)
e;""iizf' 1 ?
T wnq'([ll

(5.1.16)

ou la fléche oblique descendante est induite par la composée de la
fléche Oy — ((14VW__6.) —» W & — ...)[1] aéduite de (5.1.14)
et de la fléche induite par le logarithme 14V, _,040 — Wnsx .

Il reste donc 3 voir que cette fléche oblique descendante est bien
c; - Pour ce faire, on remarque 3ue 1'applic3tion représentant de
Teichmliller s (s(x)=x) de Gx vers wnGx permet de scinder la
suite exacte (5.1.14). Le résultat en découle.
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CHAPITRE II

MORPHISME DE GYSIN

1. Définition des différents morphismes de Gysin.

1.1. Rappels sur 1'autodualité du complexe de De Rham-Witt.

Les résultats de ce numéro sont dus & T. Ekedahl (cf. [9]).

Soit X un k-schéma lisse, pour tout objet M de D:(Rx) on
. s b P
notera DxM l'objet Rlim Rﬂgg(nn,wnfg[a]) de Dc(ls() (a dési-
gnant la dimension de X sur k). Le premier résultat que nous
aurons 3 utiliser est que l'on dispose d'un isomorphisme canonique
b

dans D_(Ry)

(1.1.1) Wy e (warg()(-a)[-al .

Le second résultat est le suivant : soit f:Y —= X un mor-
phisme propre de k-schémas 1lisses et M un objet de DZ(FY). on
peut alors construire un isomorphisme de dualité

(1.1.2) RE,DM - D REM

obtenu en composant l'applicaction canonique Rf,DYH —
Rlim RHom(Rf,Mn,Rf,ang[b]) (ou b=dimk(Y)) et une application

(1.1.3) Rf,wnﬂ};[b] — w_[a)

appelé trace et obtenu en utilisant le fait que wnS'; est dualisant.

1.2. Définitions.

On va définir pour tout morphisme propre f:Y — X entre
k-schémas 1lisses (dim(Y)=Db , dim(X) =a) comme ci-dessus des mor-

phismes de Gysin pour divers faisceaux. On posera r = a-b .
s ps sas . b
nition 1.2.1. Le morphisme de Dc(l&)

(1.2.2) £, + REWR -—»wﬂ,’((r)[r]
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est le transposé (par autodualité des complexes en présence) du
*
morphisme f : WL — REWQY .

Détaillons un peu cette définition. (1.1.1) induit un isomor-
. b
phisme de Dc(RX)

(1.2.3) RE WGy —= RED WO (-b)[-b) .
D'olu grfice & (1.1.3) un morphisme
(1.2.4) REMWQ, — D RE W (-b)[-b] .

*
Dy étant contravariant, (1.1.1) montre que f : ka —_ Rf,wﬂi

induit un morphisme noté £,
(1.2.5) RE MO, — W (r) [r]) .

Définition 1.2.6. On notera encore £, : Rf.wni/p' -—*-Wﬂ&/p'(r)[r]

o
le morphisme de D(Rx/b'-pro—Mod) défini par Rx/p' ®Rx (1.2.5)).
Définition 1.2.7. On not £, : REM.Q) — w0t [r]
nition 1.2.7. On notera encore f, : . 'QY,log 'nx,log r

. * PP F

le morphisme de D(W.ﬂx'log-pro-Mod) défini par (1.2.6)) .

2 . . . » i+r
Définition 1.2.8. On notera encore £, : Rf*wnnY,log -—*-anxllog[r]

le morphisme de D(W q; -Mod) défini par z/p" & (1.2.7), compte
n X,log
tenu de I 1.3.4.

2. Propriétés.

On va maintenant énoncer quelques propriétés du morphisme de
Gysin de 1.2.8 qui est, en un sens, le "plus fin" des quatre. Toutes
ces propriétés resteront valables, mutatis mutandis, pour les mor-
phismes de Gysin 1.2.1, 1.2.6 et 1.2.7.

2.1. Transitivité.

Considérons deux morphismes propres f:Y —- X et g:Z =Y
entre k-schémas lisses. Alors
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Proposition 2.1.1. On a
= * +r+r '
(2.1.2) (£9), = f£,0RE,(9,) * R£Q) W B |\ — W [r+r']

Démonstration : Par construction des morphismes en présence, il
suffit de prouver 1l'assertion analogue pour les morphismes du type
(1.2.2), c'est-a-dire sur Wan ce qui résulte immédiatement de la
formule )

(2.1.3) (fg) = Rf, (g )of : ani —_— R(fg)‘wn o .

2.2. Formule de projection.

Proposition 2.2.1. Soit £ un morphisme propre comme en 1.2, on a
un diagramme commutatif

* *
n7x log ® RE wnnY,log Iagf, wnﬂk,log nc& log[r]

(2.2.2)

-—

£'®
14 Yx

QP

» * *
Rf’wnnY,log Rf"wnnY,log YY Rf'anY.log f, nQK ].og[r:l

avec Yy (resp. YY) le morphisme de produit et ® = & * .
nQK log

Démonstration : On décompose le diagramme (2.2.2) en deux parties.
On a un diagramme commutatif

» »

Rf"anY,log = wnnX,log RE, nnY log 7 01155 5 nf& [r]
|

(2.2.3)

Rf"Wnnﬁf,log f, ~ anx log[r]

. *
puisque £, est un morphisme dans D(x'wnnx,log_MOd)'

D'autre part, on a un diagramme commutatif évident



M. GROS

D'ol le résultat.

. ey * €
Corollaire 2.2.5. Pour tout y€H ‘Y'"n“y,1og’ et tout x
*ey *1
H (X,anx’log). on a

(2.2.6) f'(y.f.(x)) = £,(y).x dans H*(X'wnq;,log)

ou f, désigne le morphisme induit en cohomologie
=r -1
H

* * s o . .
(x’wnnY,log) —H (X,qux'log) par £, de la définition 1.2.8.
Démonstration : On applique le foncteur RI(X,-) au diagramme commu-
tatif (2.2.2) puis on en prend la cohomologie, (2.2.6) est alors la
traduction de la commutativité du diagramme que 1l'on obtient.

Définition 2.2.7. Si f est une immersion fermée, 1l'élément
cl(yY/X) : f,(lY)E Hr(X,WnC§'log) sera appelé classe de cohomologie
de Y dans X .

Supposons dans la fin de ce numéro que f est une immersion
fermée.

Corollaire 2.2.8. Le morphisme f,f' : nr(x,wnq; 1og) —_—
LTS .
RT(X,WnQX’Iog)[r] est le produit par cl(Y/X).

Démonstration : On remarque simplement que le produit avec cl(Y/X)
est le morphisme

» * o *4r
(2.2.9) ROOGLW Q1 o) —gme= ROGW Q) o) @ RO W QT [r])

Yx

4T
RT(X, W @ log)[r]
ol s est le morphisme
n * 4y
7/p" - YW Q) ) RI‘(Y,WnQ!,log)[r] .
Le corollaire découle alors de la commutativité de (2.2.2).

. . L »
Proposition 2.2.10. Pour tout y€H (Y'wnnY,log)' on a

- _ - 47 *+r
(2.2.11) £ £, (y) = y.f £,(1) dans H ‘Y'"n‘\r,log)
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Démonstration : Elle sera donnée au chapitre IV en méme temps que
nous calculerons f*f,(l) (cf. IV (2.1.2)).

2.3. Transversalité.

Considérons un diagramme cartésien

(2.3.1) Y' —Y
g

£ [£

X' =~ X

ol tous les schémas sont des k-schémas lisses et ou f et f£f'
sont des immersions fermées. On a alors la

Proposition 2.3.2. Si f et h sont transverses, on a

(2.3.3) R (£1)RE,(g7) = n'E, @ REW G | o —> ROW QT[]

Démonstration : La démonstration sera donnée au numéro 3.

Corollaire 2.3.4. On a

(2.3.5) h'cl(Y/X) = cl(Y'/x') dans Hr(x',wnni.'log)

2.4. Formule d'intersection.

Proposition 2.4.1. Soient f:Y —+» X et f':Y' —s X deux immer-
sions fermées lisses de codimension respectivement r et r'. On

pose T = Y)S(Y" Supposons que Y et Y' se coupent transversa-
lement, on a alors

(2.4.2) cl(Y/X).cl(Y'/X) = cl(T/X) dans H’+r'(x,wnr§fiég) .

Démonstration : On a par définition cl(Y/X) = £,(1), cl(Y'/X) = £,(1).
La formule de projection 2.2.6 donne

(2.4.3) £.(1).£,(1) = £2(1.£' £,(1))

Soit f" (resp. £f'"') : T —=+ Y (resp. : T — Y') la premiére
(resp. seconde) projection, Y et Y' se coupant transversalement,
(2.3.5) donne

(2.4.4) £'7£,(1) = £ cl(¥/X) = cl(TA') = £2'(1)
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d'ou

(2.4.5) £4,(1).£,(1) = £L£'(1)

d'ou, grfce & (2.1.2)

(2.4.6) f£,(1).£,(1) = (£'£") (1) = cl(T/X) .

Remargue. On prouvera au numéro 4.2 une formule plus générale.

2.5. Classe de c e et sse de ern.

Proposition 2.5.1. Soit f une immersion fermée de codimension 1
définie par un idéal inversible J . On a

(2.5.2) £,(1) = cl(¥/X) = -cl(J) dans Hl(x'wnré,log) .

Démonstration : Elle sera donnée au numéro 3.

2.6. Cas d'un morphisme P(E) — X .

Soit toujours X un k-schéma 1lisse. Soit E un Gx-Module
localement libre de rang r'+l . On notera £ 1la projection
Y = P(E) — X , c'est un morphisme propre et r=-r'. On a la

Proposition 2.6.1. On a
(2.6.2) £,0c,(0,(1))F = W W
<o «°¢1 %y =1d: nnx,log - nnx,log
ou cl(GY(l))r est le morphisme intervenant dans I (2.1.10).

Démonstration : La question est locale sur X , on peut donc supposer
que f admet une section i . On a donc un diagramme commutatif

(2.6.3) X —=—r— Y

AN

. . *»
on en déduit que f_,i, = Id sur wncs(,log .

-»
Puisque i, est wn(\l’log-llnealre, il suffit de montrer que

r' : ' '
(2.6.4) c,(8,(1))" = i,(1) dans H (Y'wnri.log) :

32




MORPHISME DE GYSIN

Itérant la formule d'intersection (2.4.2) r' fois, on en
déduit que la classe de cohomologie de l'intersection de r' hyper-
plans est le produit r' fois de la classe de cohomologie d'un
hyperplan, classe égale & cl(@Y(l)). D'ol

(2.6.5) i,(1) = e (6,1 .

2.7. Cas d'un morphisme birationnel.

Supposons que le morphisme propre f:Y — X soit birationnel,
on a alors la

* * #»
Proposition 2.7.1. f,cadj : nQX,log — Rf,WhQY,log —_— ank,log
est égal au morphisme identité.

Démonstration : On remarque simplement que le morphisme composé

(2.7.2) ff“:wq’( —-»Rff'wq; —-wan;
* n"X,log ** "n X,log *'n"Y,log

*
wn%(, log

est 1'identité car il colncide avec 1l'identité sur un ouvert dense
(f étant birationnel). D'ol le résultat.

Corollaire 2.7.3. Sous 1l'hypothése f birationnel,
* * *» * *
(2.7.4) £ : H (x,wnq('log) — H (Y,wnqulog)

est injective.

3. Cas d'une immersion fermée.

3.1. Préliminaires d'algébre homologique.

Soit A° un complexe borné d'une catégorie abélienne possédant
suffisamment d'injectifs dont la différentielle sera notée d . On
pose
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(3.1.1) za) = Ker(d : aJ — a3t

BaJ

Im(@ : "1 — a3)

ias) = zal/mal .

Soit d'autre part G un foncteur additif exact a gauche allant
de la catégorie abélienne ci-dessus dans elle-méme.

Considérons 1'énoncé suivant

(3.1.2) Il existe un entier r tel que pour tout j on ait

rig(ad)

R'G(HI(A*)) = 0 pour i¥r et

R;G(ZAj) RiG(BAj) = 0 pour i suffisamment grand.

Lemme 3.1.3. Supposons (3.1.2) vérifié, alors

(3.1.4) RiG(ZAj) = RiG(BAj) = 0 pour tout j et tout iFr .

Démonstration : On a deux suites exactes
(3.1.5) 0 —Bad — 289 — g¥(Aa") — 0
(3.1.6) 0o —zal — Al — it —— o .

On écrit alors les deux suites exactes longues de cohomologie
du foncteur G qui en résultent et l'on déduit (3.1.4) par récur-

rence ascendante sur i pour ifr et récurrence descendante sur
i pour i’r .

Posons maintenant

(3.1.7) ZjRiG(A') = Ker(RiG(d) : RiG(Aj) —_— RiG(Aj+1))

BIR'(a’) = 1m(rR'c(a) : R'G(AI™Y) — ric(ad))

g (rle(am = zirtc(a")/BIriG(a") .

L'injection canonique zAd «——= a7 donne un morphisme canonique
(3.1.8) R'G(zad) — zIR'G(A") .

Supposons maintenant (3.1.2) vérifié, (3.1.6) induit une suite
exacte

(3.1.9) 0 — RG(283) — RTG(AJ) — RTG(BAI*!) — 0 .
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Par définition, on a une suite exacte
(3.1.10) 0 — zJR'G(A") —= R¥G(aJ) —= BI*RTG(A") — 0O .

On déduit donc de (3.1.8) un morphisme

(3.1.11) R¥e(mal*? I*1pTe(at) .

) — B

Proposition 3.1.12. Supposons (3.1.2) vérifié, (3.1.8) et (3.1.11)
sont alors des isomorphismes fonctoriels pour tout Jj .

Démonstration : Pour (3.1.8), si i#¥r , les deux membres sont nuls.
Par définition de (3.1.11), l'assertion relative aux bords est équi-

valente 3 celle concernant les cycles. Prouvons cette derniére.
Par définition, on a

(3.1.13) zIR%G(a") = Ker(R'G(ad) —s RFa(BAI*!) — R¥G(ad*!)) .

Prouvons que RrG(BAj+1) —_— RrG(Aj+1) est une injection, la pro-
position 3.1.12 en résultera grice & la suite exacte (3.1.9).
L'injection BAj+1 — Aj+1 se factorise en les deux injections
BAj+1 Gt ZAj+1 et ZAj+1 h——-Aj+1 . Or 3.1.3 appliqué aux suites
exactes (3.1.5) et (3.1.6) montre que l'on a des injections

j+1 3+,

(3.1.14) R'e(Bad™') — R'G(ZA

(3.1.15) RYG(zal*?) — R¥G(aI*)

’

d'ou une injection

(3.1.16) R'G(BAI*!) — R¥G(aT*Y)

d'ou la conclusion. On déduit de (3.1.5) une suite exacte

(3.1.17) 0 — R'G(BAJ) — R¥G(zAJ) —= REG(HI(A")) — O .
D'autre part, on a par définitien une suite exacte

(3.1.18) 0 — BIRTG(A") — 2IRTG(A") —= HI(RTG(A")) — O .

Les morphismes (3.1.8) et (J.1.11) incduisent donc un morphisme

(3.1.19) RG(HI(AD) — HI(RTG(A"))

et 3.1.12 implique
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Corollajre 3.1.20. Le morphisme (3.1.19) est un isomorphisme fonc-

toriel pour tout Jj .

Remarque . Comme le fait remarquer Gabber, on peut aussi obtenir
(3.1.19) de la fagon suivante. On considére les deux suites spec-
trales

(3.1.21) E;7 = Rle(a’) == r'G(gA")

(3.1.22) E;j = Rlc(i(a*)) ==> R"G(sA") .

Les hypothéses (3.1.2) impliquent qu'elles dégénérent toutes
deux en E2 et fournissent donc des isomorphismes

(3.1.23) RG(HIT(a')) =+ rRIG(gA") = gIT(R%G(a")) .

3.2. Construction locale du morphisme de Gysin.

L'objet de ce numéro est de donner une construction du morphisme
de Gysin attaché d une immersion fermée i 1'aide de relévements

locaux. On vérifiera plus tard la colncidence avec la définition de
1.2.

Nous noterons ZY(-) le foncteur "sections locales & support
dans Y" (Y désignant un sous-schéma fermé lisse de X de codi-
mension r). Pour tout complexe de @-Modules A°, on pose

(3.2.1) Zj(A') =LY(Aj) .

On a donc un foncteur exact a gauche I& de la catégorie des

complexes de 2Z-Modules dans elle-mé@me dont les dérivés droits
seront notés g;m(-). Il est clair que l'on a des isomorphismes
canoniques

(3.2.2) HI'M(A) =gl .

On va définir un morphisme de complexes de Z-Modules
(3.2.3) £, : W Q(-r) — HT(W Q) .

On commencera par définir un morphisme de modules gradués
(3.2.4) £, : WA (-r) — B T(W Q) .
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Supposons tout d'abord que f se reléve en une immersion
fermée f':Y' «— X' de wn-schémas lisses.

On dispose dans cette situation, du morphisme de Gysin de f'
([2], v1 (3.1.1))

(3.2.5) £, : 4 (=) — BT, L) .
n n

Ce morphisme induit en cohomologie un morphisme

(3.2.6) H(£L) : HEQ, o )— H (H5(Q00 1p ) -
QY /wn Hy (% /wn

On va maintenant appliquer le corollaire 3.1.20 au second membre
de (3.2.6). I1 faut pour ce faire, vérifier que l'on a bien (3.1.2).
Ceci pourrait &tre vu en utilisant les liens existant entre
(Qx /W ) et W Qx mais 1l'on va prouver un résultat plus fort.

On remarque que l'on peut considérer ZQ% /w ' BQ% /W
J
H (Qx /w ) comme des modules sur 1l'anneau H (f& /W ) (= Wnsx).
Cons;derons alors 1a filtration p-adique sur les trois modules

précédents et posons grt = Fil /F:Ll1+1

trois modules gr zxﬁ oK gr Bn; o gr gj(ﬂx M ) est muni d'une

’ 11 est clair que chacun des

structure de G(p ) -Module. On a alors la
sy i i i3, 0
Proposition 3.2.7. gr zt&. Mmoo+ 9t B‘g‘(. m ¢+ 9 H ((E{ A ) sont des
n n AN

n
Bip )-Modules localement libres de type fini.

Démonstration : La méthode est standard (cf. [22, 0.2.2.8] et [26]) :
chacun des trois faisceaux étant compatible a la localisation étale,

on peut supposer que X' = Spec(wn[tl,...,ta]) avec a = dim(X).

Soit alors X' 1le schéma déduit de X' par extension des
scalaires a une cldture algébrique de k . Les 1mages 1nverses des

trois faisceaux sur X' s'identifient & gr ZG& /w , gr Bﬂ% /w
gr HJ(QX /w ) et sont localement libres sur un ouvert non vide de
X' car coherents.

Comme ces trois faisceaux sont invariants par translation, des
translations par des k-points de X' montrent qu'ils sont partout

localement libres de _ype fini.

37




M.

GROS

Corollaire 3.2.8. On a

(3.2.9)  Hy. (20, 4 ) = By (89), ) = BL B, 4 0) = 0
n n n
pour tout i#¥r .

Démonstration : On filtre les trois modules par la filtration
p-adique. Comme les gradués correspondants sont localements libres,
on en déduit le résultat voulu, Y étant de profondeur r .

On a donc un isomorphisme canonique

(3.2.10) B (ByT(Rg, 4 )) == BT (R, 4 )
n n

et (3.2.6) s'interpréte donc comme un morphisme

(3.2.10) B(E) BN ) — B Ky )

Comme on a un isomorphisme ([20], IITI (1.5.2))

* . ~ »*
(3-2.12) g ((&.Nn) —-Fwn:?x ’

on déduit de (3.2.11) un morphisme que l'on notera f,
. * *yr *
(3.2.13) £, : LA -ﬁ—vgy (wnnx) .

Pour terminer la construction de (3.2.4), on remarque que la
construction précédente est indépendante du relévement f' de f
choisi (on emploie le méme argument que pour prouver que le premier
membre de (3.2.12) est indépendant du relévement X' de X choisi).
D'autre part, si f ne se reléve pas en une immersion fermée f', on
peut toujours trouver un recouvrement de X par des ouverts Ui tels
que f\Ui se reléve en une immersion fermée de W -schémas comme
ci-dessus. On vérifie alors que les divers morphismes f,\Ui se
recollent en un morphisme £, comme annoncé.

3.3. Description du morphisme de Gysin.
Rappelons tout d'abord la description du morphisme (3.2.5).

Lemme 3.3.1 ([2], VI, Prop. 3.1.3). Supposons que Y' soit défini

par une suite réguliére ti,...,t; de sections de Gx,. Alors

1'image d'une section o de T;w par le morphisme (3.2.5) est
n

la section
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1 1] L} 1]
o Adtl/tll\ .. .Adtr/tr

de Ei.(ﬂi./w ).

Rappelons que dans cet énoncé, on a identifié Hi (qg /w ) au
module des parties polaires de Qﬂ ﬂﬂ en les l,...,tr i.e. le

module
j l-l 1_1 j ' “-'1 l-l
Q)%'/Wn[tl peeert) ]/Zi ! ‘g'/wn[tl T 1.

On va donner une description analogue pour le morphisme (3.2.13).

Calcul de ﬂi(wnta).

Pour toute suite d'entiers appartenant a la suite

i,...,1
0 m
1,...,r on notera ji i le morphisme d'immersion de 1'ouvert
o °*in
U, . d'inversibilité de t. ,...,t. dans X .
1l eeel ¢S py
0] m 0 m

Notons immédiatement que dire que Lj est inversible est équi-
valent a dire que tj est inversible. Il y a donc identité entre

Ul,...,r et X-Y .
On posera
(3.3.2) c® (w ) = © (3, .G ) Twad)
31"'£r nqx i0<...<im 1g---1g * 1g---1p n9§

On a de maniére naturelle un complexe
(3.3.3) 0 — W rg( —»c_l'.__’gr(wnrg() — 0

avec wnf§ placé en degré 0. Ce complexe est isomorphe dans D(Z-Mod)
a R“'-Y(Wn:g)'
' soq .(m) j
D'autre part, si l'on note Kosz (wns§) le complexe de

Koszul de Wnﬂi relativement a la suite gm .,g: placé entre les

1’
. . .m
degrés O et r (i.e. le complexe Kosz' (t,) 3, ¢ ---F, ¢
n X n X
Kosz'(m)(t ) ® w0l ou Kosz'(m)(t ) désigne le complexe de
8) Ty e, "k £ 9 mp

n X
Koszul de 1'anneau wn@x relativement a 1'élément g? de wnGx),
le complexe (3.3.4) est isomorphe au complexe lim Kosz'(m)(w f&)
m n
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ol pour m'{m le morphisme de transition Kosz'(m')(w ﬂg)

Kosz (m)(w ﬂ&) est donné en degré m et sur la composante d'indice

r-m Par la multiplication par (le...;j ym' -m

jl""'jm est la suite complémentaire de la suite i

’1,...,1 ol

I ¢ .
1’ ! “r-m

On en déduit en particulier un isomorphisme

(3.3.4) E (W x?c) _1_rgw rs’(/I(‘“) rg'(

N (m) Vi , m m
ou I est 1'idéal de Wnsx engendré par 31""’£r .

m m s . S, (m)
Notant l/gl...t 1'image de la section unité de WnGX/I

. . m . m .
par le morphisme canonique Wnox/I( ) — lzg Wn@x/I( ) ., on voit que

(3.3.5) s'écrit comme un isomorphisme
iy~ jr. -1 -1 jr,. -1 a-1 -1
(3.3.6) H(w @) “sw et ... ]/zi:wnsg’([gl P AL RS S B
On déduit que u)Adt /;1 ...A dt /;r est bien une section de

By (W )

Tirons un corollaire de la description (3.3.6).

Corollaire 3.3.7. On a un isomorphisme canonique

(3.3.8)  H (W 6,) % o w ol =g o) .

Proposition 3.3.9. Supposons que Y soit défini par une suite régu-
liére tl,...,tr de sections de Sx . Alors 1'image d'une section «w

de wnng'r par le morphisme (3.2.13) est la section
(3.3.10) u>Ad31/;1 A...nde /L

de -H;(wn‘?() )

Démonstration : La question est locale. On peut donc supposer qu'il
existe un morphisme g étale de X vers Ak tel que Y soit le
produit cartésien Ak Ak X . Notons h 1la restrictionde g & Y,

c'est un morphisme étale, on a donc h ‘w QY =W ‘ki . La section «

s'obtient donc comme combinaison wnsx-llnealre de sections «' de

qﬁi . Il suffit donc de prouver la proposition 3.3.9 dans la situation

X = A: . Y = A: . On a alors X' = Spec(wn[ti,...,té]) et Y' donné
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par ti =...= t; = O . De plus, le morphisme de Frobenius de X est
relevé par le morphisme F de Gx. défini par F(ti) = tip . On a
alors un morphisme canonique

(3.3.11) o: Q;(./wn -—»WnOi(

induit par le morphisme

(3.3.12) Gx. -—*-Wnsx

envoyant ti sur t, = (ti mod p,0,0,...)

¢ induit un morphisme

(3.3.13) Hyl(Q, 4y ) —= Hy (W Q)
n

qui admet donc la description suivante : a Z :u.i.(l/t')1 ., on
i
associe ) :@(ui).(l/ﬁ)l ol l'on a abrégé l/till...l/télr en
i

(1/t')r , de méme avec les t .
Appliquant E'(-) au morphisme (3.3.13), on obtient un
morphisme
* e A * g T .
(3.3.14) H (Lly.(ﬂx./wn)) —H (EY (Wnﬂx))
qui n'est autre que le morphisme obtenu en appliquant ﬂéf(-) au
morphisme

(3.3.15) H ((3.3.11)) : B (0 ) —H W Q) .
n

Ce dernier morphisme est un isomorphisme, en effet, c'est le composé
de 1l'isomorphisme (3.2.12) et de l'isomorphisme de Cartier

- -
(3.3.16) W Q —==H (W) .

On peut maintenant, suivant les constructions pas a pas, donner
la description de (3.2.13) : soit w€ wnﬂa-r —:o-ﬂj-r(ﬂé./w ), on
représente « par un cycle a de fg?;w . L'image de o npar
(3.2.5) est « dti/ti ... dt;/t} , c'e:t un cycle, qui définit
donc une classe de cohomologie dans ﬂ'(ﬁif(Qk./w )) et cette
classe n'est autre (d'aprés la description de (3.2.13)) que la
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classe de @(a) A dgl/gl A...A dt /;_r soit w»\dgl/gl A...Adt /1._: .
D'ol la proposition 3.3.9.

Comme d(dgl/gl A...adt /;r) = 0, on en déduit que (3.2.4)
fournit bien un morphisme (3.2.3).

Corollaire 3.3.17. Les deux diagrammes suivants sont commutatifs

(3.3.18) Wt —— B T (W Q)

5 |
Wy T — BT (W8
(3.3.19) WoRTT ——e BT (W )
lv lv
wn+1fi-r - g;t(wnﬂa;) -

Démonstration : Il suffit d'utiliser la proposition 3.3.3 en remar-
quant que F(dgl/gl A...Adt /;r) = dgl/glA ...Adt /gr .

Remarque. On peut se demander ce qu'il advient lorsque l'on applique
le foncteur g"(-) au morphisme (3.2.3) et que l'on utilise 1'opéra-
tion de Cartier (3.3.16). D'aprés ([21, 1.3.9]), la filtration cano-
nigque (loc. cit.) de ank a un gradué extension de 8y-Modules
localement libres. Par suite, il en est de méme (grfce a 1'isomor-
phisme (3.3.16)) de H (W Q)). D'od

(3.3.20) Hy(W @) = Hy(5"(W &)) = 0 pour ifr .

L J *
Comme anqx et Banx sont des faisceaux quasi-cohérents, on
en déduit que

(3.3.21) E;(anq;) = H;(BWnQ;) = 0 pour i suffisamment grand.
On dispose donc grfce a 3.1.19 d'un isomorphisme canonique
j . ~ j . .
(3.3.22) Hy (B (W ) == gl (HT (W Q) ,
soit encore, utilisant (3.3.16) un isomorphisme

(3.3.23) uf,(wnrg;) ;ﬂj(hg}r(wn"{()) )
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Utilisant la description donnée par la proposition 3.3.3, on en
déduit que l'on a un diagramme commutatif

G_r *
(3.3.24) W —TT gs;(wnﬂx)
(3.3.16) 13 12 (3.3.23)

B0 oy B 00)

résultant du fait que F(dtl/gl...d /t ) = dgl/gl...dt /gr .

. Compgraison avec la définitjon 1.2.6.

Lorsque f est une immersion fermée, le morphisme £, de
1.2.6 fournit par adjonction un morphisme

(3.4.1) W _Q, — RL (W Q) (r) (]
Compte tenu de (3.3.20), on a un isomorphisme
(3.4.2)  RL,(W Q) (r)[r) == g 5w Q ().

(3.4.1) s'interpréte donc comme un morphisme

(3.4.3) W Q — g;f(wnn,'() (r)

dans la catégorie des W Qi-Modules différentiels gradués. On va le
comparer avec le morphisme (3 2.3). 11 sufflt, vula W Qx-llnearlte
de comparer l'image de 1€ H (Y, w s ) par H (X,(3.4.3)) et par
1°(x,(3.2.3)) dans Hy (X, W ) .

On va pour ce faire passer par l'intermédiaire de la cohomologie
cristalline. Il résulte de la comparaison entre le théoréme de
dualité d'Ekedahl et le théoréme de dualité cristallin (cf. [10]) que

le diagramme suivant est commutatif

(3.4.4) Rux/wn'(f,crissy/wn) —_— Rl_‘,Y(Rux/wn'@x/wn)[Zr]
f R
Mo~ RLy (4 () ()

Les morphismes verticaux sont induits par le théoréme de comparaison
(Thm. 1.4, II de [21]) et le morphisme horizontal supérieur est la
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projection par Rux/w du morphisme de Gysin (3.3.8) du chapitre VI
nﬁ
de [1] .

D'autre part, d'aprés le théoréme 3.3.5 du chapitre VI de (2],
le diagramme suivant est commutatif

(3.4.5) n;[./.wn RLY.(&’g(./wn)(r)[r]

| |

Rux/wn,(f*crissY/Wn) — RI:Y(RuX/wn“stn)[zr] .

Le morphisme horizontal inférieur étant celui figurant dans (3.4.4),
le morphisme horizontal supérieur est le morphisme (3.2.5) réinter-
prété grice a 1l'isomorphisme canonique

. T
(3.4.6)  RLy (R, ) (£)[r] — 57 (@ py ) ()

résultant de ce que _}LS'{?(YS'(./W ) = 0O sauf pour j=r .
n
Les morphismes verticaux sont les morphismes canoniques.

Mettant (3.4.4) et (3.4.5) ensemble, puis prenant la cohomologie
locale on obtient un diagramme commutatif

(3.4.7) B gy ) — B (HyT (R 4, ) ()
n n

| |

H (W Q) — B (570w ) () .

Diagramme que l'on réécrit (par définition de (3.2.3))

(3.4.8) wnn‘} mlj&r(wnf&(r))

l |

B W Q) — H (BT (W Q(r)))

Ce qui joint au diagramme commutatif (3.3.24) montre que . H.(x,(3.4.3))
et H.(X,(3.2.3)) coIncide. D'ou le résultat (en faisant #=0).
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3.5. Cas de la cohomologie logarjithmigue.

Le morphisme (3.2.4) induit un morphisme de pro-Modules gradués
compatibles (d'aprés le corollaire 3.3.17) & F et V

(3.5.1) W —— BT (W) (r)
qui sera encore noté £, . On a un diagramme commutatif de pro-objets
(3.5.2) W.Q, —— BT (W.Q0) (r)

ll-F ll-F

w.n; ——»_q;r(w.q‘;)(r) .

D'autre part, la suite exacte (1.3.2) de I induit une suite exacte

(3.5.3) © —-»_Hf,(w.ﬂi'log) —»f_fi(w.(ﬁ)l—_gg‘;(w.r&) —

+1 *
H (W 1o0) — 0
et }—é(w'n;,log) = 0 pour tout i#Fr , r+l .

* .
Remarque. Il est en général faux que §;+1(W.Qk 1°g) =0 sauf si Y
’
est réduit 3 un point fermé. Le lecteur trouvera des compléments

intéressants sur ces questions dans [15].

Prenant le morphisme induit sur le noyau des fléches verticales

de (3.5.2), on obtient un morphisme

(3.5.4) £, : w.r{;'log ""-"'\rr‘w"&,log‘r” .

Tensorisant ce morphisme par szn , on obtient (compte tenu de
1'isomorphisme (1.3.6) de I) un morphisme

(3.5.5) £, : wnql,log ——g(wnnx'log(r)) .

Proposition 3.5.6. Supposons que Y soit défini dans X par une

X ° Alors l'image d'une

section o de wn‘%?iog par le morphisme (3.5.5) est la section

suite réguliére tyre..st de sections de &

(3.5.7) andgl/gln...adgr/;r
de g;(wnrg'('log).

45




M.

GROS

Démonstration : La proposition résulte immédiatement de la construc-
tion de (3.5.5) et de 3.3.9.

*
(3.5.5) est donc un morphisme de Wn%(' 1 og—Modules gradués.

Théoréme 3.5.8 (3.5.5) est un isomorphisme.

Démonstration : Commengons par prouver le théoréme lorsque n=1 .

La question étant locale, on peut trouver des sections tl,...,tN

de QX telles que dtl,...,dtN forment une base de Qi et que Y
soit donné par les équations t) =...= t, = 0 . Prouvons tout

d'abord l'injectivité de (3.5.5). Par construction, il suffit de .
prouver l'injectivité de (3.2.13) (lorsque n=1). Soit donc w¢€ ﬂe-r,

son image par (3.2.13) est la classe de la section uJAdtl/fl...dtr/tr
j jp. =1 -1 jr, -1 a=1 -1 .
dans g;(g%) >~ Q%[tl reeerty ]/E ; Qi[tl veeert oty ] . pire

que cette classe est nulle, c'est donc dire que l'on a une égalité

(3.5.9) whdtl/tl...dtr/tr = ij :aj/tl...tj...tr
dans Qﬂ[til,...,t;ll. On écrit alors

(3.5.10) w= Y w; i at; ...dt;
(11,...,1j_r) 1 j-r 1 j-r
(la sommation étant prise sur tous les multi-indices (il""'ij-r)
(i i : . .
tels que r 11...( ijp et uil"'lj-re sy)

L'égalité (3.5.9) implique alors une égalité du type

(3.5.11) w, . =) t, el pour tout (i,,...,i._)
11"’1j-r =1 Y X 1 j-r

impossible si “ﬁ i # O puisque Y est donné par
100 dj-p

t1 =...= tr = 0 . Passons maintenant & la surjectivité. On pose

(3.5.12) Filiﬂ;(Qi) = {x€ ﬂ;(gﬁ) tel que x admette un représentant
x' dans Q%[tzl,...,t;ll de la forme
x"/(tl...tr)pl avec x" € Qi} .

On définit ainsi une filtration croissante dont les termes sont
nuls pour i négatif ou nul. On notera Fi135§(zqi) la filtration
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induite (via 1'inclusion canonique g;(zqi) h—¢'g;(qg)). On remar-
quera d'ailleurs que 3.1.12 fournit (grlce & (3.3.6)) un isomor-

phisme L‘;(z{g) P zfg[t; ,..,,t;P]/: Z‘g[tzpy---';.; 1-.-;t;p] et
que

(3.5.13) C(x"/(tl...tr)pi) =C(x")/(t1...tr)i pour x--ezﬂ?(

C est donc de mgniére évidentg un morphisme filtré qui passe au
gradué gr gi(zqi) — gr g;(ﬂ%). (3.5.13) montre alors que .
gr(c)=0 sauf si i=1, ce qui implique que 1'image de gi(ﬂgllog)
dans gi(zn%) est constitué 4'éléments admettant un représentant

dans zﬂ%[tzl,...,t;ll de la forme x"/(tl...tr)p . L'invariance
par C d'un tel élément conduit donc 3 une égalité de la forme

" P"l_ " P = : P
(3.5.14)  (C(x")(t ...t)) x")/(tg.. .t ) ; B /(k ooty t )P,
soit encore

" P'l_ " o= t P
(3.5.15) cC(x )(tl...tr) x L piti .
i=1
Nous noterons I 1'ensemble des 3j-uples (il,...,i.)
d'entiers tels que ile [1,N) pour tout Y€ [1,3] et i G..< ij .
D'autre part, on utilisera 1l'abréviation suivante : dti = dti ...dti
pour i€I et i = (il""’i') ; dlogt, = dlogt. ...dlogt. pour
j i i, i,

ce méme i . L'égalité (3.5.15) implique une égalité du type

" = P'l " P Py
x ] x4 t262 +...+ trﬂr .

Comme dx" =0 , on en déduit que

(3.5.16) t‘l"zdtl.x"' = til"'ldx"' +) o tP.as, .
IR J

Si l'on écrit x™ =) . a.dt, avec a,€8_ pour tout i€I ,
1'égalité (3.5.16) montre que DI a.dt., est de la forme

i € % py p Y

i€r 11#1

t.6' + tPs: |
11 ;j,z 33

Ecrivant x" =} :bidti avec biEG pour tout i€I , on en
icI =

X

déduit que b.dt. est de la forme tP.y +...+#Py |
i€§;§1fl P Rl § 1°°1 r'r
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Comme on peut échanger le r8le joué par t, par tz'“"tr .

on voit que E : b.dt, est de la forme tP
i€1-{1,-..,x} & % 1

L'image d'un élément x de g(fi log) par la suite d'inclusions
’

E;(‘g,log) c.-g;(z(’g'() bt;(‘g) admet donc un représentant de la forme

x'"'dlog t,A...Adlog t, 4+ (tll’xf'+...+t£x;')/(tl._._.tr)p , soit encore

un représentant de la forme z.dtl/tl...dt z/t c ° On écrit alors
z = : ci dti ...dti )

i 1 j-r
ix #1,...,xr pour tout Y€ [l,j-r] . Comme par définition on identifie
deux représentants z.dtl/tl. . 'dtr/tr et z' .dtl/tl. . .dtr/tr

P
N +...+tr.¢ .

1 r

avec i = (il""’ij-r) tel que

lorsque z-z' = ti'“i , on en déduit que l'ensemble des classes
i=r
[y -r
d'éléments de la forme z.dtl/t:l...d‘l:r/tr est (Q .dtl/t;1 cee dtr/tr
(puisque 1l'on peut supposer que Y e« X se scinde et que donc
z=2z2"+)] Lt.z, +] :z!dti avec z' G(g-r). L'invariance par
i=1 ** f=1 *
c™! implique alors que z€ re-iog . D'ol le théoréme lorsque n=1 .
’
Pour prouver le théoréme pour tout n , on va utiliser la filtration
. * 2 LY *
p-adique de wnnY,log dont le gradué est isomorphe & ql,log .
Il faut vérifier que le foncteur Lt;(-) est exact sur la suite
exacte

(3.5.17) © —-W-ﬂ;,log ?""‘;,h-»g - ";.mg — 0

i.e. vérifier que a;(w.n; 1og) —~E;(0; log) est surjectif.
Ce qui résulte trivialement de la surjectivité de (3.5.5) pour n=1.

On prendra garde au fait que la non-nullité de ;;[;+1(an§ 1 og)
14
montre que l'on n'a pas d'isomorphisme entre E;(Wn(?;; log) et
* ’
Rl-:'Y(wn%(, log)[-r]' Par suite, lorsque f est une immersion fermée,
l'application induite par la définition (1.2.9)

* *»
(3.5.18) £, : W ) ——n:,y(wngcllog(r))[r]
n'est pas un isomorphisme.

. s i -
Néanmoins, la nullité de E;(wnf&' log) pour if{r montre que
1'on a un isomorphisme

(3.5.19) Ei(x,wnﬂ;,log)-*-'Ho(x'ﬂi‘"n“;.log)) )
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L'image de 1€ HO(Y,2/p") dans By (X, W 1og’
’

(ou dans Hr(x,wnﬂ§'log)) par H°(x,(3.5.5)) sera notée cl(Y/X)
et appelée classe de cohomologje de Y .

L'image de cette classe par le morphisme canonique
Hr(X,WnQ§’1°g) ——*-Hr(x,wnﬂ§) colincide avec la classe précédemment
définie avant le corollaire 2.2.6. C'est une conséquence de la cons-
truction de (3.5.5).

Prouvons maintenant 2.3.2. On remarque qu'il suffit de prouver
(par factorisation de £, et £,) la commutativité du diagramme

’-r *
(3.5.20) wn%llog E’ Eg;(wn%(,].og)
1g' lh' r = codim(Y)

* ey *
g"wn%",].og £, h’ﬂi'(anX',log) :

On utilise pour ce faire la description donnée par la proposi-
tioin 3.5.6 en remarquant que si tyr...0t, est une suite réguliére
de sectzons de 6 définissant localement Y dans X , alors
X défi-
nissant 1oca1ement Y' dans X'. La commutativité est alors claire.

h tl,...,h t est une suite réguliére de sections de 6

Prouvons maintenant 2.5.1. On va effectuer un calcul a la éech
des deux membres de (2.5.2). Soit donc Uu = (Uj)jEI
de X par des ouverts affines Uj tels que an Y soit défini par

un recouvrement

. 5. .
une section t(j) de X

Par définition, t (3 )/t(i) est un cocycle représentant la classe
de J dans Pic(X). c; (J) est donc représenté par la classe du

l-cocycle dlog(t(l)/t(J)) (i ¢j) dans "l (X, W Qi log

~

s
H (u, wngi log . D'autre part, £,(1) est représenté par 1l'image par

du
.log
O-cocycle (d'aprés 3.5.6) dlog(t(i)), soit dlog(t(i)) - dlog(t(j))=

- dlog(t(j)/t(i)) avec i”j . D'ou (2.5.2).

la différentielle 6 du complexe de Cech de W
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4. Classe de cohomologie d'un cycle singqulier.
4.1. Définition.

Proposition 4.1.1. Soit Y un sous-schéma fermé intégre de X . On a

3 5 _ oj+l j =
(4.1.2) HY(X:WRQ%'log) = Hy (x'wnng,log) =0

pour j € codim(Y) = r .

Démonstration : i) Y est lisse. On a une suite spectrale

b _ j M '
(4.1.3) E; = Ha(xrgg(wnﬂﬁ,log)) =-¢»HY(X,an§’109)

et d'aprés (3.5.3) Egb==0 pour tout b # r,r+l.
PO ar _ j=r
Le théoréme (3.5.8) montre que E2 = Ha(x,wnfgllog).

D'ou E§r==0 pour j{r . On vérifie donc qu'il y a suffi-
samment de termes nuls dans la suite spectrale (4.1.3) pour
affirmer (4.1.2).

ii) Cas général. On va prouver (4.1.2) par récurrence descendante sur
la codimension de Y .

Supposons Y de codimension r et la proposition prouvée pour
les codimensions supérieures ou égales & r+l1 . Soit Y' 1le lieu
singulier, de sorte que Y-Y' est lisse de codimension r . On
utilise alors la suite exacte longue de cohomologie

(4.1.4) ..oo..— r@.(x,wnn)j(llog) — 1 X, nQ)j(,log) — 1 (X,W 2 1og =
+1 3j
Hi'(x'anApg)'ﬁ""

(ou 1'on a utilisé 1'isomorphisme d'excision évident

(4-1-5) H'Y—Y'(X_Y.'wn(&,log) = l.&—Y'()('wn(%(;log))

A

qui, jointe a 1l'hypothése de récurrence et au fait que (4.1.2) est
prouvé pour Y-Y' fournit le résultat.

Pour j=r , (4.1.4) montre en particulier que l'on a un
isomorphisme

(4.1.6) HG(X,W O ) o) = Hy o (X W& ) )

Définition 4.1.7. On appelle classe de cohomologie de Y dans X ,
1'image par (4.1.6) de la classe de Y-Y' dans X .
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Lorsque Y est lisse, elle coincide bien entendu avec la
classe de cohomologie précédemment définie.

Utilisant les morphismes canoniques H§(x G§ 1og) —_—
r
H (X, wnr§ log) €t H (X,W n; log’ — BT (x,W o) = (x/W_),

on dispose ainsi d'une classe de cohomologie cristalline d'un sous-
schéma fermé inteégre éventuellement singulier. Lorsque Y est lisse, la classe
construite ici coIncide avec celle de Berthelot ([2], VI, 3.1) comme il résulte
du diagramme (3.4.4) du chapitre II et du principe de construction

(cl(¥/X) = i*(1 )). Bien entendu, si Y = nY, avec n€z et Y, des

crls

sous-schémas fermés intdgres, cl(Y/X) désignera ] n,cl(Y;/X) €H (X, W $‘§ 109’

(ou H (XAN)), r désignant la codimension commune des Y, .

Pour n=1 , on obtient par ce procédé une classe de cohamologie d'un
cycle éventuellement singulier en cohamologie de Hodge et de De Rham d'un
schéma défini sur un corps parfait complétant ainsi les constructions
d'El Zein (cf. [11]).

4.2. Propriétés.

Proposition 4.2.1. Si Y est un diviseur de Cartier de X , on a

(4.2.2) cl(Y/x) = cl(sx(Y)) dans Hl(x’wnfé,log) .

Démonstration : Par définition de chacun des deux membres, on est
ramené au cas ou Y est lisse. La proposition résulte alors de
(2.5.2).

Proposition 4.2.3. Soient f:X — Y un morphisme propre entre
k-schémas lisses et 2Z un sous-schéma fermé de X de codimension r.
On a alors

- +N
(4.2.4) cl(f,2/Y) = f,l(2/X) EHr(Z)(Y W &‘g‘;
ol N = dim(Y) -dim(X).
Démonstration : Posons T = f(Z). Gr8ce a (4.1.2) et (4.1.4), on

voit que l'on a des isomorphismes

- sing-f( sing nY,log

- H;+N(Y wnr§ ,log

+N +N ~ r+N +N
(4.2.5) Hlf’(z)(y,wnfgllog) = Hp o ) (YW )
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- [ - - [ 3
sing f(zsing) et Y' =Y Tsing f(zsing) (1'indice
sing indiquant que l'on prend la partie singuliére des schémas
considérés). Vu la définition des classes de cycles, on est ramené

a4 prouver que

avec T' = T-T

(4.2.6)  (£,61(2/X) =) £,e1(2-Z 3 /X) = cl(T'/¥') .

On peut donc supposer 2Z (et par suite T) lisse et g = £lz
fini surjectif de degré d . On a alors £f,2 = dZ et la formule &
prouver devient

(4.2.7) dcl(T/Y) = £,c1(2/X) .

On a

(4.2.8) f,cl(z/X) = £,i,(1) (i:2 —> X)
= j,g,(1) (§: T —>Y)
= j.g.g'(l) .

I1 suffit alors de voir que g,g’==d car alors j,g“g’(l)
dj, (1) = dcl(T/Y).

Proposition 4.2.9. Pour g:Z —= T fini de degré 4 , on a
» *
(4.2.10) g9 =4d sur anT,log .

Démonstration : Il suffit de prouver la formule sur WQ; puis d'en
prendre les points fixes sous F .

La question étant locale sur T , on peut supposer que g se
reléve en un morphisme fini surjectif g' :2' — T' de degré d
de wn-schémas lisses. D'aprés ([1], [27]) on a

- »
(4.2.11) g.g' =4d sur ' .
B i

Comme on le verra ci-dessous, on a g,g' = H’(glg'.)- D'ou le
résultat.

Proposition 4.2.12. Soient Y et 2Z deux sous-schémas fermés

intégres de X se coupant proprement (i.e. avec la bonne dimension).

On a

(4.2.13) cl(Y.Z/X) = cl(¥/X).cl(2/X) € Hy o (X, W_ *iog)
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(r = codim(Y), s = codim(Z)).

Démonstration : Elle comprend plusieurs étapes.

Lemme 4.2.14. Soient Y un sous-schéma fermé lisse de codimension
dans X et S un sous-schéma fermé (non nécessairement lisse) de
codimension q dans Y . Le cup-produit par cl(Y/X) définit un

isomorphisme

(4.2.15) QH.H(Y%@IW)—»ﬂ”mW ) .

109

Démonstration : En effet, on a

(0] n ~
(4.2.16) H (S-S; .2/p") ——'-Hg(y,wndg'log)

O/a_ ny o~ q+r +r
(4.2.17) H'(S ssing.ZVp ) (X, W ,log)
donné par j, (ou jJ #S-Sging —Y) et par j, (ou
j' :8-S_. «— X). Le lemme résulte alors simplement de la compati-

sing
bilité du morphisme de Gysin & la composition.

Soit 4 : X —> XXX le morphisme diagonal. Pour prouver
(4.2.13), il suffit donc de prouver que

(4.2.18) C ler(y.z/x)] = C [e1(¥/X) .cl(2z/x)]

A (X) /xxx A (X) /XX

Lemme 4.2.19 (réduction a la diagonale). On a

(4.2.20) EA(X)/XXX[CI(Y/X)'CI(Z/X)] = €l (¥YXZ/30X) .cL(A(X) /30X)

(4.2.21) C ler(Y.2/%)] = cl((¥xz).a(X)/%0X) .

L (X) /XXX

Démonstration : On commence tout d'abord par remarquer que
= € S
(4.2.22) cl(Y/X)®cl(2/X) = cl(YXZ/%X) H§x (20X, W nixx,log) .

En effet, par définition des classes en présence, on peut supposer
que Y et Z sont lisses. On utilise alors la description locale
des classes en présence (i.e. on remarque que ® envoie bien
dlog(gl)...dlog(;r), dlog(£r+l)...dlog(gr+s) sur
dlog(sl)...dlog(gr+s)).

-»

On prend alors les images de (4.2.22) par 4 , on obtient

(4.2.23) 8 cl(¥YXZ/XXX) = cl(Y/X).cl(Z/X) .
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D'ou
(4.2.24) T, () ool (¥/%).cl(z/0)] = T, () oo la criva/om] =
c1(YXZ/XX) .c1(A(X)/X0X) .

D'autre part, l'isomorphisme 4 :X —=» A(X) fait correspondre
cl(Y:;Z/X) & cl(8,(Y.2)/58(X)) = cl((¥YX2).5(X)/a(X)). D'ol

(4.2.25) EA(X)/m[cl(Y.Z/X)] = c1((¥YX2).4(X)/8(X)).cl(A(X)/30X) =
cl((¥YXz).a(X)/XX) .

Pour prouver (4.2.13), on peut donc supposer que (par exemple)
Y est lisse. Ecrivant alors

(4.2.26) H(X,W @& | ) = BB (% 5000 |

Hy (W R ) ) = HOGE M )

on voit que (pour prouver (4.2.13)) l'on peut se placer au voisinage
du point générique x de (YN Z)red .

D'autre part, en factorisant Y —s X en une suite d'immersions
fermées de codimension 1, on voit (par une récurrence évidente) que
1'on peut supposer Y de codimension 1.

Le cas le plus simple est celui ou 2 est régulier en x , on
peut alors supposer que 2 est défini (au voisinage de x) par une
suite réguliére de sections £i0....£, Qe @x . 2NY est alors
défini par la suite fllY,...,fs|Y . Par définition, on a

(4.2.27) cl(Y.Z2/X) = (Di...D;).cl((Y.Z)red/X)
ot D! = (£]¥).
Il s'agit donc de montrer que dﬁi/ﬁi...dgé/gé (avec £i= fiY)-

:-] ) [
a la mme classe dans Ex(wnré,log) que (Dl...Dr)-cl((Y.Z) /X).

Ceci résulte de 1l'égalité

red

(4.2.28) Tr(afy/f;...a£ /£}) = (D]...D})

qui sera prouvée ci-dessous.

Le cas général (Z non nécessairement régulier en x) n'est pas
beaucoup plus difficile. Soit h :Z —e Z la normalisation de 2
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(c'est un morphisme fini). Soit g: P§ — X 1le morphlsme canonique.

On pose Y' = P >S(Y . Comme g est lisse, ona g cl(Y/x)
cl(Yy® /P ). D'ou

(4.2.29) cl(Y/X).cl(Z2/X) = cl(Y/x).cl(h;E/X) car h;E==Z

"

cl(Y/X).g’cl(E/Pg)
= g,(g*cl(Y/X).cl(a/Pg)) (formule de projection)

= g,(cL(¥'/6}).cL(Z/B})) (lissité de g)

= g, (cl(Y'.Z/8})) (cas précédent)
*, N s das
= g,(cl(g Y.Z/Px)) (définition de Y')
= cl(g,(g“Y.i)/X) (proposition 4.2.3)
= cl(g,%.Y/X) (formule de projection)

= cl(Y.2/X) .
Pour vérifier (4.2.28), on remarque que le morphisme trace
(4.2.30) Trp ¢ £ HIW ) —W N = ain(X)

(y un point fermé de X , X un k-schéma 1lisse, fn le morphisme
canonique W x (I1x1, W 0 ) ——»-w ) défini par Ekedahl ([9]) est lié
au symbole re51du (def1n1 egalement par Ekedahl ([10})) par le

Lemme 4.2.31. Pour tout WwE€EW ﬂg et tout entier j , on a

w
J =
(4.2.32) Tre w/t ...;N) Resx/w [ tj]
1""’ N
N ©st une suite réguliére de sections de Gx définis-
sant y . Nous omettrons la démonstration de ce lenme, essentielle-

ou tireeat

ment analogue a celle du cas n=1_(cf. [2]).

On en déduit (cf. la formule R6 p. 198 de [17])) (4.2.28).

Proposition 4.2.33. Supposons k algébriquement clos. Deux cycles
algébriquement équivalents de codimension r ont méme classe de

cohomologie dans H’(x,wn5§ ).

. log
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Démo: ns;ntj,gn(*) : Précisons tout d'abord ce que nous entendrons par
cycles algébriquement équivalents. Soient C une courbe propre et
lisse sur k et 2 un sous-schéma fermé de X% C de codimension
r+l . Alors deux cycles seront dits algébriquement équivalents s'ils
sont images réciproqués dans. Z de deux points de la courbe C pour
un 2 convenablement choisi.

Soit donc un Z comme ci-dessus, on dispose d'un morphisme
(4.2.34) Div(C) —>Hr(x,wnr§'log)

associant & [|__, m,.P 1'élément ) __, mpc]_(zn xp) € Hr(x,wnc)r( log)
P P 3
(X, désignant XX {P} identifié & Xx).

On va voir que (4.2.34) se factorise en un morphisme
(4.2.35) Pic(C) —-.u’(x.wnrgz'log) .

Deux éléments linéairement équivalents de Div(C) proviennent
par image réciproque par un morphisme g:C —> Pl](‘ de deux points
O et o de Pi . Utilisant le morphisme composé 2Z «—— xxkc —_—
C — Pi , on voit donc que 1l'on est ramené 3 voir que deux cycles
rationnellemert équivalents de X ont méme classe fondamentale de
cohomologie. On peut donc supposer C=Pllc .
D'aprés I (2.1.16), on dispose d'un isomorphisme

+1
(4.2.36) Hr(x,wnrg’(,log = g (xxP. ,w% ,10g’

donné par le produit par °1(°pi(1)) €H (Pk'wnnll?)l(,log)'

Si Y, et Y2 désignent deux cycles rationnellement équivalents
dont on veut comparer les classes de cohomologie, il suffit d'aprés
ce qui précéde de comparer les classes de Y, x{0o} et sz{oo} dans

+1
o (mk'wn%@l,log

D'autre part, Z rencontre Xx{0} et Xx{w} proprement.
La formule (4.2.4) donne alors

s

(*) D'aprés un argument d0 (indépendamment) & Berthelot et Suslin.
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(4.2.37) cl(y, x{o}/xx pi)

cl(zZ/X x "ch) .cl(xx {0} /x x p;)

c1(y, x {=) /xx pi)

cl(z/xx By) .cL(Xx {=} /X xE})

d'ol 1'égalité puisque {0} et {oo} ont méme classe de cohomologie.
Soient alors Pico(c) la Jacobienne de C et NS(C) = Pic(C)/Pico(C)
le groupe de Néron-Sévéri de C . On va montrer que (4.2.35) se
factorise par un morphisme )

r
(4.2.38) NS(C) —H (x’wnr§,109) :

On remarque simplement que Pico(C) est un groupe p-divisible et
que par conséquent 1l'image de Pico(c) dans Hr(X,WnQ;'log) par
(4.2.7) est contenu dans g per(X,Wnﬂ§'log) et est donc nulle
puisque p“‘Hr(x,wnq‘;’log) =0 pour myn . D'ou (4.2.38).

Deux cycles algébriquement équivalents de X provenant de points

de C ont donc méme classe de cohomologie.

Corollaire 4.2.39. Deux cycles algébriquement équivalents ont méme
classe de cohomologie cristalline.

5. Morphisme de Gysin et complexe de Cousin.

5.1. Cas de la cohomologie de Hodge-Witt.

Reprenons la situation du numéro 1.2, on va voir que le mor-
phisme 1.2.6 peut se réaliser comme un morphisme entre complexes de
Cousin. Rappelons que le complexe de Cousin d'un faisceau abélien F
est le complexe Cous(F)

(5.1.1) O — F —»@ i, HO(F) —= @ i, H(F) —»...—
X XX x X=X
© i, H(F) — 0
X X=X

ou les sommes sont prises sur les points de codimension
0,....,a = dim(X).

-»
Proposition 5.1.2. Le complexe de Cousin de wnqx est une résolution
-
flasque de anx .
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Démonstration : La proposition résulte de (3.3.20) et de ([17, 1V
2.6)).

On va voir que le morphisme de Gysin
(5.1.3) £, : REW Q& — W Q(r)[r]

se réalise comme un morphisme de bicomplexes
(5.1.4) £, ¢ f,Cous(wnfl;{) —>c°us(wnﬂ>‘((r))[rl,.

Proposition 5.1.5. On a un isomorphisme canonique

-i ~ i
(5.1.6) mwn°x(w“‘§ ,Cous(wnn;)) < c°us(wn:§) .

2

Dé s ion : On a un isomorphisme canonique (cf. f9, 11 (2.2.1)))

(5.1.7) W@l = Rgmwnsx(wni‘;‘('i,wnfg‘()

d'ol un isomorphisme

iy~ -i
(5.1.8) RLX(WndK")—'RIMLWnGX(an& +RL, (W 8))
pour tout point x de codimension j€ [o,al.
-i ,
Chacun des foncteurs Rr_x(-) et RHom”nsx(wnfa ,=-) n'a (sur

les objets auxquels ils s'appliquent) qu'un seul objet de cohomologie
non nul, on déduit donc de (5.1.8) un isomorphisme

b i o -i j

(5.1.9) g{(wnn;) _...ggmwnsx(wnn; JHIW D) .

o i - , s
(La nullité des E:thnsx(wnci ,_lix(wn('§)) résultant de la nullité

i - . C
des Extwnsx(wn@ ,wnfi) pour i) 0 et de la description des
groupes de cohomologie a support donnée en (3.3.6)).

Il en résulte facilement 1l'isomorphisme (5.1.6).

On remarque alors que, wnf§ étant un complexe dualisant, le
morphisme trace (1.1.2) se réalise a 1l'aide de complexes résiduels

(cf£. [17)) i.e. comme un morphisme
(5.1.10) f,Cous(ang)[b] —~Cous(wnt'§)[a] .

Soit x¢€ f,Cous(ané), x définit (grfce a (5.1.7)) un élément

de f.Hom, o (W &, cous(w @) == Hom, o (£ 1, £, cous(w ).
ny n X
Utilisant le morphisme de fonctorialité
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(5.1.11) W @ — g 1

et (5.1.10), on en déduit un élément de Hom, o (ang-l,Cous(an&))
i.e. un élément de Cous(WHQ§+r)[r]. C'est 1'image de x par (5.1.5).

On va maintenant vérifier la compatibilité de (5.1.5) a 4 .
La vérification est de nature locale au voisinage d'un point x de
codimension m de X . wnﬂi[a] est un complexe dualisant normalisé,
on peut donc appliquer ([17, v 6.5]) pour obtenir 1'isomorphisme
fonctoriel de dualité locale

(5.1.12) (wnfi); —"‘——M(gx’“(wnﬂ;'i),l)

ol I est l'enveloppe injective du corps résiduel de x et ou
désigne la complétion en x .

Soit maintenant y€Y tel que f(y)=x , on a de méme un
isomorphisme

i A r -1 '
(5.1.13) (W @)L == Hom(H} " (W &™), 1)
ou I' désigne l'enveloppe injective du corps résiduel de y .
On est ainsi ramené a& voir la commutativité du diagramme
P {41
(5.1.14) f,,(wnrg)y —_— f,(wnr@ )y

adj‘ ]adj

ML — &M,

qui est claire.

5.2. Cas de la cohomologie logarithmigue.

J'ignore si 1'on peut réaliser le morphisme f, :
* *
Rf'anY,log —_ anxllog(r)[r] 4 l'aide des points fixes par F du
complexe de Cousin de ank .

On remarquera simplement que Milne construit pour X une surface
une résolution flasque (pour la topologie étale sur X) de wnni,log
qui se déduit de la résolution de Cousin de wnf§ en prenant les
points fixes sous F (cf. [29]).
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CHAPITRE III

CLASSES DE CHERN LOGARITHMIQUES

Dans tout ce chapitre, les k-schémas considérés sont supposés

lisses.
1. Classes de Chern logarithmigues.
1.1. ncé du théoréme inci .

Théoréme 1.1.1. Soit n un entier ¥ 1 , il existe une unique théorie

des classes de Chern associant a tout Bx-Module localement libre de
i -

rang r+l (r ¥-1) des classes de Chern ci(E) €H (x'wnn;.(,log)'

i €N , satisfaisant aux conditions suivantes

(1.1.2) (Fonctorialité) Pour tout morphisme de k-schémas . lisses
»*
f:Y — X, on a ci(f E) = f’ci(E) pour tout i€ [O,r+1].

(1.1.3) (Normalisation) Si E est inversible, co(E)=1 et cl(E)

est 1'élément de Hl(x,w f& ) image de la classe de E dans
n X,log

Pic(X) par le morphisme induit en cohomologie par

»
dlog : Gx —»wns‘é'log .

(1.1.4) (Additivité) Pour toute suite exacte de Sx-Modules locale-
ment libres de type fini

Q —+E' =+ E =+ E" —0

et tout i , on a ci(E) = Z : ch(E')cm(E")
h+m=i

1.2. Démonstration du théoréme.

Prouvons 1l'unicité d'une théorie de classes de Chern vérifiant
(1.1.2), (1.1.3), (1.1.4). Soit donc E wun GX-—Module localement
libre de rang r+l1 et soit D 1le fibré en drapeaux de E muni de
sa projection f:D —> X . Comme f est composé de fibrations pro-
jectivgs, le corollaire 2.1.15 de I montre que le morphisme

c X : :
£ : Hl(x,wn(&'log) — Hl(D,wn('é'log) est injectif pour tout i ¥O.
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La classe ci(E) est donc connue 1orsque 1! on connait f c; (E),
c'est-a-dire grfce a (1.1.2) cy (£'E). or £"E est muni 4’ une suite
de composition (Ej)o(j‘r+1 avec rang(E.) = r+l1-j . Par récurrence
sur r , on voit alors grfice & (1.1.4) que

(1.2.1) ¢, (£'E) = 0,(c, (Eg/E;)s..sc (E/E )

ou o, désigne la i-éme fonction symétrique élémentaire.

Comme E./E,, , est inversible pour tout j€ lo,r] , on connait

grfce a (1.1.3) < (E /EJ+1 pour tout jE€ [O,r]. D'ou le résultat.

Définissons maintenant les classes ci(E). La décomposition
(2.1.16) de I appliquée au fibré projectif P = P(E) fournit donc un
isomorphisme

r+1 +1 . X +1-i +1-i v i
(1.2.2)  H(RW T ) = & BTN T o) e (O gy (1)

. 5 tes s r+l +1
Appliquant cette décomposition a cl(@P(E)(l)) EHH(P,W Cg log
on voit que l'on peut trouver de maniére unique des éléments

ci(E)G Hl(x,wnq;'log) satisfaisant aux conditions suivantes

(1.2.3) cy(E) =1, c;(E) =0 si i ) r+1 ,

r+1

r+l-i _
E;g c; (E)e (85 5y (1)) =o0.

Les classes ci(E) seront appelées classes de Chern (logarithmi-
gues) de E .

s

*
Fonctorialité : Soit F = f E , le fibré projectif associé a F
noté P(F) est 1'image réciproque du fibré projectif associé a £
et noté P(E). On a donc

L'égalité de (1.1.2) est trivialement vérifiée pour i=0 et
i ) r+1 , vérifions 1a pour i¢€ [1,r+1). pPar définition, on a

(1.2.5) f:: qQ (c;(E))c (Gp(ﬁ)(l))r+l i.o
i=0

ol gq désigne la projection P(E) —e X .
Soit q' 1la projection p(F) — Y , on a

.- »

(1.2.6) fq =q' £ .
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Appliquant £ a 1'égalité (1.2.5), on obtient

+1 i
(1.2.7) f:: q'.f’ci(E)cl(sp(ﬁ)(1))r+1'1 =0,
i=o0

ce qui par définition prouve que
»
(1.2.8) ¢;(F) = £ ¢;(E) pour i€ [1,r+1] .

D'ou la fonctorialité.

Normalisation : Supposons E inversible, on a alors un isomorphisme
d'ou
(1.2.10) dlog([E]) = dlog([Op(E)(l)])

od [ ] désigne la classe dans Pic(X).

D'autre part, la définition des classes de Chern montre que
1l'on doit avoir

(1.2.11) ¢, (E) + dlog(Op(é)(l)) =0 .

D'ou le résultat.

Additivité : Nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 1.2.12. Soit E un Sx-Module localement libre muni d'une
filtration finie O = Ej «+E, = ...—E = E dont les quo-

+1
tients consécutifs Li = Ei/Ei- (i€ [1,r+15) sont inversibles.

1
Alors on a

(1.2.13) cj(E) = Gj(cl(Ll),...,cl(L ))

r+l

(aj désignant la j-iéme fonction symétrique élémentaire).

Montrons comment 1.2.12 entraine (1.1.4).

Soit h:2 = D'xxD" — X le produit fibré des schémas de
drapeaux D' et D" de E' et E" respectivement. Alors h'E’
-
et h E" admettent des filtrations finies a quotients consécutifs
1Waker+r o (15 G¢emn
(r' = rang(E') et r" = rang(E")). Il en résulte en particulier que

inversibles (Li) respectivement
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*
h E admet une filtration A quotients consécutifs les Li et les Lg.

L'application de 1.2.12 montre alors que
»
(1.2.14) cj(h E) = oj(cl(Ll)'“"°1(L;)'°1(L1)'""cl(Lr")) .

Comme

(1.2.15) aj(xl'""xr'+1't1""'tr"+1) = hz+m=:j o'(xl,...,xr,+1)

Opltyreeerting)

on en déduit que
»*
(1.2.16) c (h'E) = T c (h'E')c_(h'E")
J h+m=3
D'autre part, comme on l'a déjd remarqué, " est injectif, on
en déduit donc (grfice a& la fonctorialité (1.1.2)) que

(1.2.17) c.(E) = Z : (E')c_(E")
J h+m=3j “n m
Venons-en a la démonstration de 1.2.12.

Soit f 1la projection P = P(E) — X . Il résulte de I 2.1.15
que

» i i i i
(1.2.18) £ : Hl(erng;,log) —H (P'wncé.log)

est injectif pour tout i Yo .

Il suffit donc de prouver que

(1.2.19) f£ cj(E) = f oj(cl(Ll),-..,cl(L ))

r+l

soit encore, utilisant la fonctorialité (1.1.2)
- o » * ))
(1.2.20) Cj(f E) = j(cl(f Ll)""'cl(f Lr .

Pour tout i€ [1,r+1], 1'inclusion E;, « E définit un épimor-
phisme E —» E, . On posera V, = P(éi). On obtient ainsi une suite
de sous schémas fermés de P

(1.2.21) X —’Yl h-...‘——»Yi hO..._‘Yr+1 =P .

On notera °j i 1'immersion fermée canonique Y, — Yj
’

(1{i{3j¢€r+1). 11 résulte alors du lemme ci-dessous que Y, est

par un idéal inversible isomorphe a
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(1.2.22) of. .. (£ ("

r+l,i+1 ) ® Sp(-1)) .

i+l

Lemme 1.2.23 (SGA 5, exp. VII, Lemme 3.1.6). Soit

O~ —>E —>F —> 0 une suite exacte de Gx-Modules locale-

ment libres. Alors la suite 0 — L®g S(E) —3> S(E) —> S(F) — 0
X

dans laquelle v désigne le morphisme évident et u 1le morphisme de

A

degré 1 correspondant a l'inclusion de L dans -E est exacte.

On va alors montrer par récurrence croissante sur i que

(0 4r,3) (]T(1 e (£7(L)B6,(-1)) =

Dans le cas i =r+l1 , (1.2.24) s'écrit

(1.2.24) (« ).

r+l,i’*

* Vv
(1.2.25) 'I;T c,((£L)®6,(-1)) =

soit encore
* VvV
(1.2.26) 'ET(cl(f L) + ¢ (8,(-1))) =0 . «

En développant cette égalité, on voit (par définition des
ci(E)) que les ci(E) sont les fonctions symétriques élémentaires
en les cl(Li).

Prouvons donc (1.2.24). Pour i=1 , on remarque que, Y1

s'identifiant & X , on a un isomorphisme

(1.2.27) o ,  (£L)) =6, (1)

r+l,1 Yl
soit
* L ] v
(1.2.28) ar+1'1(f (L1)®°P(-1)) -—osyl —-ex ,

d'ou l'assertion (1.2.24) dans ce cas.

Supposons (1.2.24) prouvé pour i et prouvons 1la pour i+l .
On posera N = || c (f.(L;)g’Bp(-l)). L'égalité (1.2.24) pour i

it
'é i =
s'écrit (car @,y 4 = ®54),i%%+1,i41)
- -
(1.2.29) (e, 4)el@iyy,i0e0054y,3) (Opyy,i41) () =0
Utilisant la formule de projection II (2.2.6) pour oi4l,i et
4

la compatibilité entre classe de Chern et classe de cycle II (2.5.2)
pour @, 4 (Yi étant défini dans Y4 Par 1'idéal inversible

1
(1.2.22)), on obtient
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* * * Vv
(1.2.30)  (opyg, 5420w l(00pgg, 340) (Mg 54y) o (F L 88 (-1) =0.

D'ol le résultat.

Ce qui termine la démonstration du théoréme 1.1.1.

Remarquons que cette démonstration est (unefois établi les
résultats et compatibilités concernant le morphisme de Gysin)
entiérement formelle et analogue & celle donnée dans [13].

Corollaire 1.2.31 (i) Les classes de Chern d'un produit tensoriel ou
d'une puissance extérieure s'expriment au moyen des polyn8mes univer-
sels explicités dans [SGA 6, 6.11.

(ii) En particulier, si E est un Gx—Module localement libre

de rang r+l , on a cl(E) = cl(Ar+1E) .

(iii) Pour tout entier i et tout @x-Module localement libre
Yy o_ (_q1yi
E, on a ci(E) = (-1) ci(E).

Démonstration : Une fois utilisé le "splitting-principle", la démons-
tration est entiérement formelle (cf. SGA 5, VII, 3.7).

2. Variantes et compatibilités.

2.1. Comparaison avec les classes de Chern cristgllines.
. v . . s .
Le morphisme d'injection canonique wnni,log( i) — wnqx
induit en cohomologie un morphisme

. i i i . ~ i
(2.1.1) H (x,wnrz)‘('log) — 12 (x,wnnx) =~ g2 (X/Wn) .

cris

. ¢ . i
L'image des classes ci(E) Hl(x,an;'log) dans H2

cris(X/Wn) sera

encore notée ci(E).

D'autre part, Berthelot et Illusie ont défini dans [4] des
€ gt . - -
classes de Chern gi(E) Hirls(x/wn) pour tout Gx Module 1locale
ment libre de type fini E . Il y a donc lieu de comparer ces classes

c;(E) avec les classes c,(E).

L'isomorphisme I (5.1.3) fournit une décomposition canonique

r v- . 3
(e) = @ ®mIZElixm).g (0,01}

(2.1.2) HJ ;
i=0 crais

cris
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o P = P(é) est le fibré projectif associé au dual d'un Gx-Module
localement libre de rang r+l .

Comme 1'isomorphisme
3 ~, gl .
(2.1.3) H (XM ) == B (X,W Q)

cris

induit par 1'isomorphisme canonique de comparaison (Thm. 1.4 de {21])
2.1. R 6 = W &

( 4) VXM XM T n%

est fonctoriel, pour voir que le diagramme suivant est commutatif

p)

(2.1.5) w . (em) ~ w0

j=-2i i =, j-2i
2 HD (o (XM ). (6,(1)) 16_90 H (X, W ) .c (6, (ant

il suffit de voir que gl(sp(l)) a pour image c,(6,(1)) dans

Hiris(P/wn) ce qui a été vu au numéro 5 de I.

Comme les c;(E) sont obtenues par la relation

(2.1.6) gO(E) =1, gi(E) =0 pour i)r+l,

+1

=0 .

g (E)g, (8p 5y (1)) T2

= P(E

On voit que l'on a bien coincidence entre gi(E) et ci(E).

Remarque. On prendra garde au fait que dans [4], le théoréme de
structure des fibrés projectifs est appliqué & P = P(E) et que par
suite, il s'introduit des signes dans la décomposition (2.1.2) si

1'on veut obtenir la colncidence entre gi(E) et ci(E).

2.2. h ie d'un é de drapeaux.

Soit E un @x—Module localement libre de rang r+l . Soit

d'autre part, une suite (pl,...,pm) de m entiers strictement
positifs vérifiant 1'égalité Pyt...+p; = r+l . On notera S le
schéma des drapeaux de type (pl,...,pm) de E et g:S —e X le
morphisme structural. Le Gs-Module g"E est alors muni d'une fil-
tration canonique finie O = F e Fm. —, , > FO = g'E pour

laquelle le quotient E. = F, /F. (1 \<11 {m) est localement libre

i-1
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de rang pi .

On définit un morphisme d'anneaux

* * * *
(2.2.1) © : H (x'wnﬂk,log)[Tiji]1£i$m.1<ji&m — H (sW R )

» * * *
1
en convenant d'envoyer H (X,qux'log) dans H (S'wn‘%,log) par

1'application g" et Tij sur la j-iéme classe de Chern <4 (Ei)
i i

de E, .

i

Pour tout entier i , on déduit (par récurrence) de l'additivité
(1.1.4) que

*

(2.2.2) ci(g E) = ) . < (El)...ci (E;) -

i +...+1i_=i
11 lm 1 1 m

Ceci, joint a la fonctorialité (1.1.2) montre que ¢ s'annule

viae * * ,
sur 1'idéal Jy de H (x'anX,log)[Tiji]1€i$m,l$ji{m engendré par
les éléments
(2.2.3) c.(E) - 2 : T,. «..T .

1 ipheoob =i . my

pour i variable. D'olu un morphisme d'anneaux
~ * »* * *
(2.2.4) © : H (x'anX,log)[Tiji](i.ji/Jx — H (S0 R )

Théoréme 2.2.5. Le morphisme % est un isomorphisme. En particulier
»* * * »* N

H (S'wncg,log) est un H (X,wnf&,log)—Module libre de rang

r!/(Pll...pm!).

Démonstration : Elle est entiérement formelle et identique a celle

donnée dans SGA 5, exp. 7, Prop. 5.4.

Terminons ce chapitre par une question : supposant X propre
. . igyn wd i o _ < i
(et lisse) sur k , a-t-on A (X)NH (x'wnﬂi,log) {0} ou A*(x)
désigne le sous-module de Hl(x,an; log) engendré par les classes
c;(E) pour E un 6 -Module localement libre de rang fini et ou
i i [0} s . . . i i
Hl(x,wnﬂ;'log) désigne la partie unipotente de Hl(x'wnc§,log)

(cf. [23, 1v 3.3]) 2
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Appendice :

Classes de Chern a supports.

Nous allons briévement indiquer comment on peut appliquer la

construction de classes de Chern a supports de Gillet (cf. [12])
dans le cas de la cohomologie de Hodge-Witt logarithmique.

2.3. Rappels.

2.3.1. Si X est un espace topologique et G un faisceau de

groupes sur X , on note B le topos classifiant de G . La caté-

G
gorie des objets abéliens dans B, est équivalente & la catégorie
des Z[Q]-Modules. Si F est un tel objet abélien, la G-cohomologie
de F est

i

(2.3.2) H'(XGE) =R (G = Betyr )(ZE)

ou Z est le faisceau constant avec action triviale de G associé

a

a T.

2.3.3. Si X est un schéma régulier et Y un sous-schéma fermé
(non nécessairement lisse) de X , on a (cf. [123) un isomorphisme

(2.3.4)  KI(X) «= KL(Y)

ou K{(X) désigne la K-théorie a support dans Y (cf. [12)) et
K,(Y) 1la K-théorie de la catégorie des faisceaux cohérents sur Y.

2.4. Le théoréme principal.

Théoréme 2.4.1. Pour toute représentation p : G — GL(F) de G
dans un Sx-Module localement libre F , il existe une unique

a ] . E . . .
théorie de classes de Chern cl(p) Hl(x,g,wnf§'log) vérifiant les
axiomes suivants

(2.4.2) Fonctorialité : si f:Y — X est un morphisme entre
k-schémas lisses et p une représentation comme ci-dessus sur X

et si g est un homomorphisme L — f'g de faisceaux en groupes
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sur Y , on a
* * »
ci(f (p)eg) = g (£ ci(p)) .

(2.4.3) Normalisation : pour toute représentation comme ci-dessus,
ona c4(p) =1.

(2.4.4) Additivité : si
0 — (p',F') — (p,F) — (p",E") — O

est une suite exacte de représentations du faisceau en groupes G ,

on a ci(p) = mg%;i cm(p )cq(p").

Démonstration : Vu ce que 1l'on connait déja sur la structure de la
cohomologie de Hodge-Witt logarithmique d'un fibré projectif, il est
trés facile de recopier les constructions de Gillet ([12]. Chap. 2)

en prenant garde au fait qu'il travaille avec la topologie de Zariski.
Il faut donc remplacer son I'(i) par R"an§,1og ou e:X , =X, o
est le morphisme canonique de topos. Les variantes simpliciales ne
posent pas de problémes.

2.5. Classes de Chern & supports.

. Y .Y i~ i

On va construire des classes ci,j : Kj(x) — H; (x'wng;,log)'

I1 suffit 13 encore de paraphraser Gillet (loc. cit.). Soient ¥X(-,-)
le foncteur de Dold-Puppe et %, 1le foncteur de complétion de

Bousfield et Kan. On a un isomorphisme (cf. [12))

-3 _ : N iej :
(2.5.1) H (x,z,,x(l.m,wn@’log)) ——-I-¢ (x'wnr&,log) .

Pour définir les cf 5 on procéde alors comme dans le
diagramme p. 229 de [12]. On observe que les classes de 2.4 permettent
de construire des morphismes de faisceaux simpliciaux

(2.5.2) ¢, : B.GL(8,) —= x(;,nc,wnrz;’log) .

Le morphisme cz 5 est alors le composé du morphisme canonique

K’j{(x) — (X, Zx Z,(B.GL(6,)), de HJ)(Z,C,) et de 1'isomorphisme
(2.5.1).

Proposition 2.5.3. Soit f:Y — X un morphisme de k-schémas
lisses avec 2 un sous-schéma fermé (non nécessairement lisse) de

X , on a alors un diagramme commutatif
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—e i3
(2.5.4) x?(x) = ré (x,wnri'log)
* i'j »
£ 1 lf
-1 .
£ 7(2) -3 i
7 Bm
ci.j(Z)
Démon ion : cf. Gillet ([12], Lemma 2.23). -

Remarque. Lorsque Y=X et Jj=0 , on retrouve bien entendu les
classes précédentes. .

70




CHAPITRE IV

APPLICATIONS

1. Cohomologie d'un éclaté.

1.1. Cohomologie de Hodge-Witt d'un éclaté.

Soient X un k-schéma 1lisse et i:Y = X une immersion

fermée lisse définie par un idéal J . On notera X' = Proj( @ J")
n
l'éclaté de X le long de Y . On a un diagramme cartésien fixant

les autres notations

(1.1.1) Y' ey X'

Y‘—i—*x.

Ona Y =YX X =0 (J/%), et J.0, =6,,(1) est 1'idéal défi-
nissant l'immersion fermée j. fsx,(l) = Gy,(l) est le faisceau
canonique sur le fibré projectif Y'.

On va calculer Rf,an*..

Pour tout morphisme h:2Z — T de k-schémas lisses, on pose
(1.1.2)  R'h,WQ; =: RHom(® «— R, W +— wep) [-1)] T .

C'est un objet de la catégorie dérivée de la catégorie des
R -Modules notée D(RT-Mod) ou l'on a considéré (wﬂé , wﬂ% '
WQ, — h WQ)) =: (wf% +— WQ;) comme module sur le topos Top(h)
de la fléche h ([19), 4 du Chap. III) annelé par (Rz -— RT) :=
(Rz + Ry s Ry — h.Rz). On dispose donc d'un triangle distingué de
D(Ry-Mod) (cf. Prop. 4.9 du Chap. 111 de [19))

(1.1.3) R'h Wy,

SN
W Rh WEY,

dépendant fonctoriellement de h .

7
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Le diagramme (1.1.1) induit un morphisme dans D(Rx—Mod)

(1.1.4)  RewQ, — i, R'g W0, .

Théoréme 1.1.5. (1.1.4) est un isomorphisme.

Avant de démontrer ce théoréme, montrons comment il permet de
calculer Rf,wﬂk..

D'aprés II 2.7.1
(1.1.5) £,£ =14
puisque f est birationnel. On en déduit donc un isomorphisme
(1.1.6)  REMQ, -~ W® R'EWQ, .

D'autre part, I 4.1.11 montre que 1l'on a un isomorphisme dans
D(Ry~-Mod)

+ . o :
(1.1.7)  R'gwq, = wey (-3)[-3] .
j’0
Le théoréme 1.1.5 montre donc que l'on a un isomorphisme

(1.1.8) REwWQ, == ©  wi(-j3)[-3) .
% jY0 ‘E ’

Par suite
Théoréme 1.1.9. On a un isomorphisme canonique dans D(RX-Mod)
(1.1.10) REWQ,, =Wl ® © i wl(-j)[-3) .
* nx ‘3( j)O * RI
Corollgire 1.1.11. On a un isomorphisme canonique dans D(ank-Mdg)
(1.1.12) RENW Q, =W O @ je;O i R (-35)[-3) .

a

[
Démonstration : Il suffit d'appliquer le foncteur R ®R (=) a
l'isomorphisme (1.1.13) et d'utiliser 1'isomorphisme I 4.1.15.

Venons-en a la démonstration du théoréme 1.1.5. Soit C 1le
cBne de (1.1.4), il s'agit de montrer que C=0 . On va pour cela
utiliser le m@me procédé que pour démontrer I 4.1.11. Il suffit donc
de prouver, grfce a I 4.2.1, que

(1.1.14) Rl &R cC=0
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'8
i.e. que R, ®R (1.1.4) est un isomorphisme.

Considérons alors pour tout morphisme h:2 —+ T de schémas
sur une base arbitraire S 1le module (l’l;,fli,,h'(l}. — Q;) sur le
topos annelé Top(h) (annelé par (0, +— 0Og):= (0,00
on pose

T — h,oz)'

T

(1.1.15) R'n,@ = RHom(0 «— 0, & «— ah)[-1]|r . -

C'est un objet de la catégorie dérivée de la catégorie des
GT-Modules notée D(GT-Mod). On dispose comme en (1.1.3) d'un
triangle distingué dans D(GT-Mod)

R*n, @
/N
G — G

dépendant fonctoriellement de h .

(1.1.16)

T.e morphisme (1.1.1) induit donc un morphisme
(1.1.17) R+f,ff". —-»i“R+g,(§. .
L'isomorphisme I (4.1.15) montre que l'on a des isomorphismes
(1.1.18) R, ® R'f W, == RYE.Q
o 1 R »* QX' 'QX'
(1.1.19) R, ® R'gWQ., == R'g.Q
1.19) R, 8 Rig Ny, CICA

[
On voit donc que R, ®R (1.1.4) sera un isomorphisme si
(1.1.17) en est un pour tout i YO .

1.2. Cohomologie de Hodge d'un éclaté.

On peut partir d'une situation un peu plus générale que celle
décrite par le diagramme (1.1.1), a savoir la situation analogue ou
l'on considére les schémas en présence définis sur une base un
schéma arbitraire S . On notera, pour tout S-schéma T , Q% le
complexe de De Rham de T/S . On veut donc prouver que (1.1.17) est
un isomorphisme. Vu la définition des deux membres, il suffit pour

cela de prouver le théoréme suivant :
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Théoréme 1.2.1. Pour tout i€N et tout g’1 , les fléches natu-
relles

(1.2.2) o — g0,
(1.2.3)  ’le,@ — 8%,

sont des isomorphismes.

Dé st ion : On remarque tout d'abord que si h: Xl —> X est
un morphisme étale, le carré cartésien défini par 1'éclatement de X,

*
le long du sous-schéma fermé défini par J1 = .'.l'.Ox = h J se déduit

1
de (1.1.1) par le changement de base h et que (& = h*(& et de
1

méme pour Yl R xi ' Yi puisque h est étale.

Si 1l'on prouve le théoréme 1.2.1 pour un éclatement, il sera
donc vrai pour tout autre éclatement défini par un changement de base
étale X1 — X . La question étant locale au voisinage de Y , on
peut donc supposer que X = S[tl""'ts’xl""'xr-"l] et Y défini

par les equations X, =...= x]:__',1 =0 . Posons Z = S[xl,...,xr"_ll ’
on a alors X =YXZ (Y ial‘l\;).

Le carré (1.1.1) est le produit par Y du carré cartésien

(1.2.4) PFP=7 —— 32

g <

s ={0} ——2z
défini par 1l'éclatement de la section nulle de 2 . On a donc

(1.2.5)
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Les morphismes (1.2.2) et (1.2.3) sont donc sommes, pour 3j YO ,
des morphismes respectivement

(1.2.7) Q8 (@ — £,879)
et
(1.2.8) o) ® (R, A7 — i,8%,07)) .
I1 suffit donc de prouver le théoréme 1.2.1 dans la situation

(1.2.4) on peut donc supposer Y=S§S .

Considérons la filtration de Koszul de Q;.

(1.2.9) Filjsz}. = Im(f’ﬂ,j(G’ &’&Tj —_ Sli.) .

Lemme 1.2.10 i) On a une suite d'inclusions

0= Fili”rsi(. c Fi1i5§.c qi(.(i-l) c Fili'ltgi(. c Qi.(i-z) c...c
rilla, c @, .

ii) Posons Filj+(1/2)ﬂi. = n;.(j)- On a des isomorphismes
canoniques

a) grjfg‘(. - fé?l(j) (3 entier, 1{j<€i-1) ,

b) grj”l/z)‘&.. éfi.(j) (j entier, 1< 3j¢i-1)

o) £ == rirtel,

a) @&, rinlad, = o,
Démonstration : Rappelons tout d'abord que X' est le sous-schéma
fermé de P. défini par les équations X;y.=Xsy; = 0, ou

X s IR o S

(yl""'yr+1) sont des coordonnées homogénes sur P et que la

x ’
trace de X' sur l'ouvert affine de P; défini par yi#(J est
' s r . .
1'espace affine S‘zl'""zi—l'xi'zi+1'""zr+1] , la projection

flx'ﬂ Ui étant alors induite par 1'homomorphisme d'anneaux
X, > X; xj — xizj (j#1i). Il.suffit de vérifier les inclusions
de i) sur chaque Ui , et quitte & faire une permutation de coor-

2”"'dzr+1)
forment alors une base de q;.iulﬂ X', et l'application canonique

»
b4 Q§ — Q; , est donnée, en restriction a U

données, on peut se borner au cas i=1 . (dxl,dz

; ¢ par dx1 — dx1
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dxi — X dz ~+z dx (17 1). C'est donc une application 1n3ect1ve.
Il en est donc de méme de sa puissance extérieure f ﬂi — q;.
d'ou ii) ¢).

D'autre part, la restriction de Ox.(l) a x'n U, est 1'igéal
principal (xl) et Y'N U1 est l'ouvert affine de P; de coordon-

).

Cette description rend évidentes les inclusions de i) et montre

nées affines (zz,...,zr+1

que la projection naturelle ﬂ;. —_— ﬂ;, induit 1'isomorphisme ii) d).

a

Reste 3 prouver ii) a) et ii) b). Considérons pour cela la suite

exacte de 6,,-Modules localement libres de type fini
(1.2.11) 0 — I/T? — @, 86, — @, — 0

ou I = Sx,(l).

On en déduit une suite exacte
2 -1 . .
(1.2.12) 0 — I/1°0 Q7" — @, 86, — &, — 0,
soit, en tensorisant par @x.(j-l)

(1.2.13) 0 — @715 - &, (3-1)/%, (5) — K. (3) — 0

(od 1'on a identifié canoniquement I/12®(¢-1 et ('QTl(l)).
La fléche ¢ est la fléche qui, sur l'ouvert Y'N U , envoie

xgdz. ... dz -1 Sur xJ 1dx dz ... dz . L' 1mage de ¢ est

I Ji 1 J1 :'i_1
donc FilJf§./ﬂ;.(j). ce qui prouve a) et b) et conclut la preuve de
1.2.10.

Terminons la preuve de 1.2.1. D'aprés 1.2.10 ii) a) et ii) b)
et (SGA 7, X1 1.1), on a

(1.2.14) Rfgri@, =0 pour 1{j{i-(1/2).
D'autre part, d'aprés (SGA 6, VII 3.5), on a un isomorphisme
(1.2.15) Sx — Rf.&x.

ce qui joint & ii) c) montre que

(1.2.16) REFiLIQ, = @ .
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Les inclusions du lemme 1.2.10 i) et ii) d) prouvent donc que
l'on a un triangle distingué

(1.2.17) 1,Rg, &,

D'ou le théoréme 1.2.1 en prenant la suite exacte longue de

cohomologie correspondante.

1.3. Cohomologie arithmique d'un éc é.

Reprenons la situation décrite par le diagramme (1.1.1).
Appliquant le foncteur R"Hom" p.(wq*/p',-) a4 l'isomorphisme de

Rx/p'—pro-Modules
(1.3.1) RENQ,/p" <> WQ/p" © ® i Wy /p(-1)[-i)
i’0
déduit de (1.1.10) par application du foncteur (-)/p° , on obtient le

Théoréme 1.3.2. On a un isomorphisme canonique dans
*
D(W. - -
( Qx,log pro-Mod)

* »*
(1.3.3)  REMW.Q, oo S W0 ) ® i?

Démonstration : Il suffit d'appliquer I (3.2.6), (3.2.8).

. i,w.Q;’log(-i)[-i] .

. *
Corollaire 1.3.4. On a un isomorphisme canonique dans D(wnnx,log-MOG)
1.3.5) REN Q =ew @, ® @ iwQ ,  (i)[-i]
(1.3. M 1og 2%, 1og B My, 10g -

Démonstration : Il suffit de tensoriser l'isomorphisme (1.3.3) par
A
Z/p" ® (-) et d'utiliser 1'isomorphisme I (1.3.4).

Corollaire 1.3.6. On a, pour tout Jj , un isomorphisme de Z/pn-Modules

Iy * ~oudixw O
(1.3.7) HI(X .wnﬂx.'log) ;! (x'wno)(,log) ® @

j-i .-
H (Y,w
1>O ‘ n‘\’,

i
log)
Cs oxendox w . ® 1 . s
qui & x€HI(X', nQX',log) associe f,x @ j (I:f f,)(x), 1'isomor-
phisme réciproque étant donné par (x,x') — f x+x' (on a identifié
3-i i . L
Ker(£f,) et ;?0 H (Y'wnnY,log) grice a j ).
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Démonstration : Il suffit d'appliquer le foncteur Hj(x.-) a
1'isomorphisme (1.3.5).

2. Formule de self-intersection.

2.1. Soit i:Y <« X une immersion fermée lisse de codimension
r+l . On notera J 1l'idéal de Ox définissant Y dans X et N

le faisceau localement libre J/J2 .
* *
P €
Théoréme 2.1.1. Pour tout y€¢€H (Y'anY,log)’ on a

(2.1.2)  i'i,(y) = yo () .

Démonstration : Elle va nécessiter plusieurs préliminaires dont 1le

Lemme 2.1.3. Soit F 1le @Y.-Module localement libre défini par la
suite exacte

(2.1.4) 0 —=F —s g'N —> 6,,(1) — 0
on a alors
(2.1.5) g,(cr(f')) =1 .

a

Démonstration du lemme : Elle est formellement identique a celle de
(SGA 5, VII, B8.4.1). L'additivité des classes de Chern, appliquée a
la suite exacte (2.1.4), fournit 1l'égalité

(2.1.6) g (c(N)) = c(F)(1+c,(6y,(1))
ou l'on a noté c(N) = ;go ci(N)€ H'(Y',Wnﬂg.llog).
On en déduit donc

(2.1.7)  e(F) = g (c(M)(1+c (6,,(1)7}
d'ou

r-i_* r-i
(2.1.8) c_(F) = o)(?ir (-1)F7 g (e (M) (e, (64, (1))

Comme g, diminue les degrés de r et que, d'aprés II (2.6.2) on a
g.(cl(Gy.(l))r) =1, on en déduit (2.1.5) en utilisant la formule de
projection II (2.2.6).
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On en déduit en particulier que (en utilisant la formule de
projection)

(2.1.9)  g,(g (y)c (F)) =

Lemme 2.1.10. Soit N 1le complété projectif du fibré normal de Y
dans X . On notera s:Y « N 1la section canonique de la projection
canonique g9,: N — Y . Alors

(2.1.11)  5,(1) = c - g3 (e  (Me, (8(1))F 11
i=0
ou F. est défini par la suite exacte

1

*
0 —F, -——gl(N@SY) —_— 9&(1) — 0

* v * *
(2.1.12) s s (y) = yc (N) pour tout y€H (Y'anY,log) .

r+l1

* v * *
(2.1.13) s (2) = g, (zc _,,(F,)) pour tout z€H (N'wnﬂk,log) .

r+l

Démonstration : L'égalité du premier et du second membre de (2.1.11)
n'est autre que le lemme 3 de [13]. L'égalité des deuxiémes et troi-
siémes membres est 1'équivalent de (2.1.8).

Pour (2.1.12), on remarque que l'on peut supposer y=1 puisque
»* » *
(2.1.14) s s (y) = s's,(s'gz(y)) =s (s,(s'gly)) = ys's,(l)

grice a la formule de projection 2.2.6 (s.gI = 1d).

Il s'agit alors de prouver que s (c (Ga(l)) = 0 . On remarque

alors que si @ :V(N) —— N désigne 1' 1nc1u51on canonique, on a

(2.1.14.1) o (c (04(1)) = c, (8§ =0

V(N))

car o G&(l) = OV(N) .

Prouvons (2.1.13). De la suite exacte définissant F, résulte

que

(2.1.14.2) cl(Gﬁ(l))cr+1(F ) = (g N€>B&) =0 .

1 Cr+2
r+l
On écrit alors Z g (a )e (Bﬁ(l)) . De (2.1.14.1) résulte
- » v
que sz =aj . (2.1.14. 2) montre que zc r+1(F ) = gl(ao)cr+1(F1).

D'ou le résultat grfce a l'analogue de (2.1.9) pour g, -
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Pour terminer la preuve de (2.1.2) nous allons avoir besoin des
constructions suivantes. On note u:X — 2 = xka]](‘ le morphisme
t —> (t,0), on voit Y comme un sous-schéma de 2Z grfce au mor-
phisme il=ui . On éclate Y dans 2Z , on obtient donc un diagramme
cartésien

(2.1.15) ' E= Py (N®6,) complétion

-— 2

2
9; lfl projective de V(E)
Z

w

L a—
D a4
i
1
fixant les notations. On notera s:Y «» E le méme morphisme que

dans 1'énoncé 2.1.10.

L'inclusion Y &+ X permet d'identifier yxel =w 4 un sous-

k
schéma fermé de 2Z . On note W' le sous-schéma de 2Z' éclaté de W
le long de Y ® Yx{0} . Le morphisme canonique £,:W —s W est
donc un isomorphisme. On fixe les autres notations relatives a3 W'

par les diagrammes

(2.1.16) I =——-—z'

A

f1
Idl 9, zlfz
Z
Y e W o
Y
(2.1.17) N = Z'

A

yh—i——»x u

Lemme 2.1.18. Avec les notations précédentes, on a les relations

(2.1.19) 37(B,(1)) = c_,, (F})
(2.1.20)  37(v (1)) = c,(84(1))
(2.1.21)  £u,(1) = 3,,(1) + v, (1) .
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Démonstration : Comme j1 et B (resp. j1 et V) sont transver-
saux, on a

L}

(2.1.22) §;8,(1) = s,(1)

[}

(2.1.23)  §iv,(1) = w,(1) .

Les égalités (2.1.19) et (2.1.20) proviennent alors de (2.1.11) et
de la compatibilité entre classe de cycle et classe de Chern. Pour
(2.1.21), on remarque simplement que 1l'idéal inversible définissant
f;l(x) dans 2' est le produit tensoriel des idéaux inversibles
définissant X' et N dans 2Z' respectivement et que N et x'

sont Tor-indépendants dans 2Z'. D'ou
*
(2.1.24) flcl(Gz.(X)) = cl(sz.(x )) + cl(Gz.(ﬁ)) .

La compatibilité entre classe de cycle et classe de Chern donne la
formule (2.1.21).

* A *
Lemme 2.1.25. Pour tout y€H (N'wnnﬁ,log)' on a
v -'- -
(2.1.26) cr+1(F1).3131.(y) =0.

Démonstration : L'élément y admet une unique décomposition

r+1 ;4 . i
(2.1.27) y =) _ a;c, (84(1))" = 1 a; (v (1)) .
i=0 i=0 !

La formule de projection pour le morphisme j1 et 1'égalité
I3 . v — . .
évidente cl(sﬁ(l))cr+1(F1) = O implique que

v ¢.- vy ,’.
(2.1.28) cr+1(F1)3131.(y) = cr+1(F1)3131.(a0) .

“ -
On est donc ramené au cas ou y est de la forme g,(a). On a
une unique décomposition

- * I+l - 1
(2.1.29) 3,3;.(g,(a)) =1 g,(b)c,(6a(1))" .
1=0

Utilisant que cl(gﬁ(l))cr+1(F1)'= O , on voit que l'on est

ramené a& voir que g (b.)c_,.(F.) = O . On va voir que b. =0 .
1'°0'Cr+1 51 q 0

(2.1.29) se réécrit
.Q_ -» _ - ..
(2.1.30) 3131'(gl(a)) = gl(bo) + z.jlv,(l) .

On applique alors jl. et 1'on utilise la formule de projection

puis (2.1.21), on obtient 81
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(2.1.31)  3,,9;(b)) = 3,,9;(a).£1u,(1) = v,(1).[3, ,9;(a)+3 ,(2)] .

Soit alors 0 : le(xx{l}) «— 2Z' 1l'inclusion canonique. Elle
vérifie qu*(l) = 8,(1) puisque les idéaux inversibles définissant
xx{0} et xx{1} dans 2 sont isomorphes. On en déduit que

(2.1.32) jl,gz(a).fzu,(l) =0

* *
puisque 1l'on peut considérer jl,gl(a) (resp. flu,(l)) comme un

i1 * oW ) * (z'.w Q) )) et
élément de Hg(2', nOZ',log (resp. H ' nn*z',log e

£ (1))
que NN le(xx{l}) =9 .

Par un argument de méme nature, on voit que
(2.1.33) 87v, (1) =0
car W'NX' =¢ . D'ou

» *

(2.1.34) 8 3j,,9,(b)) =0
gréce & (2.1.31)

B et j1 étant transverses, on en déduit
6 " » ) 5
(2.1.35) 0 =5,s g (b)) =b,(b,) .
D'oud, en appliquant fo
(2.1.36) 7,(by) =0 .

Soit b0=0 puisque 7, est injectif (puisque 7Y admet une
rétraction évidente).
Terminons la démonstration de (2.1.2). Soit pr:Z — X 1la

- -
premiére projection, de sorte que i = proi, . On pose x = pr i,(y).

1
On a

(2.1.37) i'i(y) = i](X)
et (2.1.9) donne
(2.1.38) i'iy) = g, Qo7i (R)ee  (F)] = g [31e () e, (B .

» -
Soit alors ¥ = B,fzpr Y . Le théoréme de structure de la coho-
mologie d'un éclaté montre que l'on peut trouver u' et u" tels que
82




APPLICATIONS

*
(2.1.39) » = £u' + j 0"

* * * * -
avec f, . =u'. 0r £ = fl,ﬂ,fzpr y=of,fpry=x.

Reportant cette derniére égalité dans (2.1.39) puis dans (2.1.38),
on voit que (utilisant (2.1.26))
S, . v . *
(2.1.40) i, (y) = g 03, e (FDT = 875 ()
(la derniére égalité résultant de (2.1.13)). On remarque alors que
‘i .* »* * * _* *
(2.1.41) 3, (u) = jlﬁ*fzpr (y) = s,b fpr (y) = s, (y)

puisque P et sont transverses.

jl
D'ou (2.1.2) grfce a (2.1.12).
Corollaire 2.1.42. Sous les hypothéses du théoréme 2.1.1, on a

(2.1.43) i,(x)i,(y) = i,(xyc_, (M) .

r+l1
Démonstration : La formule de projection II (2.2.6) entraline
(2.1.44) i,(x)i,(y) = i,(xi"i,(y)) ,

d'ou (2.1.43) gréce a 2.1.1.

* »*
Proposition 2.1.44. ("formule-clef") Pour tout y€H (Y'anY,log)'
on a

’- . * v
(2.1.45) £ i (y) = j,.(g (y)cr(F)) .
Démonstration : Comme f£,j, = i,g, , on en déduit de (2.1.9) que
. . g v
(2.1.46) i, (y) = £.3,.(g (y)cr(F))
D'aprés 1.3.6, on a
» v -
(2.1.47) 3j.(g (y)cr(F)) = f x+x' avec fx' =0.

On va voir qu'en fait, x' =0 . Il suffit de montrer que
j.(g'(y)cr(F))E Im £ . or, d'aprés 1.3.6, ona Im f =Ker(j (l-f'f,)L
On a, compte tenu de (2.1)

(2.1.48) 3 (1-£ £,)(3,(g (e (F)) = 373,00 (y)c (F)) -9 i"i (y) .

Utilisant que 3j est de codimension 1, on déduit de II (2.2.11)
83



M.

GROS

(2.1.49) 373,00 (e (F)) = g"(y)e (Frc (8, (1)) .
Ce qui joint & la formule de self-intersection permet d'écrire
* » * » *
(2.1.50) 3 3,(g (¥)e (F) =g i i,(y) = g (y)ec (Fle (8,,(-1) -
* v
g (°r+1(N))]

Cette derniére expression est nulle, car 1'additivité des
classes de Chern sur la suite exacte (2.1.4) fournit

(2.1.51) =g (c (M) = c_(Flc, (8, (1)) .

On peut donc supposer x'=0 , on applique alors £, a (2.1.47).
Comme on a f,f’ = I1d , on voit que x = i(y), d'ou (2.1.45).

3. Classe de n et classe d .
3.1. On suppose que X est un schéma quasi-projectif.

Proposition 3.1.1. Soit Y un sous-schéma fermé (non nécessairemenf
lisse) irréductible de X , on a

(3.1.2) (3,80) = (-1)7rl cl(y/x) €E L (x,m &* )

Cr+1 ,log

(r+1 = codim(Y)).

Démonstration : Les éléments en présence dans (3.1.2) sont images
d'éléments appartenant (par définition pour la classe de cycle et
grice a 1'appendice du chapitre III pour la classe de Chern) a
H§+1(x,wn tiog) par le morphisme canonique d'oubli du support.
Ce groupe de cohomologie a support ne dépendant que de la partie
lisse de Y , il suffit de démontrer (3.1.2) lorsque Y est lisse,

ce qui va résulter du

Théoréme 3.1.3. ("Formule de Riemann-Roch sans dénominateurs”)
Pour tout 6 ,-Module localement libre de rang €(G), on a

Y
. i r+1
(3.1.4) cq+1(1,G) =i, q+1(E(G).c (G),....c c(Glic (N),...,cq_r(Nn
pour tout g€N ou ;Ii('l‘ ""'Tq -r Ul""'uq—r) est un certain

polyn8me universel a coefficients entiers dont la définition est
rappelée dans ([24, 1.1)).
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La proposition 3.1.1 résulte de 3.1.3 appliqué appliqué au cas

G=6, , g=r . En effet, on a prtl - (-1)%r1 .

Y g+l
Démonstration de 3.1.3 : Elle est pratiquement identique d la formule
de Riemann-Roch dans 1'anneau de Chow donné dans [24]. Nous ne men-
tionnerons donc que les points qui différent. On garde les notations
de [24] , qui sont compatibles avec les ndtres.

i) On n'a pas directement fzu*(l) = J,.(1) +v,(1) " comme dans
1l'anneau de Chow, mais dans notre cas, il suffit de remarquer que
1'idéal inversible définissant fIl(x) dans 2' est le produit
tensoriel des idéaux inversibles définissant X' et N dans 2’
respectivement

(3.1.5)  £c,(8,,(X)) = c (8,,(X")) +c,(6,,(N)) .

La compatibilité entre classe de Chern et classe de cycle donne
1'égalité voulue.

20 . . * *
ii) Pour voir que cq+1(31,(gl(G).w).(flu,(l)) = 0 , on note que

1'inclusion canonique 6 : fIl(x><{1}) — 2' vérifie

fzu’(l) = 6,(1) puisque les idéaux inversibles définissant Xx {0}

et Xx{1} dans 2z = xxkp; sont isomorphes et que (Xx{1})Ny =g¢.
Comme on a trivialement

(3.1.6) 87 (cgy;(314(3,4(9;(6).0) = 0,

le résultat en découle.
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