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GROUPES NILPOTENTS EXISTENTIELLEMENT CLOS DE CLASSE FIXEE

Wilfrid Hodges

Resumé. Nous démontrons que pour chaque k 2 2, il y a une famille continupotente
de groupes existentiellement clos nilpotents de classe k, telle que si G et H
sont deux groupes distincts dans la famille, alors il existe une proposition du
ler ordre et de la forme 3v3, qui est vraie dans G mais pas dans H. La forme 3v3
est la meilleure possible.

Summary. We show that if k 2 2, then there is a family of existentially closed
nilpotent groups of class k which has the cardinality of the contimuum, such that
if G and H are two distinet groups in the family, then there is an 3I¥V3 first-order
sentence which is true in G but not in H. The form 3v3 is best possible.

Soit nk la classe des groupes nilpotents de classe k. On dit qu'un

groupe G € nk est e.c. (pour existentiellement clos) dans nk si pour tout groupe
H € nk avec G € H, et tout systéme fini E d'équations et d'inéquations avec

paramétres dans G, si E est satisfait dans H alors E est satisfait dans G.

THEOREME. Pour tout k 2 2, il y a 2° groupes e.c. dans nk, Gy
(a < 2“’), tels que si o # B, alors il existe une proposition ¢ de la forme 3v3 qui
est vraie dans Ga mais pas dans GB' (La forme 3V3 est 3;\/;73;\[: avec | sans

quanteurs.)

On sait déja: (1) Le théor@me est vrai avec 2 pour 2¥ (saracino [10]).
(2) Il y a 2“j groupes e.c. dans nk' Ga (o < 2“), tels que si a # B alors
G, # Gg (Hodges [6]). (3) Si G, H sont e.c. dans ’ﬂk, alors pour toute
proposition ¢ de la forme V3, ¢ est vraie ou bien dans G et H, ou bien dans aucun
des deux (cf. Prop. 1.14 dans Hirschfeld & Wheeler [5]). (Voir aussi Maier [9].)

Le théordme remplit la lacune entre ces résultats. Au méme temps sa démonstration
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donne quelque substance algébrique au résultat (2).

Pour les groupes e.c., au lieu des groupes e.c. dans 7lk' le théoréme
au-dessus est un résultat bien connu de Belegradek [3] et ziegler [12]. Pour les
groupes e.c. dans 71k qui sont périodiques, le théoréme est tout & fait faux. Il
n'y a qu'un groupe dénombrable et périodique qui soit e.c. dans nz (Theorem 3.5
de saracino & Wood [11], cf. aussi Apps [1].

Nous procédons en deux coups. La premiSre &tape, c'est de batir 2%
groupes e.c. dans ’lk qui "représentent" différents ensembles d'entiers. Et puis
au second coup nous trouvons des formules ¢x qui expriment qu'un ensemble X est
représenté dans un groupe e.c. Nous écrivons G' pour le sousgroupe dérivé de G.
[xl,...,xn] est le commutateur [...[xl,le,XB...,xn] de poids n. G*H est le
produit libre de G et H dans le sens de n](. Pour plusiers détails je renvoie &

Hodges [6]. Nous fixons k 2 2.

1. Construction d'un ensemble continupotent de groupes e.c. dans h X

LEMME 1. Soient p un nombre premier, G € 7lk et b un élément de G.
Alors (a), (b) sont équivalents:
(a) Il y aun groupe H 2 G, H € 7lk, avec des éléments h ce-s h

tels que [b'hz""’hk] #1 et hﬁ =1.

2" k

P -1
(b) Dans G il n'y a pas d'élément a tel que apb €G'.

Démonstration. Soit F le groupe k-nilpotente libre de générateurs

x2, eeer X Considérons K = G*F*Zp, ol x, engendre le groupe cyclique zp

k-1° k
d'ordre p. La condition (a) est équivalente 3

(1) [b,xz,...,xk] # 1.

-1
Supposons d'abord que (b) soit fausse. Prenant a tel que aPpb = ¢ € G', nous

avons par les lois de ’lk:

-1
[b,x ,...,xk] = [ aP,x ,...,xk] = [a,xz,...,x

2 2 k-1"%k

qui contredit (1). Puis supposons que (1) soit fausse. Alors d'apras des faits

PURIEY x, n'est de la forme yp modulo K',

b est de cette forme modulo G'. (Cf. Lemma 2(a) de Hodges [6].) o

connus sur 11k’ puisque aucun des x

D'aprés le lemme 1, nous avons:
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LEMME 2, Soit G e.c. dans nk’ soit b un élément de G et soit p un
nombre premier. Alors les conditions suivantes sont équivalents:
(a) b est de la forme aP modulo G'.
b _ =
(b) Gkvxz...xk(xk_ 1> [oxy,eex ] =1). o

Maintenant soient G € nk' b un élément de G et X un ensemble de

nombres premiers. Nous disons que b regrésente X dans G si pour tout nombre
premier p,

(2) p €X = b est de la forme aP modulo G', et

(3) p€X = ilyah “eer By

2 €Gavech§=1 et [b'h2""’hk] #1.
Puisque les seconds membres de (2), (3) sont existentielles, il est clair que si

b représente X dans G, alors b représente X aussi dans chaque H 226G, HE n.k.

L'ensemble X de nombres premiers étant donné, nous construisons un
groupe Gx avec un élément g); qui représente X, comme suit. Soit Qx le groupe des
nombres rationnels q tels que si un nombre premier p divise le dénominateur de q,
alors p € X. Soit g)l( le nombre 1 dans Qx. Soit F le groupe libre € nk sur k-1
générateurs Gor eees gi. (Les éléments g)z{, eeer gi_l suffisent ici, mais on a
besoin de g)}: plus tard.) Soit B, le groupe ﬁzp : p premier £ X}. Alors GX sera

X
QX*F*BX. On voit que g)l( représente X dans Gx (c'est le Lemma 5 de Hodges [6]).

Notre but est de construire un groupe e.c. dans ’1k' dans lequel
certains ensembles récursifs de nombres premiers sont représentés, et certains
autres ne le sont pas. Pour ceci nous employons le forcing fini de Abraham
Robinson (Barwise & Robinson [2]), pour omettre les ensembles que nous voulons
laisser. Il faut ajouter quelques items aux définitions de Barwise & Robinson.
Par exemple, dans le forcing correspondant & une théorie T, si ¢i (i < w) sont des
propositions universelles du premier ordre, alors une condition m force /\i<w¢i
ssiT U L ¢i pour tout i < w. (Pour justifier cela, et pour d'autres faits sur
le forcing que nous ne démontrons pas ici, voir Hodges [7] ou Zziegler [12].) Nous

écrivons A pour le mod@le construit par forcing.

Soit E un ensemble dénombrable d'ensembles infinis de nombres premiers.
Nous écrivons GE pour la somme directe @(Gx : X € E}. Alors GE est dénombrable.

Soit AE le diagramme de GE' et soit T la théorie de n'k'
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LEMME 3. Dans le forcing correspondant a T U AE' la condition @ force
que le modele A construit soit un groupe e.c. dans rlk contenant GE comme

sousgroupe. o

Or, grdce aux lemmes 2, 3, la propriété "c est de la forme aP modulo

-

A'" équivaut (pour A) a
(4) vxz...xk(xi =1 > [c,xz,...,xk] =1).

On remarque que (4) est une proposition universelle, et de 13, si T est une
condition de forcing qui force (4), alors T U AE U T 1'implique. Le méme est vrai
pour la propriété "c n'est pas de la forme aP modulo A'", utilisant un nombre

infini de propositions universelles.

LEMME 4. Dans le forcing correspondant a T U AE' soit ¢ une constante
de forcing (un témoin), soit T une condition, et soit Y un ensemble infini de
nombres premiers, tel qu'il existe une infinité de nombres premiers £ Y. Alors si
n force "c représente Y", il y a X € E tel que Y N X soit fini.

Démonstration. Soient c, d caey dm les constantes de forcing qui

'
apparaissent dans m. Soit K le groupe é Ylk présenté par 1l'ensemble d'equations
dans AE U m. Puisque T est une condition, T U AE U T a un modele, d'oh AE Uum
toute entilre est vérifiée dans K. Alors GE < K sans perte de généralité, et K est
engendré sur GE par c, dl’ eces dm. Or pour chaque p € Y, soit ep la proposition

(4). Alors T U AE um F ep, d'ou nous deduirons que si H DK, H € n , alors

k
H F ep aussi. D'apres le lemme 1 il suit que c est de la forme aP modulo k' pour
chaque p € Y. Mais pareillement si q est un nombre premier £ Y, alors ¢ n'est pas

de la forme a9 modulo K'.

Passons maintenant & K/K'. Soit a* 1'image dans K/K' d'un é&lément a de
K. Alors K/K' est un groupe abélien finiment engendré sur GE/Gé par les
generateurs c*, d;, ceer d;. P:isqu'il y a une infinité de nombres premiers qui
ne divisent pas c* dans K/K', ¢ est d'ordre infini. Dans (K/K')/(GE/Gé), qui est
une somme directe finie de groupes cycliques, 1'image de c* est divisible par une

*
infinité de nombres premiers. Alors il existe j tel que jc € GE/Gé'

Or, par la construction de GE' il y a des ensembles Xi y oeeer X

- n
des entiers kl, eees En < k, et un element t d'ordre fini, tels que

* X Xi
(5) e = @914 ... togintt @ coer 0 € Z).
1 n
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Puisque jc* est d'ordre infini, n > 1; nous prenons n aussi petit que possible.
Considérons p € Y tel que p ne divise pas l'ordre de t. Si p £ Xil' alors par la
co?struction de Gprilya des éléments h2, . hk tels que hi =1 et
[cj,hz,...,hk] # 1. Par le lemme 1, ce contredit le fait que p divise jc* dans
K/K'. On déduit que p € xil. Donc Y N xil est fini. o

Soit (Pn : n < w} une partition de l'ensemble des nombres premiers en
ensembles recursifs infinis. On sait qu'il existe une famille {sa :a < 2} de
sous-ensembles Sa de w, telle que si o # B alors Sa ~ SB # #. Pour chaque
o < 2w, soit Ea l'ensemble de tous Pn avec n € Sa' Dans le forcing relatif &
T U AEQ' il résulte des lemmes 3, 4 (et de faits standards sur le forcing) que

nous avons un groupe Gu e.c. dans 71k' qui contient GE comme sousgroupe, et dans
o
lequel aucun des ensembles P (n £ s,) n'est représenté par un élément.

w .
On peut ajouter: 1les groupes Ga (0 < 2) sont dénumerables, et si

o # B alors GOl n'est pas isomorphe 3 aucun sousgroupe de GB.

2. Propositions exprimant la différence entre les groupes

Il nous faut trouver, pour chaque ensemble récursif Y de nombres
premiers, une proposition ¢Y qui exprime que "L'ensemble Y est représenté dans le
groupe". Nous réussirons 3 le faire pour les groupes e.c. dans 7zk et avec une
notion de représentation qui est lég&rement plus forte qu'auparavant. La clé en

est l'interprétation de l'arithmétique dans les groupes nilpotents, due 3 Mal'cev

[8].

Comme dans Hodges [6], un k-uple de Mal'cev dans le groupe G € ’1k est
un k-uple g,/ ..., 9 d'éléments de G, tel que [gl,...,gk] est d'ordre infini.

Nous disons que le k~-uple de Mal'cev gl, ceey gk reErésente 1l'ensemble Y si g1 le
représente.

LEMME 5., Pour les groupes Ga définis dans la section 1, on a pour
chaque ensemble Pn de nombres premiers: n € Sa ssi il existe un k-uple de Mal'cev
dans G, qui représente Pn'

Démonstration. Dans la construction de Gu' le sousgroupe GX contient

X X . . L iqs
un k-uple de Mal'cev, gl, eees gk, qui représente X. (C'est ici qu'on utilise gi;
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voir Lemma 2(b) de Hodges [6] pour la preuve que c'est un k-uple de Mal'cev.) Le

reste est clair. o

LEMME 6. Soit G un groupe e.c. dans ’lk' et soit g un élément de G.
Sont équivalents:

(a) g est d'ordre infini modulo G'.

® Gk Yy ey 32z Dy 1= L2,z gl

Démonstration. Voir Lemma 4 de Hodges [6]. o]

LEMME 7. Soit G un groupe e.c. dans nk' et soient g, h des éléments
de G. Sont équivalents:

(a) g est une puissance de h modulo G'.

® 6k W .y,  (lyyseeesy, bl =1 Dyeny, gl = 1),
Démonstration. Voir Lemma 3 de Hodges [el. o

LEMME 8. Il y a une formule w(xi,...,xk) de la forme V3 telle que
pour tout groupe G e.c. dans ’1k et tous éléments gl, cees gk de G, gl, cecs gk
est un k-uple de Mal'cev ssi G F W(gl,...,gk).

Démonstration. w(xl,...,xk) dit que:

(x1 est d'ordre infini modulo G') A Vy(y est une puissance de x,

modulo G' A [y,xz,...,xk] =1-> y €aG").

C'est de la forme V3 A Vy(V > V), c'est-a-dire V3. o

Etant donné un k-uple de Mal'cev gi, PR gk dans un groupe G e.c.
- . . 2 n
dans 71k' nous interprétons l'anneau Z des entiers, en interprétant n comme gl,

de la mani&re suivante:

(6) lx € zll = (x est puissance de g, mod G') %)
(7) Ix = nll = (ng“ €g") (v)
(8) Ix+y = 2zl = (xyz'1 €G") v)
(9) lx.y = zll = 3w(w est puissance de gk‘modulo G'

A [x,gz,...,gk] = [91’92""’gk—1'W]
A [z,gz,...,gk] = [y,gz,...,gk_l,w]) av)
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D'apres le théoréme de Matiyasevi& (cf. par ex. Chapter 6 de Bell & Machover [4]),
si Y est un ensemble récursivement énumerable d'entiers, alors il y a une formule

9Y(x) de la forme
(Ely1 € z)...(aym € 2) 9'(x,y1,---.ym).

ou 6' est une conjonction de formules de la forme x = n, x+y = z ou X.y = z, et
pour tout n € Z, n € Y ssi Oy(n) est vraie dans Z. Interprétant eY par (6)-(9),

nous avons

(10) Ix € YL = une formule xy(x) de la forme 3V.

/p

1
Finalement nous avons besoin de formules w(gl,x) qui expriment que "(gl) existe
modulo G', od x est l'interprétation du nombre premier p", de la forme 3V et

aussi de la forme V3. La forme 3V n'offre aucune difficulté:

(11) Ely(g1 est puissance de y mod G' A Jw(w est puissance de 9y mod G'
A [x:gzr---lgk] = [glr---lgk_lrw]
A [gll...,gk] = [y,gz,a...gk_l,w])).

Pour la forme V3 nous utilisons le lemme qui suit:

LEMME 9. Soit G un groupe e.c. dans 71k et soient a, bl' s bk' c
des éléments de G, tels que a est d'ordre infini modulo G'. Alors sont
équivalents:

(a) Pour tout entier n, si [bl,...,bk]n =1 alors c.a " £ G'.
2,...,wk] #1).

Démonstration. (b) implique (a) par multilinearité des commutateurs

™ GE Jw,e.ow (laywy,eeepw ] = [y, ub ] A logw

[xl,...,xk] dans n]‘. Pour la réciproque, supposons (a); puisque G est e.c. dans

n’k’ il suffit de trouver un groupe H 2 G, H € 71k' avec des éléments w ceey W

2'
comme dans (b). Soit F le groupe € 7lk libre de générateurs Xor cevr X o Dans

-

.,xk][bl,...,bk] . Il

k

G*F, soit N le sousgroupe normal engendré par [a,xz,..

faut montrer que GNN = {1}, et que [c,xz,...,xk] ¢ N.

Tous les éléments de N ont la forme

(12) ([a,xz,...,xk][bl,...,bk]_l)m (m € 2)

puisque les commutateurs de poids k sont centraux. Supposons que (12) soit égal
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4 un élément h de G. Alors [a,xz,...,xk]m € G, ga qui implique que

o .
[a,xz,...,xk] = 1 (envoyez x2, eeer xk sur 1). Puisque a est d'ordre infini

modulo G', m = 0 (voir Lemma 2(b) de Hodges [6]), et alors h = 1 comme demandé.

2,...,xk] =
peverx dby b 1TTH™. Alors [by,...,5 1" = [a%  x

Maintenant supposons que [c,x

([a,x2 27---'xk]l et

comme ci-dessus on déduit que [amc_l,xz,...,xk] =1, d'old amc-1 € G' (voir
Lemma 2 de Hodges [6]). Par (a), cela implique que [bl"'°'bk]m #1;

contradiction. o

En conséquence nous avons une formule de la forme V3 qui équivaut a
(11) dans le groupe G e.c. € nk_avec le k~uple de Mal'cev gl, oo gk. D'aprés

le lemme 2 et les lois de 71k' nous pouvons exprimer (11) comme

-l 1] m -
(13) AHEZ(xg1 €G *—Vyz...yk(yk € G' > [gl,yz,...,yk] =1)).

Arrangée de nouveau, ce devient:

m ] -m ) =
(14) Ve (A e, v, €6 > %97 €6 v gy, ..y ] = 1),

ou en utilisant le lemme 7 et les lois de ’lk'

az,. .. "= Tea
(1) Vi @zyen A e Az v d™ =1 ke € 60
v ilg vyl = 1.

D'apres le lemme 9, la conjonction infinie dans (15) peut étre remplacée par une

formule existentielle, ce qui donne une forme V3 pour (11).

Finalement nous exprimons, pour chaque ensemble récursif Y de nombres

premiers, que gl, cees gk est un k-uple de Mal'cev dans lequel 9, représente Y:

(16) (gl,...,gk est un k-uple de Mal'cev) A
vx (lx est premierll + ((11) =+ lx € YI) A (llx € w~¥YI > (15))).

Par (10) et le lemme 8, c'est une formule ¢;(gl,...,gk) de la forme V3. Alors la
proposition 3y1...yk¢§(y1,...,yk) exprime qu'il y a un k-uple de Mal'cev qui

représente Y, et cette proposition ¢Y est de la forme 3v3.

Par la construction de la section 1, il y a une famille {Ga : o < Zw}



GROUPES NILPOTENTS

de groupes e.c. dans nk' telle que si a # B alors il existe Y tel que Gu E ¢Y et
Gg k 16,. Le théoréme est démontré.

Il y a des questions naturelles.

(1) Quels sont les ensembles E d'ensembles de nombres premiers, tels
qu'il existe un groupe G e.c. dans nkf pour quel E est l'ensemble des ensembles

de nombres premiers qui sont représentés (par des k-uples de Mal'cev) dans G?

(2) Peut-on caractériser un groupe G denombrable e.c. dans ﬂ x par
les ensembles de nombres premiers qui sont représentés (a) par des éléments et (b)
par des k-uples de Mal'cev dans G? Si non, alors quelle information complémentaire

est nécessaire pour caractériser G?

J'exprime mes remerciements 3 Gabriel Sabbagh et aux autres
organisateurs de la table ronde de logique 3 Paris (Octobre 1983); au British
Council qui a soutenu une visite & Paris; et 3 Bruno Poizat pour ses corrections

linguistiques (ce qui était trés nécessaire).
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