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THEORIE DES MODELES POUR DES ANNEAUX DE FONCTIONS ENTIERES ET DES
CORPS DE FONCTIONS MEROMORPHES,

Christian U. Jensen

Résumé. Pour un sous-corps K de ¢ soit E(K) le sous-anneau de
K[[X]] formé des séries formelles dont le rayon de convergence est
infini. Si p € §+ ou p = o on désigne par Ep 1'anneau des fonc-
tions entiéres d'ordre < p. On pose Ep(K) = E_ N E(K). On montre
entre autres choses que l'anneau des polyndmes K[X] est définis-

X
c. En particulier,

sable dans ED(K) si p < e ou K =R ou K

ces anneaux sont indécidables. De plus, si K

1
-}

ou K = ¢, alors
Ep(K) = EO(K) entraine p = 0. Soit Mp(K) le corps des fractions
de Ep(K). Si p > 0 les corps Mp(g) sont indé&cidables, et 1l'on
peut méme interpréter l'arithmétique du second ordre dans ces corps.
Si p <1 et K est un sous-corps pythagoricien de R, les corps
MD(K) sont indécidables. Si p > 1 1le sous-anneau de MD(B) formé
des fonctions sans pdles réels est définissable dans Mp(g).

Summary. For a subfield K of C let E(K) be the subring of
K[[X]] consisting of all formal power series of infinite convergence
radius. If p € §+ or p = o we denote by Ep the ring of all en-
tire functions of order < p. We set Ep(K) = Ep n E(K) . It is
shown that the polynomial ring KX[X] 1is definable in ED(K) if

p <o or K=R or K =C¢C. In particular, these rings are un-
decidable. Moreover, if K =R or K = C, then ED(K) = EO(K) im-
plies p = 0. Let Mp(K) be the quotient field of EQ(K). The
fields M(g) are undecidable, and it is even possible to interpret
second order number theory in these fields. If p ¢ 1 and K is a
Pythagorean subfield of R the fields MD(K) are undecidable. If

p > 1 the subring of Mp(g) consisting of all functions with no
real poles is definable in Mo(g).
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C.U. JENSEN
1. ANNEAUX DES FONCTIONS ENTIERES.
1.1. Préliminaires. Soit E 1l'anneau des fonctions entiéres com-
plexes d'une variable complexe. Pour un sous-corps K de C soit
E(K) 1l'anneau des fonctions entidres & coefficients dans K, c.-3a-d.
le sous-anneau de K[[X]] formé des séries formelles dont le rayon
de convergence est infini. Evidemment E = E(C).

E(K) est un anneau inté&gre non-noethérien, mais E(K) est un
anneau de Bézout, c.-a-d. tout idéal de type fini est principal. Dans
le cas K = C ce résultat est 40 & Wedderburn (14) et dans le cas
général il est dd a Helmer (5).

Nous allons esquisser la démonstration d'un résultat plus précis
qui est dd & Rubel (12) dans le cas K = C.

Proposition 1.1. Pour tout corps K £ C , K g R ,1'anneau R = E(K)

est un anneau de Bé&zout dont le rang stable est &égal ‘d 1, c.-a-d.
pour tout couple (f,g) de fonctions de R il existe une fonction
h € R telle que Rf + Rg = R(f+gh)(1).

Pour la démonstration on a besoin d'un lemme d'interpolation.

Lemme 1.2. Soit {an}n , n € N une partie discrdte de C et soit

th .
= - J _ A .
P, j§0 anj(x an) un polynéme en (x an) 4 coefficients complexes
Si o, = 0 on suppose an,O""an,tn € K. De plus, si K c R, on
suppose p_ = P lorsque o = Op . Alors, il existe f € E(K)
telle que
tn . tn+ 1
f= ra.lx-a)? mod(x-a) , n € N.
=0 nj n n =

En ce qui concerne la preuve du lemme nous remarquons que l'on pro-
céde comme dans le cas classique K = C en utilisant le fait sui-
vant (cf. 5, 6).

Soit f wune fonction entié&re et K un sous-corps de C. Si
K ¢ R on suppose f € E(R). Alors, il existe une fonction entiére
g telle que f exp(g) € E(K) .

Retournons maintenant & la démonstration de la proposition 1.1.

Ici et dans ce qui suit nous désignons par Z(f), £ € E, 1l'ensemble

des zéros de f.

24



o ANNEAUX DE FONCTIONS ENTII::RES
Pour vérifier l'assertion de la proposition on peut se restreindre

au cas ol Z(f) n z(g) = 9.

Soit 2(g) = {Bn} et soit t la multiplicité de Bn en tant
que zéro de g . Puisque f(Bn) # 0 on construit - en considérant
tn-1 .
log f en. B - un polynéme u_ = I - J
) n poly n 520 aj’n(x Bn) tel que
t

- = - n
f exp(un) = 0 mod(x Bn) .

Par le lemme 1.2 il existe une fonction u € E(K) telle que
f - exp(u) = 0 mod g ; donc pour une fonction convenable h € E(K)
la fonction f +gh est inversible dans E(K).

On dit qu'une fonction entiére f est d'ordre fini s'il existe
deux nombres réels a et c tels que

l£(x)] < ¢ exp(|x|®) (*)

pour tout x € C.

La borne inférieure p des nombres a pour lesquels (*) est
satisfait pour une constante c¢ (dépendante de a) est appelée
1l'ordre de la fonction f. (Pour de plus amples détails voir (3,13).)

«

On peut montrer qu'une fonction entiére £f(x) = X anxn

n=0
est d'ordre fini p si et seulement 1lim inf log(1/|an|) /n log n =

1/0 . (Si la borne ci-dessus est o (resp. 0) 1la fonction £ est
d'ordre 0 (resp. «).)

Rappelons le théoréme de factorisation de Hadamard. Soit £ une
fonction entid&re d'ordre p < « et Z(f) = {aj} . Alors f est
de la forme

- 1 [e]
n (1 x/uj)exp(1+x/onj et roT (x/uj) )

0.*0
J

f(x) = exp(h(x)) x"

ol [p] est le plus grand entier < p, h(x) un polyndme de degré
<P, et n =20, si 0 n'est pas un zéro de f.

Pour une suite {un}, n € N, de nombres complexes l'exposant
de convergence est défini comme la borne inférieure des nombres
positifs p tels gque I [an[’p < =,

o_*0
n
Alors, c'est un résultat classique qu'une partie discréte {aj}

de C est l'ensemble des z&ros d'une fonction d'ordre < p si et
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C.U. JENSEN
seulement si l'exposant de convergence de la suite {uj} est <

P
Pour un nombre donné o les fonctions d'ordre < p (resp. < p)
forment un sous-anneau Ep (Ep) de E. L'anneau E_ = gw ED est
formé par toutes les fonctions entiéres d'ordre fini. i
Pour un sous-corps K de ¢ on définit Ep(K) = Ep n E(K) ,
0<p g, et Ep(K) = ED NE(), 0<p <o,

La structure des anneaux ED(K) et EQ(K) est plus compliquée
que celle des anneaux E(K). Comme E(K) les anneaux ED(K) et
EO(K) ne sont pas noethériens, mais & la différence de E(K) aucun
des anneaux ED(K) et Ep(K) n'est un anneau de B&zout. (Il existe
méme deux fonctions f et g d'ordre zéro telles que 1l'idéal
Ef + E_g n'est pas principal dans E_.) De plus, c'est une ques-
tion ouverte de savoir quel est le rang stable des anneaux ED(K)
et ED(K).

Cependant, c'est une conséquence facile du théoréme de factori-
sation que chacun des anneaux ED(K) et ED(K) est complé&tement
intégralement clos dans son corps des fractions. La preuve s'appuie
sur le fait suivant. Si R dé&signe un des anneaux ED(K) ou EO(K),

alors une fonction f € R divise une fonction g € R dans R si

f divise g dans E. Ceci signifie que E/R est un R-module sans
torsion.
Nous finissons cette section en mentionnant quelques résul-

tats concernant la dimension globale et la dimension de Krull (notée

K-dim) de ces anneaux.

Théoréme 1.3. Soit R un sous-anneau de E contenant EO(B) et
supposons que E/R soit un R-module sans torsion. Alors:

gl.dim R > 3 ; de plus, 1l'énoncé "gl.dim R = o est compatible avec

ZFC + MA . (MA = 1l'axiome de Martin.) &
N 0

X
K-dim R 3 2 C ; de plus, 1'énoncé "K-dim R = 22 "

est compatible
avec ZFC + MA .

Si 1l'on suppose de plus que R est un anneau de Bézout, alors
pour tout t, 3 ¢t <, 1'énoncé "gl.dim R = t" est compatible
avec ZFC + MA .

De méme, dans le cas ol R est un anneau de Bé&zout, soient

P, Q et P' trois idéaux premiers de R tels que P g Q g p'
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ANNEAUX DE FONCTIONS ENTIﬁRES
Alors, les idéaux premiers entre P et P' forment une ‘chaine de
N
longueur > 2 0 . Il est compatib%e avec ZFC + MA de supposer
0

que cette chaine est de longueur 22 .

(Une partie de ces résultats se trouvent dans (7, 8), les dé-

tails seront publiés ultérieurement.)

1.2. Définissabilité et indécidabilité des anneaux ED(K) et ED(K)

Dans cette section on montre entre autres choses que N est
définissable dans Ep(K) et Ep(K) pour tout 0 < p < = et tout
sous-corps K de C. Il se trouve que méme 1l'anneau de polyndmes
K[X] est définissable dans Ep(K), ED(K) et E(K) .

D'abord nous donnons une caractérisation élémentaire des fonc-

tions linéaires de ces anneaux.

Lemme 1.2.1. Pour chaque sous-corps K de C et tout nombre o
0 < pge, les fonctions linéaires, ax+b, a € K~0, b € K, sont
définissables (sans paramétre) dans ED(K) par une formule qui ne
dépend ni de K ni de op. En effet, si £ € Ep(K) , alors £
est linéaire ssi f est non-inversible et Ep(K)(f—k) est un idéal
premier de Ep(K) pour tout k € K.
Démonstration. Par le théoréme de Picard les constantes sont dé-
finissables; donc, la description plus haut est une caractérisation
élémentaire des fonctions linéaires.

Il suffit de montrer que f est linéaire si f est non-inver-

sible et 1'idéal principal engendré par £f est un idéal premier.

Mais cette assertion est une conséquence du lemme suivant.

Lemme 1.2.2. Soient A une partie discréte de c, f une fonctiepn

de Ep , £(0) =1, et K un sous-corps de C. Si K

suppose de plus que f € Ep(g). Alors il existe une fonction

un

R on

g € E(K) telle que flg (dans E) et 2(g/f) N A = 0.
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C.U. JENSEN
Démonstration. (Esquissée) On construit g en ajoutant & f(x) =

g anxn des facteurs (1-xn/bn) , ol (bn) est une suite "rapide-

ment" croissante. Les nombres bn sont construits par récurrence

sur n tels que les coefficients du produit appartiennent 3 K.
Par la méme méthode on montre

Lemme 1.2.3. Pour chaque sous-corps K de ¢ et tout nombre o,
0 < p ¢ les fonctions linéaires de ED(K) sont définissables
(sans paramétre) dans ED(K) par une formule qui ne dépend ni de K

ni de op.

Proposition 1.2.4. Si f est une fonction linéaire de Ep(K),

0 < p< e, les némes puissances de f sont définissables dans Ep(K)

avec le seul paramétre f, ol n parcourt les nombres naturels
divisibles par m = [p+1]p2 , P é&tant un nombre premier plus grand
que p+1. La formule définissant ces puissances ne dépend que de
p et est indépendante de K.

Démonstration. Sans restriction on peut supposer f = x.

L'ensemble suivant est définissable dans Ep(K):
D = {g™|x|gead|lg » d|1 v x|a} .

Par le théoréme de Hadamard D est l'ensemble des fonctions de
la forme exp(h(x))xn , ol min et h(x) est un polynéme dans
K[X] de degré < p.

Il est é&vident que xM-1 divise x™-1 si m divise n.

On prouve la proposition en établissant que réciproguement toute
fonction H de D telle que xm—1lH—1 est forcément une puissance
x", min .

En effet, considérons une fonction exp(h(x))xn, h(x) étant un

polynéme dans K[X] de degré <Py et supposons que

exp(h(x))xn 1 modulo (xm—1) dans 1l'anneau Ep(K).

Nous allons en déduire que h(x) est une constante 2mib, b € Z.
Posons t = [p+1] et
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ANNEAUX DE FONCTIONS ENTIERES

_ t-1
h(x) = a, +a1x +...+at_1x v Bgrdg,..aag € K.

Alors h(e) = 0 modulo 2miz si € est une racine méme de

éme de

1'unité. En particulier, si ¢ est une racine primitive t

t
1'unité et si 1'on pose aj = bj(2ni), 0<3j<t, alors

k, t-1

k -
by +b el +...+bt_1(et) = 0 modulo Z, 0 <k < t.
Puisque le déterminant
3 .
det (ek) = n (e%-—et) # 0
0<k,j<t 0gk<j<t

il s'ensuit que tout nombre bj' 0 <j<t, appartient au corps
cyclotomique g(et).
De plus, si l'on pose € = ep2 , ol ep2 est une racine pri-

2, éme

mitive (p”) de 1'unité, on obtient

ts1
b, +b1€p2 t...tb, o epz € Z.
Puisque le degré de €p2 par rapport & g(et) est >p > t,
on conclut que b1 = b2 = ... =bt-1 =0 et b0 €z, c.qg.f.d.

Théoréme 1.2.5. Pour tout sous-corps K de C 1l'anneau de poly-
mémes K[X] est élémentairement définissable (sans paramétre) dans

ED(K) (0 < p < ») par une formule qui ne dépend que de o .

Démonstration. Il suffit de définir K[X] dans Ep(K) avec le
paramétre x , puisque on peut €liminer ce paramétre gréce au
lemme 1.2.1.

On remarque qu'une fonction f € E(K) est un polynéme si et
seulement s'il existe une puissance x"  telle que xM£(1/x) soit
une fonction entiére.

En vertu de la proposition 1.2.4 les puissances e , n é&tant
divisible par le nombre m de la proposition, forment un ensemble
P définissable dans Ep(K). On en déduit une définition &lémentaire
de KI[X] dans ED(K):

Une fonction f € Ep(K) appartient & K[X] &« 3p € P 3g € ED(K)
(Vo € K~{0}, 3B,YEK (x—a-1) | £-8 A (x-a|p-y) A (x-a)|g-BY)).

De fagon analogue on montre
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C.U. JENSEN
Théoréme 1.2.6. Pour tout sous-corps K de ¢ 1l'anneau de poly-

némes K[X] est élémentairement définissable (sans paramétre) dans

ED(K) 0 < p < » par une formule que ne dépend que de o .

Remarque 1.2.7. La démonstration ci-dessus laisse voir qu'il existe
pour tout couple p,0 de nombres réels une formule qui définit

K[X] dans ED(K)' E(K), ED(K) et EO(K). En vertu d'un résultat
de Robinson (10) il s'ensuit que N est définissable (sans para-

métre) par la méme formule dans Ep(K), E (K), EO(K) et EO(K).

Coxollaire 1.2.8. Pour tout sous-corps K de C les anneaux EQ(K)
0 < p<ew, et ED(K), 0 ¢ p<e, sont indécidables.

Corollaire 1.2.9. Soient K et L deux sous-corps de g et p un
nombre positif réel. Alors Ep(K) Ep(L) entraine K = L (ol "="
désigne l'équivalence Elémentaire.) De méme, ED(K) = Ep(L) entraine
K=L si 0 < P <o

[}

Remarque 1.2.10. Les implications réciproques ne subsistent pas. Par

exemple, (de fagon analogue dun résultat dans (7)) ED(K) E Ep(g)
pour tout sous-corps propre K de C et tout nombre ré&el positif p.

Remarque 1.2.11. Soit R un sous-anneau de Ep = Ep(g) ;s 0 < p < o,

contenant 1l'anneau de polynémes C[X]. Supposons de plus que Ep/R

soit un R-module sans torsion. En modifiant les arguments utilisés
plus haut on trouve que C[X] est définissable (sans paramétre)

dans R par une formule qui ne dépend que de o .

Pour traiter le cas des anneaux Ew(K) et E(K) nous avons
besoin du résultat suivant, dont la démonstration repose sur les
arguments, lég@rement modifiés, de l'analyse classique.

Lemme 1.2.12. Soit K un sous-corps de C. Toute partie infinie
discréte de C contient un sous-ensemble infini {an}, n €N, tel
qu'il existe une fonction f € EO(K) pour laquelle f(an) = n pour

tout n € N.

Proposition 1.2.13. Soit K wun sous-corps de ( et désignons par

R un des anneaux Ep(K), 0 <pge, ou E(K) . Si N est définis-
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ANNEAUX DE FONCTIONS ENTIL;ZRES
sable dans R, alors K[X] est définissable par une formule qui

ne dépend que de la formule qui définit N dans R.

Démonstration. Les constantes sont définissables dans R. K[x]
peut étre défini comme suit. Si f € R, alors:

f € K[X] © Vk € K Vg € R(3In € N (R(f-k) +R(g-n) = R)

"= ": Si f €K[X], f n'aqu'une nombre fini de zéros, et
1'énoncé est une conséquence du fait que 1'id&al Rg+Rh est princi-
pal pour chaque polynéme h et un générateur est un plus grand

commun diviseur de g et h.

«": S8i f 4 K[X], alors f a une singularité essentielle
dans e« et en vertu du second théoréme de Picard il existe k € K
telle que f+k a un ensemble infini de zé&ros. Ensuite on applique

le lemme 1.2.12.

Si R = E(K) il est bien connu que N est définissable dans

R. Donc, on obtient

Corollaire 1.2.14. Pour tout sous-corps K de ¢ 1l'anneau de poly-

némes K[X] est définissable (sans param@tre) dans E(K) par une
formule qui ne dépend pas de K.

Si K =R ou K =C une modification immédiate d'un argument
de Robinson (10) montre que N est définissable dans Ep(K), o221,
par une formule qui ne dépend pas de o . Si p <1, 1'anneau
K[X] est définissable uniformément dans Ep(K) grdce au théoré&me
1.2.5 (et la remarque 1.2.7). En combinant ces deux fcormules (2),

on arrive a

Théoréme 1.2.15. Si K =R ou ¢ 1il existe une formule qui définit

(sans param@tre) l'anneau des polynémes K[X] dans chacun des
anneaux Ep(K), 0 < p < ™. En particulier, il existe une formule

qui définit N dans chacun des anneaux ED(K)' 0 < p g .

Nous en dé&duisons un résultat qui répond & une question posée

par Becker, Henson et Rubel (2).
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C.U. JENSEN
Théoréme 1.2.16. Si K = R ou € et 0<pg>® 0<0< e, alors

Ep(K) = Eo(K) entraine p = 0.

Démonstration. Il existe des formules qui définissent uniform@ment
N dans Ep(K) et EG(K) ’ le corps des constantes K dans ED(K)
et EG(K) , et l'ensemble L des fonctions linéaires dans ED(K)
et EO(K).

Supposons p < © et soit p/q (p,q € N) un nombre rationel
tel que p < p/gq < 0.

La suite (nq/p), n €N, est l'ensemble des zéros d'une fonc-
tion de Ec , mais pas d'une fonction de E .

9
Considérons 1l'énoncé élémentaire suivant:

©:(3f € LAa3g*0(flgvVa € K(f-alg) » 38 € N, vy € K

8Y = oP A (841 Y = VP A (£-v) |@) .

On peut choisir f = x, et puisque l'exposant de convergence
de la suite (nq/p), n €N, est p/g il existe une fonction
g € EO(K) dont l'ensemble des zéros est (nq/p), n € N.

L'énoncé ¢ n'est pas satisfait dans EU(K):

Sans restriction on peut supposer que f = x. L'ensemble
Z(g) devait contenir 0 ainsi qu'une suite VETYRRRE SR ol
z, = nq/p Ehr €h étant une racine péme de 1'unité&. Puisque 1l'expo-
sant de convergence de cette suite est &gal & p/q, aucune fonction
de Ep ne contient les nombres 0 et z,r 1 €N, dans son ensemble
des zéros. Par conséquent ¢ n'est pas satisfait dans Ep . Ceci

achéve la démonstration du théoréme 1.2.16.

Remarque 1.2.17. Avec une l&gére modification on montre que p = ©
si E (K) = E(K) . o K=R ou C, 0¢<p<®. De méme,
ED(K) # E(K) pour tout nombre o rationnel.
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ANNEAUX DE FONCTIONS ENTIERES
2. CORPS DES FONCTIONS MEROMORPHES.

Pour un sous-corps K de ¢C soit M(K) 1le corps des fractions
de E(K) . On appelle M(K) 1le corps des fonctions méromorphes &
coefficients dans K. De méme, désignons par Mp(K) y resp. ﬁp(K),
le corps des fractions de Ep(K) , resp. ED(K).

Théoréme 2.1. Soit o un nombre réel positif. L'ensemble N des
nombre naturels est définissable dans chaque corps F entre Mp(g)
et M(R) par une formule qui ne dépend que de p . En particulier,
un tel corps F est indé&cidable.

Démonstration. Puisque le genre de la courbe X4 =1 +Y4 est plus

grand que 1, le théoréme d'uniformisation de Picard implique que R

est définissable dans F par la formule
R={ceF|aer (n? =1+ehy.

En particulier, 1l'ensemble §+ des nombres réels positifs est de-
finissable dans F .

Par une modification facile de (9. prop.2) on prouve qu'une
fonction f = f(x) € Mp(g), p >0, est une somme de deux carrés
dans Mp(g) si (et seulement si) £(x) > 0 pour tout nombre réel
X gqui n'est pas un péle de f.

Pour o € R et f,g € F on définit la formule ®@(ao,f,qg):

+ 2 f? 2 . 2
3c € R 3p,q € Flc(g-a)” - 1+f2 =p  +q).

Soit t un entier tel que t > p_1 . Puisque R et §+ sont

définissables dans F, la définissabilité de N dans F est une
conségquence de l'é&noncé suivant:
Si o € §+ , alors o € Ne Vf,g €F

(®(1,£,9) a (VB € R* (0(8%,£,9) » 0((8+1 5, £,9) 1) »0(a®, £,9) .

L'implication " = " est évidente. ©

- x et £ =f£f(x) = 10 (1-x/nt) , qui appartient
n=1

a Ep(g) < Mp(g) cF, puisque l'exposant de convergence de la suite

"o Posons g

(nt), n €N, est < p. D'aprés la remarque plus haut on déduit
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O(y,f(x),x) ® £(y) = 0 & vy = nt o3 ne N.
Nous en concluons que at = nt pour un nombre n € N, et,
puisque o € §+ nous obtenons o € N.

Théoréme 2.2. Soit p un nombre réel positif. L'ensemble N des
nombres naturels est définissable dans chaque corps F entre g(x)
et Mp(g) par une formule que ne dépend que de op. En particulier,
tout corps ﬁp(g), 0 < p <, estindécidable.

Démonstration. Comme plus haut R est définissable dans F . D'abord
nous définissons N avec le param@tre X. Choisissons un entier t
tel que t > p.

Si Oqreero sont des nombres réels distincts deux 3 deux, il

existe un nombre réel positif c¢ tel que

c(x-a.)...(x-a_)
£(x) = 1 n

1+(x—u1)2...(x—an)2

satisfait aux conditions

f(x)2 < (x—aj)2 pour tout x€R et tout j, 1 < j < n.

Donc, (x-a)2 - f(x)2 = p2 + q2 pour deux fonctions convenab-

les, p et q, de R(X). Pour o € R, f,9 € F introduisons la

formule

2 2
¢(a,f,9): 3p,g € F ((g-a)” -£f" = p2+q2)

La définition de N se fait comme suit:
BEN®BER A (IE+0(0(0,£,x) AV a € R (¢(a,f,x)
ot =g vayer” (v =14ah Aoy Ex .

vérifions d'abord " = " : Si B =n € N prenons pour la frac

tion: construit plus haut avec j = n+1 et o, =0, a, =1, a, =
1/t 1/t ! 2 3

2 reesOpoq =D . ~Alors, il est clair que f satisfait a la

condition désirée.

Pour vérifier 1l'implication ré&ciproque « " supposons BEN.
Dans ce cas, 1l n'existe pas une fonction f satisfaisant & la

condition ci-dessus,.parce que l'ensemble Z(f) devait alors con-
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21/t,..,n1/t

tenir les nombres 0, 1, oo s dont 1'exposant de con-

vergence est t > p.

Finalement, un argument de Robinson (11) montre que N est dé-
finissable sans paramétre.

Par une modification de la démonstration du théoré&me 2.2, et
en utilisant un argument de (9) on obtient

Théoréme 2.3. Il existe une formule qui définit N dans chaque
corps F intermédiaire entre K(X) et M1(K) , ou K est un sous-

corps pythagoricien quelconque de R.

Remarque 2.4. En utilisant des arguments de Becker, Henson, Rubel
(2) et Delon (4) on dé&duit par une modification de la démonstration
du théoréme 2.2 que l'arithmé&tique du second ordre est interprétable
dans la théorie élémentaire des corps Mp(g), 0<pgeo , et MR.

C'est une question ouverte (et vraisemblablement assez délicate)
de savoir si E ou E(R) sont définissables dans leur corps des
fractions. Dans cet ordre d'idées nous n'avons que des résultats
fragmentaires.

Théor&me 2.5. Soit F un des corps Mp(g), 1< p <o, ﬁp(g) ,
1<¢p <, ou M(B) . Alors le sous-anneau A de F formé de
toutes les fonctions f € F telles que fres,B soit une fonction
continue de R dans R (c.-d-d. f n'a pas ae pbles réels) est

définissable (sans paramétre) dans F par une formule qui ne dépend

pas de p.
Pour la démonstration nous aurons besoin du résultat suivant

Proposition 2.6. Retenons les notations du théoréme 2,5, et soit

S 1'ensemble des fonctions f € F, dont la restriction & R est
une fonction monotoné ayant téut nombre réel comme valeur avec la
multiplicité 1. Alors S est définissable dans F.

Puisque R est définissable dans F il en est de méme des

sous-ensemble suivants:

35



C.U. JENSEN

P = {£f]|3 PP, €F, f = pf +p§}

A = {f|]Vv a,b € R, a#*b, (f-a) (f-b) & P}

B = (£|£€AA(VgEF, g€P,-g€P, 1-g2€P)3a, cER
c(f-u)2 - g2 € P}

Pour chaque f € A 1l'image f(R) est manifestement un sous-
ensemble dense de R. Nous affirmons que S = B.
Si g¢P,-gé¢ P et 1—92 € P 1la fonction g a un zero réel

B. Si f €8S, on a l'inégalité (g(x))2 < c(f(x) —f(B))2 pour

tout nombre réel x et un nombre positif c¢ convenable. Par consé-
quent, c(f(x)-—f(B))2 - (g(x))2 € P. Ceci montre l'inclusion
S cB.

L'inclusion réciproque est vérifiée en trois é&tapes.

1. Toute_fonction f € B est_injective_en_tant_gque_fonction_de

Supposons que f(x1) = f(xz) pour X,,X, € R, X, *xz . La
fonction g = g(x) = tanh(x—x1) (ol tanh désigne la tangente hy-
F et g€P,-gé&P, 1-g>2cP.

perbolique) appartient & E1(§) c
Donc, il existe deux nombres réels c et a tels que

(g(x))z < c(f(x) -a)z (*)

pour tout nombre réel x qui n'est pas un pSle de f .

Parce que f(R) est dense dans R il existe une suite (xn)
de nombres réels telle que f(xn) - a. Puisque (g(x))2 -1 si
Ix| - o, la suite (xn) est bornée et sans restriction on peut
supposer que (xn) a un point limite Yy € R; ici Yy n'est pas
un pSle de f et f(y) = a. De l1l'inégalite (*) on dé&duit g(y) =0 ;
par conséquent Yy = X, et f(y) = f(x1) = f(xz) . En posant x =X,
dans (*) on obtient la contradiction désirée.
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2.___Toute_fonction f € B est_surjective_en_tant_gue_fonction_de

En vertu de 1. il suffit de vérifier que f n'a pas de péles
réels. Supposons que B est un pdle réel de f; d'aprés 1. B8

devrait alors &tre le seul pSle réel de f et [lim f| < = et
X0
|lim f£| <= . Comme plus haut il devrait exister des nombres réels
X—-—0c0
o et ¢ tels que

(tanh(x-8)) 2 < c(f(x)-a)2 .

Puisque (tanh(x—B))2 +1 si x »® et X » -o il existe un
nombre réel Y #B tel que f(y) = a. On obtient une contradiction

en posant x = y.

3. Toute_fonction f € B prend_toute_valeur_dans R avec_la

Si une valeur de £ é&tait prise au point x = 8 avec une mul-
tiplicité > 1 1'inégalité (tanh(x-B))2 < c(f(x)—a)2 (x € R) ne
serait satisfaite par aucun nombre ¢ et o € R.

Nous retournons maintenant & la démonstration du théoréme 2.5.
La définition élémentaire de A dans F est la suivante:

A ={g€F|vf € SVa €R3B, c €R
2 (t)
(c(f-a)? - {9=8)" ¢ p))
1+(g-8)
Si g €A et f €8S alors a = f(y) pour un nombre Yy € R.

Pour une constante convenable ¢ € R on a 1l'inégalité

2
(g(x)-g(y)) 5 < c(f(x)—a)z , x € R
1+(g(x)-g(Y))
et par conséquent (1) est satisfait avec B = g(y).
Réciproquement, supposons que 'g satisfait & la condition (t).
En posant f = x cette condition implique que pour tout o € R la

fonction g n'a pas de pSle en a, et donc g €A.

Ceci achéve la démonstration du théoréme 2.5.
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En ce qui concerne l'inéquivalence des corps Mp(g), ﬁp(g) et

M(R) nous n'avons que des résultats fragmentaires.

Théoréme 2.7. Le corps M(R) n'est élémentairement équivalent &

aucun des corps Mp(g), 0 <op g =, ou ﬁp(g), 0 £ P <o,

Démonstration. Supposons que M(R)
ou F = ﬁp(g), 0 < p <o,

F ol F = Mp(g), 0<pge

La formule qui définit N dans M(R) définit dans F un sous-

nz g

ensemble ordonné N' de R qui est = B et donc, puisque R est
archimédien, N' = N.

si F = Mp(g), 1<pgw, ou F = ﬁp(g), 1 < p <o, l'ensemble
défini dans la démonstration de la proposition 2.6 est égal 3 l'en-
semble S des fonctions bijectives de R dans R telles que toute
valeur réelle est prise avec la multiplicité 1.

Dans le cas F = Mp(g), 0<pg¢1 ou F = ﬁp(g), 0<p <1
l'ensemble correspondant défini par la méme formule contient mani-
festement les fonctions bijectives de R dans R pour lequelles toute va-
leur est prise avec la multiplicité 1.

L'é&noncé

+ 2 2
®: V£ € B 3g+0(vn € N 3c € R', c(f-n)“-—L € P)

1+g2

est satisfait dans M(R) .

En effet, chaque f € B est une fonction continue monotone de
R dans R; la suite (an), n € N, définie par f(an) = n est
une partie discréte de R et par conséquent l'ensemble des zé&ros
d'une fonction entiére g € E(g) c M(B). Maintenant, on vérifie
aisément que la partie entre parenthéses de @® est satisfaite par
cette fonction g.

Cependant, @® n'est satisfait dans aucun des corps F ci-dessus.
Si F=M (R, 1<pge, ou F= ﬁp(g), 1¢<p<e, la fonction

kel

f = £(x) = sinh(x), (od sinh dé&signe le sinus hyperbolique) ap-
partient & B, mais il n'existe aucune fonction méromorphe g
d'ordre fini dont l'ensemble des zé&ros est &gal & la suite

sinh_1(n) = (log(n + 1+n2)), n € N, parce que l'exposant de conver-
gence de cette suite est infini.

Si F = Mp(g), 0<pg1 ou F = ﬁp(g), 0 ¢ p <1 on considere
la fonction f = x et on utilise le fait que la suite (n), n € N,

n'est pas l'ensemble des z&ros d'une fonction méromorphe d'ordre <1 .
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Remarque 2.8. On déduit facilement d'un résultat de Bauval (1) que
tout corps infini K contient un sous-corps dénombrable K' tel que
K(X) = K'(X). L'assertion correspondante pour les corps M(K) n'est
pas vraie: Pour tout sous-corps propre K de R on a M(K) # M(R).
On peut distinguer M(K) et M(R) en exprimant que 1l'ensemble B
défini ci-dessus est vide si K 5 R.
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DANEMARK

Notes

Pour K ¢ R , l'anneau E(K) est un anneau de Bézout de rang
stable égal & 2

Soit R 1l'anneau ED(K) , O <p <% , K=RouK-=¢C; l'ensemble
K des constantes et celui ég des fonctions linéaires non nulles
sont définissables dans R ; alors N est dé&finissable dans R par

la formule en a

(acK) A (('v'u <) Vv [L@|v)A¥peR) (iplv)+ (atprL[v)]
- (udulv)}}
(\{(ifez) (3g#0) (£lg) A
(Yy e K) [( £+ylg )= (( £4g+1lg ) v (y=x )ﬁ}
Preuve: =>Clair (on prend f = X , g = X(X+1)...(X+a)).
< Soit o vérifiant cette formule;
-pour p > 1 , en prenant u = X et v une fonction de R ayant N
pour ensemble de zéros, on voit que a ¢ N .
-pour o < 1 , supposons a ¢ N , alors il existerait g e R, g #0 ,

ayant tous les entiers pour zéros; c'est impossible pour une fonc-
tion d'ordre 1 .
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