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~

Soient G un groupe de Lie réel connexe d'algébre de Lie Cg et T une
représentation factorielle normale de G dont le noyau dans C*(G) est égal au
noyau de 1'une des représentations irréductibles de G construites par Duflo.

On associe & T une R-orbite 2 dans le dual de q . Dans le cas ou la
sous-algeébre Cg(g) (g € Q) est nilpotente, on montre que T a un caractére
distribution relativement au bicommutant T(G)" si et seulement si R est tem-
pérée.

Dans ce cas, on a une formule de caractére de Kirillov. Ces résultats
généralisent les résultats analogues obtenus dans le cas ol G est résoluble et

dans le cas ot T est irréductible normale.

ABSTRACT :

Let G be a real connected Lie group, Cg it's Lie algebra, T a factor
normal representation of G such that the kernel of T in C*(G) is equal to
the kernel of one of the irreducible representations of G constructed by Duflo.
We associate to T a R-orbit § in the dual of (ﬂ#_ . When the stabilizer

(g(g) of g (g € Q) in (g is nilpotent, we prove that T has a distri-
bution character if and only if Q is tempered, and in this case we have a
Kirillov's character formula. These results generalise the results obtained in

the case G solvable and the case T irreducible normal representation of G .
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INTRODUCTION

Soient G un groupe de Lie d'algébre de Lie Cq , Cg* le dual de CP# .
T une représentation (unitaire) irréductible de G . Kirillov a conjecturé le
résultat suivant : Il existe une G-orbite Q pour l'action de la représentation

coadjointe de G dans q* , et une fonction P G-invariante, de classe c”

Q
sur ‘q et telle que PQ(O) = 1 de telle sorte que 1l'on ait :

(1) tr T(exp X) = [ P ()7L 18X 4o (g (T.14)
N Q

au voisinage de l'origine dans Cg
Cette formule a été démontrée progressivement et sous des hypothéses conve-
nables dans les cas suivants : dans le cas nilpotent [Ki] , dans le cas compact
[kil ; [Pu,1] , dans le cas résoluble [Pu,2] , [Di,1] , [Kh,1] , dans le cas
réductif [Ro] , dans le cas moyennable [Kh,2] et dans le cas général [Kh,3].
Dans le chapitre III, on donne un énoncé plus général que celui de [Kh,2]
et [Kh,3] . Plus précisément, soient g une forme linéaire sur (.g admissible
irr

et bien polarisable, 1 exc (g) (cet ensemble est défini au §. III),

T= la représentation associée a (g,t) par M. DUFLO, et Q = Geg .

T
8,1
Supposons Cy(g) nilpotente (g € Q) (T.11l) et dim(t) < + « . Alors l'orbite

2 est tempérée (T.18) si et seulement si T a un caractére distribution, et

dans ce cas, on a la formule suivante au voisinage de l'origine :

1 e1(;,)()

(2) tr(T(exp X)) = dim(1) jﬂ (1630 a8, (g)

ol j est la fonction définie sur (R/ par :

sh(adXx/2) ) %

(X) = (det
. et ( adX/2

Dans [Kh,1] , suivant une suggestion de L. Pukanszky, on a montré dans le
cas d'un groupe de Lie résoluble connexe, que la formule (1) reste encore valable
pour une représentation factorielle normale T de G associée & une R-orbite @

(comme dans [Pu,3]) tempérée dans Cg* (T.18).
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Le but du présent travail est de montrer que ce résultat s'étend aux repré-
sentations factorielles normales d'un groupe de Lie connexe quelconque.
Plus précisément, soit T une représentation factorielle normale de G telle
que ker T = ker Tz,r ol g est une forme linéaire admissible, bien polarisable
irr

sur Qy , TE XG (g) , et T§ . est la représentation irréductible associée

I

4 (g,1) par DUFLO. Cette représentation est unique a quasi-équivalence prés.
On note Q la R-orbite contenant g . La R-orbite Q ne dépend que de T et
elle est appelée la R-orbite associéde & T (cf. V.1). Sur Q , il existe une
mesure de Radon positive G-invariante df unique & une constante > O preés
(cf. 11.2).

Supposons Oy(g) nilpotente (g €Q) . Alors la R-orbite Q est tempérée
si et seulement si la représentation T a un caractére distribution relativement
au bicommutant T(G)" de T(G) . De plus, dans ce cas si t est une trace
(normale fidéle semi-finie) sur T(G)" , il existe une normalisation de dB sur

Q de telle sorte que l'on ait :

(3) t(T(Y)) = Jn @37 (g) dB(g)

pour tout Y € i9(ve) (T.5) , ou V. est un voisinage convenable de 0 dans
(g (cf. th. V).

Jour prouver ces résultats, on utilise les résultats de Pukanszky [Pu,5]
(cf. IV) sur les représentations factorielles normales et leurs caractéres qui
permettent de ramener ce probléme au problime analogue (traité dans [Kh,2],
[kh,3], (Kh,4]) pour les représentations irréductibles normales d'un groupe de Lie
connexe.

Le résultat précédent généralise le résultat analogue dans le cas résoluble
[Kh,1] . Dans ce dernier cas la condition qu) nilpotente (g € Q) est inutile,
par contre dans le cas général si cette condition n'est pas satisfaite les formules

(1), (2), (3) ne sont pas vraies en général [Kh,2].
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Dans le cas ol T est une représentation irréductible normale, la R-orbite
Q est nnf G-orbite, la mesure dB est proportionnelle a dsn (T.14), la trace
t est proportionnelle & la trace usuelle, et la formule (3) n'est autre que la
formule (2) 2 la constante prés en moins.
Je suis heureux de remercier M. DUFLO pour les multiples remarques et conseils

qui m'ont aidé dans ce travail.

§. 0.- TABLE DES HOTATIONS

On utilise souvent dans ce texte les notations suivantes sans y
faire référence.
T.1l.- Si H est un groupe topologique, H° désigne la composante connexe de
1'élément neutre.
T. 2.- Soient H un groupe et K un sous-groupe de H , on note [H : K]

1'indice de K dans H .

T. 3.- Soient K un sous-groupe d'un groupe H , 7 la représenta-
tion unitaire de K et h € H . On note h o« la représentation unitaire de
1

K' = hKh~ définie par k' w ﬂ(h-lk' h) pour k' € K'
T. 4.- On note H 1'espace des classes d'équivalence de représentations unitaires
irréductibles de H .

On note H 1'espace des classes de quasi-équivalence de représentations
factorielles de H .

On note ﬂ;orm 1'espace des classes de quasi-équivalence de représentations
factorielles normales de H .
T. 5.- On note JUL(H) 1'espace des fonctions 1 continues sur H & support
compact.

Si H est un groupe de Lie d'algébre de Lie ﬁ et U est un ouvert
dans H ou dans 5 , on note P (U) 1'espace des fonctions de classe C*

d support compact dans U .

T. 6.~ Si 1 est une représentation de H , ¢ € (H) et duH est une mesure de
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Haar & gauche sur H , on note I(p) = IH n(x) @(x) duu(l) . Si 5 est 1'algébre
de Lie de H, Y € %Q) et dx est une mesure de Haar sur ? , on note
ny) = |

%

T. 7.- Soient H un groupe localement compact, C*(H) la C*-glgébre de H , I

¥(x) N(exp x) dx .

une représentation unitaire de H , on note encore ]| 1la représentation associée
a NI sur C*(H) , ker I son noyau dans C*(H) et R(N) 1'algébre de Von
Neumann engendrée par TN(C*(H)) (cf [Dpi]).

T. 8.- On note Prim(H) 1'ensemble des idéaux bilatéres primitifs dans C*(H)

(cf [D1]).
T. 9.- Soient H un groupe localement compact, duH une mesure de Haar a gauche
sur H , AH la fonction module sur H et @€ 3(H) . On note $* la fonction

définie par :

1

e*) = a7t e pour hoen

Si ¥ € K(H) , on note @ » ¥ la fonction définie par :
+1
@ * ¥h) = Iu w(h) ¥(h "h ) duy(h) pour h €H

T. 10.- Soient H wun groupe de Lie d'algébre de Lie ﬁ_ , du, une mesure

H
de Haar & gauche sur H et dx une mesure de Haar sur 4 . On dit que ces deux
mesures se correspondent si

l-e-.dx
dy, (exp x) = det (——-) dx
H P adx

T. 11.- Soient H un groupe de Lie d'algébre de Lie g , agissant dans un espace
V et v €V fixé. On note H e v 1l'orbite de v , H(v) le stabilisateur de

v dans H , et 5‘ (v) 1'algébre de Lie de H(v) .

T. 12.- Si V est un espace vectoriel sur R ou € , on note V* son dual. Si
W est un sous-espace vectoriel de V , on note wt 1'othogonal de W dans V* .
Si V est réel, on note Vc 1'espace complexifié de V .

T. 13.- Si H est un groupe localement compact, on note X(H) 1le groupe des
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homomorphismes continus de H dans le tore & une dimension. Si K est un sous-
groupe fermé de H , on note X(H/K) les éléments de X(H) triviaux sur K .
T. 14.- Si H est un groupe de Lie d'algébre de Lie ,ﬁ. et 0 une H-orbite dans {*
pour l'action de la représentation coadjointe de H , on note x'le9 la mesure
canonique sur  normalisée comme en [Be, p. 18-19-20].
T. 15.- Soient 5. une algébre de Lie et h € ‘6* - On note B, la forme
bilinéaire antisymétrique définie par Bh(X,Y) = h([X,Y]) pour X et Y € 5 .
On note aussi Bh la forme bilinéaire non dégénérée associée par passage au
quotient par le noyau.
T. 16.- Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe d'algébre de Lie
y - D'aprés le théoréme d'Ado, on peut identifier & & une sous-algibre de
1'algébre de Lie des endomorphismes d'un espace vectoriel réel de dimension finie
.de telle sorte que les éléments du plus grand idéal nilpotent TB soient nilpo-
tents . Soit Q; la plus petite sous-algébre de Lie algébrique contenant
(g . Alors [‘q, QJ] = [@',(g] . On note G le groupe de Lie connexe et
simplement connexe d'algébre de Lie Cﬂ; . Alors G est fermé dans G et on a
[&, & = (6, 6] (cf [chl).
T. 17.- Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe fermé de G , et R une
représentation unitaire de H dans un espace de Hilbert ¥ . On note Indf‘(R)
la représentation induite de R. Elle est définie par translations & gauche dans

1'espace des fonctions ¢ de G dans X nmesurables et vérifiant les relations

suivantes :
b -1
(i) Wwxy) = §(y)* R(y) ~@(x) pour x €G et y €H

(1i) [c/u Iv(x)lz dx < + =

ou & est le quotient des fonctions modules de G et H (cf par exemple
[Be, chap. V]).

T. 18.- Soient G un groupe de Lie d'algébre de Lie fq. g"' le dual de q ’
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Q un sous-espace localement fermé muni d'une mesure de Radon positive G-invarian-
te dB . On dit que Q est tempérée s'il existe un nombre M > O et une norme

Il I sur @* de telle sorte que :

Joas g™ dB(g) < + =

T. 19.- Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie, et m une mesure

de Radon positive sur V . Si q;eﬁ(v) , on définit (é sur V* par :

iv(x)

PV = IAIOR dm(x)

La mesure duale m* de m est la mesure de Radon positive sur V* définie par :

P = f P (v) dm*(v)

pour ¢ € Dw) .

§. 1.- PRELIMINAIRES

I.1.- Soit G wun groupe de Lie algébrique linéaire dans GL(E) ob E est un
espace vectoriel réel de dimension finie, et soit (04 son algébre de Lie. Si €
est un réel > O , on note '\J'E ={X € “y ; les valeurs propres x de adX dans E
vérifient |Im x|l < e} . Soit K un sous-groupe algébrique de G d'algébre de

Lie k .
Lemme 1 : Il existe ¢ > O (dépendant de K) tel que :
()tE'UE et exp X EK) b X €k

Démonstration :
a) D'aprés un théoréme de Chevalley &f [Bo], p. 161), il existe une représentation
rationnelle ¢ de G dans un espace vectoriel F de dimension finie sur R ,
et un sous-espace D de dimension 1 dans F tel que :

K= {(x €G / @(x) D= D}

k = {x €eq/ dp(x) D €D}
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De plus par la construction de Chevalley de 1'espace F , les valeurs propres de

X dans F sont de la forme y = x + ...+ x OU X,ye00yX sont les valeurs
i iy 1 P
d . = .
propres de X dans E . On choisit € max p Si X e ‘U; » les valeurs
propres y de X dans F vérifient |Imyl|l< n . On va montrer qu'alors le

lemme 1 est satisfait avec ce voisinage 1”: .

b) Soit X € ‘U’c tel que exp X €K . On sait que X = X, + X ol X, est la
composante semi-simple de X et xn est la composante nilpotente de X , et en
plus exp X = exp Xl exp Xn , exp X. €K et exp xne K. (cf [Ch] par exemple).
On a : xn € k . En effet, on a, d'aprés a), ‘p(exp Xn) D = D puisque
eprnél( ; et donc, si d €D , on a (expxn) ed=21xd (A € R) . Vu que X
est nilpotent, exp Xn est unipotent, et par conséquent, on a (exp xn) ed=d
pour tout d € D . Comme Xn I3 'IJ'C , ceci prouve que Xn € k ([Be], p. 4).

Ce qui précéde nous permet de nous ramener au cas ou X est semi-simple.

c) Supposons que X est semi-simple, X € '0" et exp X €K .

Comme X est semi-simple, on a F_ = Azt li , o0l I est l'ensemble des

valeurs propres de X deux a deux distinctes. Si A et u sont différentes dans

I ,exp )l et expu sont alors des valeurs propres différentes de exp X.
En effet s8i expA = expu , ona Rel = Rey et Iml - Imp €27 Z* , et
ceci est en contradiction avec X € 'Uc . Pour tout » €I , FA est donc

1'espace propre de exp X correspondant & exp A . Comme exp X € K , d'aprés
a) , exp X laisse invariant D ,et donc il existe A € I tel que D C_l’x .

On a donc d@(X) D €D, et par conséquent d'aprés a), ona X €k . cqfd

1.2.- Soient G un groupe de Lie connexe et simplement connexe d'algébre de Lie
q . [(7, q] 1'algébre dérivée de ’q ,» TC le plus grand idéal nilpotent
dans q , ¥ - [“’/"?] + T8, L le sous-groupe analytique de G d'algébre

de Lie B , B8 € (9* , G(g) le stabilisateur de g dans G , K un sous-
groupe fermé de G tel que C(g)o LCK CG(g)L . L'algébre de Lie k de K est

égale a ‘q(g) + &
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Pour ¢ > O , on note V: = (XxXe tg ; les valeurs propres x de adX vérifient

llm xl < e} .
Lemme 2 : Il existe ¢ > O tel que :
(x € v, et exp X €EK) ==X € k

De plus on peut choisir ¢ ne dépendant que de gl(..(> car G(g)L ne dépend que de
glg -
Démonstration :

Utilisant (T.16), on voit que £ est une algébre de Lie algébrique.
D'aprés [Ch, p. 228], ad( ¥ ) est une sous-algébre de Lie algébrique de gi( Oy).
Soit G 1le groupe adjoint algébrique de G , et soit L 1'adhérence algébrique
de AdL dans G . On note @ 1'algébre de Lie de G et g 1'algébre de Lie
de L . Il est facile de voir qu'on a 2 = ad( ¥8) . On note H le groupe
G(g)L . C'est un sous-groupe fermé (au sens de Zariski) dans G d'algébre de Lie

'ﬁ = @(g) + -g

D'aprés le lemme 1, il existe ¢ > O tel que la condition (X € VE et

exp(ad X) € H) entraine ad X € -5, . Par hypothése supposons que X €& Vc et
exp X €K . Il en résulte que exp(ad X) = Ad(exp X) € Ad K . Comme Ad K est

inclus dans H , ce qui précéde montre que ad X € 45_ .

Comme X € @ et come ad(@) N (& (g) +*¢) = ad(@G (g) + ) et
'5 = @(g) + g ,ona adX €ld(wl(g) + &) . Puisque par définition 2
contient le centre de fq , on obtient X € ‘Qj(g) + % , ce qui permet de

conclure puisque k = & (g) + £ . cqfd

1.3.- Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, gf(E) 1'algébre
de Lie des endomorphismes de E , et ‘q une sous-algébre de Lie de gt(E) . Soit
2 une sous-algébre de Lie de (9 , algébrique dans gf(E) et contenant

(4. 41 .

Soit g € @* . On pose k=@ +& (1D, k=g, o Uty
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Lemme 3 : L'algébre de Lie @(g) est nilpotente si et seulement si 1'algébre

de Lie k(k) est nilpotente.

Démonstration :

a) Utilisant 1'égalité k = Q(g) + & , il est facile de voir que (k) = B(1),
et donc que k(k) = ‘g(g) + %0 .

I1 est alors clair que si _Is(k) est nilpotente, q(g) est nilpotente.

Supposons dans la suite que q(g) est nilpotente, et montrons qu'alors k(k)

est nilpotente.

b) Comme £ est une algébre de Lie algébrique, (%) est aussi algébrique.

Alors X (1) est égal 2 r+u ol u est le radical unipotent de 8(1) et

r est un facteur réductif de 8 () (cf [Mo]).

Comme [_1:,56] est inclus dans & , il existe un sous-espace supplémentaire

p de & dans @/ tel que [r, p] soit inclus dans p . Comme % contient

[y, @) , ona [r, p] = {0} . Ceci prouve que r est inclus dans £(g) ,

et par conséquent $3(2) = ¥(g) + u .

D'autre part, comme [Wl,q] est inclus dans 28, [‘Q(E), g(t)] est inclus

dans 2B(g) .

Ces deux derniéres remarques montrent que 4(2) = B(g) + u , et de plus &B(g)

et u sont des idéaux dans L) -

Par hypothése q(g) est nilpotente, donc $(g) est nilpotente. Donc S8(%)

est nilpotente, car elle est somme de deux idéaux nilpotents. On a vu dans a) que

k(k) est égale a rg(g) + &(2) . Utilisant la relation [tg/(z).lq(z)]c & (g),

on voit que Q(g) et  &(2) sont des idéaux dans k(k) . On a prouvé plus haut

que B(%) est nilpotente, et par hypothése Q(g) est nilpotente. Par consé-

quent k(k) est somme de deux idéaux nilpotents, et donc k(k) est nilpotente.
cqfd

1.4.~ Soient G un groupe de Lie d'algébre de Lie ‘g , 8 un idéal dans (g , L le

sous-groupe analytique de G d'algébre de Lie L, g € Qj* et L = gl%

D'aprés ([Pu, 6], p. 10 et p. 30), on a le lemme suivant :
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Lesme 4 :

8) L) cg=g+ (B+ g(z))‘ (T.11, T.12, T.1)

b) Si de plus 2 contient [q. (,] , ona:

- 4
G(!.)O-g g+(£+¢%’(s)) .

§ II.- R-ORBITE DANS &* .

II.1.- Soit G wun groupe de Lie connexe d'algébre de Lie & . Soient G' wun
revétement simplement connexe de G , et G 1le groupe de Lie associé & G' comme
en (T.16).

Si g est dans @* (T.12), 1'orbite G o g est égale & G' ¢ g et donc
est incluse dans G e g . De plus l'orbite G g est localement fermée dans
(q* , puisque l'algébre de Lie Cg de G est algébrique (cf par exemple
(Bo, p. 981).

Comme dans [Pu, 3, p. 521], on définit une unique relation d'équivalence

R sur q* vérifiant ce qui suit

1) Deux éléments g, et g, dans ('9* sont R-équivalents si 8, sz
ou E;—:EZ est 1'adhérence de G-gz dans Ge g, -

2) Toute R-orbite N est localement fermée dans @f* de plus, pour tout
g €Q , Ge g est dense dans N , et ona G e g=20Q s8i et seulement si la
G-orbite G e g est localement fermée dans (2]* .

3) Soit Q une R-orbite. Pour g € 2 , notons G la composante neutre

1

de 1'adhérence (pour la topologie ordinaire) de €(g)c' dans ¢ . Alors G1 est

indépendant du choix de g dans Q , et ona : Q= (:l e g .

11.2.- Lemme 5 : ([Pu, 3]) Soit § une R-orbite dans g* . 11 existe alors
une mesure df sur  de Radon, positive, non nulle, G-invariante, et unique

a une constante strictement positive pres.
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Démonstration :

a) D'aprés II.1, 0 est localement fermé dans Ql* , et 9 = G1 e g(g €9) . La
R-orbite Q est alors homéomorphe & GI/GI(B) . I1 suffit donc de montrer qu'il
existe une mesure de Radon, positive, G-invariante, non nulle, et unique & une

constante strictement positive prés sur GI/GI(S) .

b) Soient ql 1'algébre de Lie de G, et Cg 1'algébre de Lie de G . On a

1
9gcg c g, ec (4, @gl-1@, ,g]=0(G, G] (T.16). Notons 4
1'algébre de Lie [(q,(g] , et H 1le sous-groupe de ¢ d'algébre de Lie {

Si x est un élément de Gl(g) , ona:

det(Ad o, x) = det(Ad , x) = det(Ad_, )
% 4 “

et

det(Ad ‘ql (8) x) = det Ad ‘g(g) x = det(Ad _5_(3) x) .

Par conséquent, pour tout x ecl(g) , ona:

det (Ad ) =

x det (Ad x)
Y,/ Y, () (g/ @ (g)
Vu que B8 : (X,Y) = g([X,Y]) définit sur q/ Cg(g) une forme bilinéaire

antisymétrique non dégénérée, pour tout x dans Gl(g) on a :

det (Ad

G/ g *

Ce qui précéde montre qu'alors pour tout x dans Gl(g) on a :

det(Ad ) = 1

X
G/ Y (p)

Par conséquent, il existe une mesure de Radon positive non nulle G1 - invariante

sur Cllcl(g) unique & un scalaire positif prés.
c) Pour terminer la démonstration du lemme, il suffit de prouver que si u est
une mesure G-invariante sur GI/Cl(g) , alors L est une mesure G -invariante.

1

Remarquons que puisque fé est algébrique, l'orbite H e g est localement fermée
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dans ‘y* (cf [Bo, p. 98]) . Donc le groupe Gl(g)ll , qui est le stabilisateur

de H o g dans G1 , est fermé dans G1 . D'aprés b), on a pour tout x eGl(g) :

det(M6/#(g) (x)) =1 .

En identifiant Gl(g)ll/cl(g) et H/H(g) , on en déduit qu'il existe une mesure )
sur H/H(g) non nulle et invariante par Gl(g)ll . Dans ces conditions a la mesure
p (d'aprés [Be, 11.3.4]) on peut associer une mesure v sur le groupe
Gllcl(g)ﬂ telle que 1'on ait, pour tout ¢ du- intégrable sur Gl/Gl(g) :
(x) du(x) = ( (xy) da(y)) dv(x).
Je. /o (e ¥ e 16, om Yurmey ¥
171 1"71
La mesure u est invariante par G , par conséquent la mesure v est inva-
riante par 1'image de G dans Gl/Gl(g)H par 1'application canonique de G1

dans Gllcl(g)H . Comme G e g est dense dans G, e g et G, o g/H est homéo-

1 1
morphe a GI/GI(g)H , 1'image de G dans GI/GI(B)H est dense dans Gllcl(g)ll .
11 résulte de ceci l'invariance de v par Gllcl(g)ll , et donc 1l'invariance de

u par G1 , ce qui permet de conclure.

I1.3.~- Supposons de plus G simplement connexe. Soient T€ le plus grand idéal
nilpotent dans ‘2} , &= [ty,(q] + T8, et L le sous-groupe analytique
d'algébre de Lie £ dans G .

- * - -
Soient 2 une R-orbite dans G*, g €9,k Qd(g) +€ , K C(g)oL .

k =g k" glg , ﬂko =K e k . Notons M le groupe (;(l.)o Gl(g) L.

Lemme 6 :

1°) Le groupe M est indépendant du choix de g dans 1'image réciproque
dans Cg* de Get (et en particulier du choix de g dans Q) .

2°) Soit H = Gl(k) . Alors on a : H= G(!l.)o Cl(g) .
De plus, ona : M= HKO = I(OH .

3°) Le groupe M est fermé dans G, -

233



M. S. KHALGUI'

Jémonstration :

a) Remarquons tout d'abord que, si g, et g, sont dans (q* et la
restriction de g, a [‘9’ q] est égale a la restriction de g, a [‘R}, q] ,
alors on a pour tout x ed s X ° B "B TX®g, "8, - I1 en résulte 1'égalité

Gl(gl) = Gl(,gz) , ce qui permet de prouver le 1°) du lemme.

b) D'aprés le lemme 4, on a : G(!.)D e g =g+ _ISJ' (T.12) . On en déduit

1'égalité Gl(k) = (;(1!.)o Gl(g) . On peut alors conclure pour le 2°) du lemme.

c) L'orbite Ql( est égale & L ¢ k (puisque Ko = G(g)o L) . Comme
o

1'algébre de Lie & est algébrique (T.16), on en déduit que Q est localement

Ko
fermée dans k* . Le stabilisateur de QK dans G1 est alors fermé. Il est égal
o
. = ] by (] : o
a Gl(k)l(o (= M d'aprés 2°)). Ceci montre le 3°) du lemme. cqfd

D'aprés le lemme précédent le sous-groupe M est fermé dans G1 . De plus il
contient le sous-groupe L . Le quotient Gl/H est donc un groupe et de plus il
existe une mesure de Radon positive Gl-invariante sur GI/H , unique & une
constante positive prés.

Soient dX et dY des mesures de Haar respectivement sur Cg et k et dg

la mesure de Haar sur .‘S.L (T.12) duale (T.19) de la mesure quotient dX/dY .

On note dB la mesure canonique sur Q (T.14).
Ql( Ko
o

Dans ces conditions,.on a le lemme suivant
Lemme 7 : Soit du une mesure de Radon, positive, Gl-invariante sur GI/M .

I1 existe alors une seule mesure de Radon dB , positive, G-invariante sur

telle qu'on ait pour toute fonction 6 dB-intégrable sur R :

8(g') dB(g') = ay(x) dg 8(x e (k" + 0)) dg(o)
JS’Z & & IG /M ¥ JQ

(k') |
Q
1 Ko KO K

(ot k" est un représentant de k' dans (g*).
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Démonstration :
La démonstration de ce lemme est identique & celle du lemme 5.1.5 de [Kh, 1]
en remplagant le groupe f} de [Kh, 1] par Gl. On va la rappeler briévement.

D'aprés le lemme 4, on a : He g = g + 5* . On identifie alors H/Gl(g) et

g + 5‘ . Soient dyu et dy des mesures de Haar a gauche sur G, (g) et
Gl(s) H 1

H respectivement. D'apres [Be, 11.4.5] , duy, 6. (g) est une mesure H-invariante
9
1
sur H/Gl(g) (ceci découle du fait que H opére par translation dans g + E‘ ) .

Les deux mesures suivantes vy et v, sont invariantes par H :

2

v1=?»fk_l\0(g+o) dg(od

vyt IH/GI(S) P(xeg) dqucl(s) (x)

Elles sont donc proportionnelles. Pour duG (8) fixée, on peut donc choisir duH
1

telle que :

I_l? @(g + o) dgo) = | Wixeg) duH’cl(g) (x)

H/Gl(g)
pour toutes les fonctions di-intégrables sur g + 5*

D'aprés le lemme 5, Gl/Gl(g) posséde une mesure G, -invariante. D'aprés

1

[Be, I1.4.6], GI/H posséde une mesure G, -invariante. Puisque Gl/H posséde

1

une mesure G,-invariante, H/Gl(g) et M/H possédent des mesures M-invariantes.

Utilisant M = HKO = KoH (lemme 6) , on peut identifier M/H et Ko/Ko(k) .

D'autre part on peut identifier Ko/Ko(k) et Q . On peut choisir dans ces

Ko

conditions une mesure de Haar a gauche duM sur M telle que dBQ soit
Ko
1'image de duH u Par 1'isomorphisme qui identifie M/H et QK . De ces condi-
, o

tions, si du est la mesure induite par duH et du sur H/Gl(g) ,

M.Cl(g) Gl(g)

on a 1'égalité suivante :

Q

(1) ! ¥(xeg) dy (x) = [ d8
M,G.(g)
18 QK° Ko

(k') ¥(k" + o) dg(o)
H/Gl(g) Iy
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pour toute fonction ¥ définie sur M e g et telle que (x» ¥(xeg)) soit
d"H.Gl(g) - intégrable sur H/Gl(g) (ol k" est un représentant de k' dans

(q*) . D'aprés ce qui précéde on a une mesure M-invariante sur

d“M,Gl(g)

H/Gl(g) . Par hypothése, on a une mesure dff sur Gllﬂ invariante par Gl .

I1 existe donc une seule mesure de Haar & gauche duc sur Gl de telle sorte
1

que la mesure duG sur GI/Gl(g) vérifie la condition suivante :

1,Gl(s)

(2) (x) d &) = ( (xy) d By axi
Icl/Gl(g) atx) dig L6 ()" Jcl/n IH/GI(S) alxy) duy g ()3 AN

pour toute fonction a sur Gl/Gl(g) ducl,cl(s) - intégrable. On identifie Q

et Gllcl(g) , et on note dB 1'image de la mesure duc sur N . En uti-

1,cl(g)
lisant (1) et (2), on voit que 1l'on peut conclure. cqfd

§ III.- CARACTERES DES REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES D'UN GROUPE DE LIE
¢ [xn, 3] .

Soit G un groupe de Lie d'algébre de Lie Cg . Supposons qu'il existe un
voisinage ouvert V de O dans (g tel que V soit G-invariant, tel que 1'ap-
plication X » exp X soit un difféomorphisme de V sur exp(V) et tel que pour
tout X €V on ait |[Im(x)]| < 7 pour toute valeur propre x de ad(X) .

Remarquons que cette hypothése est vérifiée en particulier avec
V= {({X€ Cy/lm(x) <m pour toute valeur propre x de adX} si la composante
neutre du centre de Go (T.1) est simplement connexe, et en particulier si Go

est simplement connexe.

Rappelons que si g € Q}* , on note G(g) le stabilisateur de g dans
G, (q(g) 1'algébre de Lie de G(g) , Sp( &/ @ (g)) le groupe symplectique
associé a la forme bilinéaire induite par g (T.15), Mp( (Q/ @(g)), le groupe
métaplectique associé & Sp( @/ WY (g)) si @/ @(g) ¥ {0} et
Mp( (q/ q(g)) = {+ 1} i (9/ ‘q(g) = {0} , C(g)(q. 1l'ensemble des éléments

(x,m) dans G(g) x Mp( CQ/ @ (g)) tel que 1'image de x et 1'image de m dans
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sp( q/ q (g)) soient égales. Le groupe G(g)q est un revétement a deux
feuillets de G(g) . On note p 1la projection naturelle de G(g)q sur G(g) ,
et ¢ 1'élément non trivial du noyau de p . On dit que g est admissible s'il
existe un caractére unitaire Xg de G(g)Z - p-l(G(g)o) de différentielle

i.g' q(g) et tel que xg(e) = - 1 . On note Xc(g) (resp xé“(g)) 1'ensemble
des classes de représentations unitaires (resp. unitaires irréductibles) «t de
G(g)q telles que la restriction de 1 & G(g)? soit un multiple de Xg On
dit que g est bien polarisable s'il existe une polarisation résoluble dans (qc
(T.12) en g vérifiant la condition de Pukanszky (complexe) (cf. [Du, 2] pour

ces notions).

Au couple (g,7) ol g est admissible et bien polarisable et 1t € Xc(g) ,
M. DUFLO associe une classe de représentations unitaires de G notée TG
,

(cf [Du, 2]). En particulier 1 éXé”(g) 8i et seulement si Ti . est irréduc-

tible.

Pour (g,1) fixé, ou g est une forme admissible et bien polarisable et

xexé"(g) , on note T-‘I‘G . Onnote QR =Ge g , dB

8,1 Q la mesure canonique

sur @ (T.14) .

Dans ces conditions, on a le résultat suivant :

Théoréme : Supposons dim 1 < + » et (q(g) (T.11) nilpotente (g € Q) .
Alors la représentation T a un caractére distribution si et seulement si

1'orbite  est tempérée. Dans ce cas, on a 1'identité suivante :
(*) tr (V) = din(o) | (¢371" (g) a8 (g)

pour tout V¥ € B w) (T.5, T.6) , ou j est la fonction définie dans l'intro-

duction.

Démonstration :
Ce théoréeme est démontré essentiellement dans [Kh, 3] . En effet dans

[Kh,3] , on démontre que si l'orbite R est tempérée et en plus l'orbite Q est
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fermée, alors T a un caractére distribution et la formule (*) est vraie. Ce
résultat reste vrai sans 1'hypothise Q fermée. Cette derniire a été posée pour
appliquer le lemme 6 de [Du, 2] & un idéal contenant 1'algébre dérivée.L'hypo-
thése Q fermée dans ce lemme est utilisée pour pouvoir déduire, avec les nota-
tions de [Du, 2], B(fl) o f = f + 5* , or cette égalité est toujours vraie
pour un idéal cc;n'tenant 1'algébre dérivée d'aprés le lemme 4 du § I., et donc le
lemme 6 de [Du, 2] est vrai pour un tel idéal. La méme démonstration que [Kh, 2]
et [Kh, 3] permet alors de conclure que si l'orbite Q est tempérée alors T

a un caractére distribution et (*) est vraie. Réciproquement, supposons que T a
un caractére distribution. Les mémes démonstrations que ([Kh, 2], p. 352) et
((Kh, 3], p. 69) permettent de prouver qu'il existe un voisinage ouvert U de O

dans fq tel qu'on ait :

]Q\v(g) 48 (g) < + = et tr T(Yj) = dim(x) IQ ¥(g) dB(g)
pour tout ¥ €2 (U) . En utilisant le théoréme 7.2 de [Di, Mal, on montre
qu'alors :

J ¥(e) as(e) < v =

pour tout V¥ EJ(Q) , et donc [ 6(g) dB.(g) < + = pour tout 6 €  ( @) .
Q Q

D'aprés le théoréme du graphe fermé, 1'application (0"’6'0) est continue de

/J(’-Id*) dans Ll(n, dBn) , et donc l'application (6 = Iﬂ e(g) dBQ(g)) est

une distribution tempérée. D'aprés ([sc), p. 242), 1l'orbite Q est alors tempé-

rée. cqfd

§ IV.- REPRESENTATIONS PACTORIELLES NORMALES ET CARACTERES D'UN GROUPE DE LIE G
(d'aprés L. PUKANSZKY).

Soient G un groupe de Lie connexe, a\“o‘_m 1'espace des classes de quasi-
équivalence de représentations factorielles normales de G (T.4), Prim(G)

1'espace des idéaux primitifs de la C*-algébre de G (T.8) . D'aprés [(Pu, 5] ,
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1'application Tw ker T de E‘nom dans Prim(G) est une bijection.

On sait aussi que Enom est en bijection canonique avec 1'ensemble des
caractéres de G définis & une constante multiplicative strictement positive prés
(cf Tpil).

Supposons de plus G simplement connexe. Soit {q 1'algébre de Lie de G .
Soient (g une algébre de Lie algébrique choisie comme en (T.16) telle que (q
soit une sous-algébre de ‘9., , [@' , é] = [q » @], et ¢ le groupe de Lie
connexe et simplement connexe d'algébre de Lie @' . Alors G est fermé dans G
et [G, G] = [G~, ] (T.16) . Soient T& le plus grand idéal nilpotent dans

(q, & - [(2/, (g_] + T8, N et L les sous-groupes analytiques d'algébres de
Lie‘ T et respectivement. Alors L est un sous-groupe fermé invariant
connexe de type I dans G et dans ¢ ([Pu, 51). Soit E une C-orbite dans
L. Pukanszky définit un sous-groupe fermé K(E) de G contenant L qui a en
particulier la propriété que tout ) €E s'étend en une représentation irréducti-
ble p de K(E) telle que Ind »p soit une représentation factorielle de G

K(E)G
((Pu, 5], p. 86).
Posons F(E) = {p € K/(E\) / O'L €E} et U= lEJF(E) . Il existe alors une relation
d'équivalence f sur U telle que oy T 0, si et seulement s'il existe E € L/C

telle que et € F(E) et

0y 0, 0, € E_D—l (adhérence dans F(E) qui est un
sous-espace localement compact séparé dans |(/(?)) . Soit p € U , on note

J(p) = ker(Ind o) dans Prim(G) (T.7, T.8). L'application p = J(p) est surjec-
tive de U dans Prim(G) , et on a J(pl) = J(oz) si et seulement si o T 0y -
Soit J € Prim(G) , on pose L) = {0 €U / J(p) = J} . C'est une TI-orbite
dans U . Soit E = E(J) la G-orbite dans L associée & cette I-orbite. Le
sous-groupe K(E) sera noté K(J) . Alors & (J) est un sous-espace localement
compact dans I&J\) (JB(J) € F(J) = F(E)) . De plus JE(J) est invariant sous
1'action de G , et porte une mesure de Radon, positive, G-invariante u unique

2 une constante > O prés ([Pu, 5], p. 106).

D'aprés [Pu, 5], il existe une sous-algibre B involutive, dense dans C*(G) ,
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contenant  JB(G) (T.5) et vérifiant ce qui suit. Si T est une représentation
factorielle normale de G , 1'ensemble des opérateurs de la forme T(f)

(f € B* = BN C*(G)*) de trace finie engendre 1'algébre de Von Neumann R(T)
(T.7) . De plus, si t est une trace (normale fidéle semi-finie) sur R(T) et
J = ker T (T.7) , on peut normaliser la mesure u sur #£(J) de telle sorte

que 1l'on ait :

t(T(£)) = | tr(p(flK(J))) du(p)

A3)

pour tout f € YW(G)* = F(G) N c*(6)*.

§ V.- CARACTERES DES nnismnmns FACTORIELLES NORMALES D'UN GROUPE DE LIE

Soient G un groupe de Lie connexe d'algébre de Lie q » 8 une forme

irr
G

sentation irréductible associée par M. DUFLO & (g,t) (cf. III) . On note

J = ker T(g; . (T.7) et T = cg T la classe de quasi-équivalence de représenta-
’

linéaire sur (y admissible et bien polarisable, T € X. (g) et T: . 1a repré-
,

tions factorielles normales associées & J par la bijection de Pukanszky (cf IV),

et t une trace (normale fidéle semi-finie) sur R(T) (T.7) .

V.1l.- R-orbite associée & T

On note 2 la R-orbite contenant g dans le dual (g* de 7 (cf II).

Proposition et Définition : La R-orbite  ne dépend que de T . Plus précisément

si (g,7) et (g', 1') sont deux couples tels que < =%, ,(=1),
8sT B T

sont dans la méme R-orbite. Cette R-orbite est appelée la

alors g et g
R-orpite associée a T .
On démontrera la proposition plus bas (cf V.3) en méme temps que d'autres

résultats nécessaires pour la suite.

V.2.- Supposons de plus G simplement connexe. On utilise dans la suite les
notations de IV. On pose E = E(J) , K=K(J) , F=FU) et & =ct) .

Soient k 1'algébre de Lie de K , et k* le dual de k . On note £ la
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S

restrictionde g & £ et k la restriction de g & k . D'aprés ([Kh, 43,

IV.3.3), on peut associer & T une représentation o exi"(z) et une représen-

L N L
t,0 ou Tl,a est la représen

irr

tation T® € XK (k) de telle sorte que E = Cer

tation irréductible de L associée & (2,0) , de plus si '1': . est la représen-
»

K

k"xl - rl’c , et les
L

tation irréductible de K associée 3 (k, TK) ,ona T

représentations Tc et Ind (‘l‘K ) ont méme noyau dans C*(G) (égal &3 J),
81 ke * Tk

et donc est dans & . Soient l(o la composante connexe de l'unité dans

T
’TK
"~
K et Fo = {po € l(o ; poll. €E} . De la méme fagon que pour F , on montre que
Fo est un sous-espace localement compact séparé dans k\o , et de plus on a :

~
F = {po €K  ; il existe p €F pour lequel oll(o = oo} (cf [Pu, 5]).

~
Posons dto = (oo € Ko ; il existe p € & tel que p|K° = oo} .

Lemme 8 : Pour tout LR € 17&'0 , on a : ‘to =G e [ (1'adhérence de G o L

dans F ).
[

Démonstration du lemme 8 :

I1 est facile de voir que si deux éléments p et p' de F ont la méme
restriction & l(o , i1 existe un caractére unitaire n EX(K/KO) (T.13) tel que
p' = np . Ceci prouve que l'application p w bo = olK est une application
propre de F sur Fo . Par conséquent Jto est fermé dans Fo et ‘to = E‘o_oc

puisque ' est fermé dans F et & . Gep . cqfd

Lemme 9 : Pour tout o € 91; , on a ‘z’o - G1 * 0, (o G1 est le groupe défini

en II.1).

DS

tration du lemme 9 :

(1) Rappelons d'abord que, si H est le groupe des points réels d'un groupe
algébrique agissant rationnellement dans 1'ensemble X des points réels d'une
variété (ie (h,x) » h e x est un morphisme de H x X sur X) , chaque H-orbite
dans X est localement fermée dans X et son bord est réunion d'orbites de

dimension strictement plus petite (cf [Bo]).
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(ii) Soit q = CxI ob I est l'ensemble des formes linéaires sur k
nulles sur & . ce groupe opére dans Eo . D'aprés ([Pu, 5] ), F st
égal a g * p, pour tout p EF_ , et de plus Fo est homéomorphe a

9/%(00) . D'aprés ([Kh, 4], IV, corollaire), on en déduit que :

K
() . B ”* ' irr, ,
p°.Tk',1' ol k'EKk ,xKOEXKO (k') .
Ko

De plus, si &' = k'I et o' = 1! , le couple (%', ¢') est conjugué

1 Ko

Lz ¥
par un élément de ¢ du couple (g2, o) .
. f irr, , , f
si (x,v) € % et Tl(oé KKO (k') , on définit (x,v) e 1K° par
(Gov) 13 M) = x () 12 (PR %) pour B €KX ol t la restricti
s K, v K, P ol x, est la restriction

du caractére unitaire de K, dont la différentielle est égale & iv. Remarquons

irr
u'alors (x,v) ¢ 1! € X, (xek' + v) . Si de plus (x,v) € Q(k') ,
9 K, € %k, P 3

' irr

L] L .
(x,v) 1K°e xKo (k') . On notera alors g(k )Tl'(o le stabilisateur de TKo dans
L : 3 L
%(k ) . On déduit de ce qui précéde que Q(po) est égal & Q(k )1' Ko
Ko
D'aprés ([Kh, 4], IV), l(° est égal a C(g')oL ot g' est une forme linéaire

sur fg prolongeant k' . Utilisant le lemme III.8.1. et III.1.3. de kn, 4] ,

on en déduit le fait que %(k.)x' est égal a 9(k')c. , et que g(k')c. est
Ko

d'indice fini dans g(k') , et que [ %(k') : g(k')o] est indépendant du choix
de o dans Fo . I1 en résulte que %(po) =L g(k')o. et

[g(k')L: %(oo)]<¢-

(iii) D'aprés i), l'orbite Ce ' (=C e 2) est localement fermée dans

% * , et par conséquent q e k' est 1ocalemen't fermée dans k* (c'est 1'image
réciproque de e par l'application k w» k,l,g de k* dans B8*) . L'orbite
% e k' est alors homéomorphe a g/ (a(k') . D'autre part d'aprés i) l'orbite
3 e k' est localement fermée dans k* , et par conséquent elle est localement
fermée dans q" k' . Vu que les G-orbites dans % e k' ont toutes la méme

dimension, on en déduit d'aprés i) que l'orbite C e k' est fermée dans %o k'

I1 en résulte le fait que le groupe ¢ %(k') est fermé dans q. . D'aprés ii),
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le groupe € 3(90) est égal a G g(k')a-' , et il est d'indice fini dans
¢ g(k') . Le groupe C g(po) est ouvert dans G g,(k') et par conséquent il
est fermé dans C %(k') . Le groupe G g(po) est donc fermé dans 9 et par
conséquent ¢ q(po)/ g(po) est fermé dans %/ q(po) . Ceci permet de conlure
que l'orbite Ce. p, est fermée dans Fo . Comme t7t° =Gep, (d'aprés le lemme
~ -

8), etona: Ge DOCG . pOCFo (pour tout Po € dto) , le fait que G o o
est fermée dans Fo permet de conclure que J‘; est inclus dans E * Py (pour
tout p € *) .

o (-

(iv) On pose Gi =G E(po) . D'aprés ce qui précéde, on peut en déduire

Ko
' - 0 -
1'égalité <7t; G1 * 0, (po € t7t°) . On pose TKO =T x et e, Tk,-r
Ko(k)= Ko
la représentation associée 3 (k, TKO) . I1 est facile de voir que :
K, K
Tk° = ’1“: e T° € 3
’TKO ’TK ,TKQ o

Comme dans iii), on montre que E(po) = E(k)c L et que [E(k)L : E(po)] <+ w
D'aprés le lemme 4, k) est égal a (:(R,)o E(g) . Ceci entraine 1'égalité

~ - ~ ~ T
G(k)G = G(g)G , et la relation [G(g)G : c(po)cl < +® ., Utilisant G!' = G(PO)G

1
et G'l' = G(g)G , on en déduit alors [G'l' : Gi] <+ e ., Rappelons que par défini-
tion 01 est la composante connexe de l'élément neutre de G'l' . On peut alors en
déduire que (;1 est aussi la composante connexe de 1'unité dans Gi . Utilisant

la connexité de Cxo , on peut alors conclure que Jto = (:l o Do . Ceci termine

la démonstration du lemme 9. cqfd

V.3.- Démonstration de la proposition V.1.

Supposons d'abord que G est simplement connexe.

Soient deux couples (g,t) et g',1') dans X:TT tels que

G
ker 'I‘8 - ker T(S;' o Comme dans V.2, on associe a8 (g,1) et (g',1') respec-
1 9
tivement deux couples (k, TK) et (k', 11'() € Xll(rr tels que :

ker(1 ) = ker[ind(TK
8y T ky,T

)] et ker(Tc, ,)'ker[ind(TK. )
X g1 k TK
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Ceci permet de prouver que Ti < et Tﬁ, .y sont des éléments de ct, et donc
’ K ’ K
Xo Yo 4 ¢
T et T, , sont des éléments correspondants dans , OU T et
k,TK k',1 o K
0 Ko °
11'( sont les restrictions de T, et <! respectivement a K (k)5 et
0 K Ko [
l((k')k . D'aprés le lemme 9, il existe alors un élément x éGl tel que
Ko Ko . - 12
x o T =T, _, . Quitte a multiplier x par un élément de K , ceci
k,TK k 1Ty °
o o

entraine 1'égalité x o k = k' . Utilisant le lemme 4 , on obtient x o g = g' ,
quitte & multiplier x par un élément de G(l)o .

Utilisant Q = Gl e g (cf. II.1) on peut alors conclure que g et g' sont dans
la méme R-orbite Q , ce qui termine la démonstration de la proposition de V.1,

dans le cas ot G est simplement connexe.

Revenons au cas ou G est connexe (mais pas nécessairement simplement
connexe). Soient G' 1le revétement simplement connexe de G , et I la projec-

tion de G' sur G . Soient T et T' les représentations induites sur G'(g)v

'
et G'(g')q par T et T' . On a alors TG _ = TG o Il et
8T 8,T ,
L} .
TG. P G, , o . Il est facile de voir qu'alors ker Tc, -, = ker Tc -
8 T 8 »T 8 »T B»T
G G

puisque ker Tz.ﬂ, = ker 'rg‘T

D'aprés le cas précédent, on en déduit que g et g' sont dans la méme

R-orbite. cqfd

V.4.- Soient G un groupe de Lie connexe d'algébre de Lie Cg , T une repré-

sentation factorielle normale de G telle que Ker T = ker Ti . ol g est une
i G
forme linéaire sur (g admissible et bien polarisable, 1 & Xé"(g) et T

8,1

la représentation irréductible de G associée & (g,1) (cf. III) . Soient t
une trace sur R(T) = T(G)" (T.7),  la R-orbite associée a T (cf. V.1), d8

une mesure de Radon positive G-invariante sur @

Théoréme V.4. : Supposons ‘g(g) nilpotente (g € Q)
Alors la R-orbite f est tempérée si et seulement si la représentation T a

un caractére distribution relativement a R(T) . Dans ce cas s8i t est une trace

244



CARACTERES DES REPRESENTATIONS FACTORIELLES
fixée, il existe un nombre ¢ > O et une normalisation de dB8 sur 0 tels que
1'on ait :
*) tan) = [ 5" a8

pour tout Y € D( Ve) (T.5, T.6) ou v, est le voisinage ouvert de O dans

(’ défini en I.2.

Démonstration du théoréme V.4. :

Supposons de plus G simplement connexe. On choisit V = v2: de telle
sorte que le lemme I.2 soit vrai pour V et 2 < ¥ . Dans ce cas 1'application
X » exp X est un difféomorphisme de V sur exp V . A un élément Y € d(v) ,

on associe @ €% (exp V) défini comme suit :

-adX -

¢(exp X) = ¥(X) (det(l-%——))-1

3 (x erv) .

Soit dX une mesure de Haar sur q , et soit duc la mesure de Haar a
gauche correspondante (T.10). On a alors T(¢) = T(Y) (T.6) .

On note 9((’)* 1'espace des fonctions ¥ € D ( (q) telles que I (Y)
soit un opérateur positif pour toute représentation unitaire continue I de G
(T.6), et on note D(V) = B(v) N 9(‘?)‘ . I1 est alors facile de voir
que si Y € Bd(v) , la fonction  associée & Y est dans
D (exp V ) - D(exp V) ncxe)’ .

On utilise dans la suite les notations de V.2. D'aprés Pukanszky (cf. IV),

i1 existe une mesure de Radon du , positive, G-invariante sur Jt’et telle que :

(0 t(T(p)) = {t :r(p('flx)) du(p)
pour tout €Dexp v)°

L'application p » o, " °|K° est une surjection continue de 4 sur tﬂ;
et son noyau est un sous-groupe fermé du groupe compact X(K/l(o) (T.13) qu'on

notera X' . On peut identifier R/x' et ct; , et si on choisit une mesure

de masse totale 1 sur X' , il existe alors une mesure de Radon duo sur 0?0
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positive et G-invariante telle que :

(2) alp) dulp) = | (‘fx' alx p) dx) duo(po)

(4

%
pour toute fonction a sur r dy-intégrable.

Utilisant la relation K = G(g) LCK CG(g)L (cf. [Knh, 4], IV) et le
lemme 2, on voit qu'alors, pour tp€$(exp V) , la restriction ‘Pll( de Y & K
est & support dans exp(V) MK = exp(V M k) . On a donc pour tout p € Jt',

p(&p'K ) = po(ﬂx ) . En utilisant (1) et (2) , on trouve :
o
3) t(T(p)) = Idko :r(po(-ﬂxo) du (o )

pour tout tpes(exp vt

K
Soit p =T

ko-r 1'élément de Jt; défini en V.2 et V.3 . D'aprés le
£ Ko

lemme 9, Jl’o est égal a G1 *p, et il est homéomorphe a Gl/cl(po) . En iden-

tifiant tﬁ’o et Gllcl(oo) , on obtient a partir de (3) la relation suivante :

(%) t(T(p)) = tr(x o p ( )) du_(x)
M Icl/cl(oo) TR PR

Notons M' = cl(oo) . De la méme fagon que dans la démonstration du lemme
9, on montre que M' = cl(k)cL et Gl(k)c est d'indice fini dans Gl(k) . Soit
M le groupe défini dans le lemme 6. On voit qu'alors [M : M'] < + « , et de plus

il est facile de voir que [M : M'] est indépendant du choix de R dans tﬁ; .
Soient dY une mesure de Haar sur k et duK la mesure de Haar i gauche
o
correspondante sur Ko (T.10) . Pour x GE , on note \Px et \rx les fonctions

définies sur G et ‘9 respectivement par :
|
x -1 -1 x -1
¥ (y) = a8 "(x)plxy x ) et ¥ (Y) =4 "(x) ¥(xeY)

ol A est définie sur ¢ par d(xe2) = A(x) dZ pour une mesure de Haar dZ
-~
sur ‘9 . Utilisant le fait que .‘PIK est & support dans exp(k N V) et
o
~
1'invariance de k et V par G , on voit qu'alors \leK est & support dans
o

exp(k N V) et de plus Vx|k est la fonction associée & \lel(o dans
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D(VOk) . D'aprés (4) on obtient alors la relation suivante :

= x b
(s) t(T(¢)) JGI/H trip (¥ l.‘i)) du_(x)

Ayant remarqué que [M : M'] < + ® , si on munit le groupe M/M' de la
mesure de masse 1 en tout point, on peut associer & duo une mesure de Radon dﬁ' )

positive, G-invariante sur GI/M et telle que :

(6) [, 8 du (X = fe m ¢

G, /M

8(x y) dy) di(x)
1 1 M M/M' xy 4 o

pour toute fonction 6 du‘;intégrable sur GI/H' .
Notons nxo = Ko e k , dan la mesure canonique sur, QKO
o

Les mesures de Haar dX et dY respectivement sur QJ et k induisent une

(T.14) .

mesure dX/dY sur @ /k . On note di 1a mesure duale de cette mesure sur 5“'

(T.12, T.19).

Dans ces conditions, d'aprés le lemme 7, 3 la mesure dﬁ' on peut associer

une mesure de Radon positive et G-invariante dB de telle sorte que :

N 8(g) ds(g) = ad(x) dg. (k") 8(x e k" + o) dg(o)
In (g) dB(g IGL/M I(x IQKO BQKO I.‘S‘ x 0) d¢(o

pour toute fonction 6 dB-intégrable sur Q2 , ol k" est une forme linéaire

sur (q prolongeant k'

- A
Supposons N tempérée. L'application (g = (¥ j 1) (g)) est alors

dp-intégrable sur et la formule (7) entraine :

1 ) .

(v 37°) 48 = ay(x) dg ) (xe k" + 0) dg
In J g Icmux J's'z U * °

k') (v 5
1 Ko Ko .‘S

pour tout Y e@ug) .

Utilisant (6) et 1'égalité précédente, on obtient :

=-1.a 1 . -1.A
- d ) L} (k' (Y ) (xek"+0) dz(o)
(8) fn (Y j ) d8 TonT IGI/H' by (x fnxo BQKO ) f‘! 3 x o) dg(o

D'autre part, en utilisant la relation (7), 1'hypothése R tempérée montre
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qu'alors 1'orbite nxo est tempérée. D'aprés le lemme 3 1'hypothése W/(g)
K

nilpotente entraine le fait que k(k) est nilpotente. Comme on a by = Tkor
£ ]
Ko

et dil(‘l’K ) <+e , d'aprés les résultats de III, on obtient 1'égalité suivante
o

~
pour tout x €G :

(9 erlo (V| = din(ry ) I“x G j;l); k") a5 k")
o 0

o ¥ ED(V) , (v"]E j;l)": (k') = J’k ¥ (Y) 3;1(\() KLY gy e

sh(adelz )

s S
) (TED

jk(Y) = (det (

Vu que k est un idéal dans (q »ona;: j = j|k . On a alors pour

tout x €06 :

AP N DN S G i S USRI TICO I

o I=

L'invariance de j sous l'action de permet alors d'obtenir :

-1l.A

S PN I IO ek + o) di(o)

La formule (9) s'écrit alors :

' -1 "
(10)  er p (¥¥|}) = dim(ry ) fﬂ a8, (k") [k* (v 37" (xe k" + 0) dg(o)
ks, Ko ks

Les formules (5) et (10) entrainent la formule suivante pour tout

ve W'

-1l " .
11 T(Y - di k') Y ) (xeKk'+0) dg(o)]du (x) .
(11) t(T(¥Y)) JGX/H' L n(tko) Inxo Ko( IE'L (v 3 x t(o)]du (x

Utilisant cette formule et la formule (8) , on en déduit la formule suivan-

te pour tout Y € 2w
(12) €(T() = dim(r, ) M+ MD [ (¥ I T
0 2

En remarquant que les nombres dim(t, ) et [M : M'] ne dépendent que de

Ko

T , on peut alors normaliser dB8 sur Q de telle sorte que l'on ait :
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(13 e = [ (v I a8 ()
pour tout ¥ € @(V)* .

De plus vu que le membre de droite de (13) est fini, 1l'opérateur T(Y) est
alors tragable relativement & R(T) pour tout ¥ € (V)" , et donc T(p) est
alors tragable relativement & R(T) pour tout ¢ €D (exp V)’ .

Soit U=expV_ . 11 est facile de voir qu'alors pour tout q;e?(u) ,
ona ¢ x p* € D (exp v, et donc d'aprés ce qui précéde 1'opérateur T(y)
est de Hilbert-Schmidt relativement & R(T) . D'aprés la proposition de ([Kh, 2],
p- 361), T a un caractére distribution relativement & R(T) .

D'autre part, en utilisant le théoréme 3.1 de [Di - Ma]l , on peut montrer
que toute fonction € D(U) est une combinaison linéaire de fonctions de la
forme L P Py avec @, € D(U) . soient Y la fonction dans & (V') associée
a @ (ou V' est égal a VE) , et 'l la fonction associée a ? *9;' dans

D(V) . Il est clair que Yi € DWW et que Y est une combinaison linéaire
des AP Utilisant la formule (13) on peut alors conclure que (13) est valable
pour tout ¥ € D(v') .

Nous avons démontré dans ce qui précéde que si la R-orbite Q est tempérée

alors T a un caractére distribution relativement & R(T) et de plus pour une

trace t fixée, on peut normaliser la mesure dBf sur 0 de telle sorte que la

formule (*) soit satisfaite pour tout ¥ €D(Vv') .

Réciproquement, supposons que T a un caractére distribution relativement
a R(T) . Soit V' wun voisinage de O dans q choisi comme plus haut. Si
¥ € D (V') en utilisant le théoréme 3.1 de [Di - Ma], on montre qu'alors Y
est combinaison linéaire de fonctions Yl € D ()" . Utilisant la formule (5)
et le fait que T a un caractére distribution on montre qu'alors (5) est vraie
pour Y € D (V') , et qu'alors pour presque tout x , oo(‘fx|£) est tragable.
Il existe alors un voisinage V de O dans k de telle sorte que oo(Yl) soit

1

tragable pour tout Yl € D (k) . D'aprés les résultats de III, QK est alors
o
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tempérée et pour un voisinage V1 de O dans k , on a:
trp (¥)) = dim(r, ) [ (v 527 dp
o 1 Ko ‘g 1°k 'k Q
Ko ¥o

Quitte a changer le voisinage V' de O dans dy , il en résulte que

pour xé% et YED(V') on a la formule suivante :

tr o (Y%[y) = dim(x
0 k

x -1A
Ko) In (7| j5 )_‘s dBQK .

Ko (]

Utilisant la définition de la mesure df sur 5* , et le fait que

B = jlk » on en déduit la formule suivante pour x € G1 et YEID (V') :

tr po(?xlk) = dim(t

' N L =l
Ko) In gy (k') !E“ (37 ) (k" + o) dglo) .

Ko, %o

En écrivant cette formule pour Y¥j & la place de Y , on obtient :

A
(14)  erop ((4¥|) = dim(ry ) jn a8, (k") jk* ¥(xek" + 0) dg(o) .
K, Ko =

Soit V" un voisinage de O dans qy tel qu'on ait pour tout
YEDWN") ; ¥ Y*ED(V) .
Les formules (5) et (14) écrites pour (¥ « ¥*)j entrainent 1'égalité
suivante :

A .

(15) er(T((¥+¥*)3)) = Ic /w[’dmhko)fn gy (k') J'?(h ¥*) (xek" +0)dz(0)]du_(x) .

1 Ko Ko =

a
Remarquons que (¥ 4 ¥Y*) = I;I2 et donc cette fonction est positive
A
partout, et par conséquent en utilisant (7) pour & = (¥ » Y*) |n on trouve la
formule suivante :

(¥ « v*)" dg = ay(x) a8
In * 8 Ic; m jn 2

(k") !k“_(v*?*f(x-k"-&o) dz(o) .
1 Ko Ko -

La formule (6) permet alors d'obtenir :
1 . 1] A ° "
(16) In (Yay*)Y dg = orT IGI/H‘duc(x) JQ g, (k') IE‘ (Ya¥*)" (xek"™+0) dz(o) .

Ko )

Les formules (15) et (16) montrent qu'alors :
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J (eye) a8 <+ e
Q
pour tout Y € (V") .

En utilisant le théoréme 3.1 de [Di- Ma), on montre alors que pour tout

Y e IQ § d8 < + = . Comme dans la remarque et la démonstration de 111,

on peut alors conclure que la R-orbite Q est tempérée. Ceci termine la démons-
tration du théoréme dans le cas ou G est simplement connexe.
Supposons que G est connexe mais pas nécessairement simplement connexe.
Soient G' 1le revétement simplement connexe de G , 1 la projection canonique
de G' sur G, T =%ker T et T'=Tol . -
I1 est facile de voir que si cpe'&(c') (T.5), la fonction <t(¢) définie

par t(p)(x) = Yér @(x y) est dans 3((G) . De plus, tout ¢EX(G) est de la

forme t(p') avec ¢'€ W(G') . On peut alors en déduire que

T(H(G)) = T'(K(G')) , et par conséquent que T(C*(G)) = T'(C*(G)) et

R(T) = R(T') (T.7) . Par conséquent la trace t est une trace associée &3 T et
T' . De plus 8i ¥ € D(V) et ¢ est la fonction associée & Y dans D (exp V)
ol expVCG' ,ona t1(p) ED(exp V) ol exp VCG . Dans ces conditions,
ona T'(Y) = T'(p) = T(1@p)) = T(¥) (T.6). Utilisant les résultats obtenus dans

le cas simplement connexe, on peut alors conclure. cqfd
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