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ssssss, :
Soient G un groupe de Lie réel connexe d'algèbre de Lie Cflf et T une

représentation factorielle normale de G dont le noyau dans C*(G) est égal au

noyau de l'une des représentations irréductibles de G construites par Duflo.

On associe à T une R-orbite S2 dans le dual de ̂  . Dans le cas où la

sous-algèbre ^U ( g ) ( g fe Î2) est niipotente, on montre que T a un caractère

distribution relativement au bicommutant T ( G ) " si et seulement si !i est tem-

pérée.

Dans ce cas, on a une formule de caractère de Kirillov/Ces résultats

généralisent les résultats analogues obtenus dans le cas où G est résoluble et

dans le cas où T est irréductible normale.

ABSTRACT :
Let G be a real connected Lie group, Cû/ i t ' s Lie algebra, T a factor

normal représentation of G such that thé kernel of T in C*(G) is equal to

thé kernel of one of thé irreducible représentations of G constructed by Duflo.

We associate to T a R-orbit îî in thé dual of î̂ . . When thé stabilizer

(û{ ( g ) of g ( g €, îî) in (£f is niipotent, we prove that T bas a distri-

bution character if and oniy if S2 is tenpered, and in this case wc hâve a

Kirillov's character formula. Thèse results généralise thé results obtained in

thé case G solvable and thé case T irreducible normal représentation of G .
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IMTROPOCTIOJI

Soient G un groupe de Lie d'algèbre de Lie W ^ W* le dual de OU ,
T une représentation (unitaire) irréductible de G . Kirillov a conjecturé le

résultat suivant : II existe une G-orbite H pour l'action de la représentation

coadjointe de G dans Cûf* , et une fonction P G-invariante, de classe C"

sur Cy et telle que Prs^0) • 1 de telle sorte que l'on ait :

( 1 ) tr T(exp X) • J P - ( X ) ' 1 e1̂ *3̂  d 8 . ( g ) ( T . 1 4 )Sî " —
au voisinage de l'origine dans Çûl .

Cette formule a été démontrée progressivement et sous des hypothèses conve-

nables dans les cas suivants : dans le cas niipotent [Ki] , dans le cas compact
[Ki] ; [Pu.l] . dans le cas résoluble [Pu,23 . [Di,l^ . [Kh.1'3 . dans le cas

réductif [Ro] . dans le cas moyennable [Kh,21] et dans le cas général [Kh,3] .

Dans le chapitre III, on donne un énoncé plus général que celui de [Kh,2]

et [Kh,3] . Plus précisément, soient g une forme linéaire sur UU admissible
et bien polarisable. T € X^Cg) (cet ensemble est défini au $ . III),

T - Ie la représentation associée à ( g . - r ) par M. DUFLO, et tî « G • g .
Supposons î^(g) niipotente (g € Sî) ( T . 1 1 ) et dimd) < + co . Alors l'orbite

îî est tempérée ( T . 1 8 ) si et seulement si T a un caractère distribution, et

dans ce cas, on a la formule suivante au voisinage de l'origine :

( 2 ) tr(T(exp X ) ) • dimd ) J j ( X ) " 1 ĉ *̂  d6^ ( g )

où j est la fonction définie sur ^U par :

^ . (det C8̂ ^ )) h .
adX/2

Dans tKh.ll , suivant une suggestion de L. Pukanszky. on a montré dans le

cas d'un groupe de Lie résoluble connexe, que la formule ( 1 ) reste encore valable
pour une représentation factorielle normale T de G associée à une R-orbite Î2

(comme dans [ P u , 3 ] ) tempérée dans U t * ( T . 1 8 ) .
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Le but du présent travail est de montrer que ce résultat s'étend aux repré-

sentations factorielles normales d'un groupe de Lie connexe quelconque.

Plus précisémenti soit T une représentation factorielle normale de G telle
que ker T • ker T où g est une forme linéaire admissible, bien polarisable

sur <W » T C , X ̂ " ( g ) , et T est la représentation irréductible associée

a ( g » ï ) par DUFLO. Cette représentation est unique à quasi-équivalence près.
On note S2 la R-orbite contenant g . La R-orbite H ne dépend que de T et

elle est appelée la R-orbite associée à T (c f . V . l ) . Sur Î2 , il existe une

mesure de Radon positive G-invariante d6 unique à une constante > 0 près

( c f . 1 1 . 2 ) .
Supposons Wg) niipotentc (g €t2) . Alors la R-orbite S2 est tempérée

si et seulement si la représentation T a un caractère distribution relativement
au bicoœmutant T ( G ) " de T ( G ) . De plus, dans ce cas si t est une trace

(normale fidèle semi-finie) sur T ( G ) " , il existe une normalisation de d6 sur
îî de telle sorte que l'on ait :

( 3 ) tWf)) • J (Vj^f ( g ) d0(g)t2

pour tout f € 5^(V ) ( T . 5 ) , où Vp est un voisinage convenable de 0 dans

(g ( c f . ih. v ) .
Pour prouver ces résultats, on utilise les résultats de Pukanszky [Pu.5]

( c f . LV) sur les représentations factorielles normales et leurs caractères qui

permettent de ramener ce problème au problème analogue (traité dans [ K h , 2 ] ,
[ K h . 3 ] , [Kh,4D pour les représentations irréductibles normales d ' u n groupe de Lie

connexe.
Le résultat précédent généralise le résultat analogue dans le cas résoluble

[Kh.l] . Dans ce dernier cas la condition ^g) niipotente ( g €Sî) est inutile.

par contre dans le cas général si cette condition n'est pas satisfaite les formules

( 1 ) . ( 2 ) . ( 3 ) ne sont pas vraies en général [Kh.2Î.
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Dans le cas ou T est une représentation irréductible normale, la R-orbite

SI est une G-orbite, la mesure dB est proportionnelle à d0 ( T . 1 4 ) , la trace
t est proportionnelle a la trace usuelle, et la formule ( 3 ) n'est autre que la

formule ( 2 ) à la constante près en moins.

Je suis heureux de remercier H. DUFLO pour les multiples remarques et conseils

qui m'ont aidé dans ce travail.

S. 0.- TABLE DES NOTATIONS

On utilise souvent dans ce texte les notations suivantes sans y

faire référence.
T.l.- Si H est un groupe topologique, H désigne la composante connexe de

l'élément neutre.
T. 2.- Soient H un groupe et K un sous-groupe de H , on note [H : K]

l'indice de K dans H .
T. 3.- Soient K un sous-groupe d'un groupe H , TT la représenta-
tion unitaire de K et h € H . On note h • -n la représentation unitaire de

K' « h K h" 1 définie par k' ̂  ̂ ( h " ^ ' h) pour k ' € K' .
T. 4.- On note H l'espace des classes d'équivalence de représentations unitaires

irréductibles de H .
On note î l'espace des classes de quasi-équivalence de représentations

factorielles de H .
On note î l'espace des classes de quasi-équivalence de représentationsnom

factorielles normales de H .
T. 5.- On note X(H) l'espace des fonctions ^ continues sur H à support

compact.
Si H est un groupe de Lie d'algèbre de Lie ^ et U est un ouvert

dans H ou dans A . on note ' 3 ( U ) l'espace des fonctions de classe C"

à support compact dans U .
T. 6 . - Si n est une représentation de H , »f € 3C(H) et dUy est une mesure de
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Haar à gauche sur H , on note n(<f>) - \ II(x) <p(x) du^(x) . Si 4 est l'algèbre
de Lie de H , T €. ̂ A) et dx est une mesure de Haar sur A > on note

n ( y ) • J v ( x ) n(exp x) dx .
7

T. 7.- Soient H un groupe localement compact, C*(H) la C*-algèbre de H . H
une représentation unitaire de H , on note encore n la représentation associée

à n sur C*(H) , ker n son noyau dans C*(H) et R(Iî) l'algèbre de Von

Neumann engendrée par n ( C * ( H ) ) (cf [ D i ] ) .
T. 8.- On note Prim(H) l'ensemble des idéaux bilatères primitifs dans C*(H)

(cf [ D i ] ) .
T. 9 . - Soient H un groupe localement compact, du» une mesure de Haar a gauche
sur H , A la fonction module sur H et <p€ SC(H) . On note <p* la fonction

définie par :

^*(h) - A y ( h ) " 1 < f > ( h " 1 ) pour h feH .

Si y € 8C(H) , on note <p * ¥ la fonction définie par :

4) * Y(h ) • J ^f(h) Tdi^h^) du^(h) pour h^ € H .

T. 10.- Soient H un groupe de Lie d'algèbre de Lie A . du^ une mesure
de Haar i gauche sur H et dx une mesure de Haar sur A . On dit que ces deux

mesures se correspondent si

( •adx \
du«(exp x) • det lze-——— ) dx" adx /

T. 11.- Soient H un groupe de Lie d'algèbre de Lie -& , agissant dans un espace
V et v €V fixé. On note H • v l'orbite de v . H ( v ) le stabilisateur de

v dans H . et À ( v ) l'algèbre de Lie de H ( v ) .
T. 12.- Si V est un espace vectoriel sur R ou € , on note V* son dual. Si
W est un sous-espace vectoriel de V . on note W^ l'othogonal de W dans V* .

Si V est réel, on note V l'espace complexifié de V .
T. 13.- Si H est un groupe localement compact, on note X ( H ) le groupe des
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homoœorphismes continus de H dans le tore à une dimension. Si K est un sous-

groupe fermé de H , on note X(H/K) les éléments de X(H) triviaux sur K .

T. 14.- Si H est un groupe de Lie d'algèbre de Lie À, et î2 une H-orbite dans J?^
o à

pour l'action de la représentation coadjointe de H , on note dg la mesure

canonique sur !î normalisée comme en [Be, p. 18-19-20].

T. 15.- Soient A une algèbre de Lie et h €. -A.* . O n note B. la formev v h

bilinéaire antisymétrique définie par B (X,Y) • h([X,Y'l) pour X et Y € -À .

On note aussi B la forme bilinéaire non dégénérée associée par passage au

quotient par le noyau.

T. 16.- Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie

û^ . D'après le théorème d'Ado, on peut identifier Cy à une sous-algèbre de

l'algèbre de Lie des endomorphismes d'un espace vectoriel réel de dimension finie

de telle sorte que les éléments du plus grand idéal niipotent TS soient niipo-
«ŝ

tents . Soit CQl la plus petite sous-algèbre de Lie algébrique contenant

(̂  . Alors [<^,0y] • C<^ . îJ f3 .On note ? le groupe de Lie connexe et
<\, ^

simplement connexe d'algèbre de Lie CSU • Alors G est fermé dans G et on a

[G', G] - [G, G] (cf CCKI).

T. 17.- Soient G un groupe de Lie, H un sous-groupe fermé de G , et R une

représentation unitaire de H dans un espace de Hilbert ^C • On note Ind.,(R)
H

la représentation induite de R. Elle est définie par translations à gauche dans

l'espace des fonctions ^> de G dans ^ mesurables et vérifiant les relations

suivantes :

( i ) ^xy) - 6 ( y ) 5 R(y)" 1 ^)(x) pour x CG et y €. H

( i i ) J 1 < p ( x ) 1 2 dx < ^ •
G / H '

où 6 est le quotient des fonctions modules de G et H (cf par exemple

[Be. chap. V]) .

T. 18.- Soient G un groupe de Lie d'algèbre de Lie CC/, W le dual de (Ëf ,
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Çî un sous-espace localement férue muni d'une mesure de Radon positive G-invarian-

te d6 . O n dit que t2 est tempérée s'il existe un nombre M > 0 et une norme

II II sur (ûf* de telle sorte que :

J (1 + l lgl l) '" d6(g) < * «
S2

T. 19.- Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie, et m une mesure

de Radon positive sur V . Si lp€^(V) . on définit y sur V* par :

;f>(v) • J ^f>(x) e1^30 dm(x)

La mesure duale m* de m est la mesure de Radon positive sur V* définie par :

»p(0) • J »p(v) dœ*(v)

pour «p € ^(V) .

S. 1.- PRELIMINAIRES

1.1.- Soit G un groupe de Lie algébrique linéaire dans GL(E) où E est un

espace vectoriel réel de dimension finie, et soit û^ son algèbre de Lie. Si e

est un réel > 0 . on note V • { X C <^ ; les valeurs propres x de adX dans E

vérifient 1Im xl < e } . Soit K un sous-groupe algébrique de G d'algèbre de

Lie k .

Lc—r 1 , n existe e > 0 (dépendant de K) tel que :

(X € V et exp X €K) —-^ X €k .

Dé»on«tration s

a) D'après un théorème de Chevalley fcf [Bo]. p. 161 ) . il existe une représentation

rationnelle ^> de G dans un espace vectoriel F de dimension finie sur K .

et un sous-espace D de dimension 1 dans F tel que :

K - (x €.G / »p(x) D - D)

k • { x €<»/ d<p(x) D CD) .
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De plus par la construction de Chevalley de l'espace F , les valeurs propres de

X dans F sont de la forme y " x . + . . . + x . où x , , . . . , x sont les valeursi! ^ 1 P
propres de X dans E . On choisit e "— v m— . Si X e D" , les valeurs•ax p c
propres y de X dans F vérifient lin y | < TT . On va aontrer qu'alors le

lemme 1 est satisfait avec ce voisinage '9' •

b) Soit X C IY tel que exp X € K . On sait que X - X ^ X où X est la

composante semi-simple de X et X est la composante niipotente de X , et en

plus exp X " exp X exp X . exp X € K et exp X € K . (cf [Ch] par exemple).

On a : X €. k . En effet, on a, d'après a ) , ^f>(exp X ) • D • D puisque

exp X € K ; et donc, si d € D , on a (exp X ) • d • Ad ( X ^ 10 . Vu que Xn n n
est niipotent, exp X est unipotent, et par conséquent, on a (exp X ) • d • dn n
pour tout d 6 D . Comme X 6, 1}' , ceci prouve que X € jk ( CBe] , p* 4).

Ce qui précède nous permet de nous ramener au cas où X est semi-simple.

c) Supposons que X est semi-simple, X €. V et exp X é. K .

Comme X est semi-simple, on a F • • F , où F est l'ensemble des

valeurs propres de X deux a deux distinctes. Si À et y sont différentes dans

I , exp À et exp u sont alors des valeurs propres différentes de exp X.

En effet si exp À " exp y , on a Re À • Re u et In» À - In u €.2^ Z* , et

ceci est en contradiction avec X € ̂  . Pour tout X € î. , F est doncC A

l'espace propre de exp X correspondant i exp À . Comme exp X €K , d'après

a) , exp X laisse invariant D , e t donc il existe À € I tel que D CF

On a donc d <f>(X) D CD , et par conséquent d'après a ) , on a X € k . cqfd

1 . 2 . - Soient G un groupe de Lie connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie

^ » ^ ̂ 9 ' V^ l'algèbre dérivée de <€/ . ?ç le plus grand idéal niipotent

dans W , ^& m C^»^] -»• TC , L le sous-groupe analytique de G d'algèbre

de Lie -é . g € ^/* • ^8) le stabilisateur de g dans G , K un sous-

groupe ferré de G tel que C(g) L C K CG(g)L . L'algèbre de Lie k de K est

égale i C^(g) + ̂  .

228



CARACTERES DES REPRESENTATIONS FACTORIELLES

Pour e > 0 , on note V • (X 6 W ; les valeurs propres x de adX vérifiente »
lin xi < e } .

1i—i 2 : II existe e > 0 tel que :

(X € V et e x p X € K ) — — ^ X 6 k .

De plus on peut choisir e ne dépendant que de gly car G(g ) L ne dépend que de
8|« •
Démonstration :

Utilisant ( T . 1 6 ) , on voit que &̂ est une algèbre de Lie algébrique.

D'après Cch. p. 228]. ad( ^ê ) est une sous-algèbre de Lie algébrique de gA( 0^).

Soit G le groupe adjoint algébrique de G . et soit î l'adhérence algébrique

de AdL dans G . On note ̂  l'algèbre de Lie de G et é̂ l'algèbre de Lie

de Ï . Il est facile de voir qu'on a ê̂ - ad( ^& ) . On note H le groupe

G ( g ) L . C'est un sous-groupe fermé (au sens de Zariski) dans G d'algèbre de Lie

^ • <y(g) +^ .
D'après le lennne 1 , il existe e > 0 tel que la condition (X ê V^ et

exp(ad X) ê H) entraîne ad X €. -̂  . Par hypothèse supposons que X €. V^ et

exp X &K . Il en résulte que exp(ad X) « Ad(exp X) € Ad K . Comme Ad K est

inclus dans H , ce qui précède montre que ad X € -̂ . .

Comme X € W et comme ad(<y ) 0 ( 5y ( g ) -h ̂  ) • ad( Ĉ  ( g ) + Ag ) et

A m ^(g) + S . on a ad X €ad( (^ ( g ) + ̂  ) . Puisque par définition ̂
contient le centre de Cy . o n obtient X € <^(g) + ̂  . ce qui permet de

conclure puisque k • ^(g) + ̂â . ^̂

1.3.- Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, g&(E) l'algèbre

de Lie des endomorphismes de E . et Ĉ  une sous-algèbre de Lie de g t ( E ) . Soit

Ï une sous-algèbre de Lie de CÊf . algébrique dans g t ( E ) et contenant

Coy.^3 .
Soit g € OU* . On pose k - <ig((g) ̂  <5 ( T . 1 1 ) . k - g ] ^ . t " g|^ .
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_3 : L'algèbre de Lie CQf(g) est niipotente si et seulement si l'algèbre

de Lie k(k) est niipotente.

Démonstration :

a) Utilisant l'égalité k_ - ^(g) -»• ^ . il est facile de voir que ^(k) - ^5(&) .

et donc que k(k) • <^(g) + ^(t) .

Il est alors clair que si ^(k) est niipotente. <y(g) est niipotente.

Supposons dans la suite que ^(g) est niipotente, et montrons qu'alors k(k)

est niipotente.

b) Comme Se» est une algèbre de Lie algébrique, -8(Jl) est aussi algébrique.

Alors ^é(A) est égal à r^ + ^ où ^ est le radical unipotetit de ^5(A) et

r est un facteur réductif de ^ (fc) (cf [Mo]).

Comme [r,^&] est inclus dans <S& , il existe un sous-espace supplémentaire

^ de ^& dans (e/ Ie1 q"® Cr, ^1 soit inclus dans ^ . Comme S& contient

[© , m'} , on a [r, p] • {0} . Ceci prouve que r est inclus dans ^&(g) .

et par conséquent îê(jl) • ^S(g) + H .

D'autre part, comme L ̂  . <y ] est inclus dans ^â . C<i^(&), <Çf(A)] est inclus

dans %(g) .

Ces deux dernières remarques montrent que -S&(&) " -%(g) •»- ^ , et de plus S§(g)

et u sont des idéaux dans 'Sê(fc) .

Par hypothèse Cy(g) est niipotente. donc Sê(g) est niipotente. Donc Sê(&)

est niipotente. car elle est somme de deux idéaux niipotents. On a vu dans a) que

k(k) est égale à <^(g) + ^ê(fc) . Utilisant la relation C C^(£). (Çd)] C SiS(g) .

on voit que Wg) et <SS(A) sont des idéaux dans k(k) . On a prouvé plus haut

que .%(£) est niipotente. et par hypothèse îy(g) est niipotente. Par consé-

quent k(k) est somme de deux idéaux niipotents, et donc k(k) est niipotente.

cqfd

1.4.- Soient G un groupe de Lie d'algèbre de Lie ^ . ̂  un idéal dans (ûj . L le

sous-groupe analytique de G d'algèbre de Lie ^o . g €, ̂  * et i ' g[^ .

D'après ([Pu, 6] , p. 10 et p. 30), on a le lemme suivant :
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4 :

a) LO)^ . g . g + (Sê+ ^(t))^ (T.Il, T.12. T.l)

b) Si de plus -SS contient C ̂ U. <9l , on a :

G(&)^ • g • g -»- (^-^yCg))-*- .

S II.- R-ORBITE DAMS <^* .

11.1.- Soit G un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie <fl . Soient G' un

revêtement simplement connexe de G , et G le groupe de Lie associé à G' comme

en (T .16) .

Si g est dans <£f* (T.12), l'orbite G • g est égale à G' • g et donc

est incluse dans G • g • De plus l'orbite G • g est localement fermée dans
-V

Oti* , puisque l'algèbre de Lie C4Y de G est algébrique (cf par exemple

[3o. p. 98]).

Comme dans CPu, 3, p. 52l]» on définit une unique relation d'équivalence

R sur (Qf* vérifiant ce qui suit :

1) Deux éléments g. et gy dans C^* sont R-équivalents si g. €. G • g^

où G • g est l'adhérence de G • g- dans G • g .

2) Toute R-orbite Î2 est localement fermée dans fCÂ* de plus, pour tout

g 6. ^ , G • g est dense dans Sî , et on a G • g " tî si et seulement si la

G-orbite G • g est localement fermée dans ^U* •

3) Soit îî une R-orbite. Pour g € Î2 , notons G. la composante neutre

de l'adhérence (pour la topologie ordinaire) de G(g)G' dans G . Alors G. est

indépendant du choix de g dans Î2 , et on a : t2 " G. • g .

11.2.- Le—e 5 -. ([Pu. 33) Soit tî une R-orbite dans VU* . Il existe alors

une mesure d6 sur îî de Radon, positive, non nulle, G-invariante, et unique

à une constante strictement positive près.
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Déaonatration :

a) D'après 11 .1 , SI est localement fermé dans <2Z/* , et SI m G\ 9 8(g €.îî) . La

R-orbite fi est alors homéomorphc à G./ç (g) . Il suffit donc de montrer qu'il

existe une mesure de Radon, positive, G-invariante, non nulle, et unique à une

constante strictement positive près sur G./ç (g) .

b) Soient (fjf l'algèbre de Lie de G et <Û l'algèbre de Lie de S . On a

< i y C ( ^ C ^ . e t C<y. <y3 - [ ̂  . <y^] - [ (^, ûy3 (T.16). Notons ^

l'algèbre de Lie [ (^ , ( & / ' ] . et H le sous-groupe de S d'algèbre de Lie ^ .

Si x est un élément de G.(g) , on a :

det(Ad ^ x) • d e t ( A d ^ x) « det(Ad x)-yi ^ ^
et

det(Ad <^ (g) x) " d € t Ad <y(g) x " det(Ad -^(g) x) •
Par conséquent, pour tout x 6. G.(g) , on a :

det(Ad <yi/ ^(8)'° "let(Ad T ̂ x) •
Vu que B : (X.Y) ^ g( &Î.Y] ) définit sur ^ 1 1 ^(g) une forme bilinéaire

antisymétrique non dégénérée, pour tout x dans G.(g) on a :

det(Ad ̂  ̂ ^ x) - 1 .

Ce qui précède montre qu'alors pour tout x dans G.(g) on a :

det(Ad - ,.,, x) - 1 .
^l/ ^1(8)

Par conséquent, il existe une mesure de Radon positive non nulle G. - invariante

sur G /G (g) unique à un scalaire positif près.

c) Pour terminer la démonstration du lemme, il suffit de prouver que si u est

une mesure G-invariante sur G /G (g) , alors u est une mesure G -invariante.

Remarquons que puisque -A est algébrique, l'orbite H • g est localement fermée
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dans (ttl* (cf [Bo, p. 98]) . Donc le groupe G (g)H , qui est le stabilisateur
o A

de H • g dan« G . est fermé dans G . D'après b), on a pour tout x e G^(g) :

det(Ad^/^ (x) ) - 1 .

En identifiant G^(g)H/G^(g) et H/H(g) . on en déduit qu'il existe une mesure À

sur H/H(g) non nulle et invariante par G^(g)H . Dans ces conditions à la «esure

p (d'après [Be. 11.3.4]) on peut associer une mesure \> sur le groupe

G /G (g)H telle que l'on ait, pour tout <f du - intégrable sur G^/G^g) :

f »p(x) dp(x) - f (J , fW <^(y» dv(x) .
\/G^g) v p 'G^WÛ 'H /HCg) T

La mesure p est invariante par G , par conséquent la «esure v est inva-

riante par l'image de G dans G^/G^(g)H par l'application canonique de G^

dans G^/G^(g)H . Comne G • g est dense dans G^ • g et G^ • g/H est homéo-

morphe à G^(g)H . l'image de G dans G^(g)H est dense dans G^/G^(g)H .

Il résulte de ceci l'invariance de v par G^(g)H . et donc l'invariance de

U par G . ce qui permet de conclure.

11.3.- Supposons de plus G simplement connexe. Soient TC le plus grand idéal

niipotent dans ( ^ . ^ • L ^ . ( y ] + ^ . c t L le sous-groupe analytique

d'algèbre de Lie % dans G .

Soient îî une R-orbite dans (ûf * . g é Sî . k - <Çf(g) +^ . K^ • G(g)^L .

k - g| . & • Sic» * îî - K • k . Notons M le groupe G ( & ) ^ G ^ ( g ) L .
Ijfc 1% KO °

1°) Le groupe M est indépendant du choix de g dans l'image réciproque

dans <»/* de ?• i (et en particulier du choix de g dans t2 ) .

2°) Soit H - G (k) . Alors on a : H - G(&)^ G^(g) .

De plus, on a : M • HK • K^H .

3°) Le groupe M est fermé dans G .
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')é»on«tr«tion s

a) Remarquons tout d'abord que, si g. et g sont dans (ff* et la

restriction de g. à C^*^] "t égale à la restriction de g à L ̂ , V) 1 .
alors on a pour tout x € G? , x • g. - g, • x • g^ - g. . Il en résulte l'égalité

G . ( g . ) • G . ( g ) , ce qui permet de prouver le 1 ° ) du lemme.

b ) D'après le lemme_4, on a : G (Jl)^ • g « g + k̂  ( T . 1 2 ) . On en déduit
l'égalité G . ( k ) * G ( J t ) G - ( g ) . On peut alors conclure pour le 2 ° ) du lemme.

c) L'orbite S2y est égale à L • k (puisque K m G ( g ) L) . Comme

l'algèbre de Lie K est algébrique ( T . 1 6 ) , on en déduit que S2 est localementô
fermée dans k* . Le stabilisateur de Î2 dans G. est alors fermé. Il est égal— KO l
à G , ( k ) K (- M d'après 2 ° ) ) . Ceci montre le 3 ° ) du lemme. cqfd1 o

D'après le lemme précédent le sous-groupe M est fermé dans G . De plus il
contient le sous-groupe L . Le quotient G./M est donc un groupe et de plus il
existe une mesure de Radon positive G -invariante sur G./M , unique à une

constante positive près.

Soient dX et dY des mesures de Haar respectivement sur Cgf et k_ et dç

la mesure de Haar sur ^ ( T . 1 2 ) duale ( T . 1 9 ) de la mesure quotient dX/dY .

On note dB,, la mesure canonique sur S2 ( T . 1 4 ) .
"Ko Ko

Dans ces conditions,.on a le lemme suivant :

11 M) 7 ; Soit dÏ une mesure de Radon, positive, G -invariante sur G / M .

Il existe alors une seule mesure de Radon d6 , positive, G-invariante sur îî

telle qu'on ait pour toute fonction 6 dB-intégrable sur !î '.

\ e ( g ' ) d 6 ( g ' ) - J dîT(x) J dB- ( k • ) J 9 ( x • ( k " + o ) ) d ( : ( o )
îî G , / M îî., "Ko ^

1 K.o

(où k" est un représentant de k ' dans ^ J U * } .
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Démonstration :

La démonstration de ce lemme est identique a celle du lemmc 5 .1 .5 de [Kh. l]

en remplaçant le groupe ^ de [Kh. l] par G^. On va la rappeler brièvement.

D'après le lemme 4. on a : H • g • g + k^ .On identifie alors H/G^g) et

g + k"- . Soient d^ ̂  et dp^ des mesures de Haar à gauche sur G^(g) et

H respectivement. D'après [Be. II.4.5: . ^H.G^g) est une mesure H-invariante

sur H/G (g) (ceci découle du fait que H opère par translation dans g + k^ ) .

Les deux mesures suivantes \^ et \^ sont invariantes par H :

v : if» ^ J . f ( g + o) dç(cn

v : (? * • * • [ < D ( x » g ) dpu/r ( o ) ^
2 T J H/G^(g) • H/G^g)

Elles sont donc proportionnelles. Pour dpç ̂  fixée, on peut donc choisir dp^

telle que :

J ^ ^ g + o ) dç(o) - J^ ̂  ^ ( x -g ) ^H.G^(g) (;)

pour toutes les fonctions 9 dÇ-intégrables sur g + k

D'après le lenme 5. G^/G^g) possède une mesure G^-invariante. D'après

[Be. 11.4 .63. G^/H possède une mesure G^-invariante. Puisque G^/M possède

une mesure G^-invariante. M/G^g) et M/H possèdent des mesures M-invariantes.

Utilisant M - HK^ • K^H (lemme 6) . on peut identifier M/H et K^/K^k) .

D'autre part on peut identifier K^(k) et ^ . On peut choisir dans ces

conditions une mesure de Haar à gauche d^ sur M telle que dg soit
"o

l-i«age de du^ P«r 1 - i.o»orphi.«. qui identifie M/H et Î2^ . De ce. condi-

tion., .1 du^ (g) e.t la -esure Induite p.r du^ et d^^ .ur M/G^g)

on « l 'égalité tulvante :

',.,,„ """-".«.-.•''•"^Y1'"^"1"*"""
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pour toute fonction Y définie sur M • g et telle que (x w V ( x » g ) ) soit

^M G (g) " intégrable sur M/G (g) (où k" est un représentant de k' dans

(Cf*) . D'après ce qui précède on a une mesure M-invariante du , . surv M,G-(g)

M/G (g) . Par hypothèse, on a une mesure df? sur G./M invariante par G, .

Il existe donc une seule mesure de Haai à gauche du/, sur G, de telle sorte
G! 1

que la mesure dp . v sur G,/G,(g) vérifie la condition suivante :
1 1 ^

(2) ^(g) a(x) ̂ W.^ - ^/M ̂ (g) a(xy) ^.G^)^» dîK;)

pour toute fonction a sur G /G, (g) d\i» „ , N - intégrable. On identifie S2
1 1 G^GiW

et G,/G,(g) , et on note dB l'image de la mesure dp- - / v sur iî . En uti-
i i G^,G^g/

lisant (1 ) et (2), on voit que l'on peut conclure, cqfd

S III.- CARACTERES DES REPRESENTATIONS IRREDUCTIBLES D'PM GROUPE DE LIE

G ùa>. 3] .

Soit G un groupe de Lie d'algèbre de Lie ^U . Supposons qu'il existe un

voisinage ouvert V de 0 dans ^ tel que V soit G-invariant, tel que l'ap-

plication X •-»• exp X soit un difféomorphisme de V sur exp(V) et tel que pour

tout X Ê V on ait llm(x)| < "" pour toute valeur propre x de ad(X) .

Remarquons que cette hypothèse est vérifiée en particulier avec

V " (X € C^/Im(x) < TT pour toute valeur propre x de adX) si la composante

neutre du centre de G (T.l) est simplement connexe, et en particulier si Go o

est simplement connexe.

Rappelons que si g € (£^ * , on note G(g) le stabilisateur de g dans

C . <^(g) l'algèbre de Lie de G(g) , Sp ( ( ^ / î ^ (g ) ) le groupe symplectique

associé à la forme bilinéaire induite par g ( T . 1 5 ) , Mp( <^ / C^(g) ) , le groupe

nétaplectique associé à Sp(C^/<^(g) ) si (^/ (^(g) ¥ {0 } et

Mp( C^/ fly(g)) - (î 1) si C^/ ^(g) ^ {0} . G(g)^ l'ensemble des éléments

(x,m) dans G(g) x Mp( CÇ/ <^(g)) tel que l'image de x et l'image de m dans
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Sp( (Bf / (Bf(g)) soient égales. Le groupe G ( g ) ^ est un revêtement à deux

feuillets de G(g) . On note p la projection naturelle de G(g) 1 9 sur G(g) ,

et e l'élément non trivial du noyau de p . On dit que g est admissible s'il

existe un caractère unitaire \ de G(g)^ • p" (G(g) ) de différentielle

igl y., v et tel que x ̂  m " 1 • On note X^(g) (resp X "(g)) l'ensemble

des classes de représentations unitaires (resp. unitaires irréductibles) T de
(S/ ïf/.

G(g)» telles que la restriction de T à G(g) ° soit un multiple de x • 0"

dit que g est bien polarisable s'il existe une polarisation résoluble dans <Ç

(T.12) en g vérifiant la condition de Pukanszky (complexe) (cf. [pu* 2] pour

ces notions).

Au couple (g,ï) où g est admissible et bien polarisable et T € X-(g) ,

M. DUFLO associe une classe de représentations unitaires de G notée T

(cf [Du, 2]). En particulier T € X1"^) si et seulement si T est irréduc-
G g»T

tible.

Pour (g,i) fixé, où g est une forme admissible et bien polarisable et

T 6. X^^g) , on note T • T . O n note Î2 « G • g . dB,. la mesure canonique

sur Î2 (T .14) .

Dans ces conditions, on a le résultat suivant :

Théorème : Supposons dim T < * • et Cff(g) (T. 1 1 ) niipotente (g €. Î2) .

Alors la représentation T a un caractère distribution si et seulement si

l'orbite îî est tempérée. Dans ce cas, on a l'identité suivante :

(*) tr TCC) - dimd) J (^"^(g) dB.(g)
îî "

pour tout ^ € ^ (V ) (T.5, T.6) . où j est la fonction définie dans l'intro-

duction.

Dé»on«tratioo s

Ce théorème est démontré essentiellement dans [Kh, 3] . En ef fe t dans

[Kh.3] , on démontre que si l'orbite !ï est tempérée et en plus l'orbite Î2 est
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fermée, alors T a un caractère distribution et la formule (*) est vraie. Ce

résultat reste vrai sans l'hypothèse tî fermée. Cette dernière a été posée pour

appliquer le lemme 6 de [Du. 2] à un idéal contenant l'algèbre dérivée.L'hypo-

thèse S2 fermée dans ce lemme est utilisée pour pouvoir déduire, avec les nota-

tions de [Du, 2] . B(f^) • f • f + ̂  . o r cette égalité est toujours vraie

pour un idéal contenant l'algèbre dérivée d'après le lemme 4 du 5 I., et donc le

lemme 6 de [Du, 2] est vrai pour un tel idéal. La même démonstration que [kh, 2]
•

et [Kh, 3] permet alors de conclure que si l'orbite S2 est tempérée alors T

a un caractère distribution et (*) est vraie. Réciproquement, supposons que T a

un caractère distribution. Les mêmes démonstrations que ([Kh, 2] . p. 352) et

([Kh. 3], p. 69) permettent de prouver qu'il existe un voisinage ouvert U de 0

dans (Ûf tel qu'on ait :

J î(g) dB.,(g) < * - et tr T(f j ) - dim(T) J î(g) dB.(g)
Sî " tî "

pour tout V €^(u) . En utilisant le théorème 7.2 de [Di, Mal, on montre

qu'alors :

J^î(g) dB^(g) < -. «

pour tout V ^-rf(<îf) , et donc J 6(g) dB (g) < + » pour tout 6 €. -^ ( (€/*) .
' t2 ** v

D'après le théorème du graphe fermé, l'application (e*-»6( ) est continue de

-4((^*) dans L (Sî. dB,.) . et donc l'application (6 "• J 9(g) dB^(g)) est

une distribution tempérée. D'après ( [Scj, p. 242), l'orbite îî est alors Cempé-

S IV.- REPRESENTATIONS FACTORIELLES NORMALES ET CARACTERES D'UN GROUPE DE LIE G
(d'après L. PUKANSZKT).

-̂s
Soient G un groupe de Lie connexe, G l'espace des classes de quasi-norm

équivalence de représentations factorielles normales de G ( T . 4 ) , Prim(G)

l'espace des idéaux primitifs de la C*-algèbre de G ( T . 8 ) . D'après [Pu. 5] ,
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l'application T w ker T de ? dans Prim(G) est une bijection.notTB

On sait aussi que -? est en bijection canonique avec l'ensemble des

caractères de G définis à une constante multiplicative strictement positive près

(cf &i]).

Supposons de plus G simplement connexe. Soit (Sf l'algèbre de Lie de G .
-V»

Soient C^ une algèbre de Lie algébrique Choisie comme en (T .16) telle que (ûf

soit une sous-algèbre de <€( , [ (̂  , (Sf] m [ W , (Ç] , et 2' le groupe de Lie
"̂  ^

connexe et simplement connexe d'algèbre de Lie (Qf . Alors G est fermé dans G

et [G, G] « [G', 2] (T.16) . Soient TS le plus grand idéal niipotent dans

(û/, AS. - L^,<^J + TC , N et L les sous-groupes analytiques d'algèbres de

Lie T^6 et ïé respectivement. Alors L est un sous-groupe fermé invariant

connexe de type 1 dans G et dans G ([Pu, 5l). Soit E une G-orbite dans

L . Pukanszky définit un sous-groupe fermé K(E) de G contenant L qui a en

particulier la propriété que tout À C E s'étend en une représentation irréducti-

ble p de K(E) telle que Ind p soit une représentation factorielle de G
K(E)/b

([Pu, 53. p. 86).

Posons F(E) » {p € K(E) / p | €. E} et U " U F(E) . Il existe alors une relation

d'équivalence Z sur U telle que p Z p si et seulement s'il existe E € L/G

telle que p. et p^ € F(E) et p- é G • p (adhérence dans F(E) qui est un

sous-espace localement compact séparé dans K(E)) . Soit P € U , on note

J(p) • kerdnd p) dans Prim(G) (T.7. T.8). L'application p ^ J(p) est surjec-

tive de U dans Prim(G) , et on a J(p,) - J(o~) si et seulement si p^ I: p^ .

Soit J €.Prim(G) . on pose c^(J) - (p 6U / J(p) " J} . C 'es t une Z-orbite

dans U . Soit E "• E(J) la î-orbite dans î associée à cette Z-orbite. Le

sous-groupe K(E) sera noté K(J) . Alors A(J) est un sous-espace localement

compact dans K(J) (c^(J) C. F(J) - F(E)) . De plus <^(J) est invariant sous

l'action de G , et porte une mesure de Radon, positive. G-invariante u unique

à une constante > 0 près ([Pu. 5] , p. 106).

D'après [Pu, 5] , il existe une sous-algèbre B involutive, dense dans C*(G) .
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contenant 3î?(G) (T. 5) et vérifiant ce qui «uit. Si T est une représentation

factorielle normale de G , l'ensemble des opérateurs de la forme T(f)

(f 6 B " - BU C * ( G ) " ) de trace finie engendre l'algèbre de Von Neuoann R(T)

( T . 7 ) . De plus, si t est une trace (normale fidèle semi-finie) sur R(T) et

J - ker T ( T . 7 ) » on peut normaliser la mesure u sur e^(J) de telle sorte

que l'on ait :

t ( T ( f ) ) • J c»(J) ^^IKO)^ d u ( p )

pour tout f € aC(G)- • ^(G)HC*(G^.

$ V.- CARACTERES DES REPRESENTATIONS FACTORIELLES NORMALES D'DB GROUPE DE LIE

CONHEIE.

Soient G un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie Œ/ , g une forme
linéaire sur (&L admissible et bien polarisable. T €. X^Cg) et T ^ la repré-

sentation irréductible associée par M. DUFLO à ( g . î ) ( c f . III) . On note

J - ker T° ( T . 7 ) et T » ^? la classe de quasi-équivalence de représenta-
g»T g*T

tions factoriclles normales associées à J par la bijection de Pukanszky (cf I V ) ,

et t une trace (normale fidèle semi-finie) sur R(T) ( T . 7 ) .

V . l . - R-orbite associée à T

On note îî la R-orbite contenant g dans le dual W * de <y (cf I I ) .

Proposition et Définition : La R-orbite Î2 ne dépend que de T . Plus précisément

si ( g , T ) et ( g * , T ' ) sont deux couples tels que Xs " ^Eo. ^ . ( " T) »
alors g et g ' sont dans la même R-orbite. Cette R-orbite est appelée la

R-orbite associée à T .
On démontrera la proposition plus bas (cf V . 3 ) en même temps que d'autres

résultats nécessaires pour la suite.

V . 2 . - Supposons de plus G simplement connexe. On utilise dans la suite les
notations de IV. On pose E - E ( J ) , K • K ( J ) . F - F ( J ) et wi - cÏ'(j) .

Soient k l'algèbre de Lie de K , et k* le dual de k . On note t la
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restriction de g à Se et k la restriction de g a k . D'âpre» (Qch, 43,

IV. 3.3), on peut associer à T une représentation o CX-^d) et une représen-

tation T., € X^dc) de telle sorte que E • 2' • T1' où T1' est la représen-
^ ^ X » 0 i f0

talion irréductible de L associée à (t,o) , de plus si T^ est la représen-te,T

tation irréductible de K associée à (k, T..) , on a T^ • T1' . e t les
K k,T.. &,o

Li
représentations T et Ind (T ) ont même noyau dans C*(C) (égal à J),g,T ^ k.T^

et donc T est dans eX' . Soient K la composante connexe de l'unité dans

K et F * (p € K ; p I. 6 E) . De la même façon que pour F , on montre que

F est un sous-espace localement compact séparé dans K , et de plus on a :

F • {p € K ; il existe p € F pour lequel pj,, " p } (cf [Pu. 5]).
0 0 0 { K O

0

Posons et* " {p €. K ; il existe p C ̂  tel que pj., • p } .o o o 1 K oo

8 ; Pour tout p ç <7t* » on a : <3l » G • p (l'adhérence de G •

dans F ) .o

Démonstration du le—e 8 :

II est facile de voir que si deux éléments p et p ' de F ont la même

restriction à K , il existe un caractère unitaire n € X(K/K ) ( T . 1 3 ) tel queo o
p' • np • Ceci prouve que l'application p >*• p • p j est une application

. ° o ____
propre de F sur F . Par conséquent V est fermé dans F et (A* " G • p

o «_-̂ «.
. -— „..-,-—.., ^-- ---né dans F et < *̂ " G • po o o o o

puisque v^ est fermé dans F et <^ • G • p . cqfd

9 : Pour tout p € ^ , on a <A • G. • p (où G est le groupe défini— 0 0 0 1 0 1

en I I . l ) .

Démonstration du le—^ 9 s

( 1 ) Rappelons d'abord que, si H est le groupe des points réels d'un groupe

algébrique agissant rationnellement dans l'ensemble X des points réels d'une

variété (ie ( h , x ) "• h • x est un norphisœe de H x X sur X ) , chaque H-orbite

dans X est localement fermée dans X et son bord est réunion d'orbites de

dimension strictement plus petite (cf [ B o ] ) .
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(ii) Soit 0 " G x Z où 1 est l'ensemble des formes linéaires sur k

nulles sur -S . Ce groupe opère dans K . D'après ([Pu, 53 >, F est

égal à 9 • P P01"' tout P € F , et de plus F est homéomorphe à

Q / C L ( p ) . D'après ([Kh. 4j , IV. corollaire), oft en déduit que :

j^
p - T ° où k ' € k* . T," € X^ '^Ck' ) .0 k ' .T." - ^o ^o

KO
De plus, si & ' - k'|çp et o' - T,* , le couple (& ' . o ' ) est conjugué

150 °L(r^

par un élément de G du couple (£, o) .

Si (x,v) € û et T^êX^^Ck ' ) , on définit (x.v) • T^ par

((x.v) T,. XÏ) " X (h) T., (x"1 î x) pour n1 €K(k')^ où x., est la restriction
KO v Ko

du caractère unitaire de K dont la différentielle est égale à iv. Remarquons
o

qu'alors (x.v) • TJ, € X^x.k' + v) . Si de plus (x.v) € ^(k ' ) ,
KO ^o

(x.v) !„ 6 X11"1^') . On notera alors Q(k ' ) , le stabilisateur de T., dans
KQ Ko "̂  v

Q(k ' ) . On déduit de ce qui précède que (̂  (p^) est égal à ^^^T' \ '
Ko

D'après ([Kh, 4]. IV). K est égal à G(g')^L où g' est une forme linéaire

sur Ce/ prolongeant k' . Utilisant le lemme III.8.1. et III.1.3. de [Kh. 4] .

on en déduit le fait que Q< k ' \ . e8t ̂  à ^^o' * et qu€ ^^o' e8t

KO
d'indice fini dans Q(k ' ) . et que [ <^(k') : ^ (k ' )^ est indépendant du choix

de p dans F . Il en résulte que ^(^ " L ^^^o' et

[ C ) ( k ' ) L : ^(p,)] < —— .

(iii) D'après i), l'orbite ? • & ' ( " ? • & ) est localement fermée dans

^* . et par conséquent Q • k' est localement fermée dans k* (c 'es t l'image

réciproque de S • t par l'application k ^ kL^ de k* dans S<*) . L'orbite

Q • k' est alors homéomorphe à <j / ^ ( k ' ) . D'autre part d'après i) l'orbite

G'» k' est localement fermée dans k* . et par conséquent elle est localement

fermée dans Q-• k' . Vu que les S-orbites dans Q • k' ont toutes la même

dimension, on en déduit d'après i) que l'orbite G • k' est fermée dans (̂  • k' .

Il en résulte le fait que le groupe G Q ( k ' ) est fermé dans Q. • D'après ii),
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le groupe S H(pç) est égal à 2 ^<k') . » et il est d'indice fini dans

G <^(k') . Le groupe £ û(p ) e«t ouvert dans S Q.(k') et par conséquent il
^V* M

est fermé dans G Çl(k') . Le groupe G Q(p ) est donc férue dans Q. et par

conséquent 5 Q(p )/ 0 (p ) est fermé dans 9/ Q^P ) • Ceci permet de conlure

que l'orbite Ï • p est fermée dans F . Comme !/k • G • p (d'après le lemme
0 0 0 0

8), et on a : G • p C. G • p CF (pour tout P 6. ^ ) , le fait que G • p
0 0 0 ' 0 0 0

est fermée dans F permet de conclure que v» est inclus dans G • p (pour
0 0 0

tout p € <7t ) .o o

(iv) On pose G' • G G(p ) . D'après ce qui précède, on peut en déduire
v

l'égalité c^ « G' • p (p € <3f ) . On pose t m f \ et p " T °
0 1 0 0 0 ^ ^KodO^ ° ^Ko

la représentation associée à (k, Ty ) . Il est facile de voir que :
•"o

T^0 . ^ et T^ €. ot .
k ,T k , T k,T o

•'•0 •* ^ •'•0

Comme dans iii), on montre que G(p ) • G(k) L et que CG'(k)L : G(p )3 < • » • « .
0 0 0

D'après le leœme 4, ?(k) est égal à G(&) ?(g) . Ceci entraîne l'égalité

?(k)G « £(g)G , et la relation [?(g)G : S(p )Gl < + » . Utilisant G' « G(p )G
o 1 • o

et G" " G(g)G , on en déduit alors [G" : G'] < •*• — . Rappelons que par défini-

tion G. est la composante connexe de l'élément neutre de G" . On peut alors en

déduire que G. est aussi la composante connexe de l'unité dans G' . Utilisant

la connexité de <^C , on peut alors conclure que v^ " G, • p . Ceci termineo • • o 1 o

la démonstration du lemme 9. cqfd

V.3.- Déaonstration de la proposition V.l.

Supposons d'abord que G est simplement connexe.

Soient deux couples (g , î ) et g ' , T ' ) dans X- tels queG

ker T « ker T , , . Connne dans V .2 , on associe à (g , ï ) et ( g ' , T ' ) respec-

tivement deux couples (k, T ) et (k ' , T. ') €. X tels que :

kerCT0 ) - kerCindCT^ )] et kerCT0, ,) « kerCi.ndCT^. . )] .
g » T k, ï^ g ' ^ ' •- k ' . ï ^
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Ceci permet de prouver que T̂  et T^. , sont des éléments de ĉ  . et donc• ^ t T — K , 1 . .KO Ko K K
^ _ et T , , » . sont des éléments correspondants dans wk , où T et

' K O KO ° Ko

T^ sont les restrictions de T^ et T^ respectivement à K (k)^ et

K ( k ' ) - . D'après le lemme 9 . il existe alors un élément x €G tel que
Ko Kg

x • ̂  T " ^'V T* • Q̂ ê à multiplier x par un élément de K , ceci
— » l T» •* » l y 0

"•0 0̂

entraîne l'égalité x • k « k' . Utilisant le lemme 4 , on obtient x • g B g ' ,

quitte à multiplier x par un élément de G ( & )o
Utilisant S2 • G • g ( c f . 1 1 . 1 ) on peut alors conclure que g et g ' sont dans

la même R-orbite S2 , ce qui termine la démonstration de la proposition de V . l ,

dans le cas où G est simplement connexe.

Revenons au cas où G est connexe (mais pas nécessairement simplement

connexe). Soient G ' le revêtement simplement connexe de G , et II la projec-

tion de G* sur G . Soient T et F' les représentations induites sur G ' ( g ) '

et G * ( g ' ) y par T et T* . On a alors T « " T o n ^
g . T g . T

T . -, - T , , o n . 1 1 est facile de voir qu'alors ker Ie. _ . - ker Ie «8 ̂  8 »T g . T ' g . T
G Gpuisque ker T , , m ker Tg * T ' g , T

D'après le cas précédent, on en déduit que g et g ' sont dans la même

R-orbite. çqfd

V.4.- Soient G un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie (£f , T une repré-
/»

sentation factorielle normale de G telle que Ker T • ker T où g est une

forme linéaire sur C0 admissible et bien polarisable, T €. XlrT(g) et T

la représentation irréductible de G associée a ( g . - r ) ( c f . III) . Soient t

une trace sur R ( T ) " T ( G ) " ( T . 7 ) . îî la R-orbite associée à T ( c f . V . l ) . d6

une mesure de Radon positive G-invariante sur !î

Théorèae V . 4 . : Supposons ^(g) niipocente (g ê . ^ ) .

Alors la R-orbite !ï est tempérée si et seulement si la représentation T a

un caractère distribution relativement à R ( T ) . Dans ce cas si t est une trace
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fixée, il existe un nombre e > 0 et une normalisation de dfi •ur Q tels que

l'on ait :

( * ) t ( T ( T ) ) - J ( Y j " 1 ) " dB

pour tout Y €.9( V ) ( T . 5 , T.6) où V est le voisinage ouvert de 0 dans

(ût défini en 1 . 2 .

Démonstration du théorème V.4. :

Supposons de plus G simplement connexe. On choisit V - V - de telle

sorte que le leone 1 .2 soit vrai pour V et 2e < v . Dans ce cas l'application

X H- exp X est un difféomorphisme de V sur exp V . A un élément Y ^ 9 ( V ) .

on associe ^€0(exp V ) défini comme suit :

-adX
<f(exp X) - Y(X) (det(1"^ y ))"1 (X € V) .

Soit dX une mesure de Haar sur ûflf . et soit dUç la mesure de Haar à

gauche correspondante (T.10). On a alors T(<p) • T(Y) (T.6) .

On note 2 ( (Bf)"' l'espace des fonctions T € "̂  ( (y ) telles que n (T)

soit un opérateur positif pour toute représentation unitaire continue n de G

(T.6). et on note 9 ( V )" - ^ ( V ) H ? «^^ . Il e«t alors facile de voir

que si T 6. ^ ( V ) ^ , la fonction <p associée à Y est dans

^(exp V )" • ^(exp V ) 0 (^(G)" .

On utilise dans la suite les notations de V.2. D'après Pukanszky (cf. IV).

il existe une mesure de Radon du . positive. G-invariante sur c^ et telle que :

(1) t(T(<p)) - L tr(p(f |^)) d u ( p )
Cw

pour tout ^€.2^ (exp V )

L'application p ^ P^ - pL "t une surjection continue de ^ sur <A

et son noyau est un sous-groupe fermé du groupe compact X(K/K^) (T.13) qu'on

notera X' . On peut identifier <^/X' et ^ . et si on choisit une mesure

de masse totale 1 sur X ' . il existe alors une mesure de Radon dw^ sur dt^
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positive et G-invariante telle que :

(2) L a (p ) du (p ) • f (J a(x p ) dx) d u ( p )
vç ô x

pour toute fonction a sur ^ dp-intégrable.

Utilisant la relation K • G(g) L C K CG(g)L (cf . [Kh. 4l, IV) et le
o o

lemme 2, on voit qu'alors, pour ip659(exp V ) , la restriction ^1^ de (f à K

est à support dans exp(V ) H K " exp(V C\ k) . On a donc pour tout p 6. JT ,

p(«fL ) • p (»f|.. ) . En utilisant (1) et (2) , on trouve :

(3) t ( T ( 4 > ) ) - J^ tr(p^|^) du^)

pour tout ^> € ^(exp V )

Soit p • T ° l'élément de d^ défini en V.2 et V.3 . D'après le
o k.Ty o

"•o
lennne 9, ^ est égal à G • p et il est homéomorphe à ^/^PO^ ' En iden"

tifiant d^ et G,/G,(p ) , on obtient à partir de (3) la relation suivante :
o 1 1 o

(4) t ( T ( ^ > ) - f t r(x . p (fl )) du^(x) .
G l / l ^ o ' 0

Notons M' " G,(p ) . De la même façon que dans la démonstration du lemme
1 o

9. on montre que M' - G,(k) L et G,(k) est d'indice fini dans G (k) . Soit
1 o i o i

M le groupe défini dans le lemne 6. On voit qu'alors [M : M'] < - - , et de plus

il est facile de voir que [M : M'] est indépendant du choix de p^ dans c^ .

Soient dY une mesure de Haar sur k et du» la mesure de Haar à gauche
~ •'o

correspondante sur K (T.10) . Pour x € ? . on note ^x et ^ les fonctions

définies sur G et ^U respectivement par :

^(y) • A ' ^x î^xy x'1) et ^(Y) • A'^x) Y ( x « Y )

où A est définie sur ? par d(x • Z) • A ( x ) dZ pour une mesure de Haar dZ

sur (Ç . Utilisant le fait que <f] est i support dans exp(k F\ V ) et

l'invariance de k et V par ? , on voit qu'alors ^\^ e8t À «"Ppo1"1 dM»

exp(k H V ) et de plus ^L est la fonction associée à ^[v dan8
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j?(V Ok) . D'après (4) on obtient alors la relation suivante :

(5) t W t p ) ) « J tr(p (^l . ) ) du (x)
G / M ' o |k o

Ayant remarqué que [M : M'] < + • , si on munit le groupe M/M* de la

mesure de masse 1 en tout point, on peut associer à du une mesure de Radon d? ,

positive, G-invariante sur G./M et telle que ;

(6) \ 6 (x) du (x) • \ (J 6(x ?) d?) dî'(x)
' G ^ / M ' 0 ' G ^ / M ' M / M *

pour toute fonction 6 du'intégrable sur G-/M* .

Notons Sîy " K • k , d6- la mesure canonique sur fly (T. 14) .Ko o Î2^ Ko

Les mesures de Haar dX et dY respectivement sur ^ et .̂ induisent une

mesure dX/dY sur (^/k: • on note dç la mesure duale de cette mesure sur k^

(T.12, T .19) .

Dans ces conditions, d'après le lemme 7, à la mesure du on peut associer

une mesure de Radon positive et G-invariante d& de telle sorte que :

(7 ) J 6 (g) dB(g ) - J dS'(;) L d(3 ( k * ) J ^ 6 (x . k"-»• o) dç (o )
" ^^ \ KO k

pour toute fonction 6 dfi-intégrable sur tî , où k*' est une forme linéaire

sur (Cf prolongeant k' .

-1 A

Supposons Sî tempérée. L'application (g ^ (Y j ) (g)) est alors

dB-intégrable sur SI et la formule (7) entraîne :

f (y j"1)" dB - J dï(x) J dB^ ( k ' ) J ^(f j'1)" ( x . k " + o) dî;
1 KQ o —

pour tout T €. ̂  ( (̂  ) .

Utilisant (6) et l'égalité précédente, on obtient :

<8) ^ ^ ̂  de - W^ ̂ ^o^ ^ <l\(k') ^^"^c1"1""^ dt(o) •

D'autre part, en utilisant la relation (7) , l'hypothèse îî tempérée montre
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qu'alors l'orbite ft^ est tempérée. D'après le lemme 3 l'hypothèse C^(g)

niipotente entraîne le fait que k(k) est niipotente. Comme on a p • T °
" o k , T y

KO
et dim(T^ ) < •»• a» , d'après les résultats de III, on obtient l'égalité suivante

<w
pour tout x 6 G :

< 9 ) tr(p (^l ) • dim(T ) J (Y^i, j.1)" ( k ' ) d8. ( k ' )
- •— "0 îî.. — ^ ± "YKo ^o

où y e^(v) . (^li, j;1)^ ( k ' ) • J ^(Y) j '^Y) e1^'*^ dY . et
— 2S .K k k.

sh(ad Y/2) ,

V^- (det < ad^/2 )) ( Y € k ) •

Vu que k est un idéal dans C & , o n a : j . * j ] . O n a alors pour

tout x €, G ;

(^IkJ^Ck') • J ̂  j" l)A(k" -»• o) dç(o) .

L'invariance de j sous l'action de G permet alors d'obtenir :

(^Ik j^^k') - J ^ (Y j'^x.k" + o) dç(o) .

La formule (9) s'écrit alors :

(10) tr p (^k) • din(T., ) J d8. ( k ' ) J . (y j '^^x.k" •»• o) dç (o ) .
o - Ko ^ Sî^ ^

Les formules (5) et (10) entraînent la formule suivante pour tout

Y € ^(V)* :

(11) t ( T ( Y ) ) - ; [din(T.. ) J dg ( k ' ) J ^ (T j' l)A (x • k"-Kï) dç(o)]dy (x) .
G ^ / M - KO (2^ "Ko k

Utilisant cette formule et la formule (8) , on en déduit la formule suivan-

te pour tout T e^V)^ :

(12) t ( T ( Y ) ) • dind., ) [M » M'] J (T j'^ dB
^o n

En remarquant que les nombres dirnC-r-. ) et fH : M'j ne dépendent que de
"o

T , on peut alors normaliser d8 sur !ï de telle aorte que l'on ait :
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(13) t (T(Y)) - ; (T j"^ dS (g)
fl

pour tout V € ^(V)" .

De plus vu que le membre de droite de (13) cet fini, l'opérateur T(Y) est

•lors traçable relativement à R(T) pour tout T €-&(V)'*' . et donc T(<p) e«t

alors traçable relativement à R(T) pour tout <f €^(exp V)* .

Soit U • exp V . Il est facile de voir qu'alors pour tout <^€^(U) .

on a 4? * u?* €^(exp V)* . et donc d'après ce qui précède l'opérateur T( ^ )

est de Hilbert-Schmidt relativement à R(T) . D'après la proposition de ([Kh. 2],

p. 361) , T a un caractère distribution relativement à R(T) .

D'autre part. en utilisant le théorème 3.1 de [Di - Ma] . on peut montrer

que toute fonction ^£-&(U) est une combinaison linéaire de fonctions de la

forme 9. * <?* avec 9 € &(U) . Soient Y la fonction dans S P ( V ' ) associée

a ^ (où V est égal à V ) . et Y^ la fonction associée à ^ * <p^ dans

<9(V) . Il est clair que Y € ^(V)^ et que Y est une combinaison linéaire

des Y . . Utilisant la formule (13) on peut alors conclure que (13) est valable

pour tout Y € 8(V) .

Nous avons démontré dans ce qui précède que si la R-orbite tî est tempérée

alors T a un caractère distribution relativement à R(T) et de plus pour une

trace t fixée, on peut normaliser la mesure d6 sur ft de telle sorte que la

formule (*) soit satisfaite pour tout Y € ^ ( V ) .

Réciproquement, supposons que T a un caractère distribution relativement

a R(T) . Soit V un voisinage de 0 dans OJf choisi comme plus haut. Si

Y € -^(V) en utilisant le théorème 3.1 de [Di - Mal . on montre qu'alors Y

est combinaison linéaire de fonctions Y ^ C 3> (V)* . Utilisant la formule (5)

et le fait que T a un caractère distribution on montre qu'alors (5 ) est vraie

pour Y € ^ ( V ) , et qu'alors pour presque tout x . P^21!]^ •^ traçable.

Il existe alors un voisinage V^ de 0 dans k de telle sorte que P^<^) «o^

traçable pour tout Y ^ € ^(k) . D'après les résultats de III. tî^ est alors
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tempérée et pour un voisinage V. de 0 dans k , on a :

tr p^) - di«(ï^) J^ (T^1), de^ .
Ko o

Quitte à changer le voisinage V de 0 dans (&f , il en résulte que

pour x €. G. et T ê -?(V') on a la formule suivante :

tr p^^) • dim(ï^) ^ (^|k ̂ \ ̂  .
KO °

Utilisant la définition de la mesure dç sur k , et le fait que

j " j|^ , on en déduit la formule suivante pour x € G^ et f e ^ Ç V ' ) :

tr p (^Ifc) • di«(T., ) J d6. ( k ' ) J ^(^j'1)'(k" + o) dç(o) .
0 - ^o S!.. "K, kKo •"o

En écrivant cette formule pour f j à la place de ^f . on obtient :

(14) tr p ((^IR) - dim(ï ) J d0 ( k ' ) J î(x • k" + o) dç(o) .
Ko ft^ "^ ^

Soit V" un voisinage de 0 dans <ûf tel qu'on ait pour tout

^ € -&(V") ; T * y* e^ (V ' ) .

Les formules (5) et (14) écrites pour Ce * V*^ entraînent l'égalité

suivante :

(15) t r (T((^T*)j ) ) • J .Ldi°(^ )^ ^Sî ( k t ) J^(<l'* ^^^^+o)d^o^duo(;) •G ^ / M ' Ko Q^ "^ ^

Remarquons que (T * f*^ m l î l2 et donc cette fonction est positive

partout, et par conséquent en utilisant (7) pour 6 • Cr * f*f\^ on trouve la

formule suivante :

J (Y * T*)" d6 - J d:(x) J d6. ( k ' ) J (^*f(x.k'^o) dç (o )
" V" "Ko ^o "

La formule (6) permet alors d'obtenir :

(16) ^ (t*^««e - -p^y J, ̂ ^ ^ ̂  (-•) ̂  (^^x.^o) <H(o)
1 KO 0

Les formules ( 1 5 ) et ( 16 ) montrent qu'alors :
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J (T * ̂ A d8 < ^ •
{2

pour tout 1 € ^(v") .

En utilisant le théorème 3.1 de FDi-Ma], on montre alors que pour tout

y €^(V") J $ dB < + • . Comme dans la remarque et la démonstration de III,
Ï2

on peut alors conclure que la R-orbite f2 est tempérée. Ceci termine la démons-

tration du théorème dans le cas où G est simplement connexe.

Supposons que G est connexe mais pas nécessairement simplement connexe.

Soient G' le revêtement simplement connexe de G , n la projection canonique

de G' sur G , I* • ker II et T' « T o n .

Il est facile de voir que si ^ € ^(G* ) (T. 5). la fonction T (^) définie

par T(»p)(x) • S <^(x -y) est dans X(G) . De plus. tout <f6X(G) est de la

forme T(w ' ) avec <?' € ^JC(G') • On peut alors en déduire que

T(X(G)) « T ' (X(G') ) , et par conséquent que T(C*(G)) • T'(C*(G)) et

R(T) - R(T ' ) (T.7) . Par conséquent la trace t est une trace associée a T et

T' . De plus si ^ € ^ ( V ) et ^ est la fonction associée i T dans <& (exp V)

où exp V C.G' , on a ï(<(>) €L^(exp V) où exp V C G . Dans ces conditions,

on a T'CO • T'(<p) " T(TC*p)) • T(T) (T.6). Utilisant les résultats obtenus dans

le cas simplement connexe, on peut alors conclure, cqfd
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