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RÉSUME

Soient G un groupe de Lie semi-simple connexe, K l'image réciproque d'un sous-
groupe compact maximal de AàG. Soit !î une orbite de G dans le dual g_ de son algè-
bre de Lie g_, munie de sa mesure de Liouville B-. L'image directe de BQ sur ̂
par 2a projection orthogonale est une mesure tempérée sur k . Nous la calculons
lorsque Cl est régulière et elliptique. Supposons de plus Cl admissible et soit 3-
2a représentation unitaire irréductible de G associée par Harish-Chandra. Nous
démontrons une formu2e, dans 2e style de ce22e de Xiri22ov, permettant de ca2cu2er
2e caractère de r en fonction de transformées de Fourier d'orbites, dans G tout
entier. Comme application, nous donnons une nouvelle démonstration de la formule
de Blattner décrivant la restriction de T^ à K.

SUMMARY

Let G be a connected semi-simple Lie group and let K be thé inverse image of
a maxima2 compact subgroup of AdG. Let !î be an orbit of G in thé dual ̂  on thé
Lie algebra y_ of G. Let BQ be ils Liouville measure. Thé push-forward of fL» by thé
orthogonal projection on k is a tempered measure on k . ffe compute this measure
when !î is regular and elliptic. Suppose moreover that H is admissible, and let T-
2>e thé unitary irreduci2>2e représentation of G associated to !î by Harish-Chandra.
Ue prove a Kirillov type formula which gives thé character of T in term of Fourier
transform of orbits, everywhere in G. As an application, we give a new proof of
Blattner's formula, uhich describes thé restriction of T- to K.
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PROJECTION D'ORBITES
A la mémoire d'Harish-Chandra
INTRODUCTION

Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe. Soient ̂  son algèbre de Lie et
5. " il e £ une décomposition de Cartan de ^. Nous supposons que ̂  et k ont le même
rang. Dans le dual ̂  de ̂  nous choisissons une orbite H de G» régulière et ellip-
tique. Comme il est bien connu, c'est une variété symplectique (cf. [ K i ] ) , et sa
mesure de Liouville B(-, considérée comme mesure sur ̂  , est tempérée.

Dans le premier chapitre de cet article, nous étudions la mesure J (BQ) sur
k*, image directe de la mesure B- par la restriction J de la projection de ̂  sur
k* parallèlement à j/. Soit K le sous-groupe analytique de G d'algèbre de Lie k.
L'action de K sur Î2 est hamiltonienne, et l'application J est précisément
l'application moment correspondante. La description de J (g ) nécessite quelques
notations.

Soit t une sous-algèbre de Cartan de k.
Soient A c it* l'ensemble des racines de ^, dans ^.,

A c A l'ensemble des racines de t^ dans k^.
A c A l'ensemble des racines de t- dans p,.n i*On note W le groupe de Weyl de A . On identifie ̂  à l'orthogonal de [^,^J dans

g*. Alors Cl n t* est une orbite de W. Notons \ un point de cette orbite. Nous notons
A le système de racines positives pour lequel A " iX est dominant.

Si Ç € t* est un élément non nul, nous notons H- la mesure d'Heaviside sur ^* :

( 1 ) H (^) • | ^ ( t Ç ) d t .
' " o

Nous posons, si A n A • { a . , . . . , a } ,

(2) ^-"-ia, *---*«-xa

(Y^ est une mesure tempérée, homogène, localement polynômiale, ne dépendant que de
la chambre déterminée par A ) »

( 3 ) B - ^ c(w) w . ( 6 , * Y" ' )
weW

(B . est une mesure W-anti-invariante sur ̂  ) .
* *Pour tout élément Ç e ̂  . régulier dans 1^, nous posons
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s^(Ç) - e(o), où a e W est l'élément tel que iaç soit A^-dominant.

De plus» si ^ est une fonction C sur k , nous posons

(A) A^)(Ç) • 5g s^(Q f < ^ ( f ) d B (f)
"'•

où B.y est la mesure de Liouville sur l*orbite KÇ de Ç dans k*.

En fait, A (^) se prolonge en une fonction C sur t , W-anti-invariante, et

A ne dépend que de la chambre déterminée par A.

Le résultat principal du chapitre 1 est le suivant, qui calcule J (6/J.

THEOREME A." Soit ^ € ^(V*). On a

(5) f ^(Jf)dB^(f) - l A ^ X O d B ^ Ç ) .

n 1

Du théorème A, on déduit facilement une formule pour la transformée de Fourier

(sur jk) de J (B^)» qui n'est autre que la restriction à k de la transformée de

Fourier 0 (sur ^) de B- (*)• Comme corollaire, on obtient une nouvelle démonstra-

tion de la formule de flossmann [R] qui calcule la restriction de B à l'ouvert

1^ n ^' de k^ formé des éléments de k réguliers dans ĵ . Rappelons quelle est cette

formule. Dans ^', BQ «•t une fonction C G-invariante. Pour la calculer dans

^' n je, il suffit donc de la calculer sur .̂ n ̂ '.

Si X c t n g', on a
1^ î e(w) ."A(x)

(6) B^X) - (-l)^"2 W<H ^ ^ ,̂
aeA

Outre celle de Rossmann [R], on trouvera des démonstrations de la formule

(*) La transformée de Fourier de BQ est IA fonction généralisée sur ̂  définie par
la formule

^ f iffmv30 • j . • '-'v^
Les notions de fonction généralisée et de restriction de fonctions généralisées à
des sous-variétés sont rappelées dans l'appendice.
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PROJECTION D'ORBITES

(6) dans [Vej. [B.Vo][Be-Ve.1] .

Le deuxième chapitre est indépendant du premier (à l'utilisation près de la

formule de Rossmann). On suppose que l'orbite îî est admissible, et on note 6 la

fonction généralisée sur G associée par Harish-Chandra à Î2 [H-C.3] . C'est le ca-

ractère d'une représentation unitaire irréductible de G, de carré intégrable module

le centre de G [H-C. 4], mais nous n'aurons pas à nous servir de ce fait.

Si X e ^, on pose

— a d X - -adX

(8) j^(X) " deK6———^—————) .

La formule de Kirillov, dans le cas considéré ici, est l'identité suivante

entre fonctions généralisées dans un voisinage de 0 dans j| :

j_

(9) j2(X)e(ex) • B^(X) .

Elle résulte de la définition de 6 et de la formule de Rossmann (6). Le défaut

principal de (9) est de ne donner de renseignements sur Q que dans un voisinage

de 1 dans G. Pour y remédier, Harish-Chandra a introduit la méthode de descente.

Soit s un élément de K. On pose z_ - ker(l-ads). ^- Im(l-ads). Dans un voisi-

nage de 0 dans ^, on peut définir une fonction généralisée par la formule :

1 1 - -!-
(10) 6 ( X ) - j (X)2 | de t ( l - ad ( se x ) ) | ^ | 2 |det( l -ads) |^ | 2 e(sex) .

Soit Z le centralisateur de s dans G. Par construction (voir [H-C.3J) 6^ est une

combinaison linéaire de transformées de Fourier d'orbites de Z dans ^*. Nous cal-

culons cette combinaison linéaire.

Posons îî " tî n z* : c 'est l'ensemble des points fixes de s dans Q, et c 'est

une sous-variété syœplectique de tî, réunion d'un nombre fini d'orbites de Z . Sur

!î , nous définissons une fonction ^ . localement constante. Le résultat principal

du second chapitre généralise la formule (9) :

THEOREME B.- Dans un voisinage de 0 dans ^, on a l'identité de fonctions générali-

sées

(11 ) 6 (X) • f ^(Oe^^dBo ( f ) .
8 "s s

Nous pensons que la formule ( 1 1 ) est "universelle" au même titre que la for-
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mule de Kirillov ( 9 ) : elle devrait se généraliser à toutes les représentations
unitaires irréductibles suffisamment génériques de tous les groupes de Lie.

Dans le troisième chapitre, nous calculons la restriction de 6 à K. Le ré-
sultat est donné par une fonnulô conjecturée de Blattner, démontrée pour la pre-
mière fois par Hecht et Schmid [He-S.13 Une autre démonstration est due à Enright
LE 3. Contrairement aux deux démonstrations citées ci-dessus, la nôtre n'utilise
pas le fait que Ô est le caractère d'une représentation, et, a fortiori, pas non
plus de réalisation de la représentation en question ( * ) .

Résumons brièvement notre démonstration : au voisinage de 1 dans G, la for-
mule ( 9 ) montre que l'on peut remplacer le calcul de la restriction de 6 à K

N̂par celui de ̂  à ̂ . On utilise alors le théorème A. Le théorème B permet de pro-
céder de même au voisinage de chaque point s de K.

( * ) Notons qu'inversement la connaissance de la formule de Blattner facilite nota-
blement la démonstration des théorèmes de réalisation.
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PROJECTION D'ORBITES

I . - APPLICATION MOMENT ET PROJECTION

DE MESURES DE LIOUVILLE

1.1.- APPLICATION MOMENT D ' U N GROUPE COMPACT K

Soit ^ une variété C . Soit <X.(Î2) l'algèbre des formes différentielles sur Ci-

Si E, est un champ de vecteurs sur Î2, on note c(^) la contraction par Ç et d la dif-

férentielle extérieure. Les opérations d et c(Ç) sont des antidérivations de ^(^î).

Si JC(Ç) est la dérivation de Lie, on a :

(1) .£(0 - d o c(0 + c(0 o d .

Soit K un groupe de Lie compact connexe, d'algèbre de Lie k^ agissant sur ^î.

Si ?Ç e k, on note 3C le champ de vecteurs sur Î2 défini par

«^(f) .g^(exp- ex.f)^ .

Si r^ est un sous-espace de k^ on note 0[r))r (c)u simplement r^) le sous-espace

de T-(îî) engendré par les Xp pour X e j^.

Soit Cl une variété symplectique de dimension 2n. Notons 0- (ou simplement 0)

la 2-forme symplectique de Sî. Supposons que l'action de K sur ^î soit hamiltonienne.

On choisit une structure hamiltonienne, et on note J (ou simplement J) l'applica-

tion moment correspondante. Par définition J est une application de ^ dans Jk^ , com-

mute à l'action de K, et vérifie

(2) Si J (f) - (J(f),X) pour X c k .

dJ^c (X^ ) .o .

Remarquons que si f e f t e t s i J ( f ) " P

^"W - ̂ x^ ' ̂ (-'(exp - C Y • ^-^le-o
- ^ (exp-eY.u .X) ,^
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donc

(3) ai(Vn) " "(U.CX.Y])

n
La forme ——°—— est de degré maximal et partout non nulle. Elle détermine

(2^r)nn!
donc une orientation et la mesure de Liouville (L sur n. (On note parfois 0 simple-

ment 0). La mesure J (g ) image directe est définie par :

(4) [ ^dj (B.) - f (^oj)dBj^* * n j^ n

pour toute fonction ^ borélienne positive sur k*. Si J est propre, c'est une mesure

de Radon.

Si, de plus, J est une submersion au-dessus d'un ouvert U de k , alors sur U,

J (0) est une densité C" f(ç)dÇ . On calcule f(Ç) de la façon suivante. Soit

Ç € U et Cl m J" (Ç). En un point y de îî-, l'application dJ induit un isomorphisme

entre T (îî)/T (îî ) et k*. Soit y la densité sur SI telle que dB/u- • dÇ. Alors

f(0 - ̂  P/.v
Soit ^ une sous-algèbre de Cartan de k. Soit T c K le groupe de Cartan corres-

pondant, N(T) le nonnalisateur de j. dans K, W " N(T)/T le groupe de Weyi. On écrit :

k " 1 ® 1

^ - ̂  e ̂

où r est le supplémentaire T-invariant de t. La dimension de r est paire. On la note
~ r

2r. Si u e t * , on note K~ (ou simplement K ) la 2.forme ( X . Y ) »—» ( u . L X . Y ] ) sur r.
On note jt* l'ensemble des éléments réguliers de ̂  pour l'action de W. Si u e ̂  »
la forme K est non dégénérée. Soit T} une forme différentielle de degré maximum sur
r non nulle. On définit alors la fonction polynômiale Tr(u) sur t_ par la formule

(5 ) K1' - 7 r ( u ) r ! n .

La fonction TT est une fonction polynômiale W anti-invariante sur ^*, dépendant de n.

Soit îî un espace K-Hamiltonien. On définit M • J, ( t * ) - II est clair que l'en-
•L —r

semble M (qui peut-être est vide) est stable sous N ( T ) .

72



PROJECTION D'ORBITES

(6) LEMME [G-St.2] .

a) M est une sous-variété de Q d'espace tangent au point a donné par

T (M) - {v € T^(Q) ; dj(v) c ^} .

b) Soit o^ la restriction de o^ a M. Si m e M et si J(r) - v. l'espace vectoriel
symplectique (T^(n).(^) est isomorphe à la so»e directe orthogonale des espaces

symplectiques (^.-K ) et (T^(M),o^) par l'application (X.v) »-—X^ + v.

DEMONSTRATION.- Soit k*. t* • r*. Ecrivons J - (JpJ? «uivant ce^te décomposition.
Au voisinage d'un point B de M. M est l'intersection de ft avec J^ (0). Or. en tout

point m de M, la différentielle de l'application J^ est surjective. En effet si

p - J(m) et si X c 1. dJ^(X^) • X . p. Puisque p c ̂  l'application de r, dans r*
donnée par Xt— X . p est bijective. Ceci montre que H est une sous-variété de ft.
que son espace tangent est donné par (a), et qu'on a une décomposition en SOOBC di-

recte T (ft) « r^ • T^(M). Si X e r, et si v c T^(M). on a

o(X^.v) - (dJ(v).X) • 0.

Enfin, cornne pour X.Y e ^ o(X^.Y^) - -(v.[X.Y]). on a prouvé (b).

Le lemne (6) nontre en particulier que M est une sous-variété syœplectique de tï

et que la restriction J^ de J a M est l'application B»on»ent pour l'action de T. On

la notera encore J. s'iT n'y a pas de confusion. Elle est N(T)-équivariante.

On note k^ l'ensemble des éléments réguliers de k*. Le complémentaire de k^
est une sous-variété algébrique fermée de k* On note ^ - ftnJ" (k^). C'est un ou-

vert (peut-être vide) de S2. Il est clair que K . M • ft^.

(7) Choisissons une mesure de Lebesgue dK sur k. une mesure de Lebesgue dT sur t,.

Lorsqu'une mesure de Lebesgue a été choisie sur l'algèbre de Lie d'un groupe de

Lie, nous employons sur le groupe la mesure de Haar invariante à gauche telle que

d(expX)/dX vaut 1 pour X • 0. Nous notons vol(T) - j dt. Nous choisissons une

forme différentielle de degré maximum n sur ^ telle que dK - dT |n|. On a alors la

formule d'intégration suivante :

- ^^-.^^^L^-"'^"1"^ •
(Remarquons que la «ne.ure ̂  |ir(J(<»))| dk dm ne dépend pa- des choix faits).
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Démontrons (8). L'application p : K x M -*• ^ est une submersion. La fibre de p est—__——————. r
une orbite de N(T) par l'action libre (k,m) . u • (ku.u a) de N(T) sur K x M. Le

groupe N(T) a comme algèbre de Lie t et il a ^v composantes connexes. La mesure

(vol T) ^W dt donne donc masse 1 à la fibre de p. Il s'agit alors de prouver l'é-

galité des densités sur l'espace tangent

T. (t2) • T,(K) • T ( M ) / ( t )
K.ul K -* —• ^"n

données par d(î_ et ———y|'ff(J(m))| dk d0.7dt. Par K-invariance, il suffit de le faire
" (2-iï) "

en un point (e.m). Ou e est l'identité de K. D'après (6), on a si J(m) « y

^ ^ ^ ̂
a,.-K^. D'oû ^--^-^

si y dimîî • d " n + r.

D'où d0 «- ——— JTr(u) | |n| dB», ce qui prouve (8).
" (27T)

Si la variété !î - îî est de mesure nulle pour g . la formule d'intégration (8)

nous permettra donc de remplacer l'étude de J (B_) par celle de J (B.,)*
* \î " M

1.2.- ORBITES ELLIPTIQUES REGULIERES D'UN GROUPE DE LIE REDUCTIF

Soit g une algèbre de Lie réductive. Nous fixons une décomposition de Cartan

g • k • p de g. Nous supposons que le rang de g est égal au rang de k. Soit G

un groupe de Lie connexe à centre compact d'algèbre de Lie ^ . Soit K le sous-

groupe de G d'algèbre de Lie k. Le sous-groupe K est un sous-groupe compact maximal

de G. Soit t une sous-algèbre de Cartan de k, c'est aussi une sous-algèbre de Car-

tan de g_ . On identifie comme d'habitude ^ à l'orthogonal de [^, ^} dans ^ .

Soit À un élément ^-régulier dans ^ . On considère îî " G . À l'orbite de À dans

^ et la forme syœplectique o sur îî donnée par o - (X . f,Y . f) - - f( [X,Y], si f c îî.

La variété Sî est une variété hamiltonienne sous l'action de G, donc a fortiori sous

l'action de K. L'application moment J. : !î -»• k^ est la restriction à Î2 de la pro-
* * ^ *

jection p : g -»• ^ . Nous choisissons des normes K-invariantes HÇ II et I I Ç . H sur k,

P telles que < Ç , , Ç > • llf. Il - II Ç. Il soit une fonction G-invariante sur ^ .
— 2 ° 2 2Si Ç € tî, on a donc IIÇ II - IIÇ.II •II Ail . L'image réciproque d'un ensemble borné

de ^* est donc un ensemble borné de îî. Comme îî est fermée dans ^ , l'application

J. est propre. De plus on a

(1 ) LEMME.- L'image J.(ft) est contenue dans l'ensemble (Ç e V* ; IIÇII ï. H À I I } .
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PROJECTION D'ORBITES

Si p e t , on note 6 la mesure de Dirac au point u, D l*opérateur différen-"~ d y v
tiel (D u>)(v) - ^.^(v +ep). , et si u est non nul, H la mesure d'Heaviside

(H .^) • (\(tu)dt. On a
' -'o

D^-6(0).

Soit A c U l'ensemble des racines de ,̂ dans g-. Pour chaque a c A, soit

h e U la coracine correspondante. On pose :

(2) A^O) - {a c A ; (U,h^) > 0}

ou simplement A si X est fixé.

On note

A l'ensemble des racines de t_. dans k...

A l'ensemble des racines de t_. dans p_

A • A n A " (a, ,a,,. • • »o i )n n 1 2 p

(3) Y'*' » H . * H . *...* H .-ia, -la, -lal 2 p

la convolution des mesures d'Heaviside associées aux racines non compactes positi-

ves. On définit avec les conventions de 1 . 1 . 7 une application A11 des fonctions conti-

nues à support compact sur _k dans les fonctions continues à support compact sur t*

par

<AT1^ • îwTvoT-rT ——T ̂  j' ^ • ̂  dk •
(2-rrr -'K

(4) On voit que A11 ne dépend que de l'orientation j^ donnée à j. par n. On choisit

H telle que TT (X) > 0. On note A l'opérateur correspondant.

Le but de la section 1 est de prouver le

(5) THEOREME.- Soit À un élément ^ -régulier de _t*. Soit Î2 - G . À l'orbite de À

dans ^* avec sa mesure de Liouville BQ« Alors :

f ^^«y " ( i e(w)w. (6, * Y"'),A^)
Jk* " veW À

où A est déterminée par la convention (4).
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Soit M " îî n p'^t*). C'est un espace T-hamiltonien. Pour démontrer le thé-

orème (5), nous pouvons nous ramener à l'étude de J^(B^). En effet Î2^ est non vide,

puisque X e J(Î2) est ^-régulier. donc a fortiori k-régulier. Le complémentaire

îî - ft est une sous-variété algébrique fermée de ft non égale à îî, donc de mesure

nulle pour à^. D'après 1.1.8, il suffira de démontrer le

(6) THEOREME.- J.(B,J • ——— ï e<w) w. (6, * Y4').
—————— * M 1^1 weW À

La méthode suivie sera de montrer en 1.3 que J^(B») satisfait un système d'é-

quations différentielles à coefficients constants.

Notons quelques propriétés géométriques de !î et de M utiles au paragraphe

suivant. On note V - t* • ^* de sorte que M est une sous-variété de V.

Soit X e ^ - {0}. Nous allons décrire les variétés îî^. M^ des zéros du champ de

vecteurs associé à X sur !î, H.

Soit z le centralisateur de X dans ̂  , Z le sous-groupe de G d'algèbre de Lie

^. II est connexe. On écrit ^ " .2. • 1 .où ^ est le complément Z-invariant de ^.

Ceci permet d'écrire &*•!*• A*- Si f est un point ^-régulier de ̂ * apparte-

nant ï z , o n a ^ . f " A .

La décomposition de Cartan de ^ induit une décomposition de Cartan

z ^ - z ^ n k e ^ n ^ • ^ • ^ o

de .̂

II est clair que t est une sous-algèbre de Cartan de z^. On a encore

rang de z^ • rang de k .

On écrit : tç " 1 • Io »

V - t* • £* ,o — —o

1 • Io • ^\

B "J^ £! •

de sorte que S. " £| e £ ï '

V • V • V , avec V ^ • ̂  .
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On note W le normalisateur de T dans G mod T

W le normalisateur de T dans Z mod T.
o

Le groupe W est un sous-groupe de W. L'ensemble des éléments W-réguliers de ^

est t*. On note t* l'ensemble des éléments W^-réguliers de t*. Il est clair que t^

est un ouvert de t . L'élément À détermine une composante connexe C'*' d; t et une—r *•

composante connexe C^ de ̂  . Soit W1 • {w e W tel que w . X g C^}. Alors W est
o

un système de représentants de W \W.

Comme z* est la variété des zéros pour l'action de X sur ^ , la variété ft^

des zéros de X sur îî est H - Î2 n z* Comme V est la variété des zéros pour l'ac-o — ^o ^
tion de X sur V. on a M^ « M n V^ • îî^ n p (^).

(7) LEMME.- îî - U . Zw X, où l'union est disjointe.
0 W € W

DEMONSTRATION.- Soit m • g . X € z*. Comme g . X est un élément elliptique de z_ ,

il existe un élément u de Z tel que u g X e ^*. Comme G . X n t* m W . X, on obtient

le lemme.

La méthode de démonstration du théorème (5) se fera par récurrence sur la

dimension de G. On écrit aussi Î2 - G . X - ft(G,X) pour préciser sous quel groupe

on considère l'orbite de X. Avec cette notation

îî • U , (Z.w. X) .
0 wcW1

De même on considère les variétés M(Z.w. X) • Zw X n p^ (̂  ). où p^ : ̂  - k^.

Il est clair que Zv X n p~1^*) est une sous-variété ouverte de M(Z,w. X) et que :

(8) M • U ^ M ( Z , w . X) n p^ (^) .
0 wcW

Nous analysons les fibres normaux de îî^ dans îî et de M^ dans M.

(9) LEMME .-Soit f c Sî^, alors T^(îî) • T^(SÎ^) • ^* .

DEMONSTRATION.- Ceci est clair puisque ^ . f - T^(ft) • ̂ . f • ̂ . f

- T^) • ^

car f est un élément régulier de ^*, appartenant à ^ .

Le fibre normal à îî dans ft est donc trivial et isomorphe à îî^ x 5* .
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Considérons un point m e M. D'après 1 .1 .6 , on a T (M) " T (ft) n V. Comme Mo m o
est l'espace des points fixes du groupe à un paramètre relativement compact

(exptX), on a, en un point m de M , T (M ) " T (M) n V . D'autre part,

T (S2) n V. • V. • ĵ * d'après (9). On a donc, puisque m est fixé par X,

T (M) - T (M) n V • T (M) n V,lu m o m l

et le :

(10) LEMME.- Soit m e M , alors

T (M) • T (M ) • V .m m o l

Le fibre normal de M dans M est donc trivial et isomorphe à M x V..o o 1

( 1 1 ) Analysons maintenant les orientations. Si y est un élément ^-régulier de t_ ,
£l

la forme - K (X,Y) - - (y.CX.Y]) est non dégénérée sur £p Elle définit donc une

orientation j). (y) sur j^,. On identifie £1 à V, par l'application X -^ X .y et

on note V.(y) l'orientation ainsi définie sur V.. Si y et y' sont deux éléments

j^-réguliers de ^ , on définit :

£.. (u»U*) " 1 sl l̂ s orientations V.(y) et V (y') coïncident
'1 *

• - 1 sinon.

(12) LEMME.- Si w e W . ̂  (w \i ,y ') . r (y.y') .
o o v ^ o v ^

DEMONSTRATION.- Conne V^w y) - w . V^y), il suffit de montrer qu'il existe une

(donc toutes) orientation W -invariante sur V.. Comme X a des valeurs propres ima-

ginaires pures non nulles sur (V.).., on peut écrire (V.).. " V. e V~ où V. est la

somme des sous-espaces propres de X de valeur propre y. avec 1m y. > 0, et

V. • V . Ceci définit une structure complexe sur V. et donc une orientation.

Comme X est fixé par W , cette orientation est W -invariante.

Considérons la décomposition (10) T (M) • T (M ) e V en tout point m de M .

Les espaces T (M) et T (M ) sont des espaces symplectiques et ont donc une orien-ro m o
tation canonique. On en déduit une orientation V (m) sur V, dépendant de la compo-

sante connexe de m dans M . Remarquons que pour m • X»^orientation V . ( X ) est bien

celle définie précédemment. On pose
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£(in) • 1 si V^(m) - V^(X)

" - 1 sinon •

(13) JLEMME.- Soit m e Z v X n p"1^). avec w ^ W 1 . Alors c(m) • c(v) r (vX.X).
^

DEMONSTRATION.- Considérons les décompositions (9) et (10) d'espaces symplectiques.

On a ^ « ̂  . m et la forme a,, sur ^ est définie par

0^(X . m,Y . m) • -(m,[X,Y3) • -(Y . m.X) .

Remarquons qu'on a une décomposition

^ .m- r^ .n r ^ - ̂  . m • ̂

1 £1

en somme de sous-espaces orthogonaux pour o . Notons 0 (resp. 0 ) l'orientation
1

de a. définie par la forme - K (X,Y) - -(m,[X,Y]). par X,Y e. ^

j.
(resp. - K^ (X.Y) - - (m.[X.Y]). pour X,Y c r^).

On a donc un isomorphisme d'espaces vectoriels orientés entre V.(m) et (q /r.,0 ),
1 11 œ

où 0 est l'orientation sur q /r. déduite des orientations 0 et 0 .m — —I m m

1
Lorsque m varie dans Z . ̂  . X, la forme K sur ^ reste non dégénérée, car m

n 1 1
reste ^ -régulier et ^ est stable par Z. ,»0n a donc 0 * 0 . .

Comme m € t • p* et que [r,,r,] c k, la forme K~ ne dépend que de la pro-— — "~l ~i — m
jection p(m) de m sur t_ , et l'orientation donnée à r. reste constante lorsque

T_ r^.
p(m) varie dans une composante connexe de t . On a donc 0 " 0, . Doncr m À

1 11 1 ^ - 1 1 ^1
0 - 0 ,/0 . Comme par définition £ (wX.X) 0 ,/0 " ^^n • il s*agit de

II 11 I1
montrer que 0 , " e(w)0. , pour w e W .

w • À À _

Soit y e t . Considérons r munie de la forme symplectique non dégénérée - K . La

décomposition r_ • r 9 T_. est en sous-espaces orthogonaux pour - K . O n note

0 (resp. 0~°) l'orientation donnée à T_ (resp. r ) par la forme - K^ (resp.
u r u JE. 1. r u

- K""°). On a 0 " c(w) 0 . pour tout w e W. L'orientation 0""° ne dépend que de
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* Io Io
la composante connexe de y dans t^ . Puisque w . X < C^, on a donc 0^ - 0̂  ^

& • ̂ .X^X - ̂  W - ^w) °? • w

I . 3 . - IMAGE DE LA MESURE DE LIOUVILLE ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Soit T un tore compact. Soit V un espace vectoriel muni d'une représentation
linéaire de T. Soit M une sous-variété de V stable par T de dimension paire 2n.
Supposons M munie d'um forme symplectique o pour laquelle l'action de T sur M
est hamiltonienne. Soit J : M ^ ̂  l'application moment. Supposons J propre (ou.
pour l'application en vue. J propre au-dessus d'un ouvert de Jt*). Nous montrons
dans cette section que J^(^) satisfait un système d'équations différentielles
à coefficients constants, que nous allons définir.

L'ensemble des poids non nuls de ̂  dans V^ est un ensemble S " (± iUj) • Soit
X e t. - { 0 } . On écrit alors V • V^(X) • V^X) (ou simplement V - V^ • V^ si X est
fixé), où V est le sous-espace des zéros de X sur V et V^ le complément T-inva-
riant de V^.

Choisissons une orientation V\ sur Vp On peut choisir une base orientée
e , . fp e^. f ^ . . . . . ^ . f ^ d e V , telle que :

H . ê  - - \^W\

H . t.. - ̂ W^» P0̂  tout H € tt9

avec t ip. e Z, U^W ït ° '

On note 1 l'ensemble { l , 2 , . . . , q }

^ - n p . .
x jel J

D^^D . D . . . . . D
x ^ ^ \

(u^ et D̂  ne dépendent que de l'orientation choisie sur V ^ ) .

Soit S(t*) l'algèbre des polynômes sur ^.. 1 l'idéal engendré dans S(j^)—ft A v

par les fonctions polynômes homogènes i»)^, pour X e t_ - W-
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( 1 ) LEMME.- L'ensemble des zéros coomuns des éléments de !.. est réduit à {0}.

DEMONSTRATION.- Soit X - X. •»• iX., avec X. ^ 0. Il est clair que ̂  (X) ^ 0 puisque

toutes les formes linéaires \i. c t* non nulles sur X. sont a fortiori non nulles

sur X^ + iX^. Si X^ • 0 et X^ ^ 0. alors u»̂  (X) ^ 0 .

On identifie aussi S(t.) à l'algèbre des opérateurs différentiels à coeffi-

cients constants sur ^ .

(2). PROPOSITION.- Soit b une distribution sur un ouvert V de t vérifiant

D b " 0, pour tout X € t - {0}. Alors b est polynômiale sur U.x ~~

DEMONSTRATION.- D'après le théorème des zéros de Hilbert et le lemme ( 1 ) . si Ç^

est un système de coordonnées linéaires sur t , il existe un entier N tel que

Ç. e !„ pour tout i. La distribution b satisfait donc le système d'équations

(-j—)^ • 0, quel que soit i. Donc b est polynômiale, i.e. est de la forme P(QdÇ
q

où P est un polynôme et dÇ est une mesure de Lebesgue sur ^ .

(3) Nous notons l'opérateur D simplement par D lorsque X est fixé.

Soit M (X) " M n V (X) (ou simplement M ) la variété des zéros de X.-. Nous mon-
0 0 0 "

trons que D (J (B»)) est à support dans J(M ) en suivant une méthode similaire

à [Be.Ve. 1 ] quis'inspirait d'un calcul de R. Bott [Bc].

Si v e V, écrivons v » v + ^ ( x . e . + y . f . ) , avec v c V . Notons q^(v)

2 2 ^la fonction Z (x. + y.). La fonction q. ne s'annule que sur V^.
J J J

On note 6. la 1-forme sur V définie par

"j - ̂ j - ̂ j •

On a d6 . " 2 dx. A dy..

Soit X. le champ de vecteurs associé à la tranformation infinitésimale de
X sur V , i . e . Xy • t v^ W <Xj ̂ - - Yj -^-). On a

6j(Xy) - Uj ( X ) (^ + y ^ ) .

Soit A un sous-ensemble de I. On définit
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(*) - n v. .
A jeA J

D - n D (en particulier D - D ) ,
A jeA ^j

n - ï e n (de^) .
A i€A l J€A-(i} J

A' - 1 - A .

n
Si ^ est une fonction C°° sur t*, (D\>) e J ̂ - est une forme de degré maximal

sur M. Le lemme suivant montre que cette forme est exacte en dehors de M^. Plus

précisément, nous l'écrivons explicitement -d(a>) où œ est une (2n-l)-forme dé-

finie sur M - M .o

n H* n-k

(4) LEMME.- (D\Q o J ^-. - d(Z (k - 1)! ^ < D A ^ ) O J ~ k — — — — ) •
———— n! k AcI A q. (n - k) !

^A-k
•» < H f >

DEMONSTRATION.- Il suffit de montrer ceci lorsque ^»(Ç) - e '" avec H € J^. Le

membre de gauche est alors égal à

J., ,,n
^(10 e»^ .

M.W'^Q.
Considérons la 1-forœe 0.. • ^ -J————"• • Elle vérifie

" jel q!

O^H,) - 1

JC(H) . Oy • 0

On a donc : c(H^)Oy - l. c(H^)dQy - 0.

La forme non homogène (Jy + o) vérifie l'équation (c(H^) - d)(J^ + o) • 0.

puisque do • 0. Puisque (c(lU - d) est une anti-dérivation de OiW. la forme
(.Vo) J» n

u . e - e "(Z °v) vérifie aussi l'équation (c(H^) - d) . y^ - 0. (C'est

une forme fermée pour la cohomologie T-équivariante [Be-Ve.13). La forme dQy

est annulée par d et c(H^). On a donc

u^- (C(H^) -d)(^(i -de^)-1 ^)

On a noté encore par 0 la restriction de 0 à M. Donc

a) (H)l^ - (c(H^) - d)( Z ^("^QH^^^'11^^

82



PROJECTION D'ORBITES

Identifiant le terme de degré maximum des deux membres, on obtient :

"î 6'" ï - - w ̂ m^w^ e1" 7^57) •

Le lemme (A) découlera de la formule :

. . H.
(5) a),(H)e,,(de.,r1 • (k - 1)! ^ u» . (H) -^ .

I H H A A q,
^A-k

et du fait que, si ^ (Ç) « e^'"^ a) ,(H)e H « (D^) o j ."A" ' ' A *

Nous montrons (5)

Soit v « £ p.OO"^.. Comme \)^ est une 1-forme. \/^ • 0.
. • -

On a d\\, - Z u . (H)~ l d9 . ." J J

SH • ^^H •

On calcule :

Vde^-1 - q^ VH<d^)k'l • car ^ ' °

(dv.,)1'"1 - (k - 1)! I 0) g (H)'1 n d9 . car (de . ) 2 - 0 .
H Sel s jeS J J

^S-k-1

^(dv^)1''1 - (k - 1)! I ^A00"11^ t car ^^j " 0

^A«k

-W^Cdv).,)1'"1 - (k - 1)! 1 ^A'001^ 1 ce qui démontre ( 5 )-1 H H Ad A

^A-k

(6) COROLLAIRE.- ^(J^C^)) est supportée sur J(M^) .

DEMONSTRATION.- Si ^ a son support dans t* - J(M^) , on a d 'après (4)

f (D^)J (dm) « f - d(oi )
J * J M ^

r
où oj est une forme C00 à support compact sur M. Donc ] d(o) ) « 0.

^ •'M r
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Nous allons maintenant préciser le corollaire ( 6 ) dans une situation par-
ticulière.

(7) Nous fixons de nouveau X € t - { 0 } . Soit V • V • V , , M « M n V la va-""' 0 1 0 0
riété des zéros de X».

Nous faisons l'hypothèse

(8) Nous supposons que en tout point m de M, T (M) • T (M ) • V , . [Elle estm m o l
vérifiée pour les variétés M introduites en 1 . 2 ] .

Sous l'hypothèse ( 8 ) , le fibre normal à M dans M est donc trivial et
identifié à M x v .

Rappelons que nous avons choisi une orientation V. sur V..

D'autre part, les variétés T (M) et T (M ) étant symplectiq

position T (M) • T (M ) • V, fournit une orientation V^dn) à V, dépendant

D'autre part, les variétés T (M) et T (M ) étant symplectiques,la décom-

:ion T (M) • T (M ) • V, fournit une orientation V^dn) à V, dépendant
ffl ffl 0 1 1 1

de la composante connexe M01 de m dans M . On pose
ffl ffl 0 1 1 1

de la composante connexe M01 de ffl dans M . On pose

c • + 1 si les orientations V.(ffl) et V. coïncident ,

• - 1 sinon.

On note B01 la mesure de Liouville de M . On note diffl V, " 2q.o o 1

(9) PROPOSITION." Sous l'hypothèse (8). on a

(-l)V(J^) -^(J^B^ .

DEMONSTRATION.- On a

(-D^D'O^).^) • (J^^ • Dt^) • | <D*^) e j ——°———
(2^T)nn!

Considérons un produit scalaire T-invariant sur V •V. coïncidant sur V.

avec le produit scalaire q. choisi précédemment. Considérons la métrique

Riemannienne T-invariante induite sur M. Soient deux voisinages U. c n re-

lativement compacts de Supp <p et travaillons au-dessus de U». Soient

V,(C) - iv c V. ; llvll < c) . M1 • M n J^dL).
1 1 0 0 1
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On peut trouver c > 0, tel que l'application exponentielle ( œ , v ) t—»-exp v
2 œ 1soit un diffêoBorpbisme entre M x V . ( c ) et un ouvert U de M. On note U

l'image de M x V . ( e ) , par l'application exponentielle.

On a :

—— f (C%) . J 2! - lia ——— [ , (B\0 . J 4 .
(210° IM "• e^o (2^T)nJM-^

Sur M - U1 , on a (D%) . J 2^ - - d(h> ), où

œ - z ( I ( k - D ! <D^).^ TT^
k A q.

^A-k

est C00 sur M - U .

On a donc

f (D^)d(J.BM) • lin —!— f <D. •
J M *" ĉ o (210" J^l^

On a 8(V^) !2 M^ x S^ u (M^ - M^) x V^c) avec S^ - (v c V, ; HV|( - e}. On peut
supposer c choisi de telle sorte que a) soit nulle sur (M^ - M ) x V.(e). Si

donc on note 1 l'application de M x s. dans 9(U ) donnée par

(n^,v) -»> exp m^(ev), on a

f (D^)d(J 6..) • f lin < î ) < ^ ) •
J M M^S ^"o^l

Ici l'orientation de M x V. est celle compatible avec l'orientation de M.o l

Nous calculons lin (I )^(u) ). On a 1 (n^.v) • œ^ + cv mod c . Les formes
n C-K) c * ^
-— sont invariantes par la transformation (v ,v.) -». v •»• ev.. On a donck o 1 o 1q^
lim(I^(^) - n j M ^ x S ^ .
c-^ q^

Comme o est continue sur M, on a liœ e -»• 0 (I ) (o) • (1^) (o) " o^.'e * o * o

n-q

Tl—lt
Comme o • 0 si k < q, on obtient :o

——— ( D ( u ) ) - — — — ( q - l ) ! n . . | ( ^ o j ) — — — — — — — — —
(270 " J l . c * ^ (27T)'1 J s . I J M (2TT)" ^n-q)!

"o^l 1 0
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La proposition (9) sera prouvée «i

(10) ——— (q - 1) ! | n, - 1
Oir)" ^

où ici l'orientation S4 de S^ est celle naturelle de la sphère S. dans l'es-

pace V4 sIR^ . Or n-r • 2 q-l u où u est la forme volume de la sphère et

vol S^-0 • (2q) ^ . Q.E.D.

1.4.- PROJECTION DE LA MESURE DE LIOUVILLE D'UNE ORBITE ELLIPTIQUE REGULIERE

Soit À un élément ^-régulier de ^*, M " G . X n p ( t ) . Nous considérons

M comme plongée dans V - t ® 2. • Nous allons montrer dans cette section le thé-

orème 1.2.6 que nous rappelons ici

(1) THEOREME.- J.^) - ——— ï e(w) w . (6, * Y"1').
—————— " |TT | wsW À

Nous démontrons ce thSorème par induction sur la dimension de G.

Nous supposons la formule ( 1 ) valable pour toutes les orbites elliptiques

régulières de groupes de dimension strictement inférieure à G.

Considérons le système d'équations différentielles D^ de la section 1.3.

(2) PROPOSITION.- Pour tout X € ^ - {O}, on a. sur C'*'. l'égalité des distri-

butions

D^tU - ^( I C(w)v. (ô,*Y")) .
w SW

DEMONSTRATION.- Reprenons les notations de 1.2. Soit X e f_ - {0} fixé. Soit

z • k • p le centralisateur de X dans g. On note A les racines de .̂ dans
~C "° 1 "5 o n

p . A,, " A - A .•o n n n

Si u est un élément g-régulier de ^ , U définit un ordre A (u) «ur A en

posant

A"(U) " (a; (iu.h^) > 0).

On pose : A^(u) • A^ n A^Cu) . (A^^Cu) • ̂  n A^di).

86



PROJECTION D'ORBITES

Notons Y^ - H.̂  * H.̂  *...* H.̂  si A^(u) - (a,.^,.... âp) .

(de sorte que Y^ " Y )

Y1 - H , * H . *...* H . si (AVCu) • (a,.a......a ) .y -ia, -10^ -i0p n l 2 p^

Considérons l*orientation V.(y) de V. défini en 1 . 2 . 1 1 . Cette orientation

définit donc un opérateur D (y) que nous notons D . Soit dim V. • 2q.
A \1 '

Q ^ &. î

(3) LEMME.- (-1)4 D . Y - Y .

DEMONSTRATION.- Considérons la forme bilinéaire alternée non dégénérée sur .̂

définie par - B (Y,Z) • -(p,[Y.Z]). Elle définit une orientation ^(u) sur

^ . Posonc, pour B e (A ) (u)

«B-V^ , f ^ . i X g - i X . g ,

•v.o X.g - Xg .

L'orientation de j^Cu) est alors donnée par Cg A f L*isoaor-

B€(A^)"''(U)
phisme ^(p) -»• V^u) défini par Y h—Y . y commute à l'action de X.

Si (A^ai) - {ei.B^---'^' l'OPérateur D^ est é^Al

à D. o D.o o. . .o D. . On obtient donc le lenane (3) car
16, 182 ^q

A^(u) - (A^^di) u (A^)'*'(u).

Démontrons la proposition (2). Fixons comme orientation V. de V. l'orien-

tation V^X) et notons D^ l'opérateur D correspondant. On a d'après (3)
1 **

(-0e1 D^( ^ £(w) v. (6 ^Y")) - (-l)11 D"'(Z e(w) 6 . * Y ,)
WgW W€W

- 1 e(w) ^ ( w X . X ) 6 , . ,*Y^.
weW 1

Calculons le premier membre de (2). Soit M^ la variété des zéros de X sur M.

On a M n P'^C"") - U M(Z.w.À) n p"1 (C4) (1.2.8).o i o
w.^W1

Notons Bz la mesure de Liouville de M(Z,w.X). On a donc d'après 1.3.9 et
w . À
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1.2.14

(-DVo (B«)) • î i e(w.) e(X.w^) J^ ^)
* w.eW 1'

au-dessus de C .

Par hypothèse de récurrence, on a :

V<.X>\^ ^^X*^ . - w . X . C : ,
0 0

et donc,sur C , on a :

(-DVO^ÉU) • î î c(wp c(w^ e(X.w^) 6^ , * Y^ .
w eW ° * ® *

V^
Comme W 1 est un système de représentants de W^\W , il suffit de vérifier que

si w • w . w . » on a l'égalité :o 1

e(v) e(w . Â.X) • e(w^) e(w? e(w^.X) qui résulte de 1.2. (12) .
Q.E.D.

Il résulte de la proposition (2) et de 1 .3 .2 que

J (B ) - Y e(v)v. (6 * Y*) est donnée sur C* par une mesure de la forme
* " i»€W À

P(Ç)dÇ . où P(Ç) est un polynôme sur t*. Comme la mesure J^(dm) (ainsi que

la mesure L e(w)w. (ô^* Y")) est supportée dans l'ensemble
HU î IIXII^ 0. (lenme 1 . 2 . 1 ) . on en déduit que P - 0. On a donc prouvé

l'égalité du théorème ( 1 ) sur C" et par W-invariance sur ̂  .

Faisons ici quelques remarques sur l'image de M par J.

REMARQUE 1 . Soit C4 le cône convexe engendré par - i A^(X). Il est clair

que J(M) c U w. (X + C4). L'inclusion est cependant quelquefois stricte
weW

comme le montre l'exemple suivant de s^(1.2). où les racines ±a sont compactes

± (B.Y) •01^ non compactes.
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w

REMARQUE 2.- On peut considérer îî • G . X conne un espace T-Hamiltonien.
L'application moment J^ : ft -*• S* est la projection p : ̂  -^. D'après le
théorème de Kostant (cf. [G . S t . 2 3 ) , on a

j (^) • LJ. enveloppe convexe des W . Ç .
L Ç€J(M)

Si G/K est Hermitien symétrique et si X est dominant par rap-
port au système A^ déterminant la structure complexe de G/K, l'ensemble
J (G . X) a été déterminée par
{ w . ( X «• C^))pour w e W C P3.

S. Paneitz. On a J (G . X) • enveloppe convexe de

1. 5 . - TRANSFORMEES DE FOURIER

Le théorème 1 . 2 . 5 a un énoncé dual par transformée de Fourier sur k
qui s'exprime en termes analogues 1 la conjecture de Blattner. Notons tout
d'abord quelques formules utiles pour les transformées de Fourier de fonc-
tion d'Heaviside.

Soit V un espace vectoriel réel, V* son dual. Pour Ç £ V . non nul,
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notons

(H.^) - [ ^(tÇ)dt
' -'o

f l
(I .^) • ^(tOdt
' •'o

On a : Hç - [ ^Ç * ^ •

Si dv est une mesure de Lebesgue sur V, on définit

(F.,B)(f) • [ e1^'^ B(v)dv .
-'V

La transformée de Fourier de !.. est la fonction analytique sur V définie par

f î (v) f(v)dv - (Iç.F^B) .

La transformée de Fourier de H- est la fonction généralisée sur V définie

par

f Hç(v) f(v)dv • (Hç,F^) .

On a évidemment :

e^^ - 1
^ - x(£.v)

i.t. (1) î - e^ - 1

e^ - 1 ,
"ç - L ' ^——————îç-

' iro
(2) Hç . i ̂  (1 )̂ .

n—o

Soit S c V* un ensemble fini de points de V strictement contenus dans un demi-

espace. On définit :

Y. - H * Br * • • • * «r
S ^i ^2 "r

si î. - (ÇP^»- - -»Çy) est non vide, Y^ " 6^
nÇ.

n ( ^ e x) - z a.c^e1^
Ç.€Î: n^o
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( Q _ ( u ) est nulle en dehors de ^ » Ç . ) .2- r ^T l
Ç^S

On a donc Y - Z Qr.(u) 6,, * Ir •
E p L u "

On considère la fonction analytique J- sur V

j,- n e^.
' ^ çj

On a alors

(3) ÎT " s QT<^) elp •ïy •s p s L

Revenons au calcul de la transformée de Fourier J^(6^)» où Î2 • G . À

est une orbite elliptique régulière d'un groupe de Lie réductif G.

Soit À un élément ^-régulier de t*, ^+ l'ordre sur A(^.l^) défini en

1 2 2 A"^ " A'*' n A , A^ " A^ n A . On considère la fonction de partition
• ' » c e n n

par rapport aux racines non compactes positives définie par

(4) n ( Z e^) - S Qd^ .
+ n^o

aeA^
(la fonction Q(u) est donc nulle si \i é ^ M a^) .

"î îi
On note P- " 7 I a

" +
aeA^

A • iX

La transformée de Fourier de la mesure J^(B^) est la fonction généralisée 4/^

sur ^ définie par la formule :

| ip,(X) f(X)dX - | d e1^'^ f(X)dX) J^(d^)(0
Jk Â J^ Jk

pour toute fonction f, C" à support compact sur k.

On définit, si y £ i-1*.^ fonction analytique 9^ K-invariante sur V_

par

<» <-'<"> - 1 c(•> •^V .;. n^..»
acAç
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& k k
On a e •e(w)6 » pour w < W. Si y n*est pas régulier, Q^ • 0.

Notons TT la fonction donnée en 1 .1 .5 . (Elle dépend du choix de n et est
c ^

proportionnelle à n h ) . On peut exprimer, si Ç e ^ ,la mesure de Liou-
(XcA

ville Bç sur l'orbite K . Ç en fonction de la mesure de Haar sur K par :

r i 1\<01 f
(6) | ^d6. - 1 — — - - - £ — — - ^ ( k . Ç ) d k

^K.Ç " (vo1 T) W1 JK

(avec les conventions de 1.2.7).

SiÇ est régulier dominant par rapport à A , on a

(7) f e1^*^ d6,,(f) - 67., (X) , pour tout X e ]s.
^ K . Ç <* l'

Ceci est la formule d*Harish-Chandra (voir e.g. [Be-Ve.1] ou [D-H]).

(8) On note j la fonction analytique G-invariante sur ^ définie par
i adX _ adX

j^(X) - det^6———^———) .

On note j , j. les fonctions analytiques K-invariantes sur k définie par :

adX adX

e"2" - e" "r

j^X) - det^ (e———^|———)

adX ^ adX

j,(X) - det^ (e 2 ^ 2 ) .

Les fonctions j . (resp. j^, j^) ont des racines carrées analytiques sur ^

(resp. k).

j^X) - j^^X) j^X) . si X c k

& - ^H) -^H)

^••"•.—ra— •
a€A (̂ ) -(^

3>)- ",——7^^——— •
acAn
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(S^S) -(2^)

^/200 - " , •e——^———— ' pour H e •t •
"" aeA

On pose O)^(H) - n (a,H) . a^(H) .- IT (a,H)

aeA aeA

^ - \ ̂  •

"^n

(9) THEOREME.-

i^(X) - Z Q(p - (A + p^)) e^(X) j^^W.

DEMONSTRATION." Soit A* l'application des fonctions sur .̂ sur les fonctions
•¥

sur S* définie en (1.2.4) (Rappelons que les choix faits de dX, dH, n

vérifient dX/dH - In'*'], IT^(X) > 0) .

Notons (F,B)(f) " e1 ' B(X)dX, pour B une fonction C00 à support compact

- Jk sur k

(F 8)(Ç) - | e1^'^ B(HîdH. pour B une fonction C" à support compact

sur t

(M'eXH) -^(H) ^B(k.H) ^^

L'application M^ envoie les fonctions sur k dans les fonctions W-anti-

invariantes sur t. C'est l'intégrale invariante d'Harish-Chandra.Dans une

identification de k avec k* par un produit scalaire K-invar tant, M et A— — n.T

sont proportionnelles. Comroe det (H) « la^dOr • (-1) ^œ (H)) » on a

la formule d'intégration su.;-ïante

r ^ f + +
(10) | ^ ( X ) d X - ( - l ) c œ (H)(M 0)(H)dH .

J k 1 c

On a aussi la formule d'Harish~Chaudra
.-»•

(11) (F^B) • (-1) c(A"t'F^) . qui résulte de (7)

Démontrons maintenant 1.5.9. On a :
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j ^(X)B(X)dX - (J^(d^). F )̂ . par définition.

- ( ^ e(w)w. (6, * Y+).A"tF.B) . par 1.2.5.
weW Â jk

• ^W(ô^ * Y'\A\B) .

car A F.B est une fonction W -anti-invariante

sur l*,

< . .- (-1) ^W(6^ * Y ,F^M &) . d'après (11).

Soit Z - -i A* c t*. On a :
n "—

^ -^

^- n.^-1-^^2
a^A^ ^

D'après (3), on a donc

f ^C f ^•'•Pn'-A.H) -
(12) iMX)8(X)dX - (-1) ^W Z Q(V) e n J , W ( M 0)(H)dH .

Jk V J!

• (-1) ^W Z Q(l i - (A*Pn) f e^»^ j^(H)(M+6)(H)dH .
y ^

Calculons le second membre de 1.5.9 intégré contre 8(X)dX. On a :

E Q(U - (A.-p^)) f 9^(X)j^ /2(X)B(X)dX

^
. (-1) c S Q(y - (A^p^)) f Z e(w)e (w•vt lo(M+(j^ /2B))(H)dH. par (10)

V -1
,+ i

<FÛ_ f /,. U\ ^ 4,

= (-1) ''^W £ Q(p - (A ^p )) | e^1^ j^(H)(M B)(H)dH

i u '
car j2 est K-invariante. M'̂ B W. -anti-invariante.

On a donc prouvé l'égalité énoncée au théorème (9).

REMARQUE - II y a bien d'autres manières d'écrire ^,. Nous avons choisi celle
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ci pour son analogie avec la formule de Blattner.

Formellement l'expression 4^ (H) se simplifie beaucoup puisque

"Z Q(y)e^ » TT ——— ". Nous indiquons un cas où cette simplification est

légitime.

Introduisons quelques notations. La fonction polynômiale a) est

U -invariante, œ se prolonge donc en une fonction polynôme K-invariante sur j^

que nous notons encore œ . Notons (A) (3) l'opérateur différentiel à coeffi-

cients constants sur k* correspondant. O n a A œ 0) " D o A .

On a : ̂ (X)2 • dé^adXI^H-l)172 din^n —•

(10) PROPOSITION.- La fonction généralisée ii)'*'(X)^ (X) est analytique. On a :

l(diBD) k
(-D2 o^x) IMX) • e.wn A A

REMARQUE." L'analyticité de <^(X) ^i.W est l'analogue d'un résultat de

W. Schmid E S ] sur les K-caractères des représentations irréductibles de G.

»
DEMONSTRATION.- II suffit de reprendre les calculs de (9) pour

j ^ (X) u)'*'(X)e(X)dX et de noter que :

^
A\ (J^B • (-i) n A" 0)^0) F^B

^ + +
- (-i) n D^ A F^B .

^
et que D^Z e(w) w . ( $ * Y4)) - (i) "(Z e(v)ô ,) .

Il A »•• A

Notons v la fonction généralisée sur ^ transformée de Fourier de B^.

D'après un résultat d'Harish-Chandra rappelé en A.6. v est C00 au voisinage

de tout point X £ k tel que (^(X) ^ 0. De (A.6.3) et (10), on déduit une

nouvelle démonstration de la formule de Rossmann [ R] :

( 1 1 ) COROLLAIRE.- Soit X € J^ un élément tel que œ (X) soit non nul. On a :

(-D^ k
^(30 - -—i—— 6. W .

<00
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Si X € ^ est régulier dans ^, cette formule se lit :

^ Î^M^^A L

(12) \»(X) • (-1) n we-———————
n a(x)

aeA'*'
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II.- UNE GÉNÉRALISATION DE LA FORMULE

DU CARACTÈRE DE KIRILLOV

11.1.- LA METHODE DE DESCENTE D'HARISH-CHANDRA (cf. [H-C. 2])

Soient G un groupe de Lie» ^ son -algèbre de Lie, x un automorphisme de

G dont la différentielle, notée encore x, soit un automorphisme semi-simple

de ^. On note Z le groupe des points fixes de x dans G, z_ son algèbre de Lie.

On pose ^ - (1 - x)^. Comme x est semi-simple, on a

(1) & • £ • ! •

Considérons l'action de G sur lui-même donnée par la formule :

(2) g . h - ghx(g"'1) .

Soient g e G, z e Z. La différentielle de l'application (g,z)-^g. z de

G x Z dans G est surjective en (g ,z ) si et seulement si l'on a :

(3) det(( l - adZ^. x) | ^) ^ 0 .

On note Z l'ensemble des z e Z vérifiant (3). L'application
1 °(g,z) -»• g . z de G x Z dans G est donc submersive.

Soit ^ une fonction généralisée sur G, invariante par l'action (2) :

(4) ^(h) • ^(ghx(g"1)) pour h e G, g e G.

Alors, d'après (A.4.3), 1^ admet une restriction ^ à Z, ^ détermine ^
1 x x. .dans l'ouvert G . Z de G, et ^ est invariante par les automorphismes inté-

rieurs de Z.

1er EXEMPLE.- Soit T une représentation traçable de G. Soit S(x) un opérateur

borné dans l'espace de la représentation T tel que l'on ait :

T(x(g)) - S(x)T(g)S(x)"1 pour tout g € G.

La fonction généralisée ^ sur G définie par

^(a) • tr(T(a)S(x)) (a e -ff[ ^(G))

vérifie (4).
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2e EXEMPLE.- Soit 9 une fonction généralisée sur G invariante par les au-

tooorphismes intérieurs. Soit s un élément de G tel que ad s soit semi-simple

dans .̂ et posons x - Ad s . La fonction y(s) • 9(gs) vérifie (4), et la dis-

tribution ^ détermine 9 dans un voisinage de s.

Définissons la fonction j sur z^ comme dans l'introduction, formule (8).

Soit W un voisinage de 0 dans ï dans lequel j est à valeurs > 0 et tel que
1 — •z-exp(W) soit contenu dans Z. Suivant Harish-Chandra, on définit une fonction

généralisée Y dans W en posant :

j^

- |det((l - e^x) |^)|2
(5) V ( X ) • j (X)2 ———————————————— yCe") .x - i / * >

|det((l - x) \^\{f2

(X e W. On a écrit» par abus de notation Y (e ) • ^(e^).

Lorsque ^ est obtenu par le procédé de l'exemple 2, nous la noterons 9 :

1 |det((l - ad(exs) |^) j 2 .,
(6) 9 ( X ) • j (X)2 ———————————————,77 9(0^) (X c W) .

z- |det((l - ads)!^)!"2

* * *

Soit T une représentation unitaire irréductible traçable de G. Soit
9 son caractère, c'est-à-dire la fonction généralisée 9(a) • tr T(a)
(a e ̂ 7 ( G ) ) . Si SI est une orbite de G dans j^ , nous dirons que ̂  est tempérée
si sa mesure de Liouville 6-, considérée comme mesure sur ̂  concentrée dans
SI, est tempérée. Sa transformée de Fourier

B^X) . I , .if<x> ^(f)

est une fonction généralisée dans j^ que nous appellerons la transformée de
Fourier de f2. La formule du caractère de Kirillov postule l'existence, si T est
suffisamment générique, d'une orbite Sî tempérée et d'une constante c e H telle que

(7) cB^ - 9^ dans W.

Cette formule a été démontrée dans de nombreux cas (cf. en particulier
r . K i 3 . [ K h ] . [ R ] ) .

Supposons maintenant G réductif et connexe. Supposons que 9 soie le
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caractère d'une représentation de carré intégrable (modulo le centre) T de
G, unitaire et irréductible. Soit s un élément de G tel que ad s soit ellip-
tique ( i . e . semi-simple à valeurs propres imaginaires pures). Alors, par
construction même de 9 dans [H . C , 3 ] , Q est une combinaison linéaire de
transformées de Fourier d'orbites de Z dans z*. Nous calculons dans le
parag. 3 de quelle combinaison linéaire il s'agit. Soit !î l'orbite de G
dans ̂ * associée à T par Harish-Chandra. D'après [ R ] » (7) est valable avec
c " 1 . Remarquons que ( 1 ) permet d'identifier z* à un sous-espace de ^*.
Alors îî n z est l'ensemble des points fixes de s dans ^, et égal à une
réunion finie d'orbites de Z.

Nous définissons sur z n ft une fonction <p constante sur chaque or-
bite de Z, et telle que l'on ait dans W l'égalité de fonctions généralisées :

(8) § (X) - f e1^30 ̂  (f) d0 (f)
s Iz* s Hnz*

Pour s - 1 , c'est la formule ( 7 ) . Nous pensons que (8) est "universelle"
au même titre que la formule de Kirillov ( 7 ) . C'est pourquoi nous décrivons
la fonction <p en terme de la structure symplectique de Î2, en mettant en
évidence son rapport avec la représentation metaplectique.

11.2.- UNE FONCTION SUR LE GROUPE METAPLECTIQUE

Soit V un espace vectoriel symplectique réel, et soit B sa structure symplec-
tique. On note SP(V) le groupe symplectique, et Mp(V) le groupe métaplecti-
que. C'est donc une extension centrale

( 9 ) 1 ^ { I . e } ̂  Mp(V) -̂  Sp(V) ^ 1 .

Nous notons en général x un élément de MP(V) et x son image dans Sp ( V ) .

Rappelons - pour fixer les conventions - la construction de la repré-
sentation métaplectique. Posons n - V • ] R E . On munit n de la structure
d'algèbre de Lie pour laquelle E est central et

(10) [ v . v ' ] - B ( v . v ' ) E , p -T v . v ' c V .

On note N le groupe simplement connexe correspondant.Sp(V) opère dans n
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par la formule x(v • t E) - x(v) •tE, et donc dans N.

On sait (théorème de Stone - Von-Neumann) qu'il existe une représenta-

tion unitaire irréductible T de N» et une seule à équivalence près, telle

que

(11) 1(0^) - e^Id.

Notons 96 l'espace de T. On sait (Ségal, Shale » Weil) qu'il existe une re-

présentation unitaire unique S de Mp(V) dans f(/ telle que :

(12) S(x)T(n)S(x)"1 • T(x(n))

pour tout x c Mp(V) et n e N, et

(13) S(e) - - Id .

Soit ^ un sous-espace lagrangien du complexifié V de V. C'est une sous-

algèbre de Lie de IL,, et donc S_ opère dans l'espace W des vecteurs diffé-

rentiables de la représentation T. On note q(A) le nombre de valeurs propres

strictement négatives de* la matrice associée à la forme hermitienne

v -»• iB(v,v) sur .̂ On sait (cf. [Du] ch. I) que

(14) H^a.^00) • {0} si j i ^W

(15) din H^ 0.^°°) • 1 .

Soit x un élément de Mp(V) stabilisant A. Il opère dans \/^\^^œ^9

On note p.(x) le scalaire obtenu. On a ([Du], ch. I)

( i6) po^2 "d e t ( x i-y
(17) p^(e) - - 1 .

Posons V - (1 - x)V. Notons n (x) le nombre,compté avec multiplicité,

de valeurs propres de x dans ^ n V 'qui sont dans l'intervalle Jl.-C. Notons

q (x) - q0 n V-). Posons

n^(x)+q^(x)

(18) - ^(x) - (-1) " ~ p^(x)det((l - x) |^ n V^)"1 .
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(19) LEMME.- Soient î_ et î_* deux sous-espaces lagrangiens de V - , et

ï € Mp(V) stabilisant ^ et ^. On a

^(;) -^.(x) .

DEMONSTRATION.- Posons

(20) m « t n V; . m' - &' n V.— — ^ — — H,

Les espaces m/m n m' et m*/m n m' sont en dualité non dégénérée x-invariante.
On a donc :

( 2 1 ) det((l - x) | m/m n m ' ) - det((l - x " 1 ) | m'/m n m ' )
dim m'/mnm'

• (-1) det(x | m/m n m ' ) det ( ( 1 - x) | m*/m n m* ) .

De manière évidente on a :

(22) det(x | m/m n m*) - det(x | i/^ n fc/).

Dans [Du], ch I. il est montré qu'il existe un nombre e^ ^.(x) c { ± 1 } tel que

(23) p (x)/p .(;) • det(x [ t/S_ n D £^.(x) .

Le lemme (19) résulte donc du leœme suivant.

(24) LEMME.- Les notations étant comme en (20) et (23), on a :

n ,(x)*n . (x^q^x)^. (x)-dim m/mnm'

^ M w w "

DEMONSTRATION.- Si V est somme directe de deux sous-espaces symplectiques V ^

et V«. stables par x. et tels que 1 - <! n V^ ^) • 0 n V^ ^) et de même

pour 2,', on voit facilement qu'il suffit de démontrer les assertions cor-

respondantes pour les restrictions de x à V^ et V^. Nous sommes ramenés à

démontrer (24) dans les trois cas suivants :

^er^cas : x " 1 . C'est clair.

2 e cas : Les valeurs propres de x ne sont pas positives. Dans ce cas
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n (x) • n-,(x) • 0, et (24) est la formule donnée dans [Du], 1,10.

S0"® cas : Les valeurs propres de x sont positives et différentes de 1 . Dans

ce cas on sait ([Du], 1.10) que e .(x) • 1 . Il faut donc montrer que l'ex-
—.'Jl

posant de (-1) dans (24) est pair.

Posons T_ » ^fc/a n V ), U - ^nV. S • (orthogonal de U dans V). W - S/U.

Alors r est un sous-espace lagrangien de W, totalement complexe. Soit X

une valeur propre de x dans r^. Comme \ est réel. \ est valeur propre dans

r (le conjugué de r) avec la même multiplicité. Par dualité, \ est valeur

propre dans r_ avec la même multiplicité. Les espaces propres correspondants

sont totalement isotropes pour la forme v -»• iB(v,v). On voit que la dimen-

sion de r^ est paire et égale à 2<L,(x). Si s^ est un espace x-stable, on note

œ(s) le nombre de valeurs propres""de x dans s^ qui sont dans l'intervalle

31.» [.comptées avec multiplicité. On a flyW m "OL). et donc

q (x) + n^(x) • mO). De même q^.OO + n^7(x) - mO1 ) .

Les espaces ^/^ n t 1 et i1/^ n V étant en dualité non dégénérée

x-invariante. on a mWi n ^) + m^/t n ^') - dimO/^ n D.

Soit e l'exposant de (-1) dans (18). On a

e • mO) + BO') * dirnO/^ n 1')

- mO/S, n A/) + ma'/<_ n S.') + 2m0 n &.') + dimO/^ n 1')

- 2 dim(Ufc n 0 + 2m0 n ^')

- 0 mod(2). C.Q.F.D.

Soit î € M (V). Il existe un sous-espace lagrangien S_ de V^ stable

par x. On pose :

(25) <î>(x) - <I^(x).

La définition (25) est légitime à cause du lemme (19 ) . De ( 1 7 ) , on déduit

(26) <î»(x) - - <t>(ex).

En vue du paragraphe 3, nous calculons 4> dans un cas particulier. Soit
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X c •£.(V) un élément elliptique ( i . e . semi-simple à valeurs propres imagi-
naires pures). Posons x • exp(X) e l^»(V). Soit ̂  un sous-espace lagrangien
de V. stable par X. On pose P.(X) - y tr(X | t). On a

q^(x) p^(X)
(27) »(x) - (-1) "" e "" det((l - x) | Jfc n V?" 1

En effet, considérons le stabilisateur de S_ dans Mp(V ) . Alors p est un ca-
P^(X)

ractère de ce sous-groupe» et donc pp(x) " e "~ . D'autre part, n . ( x ) " 0.

La fonction <î> est essentiellement le caractère de la représentation mé-
taplectique S. Considérons d'abord un élément x e M p ( V ) , régulier dans
MP ( V ) , c'est-à-dire dont le centralisateur dans sp(V) est une sous-algèbre
de Cartan. On sait que S est une représentation traçable de M p ( V ) , et
(d'après Harish-Chandra) que son caractère est différentiable au voisinage
de x. Nous noterons tr S(x) sa valeur en x. D'après [ T ] , on a

(28) 4>(x) • tr S( x ) .

REMARQUE.- On peut interpréter (28) comme une formule d'Euler-Poincaré.
Soit x e Mp(V) un élément régulier, et soit l un sous-espace lagrangien
stable par x de Vy. Remarquant que ( 1 - x)V • V, tenant compte de ( 2 8 ) ,

( 1 8 ) , ( 1 5 ) , ( 1 4 ) , et supposant n«(x) - 0, on a :

(29) det((l - x) | ^ ) tr S(x) • ^ (-1) 1 tr(x | H . O . ^ " ) ) .
i-o

Cette formule "formellement évidente" est donc valable avec des restrictions
aùalogues (n (x) - 0) à celles que l'on rencontre dans la conjecture
d'Osbome (c?. [He - S. 2 ] ) .

Nous généralisons (28) à tous les éléments x e. Hp(V) tels que x soit
semi-simple, en utilisant la méthode de descente. Soit H l'ensemble des f € n*
tels que f(E) • 1 . On sait que c'est une orbite de N dans n , et que la
formule de Kirillov est valable : dans n on a l'identité de fonctions géné-
ralisées

(30) tr Ke^ - [ ê ^ dB,,(f) .
^ "
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Conme dans l'exemple 1 du S 1 , on définit une fonction généralisée

tr(T(n)S(x)) sur N, le sous-groupe Z des points fixes de x dans N, et la

décomposition (1) de n .̂ Sur z la fonction généralisée donnée par la formule

(5) devient trCKe^SCx)).

f \
(31) THEOREME.- Dans z^ on a l'identité de fonctions généralisées :

trCKe^x)) - $(x) f e1^30 dB. *(f) .
^îinz^ -

La démonstration se fait comme celle de (28) dans [T]. Nous n'en disons pas

plus, car nous n'utiliserons pas le théorème. Son intérêt pour nous est de

justifier la définition (25). Remarquons que, pour x "• 1 , (31) est la for-

mule de Kirillov (30) et pour ? régulier, la formule (28).

11.3.- LE CAS DE LA SERIE DISCRETE DES GROUPES SEMI-SIMPLES CONNEXES

Dans ce paragraphe, G est un groupe de Lie semi-simple connexe. On fixe
une décomposition de Cartan ̂  - k̂  9 ̂  de ^, on note K le sous-groupe analy-
tique de G d'algèbre k. On sait que K contient le centre F de G et que K/f
est compact. On suppose que ̂  et ̂  ont le même rang. Soit jt une sous-algèbre
de Cartan de k. On choisit un élément \ e. t* 9 régulier dans ^*. On note
^ - GX . On emploie les notations du paragraphe 1 . 2 . On pose :

( 1 ) p m ^ ï a .
aeA

On dit que \ est admissible si A •»• p est différentielle d'un caractère de T.
Dans la suite, nous supposons \ admissible.

A X , Harish-Chandra associe dans [H-C. 3] une fonction généralisée
© sur G. Rappelons-en la définition. Soit & • dim t_. Soit, pour g e G ,
D(g) le coefficient de c dans det(t *»• 1 - a d ( g ) ) . Soit G* l'ensemble des
éléments réguliers de G. Si © est une fonction généralisée sur G invariante
par autoœorphismes intérieurs, et vecteur propre pour l'action de Z ( ^ ) ,
© est C°° dans G ' .

D'après [H-C . 3 j , il existe une et une seule fonction généralisée,
notée © sur G, invariante par automorphismes intérieurs, vecteur propre

1/2pour Z(^), telle que | D | | © . | soit bornée sur G ' , et telle que, pour tout
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X e ̂  tel que e c G * , on ait :

idimp î ^e-^
(2) Q.(^) - (-l)1^1"21^

À 1(X) -°-(X)
n (e2 -e 2 )

oeA
(Harish-Chandra suppose F fini» mais cela n'est pas nécessaire). Dans

[H-C. A], Harish-Chandra montre que 6. est le caractère d'une représenta-

tion unitaire irréductible de G, que nous noterons T,. Nous poserons

e-e, .

Soit s un élément de T. L'automorphisme ads de ^ est elliptique. Nous

employons les notations z^ et o^ du paragraphe 1 . Nous posons Ci m z* ^ ^.

C'est l'ensemble des points fixes de s dans ft. L'ensemble Cl est une sous-

variété symplectique de f2. Il est réunion d'orbites de Z dans z* et la

seconde structure symplectique dont il est muni coïncide avec la première.

Soit f e Sî. On note G(f) le centralisateur de f dans G et ^(f) son

algèbre de Lie. On munit ^/^(f) de la structure symplectique déduite de

X,Y ->• f[X,Y] par passage au quotient. On note G(f) l'ensemble des couples

(g,m) où g c G(f), m e Mp(^/^(f)) ont même image dans Sp(^/g(f)). On note

encore e l'élément (l,e) de G(f). Comme G(f) est connexe (car conjugué de

G(X) - T) et comme \ est admissible, il existe un caractère \- et un seul

de G(f) tel que l'on ait :

(3) Xf<^) - - 1

(4) Xf^) - e^00 X e &(f) .

Soit (g,m) e G(f). Rappelons la définition (2.25) de la fonction $ sur

Mp(^(f)). On pose

(5) <fi (f) • x^g."1)')^01) -

/"^-/
A cause de (3 ) et (2.26), ^ (f) ne dépend pas du choix de (g,m) e G(f)

représentant g. Par transport de structure, on a, pour tout h e G, f e Î2»

g e G(f) :

(6) ^ . (hf) • ^ (f)
hgh 6
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Si f € ̂  , on a évidemment s e G ( f ) , de sorte que ip est une fonction
bien définie sur îî . et la formule (1.19)montre qu'elle est constante sur les
orbites de Z dans (2 » et en particulier localement constante»

Soit c > 0. On note 1^ l'ensemble des X e ̂  tels que les valeurs propres
Ç de adX vérifient |lm(^ | < e (Im(ç) est la partie imaginaire de ç ) . Comme
ads est elliptique, si c est assez petit (dépendant de s ) , l'ouvert \^ n z.
vérifie les conditions de l'ouvert U^ du paragraphe 1 . Dans 1̂  n z.» on dé-
finit la fonction généralisée 9 par la formule ( 1 . 6 ) .

/ «.
( 7 ) THEOREME.- Dans t̂  n ̂ » on a l'identité de fonctions généralisées

ê^(X) • lf e1^30 ^(f)dB^ (f) .

REMARQUES.- 1) Pour s - 1 , ( 7 ) est la formule de Kirillov, démontrée dans
ce cas par Rossmann.
2) On notera l'analogie de (7) et ( 2 . 3 1 ) .
3) Par construction même de 9 dans [H-C. 3 ] , § est une combinr.ison linéaire
de transformées de Fourier d'orbites de Z dans z . Le théorème (7) décrit
cette combinaison linéaire.

DEMONSTRATION.- Définissons une fonction généralisée sur z par la formule :

(8) v (X) • f ê 00 ^ , ( f ) d 6 (f) .
' " s s

D'après [H-C . 3 ] , § est une restriction à V' n ̂  d'une combinaison linéaire
de transformées de Fourier d'orbites de la forme Z \ . , où les \. sont des
éléments de t* réguliers dans ^*. Il en est de même de v . Donc 6 et \>
sont différentiables en tout point X de ̂  régulier dans ï. Le théorème
d'unicité ([H-C. 3 ] , corollaire du lemme 28) montre qu'il suffit, pour dé-
montrer ( 7 ) , de démontrer que pour tout X d'un ouvert dense de t̂  n t_
formé d'éléments réguliers, on a :

( 9 ) §g(X) • \^(X) .

Or ceci est en principe facile : 6 (X) est donné par la formule ( 2 ) ,
et \) (X) par la formule de Rossmann ( 1 . 5 . 1 2 ) , appliquée à chacune de orbites
de la composante neutre Z de Z dans !î • (On pourrait, mais sans doute
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au détriment de la clarté,abréger les calculs ci-dessous en s'appuyant
encore plus ceux de [H-C. 33, qui donne des formules pour (^.(Inversement, la
formule (7) permettrait de simplifier l'exposé de [H-C. 33 de l'existence de 0).

Nous procédons au calcul de ^ g ( X ) , pour X € ^.

Rappelons que W est le nornalisateur de T dans G. module T. Comme en
( 1 . 2 ) . on note W le normalisateur de T dans Z°, module T, et on choisit le
même système de représentant W1 des classes W^\W. Comme dans le lemne
( 1 . 2 . 7 ) , on a :

(10) ^ » U Z° oX (réunion disjointe).
s <KW1

Notons v la fonction généralisée sur ̂  transformée de Fourier de l'orbite• o
Z°oX :

( 1 1 ) ^ ( X ) • 1 e^^dB^ (f) .0 ^o, Z oXZ oX
Comme en ( 1 . 4 ) , nous notons A° l'ensemble des racines de ̂  dans ̂ . A
l'ensemble des racines de ̂  dans 5^. de sorte que

(12 ) A - A1 u A° (réunion disjointe).

On pose A^ - A1 n A^. A1 '" • A 1 n A", ^ • on .̂ p, • ^ n .̂ ^ • k n £»
k m k n S.. p - P^ + P I » etc. . . On pose

(13) m « ^ { a e A 0 ^ . o (a) e - A } .

D'après la formule de Rossmann (1 .5 .12) , on a

i C(w) e1"0^31)
m +jdim^ wîW____________

(1.) ^(^ - <-" ——^————e^Q———— •
^0,+a€o

Calculons ^ (oÀ). On a G(oX) - T. Soit Y e 1 tel que eY - s. Posons

^ • 1 ^.' où ^ est le sous-esPace radiciel correspondant à a. Alors î_,

oicA
identifié à un sous-espace de (^(oX))^, est lagrangien et stable par
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G(oX).

Notons q(a) le nombre de valeurs propres < 0 de la matrice représentant
la forme hermitienne ia^CX,X] sur 5- n ^. II résulte de (2.27) et (5) que
l'on a

(15) , (aX) . (-l)^ e^^m

n (i-e^)
acA 1^

Y
Comme e • s appartient à Z, il est facile de voir que l'on a :

(16) e"̂  - e10^ pou, w . W, .

On peut donc écrire :

^
(17) ^ (oÀ)^ (X) -\UA/V-,\A/ - — — — — — — — — _ . " T T r » f Y Ys G a^ . a^ n a(X)

n (e2 -e 2 ) aeA0'
acA '

x î T(a) e(w) ^wax^
wtw!

où l'on a posé

m +-=• dim D + ^ A '+-»- q(o)
(18) T(CT) • (-1) a 2 • 5 eW

Calculons T(o). Posons

(19) n - ^ {a e A^ . a"1 (a) e - A'*'}

p^ • ^ (a e A^" . a"1 (a) c A"}

SL " ^ {a e A , o (a) c - A } .o c

On sait que l'on a :

(20) q(CT) • n •*• p^ .
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Par hypothèse, o permute A0*4 (car o e W ). Donc

(21) ^^a^C^^c •

On calcule e((j) - det(o | ̂ ) de deux manières, suivant que o est considéré

comme élément du groupe de Weyl de A^ ou de A. On a :

&
(22) e(a) - (-1) °

et posant t " # {a € A , a (a) e ~ A }

(23) e(a) • (-1) a .

On voit donc que

(24) n " "j n0^).

De (18) . (20). (21 ) . (22) et (24), on déduit que f(o) est indépendant

de a ; plus précisément :

-dimj^
(25) T(CT) - (-1)

Par définition de v , et compte tenu de (10), on a

(26) v^(X) - ^ ^(oX) \^(X) .

aeW1

On trouve :

!.. P (Y)^dim^ o ,

^ ^ • <-1) ——————^—————^x -^ x

n (e2 - e 2 ) acA0'

î e(w) e
weW

aeA '
iwX(X^Y)

Calculons § (X). On a :
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^(X) - ^(X)

(28) j^(x) • n e——^5——— .
aeA0^

X , ,î ^(X+Y) - ^(X+Y)
/.^ Ide t ( l - adÇse^la l 2 e2 - e 2
v--7 •—-«-—— * » — f ^ ' — " ' " a

]~ ^'+ ^m -^(Y)
|det(l - ad.) 1^)1 « - e

(C'est évident à un facteur pré» ne dépendant pas de X. On fixe la constante

en faisant X " 0).
^(X+ï) - ^WO p^)

(30) " e <»(„ " e a(^ ' e

aeA0^ ^ . ," ?( )

En rassemblant (1.6), (2), (28), (29), (30) et (27), on obtient

§ (X) - \» (X) • C.Q.F.D.s s
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I I I . - UNE DÉMONSTRATION DE LA CONJECTURE DE BLATTNER

III.1.- ENONCE DU THEOREME

Les notations sont celles de 11.3. En particulier © est la fonction
généralisée sur G associée à l'élément \ç t* .

Notons P c if le sous-groupe formé des éléments qui sont différentielles
d'un élément de T. Notons

^ " ? ^at ^ " î ^a 9

acA aeAc n
de sorte que P " P + P •

Pour tout élément y c it , et tel que
p •*• p soit dans P, nous notons 4' la fonction analytique sur K invariante
par automorphismes intérieurs, dont la restriction à T est donnée par la
formule

I e(w) ewu(X)

(1) ^..(e^ • ww
y ^X) -^(X)

ï ï e 2 - e 2

.+aeAc

Si p est dominant et régulier, V est le caractère de la représentation

unitaire irréductible de K de poids dominant U - P , d'après la formule de

Weyi. De plus, V • e(o)4' pour tout o e W e t f " O s i l i n'est pas régulier.

Rappelons la définition de la fonction de partition Q sur ^ »û
de A

K n

(1.5.4). et de la restriction ^ de 0 à K (A.5.2).

(2) THEOREME (Hecht - Schmid [He-S. 1]). On a

(3) 9^ I Q(u) T^ , ^ .
Mcî. Ma n

.+acA
n

1 1 1
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la série convergeant faiblement dans l'espace des fonctions généralisées
sur K.

La formule (3) est appelée formule de Blattner. Compte tenu de ( A . 5 . 3 )
^ est le caractère de la représentation T" , restriction de T^ à K. La
formule (3) permet de calculer la décomposition de T̂  en facteurs irréduc-
tibles (cf. [He-S. 1 ] ) .

Nous donnons dans ce chapitre une nouvelle démonstration de ( 2 ) , comme
application des résultats des chapitres précédents. Nous n'utilisons pas le
fait que 6 est le caractère d'une représentation unitaire irréductible, et
nous n'utilisons pas non plus le principe de continuation cohérente. Notre
démonstration est donc différente de celle de Hecht etSchmid
[He-S. l ] , et de celle de Enright [ E ] , En fait, puisque nous avons même re-
démontré la formule de Rossmann, notre démonstration de (2) n'utilise "que"
les articles d'Harish-Chandra jusqu'à [H-C. 3 ] .

III.2.- DEMONSTRATION DU THEOREME : REDUCTION AU LEMME ( I I I . 3 . 1 )

Démontrons la convergence de ( 3 ) . Elle résulte des deux lemmes bien
connus ci-dessous.

( 1 ) LEMME.- (cf. e . g . [ C - R ] ) . Soit S9 un réseau contenu dans P, et a une
fonction sur 63 . On suppose qu'il existe une norme 11 . || sur it et des
constantes b > 0, c > 0 telles que | a ( u ) | ^ b(|lull + 0e- Alors la série
T a(p) V converge faiblement dans l'espace des fonctions généralisées

Ue y c

sur K.
(L'introduction de ̂  n'est utile que lorsque le centre r de G est

infini).

(2 ) LEMME.- La fonction Q(p) vérifie une inégalité de la forme

<| Q ( u ) | $ b(llu II + 0

(Le lemme n'a rien à voir avec le fait que A^ provient d'un système de ra-
cine et se démontre facilement par récurrence sur ^A^)•

YNous posons C • e , et
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(3) B - ^ Q(u) ̂ ^

Les fonctions généralisées B et C sont invariantes par autonorphisnes

intérieurs. Pour démontrer quelles sont égales, il suffit de vérifier

qu'elles coïncident dans un voisinage de chaque point s c T.

Fixons s e T. Nous employons les notations Z, Z » .̂ à» ISç " £ n k»
p « z n ^ , p • £ n 5. k • k n S. . La méthode de descente, appliquée à K,

nous amène à considérer, pour toute fonction généralisée D sur K invariante

par automorphismes intérieurs, la fonction généralisée îg définie dans

k n ^ par la formule (cf. 11 .1 .5 ) : ^
1 |det(( l-se^ | k )|2 ^

(4) D^(X) • j^ (X)2 ————————————y—— D(e s)

|det(( l-s)| kp|2

(On choisit e > 0 assez petit pour que tout ce qui suit soit exact).
D'après (11 .1 ) . pour démontrer l'égalité de B et C dans un voisinage de s.

il suffit de montrer

(5) B^ • ̂  dans k^ n 1^

D'après (A.4.4). on a :

(6) ^-^^^p^s •
P n

Considérons d'autre part la fonction généralisée Sg dans T_ n l̂  . C'est.

d'après le théorème (11.3.7), une combinaison linéaire de transformées de

Fourier d'orbites de Z° dans ^*. D'après (A.6.3). elle admet une restriction
- ^
€T° à k nV - L a propriété de transitivité d'image réciproque de fonctions

généralisées (A.3.5), appliquée aux injections :

(7) ho n ^e c 7- n ^c c ^

(9) ko n ^£ c k c •g
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^ k
(et à l'image de ces ensembles dans G) permet de comparer ? et e""°. Posons

pour X 6 z n k n l̂ _ :—— ^ E

i i •!-
^adX-^adX IdeKO-se^l^) !2

(10) j(X) • det^——^————) |^) . n(X) - ————————————-p.

^) |det((l - s)| ^)|?

Ce sont des fonctions analytiques invariantes par Z n K, partout > 0,0n a :

( 1 1 ) e7-j^.

Finalement, nous devons démontrer que l'on a :

C2) ^-^^^^P,^ •

Nous employons les notations W . et pour a € W , v du paragraphe 11.3

(cf. (II.3.11)). On a, d'après (II.3.10 et 11.3.7), § • [ ^(<^)^.
S • 8 0

et donc : creW

k k
(13) 9^° - I <^(CTX)^

OeW1

1.
où v est la restriction de v à k .o o —°

Les résultats du paragraphe 11.3 s'appliquent dans le cas particulier

des groupes compacts et permettent de calculer (f ) . Nous notons
k

9""° la fonction analytique sur k .invariante par le groupe K , dont la restric-

tion à t est donnée par la formule

î e(w) ^uum

k w«W
<i4) ^ m - ——n—^x— •

^
y

Soit Y e ^ tel que e • s. Posons

(opfp ) ( Y )
^A e

(15) a(o,u) - (-1) c e(a) " ^ ^ . e^^)

aeA^
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On trouve :

(16) (^); - î a(a.p) 6^ .

0 € W 1

II nous suffit donc de démontrer que, pour chaque o e W 1 , on a

d7) ^ - ^(ox)-1 j2 n r Q(v) a(o, u.p^p) e^ .
—o p n

Notons A (o) le système des racines positives rendant ia\ dominant. On

note A ' (a) • A n A (a), etc... Avec les notations du (11.3), et compte

tenu de (II.3.15, 20 et 21 ) . on a :

^1.^ o(u+p^)(Y)

(18) a(o,y) - (-1) c ——e—————————TÏ=T-
n. o-e"00)

acA^' (a)

^^ .o(U+p)(Y)
(19) ^ (oX) • (-1) ——e———————^-

s H (1 - e01^)

aeA1*'*'^)

(20) a(o.U+p^u) ^g(oÀ)"1 - n (1 - e01^) e^00

acA^"^)

Nous devons donc démontrer

(2 ' ) ^- ,^ 0 - ̂ ^-'2 n î Q(u) e(w(x) àiA.p ̂  •
ae&'-'^o) '̂ u "n

Remplaçant \ par OÀ, on voit qu'il suffit de le faire pour c * 1 . C'est

l'objet du paragraphe suivant

III.3.- FIN DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME
Y

Rappelons que Y est un élément de t , s " e . Nous considérons l'orbite
u) = Z°À de \ dans z*, et la transformée de Fourier \> de 6 sur z.— u) —

( 1 ) \KX) • | e1̂ 50 d6 ( f ) .
J * ^
2
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k
Nous notons \T° la restriction de v à k • k n 2 . (A. 6)—o — —

(2) L£MME.- On a :

^ . ̂  ̂  - ̂  ̂  „ r Q(.) .̂ > e^
ocA/ p

k
DEMONSTRATION.- D'après (A.6.3), \T° est la transformée de Fourier de la

mesure J (0 ), image sur k* de la mesure 6 • Pour s • 1 , le lemme (2) est

précisément le théorème 1.5.9.

Considérons la distribution d sur t* dont la transformée de Fourier

est la restriction de j à ^. Nous employons les notations 6-.» H , I» du

paragraphe 1.5, nous posons p ••5- ^ d » p " p ~ p .On a :

'̂+

(3) d . 6,,, . n I.̂

lpn ̂

On considère de même la distribution e dont la transformée de Fourier est

la restriction de H (1 - e01 ) r\ à t. On a par un calcul facile :

^

(4) e • 6 , * n (ô^ - e0100 6.^)
ip . 1,+

" ̂ n

Compte tenu du théorème (1.2.5) (appliqué à Z°). la méthode de la dé-

montration du théorème (1.5.9) montre que le lemme (2) est équivalent à

l'égalité suivante entre distributions sur ^* :

(5) 6, . n H. - e . d . î Q(p) e^^ ^
o,-*- y n

aeA^

On a, par définition de Q(u)

(6) E Q(u) ^w s - n ( î ^um ê _)
a<A: ^

Si a e A^' . on a
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^ ^ - eam 6-ia) * <^ e3aw 6-^ - ̂

Si a € A0 '4 . on a : e^^ • 1 . et doncn

<8) ^^.l eja(Y) ̂  • "-ia
J"0

La formule (5) en résulte immédiatement. C.Q.F.D.
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.APPENDICE

RAPPELS SUR LES FONCTIONS GÉNÉRALISÉES

A . l . - INTRODUCTION

Pour la commodité du lecteur, nous rassemblons ici quelques résultats
sur les fonctions généralisées, leurs fronts d'onde, et leurs images récipro-
ques. Nous renvoyons au chapitre "géométrie aspects of distributions" du
livre de Guillemin et Stemberg [G-St. l ] , ou à [Du i] pour un traitement
complet.

A . 2 . - FRONT D'ONDE

Soit M une variété différentiable. On note ̂  (M) l'espace des densités
C à support compact. Une fonction généralisée est une forme linéaire, conti-
nue pour la topologie usuelle, sur 9^ ( M ) . Notons ÎF (M) l'espace de ces fonc-
tions. Il contient C (M) de manière canonique.

Une fonction généralisée 6 e F (M) a un front d'onde, noté W F ( 6 ) . C'est
un cône fermé de T (M)\0 (l'espace cotangent privé de la section nulle).
Si m c M. on pose WF ( 9 ) - W ( 6 ) n T*(M) .m m

Soit D un opérateur différentiel linéaire à coefficient C sur M. Il
opère dans C ( M ) , et il a une extension canonique à ^(M). Notons o(D) le
symbole de D : c'est une fonction différentiable homogène sur T (M)\0.
Pour évaluer WF(9) nous emploierons exclusivement le lemme suivant (cf. [ G . 5 ] ,
ch. II, prop. 6 . 7 ) .

( 1 ) LEMME.- Soient 9 et D comme ci-dessus. On suppose que D6 est nulle. On
a alors :

WF(9) c (Ç e T*(M)\0. O ( D ) ( Ç ) - 0} .
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A.3.- IMAGE RECIPROQUE

Soit N une variété différentiable et soit f : N -». M un® application

différentiable. Soit F un cône fermé de T*(M)\0. On dit que f est transverse

àrsi, pour tout n c N, et pour tout Ç c F n ^(n)^» on a :

(1) ' Ç(df^(T^(N))) ^ {0} .

Soit 6 c f (M) et supposons f transverse à WF(6). Il y a alors une ma-

nière naturelle de définir f^(6) e ?W. Nous renvoyons à [G-S] , ch. VI

pour la définition . Nous allons juste donner une liste des règles de calcul

que nous utiliserons.

(2) Règle.- Soit 6 e C'°(M) (i.e. WF(6) -"0). On a f*(6) • 6 ° f .

(3) Règle.- Soit 6 € f" (M) et ^ € C^M). On suppose f transverse à WF(6).

Comme WF(^»6) est contenu dans WF(6), f est transverse à WF(^6). On a :

f*(^9) - ( ^ o f) f*(6) .

(4) Règle.- Soit 6 e T'(M). On suppose f transverse à WF(6).Soit n € N.

Posons m • f(n). Alors WF (f*(6)) est contenu dans l'image réciproque

de WF (6) par l'application ^d^'

(5) Règle.- Soit Z une variété différentiable et g : Z -»• N une application

différentiable. Soit 6 € y(M). On suppose f et f o g transverses à WF(6).

Alors g est transverse à f (6) et l'on a

g*(f*(6)) - ( fog) * (6 ) .

(6) Règle.- Supposons f submersive. Alors f*(9) est définie pour tout

6 e y(M), et l'application 6 ^ f*(6) est continue pour les topologies fai-

bles de 9 (M) et f (N).
(Les règles 2 à 6 sont des conséquences immédiates de [Dut 3 , prop. 1.3.3).

(7) Règle.- Soient n et p deux entiers 0 iS p S n. On suppose que M est un

ouvert de II", et que N est la sous-variété définie par les équations
x "0...., x « O (x.,...,x sont les coordonnées). Notons f l'injection de

p+1 n • n

1 1 9
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N dans M. Soit 6 e fW telle que f soit transverse à W F ( 9 ) . Cela veut dire
dans notre situation que pour tout x e N , dx . , . . . , d x ne s'annulent pas
sur WF ( 6 ) . Soit Z le sous-espace de 1R défini par les équations x. » 0,
x • 0 , . . . , x • 0. Soit B. e^CZ), j " 1 , 2 , . . . , une suite d'éléments posi-
tifs d'intégrale 1 , dont les supports tendent en décroissant vers { 0 } . Soit
a € »^(N). On a :

(8) f * ( 9 ) ( d ) - lin 9(a • 6 . )
j-̂ o J

(remarquez que si j est assez grand, le support de a • B* est contenu dans M,
de sorte que 6(a • 0 . ) est bien défini).

DEMONSTRATION.- Si y est une distribution à support compact sur R " , on pose
pour tout v e ( ]R ) ;

ç(v) . f e^dYCx)

'»"

Si ^ e y( K11) est à support compact, on pose

$(v) • f e'^^^dx .
j^

où dx - dx, ... dx • Si v,,...,v sont les coordonnées duales, et1 n 1 n
dv " dv. ... dv , si y € ^""(M) , on a :

f

X"
(9) ^(Y) - ———— | Y(v) ip(v)dv .

(2.) ̂ ^

Soit x^ c N, a e (R11)*. On suppose a ^ 0, et a é WF (6). Par défi-
o

nition de WF(6) il existe un voisinage ^ de x dans M et un voisinage U.
o

de a dans ( JR^)* tels que, pour tout <fi e C"̂  2^ ) et tout A > 0 il existe

B > 0 tel que °

(10) |0per(tv)| $ Bt^

pour tout v e U , t s 1 .

Si a c W ^ N ) , on considère a comme distribution sur IR", de support

contenu dans N. Appliquant les inégalités (10) à un voisinage ̂  dans ( 1R11)*

de la sphère unité de l'orthogonal de B^ dans ( ]R11) , réunion finie d'ou-
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verts de la forme U ». on voit qu*il existe un voisinage U^ de x^ dans M
o

tel que, pour toute fonction ^ e C^(î^" ), l*intégrale :
o

(12) ——— f a(v)(^er(v)dv

<2^ ^IRV

converge absolument pour tout a et^N). EU® définit donc une fonction géné-

ralisée sur N, qui, par définition (cf. [Dut], démonstration de 1.3.3) est

f*(^6). D'autre part. on a, d'après (9)

(^6) (a • 0 ) - ——— f î(v) 6-(v)^9r(v)dv .
i W^^ J

Comme |6.(v)| est majoré par 1 et comme 0.(v) tend vers 1 , le théorème de

convergence dominée montre que l'on a :

(13) lim(^e)(a • 8.) " f%9) (a) .

La règle (7) se déduit alors, par un argument : de oartition de l'unité

des règles (3) et (5) .

REMARQUE.- L'ensemble des règles (2) à (7) permet de calculer f*(6) pour

toute application f de rang constant.

A.4.- FONCTIONS GENERALISEES INVARIANTES PAR UN GROUPE

Soit G un groupe de Lie opérant de manière différentiable dans une va-
riété différentiable M. Soit N une sous-variété localement fermée de M: On
note f l'injection de N dans M. Nous supposons que l'application
P î ( g , x ) ->. gx de G x N dans M est submersive. Dans ce cas l'ensemble
G " {gx, g e G. x € N} est ouvert et G-invariant dans M.N

Soit 6 c y(M) une fonction généralisée G-invariante ( i . e . Lg(8) " ©
pour toute les translations L : x -». gx).

(2) LEMME.- f est transverse à W F ( 9 ) .

DEMONSTRATION.- On note. pour tout X dans l'algèbre de Lie ̂  de G. X̂  le
champ de vecteurs sur M :
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X^)(y) -^ ̂ (c^l

On a X-.(8) • 0. On applique alors le leome 1 .

On peut donc définir f*(6) e f ( N ) . 1 • f*(6) e f (G x N ) , et
p*(6) e f (G x N ) .

(3) LEMME.- On a 1 • f*(6) • p * ( 6 ) •

DEMONSTRATION.- Le lemme précédent appliqué à p*(6) et G x N , montre que
p ( 6 ) admet une restriction a { 1 } x N. La règle ( 3 . 5 ) montre que cette
restriction est égale à f ( 9 ) • Nous sommes ramenés à démontrer le lemme
dans le cas de la variété M " G x N , ce qui est bien connu et facile.

REMARQUE.- Le lemme (3) est une manière d'énoncer des résultats classiques
d'Harish-Chandra, utilisés par exemple dans [H-C. 2 ] .

W LEMME.- Supposons qu'une suite 6 . » j • 1 , 2 , . . . de fonctions généralisées
G-invariantes de fW) converge faiblement vers une fonction généralisée
6 e ^ ( M ) . Alors la suite f * ( 6 . ) converge faiblement vers f * ( 6 ) .

DEMONSTRATION.- La règle ( 3 . 6 ) montre qu'il suffit de le faire lorsque M
est égal à G x N. Dans ce cas, on a 6 • 1 • f * ( 9 ) , et le résultat est clair.

A . 5 . - RESTRICTION A K DE FONCTIONS GENERALISEES Z(g)-FINIES SUR UN GROUPE
REDUCTIF

Soit G un groupe de Lie réductif connexe. On note Z(^) le centre de
l'algèbre enveloppante U(^) du complexifié .̂ de ^. On identifie de la ma-
nière usuelle un élément u e U(^) à un opérateur différentiel D invariant
à gauche sur G. Une fonction généralisée 6 est dite Z(j|)-finie si l'espace
Z(g)6 est de dimension finie.

Si g e G, nous identifierons T . ( G ) à l'algèbre de Lie g de G, et
T (G) à ̂  au moyen de la translation h -». hg.De même nous identifierons ̂  et
T^(G)

On note I(^) l'ensemble des éléments G-invariants de l'algèbre symé-
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Crique S (g) de g-., et 1 (2) l'ensemble des éléments sans terme constant. On
note X/ l'ensemble des zéros de 1 (^) dans ̂  .

Ecrivons g » s • a^, où s est semi-simple, et a_ centrale. Identifions
s* à l'orthogonal de a_ dans .g. » et .i à s_ au moyen de la forme de Killing
de s. Alors t est contenu dans s* et est l'ensemble des éléments X de ŝ
tels que adX soit niipotent.

( 1 ) LEMME.- Soit 6 une fonction généralisée Z(jp-finie sur G. Pour tout
g € G, on a :

WF ( 6 ) c >l

DEMONSTRATION.- Soit p e I^). un élément homogène. Il existe un élément
u e Z(g) tel que, pour tout g € G, la restriction de <j(D ) a T (G) s; ̂
soit égale à p (on prend par exemple pour u le symétrisé de p ) . Alors 6
nst annulée par un opérateur de la forme D , avec v-u + a . u + . . . + a , .

kDonc WF ( 9 ) est contenu dans l'ensemble des zéros de p , et donc dans l'en-
semble des zéros de p. C . Q . F . D .

Soit k. • j^ une décomposition de Cartande s, et soit K un sous-groupe
fermé connexe de G dont l'algèbre de Lie k contient kp

(2) LEMME.- Soit 0 une fonction généralisée sur G, Z(^)-finie. Alors l'in-
jection de K dans G est transverse à W F ( 6 ) .

DEMONSTRATION.- Soit k e K. Dans l'identification de T. (G) avec ^, T , ( K )
—————————_———— K 1
s'identifie au sous-espace k. Il s'agit donc de voir que l'orthogonal jk
de k dans ̂  vérifie

k1 n 7[ - 0 .

Comme ̂  est contenu dans s*, et que k1 n s* s'identifie à j^, il suffit
de vérifier que le seul élément X e j^. tel que adX soit niipotent est X - 0.
Cela vient de ce que tous les éléments X e ̂  sont semi-simples.

C . Q . F . D
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Si 8 est une fonction généralisée Z(^)-finie, nous noterons 6 sa
restriction à K (c'est-à-dire f * ( 6 ) , où f est l'injection canonique de K
dans G ) . Elle existe d'après le lenme ci-dessus.

Soit T une représentation continue irréductible quasi-simple de G dans
un espace de Banach. Harish-Chandra [H-C. IJ a montré que T est traçable.
Rappelons que cela veut dire que pour tout a e ̂  ( G ) , l'opérateur
T(d) - T(g) da(g) est traçable. Le caractère 6 de T est la fonction géné-

ÎG œralisée 6 telle que ô(a) » tr T(a) pour tout a e 7f ( G ) . Elle est G-invariante
K Ket Z(^)-finie. En particulier, sa restriction 6 à K est définie. Soit T

la restriction de T à K. La représentation T est aussi traçable [H-C. 1 ] .
Notons 6 son caractère, qui est une fonction généralisée sur K.

(3) LEMME.- On a : ̂  • eK .

DEMONSTRATION.- Quitte à passer à un revêtement de G, nous pouvons supposer
qu'il existe un sous-groupe B fermé dans G tel que l'application
k x b -»- kb réalise un difféomorphisme de K x B sur G. 11 nous suffit de
démontrer que pour un ensemble dense d'éléments a e ̂  ( K ) , on a
^(a) - e^a).

Nous choisissons a tel que T (a) • T(a) soit un opérateur de rang fini.
Soit B. € ̂  (B) une suite d'éléments positifs, d'intégrale 1 , dont le sup-
port tend en décroissant vers 1 . D'après la règle ( 6 ) , on a :

e^a) - lin» 9(a • B . ) •
j J

D'autre part :

6(a • B . ) - tr T(a • B . ) • t r ( T ( a ) T ( B . ) )

conne T(a) est de rang fini, et comme T ( B . ) tend fortement vers 1 , on a :

lin tr( T ( a ) T ( B j ) ) • tr T(c0 - ̂ (a) . C . Q . F . D .

( A ) COROLLAIRE.- ([H-C. 1 ] ) . Soit k c K un point au voisinage duquel 6 estj(différentiable. Alors 6 est différentiable au voisinage de k, et l'on a
e(k) - ̂ (k).
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DEMONSTRATION.- Cela résulte du lemme (3) et des règles ( 3 . 2 ) et ( 3 . 3 ) .

A.6.- RESTRICTION A k DE FONCTIONS GENERALISEES Kg)-FINIES SUR UNE

ALGEBRE DE LIE REDUCTIVE

Les notations sont celles du paragraphe A.5. Nous identifions de la

manière usuelle S(^) et l'algèbre des opérateurs différentiels à coeffi-

cients constants. Le lemme suivant est analogue au lemme (18 ) et se dé-

montre de la même manière.

( 1 ) LEMME.- Soit ^ une fonction généralisée dans un ouvert V~ de ^

I(j^)-finie. L'injection de k^ n t^" dans l^est transverse à WFdi/).

k
On peut définir la fonction généralisée ip , restriction de ^ à jk n l̂  .

Soit Çî une orbite de G dans ^ • On sait qu'il existe un entier N tel

que

f (1 + U t i l ̂  dB.(f) < «
^ "

Soit P un supplémentaire K-invariant de Jk dans .̂ Identifions comme

d'habitude ^ à V* •JP*» et soit J la projection de ^ sur ^ parallèlement

à ^ . L'argument du chapitre 1 . 1 montre que l'on a

(2) f (1 + I I J ( f ) l l ̂  dB.(f) < »
^

L'image J*(BQ) de BQ sur k. est donc tempérée. On pose ^ » 6^.
C'est une fonction généralisée sur g, G-invariante et vecteur propre de

^
I(g). Sa restriction à k_ est donc définie et sera notée ^~ .

On pose : ~4^(X) - [ e1^30 dJ*(B/J(f). C'est la fonction généralisée sur

k* *
k, transformée de Fourier de J (B^). Voici l'analogue du lemme (6.3)

k k
(3) LEMME.- On a ^ • ^ •

DÉMONSTRATION.- Soit B » n " 1,2,.. . une suite d'éléments de ^ (j0 positifs

d'intégrale 1 , dont le support tend vers {0} en décroissant. Soit a e^^(k).

Le théorème de convergence dominée montre que l'on a :
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lim ̂ (a • (^) . -^(a)
k k

et donc ^(a) « ^(a). d'après la règle ( 3 . 7 ) .

De manière analogue au corollaire du paragraphe précédent, on obtient

(4) COROLLAIRE.- Soit X un point de k au voisinage duquel ^ est C°° Alors
" o o k ^^ est C au voisinage de X et l'on a ̂ (X) « "^ ( X ) .

Rappelons que, d'après Harish-Chandra. toute fonction généralisée
G-invariante Z(^)-finie est C00 au voisinage de tout point X e ̂  tel que
adX soit semi-simple et tel que le centralisateur z_ de X dans ̂  ne contienne
pas d'élément niipotent (En effet, son front d'onde en X est contenu dans
^ n z_ m 0 ) . On obtient donc :

( 5 ) COROLLAIRE.- Soit X un point de k. Soit z_ le centralisateur de X dans ^.
On suppose que ̂  n p est contenu dans le centre de 2. Alors ̂  etk y. ~~ \l
^ sont C00 au voisinage de X, et l'on a ̂ (X) • "^ ( X ) .
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