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M. DUFLO, G. HECKMAN. et M. VERGNE

RESUME

Soient G un groupe de Lie semi-simple connexe, K 1'image réciprogue d'un sous-
groupe compact maximal de AdG. Soit Q une orbite de G dans le dual 2' de son alge-
bre de Lie g, munie de sa mesure de Liouville BQ' L'image ditecte de BQ sur 5*
par la projection orthogonale est une mesure tempérée sur k . Nous la calculons
lorsque () est réguliére et elliptique. Supposons de plus } admissible et soit TQ
la représentation unitaire irréductible de G associée par Harish-Chandra. Nous
démontrons une formule, dans le style de celle de Kirillov, permettant de calculer
le caractére de TQ en fonction de transformées de Fourier d'orbites, dans G tout
entier. Comme application, nous donnons une nouvelle démonstration de la formule
de Blattner décrivant la restriction de Tn a K.

SUMMARY

Let G be a connected semi-simple Lie group and let K be the inverse image of
a maximal compact subgroup of AdG. Let Q be an orbit of G in the dual g* on the
Lie algebra g of G. Let BQ be its Liouville measure. The push-forward of BQ by the
orthogonal projection on k is a tempered measure on k We compute this measure
when ) is regular and elliptic. Suppose moreover that {} is admissible, and let TQ
be the unitary irreducible representation of G associated to by Harish-Chandra.
We prove a Kirillov type formula which gives the character of T in term of Fourier
transform of orbits, everywhere in G. Asan application, we give a new proof of

Blattner's formmula, which describes the restriction of Tﬂ to K.

TABLE DES MATIERES

INTRODUCTION

CHAPITRE I : Application moment et projection de mesures de Liouville.
CHAPITRE II : Une généralisation de la formule du caractére de Kirillov.
CHAPITRE III : Une démonstration de la conjecture de Blattner.
APPENDICE : Rappels sur les fonctions généralisées.

REFERENCES.

66



PROJECTION D'ORBITES

A la mémoire d'Harish-Chandra

INTRODUCTION

Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe. Soient g son algdbre de Lie et
g = k © p une décomposition de Cartan de g. Nous supposons que g et k ont le méme
rang. Dans le dual gf de g nous choisissons une orbite Q de G, régulidre et ellip-
tique. Comme il est bien connu, c'est une variété symplectique (cf. [Ki]), et sa

mesure de Liouville BQ’ considérée comme mesure sur 3*, est tempérée.

Dans le Eremier chapitre de cet article, nous étudions la mesure J*(BQ) sur
E*, image directe de la mesure BQ par la restriction J de la projection de gf sur
Ef parallélement 2 2*. Soit K le sous-groupe analytique de G d'algébre de Lie k.
L'action de K sur  est hamiltonienne, et 1'application J est précisément
1'application moment correspondante. La description de J*(Bﬂ) nécessite quelques

notations.

Soit t une sous-algdbre de Cartan de k.
Soient A c it* 1'ensemble des racines de te dans g
Ac c A l'ensemble des racines de EC dans k.,

Ll ’ ]
An c A 1l'ensemble des racines de Ec dans Pe-

On note W le groupe de Weyl de At' On identifie Ef 2 1'orthogonal de [t,g) dans
3*. Alors Q n Ef est une orbite de W. Notons )\ un point de cette orbite. Nous notons

A+ le systéme de racines positives pour lequel A\ = i\ est dominant.

Si ¢ ¢ 5' est un &lément non nul, nous notons H_ la mesure d'Heaviside sur E' :

3

Q)] Hg(w) - rw(ti)dt-
o
.
Nous posons, si A n An = {ul.....up} ,

(2) Y =H w...x H .

(Y* est une mesure tempérée, homogéne, localement polyndmiale, ne dépendant que de
la chambre déterminée par A),

(3) B = I e w. (5, «Y)
weW

. . *
(BX est une mesure W-anti-invariante sur t ).

Pour tout &lément § ¢ E. , régulier dans 5: nous posons
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s’(g) =¢(0), o 0 € W est 1'Elément tel que igf soit A:-domin;nt.
De plus, si y est une fonction c” sur Ef, nous posons

+ b
%) A (w)(E) = W l‘(i) ngw(f)dsxe(f)

ol B, est la mesure de Liouville sur l'orbite K de { dans E‘.

KE

. + . o * - .
En fait, A (¢) se prolonge en une fonction C sur t , W-anti-invariante, et

A" ne dépend que de la chambre déterminée par A.

Le ré&sultat principal du chapitre I est le suivant, qui calcule J‘(BQ).
THEOREME A.- Soit ¢ € ¢ (k*). On a
r
® | euna® - | N,
t

Du th&orame A, on d&duit facilement une formule pour la transformée de Fourier
(sur k) 2f J'(BQ), qui n'est autre que la restriction 2 k de la transformée de
Fourier BQ (sur g) de Bﬂ (). Comme corollaire, on obtient une no:yelle démonstra-
tion de la formule de Rossmann [R] qui calcule la restriction de BQ 2 1'ouvert
kng' de k formé des Eléments de k réguliers dans g. Rappelons quelle est cette
formule. Dans g', 65 est une fonction C G-invariante. Pour la calculer dans

‘&l

n k, il suffit donc de la calculer sur t n g'.

SiXetng',ona

1,. I ew e“A(x)
O) bx = (T R e
o X) T
aed

Outre celle de Rossmann [R], on trouvera des démonstrations de la formule

(«) La transformée de Fourier de est la fonction généralisée sur g définie par

Ba
la formule

A f if(X)
Ba(X) = Jx' e

Les notions de fonction généralisée et de restriction de fonctions généralisées 2

dBn(f)

des sous-variétés sont rappelées dans 1'appendice.



PBOJECTION D'ORB{TES
(6) dans [Ve], [B.Vo][Be-Ve.l] .

Le deuxiéme chapitre est indépendant du premier (3 l'utilisation prés de la

formule de Rossmann). On suppose que l'orbite ) est admissible, et on note 6 la
fonction généralisée sur G associée par Harish-Chandra 3 Q [H-C.3] . C'est le ca-
ractére d'une représentation unitaire irréductible de G, de carré intégrable modulo

le centre de G [H-C. 4], mais nous n'aurons pas 3 nous servir de ce fait.

Si X ¢ g, on pose
J—adx - %adx

2
. e - e
(8) J&(X) = det( PR

)

La formule de Kirillov, dans le cas considéré ici, est l1'identité suivante

entre fonctions généralisées dans un voisinage de O dans g :

) 2mece®) = By

oo P —

Elle résulte de la définition de 6 et de la formule de Rossmann (6). Le défaut
principal de (9) est de ne donner de renseignements sur 6 que dans un voisinage
de | dans G. Pour y remédier, Harish-Chandra a introduit la méthode de descente.
Soit s un &lément de K. On pose z = ker(l-ads), q = Im(l-ads). Dans un voisi-
nage de O dans z, on peut définir une fonction généralisée par la formule :
1 1

(10) B_(X) =3 (0% det(1-ad(se®)) | q|%|det (1 - ads)|q]

s z 3 k]

1
2 g(sed)
Soit Z le centralisateur de s dans G. Par construction (voir [H-C.3)) gs est une
combinaison linéaire de transformées de Fourier d'orbites de Z danms E" Nous cal-

culons cette combinaison linéaire.

Posons Q= Qn i* : c'est l'ensemble des points fixes de s dans Q, et c'est
une sous-variété symplectique de Q, réunion d'un nombre fini d'orbites de z°. sur
Qs' nous définissons une fonction e localement constante. Le résultat principal

du second chapitre généralise la formule (9) :

THEOREME B.- Dans un voisinage de O dans z, on a 1'identité de fonctions générali-

sées

an 5= j o (£ f®gg (g)
s Q s Qs
£3

Nous pensons que la formule (11) est "universelle" au méme titre que la for-
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mule de Kirillov (9) : elle devrait se généraliser 2 toutes les représentations

unitaires irréductibles suffisamment génériques de tous les groupes de Lie.

Dans le troisiéme chapitre, nous calculons la restriction de 6 2 K. Le ré-

sultat est donné par une foruule conjecturée de Blattner, démontrée pour la pre-
miére fois par Hecht et Schmid [He-S.1] Une autre démonstration est due 3 Enright
[E]. Contrairement aux deux démonstrations citées ci~dessus, la ndtre n'utilise
pas le fait que 6 est le caractére d'une représentation, et, a fortiori, pas non

plus de réalisation de la représentation en question (x).

Résumons briévement notre démonstration : au voisinage de | dans G, la for-
mule (9) montre que l'on peut remplacer le calcul de la restriction de 6 2 K
~
par celui de SQ 2 k. On utilise alors le théoréme A. Le théoréme B permet de pro-

céder de méme au voisinage de chaque point s de K.

(%) Notons qu'inversement la connaissance de la formule de Blattner facilite nota-

blement la démonstration des théorémes de réalisation.
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PROJECTL1ON D'ORBITES

I.- APPLICATION MOMENT ET PROJECTION

DE MESURES DE LIOUVILLE

I.1.- APPLICATION MOMENT D'UN GROUPE COMPACT K

Soit ) une variété c”. soit a(R) 1'algébre des formes différentielles sur 0.
Si £ est un champ de vecteurs sur Q, on note c(f) la contraction par § et d la dif-
férentielle extérieure. Les opérations d et c(f) sont des antidérivations de X(Q).

Si £(g) est la dérivation de Lie, on a :
) L(g) =doc(E) + c(E)od .

Soit K un groupe de Lie compact connexe, d'algébre de Lie k agissant sur Q.

Si X ¢ k, on note xﬂ le champ de vecteurs sur Q défini par
(X, - 9)(E) = = p(exp - €X. )
Q¥ de YlexP 2 e=o

Si r est un sous-espace de k, on note (Eﬂ)f (ou simplement EQ) le sous-espace

de Tf(Q) engendré par les X, pour X € r.

Soit ) une variété symplectique de dimension 2n. Notons OQ (ou simplement O)
la 2-forme symplectique de ). Supposons que l'action de K sur ! soit hamiltonienne.
On choisit une structure hamiltonienne, et on note Jk (ou simplement J) 1'applica-
tion moment correspondante. Par définition J est une application de  dams ﬁf, com-

mute & l'action de K, et vérifie

(2) Si J‘(f) = (J(f),X) pour X €

{=

a3, = C(XQ) .o .
Remarquons que si f ¢ Q et si J(f) = u

d

of(XQ,YQ) = de(YQ) = EE(J(EXP - €Y. f).x)le_°
d
d—s(exp - €Y. u,X)le_o
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donc
) 0 (X0,¥) = =(u,[X,YD)
n
La forme g est de degré maximal et partout non nulle. Elle détermine
(2m) m! i

donc une orientation et la mesure de Liouville BQ sur . (On note parfois BQ simple-

ment ). La mesure J'(BQ) image directe est d&€finie par :

r
0 J v - jﬂ (0o Dd8
pour toute fonction ¢ borélienne positive sur Ef. Si J est propre, c'est une mesure
de Radon.

Si, de plus, J est une submersion au-dessus d'un ouvert U de 5*, alors sur U,
J, (B) est une dens1té c® f(£)dE . On calcule £(f) de la fagon suivante. Soit
EeletQ, = 3 (E) En un point y de QE' 1'application dJ induit un isomorphisme
entre Ty(n)/Ty(Qg) et kf. Soit uE la densité sur QE telle que dB/uC = df. Alors
£(8) QE £
Soit t une sous-algébre de Cartan de k. Soit T c K le groupe de Cartan corres-

pondant, N(T) le normalisateur de t dans K, W = N(T)/T le groupe de Weyl. On &crit :

k=ter

*
K =ter

ol r est le supplémentaire T-invariant de t. La dimension de r est paire. On la note
x

2r. Si u € Ef, on note K (ou simplement K ) la 2.forme (X,Y) — (u,[X,Y]) sur r.

On note t 1'ensemble des éléments régullers de t pour l'action de W. Si y ¢ Er

la forme K est non dégénérée. Soit n une forme différentielle de degré maximum sur

I non nulle. On définit alors la fonction polyndmiale mw(u) sur t par la formule
r
(5) Ku = q(wr!n .

. . -~ s . . * -
La fonction m est une fonction polyndmiale W anti-invariante sur t , dépendant de n.

-1
k
semble M (qui peut-étre est vide) est stable sous N(T).

Soit  un espace K-Hamiltonien. On définit M = J (g:). 11 est clair que 1'en-
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PROJECTION D'ORBITES
(6) LEMME [G-St.2] .

a) M est une sous-variété de Q d'espace tangent au point m donné par
T, = {veT (@ ; IV et’).

b) Soit Oy la restriction de oQ A M SimeMet si J(m) = v, 1'espace vectoriel
symplectique ('r.(n) '09) est isomorphe 3 la somme directe orthogonale des espaces
symplectiques (_r_,-l(u) et (T-(H),ou) par l'application (X,v) »—oxn + V.

DEMONSTRATION.- Soit 5*- 5' ._r_'. Ecrivons J = (Jl,Jz) suivant cette d&composition.

Au voisinage d'un point m de M, M est 1'intersection de Q avec J;I(O). Or, en tout

point m de M, la différentielle de 1'application J2 est surjective. En effet si

u=J(m) et si X e 1, sz(XQ) = X. u. Puisque y ¢ E:' 1'application de r dans _{'

donnée par Xr— X.y est bijective. Ceci montre que M est une sous-variété de Q,

que son espace tangent est donné par (a), et qu'on a une décomposition en somme di-

recte T (Q) = eT (M). SiXeretsiveT (M), ona
m m - m

I
3(%,,v) = (AI(¥),X) = 0.

Enfin, comme pour X,Y ¢ r, o(xn,\'n) = -(u,[X,Y]), on a prouvé (b).

Le lemme (6) montre en particulier que M est une sous-variété symplectique de
et que la restriction Jt de J 3 M est 1'application moment pour 1'action de T. On

la notera encore J, s'il n'y a pas de confusion. Elle est N(T)-&quivariante.

On note E: 1'ensemble des &léments réguliers de E‘. Le complémentaire de _k_;
est une sous-variété algébrique fermée de ET On note Q = nJ-I(E;). C'est un ou-

vert (peut-&tre vide) de Q. Il est clair que K. M = Qr'

(7) Choisissons une mesure de Lebesgue dK sur k, une mesure de Lebesgue dT sur t.
Lorsqu'une mesure de Lebesgue a &t& choisie sur 1'algebre de Lie d'un groupe de
Lie, nous employons sur le groupe la mesure de Haar invariante 2 gauche telle que

f
d(expX)/dX vaut )] pour X = O. Nous notons vol(T) = J dt. Nous choisissons une
T

forme différentielle de degré maximum n sur r telle que dK = dT In|. On a alors 1la

formule d'intégration suivante :

1 - 1

(8) I v dg_ = —_— I ¢ (k.m) | 7(J(m))| dk dB (m)
o, 0 AT onT ey P

1

(Remarquons que la mesure SOl T

]7(3(m))| dk dm ne dépend pas des choix faits).
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Démontrons (8). L'application p : K x M + 0 est une subneruon. La fibre de p est
une orbite de N(T) par 1'action libre (k,m) .u = (ku, u n) de N(T) sur K x M. Le
groupe N(‘l‘) comme algdbre de Lie t et il a #y composantes connexes. La mesure
(vol T) #w -1

galité des densités sur 1'espace tangent

dt donne donc masse | 2 la fibre de p. Il s'agit alors de prouver 1'é-

(Q) =T (K) oT (M)/(t)l(,(M
données par dBn et 2—'-?-|n(J(m))| dk dBH/dt. Par K-invariance, il suffit de le faire
m
en un point (e,m), Ou & est l'identité de K. D'aprés (6), on a si J(m) = u
4
o,

=-K ®o,. Dot -i=

r n
IK |" o

—u_ M
Q u M

o r! n!

si%dimﬂ-d-ndrr.

D'od dBQ = || |n| dBM' ce qui prouve (8).

Si la variété Q - Qr est de mesure nulle pour BQ' la formule d'intégration (8)

nous permettra donc de remplacer 1'&tude de J (B.) par celle de J (B)).
* Q0 * M

- ’
I.2.- ORBITES ELLIPTIQUES Rl'ZGU'LIERES D'UN GROUPE DE LIE REDUCTIF

Soit g une algdbre de Lie réductive. Nous fixons une décomposition de Cartan
g=k®p de g. Nous supposons que le rang de g est &gal au rang de k. Soit G
un groupe de Lie connexe 2 centre compact d'algdbre de Lie g . Soit K le sous-
groupe de G d'algébre de Lie k. Le sous-groupe K est un sous-groupe compact maximal
de G. Soit t une sous-alg2bre de Cartan de k, c'est aussi une sous-algébre de Car-

tan de g . On identifie comme d'habitude S* 3 1'orthogonal de [t, g] dans 3_"

Soit A un &lément g -régulier dans _r;. On considére Q = G. A l'orbite de A dans
"&‘ et la forme symplectique 0 sur  donnée par of(x. £,Y.f) = - £([X,Y], si f ¢ Q.
La variété Q est une variété hamiltonienne sous l'action de G, donc a fortiori sous
1'action de K. L'application moment Jl : Q- k' est la restriction 2 Q de la pro-
jection p :_‘_8_* -+ _l; Nous choxsusons des normes K-invariantes IIE Il et IIEIII sur E’,‘
P * telles que <E,E> = |l£ - IIE soit une fonction G-xnvanante sur _&*.
Si £ €@, on adonc g I © - g, -l 2, L'image réciproque d'un ensemble borné
de _15* est donc un ensemble borné de Q. Comme  est fermée dans g', 1'application
Jk est propre. De plus on a

(1) LEMME.- L'image Jk(ﬂ) est contenue dans l'ensemble (£ ¢ _l; s HEN 2 Uxl}
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PROJECTION D'ORBITES

Sipe L*. on note Gu la mesure de Dirac au point y, D“| 1'opérateur différen-

. d : . .
tiel (Dqu)(v) Ew(v #eu)le_o, et si y est non nul, Hu 1a mesure d'Heaviside

(H ,0) = | ¢(tu)dt. On a
H o

Du. Hu = §(0).

Soit A c i._t_* 1'ensemble des racines de t., dans £g Pour chaque a ¢ A, soit

(]
hu € it la coracine correspondante. On pose :

) 2°0) ={aed; (ix,h)) > 0}

ou simplement A+ si A est fixé.
On note

EC dans !c
\J .
1'ensemble des racines de EC dans B¢

+
=40 n A“ - {G’ ,sz"'vap}

A l'ensemble des racines de
A

B +3 0

A

3 Y = n

*...x H_,

—ia, * u-ia
pt| 2 m‘1:'

la convolution des mesures d'Heaviside associées aux racines non compactes positi-
ves. On définit avec les conventions de I.l1.7 une application A" des fonctions conti-
nues 3 support compact sur 5* dans les fonctions continues 2 support compact sur 3*
par
W) (@) = gt ——w(®) [ (k. €) dk
#Fa(vol T) 3 J - .
(2m) K
(4) On voit que A" ne dépend que de 1l'orientation 1‘ donnée 2 r par n. On choisit

1'\+ telle que 'n*()\) > 0. On note A" 1'opérateur correspondant.

Le but de la section I est de prouver le

(5) TH;EORE:M‘E.- Soit X un &lément g -régulier de _t_*. Soit = G. A 1'orbite de A

dans _&' avec sa mesure de Liouville BQ. Alors :
r
| 243, B = (] ewu. ()« Y ,4%)
k welW

ol A* est déterminée par la convention (4).
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Soit M =Q n p-l(_t_:_). C'est un espace T-hamiltonien. Pour démontrur le thé-
oréme (5), nous pouvons nous ramener 3 1'Etude de J*(BH). En effet Qr est non vide,
puisque X € J(Q) est g-régulier, donc a fortiori k-régulier. Le complémentaire
Q- Qr est une sous-variété algébrique fermée de Q non égale 2 Q, donc de mesure
nulle pour dBQ. D'aprés I.1.8, il suffira de démontrer le

+

(6) THEOREME.- J,(B) = —— [ () v.(5, » Y.
| wew

La méthode suivie sera de montrer en I.3 que J* (BH) satisfait un systéme d'é-

quations différentielles 2 coefficients constants.

Notons quelques propriétés géométriques de et de M utiles au paragraphe
suivant. On note V = _E* ® 2* de sorte que M est une sous-variété de V.
Soit X € t - {0}. Nous allons décrire les variétés 90, Mo des zéros du champ de

vecteurs associé 2 X sur 2, M.

Soit z le centralisateur de X dans g , Z le sous-groupe de G d'algébre de Lie
z. I1 est connexe. On &crit g =z @4 , ol ¢ est le complément Z-invariant de z.
Ceci permet d'é&crire g_* - E* ° g*. Si f est un point g-régulier de _g* apparte-

nant ii*, ona g. f = 3*.
La décomposition de Cartan de g induit une décomposition de Cartan
z=znkeznp =k @ p,

de

In

Il est clair que t est une sous-algdbre de Cartan de z. On a encore

rang de z = rang de Eo

On é&crit : k =ter R
-0 - -0
v .tt *
o L ® 2,
r=r Or .
- =0 1
P "p,® R, ’
de sorte que q - I ] Bl N

*
V-VOOV .avecvl-gl.
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PROJECTION D'ORBITES
On note W le normalisateur de T dans G mod T
wo le normalisateur de T dans Z mod T.

Le groupe'wo est un sous-groupe de W. L'ensemble des &lé&ments W-réguliers de e*

* . .
est L On note _t_: 1'ensemble des éléments Wo-réguhers de E*. Il est clair que _c_:

est un ouvert de L. L'élément )\ détermine une composante connexe ¢t qa. E: et une
[
composante connexe C: de 5: . Soit Hl = (W e Wtel que w.)\¢ C:}. Alors U] est
) o
un systéme de représentants de WO\N.

Comme g* est la variété des zéros pour l'action de X sur _&*, la variété Qo
des z&ros de X sur { est Qo =Qn it Comme V’:> est la variété des zéros pour 1l'ac-

. -1 =

tion de X sur V, on a M, =Mn v 90 np (-t-r)'

(7) LEMME.-~ Qo = U ) Zw A, ol 1l'union est disjointe.
weW

DEMONSTRATION.- Soit m = g. A € _z_*. Comme g. A est un &lément elliptique de E*'
il existe un &lément u de Z tel que ugl ¢ E*. Comme G. A n _t_* = W. ), on obtient

le lemme.

La méthode de démonstration du théor2me (5) se fera par récurrence sur la
dimension de G. On &crit aussi = G. A = 2(G,\) pour préciser sous quel groupe

on considére l'orbite de A. Avec cette notation
Q =
o Jl (Z,w.A) .
weW

De méme on considére les variétés M(Z,w.\) = Zw ) n p;](sz ), ol P, * _z_* - l_cg

Il est clair que Zw A n pol(_t_:_) est une sous-variété ouvert® de M(Z,w. )) et que :

(8) Moo= U | MZ,w.0) n p;‘

weW

*
(gt)
Nous analysons les fibrés normaux de Qo dans § et de Ho dans M.
. *
(9) LEMME .-Soit f ¢ Qo, alors Tf(ﬂ) Tf(ﬂo) e g .

DéHONSTRATION.- Ceci est clair puisque g-f= Tf(ﬂ) =z.fegq.f
*
Tf(no) e q
car f est un €lément régulier de 1‘. appartenant 2 E"

Le fibré normal 2 Qo dans Q) est donc trivial et isomorphe 2 Qo x S'
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Considérons un point m ¢ M. D'aprds I.1.6, on a Tm(M) = Tm(n) n V. Comme Mo
est 1'espace des points fixes du groupe 2 un paramétre relativement compact
(expt X), on a, en un point m de Ho, Tm(Ho) = Tm(H) n Vo. D'autre part,

'Tm(Q) n Vl = VI - 2: d'aprés (9). On a donc, puisque m est fixé& par X,

Tm(M) - Tm(H) nv 0o ® Tm(H) n Vl

et le :
(10) LEMME.- Soit m ¢ Mo’ alors

T (M) = Tm(Mo) oV, .

Le fibré normal de Mo dans M est donc trivial et isomorphe 2 Mo x Vl.

(11) Analysons maintenant les orientations. Si u est un &lément g -régulier de 57,

P
la forme - KukX,Y) = - (u,[X,Y])) est non dégénérée sur P;. Elle définit donc une
orientation 2:(u) sur p,. On identifie b a V, par 1'application X — X .y et
on note Vt(u) l'orientation ainsi définie sur V- Si u et u' sont deux &léments

g-réguliers de 5*, on définit :

€y (u,u') =1 si les orientations V;(u) et Vr(u') coincident
1

= - ] sinon.
(12) LEMME.- Si W ¢ W , svl(wou ') = evl(u.u‘)-

DEMONSTRATION.- Comme VT(“o“) - V;(u), il suffit de montrer qu'il existe une

(donc toutes) orientation wo-invariante sur Vl. Comme X a des valeurs propres ima-
ginaires pures non nulles sur (Vl)c, on peut é&crire (VI)C - V; e V;, ol V; est la
somme des sous-espaces propres de X de valeur propre uj avec Im uj > 0, et
V; = VT. Ceci définit une structure complexe sur Vl et donc une orientation.

Comme X est fixé par “o' cette orientation est Wo-invariante.

Considérons la décomposition (10) Tm(M) - Tm(Mo) ® V, en tout point m de Mo.

1
Les espaces Tm(M) et Tm(Ho) sont des espaces symplectiques et ont donc une orien-
tation canonique. On en dé&duit une orientation V;(m) sur V] dépendant de la compo-
sante connexe de m dans Ho. Remarquons que pour m = )\, l'orientation V:(A) est bien

celle définie précédemment. On pose
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e(m) = 1 si Vi@ = V()

= -] ginon .
(13) LEMME.~- Soit m ¢ ZW )\ n p-‘(c+). avec W ¢ Hl. Alors ¢(m) = g(w) &y Wi, \).
1

DEMONSTRATION.- Considérons les d&compositions (9) et (10) d'espaces symplectiques.

On a 3* =q .met la forme o sur 3" est définie par
OQ(X .mY.m) = -(m,[X,Y)) = -(Y. m,X) .
Remarquons qu'on a une d&composition

q-m=1,.00 p_:-_g_l.movl
g =1
en somme de sous-espaces orthogonaux pour o Notons Om (resp. 0m ) 1'orientation

9
de q définie par la forme - Km(X,Y) = -(m,[X,Y]), par X,Y € g

T
(resp. - K_'(X,) = = (@,[X,Y]), pour X,Y € r,).

On a donc un isomorphisme d'espaces vectoriels orientés entre V;(m) et (q /_{l,om),
q r
ot 0, est l'orientation sur g /El déduite des orientations Om et Oml.

q
Lorsque m varie dans Z.w. )\, la forme l(m sur ¢ reste non dégénérée, car m

q q
reste g -régulier et ¢ est stable par Z..,0n a donc Om = 0m Ay
r

Comme m € E*O p_* et que [gl,l;l] c k, la forme K;‘ ne dépend que de la pro-

. . * . .
jection p(m) de m sur tr' et l'orientation donnée 2 I, reste constante lorsque

r r
p(m) varie dans une composante connexe de t:. On a donc 0; = 0;1 . Donc
I 9 r ar
- s s - . e
Om OH_A/OA . Comme par définition svl(u)\.)\) ou.)‘/ow.)\ OA/O)\ , il s'agit de

r r
=1 —1
montrer que Ow.)‘ s(w)O)‘ , pour w ¢ W . .
Soit u € E:. Considérons r munie de la forme symplectique non dégénérée - K:. La
r
décomposition r = I, ® I, est en sous-espaces orthogonaux pour - l(: . On note

1
r r

0 (resp. 0. °) 1'orientation donnée 2 r (resp. r ) par la forme - KE (resp.
¥or oy T - - r o
- K:o). On a 0; y = ¢(w) 0: , pour tout w ¢ W. L'orientation 0;0 ne dépend que de
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I, T
la composante connexe de u dans t . Puisque w. ) ¢ C ,» on a donc OX 0
—l r t rr o T

- I
Ogx = %.a/0iy = €0 0,/0,° = €() 0, , Q.E.D

I .3.- IMAGE DE LA MESURE DE LIOUVILLE ET EQUATIONS DIFPéRENTIELLES

Soit T un tore compact. Soit V un espace vectoriel muni d'une représentation
linéaire de T. Soit M une.lous-variété de V stable par T de dimension paire 2n.
Supposons M munie d'ume forme symplectique g pour laquelle l'action de T sur M
est hamiltonienne. Soit J : M + Ef 1'application moment. Supposons J propre (ou,
pour l'application en vue, J propre au-dessus d'un ouvert de Ef). Nous montrons
dans cette section que J*(BH) satisfait un systéme d'équations différentielles

3 coefficients constants, que nous allons définir.

L'ensemble des poids non nuls de EC dans V_ est un ensemble I = {3 iuj} . Soit

X € t - {0}. On &crit alors V = vo(x) ) v,(X) (ou simplement V = Vo ® Vl si X est

fixé), ol Vo est le sous-espace des z&ros de X sur V et V. le complément T-inva-

1
riant de V _.
[

Choisissons une orientation v: sur Vl. On peut choisir une base orientée

e £

1’ €2

1’ fz,...,eq, fq de Vl telle que :

H.e =~ uk(ﬂ)fk

H. f uk(H)ek, pour tout H ¢ t,
avec iuk €z, uk(x) $ 0.
On note I l'ensemble {1,2,...,q}

+
w, = I wu, ,
X jel J

n; =D, D, ..euD,
1 2 q

(w; et D; ne dépendent que de 1'orientation choisie sur Vl).

Soit S(t ) 1'algdbre des polynomes sur -C’ 1 idéal engendré dans s(: )

par les fonctlons polyndmes homogénes wx. pour x €t - {o}.
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(1) LEMME.~ L'ensemble des zéros communs des &léments de I, est réduit 2 {0}.

DEMONSTRATION.- Soit X = x + LXZ, avec x ¥ 0. Il est clair que m (X) # O puisque
toutes les formes lxnénxres uj e t non nullen sur xl sont a fortxo%x non nulles

sur Xl + ixz. Si xl =0 et xz $ 0, alors wxz(x) $0.

On identifie aussi S(E;) 2 1'algébre des opérateurs différentiels a3 coeffi-

. *
Clents constants sur E .

(2). PROPOSITION.- Soit b une distribution sur un ouvert V de 5* vérifiant
D;b = 0, pour tout X ¢ t - {0}. Alors b est polyndmiale sur U.

DéHONSTRATION.— D'aprés le théordme des zéros de Hilbert et le lemme (1), si &.

. . * . . . i
est un syst2me de coordonnées linéaires sur t , il existe un entier N tel que
N

£i € I pour tout i. La distribution b satisfait donc le systéme d'é&quations

=) b = 0, quel que soit i. Donc b est polyndmiale, i.e. est de la forme P({)dE

E

ol P est un polyndme et df est une mesure de Lebesgue sur t

(3) Nous notons 1'opérateur D, simplement par b lorsque X est fixé.

X
Soit M (X) =Mn V (X) (ou simplement H ) la variété des zéros de Xy. Nous mon-
trons que p’ J (aM)) est 3 support dans J(M ) en suivant une méthode similaire

3[Be.Ve.l] quis'inspirait d'un calcul de R. Bott [Bc].

Si v eV, écrivons v = v_+ jEI (xjej + yjfj), avec v_ ¢ V . Notons q,(v)
la fonction f (x? + y?). La fonction q, ne s'annule que sur Vo.
j J
On note ej la 1-forme sur V définie par

0. = x.dy, - y.dx. .
5T %Y Ty
On de. = 2 dx. dy..
2 85 i Y

Soit Xy le champ de vecteurs associé 2 la tranformation infinitésimale de

X sur v, 1.e.xv->:u(x)<xJ£—- Jai) on a

2
ej(xv) uj(X) (xj + yj)-

Soit A un sous-ensemble de I. On dé&finit
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w o= I y ,

A jea
D,= N1 D (en particulier D_ = D’) )
A, M. 1

jeA 7]
n,= 1 6 I (d8) ,
A oja tie-tiy
A' =1 -A .

. 00 * + o‘n .
Si ¢ est une fonction C sur t, (D¢)eJ or est une forme de degré maximal

sur M. Le lemme suivant montre que cette forme est exacte en dehors de Mo. Plus
précisément, nous 1'&crivons explicitement -d(ww) ol w, est une (2n-1)-forme dé-
finie sur M - Mo.

n-k

° n
(4) LEMME.- (D+w)oJ%!—.-d(£ (k - 1)! z (DA'W)" J-—:- o y .

Acl q, (n - k)!
#A=k
D;JMONSTRATION.- I1 suffit de montrer ceci lorsque ¢(£) = e B,£> avec H € t. Le

membre de gauche est alors &gal 2

J n
Ho
wI(H) e a7
Cum e,
Considérons la l-forme G)“ =) 2 _____J | Elle vérifie
je1 9
GH(HV) =1
L(H) . OH =0

On a donc : C(HV)OH -1, c(H.v)deH = 0.

La forme non homogéne (JH + o) vérifie 1'&quation (C(HM) - d) (JH +0) =0,
puisque do = 0. Puisque (C(HM) - d) est une anti-dérivation de O(M), la forme
(I +0) J

- H - Ho o ces PR : - - '
W o=e e (I n!) vérifie aussi 1'équation (c(HM) d) . Hy 0. (C'est
une forme fermée pour la cohomologie T-&quivariante [(Be-Ve.l]). La forme dG)H

est annulée par d et c(Hv). On a donc

-1
W (C(HM) - d)(OH(l - dgy) ”H)

On a noté encore par OH la restriction de OH 3 M. Donc

k-1
w By, = (c(Hy) - d)( i wp (H) 6, (d6y) u.ﬂ).
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Identifiant le terme de degré maximum des deux membres, on obtient :

n-k

JH o )
(n=-k)!" °

J, n

Ho _ _ k-1
wp@e ¥ Iy = = 4 (08,6 o
Le lemme (4) découlera de la formule :

) @8, @8 ) = (k- D! ] w, @ A
wy ()6, (d0y Ploae® g
# A=k !
J

<GB e - 0,000 .

et du fait que, siyp (§) = e

Nous montrons (5)

2
est une l-forme, v = O.

H

. -1
Soit Vu z uj (H) ej. Comme Yy

-1
On a d\)H X uj (H) dej,
8, =q;'
T4 Va
On calcule :

k=1 -k k-1 2
BH(deH) =q vH(de) , €ar v 0

H
@ == T e m ode, , car @’ -0,
ScI jes 3
#S=k~1
v, (dv )k-l =k=-1D!' ] w (H)-ln , car 6.d6, = 0
H 'H A A A 1)
cl
# A=k
k-1 s gz
wy (B)vy (dvy) = (k-1 ¥ wy (BN, ce qui démontre (5).
Acl
#A=k

(6) COROLLAIRE.- D+(J*(BM)) est supportée sur J(Mo) .
DEHONSTRATION.- Si ¢ a son support dans t* - J(Mo; , on a d'aprés (4)

J (D' ¢)J (dm) = J - dw)
* (4

M

r
ol w est une forme C” A support compact 'sur M. Donc J d(w‘a) = 0.
e M
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Nous allons maintenant préciser le corollaire (6) dans une situation par-

ticulidre.

(7) Nous fixons de nouveau X ¢ t - {0}. Soit V = Vo ® Vl, Mo =Mn Vo la va-
riété des z&ros de XH.

Nous faisons 1'hypothise

(8) Nous supposons que en tout point m de M, Tm(M) - Tm(Mo) oV . [Elle est

-
vérifiée pour les variétés M introduites en I1.2].

Sous 1'hypothése (8), le fibré normal 2 M dans M est donc trivial et

identifié a M x V.
(] 1

- : . +
Rappelons que nous avons choisi une orientation V1 sur Vl.

D'autre part, les variétés Tm(M) et Tm(Ho) étant symplectiques,la décom-

position Tm(M) = Tm(Ho) @ V., fournit une orientation VI(m) a2 V., dépendant

1
de la composante connexe Mg de m dans Ho. On pose

1

. . . + + e
€= * 1 si les orientations Vl(m) et V, coincident ,

= - 1 sginon.

On note Bg la mesure de Liouville de H:. On note dim Vl = 2q.
(9) PROPOSITION.- Sous l'hypoth2se (8), on a
-nip* -
-DIC g = I (ChelN{ o I

DEMONSTRATION.- On a

n
DY 80 = (3 (B . D'v) = J (0°9) o3

(2m "t

Considérons un produit scalaire T-invariant sur Vo ® Vl coincidant sur Vl

avec le produit scalaire q; choisi précédemment. Considérons la métrique

Riemannienne T-invariante induite sur M. Soient deux voisinages U, c U, re-

1

lativement compacts de Supp ¢ et travaillons au~dessus de Uz. Soient

2

i -1
vl(e) = {v ¢ Vs livil < e} , Mo=M aJ (U).
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On peut trouver € > O, tel que l'application exponentielle (m,v) = exp v
soit un difféomorphisme entre - Vl(e) et un ouvert U de M. On note U;

1'image de Hi x Vl(e), par l'application exponentielle.

On a :

n r n
L ](D+¢)°J:—'-1im -4 l(n’g).J%
M ! 1

em® gro  (2m" Ju—ue

| + "
Sur M - UE ,ona (Dy)eld o d(ub), ol

(5 (k=11 (D0 T °H)
w =3 k=1)! (D,,w)oJ &= —
(2 X A qT (n - k)!
#A=k
* M-u
est C sur P
On a donc
[(n‘)au ) = 1i (
v = lim w .
M *B" €+0 (21r)n J

1 14
a(ue)
On a a(vl) = Hl xS v (;T - Ml) x V.(e) avec S_= (v e V, ; Ilvli = €}. On peut

€ o e o o 1 € 1 - omp
supposer € choisi de telle sorte que u% soit nulle sur (Ho - Mo) x Vl(e). Si
donc on note Ie 1'application de H: x Sl dans 3(U€) donnée par
(mo,v) + exp mo(ev), on a

+ .
L'(n naGgy [ e ) @)

Mixs, €%
o 1
Ici 1'orientation de Ho x v] est celle compatible avec l'orientation de M.

Nous calculons lim (I ) (w ). Ona Il (m ,v) = m_ + gv mod 52. Les formes
n o ET P € o0 °
-% sont invariantes par la transformation (vo’vl) >V, + ev,. On a donc
q
1

. Wy
lim (Ic)ﬁ(T) - r'|A I Ha x Sl.
€+0 ql

Comme g est continue sur M, on a limge¢ - 0 (I ) (o) = (1) (o) = 0.
€ = 0" x o

Comme oz-k = 0 8i k < q, on obtient :

1 1 f op 3
1) W) = (q-l)!f Npe| (@old) ——m——o
em® [n‘ Ex v (2md s, ! Jn m " Yn-q)!

oxSl 1 (]
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La proposition (9) sera prouvée si

(10)
2m9

(q-l)!f n. =1
P ¢

51

ol ici l'orientation SI de S| est celle naturelle de la sphére S; dans 1'es-

+ -
pace Vl =‘R2q . Or n = Z(q l)u ol u est la forme volume de la sphére et

- q
vol s297D o (3q) ;’—! . Q.E.D.

’ L)
I.4.- PROJECTION DE LA MESURE DE LIOUVILLE D'UNE ORBITE ELLIPTIQUE REGULIERE

Soit A un €lément g-régulier de gf, M=G.An p-l(g:). Nous considérons
M comme plongée dans V'-E* ® ET' Nous allons montrer dans cette section le thé-
oréme 1.2.6 que nous rappe}ons ici

(1) THEOREME.- J, () = Iﬂ‘l I e w. (6 * ).
™| weW

Nous démontrons ce thSoréme par induction sur la dimension de G.

Nous supposons la formule (1) valable pour toutes les orbites elliptiques

régulidres de groupes de Jimension strictement inférieure 2 G.

Considérons le systime d'équations différentielles D; de la section I.3.

(2) PROPOSITION.- Pour tout X € t - {0}, on a, sur C*, 1'égalité des distri-

butions

Dy, B - vy( I e@w. (§,%¥) .

wW

DEMONSTRATION. - Reprenons les notations de I.2. Soit X € t - {0} fixé. Soit

z=- Eo L] B, le centralisateur de X dans g. On note Az les racines de dans
(4 1 o
L b, =8, -4,

te

Si u est un €lément g-régulier de g', U définit un ordre A*(u) sur A en

posant
8" = {a; (iuh) > o}

On pose : 8°G) =& a2 , @) W =87 0 AW,
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£ +
Notons Yu = H-ial * H-iaz ook “-iap sid () = {°1'°2"“’ up) ,
(de sorte que Y, = Y*)
z o . o+ -
Ym By vHgy weeex B sio @) G = {ophagseeeie )
1 2 P, [

Considérons l'orientation V;(u) de Vl défini en I1.2.11. Cette orientation

définit donc un opérateur D;(u) que nous notons D;. Soit dim V, = 2q.

1
+ B z

3) LEME.- (-9 D .Y =Y

(3) (-1 R u

DEMONSTRATION.- Considérons la forme bilinéaire alternée non dégénérée sur 2

définie par - BU(Y’Z) = -(y,[Y,2]). Elle définit une orientation B:(u) sur

1.+
B Posons, pour B ¢ (An) (u)

=X, + X_ ,f-iX-iX_

""" "8 8 8 8’
avec X_B = iﬁ .
L'orientation de Bj(u) est alors donnée par I e, A fB. L'isomor-
1.+
Be(a) (W)

phisme BI(u) > V;(u) défini par Y +—=Y . u commute 3 1'action de X.

. 1.+ . +
Si (An) (w) = {81.82,...,8q}, 1'opérateur Du est &gal

a DiBl ° DiBz ©eeso Dieq. On obtient donc le lemme (3) car

+ 1.+ o, +
8 = ) W v ) W,

+
Démontrons la proposition (2). Fixons comme orientation V] de Vl 1'orien-
+

tation V:(A) et notons D' 1'opérateur Dx

correspondant. On a d'aprés (3)

8
- q + + - - q +
-n*o (wezw eW) W. (§ #Y)) = (-1 D:fwe(w) LN V)

Zz
!wl .

*

= 7 ew svl(wX.X) 8,.

weW A

Calculons le premier membre de (2). Soit Mo la variété des zé&ros de X sur M.

onaM o plety = U wmz,un n po’(c‘) (1.2.8).

wllgﬂl

Notons q: A la mesure de Liouville de M(Z,w.)). On a donc d'aprds 1.3.9 et
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1.2.14

Z
D' @) = T ew) €O I B )
weW 1

au-dessus de C§ .

Par hypothise de récurrence, on a :

- £ +
.A) t':("0) Gv woA Yw w A CAf "lx € co’
1 woewo ol ol

+
et donc,sur C , on a :

%' @) = ew,) e ) e(,w \) & . YR
* 'PM v%e"‘ 1 o 1 wo"l)‘ wcwlk

w eW
oMo

Comme H‘ est un systime de représentants de HO\H , i1 suffit de vérifier que

siwe= W ew,ona 1'égalité :

e(w) e(w.A,)\) = e(wo) e(wl) :(vlk,l) qui résulte de I1.2.(12).
Q.E.D.

Il résulte de la proposition (2) et de 1.3.2 que

J'(Bn) -1 eww. (6)‘ * Y') est donnée sur ' par une mesure de la forme
weW

P(E)dE , ol P() est un polyndme sur E*. Comme la mesure J'(dm) (ainsi que
la mesure “‘l;' e(w)w. (6)‘ +Y)) est supportée dans 1'ensemble

WEW 2 WAl > O; (lemme I.2.1), on en déduit que P = 0. On a donc prouvé
1'égalité du théoréme (1) sur ct et par W-invariance sur 5; .

Faisons ici quelques remarques sur 1'image de M par J.

. + : At :
REMARQUE 1. Soit C“ le cSne convexe engendré par - i An(x). Il est clair

que J(M) ¢ U w. (A + C;). L'inclusion est cependant quelquefois stricte
weW

comme le montre l1'exemple suivant de su (1,2),00 les racines *a sont compactes
mp sy

+ (8,Y) sont non compactes.
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\//
v

mesure J t(BH)

chambre w,. C* chambre C+

REMARQUE 2.- On peut considérer Q = G. A comme un espace T-Hlmgitonien.
L'application moment JT t Q- jf est la projection p : gf-'E: D'apras le
théorame de Kogtant (cf. [G. St.2]), on a

Jt(Q) - U enveloppe convexe des W . § .
= EeJ(M)

Si G/K est Hermitien gsymétrique et si A\ est dominant par rap-
port au systéme A; déterminant la structure complexe de G/K, 1'ensemble
J (G.)) a &té déterminée par S. Paneitz. On a {L(C. A\) = enveloppe convexe de
{w.(\ + C:)}pour wew [Pl

1.5.- TRANSFORMEES DE FOURIER

Le théoréme I.2.5 a un &noncé dual par transformée de Fourier sur k
qui s'exprime en termes analogues 3 la conjecture de Blattner. Notons tout
d'abord quelques formules utiles pour les transformées de Fourier de fonc-

tion d'Heaviside.

Soit V un espace vectoriel réel, v" son dual. Pour € ¢ V., non nul,
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notons
(Hg.v) - r v (tE)dt
[+]
1
(IEM) 'I ¢ (tg)dt
o
On a : Hg - nZo 6nE * IE .

Si dv est une mesure de Lebesgue sur V, on définit

ei(f,v)
\'

(FyB) (f) = Jr B(v)dv .

La transformée de Fourier de I, est la fonction analytique sur V définie par :

13

J L fwav = QR

La transformée de Fourier de BE est la fonction généralisée sur V définie
par

f

J HC(V) f(v)dv = (HE’FVB) .

On a évidemment :

. AEY
LW = —=Ew

. . Y
i.e. (1) IC e 1

1§

ing eiE - l)

(2) HE-Ie (IE

n=o
Soit L ¢ V* un ensemble fini de pointsdev. strictement contenus dans un demi-

espace. On définit :

= H «e.x H
R

si I = (E].Ez.....ﬁr) est non vide, Y¢ - 60

n{i "
I (] e ) =zIgwe
Cici n2o
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(Qz(u) est nulle en dehors de | N Ei).
E.el
i

On a donc YE = ﬁ Qz(u) Gu * IZ .

On considére la fonction analytique J

ig.

I sur V

On a alors

(3) T o=z Q. My
L hhl L
I
Revenons au calcul de la transformée de Fourier J*(BQ), ol Q =G.A\

est une orbite elliptique régulidre d'un groupe de Lie réductif G.

Soit A un &lément g-régulier de Ef, A+ 1'ordre sur A(EC’EE) défini en
1.2.2, A: - A* n Ac' A; = A+ n An. On considére la fonction de partition

par rapport aux racines non compactes positives définie par

) I (z &™) =zqwe ,
+ n2o0
aeAn
(la fonction Q(u) est donc nulle si p ¢ 2 N ui)
*
. QiGAn
On note =3 Z ‘u
ael
n
A= i)

La transformée de Fourier de la mesure J'(BQ) est la fonction généralisée Wx

sur k définie par la formule :
J b s [ (] O rman 1 @ ©
ik P

pour toute fonction f, c”a support compact sur k.

On définit, si p ¢ ig',la fonction analytique 9: K~invariante sur k
par
.u,H)
ew) e@ ¥
H) =
) Gt( ) wgw T (a,H)
+
ueAc
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k k
On a e: lJ-t:(w)eu, pour W ¢ W. Si y n'est pas régulier, GE = 0.

Notons "c la fonction donnée en I1.1.5. (Elle dépend du choix de n et est

proportionnelle 2 I . hu)° On peut exprimer, si § € 5: ,1a mesure de Liou-
aeld
c

ville BE sur l'orbite K. & en fonction de la mesure de Haar sur K par :

| Im (&)

f
(6) JK-EW dBE - _(vol 9] —(;;)T !K w(k. £)dk -

(avec les conventions de I1.2.7).

Si§ est régulier dominant par rapport 2 A:. on a
i<f,X> k
(7 e ' dB_(f) = 6,.(X) , pour tout X € k
K-E E 15

Ceci est la formule d'Harish-Chandra (voir e.g. [Be~Ve.l] ou [D-H]).

(8) On note jﬁ la fonction analytique G-invariante sur g définie par

adx _ adx |
o e 2 - e 2
J.B.(X) - detg( 2dX ) .

On note jn' jk les fonctions analytiques K-invariantes sur k définie par :
- adX _ adx

. e - e

JE(X) - det! (—T—)
adX _ adx

. e : . e 2

Jn(X) - detz (__ld)-(_) .

Les fonctions j , (resp. jk’ jn) ont des racines carrées analytiques sur g

(resp. k).
On a :
. . 1/2 .
J;/z()() - J;./Z(x) J;/ (X) , siXek
By @k
1/2 e T> - e-(lz )
j H) = T —/ D
8 At ’
1/2 - I e -e
W@l e
aed
n
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&l @b
' _ Tz
jl/Z(n)- n e__(aﬁ%__ , pour Het .

+
aeld
e

On pose w (H) = T (a,B) , w () .= T (a,8)
+ +
aeb, aed

aeA+
n
’ .
(9) THEOREME.-

B =L Q- (e o)) ofx 51 2m.

, .
DEMONSTRATION.- Soit A" 1'application des fonctions sur L* sur les fonctions
sur _g' définie en (I.2.4) (Rappelons que les choix faits de dX, dH, n’
vérifient dX/di = |n*[, m.(0) > 0) .

Notons (FkB)(f) = J el(f'x) B(X)dX, pour B une fonction ca support compact
- k

- sur k

f i ©
(F B (§) = J RALRLY B(HYdH, pour B une fonction C 2 support compact
- t
= sur t

+ + dk
M B)(H) = “’C(H) L( B(k . H) FiCol T)

L'application M' envoie les fonctioms sur k dans les fonctions W-anti-
invariantes sur t. C'est 1'intégrale invariante d'Harish-Chandra.Dans une

identification de k avec E* par un produit scalaire l(-ilwariant, M et at

sont pronortionnelles. Comme dett(H) - lw:(ll)’z = (-1) c(m:(H))z, on a

la formule d'intégration suivante
+

' #A
(3 + +
(10) J ¢ (X)dx = (~1) J u!c(H) (M 8) (H)dH
k t

On a aussi la formule d'Harish-Chaudra

+

. #AC .
(1) (FtM B) = (=1) ~(aA FkB) , qui résulte de (7)

Démontrons maintenant 1.5.9. On a :
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f
J wx(x)e(x)dx = (J*(dBQ), FkB) , par définitionm,
K x

( 2 e(Ww. (6A * Y+),A‘F g) , wpar 1.2.5,
weW k

+ 4+
#H(GA * Y ,A FkB) ’

+ . < s .
car A F B est une fonction W -anti-invariante

k

sur t*,

#A: + +
(-1) #“(6A * Y ,F M B) , d'aprés (11).

Soit I = -i A; c Ef. On a :

D'aprés (3), on a donc

#A, oAl 3,
a2 [ vymsmax = 0 Sk zaw | e 2 ey e
k

u t

+ 1
#A ] 1
- D 4wz o= (epy | P e els man
W t

Calculons le second membre de 1.5.9 intégré contre B(X)dX. On a :

£ QW = (A +p) J e 32 (0 gxdx
u k Pt

+

#

- (-1 “IQqu- (A+pn))J z ee™ ¥ B 51/ 2)) wyan, par (10)
u 3
#° !
. 1

=DM Do - () | % B 52 aa) (v (wya

| u L

car ji est K-invariante, H*B W. ~anti-invariante.
On a donc prouvé 1'égalité &nonc&e au théoréme (9).

REMARQUE - Il y a bien d'autres manilres d'é&crire Wx' Nous avons choisi celle



PROJECTION D'ORBITES

ci pour son analogie avec la formule de Blattnmer.

Formellement 1'expression wx(ﬂ) se simplifie beaucoup puisque

"z Q(u)eu =7 ] a"' Nous indiquons un cas ol cette simplification est
1 -e
légitime.

Introduisons quelques notations. La fonction polyndmiale w; est
W -invariante, m; se proionge donc :n une fonction polyndme K-invariante sur k
que nous notons encore w . Notons wn(a) 1'opérateur différentiel 2 coeffi-
cients constants sur 3* correspondans. onaa' w;(a) = D; o A",
on a : ! (0? = dét(adx|p)(-1)'/2 4R,

(10) PROPOSITION.- La fonction généralisée m;(x)wx(x) est analytique. On a :
1

>(din p)

k
+ —
-n w (X) ¥, (X) = 6,(X)

REMARQUE.- L'analyticité de w;(x) wx(x) est 1'analogue d'un résultat de

W. Schmid [S] sur les K-caractires des représentations irréductibles de G.

DEMONSTRATION.- Il suffit de reprendre les calculs de (9) pour
—
J Wx(x’ w;(X)B(X)dX et de noter que :

+

+ + Ph o+ e
A F_ wnB = (-i) A wn(a) FEB

#
- i) "ol BB .
. AR
et que D (I e(w) w. (5, » ¥ N =@{1) ( c(")év-k) .
Notons v la fonction généralisée sur g transformée de Fourier de BQ.
D'aprés un résultat d'Harish-~Chandra rappelé en A.6, V est c” au voisinage
de tout point X € k tel que w;(x) # 0. De (A.6.3) et (10), on déduit une

nouvelle démonstration de la formule de Rossmann [ R]

(11) COROLLAIRE.- Soit X € k un El&ment tel que m;(x) soit non nul. On a :

™
n k
D .

V(X) =
whx) A
n
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Si X € t est régulier dans g, cette formule se lit :

#A’ z e(")‘VA(x)
(12) V(X) = (-1) © ¥
I aX)
aer”
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I1.- UNE GENERALISATION DE LA FORMULE
DU CARACTERE DE KIRILLOV

II.1.- LA METHODE DE DESCENTE D'HARISH-CHANDRA (cf. [H~C. 2])

Soient G un groupe de Lie, B son algdbre de Lie, x un automorphisme de
G dont la différentielle, notée encore x, soit un automorphisme semi-simple
de g. On note Z le groupe des points fixes de x dans G, z son algébre de Lie.

On pose ¢ = (1 - x)g. Comme x est semi-simple, on a
M g=zeg .

Consid&rons 1'action de G sur lui-méme donnée par la formule :
@ g.h=ghxg) .

Soient g e G, z_ ¢ Z. La différentielle de 1'application (g,z) +g. z de

G x Z dans G est surjective en (go,zo) si et seulement si l'on a :
3) det((1 - adz_.x)|g) #0 .

On note lz 1'ensemble des z e Z vérifiant (3). L'application

(g,2) + g.2z de G x lz dans G est donc submersive.

Soit | une fonction généralisée sur G, invariante par 1'action (2) :
-1
(&) w(h) = y(ghx(g ")) pour h € G, g € G.

Alors, d'aprés (A.4.3), ¢ admet une restriction b 2 lz, ¥y détermine Y

dans 1'ouvert G. lZ de G, et wx est invariante par les automorphismes inté-

rieurs de Z.

ler EXEMPLE.- Soit T une représentation tragable de G. Soit S(x) un opérateur

borné dans 1'espace de la représentation T tel que l'on ait :
T(x(g)) = S(x)'l‘(g)s(:r.)-l pour tout g € G.

La fonction généralisée Y sur G définie par
¥(@) = tr(T(@S(X) (a7 L(6)

vérifie (4).
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2° EXEMPLE.- Soit © une fonction généralisée sur G invariante par les au-
tomorphismes intérieurs. Soit s un El&ment de G tel que ads soit semi-simple
dans g, et posons x = Ads . La fonction ¥(s) = ©(gs) vérifie (4), et la dis-
tribution y détermine © dans un voisinage de s.

Définissons la fonction jz sur z comme dans 1'introduction, formule (8).
Soit W un voisinage de O dans Z dans lequel jz est 2 valeurs > O et tel que
exp(W) soit contenu dans lz. Suivant Harish-Chandra, on définit une fonction
généralisée :l;x dans W en posant :

1

1 adx 2
- 'det((l -e 'x) )
2 Ed \}'(ex) .

() ¥ (0 =5 (X
X z l/2
|[det((1 - x) | q)|

(X ¢ W. On a &crit, par abus de notation \}'x(ex) =- \l’(ex)).
Lorsque J est obtenu par le procédé de 1'exemple 2, nous la noterons 65 B
1
2
% |det((1 - Ad(exs) |91
172

(6) 8,0 = (X oeXs) X ew .

|det((1 - ads)]| q)|

* * *

Soit T une représentation unitaire irréductible tragable de G. Soit
© son caractdre, c'est-a-dire la fonction généralisée ©(a) = tr T(a)
(a ¢ W:(G)). Si  est une orbite de G dans 3_., nous dirons gue Q est tempérée
si sa mesure de Liouville BQ, considérée comme mesure sur g concentrée dans
2, est tempérée. Sa transformée de Fourier

EQ(X) _J . ‘if(x)

g

est une fonction généralisée dans g que nous appellerons la transformée de

f

dBQ( )

Fourierde Q.La formule du caractére de Kirillov postule l'existence, si T est
suffisamment générique, d'une orbite ) tempérée et d'une constante c ¢ N telle que
(€)) cB, =© dans W.

Cette formule a &té démontrée dans de nombreux cas (cf. en particulier

[Kil,[Kh],[R]).

Supposons maintenant G réductif et connexe. Supposons que © soit le
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caractére d'une représentation de carré intégrable (modulo le centre) T de
G, unitaire et irréductible. Soit s un &lément de G tel que ads soit ellip-
tique (i.e. semi-simple 3 valeurs propres imaginaires pures). Alors, par
construction méme de © dans [H.C, 3], §s est une combinaison linéaire de
transformées de Fourier d'orbites de Z dans 5*. Nous calculons dans le
parag. 3 de quelle combinaison linéaire il s'agit. Soit Q 1'orbite de G
dans _&' associée 3 T par Harish-Chandra. D'aprés [R], (7) est valable avec

c = 1. Remarquons que (1) permet d'identifier 3* 3 un sous-espace de _&'.
Alors Q n E* est 1'ensemble des points fixes de s dans (, et égal 2 une

réunion finie d'orbites de Z.

Nous d&finissons sur _z.*nn une fonction #, constante sur chaque or-

bite de Z, et telle que l'on ait dans W 1'égalité de fonctions généralisées :

- i£(X)
®) 5, - j e e (D) 48 (D)
2z Qﬂi

Pour 8 = 1, c'est la formule (7). Nous pensons que (8) est "universelle"
au méme titre que la formule de Kirillov (7). C'est pourquoi nous décrivons
la fonction ¥ en terme de la structure symplectique de , en mettant en

évidence son rapport avec la représentation métaplectique.

I1.2.- UNE FONCTION SUR LE GROUPE HE'TAPLBCTIQUB

Soit V un espace vectoriel symplectique réel, et soit B sa structure symplec-
tique. On note SP(V) le groupe symplectique, et Mp(V) le groupe métaplecti-

que. C'est donc une extension centrale
9) 1+ {1,e} » Mp(V) = Sp(V) = 1 .

Nous notons en général X un &lément de MP(V) et x son image dans Sp(V).

Rappelons - pour fixer les conventions - la construction de la repré-
sentation métaplectique. Posons n = V @ RE. On munit n de la structure
d'alg3bre de Lie pour laquelle E est central et

(10) [v,v'] = B(v,v')E , p T v,v' e V.

On note N le groupe simplement connexe correspondant.Sp(V) opre dans n
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par la formule x(veo t E) = x(v) @tE, et donc dans N.

On sait (théor2me de Stone - Von-Neumann) qu'il existe une représenta-
tion unitaire irréductible T de N, et une seule 2 &quivalence pris, telle

que
an 1(e%F) = eltia.

Notons % 1'espace de T. On sait (S&gal, Shale , Weil) qu'il existe une re-
présentation unitaire unique S de Mp (V) dans /) telle que :

(12) SET@SE ™! = T(x(n))

pour tout X ¢ Mp(V) et n ¢ N, et

(13) S(e) = - 1d .

Soit % un sous-espace lagrangien du complexifié V‘x de V. C'est une sous-
algdbre de Lie de Bes et donc % opére dans 1'espace %~ des vecteurs diffé-
rentiables de la représentation T. On note q(%) le nombre de valeurs propres
strictement négatives de 1a matrice assocife 2 la forme hermitienne

v+ iB(v,\-r) sur L. On sait (cf. [Du] ch. I) que

(14) H (2, %) = {0) si j #q(R)
. . - l
(15) dim Hq(&)(&'” )
Soit X un Elément de Mp(V) stabilisant %. I1 opire dans Hq(l) *, ).
On note pl(?{) le scalaire obtenu. On a ([Du], ch. I) -
~ 2
(16) pl(x) = det(x | %)
(17) pl(e) =-1 .
Posons V' = (1 - x)V. Notons nl(x) le nombre,compté avec multiplicité,

de valeurs propres de x dans £ n V qui sont dans 1'intervalle ]l,=[. Notons
q,(x) = q(% n Vg). Posons
- B, () *q, (x)
~, —-— - ~ -l
(18) S0, (x) = (-1 py(X)det((1 - x) | & n Vg) .
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(19) LEMME.- Soient % et L' deux sous-espaces lagrangiens de VC’ et
X ¢ Mp(V) stabilisant % et £'. On a

o&(;) -o&. x) .
DEHONSTRATION.- Posons

(20) m=2nVe, m' =2"nVe.

Les espaces m/m n m' et m'/m n m' sont en dualité non dégénérée x-invariante.

On a donc :
21) det((1 = x) | o/m n m') = det((1 - x-l)| m'/mnm')
dim m'/mnm’
= (-1) det(x | m/m n m') det ((1'=-x) |m'/m nm')
De manid3re &vidente on a :

(22) det(x |m/m n m') = det(x |2/ n 2').

Dans [Du], ch I, il est montré qu'il existe un nombre ¢

2,(x) e {¢1} tel que

~ ~ .
(23) p&(x)/py(x) det(x | 2/ n L") e&&.(x) .
Le lemme (19) résulte donc du lemme suivant.

(24) LEMME.- Les notations &tant comme en (20) et (23), on a :
nl(x)*nz.(x)Oqﬁ(x)¢$£,(x)+dim o/mam’

El 2,'(X) = (-1) - -

DEMONSTRATION.- Si V est somme directe de deux sous-espaces symplectiques v,
et Vz. stables par x, et tels que £ = (2 n V"c) e (L n VZ,C) et de méme
pour L', on voit facilement qu'il suffit de démontrer les assertions cor-
respondantes pour les restrictions de x 2 Vl et Vz. Nous sommes ramenés 3

démontrer (24) dans les trois cas suivants :
ler_cas : x = 1. C'est clair.

éme o s
2____cas : Les valeurs propres de x ne sont pas positives. Dans ce cas
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nl(x) - nl.(x) = 0, et (24) est la formule donnée dans (Du], I,lO.

gﬁf__ggg : Les valeurs propres de x sont positives et différentes de 1. Dans

ce cas on sait ([Du], I1.10) que € g (X)=1. 11 faut donc montrer que 1'ex-
9

posant de (-1) dans (24) est pair, —

Posons r = _9:/(& n VC)' U=gnV, S = (orthogonal de U dans V), W = S/U.
Alors r est un sous-espace lagrangien de W, totalement complexe. Soit )
une valeur propre de x dans r. Comme ) est réel, ) est valeur propre dans
E (le conjugué de r) avec la méme multiplicité. Par dualité, )‘-l est valeur
propre dans r avec la méme multiplicité. Les espaces propres correspondants
sont totalement isotropes pour la forme v -+ iB(v,v). On voit que la dimen-
sion de r est paire et &gale a 2gl(x). Si s est un espace x-stable, on note
m(s) le nombre de valeurs propres de x dans s qui sont dans 1'intervalle
J1,o [, comptées avec multiplicité. On a qg(x) = m(r), et donc

q;&(x) + n&(x) = m(2). De méme qy(x) + n&'.—(x) =m(R').

Les espaces 2/% n &' et £'/2 n L' &tant en dualité non dégénérée
x-invariante, on a m(£/¢ n ') + m(2'/2 n ') = dim(2/2 n L").

Soit e 1'exposant de (~1) dans (18). On a

e=m(2) + m(L') + dim(2/L n L")

m(2/2 n L") + m(2'/2 0 L") + 2m(g a L") + dim(R/2 n L")

2 dim(2/2 n ') + 2m(2 n &")

0 mod(2). C.Q.F.D.

Soit X € MP(V). I1 existe un sous-espace lagrangien % de V¢ stable

par x. On pose :

(25) o(x) = o&&).

La d&finition (25) est légitime 2 cause du lemme (19). De (17), on déduit
(26) 0(x) = - d(eX).

En vue du paragraphe 3, nous calculons ¢ dans un cas particulier. Soit
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X ¢ sp(V) un €lément elliptique (i.e. semi-simple 2 valeurs propres imagi-

naires pures). Posons x = exp(X) ¢ Mp(V). Soit 2 un sous-espace lagrangien

de Vc stable par X. On pose pz(x) = % tr(X|2). On a

3@ (D
@n 0@ = D eT  det(@-m|2avp”

En effet, considérons le stabilisateur de % dans Mp(V). Alors Py est un ca-
Py (®) -
ractére de ce sous-groupe, et donc pl(;) = e . D'autre part, nz(x) = 0.

La fonction ¢ est essentiellement le caract2re de la représentation mé-
taplectique S. Considérons d'abord un &lément x ¢ Mp(V), régulier dans
Mp(V), c'est-a-dire dont le centralisateur dans sp(V) est une sous-algébre
de Cartan. On sait que S est une représentation tragable de Mp(V), et
(d'aprés Harish-Chandra) que son caractire est différentiable au voisinage
de X. Nous noterons tr S(X) sa valeur en X. D'aprés [T], on a

(28) o(xX) = tr S(X).

REMARQUE.- On peut interpréter (28) comme une formule d'Euler-Poincaré.
Soit X ¢ Mp(V) un Elément régulier, et soit £ un sous-espace lagrangien
stable par x de Vc. Remarquant que (1l - x)V = V, tenant compte de (28),
(18), (15), (14), et supposant nn(x) =0, on a :

(29) det(() - x) | 2) tr s = § (=D ex&| B2, B7).

imo
Cette formule "formellement &vidente" est donc valable avec des restrictions
analogues (nl(x) = 0) 2 celles que l'on rencontre dans la conjecture
d'0Osborne (cf. [He - S. 2]).

Nous généralisons (28) 3 tous les &léments X e Mp(V) tels que x soit
semi-simple, en utilisant la méthode de descente. Soit  1'ensemble des f € Ef
tels que f(E) = 1. On sait que c'est une orbite de N dans gf, et que la
formule de Kirillov est valable : dans n on a 1'identité de fonctions géné-

ralisées

(30) tr T(eX) = j'

X g gy .
Q (9]
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Comme dans 1'exemple | du § 1, on définit une fonction généralisée
tr(T(n)S(x)) sur N, le sous-groupe Z des points fixes de x dans N, et la
décomposition (1) de n. Sur z la fonction généralisée donnée par la formule
(5) devient tr(T(eX)s®)).

PR
(31) THEOREME.- Dans z, on a 1'identité de fonctions généralisées :
~ f i
er (1)) = oG J T s I
* Qnz
Qnz -
La démonstration se fait comme celle de (28) dans [T]. Nous n'en disons pas
plus, car nous n'utiliserons pas le théoréme. Son intérét pour nous est de

justifier la définition (25). Remarquons que, pour X = 1, (31) est la for-
mule de Kirillov (30) et pour x régulier, la formule (28).

II.3.- LE CAS DE LA SéRIE DISCRETE DES GROUPES SEMI-SIMPLES CONNEXES

Dans ce paragraphe, G est un groupe de Lie semi-simple connexe. On fixe
une décomposition de Cartan g =k opde g, on note K le sous-groupe analy-
tique de G d'algdbre k. On sait que K contieﬁt le centre ' de G et que K/T
est compact. On suppose que k et g ont le méme rang. Soit t une sous-algdbre
de Cartan de k. On choisit un &l&ment )\ ¢ Ef' régulier dans 5'. On note

Q = G\ . On emploie les notations du paragraphe I.2. On pose :

1
n p=3 Z o .
+
aed
On dit que )\ est admissible si \+p est différentielle d'un caractére de T.

Dans la suite, nous supposons ) admissible.

A )\, Harish-Chandra associe dans [H-C. 3] une fonction généralisée
OA sur G. Rappelons-en la définition. Soit £ = dim t. Soit, pour g € G,
D(g) le coefficient de g dans det(t # 1 - ad(g)). Soit G' 1'ensemble des
éléments réguliers de G. Si © est une fonction généralisée sur G invariante
par automorphismes intérieurs, et vecteur propre pour l'action de Z(g),

@ est C” dans G'.

D'aprés [H-C . 3], il existe une et une seule fonction généralisée,

notée GA sur G, invariante par automorphismes intérieurs, vecteur propre

1/2

pour Z(g), telle que |D| |eA| soit bornée sur G', et telle que, pour tout
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X ¢ t tel que ex e G', on ait :

iw(X)
X 7éinp wzu .
(2) Sx(e ) = (-1) <
7@ -5
n (e -e )

+
aed
(Harish-Chandra suppose I' fini, mais cela n'est pas nécessaire). Dans

[H-C. 4], Harish-Chandra montre que GA est le caractére d'une représenta-
tion unitaire irréductible de G, que nous noterons T

e = 6X .

A Nous poserons

Soit s un €lément de T. L'automorphisme ads de g est elliptique. Nous
employons les notations z et q du paragraphe 1. Nous posons ns = 3’ n Q.
C'est 1'ensemble des points fixes de s dans (). L'ensemble Qs est une sous-
variété symplectique de Q. Il est réunion d'orbites de Z dans Ef et la

seconde structure symplectique dont il est muni coincide avec la premiére.

Soit f ¢ 2. On note G(f) le centralisateur de f dans G et g(f) son
algébre de Lie. On munit g/g(f) de la structure symplectique déduite de
X,Y + f[X,Y] par passage au quotient. On note é??) 1'ensemble des couples
(g,m) ol g ¢ G(f), m ¢ Mp(g/g(f)) ont méme image dans Sp(g/g(f)). On note
encore e 1'élément (1,e) de é?f). Comme G(f) est connexe (car conjugué de
G(A) = T) et comme ) est admissible, il existe un caractire x. et un seul

~ .
de G(f) tel que 1'on ait :

(3) xf(e) ==

if (X)

) xg(eh) = e Xegld .

~
Soit (g,m) ¢ G(f). Rappelons la définition (2.25) de la fonction ¢ sur
Mp(g/g(f)). On pose

(5) wg(f) = xf((g,m)')O(m) .
A cause de (3 ) et (2.26), ¢g(f) ne dépend pas du choix de (g,m) ¢ 6??)
représentant g. Par transport de structure, on a, pour tout h ¢ G, f ¢ Q,

g e G(f) :

(6) ey () =y (f)
hgh &
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Si f € Qs, on a évidemment s ¢ G(f), de sorte que w' est une fonction
bien définie sur Qs, et la formule (1.19)montre qu'elle est constante sur les

orbites de Z dans 9., et en particulier localement constante.

Soit € > O. On note L‘é 1l'ensemble des X ¢ g tels que les valeurs propres
z de adX vérifient |Im(c)| < € (Im(g) est la partie imaginaire de 7). Comme
ads est elliptique, si € est assez petit (dépendant de s), 1l'ouvert tt nz
vérifie les conditions de 1'ouvert ¥ du paragraphe l. Dans ﬁ: nz, éq dé-

finit la fonction généralisée es par la formule (1.6).

(7) THEOREME.- Dans v; nz, on a 1'identité de fonctions généralisées

5 JRE AR £ {6 9)
S0 = | e v (£)dBy () .

Qs s
REMARQUES.- 1) Pour s = 1, (7) est la formule de Kirillov, démontrée dans

ce cas par Rossmann.
2) On notera l'analogie de (7) et (2.31).

3) Par construction méme de © dans [H-C. 3], 53 est une combinsison linéaire
de transformées de Fourier d'orbites de Z dans 37. Le théoréme (7) décrit

cette combinaison linéaire.
DEMONSTRATION.- Définissons une fonction généralisée sur z par la formule :

if

®) v_ (%) -j LD, (£ras () .

s s Q

Q 8
s

D'aprds [H-C .3], 58 est une restriction 2 U} n z d'une combinaison linéaire
de transformées de Fourier d'orbites de la forme 2 Ai' ol les Ai sont des
éléments de Ef réguliers dans gf. Il en est de méme de Vg Donc §s et v_
sont différentiables en tout point X de t régulier dans z. Le théoréme
d'unicité ([H-C. 3], corollaire du lemme 28) montre qu'il suffit, pour dé-
montrer (7), de démontrer que pour tout X d'un ouvert dense de LZ;\E

formé d'éléments réguliers, on a :
9) es(x) - vs(X) .
Or ceci est en principe facile : §.(X) est donné par la formule (2),

et vs(X) par la formule de Rossmann (1.5.12), appliquée 2 chacune de orbites

de la composante neutre z° de Z dans Q.. (On pourrait, mais sans doute
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au détriment de la clarté,abréger les calculs ci-dessous en s'appuyant
encore plus ceux de [H-C. 3], qui donne des formules pour 58.(Inversement, la

formule (7) permettrait de simplifier 1'exposé de [H~C. 3] de 1'existence de ©).
Nous procé&dons au calcul de vs(x), pour X € t.

Rappelons que W est le normalisateur de T dans G, modulo T. Comme en
(I.2), on note wo le nomalisa:eur de T dans Z°, modulo T, et on choisit le
méme systéme de représentant W des classes HO\H. Comme dans le lemme
(1.2.7), on a :

(10) o= U 2°a (réunion disjointe).
1
oe W
Notons \')o la fonction généralisée sur z transformée de Fourier de 1'orbite
o
Zo\ :

(an v (%) .J Mg () .

z°ox Z o
Comme en (I1.4), nous notons 2° 1'ensemble des racines de L dans Zg» A]
1'ensemble des racines de L dans qg° de sorte que

o

(12) A= Al ud (réunion disjointe).

1 1 1,+ 1 +
On pose A = A n A, A’ =AM nb,p =pnz, P ="Png k =kngz
l_Lo'B_ng.p-oo+pl,etc...On pose

a3) n = # {aes®”, o @ e -2} .

D'aprés la formule de Rossmann (I.5.12), on a
. 2 e(w) ewcl)\()()
ﬂl‘__’+—2—d1mgo wewo

(14) "O(X) = (-1)

n a(X)
Ao‘+
[ T74Y

Calculons ws(o)\). On a G(oA) = T. Soit Y € t tel que eY = 5. Posons
L = Z By ol By est le sous-espace radiciel correspondant 2 a. Alors £,
+

aed
identifié 2 un sous~espace de (g_/&(ck))a, est lagrangien et stable par
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G(o)r).

Notons q(0) le nombre de valeurs propres < O de la matrice repré&sentant
la forme hermitienne iak[x,i] sur g¢ n £. Il résulte de (2.27) et (5) que
1'on a

(15) ¢s(cx) - (-l)Q(U) e(iox+p)(y)
T e,
n (l-e‘:x Y))
a.eAl'*

Comme eY = s appartient 2 Z, il est facile de voir que l'on a :

(16) einA(Y) - eioA(Y) pour v e wo

On peut donc écrire :

Py (Y)
e 1
(17) WS(CX)\)G(X) - a —a x T ax) *
f(y) Z(Y) 0,+
(e -e ) aed’
aeAl'*
x ] 1) elw) eI
weW
1
ol 1'on a posé
1 1,+
m_++ dim +# A’ + q(o)
(18) t@ - o 2k @ .

Calculons T(0). Posons
19 c#laes, oM@ e -0
(19) L # la € o » 0 (a) €
Py = # lae A;’+ s o @ e o)
-] +
L= # {a ¢ A: y0 (@) e-01).
On sait que 1'on a :

(20) q(o) = LR
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Par hypoth2se, 0o permute AZ" (car 0 ¢ HI). Donc
0,4+ _ +
(21) By % By *+ # Og #4; .

On calcule (o) = det(o | t) de deux manidres, suivant que o est considéré
comme élément du groupe de Weyl de Ac ou de A. On a :

L

(22) €@ = (-1 °

et posant t = # {a € 25 oM@ e - aY)
Yo

(23) e(o) = (-1) .

On voit dc;nc que

(24) n, = o mod (2).

De (18), (20), (21), (22) et (24), on déduit que T(0) est indépendant

de 0 ; plus précisément :

lc:lim
] P
(25) T(0) = (-1) .

Par définition de Vs et compte tenu de (10), on a

(26) VX = T e (o)) v (%)
Ge"l

On trouve :

1 .. p (Y)
Tdmg e° 1
@7 v (X) = (-1 = PP ST6)
5(\') - ?(Y) 0.+
(e - e ) aed’
aeAl"
Z ew) eiuA(X*Y)
8 weW

Calculons §8(X). On a :
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a a
‘ Q-E(X) ) e‘ Y(X)
(28) JE(X) - no . —®
aed’
1
- a Q
(29) |det(1 - ad(lex)’ 3]2 - T ei(X+Y) - 7+
1 a a
5 1,+ =(Y) - (1)
|det (1 - ads) | )|2 aed o2 -e ¢
!

(C'est &vident 3 un facteur prés ne dépendant pas de X. On fixe la constante

en faisant X = 0).
2xey) - 2(xe1)
p) e 2 ¢

(30) n = =e ,
o a
aed®t -z-(x) - 3X
e - e

En rassemblant (1.6), (2), (28), (29), (30) et (27), on obtient
8, = v (0 ° C.Q.F.D.
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111.- UNE DEMONSTRATION DE LA CONJECTURE DE BLATTNER

III.1.- ENONCE DU THEOREME

Les notations sont celles de II.3. En particulier ® est la fonction

généralisée sur G associée 2 1'€lément A¢ Ef'

Notons P ¢ iE* le sous-groupe formé des Eléments qui sont différentielles
d'un &lément de T. Notons

1 1
pe=7 L @ oo =3 I a,
+ +
aed aed
c n

de sorte que p = Dc + pn.

Pour tout &lément U € it*, et tel que
U+, soit dans P, nous notons Wu la fonction analytique sur K invariante

par automorphismes intérieurs, dont la restriction 3 T est donnée par la

formule
I ew M (X)
X weW
(1) V. (e") =
v 7O - 3®
e -e

+
aed
[

Si u est dominant et régulier, Wu est le caractédre de la représentation
unitaire irréductible de K de poids dominant u -~ Pes d'aprés la formule de

Weyl. De plus, ¥ = e(c)‘t‘u pour tout 0 € W et Wu = 0 si u n'est pas régulier.

ou

Rappelons la définition de la fonction de partition Q sur E Na
aea”
K n
(I.5.4), et de la restriction ® de © 2 K (A.5.2).

(2) THEQOREME (Hecht - Schmid [He-S. 1]). On a

K
(3) 0" = Q) Y. ,
ueg Na 1)‘mu* s
+

n

aed



M. DUFLO, G. HECKMAN et M. VERGNE

la série convergeant faiblement dans 1'espace des fonctions généralisées
sur K.

La formule (3) est appel&e formule de Blattner. Compte tenu de (A.5.3)
A 2 K. La
formule (3) permet de calculer la décomposition de T§ en facteurs irré&duc-
tibles (cf. [He~-S. 1]).

OK est le caractére de la représentation T§ , restriction de T

Nous donnons dans ce chapitre une nouvelle démonstration de (2), comme
application des résultats des chapitres précédents. Nous n'utilisons pas le
fait que © est le caractdre d'une représentation unitaire irr&ductible, et
nous n'utilisons pas non plus le principe de continuation cohérente. Notre
démonstration est donc différente de celle de Hecht etSchmid
[He-S. 1], et de celle de Enright [E]. En fait, puisque nous avons méme re-
démontré la formule de Rossmann, notre démonstration de (2) n'utilise "que"

les articles d'Harish-Chandra jusqu'a [H-C. 3].

I11.2.- DEMONSTRATION DU THEOREME : REDUCTION AU LEMME (III.3.1)

Démontrons la convergence de (3). Elle résulte des deux lemmes bien

connus ci-dessous.

(1) LEMME.- (cf. e.g. [C-R]). Soit 6 un réseau contenu dans P, et a une
fonction sur £ . On suppose qu'il existe une norme || . || sur it* et des

constantes b > 0, ¢ > O telles que |a(u)| < bQlull + 1), Alors la série

Z a(u)y .o converge faiblement dans 1'espace des fonctions généralisées
Le P H DC
sur K.
(L'introduction de 6 n'est utile que lorsque le centre I' de G est
~infini).

(2) LEMME.- La fonction Q(u) vérifie une inégalité de la forme

+
#An

Q)| s bUu 1+ 1)

. + N \
(Le lemme n'a rien 3 voir avec le fait que An provient d'un systéme de ra-

. +
cine et se démontre facilement par récurrence sur #An)'

Nous posons C = GK, et
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3) B=7ZQ(w V.
u ix+p +u
Les fonctions généralisées B et C sont invariantes par automorphismes
intérieurs. Pour démontrer qu'elles sont &gales, il suffit de vérifier

qu'elles coincident dans un voisinage de chaque point s ¢ T.

Fixons s € T. Nous employons les notations Z, Z°, 2, 9 50 =znk,
P, "ZNPP; "PNYs El =k n q . La méthode de descente, appliquée 2 K,
nous améne 3 considérer, pour toute fonction généralisée D sur K invariante
par automorphismes intérieurs, la fonction généralisée Ss définie dans

kK n v‘e par la formule (cf. II.1.5) : 1

. 3 lderi-se® k)P
%) D (X) = j, (X) i D(e"s)
-0

—o

2
|[det 1-8) k)|

(On choisit ¢ > O assez petit pour que tout ce qui suit soit exact).
D'aprés (II.1), pour démontrer 1'&galité de B et C dans un voisinage de s,
il suffit de montrer

(5) Bs =- Cs dans Eo n U‘é

D'aprés (A.4.4), on a :

(6) B, = ﬁ Q(“)(Wi)&pnw)s
Considérons d'autre part la fonction généralisée 53 dans z n b"e . C'est,
d'aprés le théor2me (II.3.7), une combinaison linéaire de transformées de

Fourier d'orbites de z° dans f.*‘ D'aprés (A.6.3), elle admet une restriction

“k
é:o a \_<° nv’e . La propriété de transitivité d'image réciproque de fonctions

généralisées (A.3.5), appliquée aux injections :
(@) }_Onlf/cc_z_n‘l?’ecg

9) Eonv’ckcg
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(et 3 1'image de ces ensembles dans G) permet de comparer E; et §:°.-Posons
pour X e zn kn U; :
1

1 1
[det((1 - se¥) | p)?

1
=adX 7 adX

. e” - e
(10) JBO(X) det(( 5

.

) | py) » n(X) = .
ldeecl - 0] ppl2

Ce sont des fonctions analytiques invariantes par 2° n K, partout > 0,0n a :

k -
an 8°=jint .
s p, ¢

Finalement, nous devons démontrer que l'on a :

1
2 ~
12 §° = T Q) (¥, ), .
(12) s JBO n : Q(u irep_tu's
Nous employons les notations Hl, et pour O ¢ Hl, Vg du paragraphe II.3
(cf. (II.3.11)). On a, d'aprds (II.3.10 et II.3.7), 6; ) RO
1

et donc : oeW
Ko X
(13) 8, =1 | GV
OeW
k

—0 R
ol v est la restriction de v 3 k_.
g o —o

Les résultats du paragraphe II.3 s'appliquent dans le cas particulier
des groupes compacts et permettent de calculer (Wu):. Nous notons
k
6;0 la fonction analytique sur Eo,invariante par le groupe Ko, dont la restric-

tion 2 t est donnée par la formule

ERAC)) LIS
-k-O weW
(14) Bu (X) = it (%) .
0,+
AC

Soit Y € t tel que eY = g. Posons

(ou+p ) (Y)
#A:" e c
(15) alo,u) = (-1) €@ () - &M,

1,+
aed
c
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On trouve :
~ L%
16 v = .
(16) o), 1 : alo,u) ®on
ceW
I1 nous suffit donc de démontrer que, pour chaque o ¢ Wl, on a
1

k - k
o _ -1 .2 s —o
an Vo ¢s(ok) JBO n ‘)i Q) alo, 1).+pn+u) ed(i)&on*u) .

Notons A*(o) le systéme des racines positives rendant iog)\ dominant. On
note Al'+(o) = A] n A*(o), etc... Avec les notations du (II.3), et compte
tenu de (II.3.15, 20 et 21), on a :

#AI” o(u+pc)(Y)
c e

(18) alo,u) = (-1)
) n,, a- eaTY))
act)** (@)
) nlt s
(19) or) = (~1)
Vs - a - ea(Y))
aeAl'+(0)
(20) a.idp ) ¢ @0 . T (- 2D D
aeA;’+(a)

Nous devons donc démontrer

1
k 5 k
—o _ _oaly), .2 ou(X) —o
an v T ey Il e Soginep o)

I,+
ueAn (o)

Remplagant )\ par oA, on voit qu'il suffit de le faire pour ¢ = l. C'est

1'objet du paragraphe suivant

III.3.- FIN DE LA DEMONSTRATION DU THéOREME

Rappelons que Y est un &lément de t, s = eY. Nous considérons 1'orbite
w = z°\ de A dans E" et la transformée de Fourier v de Sw sur z.
{ .
m v = | O
*

z

dBw(f) .
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k
Nous notons v ° la restriction de v 2 Eo =knz. (A.6)

(2) LEMME.- Cn a :

|3 1 ) k
v 1 - ea(‘l)) j2 n T QW M 634_ .
1,+ u Dn H

aed,

. k
DEMONSTRATION.- D'aprés (A.6.3), v ° est la transformée de Fourier de la
mesure J*(Bw)' image sur E; de la mesure B . Pour s = |, le lemme (2) est

précisément le théoréme I1.5.9.

Considérons la distribution d sur Ef dont la transformée de Fourier

est la restriction de j”2 3 t. Nous employons les notatioms 55, HE’ I£ du
paragraphe 1.5, nous posons p: = % I o, pl = fy " po . Ona:
0,4+ n n
aeAn
3) d = § o n I-ia
ip

0,+
n €
a An

On considére de méme la distribution e dont la transformée de Fourier est

la restriction de Il (1 - ea(Y)) n 3 t. On a par un calcul facile :
1,+
a;An'
(%) e= & ;I (5, - oM §_io)
¥ a Al”
€Cn

Compte tenu du théorgme (I.2.5) (appliqué 2 Zo), la méthode de la dé-
montration du théoréme (I.5.9) montre que le lemme (2) est &quivalent 3

1'égalité suivante entre distributions sur Ef:

- u(X)

(5) GX = I H"ia exd I Qp)e 5)‘ -ip -u

0,+ u n
aed,
On a, par définition de Q(u)
® raw Mo = m (] P s )
u U + j=o 1a

acAn

Sia ¢ A;'+ , ona
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() ja(y)
M 6, - i) * ¢ 7 e 8_ija) "
jm=o
Siace Ag’+ , On a: eu(Y) = 1, et donc
Ja) -
® -ia * (] e -1ja.) Bia

j=o

La formule (5) en résulte immédiatement.
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.APPENDICE

RAPPELS SUR LES FONCTIONS GENERALISEES

A.l.- INTRODUCTION

Pour la commodité du lecteur, nous rassemblons ici quelques ré&sultats
sur les fonctions généralisées, leurs fronts d'onde, et leurs images récipro-
ques. Nous renvoyons au chapitre 'géométric aspects of distributions" du
livre de Guillemin et Sternmberg [G-St. 1], ou 2 [Dui] pour un traitement

complet.

A.2.- FRONT D'ONDE

Soit M une variété différentiable. On note m:(H) 1'espace des densités
ca support compact. Une fonction gé&néralisée est une forme linéaire, conti-
nue pour la topologie usuelle, lut?':(H). Notons ¥ (M) 1'espace de ces fonc-

tions. Il contient CQ(H) de manidre canonique.

Une fonction généralisée 6 ¢ ¥ (M) a un front d'onde, noté WF(8). C'est
un cone fermé de T" (M)\O (1'espace cotangent privé de la section nulle).
Si m e M, on pose WF_(8) = WF(8) n T, (M) .

Soit D un opérateur différentiel linéaire 2 coefficient c” sur M. I1
opére dans CQ(H), et il a une extension canonique 2 ¥ (M). Notoms 0(D) le
symbole de D : c'est une fonction différentiable homogéne sur " (M)\0.

Pour &valuer WF(8) nous emploierons exclusivement le lemme suivant (cf. [G.5],
ch. II, prop. 6.7).

(1) LEMME.- Soient 6 et D comme ci-dessus. On suppose que DO est nulle. On

a alors :

WF(8) c {E ¢ T"(M\O, o(D)(E) = 0}
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A.3.- IMAGE RECIPROQUE

Soit N une variété différentiable et soit f : N + M une application

différentiable. Soit I un cdne fermé de T*(M)\O. On dit que f est transverse

*

aTlsi, pour tout n ¢ N, et pour tout £ ¢ I' n Tf(n)

(M), on a :
M EEf (T M) # {0} .

Soit 6 € ¥ (M) et supposons f transverse 3 WF(8). Il y a alors une ma-
niére naturelle de définir f*(e) € &(N). Nous renvoyons a [G-S] , ch. VI
pour la définition . Nous allons juste donner une liste des régles de calcul

que nous utiliserons.
(2) Régle.- Soit 6 € C"(M) (i.e. WF(B) = @). Ona £ (8) =9 o f .

(3) Regle.- Soit 6 ¢ F(M) et v € C“(H). On suppose f transverse 2 WF(0).
Comme WF(¥0) est contenu dans WF(8), f est transverse a WF(v6). On a :

£5(08) = (weo £) £7(8) .

(4) Regle.- Soit 6 ¢ ¥ (M). On suppose f transverse 2 WF(Q).Soit n € N.
Posons m = f(n). Alors Wn(f'(e)) est contenu dans 1'image réciproque
de wrm(e) par 1'application t(df.n).

(5) Régle.- Soit Z une variété& différentiable et g : Z + N une application
différentiable. Soit 6 € §(M). On suppose f et f ocg transverses 3 WF(6).

Alors g est transverse 2 f.(e) et 1l'on a
g (£7(8)) = (Fop)"(0) .

(6) R2gle.- Supposons f submersive. Alors f*(e) est définie pour tout

0 € ¥(M), et 1'application § -+ f*(e) est continue pour les topologies fai-
bles de ¥ (M) et ¥ (N).

(Les régles 2 2 6 sont des conséquences immédiates de [Duil , prop. 1.3.3).

(7) Regle.- Soient n et p deux entiers O S p S n. On suppose que M est un
ouvert de R", et que N est la sous-variété définie par les &quations

x = 0,000, x, - 4] (xl,...,xn sont les coordonnées) .Notons £ 1'injection de

p+l
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N dans M. Soit 8 ¢ F (M) telle que f soit transverse 2 WF(8). Cela veut dire
dans notre situation que pour tout x ¢ N, deH,...,dxn ne s'annulent pas
sur urx(e). Soit Z le sous-espace de R® défini par les &quations x = 0,

X, = 0,...,Xx = 0. Soit Bj u;(:(Z), jn = 1,2,..., une suite d'é&léments posi-
tifs d'intégrale 1, dont les supports tendent en décroissant vers {0}. Soit

aEW:(N). On a :

(8) £°(6) (@) = lim 6(a ® 8;)

Jo

(remarquez que si j est assez grand, le support de a Bj est contenu dans M,

de sorte que 8(a © Bj) est bien défini).

DEMONSTRATION.- Si Y est une distribution 3 support compact sur R", on pose

pour tout V ¢ (RH* :

G = [ eV gy ()

n
R

Sip e F( Rn) est 3 support compact, on pose

Y(v) = f e-iv(x)w(X)dx ,
l(ll

ol dx = t'.lxI dxn. Siv seeesVy sont les coordonnées duales, et

1
. o
dv = dvl dvn, si vy e?l]Ac(M), ona :

- Tv) Pv)dv .
n.«

(2m) (RY

9) viy) =

Soit x, €N, ae (RM*. on suppose a ¥ 0, et a ¢ HFX (8). Par défi-
o
nition de WF(B) il existe un voisinage ’v’x de x_ dans M et un voisinage U.‘
o

de a dans (]Rn)* tels que, pour tout ¢ ¢ C:(?fx ) et tout A > O il existe

B > O tel que °

(10) [ &) (tv)| s Bt ™A

pour tout Vv ¢ "LLB, t> 1.

Sia ¢17:(N), on congidére g comme distribution sur an, de support
contenu dans N. Appliquant les inégalités (10) 2 un voisinage Y dans (RH*

de la sphére unité de 1'orthogonal de RP dans (R") , réunion finie d'ou-

120



PROJECTION D'ORBITES .

verts de la forme ua,, on voit qu'il existe un voisinage 'lb‘; de x, dans M
o
tel que, pour toute fonction ¢ ¢ C:(u); ), 1'intégrale :
[+

1
en®

(12) j 8(v) (08) ™ (v)dv
n, %

(R)

converge absolument pour tout a ¢1(:(N). Elle définit donc une fonction géné-
ralisée sur N, qui, par définition (cf. [Dui), démonstration de 1.3.3) est

f*(we). D'autre part, on a, d'aprés (9)

wGes) =—< [  Gw Ewee mae .
L CURR PP ]

Comme |§j(v)[ est majoré par | et comme sj(v) tend vers 1, le théoréme de

convergence dominée montre que l'on a :
(13) lin(p0) {a @ B;) = £(00) (@) .

La régle (7) se déduit alors, par un argument 'de ovartition de 1'unité
des régles (3) et (5) .

REMARQUE.- L'ensemble des rigles (2) 2 (7) permet de calculer £*(8) pour

toute application f de rang constant.

A.4.- FONCTIONS GENERALISEES INVARIANTES PAR UN GROUPE

Soit G un groupe de Lie opérant de manidre différentiable dans une va-
riété différentiable M. Soit N une sous-variété localement fermée de M. On
note f 1'injection de N dans M. Nous supposons que 1'application
P : (g,x) + gx de G x N dans M est submersive. Dans ce cas 1'ensemble

cN = {gx, 8 ¢ G, X ¢ N} est ouvert et G-invariant dans M.

Soit 6 ¢ ¥ (M) une fonction généralisée G-invariante (i.e. L;(e) =9

pour toute les translations Lg T X o+ 8X).
(2) LEMME.- f est transverse 2 WF(9).

DEMONSTRATION.~ On note, pour tout X dans 1'algdbre de Lie g de G, XH le

champ de vecteurs sur M :
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Xy @) () = :_: v(e Xy

t=0
On a XH(O) = 0. On applique alors le lemme 1.

On peut donc définir £%(8) ¢ F(N), 1 @ £5(8) ¢ F(G x N), et
p'(e) e F(G xN).

(3) LEMME.- On a | @ £7(8) = p*(8) .

DEMONSTRATION.- Le lemme précédent appliqué 3 p'(e) et G x N, montre que
p*(e) admet une restriction a {1} x N. La régle (3.5) montre que cette
restriction est Egale 2 f.*(e). Nous sommes ramenés 3 démontrer le lemme

dans le cas de la variété M = G x N, ce qui est bien connu et facile.

REMARQUE.- Le lemme (3) est une manilre d'énoncer des résultats classiques
d'Harish-Chandra, utilis&s par exemple dans [H-C. 2].

(4) LEMME.- Supposons qu'une suite ej’ j =1,2,... de fonctions généralisées
G-invariantes de ¥ (M) converge faiblement vers une fonction généralisée

6 e F(M). Alors la suite f*(ej) converge faiblement vers f*(9).
DEMONSTRATION.- La régle (3.6) montre qu'il suffit de le faire lorsque M

est &gal 3 G x N. Dans ce cas, ona 6 = 1 @ £*(8), et le résultat est clair.

A.5.- RESTRICTION A K DE FONCTIONS GENERALISEES z(g)-FINIES SUR UN GROUPE
REDUCTIF

Soit G un groupe de Lie réductif connexe. On note Z(g) le centre de
1'algdbre enveloppante U(g) du complexifié &¢ de g. On identifie de la ma-
ni2re usuelle un élément u ¢ U(g) 2 un opérateur différentiel Du invariant
2 gauche sur G. Une fonction généralisée 6 est dite Z(g)-finie si 1'espace

2(g)6 est de dimension finie.

Si g € G, nous identifierons 'I‘l(G) 2 l'algdbre de Lie g de G, et
T_(G) 2 g au moyen de la translation h + hg.De méme nous identifierons .E‘ et
T (G

S( )

On note I(g) 1'ensemble des €léments G-invariants de 1'alg2bre symé-
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trique S(g) de B¢» et I (3) l'ensemble des &léments sans terme constant. On
note . 1'ensemble des zéros de I* (g) dans &

Ecrivons g =593, ol 5est semi-simple, et a centrale. Identifions
1* 2 1'orthogonal de a dans 3*, et 3* 2 g au moyen de la forme de Killing
de s. Alors Y est contenu dans _g' et est l'ensemble des &léments X de s
tels que adX soit nilpotent.

(1) LEMME.- Soit © une fonction généralisée Z(g)-finie sur G. Pour tout

g € G, on a:
wpg(e)c’t

DEMONSTRATION.- Soit P e I*(_g_), un élément homogéne. Il existe un élément
u e Z(g) tel que, pour tout g ¢ G, la restriction de o(Du) a T;(G) ~ _&*
soit &gale 3 p (on prend par exemple pour u le symétrisé de p). Alors @

nst annulée par un opérateur de la forme Dv’ avec v-uk+ aluk-l +o..t a.
Donc Ws(e) est contenu dans l'ensemble des zéros de pk, et donc dans 1'en-

semble des zéros de p, C.Q.F.D.

Soit El ® p, une décomposition de Cartande s, et soit K un sous-groupe

fermé connexe de G dont 1'algdbre de Lie k contient k-

(2) LEMME.- Soit 6 une fonction généralisée sur G, Z(g)-finie. Alors 1'in-

jection de K dans G est transverse 3 WF().

DEHONSTRATION.- Soit k ¢ K. Dans l'identification de T (G) avec g, T (l()
s'identifie au sous-espace k. Il s'agit donc de voir que 1' orthogonal k

de k dans g vérifie
L, n
Comme 7] est contenu dans st et que 5‘ n _s_' s'identifie 2 E’;' il suffit

de vérifier que le seul Elément X ¢ 2 tel que adX soit nilpotent est X = O.

Cela vient de ce que tous les €léments X ¢ p sont semi-simples.
C.Q.F.D
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Si 6 est une fonction généralisée Z(g)-finie, nous noterons GK sa
restriction 3 K (c'est-a-dire £*(8), od f est 1'injection canonique de K

dans G). Elle existe d'aprés le lemme ci-dessus.

Soit T une représentation continue irréductible quasi-simple de G dans
un espace de Banach. Harish-Chandra [H-C. 1] a montré que T est tragable.
Rappelons que cela veut dire que pour tout a gon:(c), 1'opérateur
T(a) = T(g) da(g) est tragable. Le caract2re § de T est la fonction géné-
ralisée 6Otelle que 6(a) = tr T(a) pour tout a ¢ p:(c). Elle est G-invariante
et Z(g)-finie. En particulier, sa restriction eK 2 K est définie. Soit TK
la restriction de T 2 K. La représentation TK est aussi tragable [H-C. 1].
Notons Ke son caract@re, qui est une fonction généralisée sur K.

(3) LEMME.- On a : Ke = SK .

DEMONSTRATION. - Quitte 2 passer 3 un revétement de G, nous pouvons supposer
qu'il existe un sous-groupe B fermé dans G tel que 1'application

k x b + kb réalise un difféomorphisme de K x B sur G. Il nous suffit de
démontrer que pour un ensemble dense d'Eléments a ¢ MC(K). on a
K K

6(a) = 8 (a).

Nous choisissons g tel que Tx(a) = T(a) soit un opérateur de rang fini.
Soit Bj € m:(B) une suite d'&l&ments positifs, d'intégrale 1, dont le sup~
port tend en décroissant vers 1. D'aprés la rigle (6), on a :

eK(a) = lim 6(a @ B,) .
j J
D'autre part :
6(a @ Bj) =tr T(a ® Bj) - tr(T(a)T(Bj))

comme T(ax) est de rang fini, et comme T(Bj) tend fortement vers 1, on a :

lin tr(T(@)T(g;)) = tr T(@) = Yo(a) . C.Q.F.D.

(4) COROLLAIRE.- ([H-C. 1]). Soit k ¢ K un point au voisinage duquel § est

différentiable. Alors Ke est différentiable au voisinage de k, et 1'on a
0(k) = Ko ).
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DéMONSTRATION.- Cela résulte du lemme (3) et des régles (3.2) et (3.3).

A.6.- RESTRICTION A k DE FONCTIONS GENERALISEES I(g)-FINIES SUR UNE
ALGEBRE DE LIE REDUCTIVE

Les notations sont celles du paragraphe A.5. Nous identifions de la
mani&re usuelle S(g) et 1'algébre des opérateurs différentiels 23 coeffi-
cients constants. Le lemme suivant est analoguebau lemme (18) et se dé-

montre de la méme maniére.

(1) LEMME.- Soit y une fonction généralisée dans un ouvert U de 8
I(g)-finie. L'injection de k n U dans 1 est transverse 3 WF({).

k
On peut définir la fonction généralisée y , restriction de y 2 kn v .

Soit Q une orbite de G dans gf. On sait qu'il existe un entier N tel

que

Jr a+hen)y™ a8, (£) < =
Q

Soit P un supplémentaire K-invariant de k dans g. Identifions comme
d'habitude gf 2 Ef 0.27, et soit J la projection de gf sur 5* parallélement

a E*' L'argument du chapitre I.]1 montre que l'on a
-N
@ [ A+ 131 ™ dg_(£) < o
Q Q

L'image J*(eg) de BQ sur Ef est donc tempérée. On pose WQ - ﬁn.
C'est une fonction généralisée sur g, G-invariante et vecteur propre de

I(g). Sa restriction 2 k est domc définie et sera notée wé .
k

On pose : 'wn(x) - I elf(x) dJ*(Bn)(f). C'est la fonction généralisée sur
Yy .
k, transformée de Fourier de J (BQ)' Voici 1'analogue du lemme (6.3)

k k

(3) LEME.- On a w; - "wﬂ .

DEMONSTRATION.- Soit Bn, n=1,2,... une suite d'éléments de EC(R) positifs
d'intégrale 1, dont le support tend vers {0} en décroissant. Soit a eZ?Z(E).

Le théoréme de convergence dominée montre que l'on a :
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k
lim yo(x @ B ) = “Yo()
k k
et donc wn(:!.) = wQ(a), d'aprés la régle (3.7).

De manidre analogue au corollaire du paragraphe précédent, on obtient

(4) COROLLAIRE.- Soit X un point de k au voisinage duquel % est C . Alors
k k

—WQ est C* au voisinage de X et 1'on a Vg (%) = —\PQ(X)-

Rappelons que, d'aprés Harish-Chandra, toute fonction généralisée
G-invariante Z(g)-finie est c” au voisinage de tout point X ¢ g tel que
adX soit semi-simple et tel que le centralisateur z de X dans g ne contienne
pas d'élément nilpotent (En effet, son front d'onde en X est contenu dans
Na E.* = @). On obtient donc :

(5) COROLLAIRE.- Soit X un point de k. Soit z le centralisateur de X dans 8

On suppose que z n p est contenu dans le centre de z. Alors WQ et

_‘J’Q sont C* au voisinage de X, et l'on a wn(X) - 'wQ(X).
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