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SUITES D^NITE ALGEBRIQUES
SATISFAISANT A UNE RELATION DE RECURRENCE LINEAIRE

.par

Benali BENZAGHOU

THEOREME 1. Soit (a ) une suite de S-unités d*^! corps de nombres algébriques
k satisfaisant à une relation de récurrence linéaire à coefficients constants.
Alors il existe des S-unités a , a , ... , a , m s 1 telles que pour
P = 0,1,... ,m-l :

a = a . o^ Vf ç N .li+tm p • p '

Pour démontrer ce théorème, introduisons les notations suivantes :

Soit K un corps commutatif, de caractéristique zéro.
00

R ( K ) = { ^ a X 1 1 , a € K , (a ) satisfait à une relation de récur-
rence linéaire à coefficients constants }.

Munie de I1addition des séries habituelles et du produit (de Hadamard) :

i a X ^ i b X ^ î a b X 1 1 .
n=0 n n=0 n n=0 n n

^(K) est une K-algèbre (pour K = <E , c^st une algèbre de convolution de
fractions rationnelles).

Pour E c: K , notons

fô(E,K) = { I a X11 ç R ( K ) , a € E pour tout n }.

LEMME 1. Soit k un corps de nombres, ^ son groupe d'unités. Alors R (^ ,k)
est un sous-groupe du groupe des unités de ( % ( k ) • /

Nous pouvons toujours supposer k galoisien sur Q et soit G = Gal(k/Q) .
Soit a = ^ a X11 € ( % ( Z ( , k ) , alors pour o € G , o a = ^ o(a )X11 € 6î(k) et

b =-TT aa = ^ N(a )X11 € ^(k)
a ÇG n

Comme b2 = <S = ^ X11 (unité de ^(k) )

a est inversible dans f i î (k) .
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LEMME 2. [1] - Soit K un corps commutât if de caractéristique zéro. Un élément
a = I a^ X de R(K) est inversible dans ^(K) si et seulement 8*11 existe des

éléments non nuls o^»... » o^^ de K , m ss 1 .tels que pour v = 0,1,... ,m-l ,
on ait :

a^O
et %+tm = % • "p ' Vt ç ttî .

Par ces deux lemmes, le théorème 1 est démontré dans le cas des unités d'un
corps de nombres.

Définition : Une suite (a ) de Ç est dite de Polya si presque toutes les valua-
tions de ^ sont triviales sur la suite (a ) .n

Une suite de nombres algébriques (a ) est de Polya si la suite (N(a ) ) , où
N(a) est la norme absolue de a , est de Polya dans ^ .

La démonstration du théorème 1 s'achève par la généralisation suivante d'un
résultat de Polya [3] :

LEMME 3. [2] - Soit (a ) une suite de Polya de nombres algébriques. Alors

00

^ a^X11 ç f t(Ç)» ao^ ,..., o^ ç Ç , m ^ 1 tels que
n=0

"y+tm" % % pour ^=0>1,---^-1 ; t €N

Soit K un corps commutatif, notons :
00

§j(K) = { ^ a^X11 ,aPo,....P^i6 K[X] tels que

^p^ et V^'1?^

et §,(E,K) = { ^ aX11 6 §.(K) , a € E pour tout n}.J n j n

THEOREME 2. Soit k un corps de nombres, 9.1 son anneau d'entiers, ^ son
groupe d'unités. Alors :

a) R( î ï ,k ) est une R( g, fi) -algèbre entière, libre de type fini.

b) R ( ^ ( » k ) est son groupe d'unités et

R ( ^ ,k) - g^x g^

^ §Q est un groupe abélien dont tous les éléments sont d'ordre -se (ordre
du groupe des racines de l'unité de k )
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3_ n \ < - " » ^ /

r le nombre de Dirichlet de k .

PROPOSITION. Sj_ k est le groupe des S-ûnités de k , alorss

R(k,.k)- s'^s\

où -t est le nombre de S-unités fondamentales de k——— ————————«— ———^________—_^_———k_ g

Si une suite d*éléments d*un sous-groupe multiplicatif de type fini de Ç satis-

fait à une relation de récurrence linéaire à coefficients constants, alors elle est

formée d1^ nombre fini de progressions géométriques régulièrement emboîtées.
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