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L. CLOZEL

1. INTRODUCTION.

Soit F un corps p-adique. (Nous ne faisons pas d'hypothése sur la caractéris-
tique de F). Si X est une variété analytique sur F, et C un corps de caractéristique
nulle, par exemple le corps des complexes, on peut étudier les distributions sur X
d valeurs dans C : ce sont les formes linéaires sur 1'espace C:(X,C) des fonctions
localement constantes de X dans C.

Comme Daniel Heifetz 1'a montré dans sa thése [9], les propriétés élémentaires
des distributions décrites par exemple dans [11] - comportement par image directe et
inverse, front d'onde, principe de 1a phase stationnaire - s'étendent & de telles
distributions sur les variétés p-adiques. D. Heifetz s'en sert alors pour étendre
aux groupes y-adiques la notion, due & Howe, de front d'onde d'une représentation.

Le but de cette note est de remarquer qu'une autre propriété élémentaire des
distributions, le théoréme d'Atiyah-Bott, s'&tend sans changement notable aux fibrés
sur les variétés V-adiques qui interviennent dans la théorie des représentations
("fibrés admissibles").

Nous démontrons en fait deux "théorémes d'Atiyah-Bott". Le premier (Prop. 1)
ne s'applique qu'aux fibrés de dimension finie et est 1'exact analogue du théoréme
réel ; nous ne faisons qu'esquisser sa démonstration, puisqu'il suffit d'imiter
celle de [11]. Dans le § 4, nous démontrons une extension du théoréme aux fibrés
admissibles de dimension infinie (Prop. 2) : ce sont de tels fibrés qui intervien-
nent, en général, dans la théorie des représentations des groupes réductifs. Dans
les § 5-6, nous appliquons ceci aux représentations admissibles des groupes réduc-
tifs. Nous obtenons ainsi une démonstration trés simple des formules obtenues par
van Dijk pour les caractéres des représentations induites [6], ainsi que les for-
mules analogues pour les caractéres tordus qui interviennent dans la théorie du
changement de base [13]. Ceci donne une preuve trés facile du résultat d'induction
dans la démonstration des identités de Shintani (Théor. 2), au moins pour GL(n).
Pour donner un sens & ce théoréme, nous avons &té amené & étendre aux caractéres
tordus le théoréme d'Harish-Chandra assurant que les caractéres admissibles sont
lisses sur 1'ensemble régulier (Théor. 1).

L'essentiel de ce travail a été fait au printemps 1981, lors d'un séjour au
Sonderforschungsbereich "Theoretische Mathematik" de Bonn. Je suis heureux de
remercier 1'Université de Bonn, et tout particuliérement G. Harder, de leur hospi-
talité. Les résultats ont été annoncés lors d'un colloque organisé & Vancouver en
aott 1981 par W. Casselman.



GROUPES REDUCTIFS P-ADIQUES

2. FIBRES LISSES ET ADMISSIBLES SUR LES VARIéTéS YLADIOUES.

2.1;;Dans la suite de 1'article, F est un corps y-adique (un corps localement com-
pagt non-archimédien) et C un corps de caractéristique nulle. On note |x| la valeur
absolue normalisée de x ¢ F : on a donc |x] € @ c C. On considére des variétés
analytiques X,Y,... sur F ; les morphismes de variétés sont supposés locaiement
analytiques.

.- Soit X une variété analytique sur F. Un fibré vectoriel lisse sur X,E , est
défini de la fagon suivante : localement (sur tout ouvert-fermé assez petit U de X)
on a

() By FUxE,

E étant un espace vectoriel (de dimension finie ou infinie) sur C ; E n'est muni
d'aucune topologie. Si U,V sont deux ouverts-fermés de X, les trivialisations lo-
cales de ¥|, et Z|, donnent de 1a facon habituelle un cocycle

CU,V :UnV=>GL(E).

On suppose que pour tous vecteurs v,w ¢ E, 1'ensemble {y ¢ U n V: CU v(y)v = w}
} )
est ouvert dans U n V.

Une section lisse du fibré & est une section de "€ comme fibré vectoriel donnée,
dans les trivialisations locales (x), par des applications x -+ (x,s(x)) ou s(x) est
une application localement constante U - E. On vérifie que cette définition, pour
un fibré lisse, est indépendante de 1a trivialisation. On note C:(X,Z) 1'espace des
sections lisses a& support compact de &. Un fibré lisse sur X peut étre aussi défini
par la donnée de ses cocycles CU,V : UnV +GL(E) satisfaisant la condition de dif-
férentiabilité, ainsi que l1a relation de cocycle habituelle (cf. e.g. [16, ch. 1]).

Remarque : Cette notion de fibrés est analogue & 1a notion de “"g-faisceaux" de
Bernstein-Zelevinskii [2]. En particulier, le faisceau des sections lisses de & est
un 2-faisceau.

Exemples. 1. Soit X = G/H, ol G est un groupe de Lie sur F et H un sous-groupe fermé
de G. Si L est une représentation lisse ([15] : ce sont les représentations "algé-
briques" de [2]) de H sur un espace vectoriel E sur C, elle définit un fibré homo-
géne lisse & sur X. La représentation jnduite (resp. induite & support compact)
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L. CLOZEL
agit sur les sections lisses (resp. lisses & support compact) de Z.

2. Soit X une variété analytique, U un recouvrement de X par des ouverts-
fermés locaux ; on suppose que pour U ¢ WL, on a un isomorphisme analythue jU de U
sur un ouvert de F", ol n = dim(X).

On définit un cocycle & valeurs dans Cx de la fagon suivante : si U,V ¢ U, on
a une application JUJVI de JV(U nV)e F" dans J (Un V). On peut considérer sa dif-
férentielle d(JUJv ) 5 on définit alors C,J y(x) = ldet(d(JUJv ) )|. Ceci définit un
fibré sur X, noté |A|(X), e fibré des densités sur X. Si ¢ est un section & support
compact de |A|(X), 1'intégrale Jx¢ est bien définie, comme le montre la formule de

changement de variables ([6, Théor. 1]). Une telle section sera appelée densité sur
X.

Les opérations fonctorielles bien connues sur les fibrés différentiables
s'8tendent aux fibrés lisses ; nous ne donnons pas de détails. Si f : X » Y est
localement analytique et si &£ est un fibré lisse sur Y, on peut ainsi dé&finir son
image réciproque f*Z sur X. La fibre de ¥ = f*e au point x ¢ X s'identifie canoni-
quement & la fibre af(x de € au point f(x). Soit € + X, F - Y deux fibrés lisses.
Un morphisme de fibrés de & dans F (Atiyah-Bott [1]) est la donn&e d'un couple (f,r)
ou f est un morphisme : X - Y, et r une section lisse du fibré M(f' F,Z).

Plutdt que de définir le fibré H;om(c}, &) si 9,3 sont de dimension infinie,
précisons les conditions que nous imposons & r. Tout d'abord, r est la donnée d'une
famille d'homomorphismes r(x) : (f‘:F)x = sf(x) + E,. La condition de différen-
tiabilité est 1a suivante : fixons des trivialisations locales F = U x F, €=V xE,
U étant un voisinage de f(x) et V c f'l(U) un voisinage de x. On peut alors identi-
fier r(y), pour y ¢ V, & un homomorphisme F ~ E ; on impose que pour tout u ¢ F,
vekE, 1'ensemble {y ¢ V| r(y)u = v} soit ouvert dans V.

Si (f,r) est un tel morphisme de fibrés, i1 définit une application entre les
espaces de sections C(Y,F) + C(X, &) qui & s(y) associe t(x) = r(x)s(f(x)).

2.2. Soit X une variété analytique, que nous supposons dorénavant compacte. Si Y est
une variété, une action de Y sur X est une application localement analytique

f:Y xX=+X. Elle est localement transitive ([11, p. 312]) si pour tout (y,x), la
différentielle : Ty(Y) > Tf(y.x)(x) est surjective.
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Lemme 1. Soit fo : X+ X un morphisme. I1 existe alors une variété Y munie d'un
point Yo et une action localement transitive f : Y x X + X telle que f(yo,.) = fo.

Démonstration. I1 suffit de considérer le cas ou fo est 1'identité : en effet, si
g : Y x X+ X résout le probléme avec 9, = g(yo,.) égale & 1'identité, on peut con-

sidérer f‘y =9y 0 f ; le diagramme X x Y —— X x Y — X montre que (fy) est lo-

_ (f.1) 9
calement submersive.

Soit alors fo = 1. Le probleéme est évidemment local, donc on peut supposer que
X = (OF)", n = dim(X), l7F étant 1'anneau des entiers de F ; on peut méme supposer
que n=1. Prenant Y = 0,_., 1'application f(y,x) = y + x (avec Yo = 0) donne une dé-
formation localement transitive de 1'identité. 0

Lemme 2. Soit & un fibré lisse de dimension finie sur X, (f,r) un endomorphisme de

€. Soit (fy) une action localement transitive de Y sur X prolongement f = fy .
yeY [}
Alors on peut, au moins pour y dans un voisinage de Yor compléter f_en un morphisme

de fibrés (fy,ry) de ¥, dépendant différentiablement de y, et tel que ry =r,

(4]
Remarque 1. La différentiabilité en y se traduit par 13 coodition suivante : loca-
lement (cf. avant le lemme 1), v'.y est donné par des endomorphismes de 13 fibre
ry(x) :E~+>EolxeVcX. On impose alors que 1'ensemble {(y,x) ¢ Y x V :
ry(x)u = v} soit ouvert dans Y x V pour tous vecteurs u,v € E.

Remarque 2. D'aprés Guillemin-Sternberg ({11, p. 320]), ceci est en général faux
pour les variétés réelles.

Démonstration. On peut écrire X comme réunion disjcinte d'ouverts-compacts qui
trivialisent &, donc & est isomorphe au fibré trivial X x E, dim E <=. On se fixe
un tel isomorphisme : r est alors donné par une application x + r(x) e Hom(E,E),

localement constante. Pour prolonger r = ry en ry (y € Y), i1 suffit d'étendre
o
cette application en une application localement constante de X x Y dans Hom(E,E),

ce qui est évidemment possible. 0

2.3. Dans le cas ou les fibrés considérés sont de dimension infinie, nous allons
introduire une derniére définition. Supposons d'abord que € -+ X est de dimension
finie. Soit f = (fy) : Y x X+ X une action localement transitive de Y sur X,
relevée par des morphismes de fibrés r_. Pour tout y, et toute section y de &, on
notera pour simplifier f;w la section donnée par f;w(x) = ryw(f(_y,x)). Si ¢ est une
densité sur Y, 1'opérateur
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A¢ : (A¢w)(x) = JY¢(y)ryW(f(y.x))dy

est un endomorphisme de C:(X,Zi). En utilisant la propriété de submersivité de f,
on vérifie facilement qu'il est de rang fini. (Si par exemple € est trivial de
fibre C, A, est donné par le noyau k(xy,X,) « c:(x x X), ol
k(xl,xz) = JY ¢(y)d_y/dx est donné par "intégration sur les fibres" ;
XqsXy

Vxl’xz = {y| f(y,xl) = xz} est lisse par transitivité. Il est bien connu qu'un tel
opérateur & noyau lisse est de rang fini).

Supposons maintenant que ¥ - X est de dimension infinie. On dira alors que la
donnée (fy,ry), ou fy est une action localement transitive sur la base relevée par
ry au fibré, est admissible si, pour toute densité ¢ (localement constante & support

compact) sur Y, 1'opérateur A, est de rang fini.

[
Exemple. Supposons que G est un groupe de Lie sur F, et H un sous-groupe fermé.
L'action de G sur X = G/H est localement transitive, et se reléve canoniquement au
fibré défini par une représentation (ﬂH,E) de H. ([11, p. 312-313]). Supposons X
compact. La donnée canonique (g,rg) est alors admissible si la représention ™y est
admissible.

2.4. Soit f : X + X. On rappelle que f est transverse d l'identité si, en tout point
fixe x de f, on a det(l—dfx) # 0. Ceci implique en particulier que les points fixes
de f sont isolés, et donc en nombre fini si X est compacte.

2.5. Nous utiliserons sans commentaires les notions de distributions et de fonctions
généralisées [11], qui s'étendent immédiatement aux variétés p-adiques.

3. LE THEOREME D'ATIYAH-BOTT.
Proposition 1.

Soit £ -+ X un fibré lisse de dimension finie sur la variété compacte X. Soit
f : X » X un endomorphisme de X transverse & 1'identité, relevé au fibré & par r.
Soit (f ,r,) une famille différentiable d'endomorphismes de Z étendant

(for) = (fyo.ryo

), 1'action (fy) de Y sur X étant localement transitive.

. (i) Pour toute densité lisse & support compact ¢(y)dy sur Y, 1'opérateur
AO = I ¢(y)f; dy est de rang fini. Soit trace (A¢) sa trace : 1'application
vyt
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¢ dy » trace(A¢) définit donc une fonction généralisée sur Y.

(ii) Au point Yo» cette fonction généralisée est en fait une fonction lisse, de
valeur

trace(f*) = )) Tﬁg%%§:545% .
xeX o f(x)=x X !

* : ]
Remarque. Dans la formule donnant trace(f ),.dfx est un endomorphisme de 1'espace
tangent T (X), et r(x) : Zx = zf(x) ~ Z, puisque f(x) = x.

Ce théoréme est 1'analogue exact du théoréme d'Atiyah-Bott pour les variétés
réelles, tel qu'il est &noncé par Guillemin-Sternberg [11, ch. VI, Prop. 2.1]. On a
déja esquissé la demonstration de la partie (i). I1 reste & démontrer que la distri-
bution obtenue est une fonction au point Yor et & obtenir la formule de Lefschetz.
Répétons la démonstration bien connue.

En localisant, on voit aisément qu'on peut faire les hypothéses simplifica-
trices suivantes : X = ((9F)", et & trivial égal & X x ct. Le morphisme de fibrés
est alors défini par une fonction lisse r(y,x) e Hom(Cl,Cz). Localisant de nouveau,
on peut supposer r(y,x) constant. On va traiter le cas ol £=X x C (#=1) et o0 r
est 1'identité ; le cas général n'en différe que par les notations. Munissons X de
1a mesure de Haar normalisée sur ((?F)". On écrira y.x pour f(y,x) ; posons
fy,x) = x + g(x,¥), 9(y,x) € (O F)“. On peut supposer de plus que tout y ¢ Y a un
unique point fixe dans X (s'il n'y a pas de point fixe, la Prop. 1 est trivialement
vérifiée). Ce point fixe est donc 1'unique solution de g(y,x) = 0. On utilisera sans
commentaire les différentes propriétés déduite de la locale transitivité dans [11,
Ch. VI].

Si y est une fonction sur X, on a
(A9 () = | outy- ey

- jx{jY SN g YO

XX

dy/ 40 étant la mesure quotient sur la fibre (lisse) Yo' = {(y eY:y.x=x"} On
peut encore écrire ceci :

(hgo) = | (] Oy )9(x")ay/ gy Dex*

g(y.x)=x"=-x
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L. CLOZEL

' d d '
Jx{Jg(y,x)sx'-x¢(y)W(x ¥/ gg)

puisque dg = dx' ; ici dg = g*(dx),oD dx est la mesure de Haar sur 1'image (0FJ" de
g ; dg définit, de la fagon habituelle, une mesure transverse & la mesure sur la

fibre d'équation g(y,x) = Cste : donc dy/d est une mesure sur la fibre. Par inté-
gration sur la diagonale, on obtient alors :

trace A J {I o(y)dy/ , }dx.
® JxJg(y,x)=0 dg

Revenant & la notation originale :
g(y,x) = f(y,x) - x,
on voit que dg = [det(l-(dfy) )ldx
X

au point (x,y) tel que f(y,x) = fy(x) = x, ce qui équivaut & g(y,x) = 0. On peut
donc réécrire ()

(**) trace A = I

) o(y) |det(1-(df) )| “Ldys ) ax

X Jy.x=x

c'est-a-dire :

trace A, = J o(y){ 1 |det(1-(df ) )I’l}dy.
Y y.X=x ¥x

Ceci démontre la Prop. 1 (ii). 0

4. THEOREME D'ATIYAH-BOTT EN DIMENSION INFINIE.

X est toujours une variété compacte, Z + X un fibré vectoriel lisse (de di-
mension finie ou infinie), et (f,r) un endomorphisme de fibré de &, avec f : X » X
transverse & 1'identité. Nous voulons généraliser & cette situation la formule (ii)
de la Prop. 1. Cependant, les traces des endomorphismes r(x), qui apparaissent dans
cette formule, ne sont plus définies ; i1 semble impossible d'associer une trace a
f* sans introduire d'autres données.

(1) Dans les formules qui suivent, (dfy) est la différentielle de fy au point fixe

X. X
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Supposons maintenant que f = f a &té plongée dans une action localement tran-
sitive (f ) complétée par des morph1smes de fibrés (r ) , comme dans le lemme 2.
ey

]
On suppose la donnée (fy,r ) admissible (§. 2.4). Donc, si ¢ est une densité sur Y,

1'opérateur A¢ défini dans le §.2 est de rang fini.

Soit E un espace vectoriel, m une action de la variété Y sur E, i.e. une
application Y x E + E, (y,v) » n(y)v. On dit que = est lisse Si, pour u,v ¢ E,
{y | n(y)u = v} est ouvert, et admissible si, pour toute densité ¢ & support compact
sur Y, m(¢) = Y1r(,y)¢>(,y)d,y (qui a un sens parce que m est lisse) est de rang fini.

Une action admissible a un caractére, qui est la fonction généralisée sur Y définie
par ¢ - trace m(¢).

Revenons au cas qui nous intéresse. Soit x ¢ X, et Yxx ={yeVY: fy(x) =
c'est une variété lisse par submersivité.

Supposons le fibré ¥ trivial. On peut &crire
(B () = [ o(y) ryuly-x)dy
Y
avec y.x = f(y,x) et r : E+E, ¢ & valeurs dans E. Donc

(AW () = Jx{Jy.x=x'°(y) F V(X )Y/ gy DK

11 est donc clair (comme on le voit en décomposant ¢(y) comme produit tensoriel
suivant la fibration de Y sur X donnée par y -+ y.x) que pour tous x,x', 1'opérateur

(y)r., doit étre de rang fini. En particulier, l'action de Y _ sur &  est
¢
y.x=x' y xx x

admissible.
Si y(u)du est une densité sur la fibre Yxx’ trace(ydu) est donc bien défini. On
le notera trace(u|lx)w(u)du ; trace (ultx) est donc une fonction généralisée
Y

XX
sur Yxx

Proposition 2. Soit ¥ + X un fibré vectoriel lisse sur X compacte, (f,r) un endo-

morphisme de Z prolongée par une donnée admissible (fy.ry) . On suppose que, pour
eY
tout y ¢ Y, f est transverse & 1'identité. Si ¢(y)dy est une densité sur Y, elle

définit un opérateur de rang fini A : C (X g)+C (X E). Soit dx une densité
lisse strictement positive sur X. Alors :
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trace(y| 2 ,)¢(y)dy/ 4, y
X

trace A‘» =AJ {j
Xy |det(1-df ), |

XX

L'expression entre accolades a le sens suivant : puisque ¢(y)dy est une densi-
té sur Y, «1>(y)dy/d définit une densité sur la fibre Y 3 on éva]ue alors la fonc-
tion générahsée trace(yl! ) contre la densité ldet(l df ) |~ ¢(y)dy/dx

La proposition a pour conséquence immédiate :

Corollaire. Supposons que pour tout y dans un voisinage de Yor la fonction généra-
lisée trace(ytzx) soit une fonction lisse pour tout point fixe x de fy sur X. Alors
la fonction généralisée ¢dy + trace A sur Y est une fonction lisse en Yor et sa
valeur est donnée par

trace(y, [Z,)
trace(f") = | |mETaFTT
Yo X=X Yo'x
11 suffit en effet de réécrire, dans ce cas, trace A¢ comme une fonction
(1isse) sur Y intégrée contre ¢. 0

Démonstration de la Proposition 2. Le résultat est local sur Y et sur X. On peut
donc supposer que & = X x E (avec dim(E) peut-étre infinie). L'endomorphisme de

fibré est donné par r(y,x) : E ~E ; pour tous u,v € E, 1'ensemble {r{y,x)u = v} est
ouvert dans Y x X, mais r(y,x) n'’est pas nécessairement localement constant en
dimension infinie. Ecrivons comme d'habitude :

AUX) = L({L'x:x.¢<Y)"<¥’x)“¥/dx~}W')d*'-

D'aprés 1'hypothése d'admissibiliteé, A¢ est de rang fini comme opérateur dans
C:(X) ofF = C:(X.‘é). 11 existe donc un sous-espace de dimension finie E' de E tel
que 1'image de A, soit contenue dans C:(X) ®E'. La trace de A¢ est donc égale a la
trace de sa restriction a C:(X) ® E'. Soit E" un supplémentaire de E' dans E,

p: E +E' la projection associée. Puisque "1'intégrale" définissant A n'est qu'une
somme finie, on a

Ago) = DAY = [ (] as1pr()ans g i o
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Autrement dit, comme endomorphisme de C:(X,E'), A° est donné par le noyau
¢(y)pr(x,y) : c'est donc 1'opérateur A& associé d ¢ et & 1'endomorphisme de fibré
p.r(x;y) du fibré vectoriel X x E'. (Notons que p.r(x,y) est maintenant localement
constant d'aprés 1'hypothése sur r). On peut alors appliquer le théoréme d'Atiyah-
Bott pour les fibrés de dimension finie : plus précisément, la formule (*x), & la
fin du §.3 (étendue & un fibré de dimension supérieure & 1) donne :

trace A = J {J trace(pr(y,x))¢(y) dy/dx}dx
X’y

¢ ~ |det(1-dfy)x|

= J {trace J _priy.x)o(y) dy/ 4, ) dx
X Yoo |det(1—dfy)x|

Par construction, J {J o(y)r(y,x)dy/ 4, Jo(x')dx' est dans E' pour tout
X’y

XX

Ve C:(X,E). 11 est donc clair que [ ,¢(y)r(y,x)dy/dx. envoie E dans E'. Par
xx' ’

ailleurs, |det(1-dfy) | est une fonction localement constante sur la variété de

X
(x,y) tels que y.x = x. En prenant Y et X assez petits, on peut donc la supposer
constante (cela dés avant le choix de ¢). On a alors :

trace A, = J trace( |det(1-df ) |'1 J o(y)pr(y,x)dy/ 4, )dx
¢ Ux Yo,

= J trace( |det(1-df ) |-1 J o(y)r(y.x)dy/ 4, )dx
X Y'x Yxx

- puisque le terme J¢(y)r(y,x)dy/dx envoie E dans E' -

= J {trace J TAY.X dy/dx)dx.
X Yo Idet(l-dfy)xl

Mais ceci est précisément 1'é&noncé de la Proposition 2. 0

I1 est clair - par exemple & cause des exemples apparaissant en théorie des
représentations (§.5) que la Proposition 2 et son corollaire ont un analogue pour
certains fibrés vectoriels de dimension infinie sur des variétés réelles. Nous
n'avons essayé ni de les formuler précisément ni de les démontrer. (On ne peut es-
pérer étendre la démonstration ici donnée de la Proposition 2 au cas réel...).
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5. CARACTERES DES GROUPES REDUCTIFS.

5.1. Soit maintenant G = G(F), od G est un groupe réductif connexe sur F. Soit P un
Bgrabolique de G défini sur F, P = P(F) ; soit P = MN une décomposition de Levi de
P. Soit Ty une représentation admissible de longueur finie de M. Son caractére est
alors une distribution 6y s on sait que, sur 1'ensemble Mre des &léments réguliers,
oy est donné par une fonction localement constante ([73).

En faisant agir N trivialement, on peut étendre Ty en une représentation "p de
P. Soit L 1'induite "non-unitaire" de m_de G (c'est la représentation notée
Ind(G,P,np) dans [2, §.2.21]) : elle est donnée par 1'action & gauche de G sur les
fonctions C” de G dans 1'espace de v qui sont localement constantes et satisfont :

f(hg) = mp(h)f(g), h ¢ P.

La représentation LI est encore admissible de longueur finie ([3,4]). Son
caractére 8. est donc une fonction sur Gre » 1'ensemble des &léments réguliers de
G. Nous allons montrer comment le thé&oréme d'Atiyah-Bott (Corollaire de la Prop. 2)
redémontre, sous une forme un peu différente, un théoréme de van Dijk (6] donnant
6, en fonction de oy

La représentation mp (dans un espace V) définit un fibré vectoriel homogéne
lisse sur X = G/P. L'action de G sur X est (localement) transitive, et se reléve
canoniquement en morphisme de fibrés ([11, p.313]). Ce morphisme de fibrés est admis-
sible (cf. e.g. [6, Lemma 4]). Si ¢ ¢ C:(G), la trace de 1'opérateur A¢ (§.2.4)
n'est autre que le caractére de Harish-Chandra trace wG(¢) = OG(¢). Supposons g € G
régulier. Alors g définit un automorphisme transverse & 1'identité de G/P. Pour le
vérifier, i1 suffit en effet de vérifier que si g.x = x (x ¢ X) on a
det((l-dgx)[T (X)) # 0. Dire que g.x = x revient & supposer que g appartient au

X
parabolique Px conjugué & P associé & x ; supposons, & conjugaison prés, Px = P. On

a alors g ¢ P ; 1'espace tangent & X en x s'identifie & g', olg=m+n+ E- est
une décomposition triangulaire de 1'algébre de Lie g de G, avec m = Lie(M) et

n = Lie(N). On peut encore supposer (toujours modulo conjugaison) due geM Ona
alors

det((l-dgx)l ) = det((1-Adg)| _).
T, (X) n
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I1 est bien connu que ce déterminant est non nul pour g régulier. Enfin, si
g.x = x et si on choisit un représentant y de x dans G, y'lgy appartient & P ; si
y 'gy = m, m est régulier et donc trace wp(y'lgy) = trace nM(m) est bien défini.
I1 ne dépend pas du choix de y, et on le notera eM(x'lgx).

Toutes les hypothéses du Corollaire & la Prop. 2 sont alors vérifiées ; la
trace associée par le Corollaire & 1'endomorphisme g s'identifie évidemment au ca-
ractére d'Harish-Chandra GG(g), et 1'on obtient :

Proposition 3. (cf. [6]). Soit g ¢ G régulier. Alors

o y(x " ax)
GG(Q) = é d tMu d ”
xeG/P jdet{i- 9y F
g.x=x

Remarque. La formule donnée par van Dijk ([6, Théor. 3]) est un peu différente (2).
Pour 1'obtenir & partir de 1a formule de Lefschetz, i1 suffit d'utiliser les remar-
ques suivantes : (1) Nous avons considéré une induite non-normalisée, & la diffé-
rence de [6]. I1 faut donc, pour passer & 1'induite "unitaire", remplacer Ty Par

Ty ® 6;/2, ou Gp est le module de P. (2) I1 y a une identité standard liant

1/2
|det(1-adg| _)|, §, et le facteur l§!+T77 de [6]. (3) Les points fixes de g sur G/P
n G

peuvent étre paramétrés par un groupe de Weyl. Nous ne donnons par les détails.

Si la caractéristique de F est nulle, et si C est le corps C des nombres com-
plexes, Harish-Chandra [8] a montré que le caractére d'une représentation admissible
de longueur finie est une fonction localement intégrable. Dans ce cas, la Prop. 3
suffit donc & déterminer le caractére@G (considéré comme distribution sur G tout
entier) & partir de(BM. En caractéristique finie, les méthodes de cet article
devraient permettre de prouver directement queE)G est localement intégrable si GM
1'est (cf. [11, Prop. 2.2] dans le cas réel, quand Ty est de dimension finie).

Dans le cas réel, si 1'on disposait de 1'analogue de la Prop. 2, cette méthode
permettrait aussi d'obtenir, & 1'aide de la formule de Lefschetz, les formules de
caractéres démontrées par Hira¥ [10].

(Z) Pour la formule de van Dijk, i1 faut supposer que C contient |wF|1/2, ou wg est

une uniformisante de F.
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6. CARACTERES TORDUS.

6.1. Dans ce qui suit, nous supposerons pour simplifier que F est de caractéristique
nulle. Remarquons toutefois que la Prop. 4 et le Théor. 1 doivent étre indépendants
de cette hypothése (cf. [71).

Soit G = G(F), ol G est un groupe réductif connexe défini sur F. Soit o un
automorphisme de G d'ordre £ > 1 (on ne suppose pas & premier). On note x° 1'image

de x € G par oO.

2-1
O ¢ 6. On dit que g € G est o-régulier si Ng
1'ensemble des &léments o-réguliers de G.

Pour g ¢ G, soit Ng = gg° ... g

est un élément régulier de G. Soit Gc-reg

Soit P = P(F) un sous-groupe parabolique de G (globalement) invariant par o.
Soit X = G/P ; si g € G, soit g* son image dans X. La Prop. 5 et le Théor. 1 qui
suivent imitent des résultats de Harish-Chandra [71], ainsi que leurs démonstrations.

Proposition 4.(i) Soit v e Go-reg' Alors 1'application
0*
X+ (xx)

est une submersion G -+ X.

(i1) L'application (x,p) -+ xYx'op est une submersion G x P -+ G.

Démonstration. (cf.(7]). En remplagant y par Y' = xvx'o, on vérifie aisément qu'on
peut se placer en x=1 et qu'alors (i) et (ii) sont équivalents & 1'assertion :

g= (Ad(y)%)g+p

ou g, p sont les algébres de Lie sur F de G et P. Ceci se démontre comme dans (7.
Soitp=m@®n, g=n ®m@n une décomposition triangulaire de g. Soit B une forme
bilinéaire symétrique non-dégénérée G-invariante sur g, qu'on peut méme supposer
o-invariante. Soit ¢ = Ker(Ad(Y)-o'l). Si X e c, ona Ad(y)X = c'lx d'ol

Ad(YoY ...Yo Y)X = X, soit Ad(y'lNgY)X = X ; puisque Ng est semi-simple régulier,

on voit que ¢ est formé d'éléments semi-simples.

I1 est bien connu que 1'orthogonal de y pour B est n ; 1'orthogonal de
(Ad(Y'l)-c)g est égal au noyau de 1'adjoint (Ad(y)-o'l), donc & c. Puisque
c nn= {0}, on voit que g = (Ad(y'l)-o)g +p. D
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Comme dans [7, Lemma 13, la Prop. 5 a le Corollaire suivant : puisque 1'appli-
cation G x P + G donnée par (x,p) » xyx °p est submersive, on obtient par intégra-
tion sur les fibres (une fois que des mesures de Haar dg sur G et dp, invariante &
gauche sur P, sont fixées) une application o+ f_ de C"(G x P) dans C:(G) ; cette
application est caractérisée par le fait que, si F ¢ C (G)

IGx Pa(x.p)F(xYx'Up)dx dp = IGF(x)fG’Y(X)dX'

Corollaire de la Proposition 4. Soit a ¢ C. (G x P). Alors 1'application y ~ f @y de

Go-reg dans C* (G) est localement constante

Démonstration. (cf. [7, Lemma 1 (démonstration)]). 0

Soit maintenant P = MN un parabolique minimal de G, et A 1a composante déployée
de M. Nous supposerons de plus qu'il existe un sous-groupe compact de Bruhat-Tits K
de G ([5, §.3.5]) relatif & A tel que o(K) = K. Nous ne savons pas si cette hypo-
thése est toujours vérifiée : elle 1'est, par exemple, quand o est un automorphisme
de changement-de bsge pour un groupe de Chevalley.

Soit w une représentation admissible irréductible de G. On dit que m est
o-stable si w est équivalente & m , o. Dans ce cas, il existe un opérateur ! de
1'espace de n dans lui-méme tel que n(g)I =1 w(g°) pour g e G ; le lemme de Schu-
permet de supposer que (I ) =1 (cf. [13]) aprés multiplication de I0 par un sca-
laire. Dans ce cas, on peut définir une représentation du produit semi-direct G x I,
00 I = {Lose..s o*71), par m(g,ok) = n(g)(1 ).

Sife C:(G), m(f) est de rang fini. L'application f + trace(ﬂ(f)lo) définit
une distribution sur G. On 1'appelle le caractére tordu de m associé au choix de IO.
Cette'distribution sera notée e11 o’ le choix de IO étant sous-entendu.

Plus généralement, nous pouvons considérer une représentation n, admissible
de longueur finie, de G telle que m = m o 0 et que m s'étende & G x L. Une telle
extension é&tant choisie, son caractére tordu est défini de la méme fagon.

Si V est 1'espace de w, on désigne par End°(V) 1'espace des endomorphismes
u:Va-Vtels que x + m(x)u et x + un(x) soient des fonctions lisses de G dans
End(V) ; on a End°(V) = VeV, ol Vest le dual admissible de V.
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Proposition 5. Soit = une représentation admissible de longueur, finie de G, o-stable,

étendue @ G x L. Si y ¢ Go-reg' soit

-1
T L(n(k(.v,o)k )k
Alors T o€ End®°(V), et y » T.y o est une application localement constante de

* °
Gc-reg dans End°(V).

L'intégration est par rapport a& la mesure normalisée dk sur K.

Démonstration. I1 existe une base de voisinages de 1'unité dans G formée de sous-
groupes ouverts distingués de K globalement stables par o. Si K° est un tel sous-
groupe, assez petit, 1'espace V de m est engendré sous G par 1'espace Vo des vec-
teurs fixés par K_ ; Vo est stable par K et par o.

On a a décomposition de Cartan G = K M+K. o0 M' est 1'ensemble des m ¢ M tels
que <u,HM(m) >> 0 pour toute racine a de N par rapport & A ([7, p.991 ; (5, §.3.5]).

Sime M*, 1'application p » m'lpm contracte P ; il existe donc un sous-groupe

ouvert-compact Po de P tel que m'lPom c Ko pour m ¢ M (C71). Soit o 1a fonction
caractéristique de K x Po. Considérons 1'application submersive

GxP+Gxg=G

(x,p) + X(¥>a)x"L.p

ol y e Go—reg' (Prop. 8). Par intégration le long des fibres, a définit une fonction
fq y " f.y sur G x g, identifié & G par (g,0) - g. Par définition,
£

I F(k(y,o)k™}.p)dk dp = j £ (x)F(x,0)dx
K xP 6 Y
0
pour toute fonction F ¢ C:YG x o). Appliquant ceci aux coefficients de m, on obtient:
| n(k(y,o)k ) n(p)k dp = | F (x)n(x,0)dx.
K x PO G y

On sait que V est engendré par les vecteurs de la forme m(g)v = n(klmkz)v,

k: € K, m ¢ n* 3 puisque KVO = Vo. il est donc engendré par ﬂ(KM+)Vo.

Ve Vo Ky
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Pour v ¢ Vo, ke K, me M’, on a:
T, w(km)v = I n(u(y,o)u-l)n(k)ﬂ(m)v du,
y’o K

donc par changement de variable :

Ty oT(km)v = ﬂ(k'O)Ty’cw(m)v.

Par ailleurs :

n(fy)Icn(m)v JKxP n(k(y.o)k'l)w(p)w(m)v dk dp

0

J n(k(y,c)k'ldk.f w(m)n(m'lpm)v dp
K PO

Ty'on(m)v
puisque m'lp me Ko pour p e Po' me M et n(Ko)v = v. Les deux identités obtenues
donnent :

(+) T, omlkm)v = w(k-o)n(fy)low(m)v.

Soit alors V_ 1'espace engendré par les K-translatés de =(f )V. Puisque m est
admissible, dim(Vy) < o, L'identité («), jointe au fait que les n(km)v engendrent V,
montre que T 0 applique V dans Vy Comme de plus Ty o .k = K°T o Pour tout k € K,
ceci 1mp11que en fait que Ty o€ End°(V). Comme de plus la fonct1on f - f‘y est lo-

calement constante, on peut prendre Vy yo pour y au voisinage de Yo € Go-reg‘

Mais alors on voit que pour un tel y, T o reste dans un espace fixe, de dimension
»
finie, de End°(V) ; pour tout v ¢ Vo, 1'application

y - Ty.on(km)v = n(k'°)n(fy)lon(m)v

est localement constante, donc y - Ty L (w e V) est localement constante. Ceci

démontre la Prop. 5. u}

Comme corollaire immédiat, nous avons :
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Théoréme 1. Soit ¢ un automorphisme d'ordre £ du groupe réductif G sur F ; on sup-
pose que o stabilise un sous-groupe de Bruhat-Tits K de G.

Soit ™ une représentation admissible de longueur finie, o-stable, de G &tendue
par I0 a6 xL,

Alors le caractére tordu ©, . de ™ est localement constant sur Go-reg’ et
i
égal a la fonction trace Ty o

Démonstration. Le caractére tordu est évidemment invariant par g - xgx'o (x € G) ;
on en déduit facilement que, pour f ¢ Cm(G), e (f) = trace(I f(y)T, .dy).
c m,0 6 Y0

Si de plus le support de f est dans Go-reg' 1'application y + f(y)Ty o
(y « Supp f) est, d'aprés la Prop. 5, localement constante & valeurs dans End°(V).
On en déduit :

en,o(f) = IGf(y) trace Ty’cdy
Ceci démontre le théor. 1, ainsi que la valeur du caractére :

e"’c(y) = trace Ty,o. 0

6.2. Le Théoréme 1 va maintenant nous permettre d'appliquer la Prop. 2 aux carac--
téres tordus.

Soit donc G = G(F), G réductif connexe sur F de caractéristique 0. Soit
P = MN un parabolique de G stabilisé par ¢ ; on supposera la décomposition de Levi
. choisie de fagon que o(M) = M (3) ; on suppose de plus que g stabilise des sous-
groupes de Bruhat-Tits de G et M.

Soit Ty une représentation admissible de longueur finie g-stable de M, supposée
étendue & M x £. Elle a donc un caractére tordu "M . Soit G la représentation
induite (non normalisée) 1ndMN (“M e l).

La représentation L est o-stable. Elle admet une extension canonique & G » I :
si 1'on réalise g par translation & droite dans 1'espace des fonctions G — VM
f
(VM 1'espace de nM) telles que f(hg) = np(h)f(g) pour h ¢ P, et si I: est 1'opé-
rateur d'entrelacement tel que n(m)Iz = I: (m%) pour m ¢ M, 1'opérateur d'entrela-

cement Ig associe & la fonction f la fonction g = ng sur G définie par

(3) C'est possible = voir §.7.
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ax) = M) (xe ).

Nous pouvons voir la représentation s étendue & G @ £ comme induite a partir
de la représentation L étendue 3 P @ T ; comme telle, elle est réalisée par des

automorphismes du fibré V=6 x V, = (6»Z) x V, surX=G/P. La variété
p M paz M
G x g agit localement transitivement sur X par (g,0).x = g.ox ; de plus :

Lemme 3. Si g ¢ Gc- , 1'action de (g,0) sur X est transverse & 1'identité.

reg

2-1
Démonstration. Rappelons que Ng = gg° ... ¢°

Sixe X,ona (gc)g'x = (Ng)x. En particulier, si x est un point fixe de go,
il est fixé par Ng ; de plus, prenant les différentielles, on voit que
d(gc)i = d(Ng)x comme endomorphisme de TX(X). Si d(go)x fixe £ # 0, on voit donc
que d(Ng)x fixe £. Si g est g-régulier, donc Ng régulier, c'est impossible (cf. §.5).
Donc go est transverse a 1'identité. 0

Soit x ¢ X tel que g x = x. Soit y un représentant de x dans G. On a alors
gyP=yP, soit y'lg,y<J ¢ P. On peut poser _y’lgyo =mn, me M, neN. On vérifie
que m est indépendant, & o-conjugaison prés, du choix de y (u,v ¢ G sont o-conjugués
sius= x'lvxc pour un x ¢ G). Par conséquent, ep’a(y'lgyo) = BM'O(m) est bien
défini et ne dépend que de x : on le notera eM,c(x'lgxo).

Toutes les conditions sont maintenant réunies pour appliquer le corollaire de
la proposition 2 : la variété G x o agit localement transitivement sur X, et g x o
agit de fagon transverse & 1'identité. A tout point fixe x de (y,o), 1a fibre de V'
s'identifie a VM’ et le stabilisateur est égal & yPy % on y représente x ; la fonc-
tion généralisée trace((p,o) Wx) s'identifie canoniquement au caractére tordu
ep'c(y'le"), fonction généralisée sur yPy C. Celui-ci est bien défini en g. On
obtient donc :

Proposition 6. Soit g un élément o-régulier de G. Alors, si eG o est le caracteére

tordu associé & L 1'nd(1rM e 1) et au choix canonique de !g, ona:

-1 ¢

6y (x "gx°)
6g.09) = 1 —Hee
’ xeX  |det(1-d(go),) |
gox=Xx F
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6.3. Nous appliquons maintenant les considérations précédentes aux identités de
Shintani qui apparaissent dans le changement de base. Nous traitons seulement le cas
de GL(n) ; bien que 1'application norme ait &té définie en toute généralité par
Kottwitz ([12]) nous n'avons pu étendre la démonstration suivante au cas général.

Soit donc F un corps local de caractéristique 0, E/F une extension de corps,
cyclique de degré & On note o un générateur de I = Gal(E/F). Soit G = GL(n) ; o
définit un automorphisme d'ordre £ (encore noté o) de G(E), ayant G(F) comme groupe
des points fixes.

Soit F une cldture algébrique de F contenant E. Le groupe GL(n) jouit des deux
propriétés suivantes (cf. [12]) :

i) Deux &léments de G(F) conjugués dans G(F) le sont dans G(F).

ii) Une classe de congugaison dans G(F), qui est rationnelle sur F, contient un
élément de G(F).

A 1'aide des propriétés (i)-(ii), on peut définir une application &, de G(E)
dans les classes ?e conjugaison de G(F), de la fagon suivante : si g ¢ G(E), soit
Ng = gg° ... gUg- . On a (Ng)° = g'l(Ng)g, donc la classe de conjugaison de Ng est
rationnelle sur F. D'aprés (ii), elle rencontre G(F), en une classe de conjugaison
unique d'aprés (i). Cette classe de conjugaison est notée dg.

Les conditions du théoréme 1 sont vérifiées par G(E) muni de 1'automorphisme
o- prendre K = G(OE) ! - donc les caractéres tordus des représentations o-stables
de G(E) sont lisses sur G(E)o-reg (4). Soit m une représentation irréductible admis-
sible de G(F). On dit que la représentation g-stable I de G(E) (ou plutdt le couple
(nm, Ic), ol Ic entrelace 1 et 1 - o et Ié = 1) reléve m si 1'on a 1'identité de
Shintani :

trace I (g)lo = trace m (¥g)

pour tout g o-régulier dans G(E). (On a utilisé, par abus de notation, 1'expression
trace w(g) pour la valeur du caractére m en g, et de méme dans le cas tordu). Cette
définition s'étend immédiatement au cas ol n, II ne sont pas nécessairement irré-
ductibles.

Dans la démonstration des identités de Shintani, il y a essentiellement deux
étapes ; 1'une, fondamentalement arithmétique, consiste & relever des m appartenant
d la série discréte de G(F). L'autre, de nature géométrique, consiste & vérifier que
(I) I1 est trés vraisemblable que les caractéres tordus sont en fait donnés par des
fonctions localement intégrables (cf. [13] pour GL(2)).
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le changement de base commute & 1'induction. Cette deuxidme é&tape reléve de la for-
mule de Lefschetz.

Soit donc P = MN un sous-groupe parabolique de G. Soit Ty une représentation
(admissible de longueur finie) de M(F), (nM,I:: : (I:)n = 1) une représentation
(admissible de longueur finie) g-stable de M(E), munie d'un opérateur d'entrelace-
ment involutif. Par induction, on définit, comme dans les §.5 et 6.2, une représen-
tation e de G(F) et une representat'lon o-stable ng de G(E) munie d'un opérateur
d'entrelacement canonique I défini par I"

Théoréme 2. Supposons que (nM’I:) reléve Ty Alors (nG,Ig) reléve g

2-1
Démonstration. Soit g ¢ G(E). Si Ng = g.g° ... ¢ , on a vu qu'on pouvait &crire

= x(Wg)x"", avec x ¢ G(F) et g ¢ G(F). Donc les &léments Ng et Jg de G(E) sont
conjugués dans G(F) ; appliquant derechef la remarque (i) ci-dessus, on a donc
Ng = y(«l"g),y'1 pour un y ¢ G(E). Si h = ygy™°, on a donc Nh = dg. Autrement dit,
modulo G-conjugaison, on peut supposer que Ng « G(F) ; l1a norme "concréte" Ng est
alors un représentant de la classe J'g. Puisque 1'assertion du Théoréme 2 est in-
changée lorsqu'on remplace g par un g-conjugué, on supposera donc que Ng ¢ G(F).

Notons e: le caractére de LM et eM le caractére tordu de Ty associé a I

D'aprés la Prop. 3 et la Prop. 6, si 1'on "indexe par G les objets analogues pour G, .
on a, sige Ga-reg est tel que Ng ¢ G(F)reg
oMix"Ing x)
oS(Ng) = ] i
m Ng.xzx |det(l-3Wg))T x(F))|F
xeX(F) X

M -1 o
eH.o(x o)

e‘G"C’(g) " gokex |det(1-d(go)
YOX(E) % )TxX(E)lF

On a noté X la variété algébrique G/P. Les expressions © (x Ng X),

n o(x gx°) sont définies comme avant la Prop. 3 et la Prop. 6 Remarquer que
1'automorphisme d(go) de 1'espace T X(E) est F-linéaire, mais non E-linéaire ; son
déterminant est donc pris comme automorphisme de TXX(E) considéré comme F-espace
vectoriel par restriction des scalaires.

11 s'agit tout d'abord de vérifier que les sommations portent sur les mémes
ensembles. Dans GL(n), le centralisateur d'un &lément régulier est un tore. Remar-
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quons que, puisque Ng ¢ G(F), on a
o s &1
g Ng = g(Ng)° = g¢° ... & g = (Ng)g.

Autrement dit, g ¢ T(E) o0 T, le centralisateur de Ng, est un tore défini sur
F. Supposons alors que Ng fixe x ¢ X(F). Ceci veut dire que Ng ¢ Px’ ol P, est un
parabolique (conjugué & P) défini sur F. I1 est facile alors de voir que tout
h ¢ G(E) qui centralise Ng appartient & Px(E) ; en fait, si h commute & 1'&1ément
régulier Ng, i1 appartient & tout sous-groupe de Levi de Px contenant Ng, et Ng
étant semi-simple peut étre inclus dans un sous-groupe de Levi. Donc, si h commute
a Ng, h fixe x.

Lemme 4. On a

{x e X(F) : Ng x = x} = {x ¢ X(E) : gox = x}

Démonstration. Supposons que ox = x (x ¢ X(F)) et Ng x = x. D'aprés ce qui précéde,
puisque g commute & Ng, on a gx = x, d'ol gox = Xx.

Réciproquement, soit x ¢ X(E) tel que gox = x. En appliquant (go)l, on trouve
(Ng)x = x. Puisque g commute & Ng, on a gx = x, d'ol ox = x. 8]

11 suffit donc de comparer les deux expressions pour e et 92 o terme &

terme. Pour x fixé, les deux numérateurs sont &gaux puisque (nM I ) reléve Ty

G

Lemme 5. Si Ng ¢ G(F) fixe x ¢ X(F),

reg

det(1-d = |det(1-d(N
|det( (90)|Txx(g))|F |det(1-d( g)lTxx(F))lF

Démonstration. Soit V = TXX : c'est un espace vectoriel défini sur F. Posant
h = (dg)x e GL(V,E), d'ol Nh = hh® ... hC”"1 = d(Ng)x e GL(V,F), on voit que le
Lemme se réduit & la propriété suivante :

Soit V un espace vectoriel défini sur F, h ¢ GL(V,E) tel que Nh ¢ GL(V,F).
Alors

|detResE/Fv(E)(1-h . o)lF - |detv(F)(l-Nh)lF
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Nous allons montrer qu'il y a en fait &galité sans prendre les valeurs absolues.
Tout d'abord, le membre de droite est &gal 2 detv(E)(l-Nh). (Le déterminant ne
change pas par extension des scalaires) et est alors défini pour tout h e GL(V,E).

(11 appartient & F puisque Nh est une classe rationnelle). I1 s'agit donc de mon-
trer :

det ResE/FV(E)(1°h 0 0) = detv(E)(l-Nh)

pour h € GL(V,E). Les deux membres sont des fonctions algébriques sur GL(V,E)
considéré par restriction des scalaires comme F-groupe. I1 suffit donc de les éva-
luer sur un ensemble Zariski-dense. De plus, ils sont tous deux invariants par
o-conjugaison. En considérant la différentielle de 1'application (x,g) + xgx'o de
G(E) x G(F) dans G(E), on vérifie facilement que 1'ensemble des &léments o-conjugués
a GL(V,F) est Zariski-dense. Le méme type d'argument permet de se restreindre aux
éléments o-conjugués au tore déployé de GL(V,F).

Supposons un instant que V soit de dimension 1. Soit h ¢ GL(V,F) = FX,
L'automorphisme o de ResE/FE = Fl satisfait o2 =1 ; c'est son équation caractéris-

tique puisque l.cz....c!ﬂ"1 sont indépendants. Sur une cldture algébrique de F, 1-ho

se diagonalise donc sous la forme :

ol € est une racine primitive L-iéme de 1'unité. On a donc

L L
d g(1-ho) = 1-h" = det (1-n").

et
ResE/F

En général, si h appartient & un tore déployé de GL(V,F), on peut décomposer V
en somme de droites et appliquer le méme argument. Ceci démontre le lemme 5. 0

Avec cela, on a identifié tous les termes qui apparaissent dans 1'expression

du caractére et du caractére tordu : le Théoréme 2 est démontré. 0

Terminons en indiquant que, dans le cas réel (pour 1'extension E/F = C/R),
1'analogue du Théoréme 2 a é&té démontré, pour tout G, par J. Repka [14]. Par ail-
leurs, le Théoréme 2 est formulé pour des induites non-normalisées. Si K = E ou F,
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et si g = \nd(nM) est une 1ndu1te non normalisée, 1'induite normalisée
= lnd(nM) est égale & 1m:|(1rM 6P K)’ ol 5P K est le module du parabolique P(K).

I1 est facile de vérifier que 8p E(m) = &p F(Nm). On en déduit immédiatement que,

i d 1] .
si C est le corps des complexes, le Théoréme 2 s'&tend sans changement pour les in-
duites normalisées. C'est la forme sous laquelle on 1'utilisera en général.

7. AUTOMORPHISMES DE G ET COMPOSANTES DE LEVI.

On a rejeté dans ce paragraphe la démonstration du résultat suivant, utilisé
dans le §.6.2. Soit F un corps de caractéristique nulle.

Proposition 7. Soit G un groupe réductif connexe défini sur F, o un F-automorphisme
d'ordre fini ¢ de G, et P un F-sous-groupe parabolique de G (globalement) stable par
o. Il existe alors un sous-groupe de Levi M de P, dé&fini sur F et (globalement)
stable par o.

Démonstration. I1 est bien connu (Borel-Tits, IHES Publ. Math. 27) que les F-sous-
groupes de Levi de P sont conjugués par N = N(F). On a donc, si M est un sous-groupe
de Levi quelconque, défini sur F, de P : o(M) = Ad(n) M pour un n ¢ N. Soit

g-1 -2 - -
u=n° n% ... n% ¢ N.On en déduit que Ad(u)M = M. Par conséquent, u ¢ Ng(M). .
Si H est le normalisateur de M dans G, il est bien connu que la composante neutre
(pour l1a topologie de Zariski) de H est &gale & M. Par ailleurs, si u ¢ N normalise
M, c'est encore vrai pour u¥ si x ¢ Z. Comme Z est dense (pour la topologie de
Zariski) dans le groupe & un paramétre, additif, U engendré par u on voit que
U c H ; puisque U est connexe, U c M ; on en déduit, U étant un sous-groupe de N,

que U = {1}.
01-1 01-2 o
On a donc montré que o(M) = Ad(n)M pour un ne N tel que n n ...nn=1,

Soit T = {l,c....ol'l} le groupe fini d'endomorphismes de N engendré par o. Le
groupe de cohomologie non-abélienne H'(T,N) (cf. Serre, Corpe locauz, Annexe au
Chap. VII) est représenté par les cocycles y + Z e N (y e T) tels que

ZW Y (ZY )Y, Soit x = nle cocycle Z 4 = xx° ... x9°7% (k 2 0) ne dépend
que de k modulo £, et définit un &lément de Hi(T,N). On va montrer (rappelons que
Hl(r.N) est muni d'un &lément distingué, qu'on notera 0).

Lemme 6. On a

HY(r.N) = {0).
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On en déduit que ZY = y'lyY pour un y € N. En particulier, n = yCy. Puisque
o(M) = Ad(n)M, on voit que Ad(y)M est o-stable, d'ol la Proposition 7. D

Démonstration du lemme 6. Soit Z = Z(F) le centre de N, N' = !/Z le groupe algé-
brique quotient, N' = N'(F). Puisque la cohomologie galoisienne de Z est triviale,
on a la suite exacte des points & valeurs dans F :

1+Z+N->N 1.

Le groupe T' agit par F-automorphismes sur N', et on peut supposer par récur-
rence le lemme 6 vrai pour N' ; comme Z est un groupe additif, donc divisible, on a
aussi Hl(r,Z) = 0. La suite exacte en cohomologie non-abélienne (Serre, loc.cit.,
Proposition 2) donne alors

H (r,2) + H(T,N) » H(T,N')
d'ou H (T,N) = {0}. a]
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