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MULTIPLICITÉ UN POUR LES
ESPACES SYMÉTRIQUES EXPONENTIELS

YVES BENOIST ( * )

Résumé :
On donne une condition suffisante de non multiplicité pour

certaines représentations cycliques liées à des espaces symétriques.
On en déduit que si ( G , H ) est un espace symétrique exponentiel la
représentation Ind'd) est sans multiplicité.

A sufficient non multiplicity condition is given for certain
cyclic représentations which are related to symmetric spaces. In
particular, it is proved that if ( G , H ) is an exponential symmetricftspace thé induced représentation Indu(l) has no multiplicity.
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ESPACES SYMÉTRIQUES EXPONENTIELS

INTRODUCTION :

Soient G un groupe de Lie connexe, o une involution de G , H
l'ensemble des points fixes de o , H sa composante neutre et K un
sous-groupe de G tel que H c K c H. Un couple ( G , K ) est appelé un
espace symétrique. Il est connu que, dans les deux cas suivants :

i ) ( G , K ) espace symétrique riemannien ( i . e . Ad K compact)
ii) (G^ x G . , A ) où A est la diagonale de G. x Ĝ  ( c f . [Ma 13

§ . 5 ) ,
la représentation du groupe G dans l'espace L (G/K) est sans multipli-
cité ( i . e . le commutant de cette représentation est commutatif).

Nous nous plaçons dans le cadre des groupes de Lie résolubles.
Nous montrons que ce résultat est encore vrai si G -a une algèbre de
Lie exponentielle (corol. 3 • 2 . 1 ) , mais peut être mis en défaut pour
un groupe résoluble quelconque (exemple 5 . 5 . 2 ) .

Voici la méthode suivie : nous montrons tout d'abord une éga-
lité du type G = HP "décomposition de Cartan" où P = { g e G/g"1 = g ° )
(prop. 2 . 1 ) . Nous associons ensuite à chaque élément du commutant une
fonction généralisée sur G (l'idée d'une telle association est due à
F. Bruhat : [Br] Chap. 6 ) . Cette dernière est "H-semibiinvariante".
Nous montrons auparavant une propriété des fonctions généralisées
"H-semibiinvariantes" (prop. 2 . 5 ) . Ceci nous permet de montrer q ' j ' u n
automorphisme et un antiautomorphisme du commutant coïncident
( t h . 5 . 1 ) .

En outre, nous précisons la désintégration de cette représen-
tation sur G : les représentations unitaires irréductibles qui y in-
terviennent vérifient î = ir0 ( t h . ^ . 1 . 2 ) . Nous interprétons ceci en
termes de méthode des orbites ( t h . ^ . 5 . 2 ) . Nous terminons par une
propriété de ces représentations irréductibles (corol. ^ . ^ . 2 ) liée à
notre problème par une dualité de Frobenius.

Nous donnons à nos résultats une certaine généralité de façon
à retrouver le cas ( G . x G ^ . A ) ainsi que quelques autres. Ceci a ten-
dance à alourdir les énoncés, mais n'entraîne aucune modification
essentielle dans les démonstrations. On peut donc, en première lectu-
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re, supposer que G est un groupe exponentiel et que la représentation
dont on cherche la désintégration est la représentation de G dans
L^G/H) .

Ces résultats sont annoncés dans CB2] , et développés dans la
première partie de CBl] où les exemples sont traités de façon plus
détaillée.

I. GÉNÉRALITÉS, RAPPELS :

1 . 1 . N$^a^2ns

1.1.1 Soit M une variété (paracompacte), on note l$(M) (resp.
^ ( M ) ) l'espace des fonctions continues (resp. de classe C00) de M à
valeurs dans C, et ^<(M) ( r e s p . ^ ( M ) ) le sous-espace de é(M) (resp.
^(M)) formé des fonctions à support compact. On note ^(M) 1 espace
des densités C" sur M etVlf°W le sous-espace des densités C00 à sup-
port compact. On munit ces ensembles de leur topologie usuelle.

Soient M et N deux variétés, 4> et ^ des éléments de € ( M ) et
^ ( N ) . On note 4> • ^ 1 élément de €(M x N ) donné par, pour ( m , n ) dans
M x N, (4> » ^ ) ( m , n ) = < ( > ( m ) ^ ( n ) . De même, si f et g sont des difféo-
morphismes de M et N, on note f ® g le difféomorphisme de M x N don-
né par, pour (m,n ) dans M x N (f a g ) ( m , n ) = ( f ( m ) , g ( n ) ) . On notera
souvent de la même façon une fonction et sa restriction à un sous-
ensemble.

S o i t « ^ ' ( M ) ^espace des distributions sur M et ^ ' (M) l'espace
des distributions à support compact. Soient Ç dansai ( M ) et 0 dans

a^(M), on note ( Ç , 4 > ) ou ( ç ( x ) , ^ ( x ) ) , avec une lettre muette (notation
abusive), limage de ^ par ç . La distribution conjuguée de Ç est
notée Ç. On a donc, par définition ( Ç , î ) = ( Ç , 4 > ) . S o i t ^ ( M ) l 'espace
des fonctions généralisées sur M ( i . e . le dual de^^M)) ; pour T
dans T(M) et \i dans^^M), on note de même ( T , y ) ou ( T ( x ) , y ( x ) )
l'image de y par T et T la fonction généralisée conjuguée de T.
Soit f un difféomorphisme de M, on note t ^ ( Ç ) la distribution image
de ç par f : ^ 4> € < ? ( M ) ( f ^ ( Ç ) , 4 > ) = ( Ç . 4 > o f ) ; et on note T o f la
fonction çénéralisée image réciproque de T par f : Vu e ^(M)
(T o f , p ) = (T,f ( y ) ) .
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1.1.2 Soit G un groupe de Lie d'algèbre de Lie CL, pour tout
élément g de G, en note X ( g ) , p (g ) , v (g ) et J les difféomorphismes de
G donnés, pour x dans G, par : À ( g ) x = gx, p ( g ) x = xg~1,
Y ( g ) x = gxg"1 et J (x ) s x'1.
Notons exp l'application exponentielle de 4 dans G et m la multiplica-
tion de G.

Une algèbre de Lie CL est dite exponentielle si pour tout X
dans û/ , le nombre complexe i = /^T n'est pas valeur propre de ad X.
Celle-ci est alors résoluble. Un groupe de Lie est dit exponentiel
s'il est connexe., simplement connexe et si son algèbre de Lie A est
exponentielle. Il est équivalent de dire que l'application exponen-
tielle est un difféomorphisme de CL sur G.

Soit o un automorphisme de G, on note encore o l'automorphisme
de ^dérivé de a . Pour X dans ^ (resp. g dans G), on notera parfois
X0 (resp. g°) l'image de X (resp. g) par o . On dit que a est une
involution s'il vérifie a = 1. On note alors H ou G l'ensemble deso
points fixes de cette involution :

H = G = {g e G/g0 = g} , on note aussi
P = {g € G/g0 = g"1} , -^ = {X € 0/X0 = X} et
P = (X e CL/X° = -X} . Soit p la projection canonique de G

sur G/H et exp l'application de p dans G/H donnée par :

V x c p exp X = p(exp X ) .

On a l'égalité 4^ P = Ï et les inclusions :

[^^] c ^ ,C^p] c ^ et Cp,p3 r ^ .

1 . 1 . 5 Soient "}t un Hilbert (séparable) et II une représenta-
tion (continue) de G d'espace V.. On note "}t le Hilbert conjugué de ̂ ,
îi la représentation conjuguée de n et n° la représentation n o o.
Rappelons que l'on appelle commutant de la représentation n l'ensem-
ble

< ( n ) = { A € o S c H ) / ^ g €G J I ( g ) A = A n ( g ) } .

Le commutant ^(n) est une algèbre de Von Neumann. La représentation
II est dite sans multiplicité si et seulement si ^ (11) est commutatif.
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1 * ^ ' yêsSê^rê ^ sî ^* âlyQê-sêEFêêêsSâîï0" :

1.2 .1 Soit G un groupe de Lie et n : G -*• UCX) une représenta-
tion unitaire de G dans un Hilbert *K- • On note V l'espace des vec-
teurs C" de la représentation II :H90 = (v c X/l Application de G dans
'H ; g •*• Iî(g).v est C") muni de sa topologie habituelle et Ït"00

l'antidual de'M00 (i.e. l'espace vectoriel des formes antilinéaires
continues de X00 dans C) muni de la topologie de dual fort. Ces espa-
ces sont réflexifs ; l'antidual de TC" s'identifie à X00 ; soient a
dans X"00 et b dans % œ . On note <a,b> limage de b par a ; on a
<a,b> = <b»a>. L'espace TC6 est dense dans Tt et 'St est dense dans 1t OD.

Pour g dans G, A dans '6(11) et p dans /1^.(G) les opérateurs
n(s )> A» Iî(p) laissent stable y (on note n (g), A et n (p) les
restrictions) et se prolongent de façon unique en des opérateurs
continus de "H"" notés II^(g)> A_^ et Iî^^(p) ; nous oterons parfois
les indices ±» (c.f . [Ça]) .

1 . 2 . 2 Soit L un sous-groupe fermé de G, pp une mesure de Haar
sur G, Ap et AT les fonctions modules de G et L. On note x le carac-
tère de L donné par, pour 1 dans L :

A.(l)
^^i^n-

/•<
Soit c un caractère unitaire de L, la représentation n = Indr(c) :
"induite de L à G du caractère c" se réalise naturellement dans le
quotient L (G/L,c) de l'espace des fonctions mesurables f de G dans Œ
telles que :

Jl
i) \/g e G Vl c L f(gl) = ) ( (1)2 c(l)'1 f (g)

ii) ^,. | f [ 2 dp/, r < °° (c . f . [Be] pour la définition de
j u/ l-i LJ , Li

cette intégrale) par le sous-espace des fonctions pp - presque par-
2 2tout nulles ; si c = 1, on note L (G/L) pour L ( G / L , 1 ) . L'action de G

est donnée par Vg,x e G ( n (g ) f ( x ) = fCg^x) (c . f . [Be ] Chap V 2 . 2 ) .

La description des vecteurs C°° des représentations induites
est due à N. S. Poulsen. Celle-ci prouve en particulier que
(L (G/L,c))°° est inclus dans ^fe(G) ; cette inclusion est une applica-
tion continue (c. f . [Pô] th. 5 .1 ou [Ça] th. 5 . 1 ) .



ESPACES STMETRIQUES EXPONENTIELS

1.2.5 Soit n une représentation unitaire de G. On dit qu'un
élément a de'X-00 est cyclique, s'il n'existe pas d'éléments non nuls
v de y tels que, pour tout g dans G, on ait <a ,n (g )v> = 0. Un tel
couple (II.a) est appelé une représentation cyclique (généralisée).
On dit que deux représentations cycliques (n ,a ) et ( H ' , a ' ) sont
projectivement équivalentes, s'il existe un isomorphisme U qui entre-
lace n et n ' et tel que U^(a) = Xa ' avec \ dans Œ*, et équivalentes
si on peut choisir À = 1.

ExemB^e^ : Soient L un sous-groupe de Lie de G, c un caractè-
re unitaire de L et n = lnd,.(c). On sait que 'X00 est inclus dans '&(G)
(cf . 1.2.2) , dont l'application 6 : 'X00 - Œ donnée par 6 ( f ) = ÎTe7
est un élément d e ^ " ; cet élément est cyclique : en effet, soit f
dans X08 tel que, pour tout g dans G, on ait < ô , I ï ( g ) f > = 0, alors
f(g"1) = 0 et f = 0. Le couple ( n » ô ) est une représentation cyclique.

ëïÊSPElê-S : îent TT une représentation unitaire irréductible
de G et a un vecteur non nul de A° ° , alors le couple ( ïT,a) est une

TT
représentation cyclique : en effet, soit v non nul dansT£~00 , l'en-
semble { T r ( g ) v / g e G} est un sous-ensemble G-invariant de TC° total
dans Tt ; il est donc total dans "K" (c f . [Pô] Corol. 5 . ^ ) .

TT TT

1.5 . Cgeff^c^en^s^des^jeEfêSÊDÊâÈiSQê :

1.5.1 Soient G un groupe de Lie et TT une représentation uni-
taire de G dans un Hilbert H .

TT

Définition : A tout couple (a,b) d'éléments de "XT00, on associe
'——" TT

une fonction généralisée sur G, appelée coefficient de TT en (a,b),
notée T^ ^ et définie par V y c ^(G) (T^ ^,y) = <ïr(u)a,b> .

Rappelons que l'application : (p,a,b) ^ <Tr (v )a ,b> est bien
définie de ^"(G) x "ft"00 x TC90 dans Œ car •ffd.Oa est dans'K00; elle est

C TT TT TT
séparément continue par rapport à p, a et b ; le coefficient T71 .a,D
dépend linéairement de a et antilinéairement de b.

Lemme 1 . 5 . 1 : Avec les notations précédentes ainsi que celles
de 1 .1 , soient a et b dansX"" et o une involution de G ; on a, pour
g dans G
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a) T^ o X(g-1) = T^(^

b) T^ o p(g-1) - T^^

c) ^.b ° J = ^.a

d) ^.b 0 ° s ^b

Démonstration : Comme 1 application : ( u » a » b ) -»• < 7 r ( u ) a » b > est
séparément continue et que^est dense dansy", il suffit de vérifier
ces égalités pour a et b dans "j^. Dans ce cas, les fonctions généra-
lisées sont de "vraies" fonctions et les égalités sont claires.

1.5 .2 Dans le cas de représentations unitaires irréductibles
d*un groupe compact, les coefficients vérifient les relations d^rtho-
gonalité de Schur. Voici un résultat qui permet, dans certains cas,de
suppléer à l*absence de telles relations pour un groupe de Lie quel-
conque.

Lemme 1.3.2 : Soient G un groupe de Lie, TT et ÎT * deux représen-
tations unitaires irréductibles de G, a et b deux éléments de H^et
a* et b * deux éléments ûe^V. w;

a) Si les coefficients T^ . et T^ sont égaux, alors
' a* b T

TT est équivalente à TT ' . '

b ) Dans ce cas, si U est une équivalence unitaire entre
TT et T T ' (en particulier, UfÏT) ^".et U se prolonge en un isomor-

phisme U_ de K,"'00 dans^ît"") alors il existe un nombre complexe X non
nul tel que U^(a) = î a* et U _ ^ ( b ) = À^b ' .

Démonstration : Comme a et b sont non nuls, on peut trouver y ^
et pp dans^ÇG) tels que c = 7 r ( u . . ) a et d = 7 r ( u ^ ) b soient tous deux
non nuls. Notons alors c * = i r^u-Ja* et d * = ^ ( p ^ b * . On a alors
T71 , = T7^ ,. ; en ef fe t , pour p dans ^^ (G) ,

(T71 y ) = < 7 T ( u ) T T ( U ^ ) a , T T ( p ^ ) b > = < - i ï ( u ^ * U * U ^ ) â , b >

ce qui, par un calcul analogue égale (T71 . , , y ) . Mais c et d sont dans
7( et c ' et d ' sont dans ^ , ; T71 , et ' T^ ,, s ' identif ient à
• 7 T T T C , a C , u

des fonctions continues sur G ;
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donc on a, pour tout g dans G <-iï(g)c,d> = <v9(g)c*,d'> .

Considérons alors la somme directe -ff • ir' , représentation de
G d'espace ^^ îr" Si ir et v 9 ne sont pas équivalentes, le commu-
tant ^(ïr « ir') est de dimension 2 : une base en est donnée par les
projecteurs orthogonaux sur H et ^- ,. Donc l'algèbre de Von Neumann
engendrée par (ir « IT'XG) est o? (l ) • rfC^ ,). Or, pour tout g dans G,

1T TT
on a légalité

<(Tr • î r ' ) ( g ) ( c « (-e'n.d • d'> = 0

Cette égalité reste vraie sur l'algèbre de Von Neumann engendrée par
(TT « T T ' ) ( G ) ([Dil] Chap. 1 §5 Corol. 1 p. ^) ; donc, pour A dans

û/Cît^) et B dans ^Cff^.), on a <(A •B)(c « ( - c * ) ) , d • d'> = 0 soit :

< A ( c ) , d > = < B ( c t ) , d ' >

ce qui mène à une contradiction si on choisit A tel que A (c ) = d et
B tel que B (c ' ) = 0. Donc TT et ir* sont équivalentes.

b) Quitte à remplacer a par U^(a) et b par U^(b), on se ramè-
ne au cas où TT = T T ' . Choisissons encore c = 7r(p<)a et d = •îr(up)b non
nuls ; on a, pour tout g dans G <ir(g)c,d> = <-»r(g)c • ,d*> . Or l'algè-
bre de Von Neumann engendrée par TT(G) es t ^CJP) . Comme en a), léga-
lité se prolonge à X(K.) et on a pour tout A dans SW )
<Ac,d> = < A c t , d l > . Si c ' n'est pas colinéaire à c, on peut choisir A
de sorte que Ac = d et A c T = 0 ; ceci mène à une contradiction.
Donc il existe À dans Œ* tel que c * = î~ c et d* = -Ad .

Supposons que l'on ait a i la1, soit alors v * dans.^^G) tel
que, d'une part -ndj ' îa i 0, et d'autre part -ff(p. ) (a-îa') f- 0. Le rai-
sonnement précédent prouve qu'il existe À ' dans ffi tel que
TiÇy ' )a = Ï ' T r ( u ' ) a ' et T r (p? )b ' = X ' T r ( y ? ) b . Cette dernière égalité,
comparée à d ' = Ad et d t 0, donne À ' = À d 'où T r ( v ' ) ( a - À a ' ) = 0.

- -1Contradiction. Donc a = Àa ' et de même b = À b ' .



Y. BENOIST

II. FONCTIONS GÉNÉRALISÉES L'SEMIBlINVARIANTES :

2 . 1 . InYO^u^ons_dans^un_grouge^exgonen^e;L

Voici un résultat tout à fait analogue à la décomposition de
Cartan des groupes de Lie semi-simples.

Proposition 2 . 1 : Soit G un groupe de Lie exponentiel d*algè-
bre de Lie /! muni d'une involution o , alors

1) l'application exponentielle est un difféomorphisme de ̂
sur H ;

2 ) l'application exponentielle est un difféomorphisme de p
sur P ;

5) la multiplication m est un difféomorphisme de H x p sur G.

Dérr.onstration :
1) et 2 ) :
L'égalité o o exp = exp o o donne immédiatement les in-

clusions exp(^) c H et ex p ( p ' ) c P. Réciproquement, si g est dans H
(resp. P ) , on peut trouver X dans il/tel que exp X = g et l'égalité
g° = g (resp. g° = g " 1 ) se réécrit expÇX0) = exp(X)
(resp. exp(X ) = e x p ( - X ) ) . Par injectivité de l'application exponen-
tielle, on en déduit X e I/ (resp. X e p ) . Donc e x p ( f ; . ) = H et
exp(p) = P. L'application exponentielle est un difféomorphisme de .j
sur G, donc par restriction, exp est un difféomorphisme de <', ( resp.^ )
sur H (resp. P ) .

5) :
L'application X -^ 2X de c dans î  est bijective ; donc

2l'application C de P sur P donnée par C ( p ) = p est un difféomorphis-

Si g dans G s'écrit g = hp avec h dans H et p dans P,
on a nécessairement p = (g0)"^ donc p = C'^ 'Ç (g° ̂ g) et h = gp~1.
Donc m est injective.

Réciproquement, soit g dans G, il est clair que (g°) g
est .dans P. Posons alors p '£ •'C~1 { { g ° )~ g) et h = gp ; p est dans P
et h'est dans H, en effet :

10
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Mh0)"1 = gp^tg0)-1 = g^g0)-^)-^0)-1 = e.

On a g = hp. Donc m est surjective.

Les formules donnant m et m"
phisme.

Les formules donnant m et m" sont C00 donc m est un difféomor-

Remarques : On montrerait de même que la multiplication m est
un difféomorphisme de P x H sur G.

On en déduit que (lorsque G est exponentiel) 1 application exp
est un difféomorphisme de ^ sur G/H.

2 . 2 . Exemg^es

La proposition 2 . 1 peut être mise en défaut si on ne suppose
pas que G est exponentiel. Donnons deux exemples :

2 . 2 . 1 Soit G = E(3R ) le revêtement universel du groupe
des déplacements du plan. Les éléments du groupe sont donnés par un
triple! de réels ( 6 , a , b ) : E®^) est difféomorphe à K ' . Le réel 6 est
"l'angle" de la "rotation" et le couple ( a , b ) est "l'image du point
( 0 , 0 ) " par cette "rotation" ; si 9 = 0 , on dit que la "rotation" est
une "translation". La loi de multiplication est :

( 6 , a , b ) ( e ' , a ' , b ' ) = ( 6 + e ' , a+ a'cose - b ' sine, b+ a'sine + b ' c o s e ) .

L'algèbre de Lie de ce groupe 6QR ) est de dimension 5» elle a
pour base { T , X , Y } avec [ T , X ] = Y , [ T , Y ] = -X et [ X , Y ] = 0 . Elle est
résoluble mais pas exponentielle.

On peut voir qu'il n'existe dans EQR ) que deux automorphismes
d'ordre 2 ( à conjugaison près) qui sont :

1) o-, : ( Ô 3 a , b ) -»• ( 8 , - a , - b ) , o. est un automorphisme inté-
rieur, conjugaison avec ( T T , O , O ) qui est la "rotation d'angle TT autour
de ( 0 , 0 ) " . L'automorphisme dérivé est l'application

o : tT + xX + yY -̂  tT - xX - yY.

2 ) o? : ( 9 , a , b ) -»• ( - 6 , a , - b ) , o ? n'est pas un automorphisme
intérieur, c'est la "conjugaison avec la symétrie d'axe O a " . L'auto-

11
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morphisme dérivé est l'application

Op : tT + xX + yY - -tT + xX - yY.

Les conclusions de la proposition 1. 2 sont vérifiées pour o , ,
mais pas pour o = Op .

Si on avait eu l'égalité G = HP, la condition plus faible sui-
vante aurait été vraie : Vg e G ( g 0 ) " 1 € HgH. Cette dernière n'est
même pas vérifiée dans notre exemple ; pour g = ( T T , O , I ) , ( g ° ) n'est
pas dans HgH.

2 . 2 . 2 Soit G le groupe de Lie simple SL(2^R) des matrices
2 x 2 à coefficients réels et de déterminant 1 ; soit OQ l'involution
de G définie par a/JÇ3 b ) ) = ( a " b ) ; o. n'est pas un automorphis-u c Q —c a u i nme intérieur, c'est la conjugaison par l'élément (^ ^ ) .

Soit g = ( 1 " ^ ) , l'élément ( g ° ) ' " 1 = (^ ' ^ ) n'est pas dans
HgH. Donc G n'est pas égal à HP.

2 . 3 . Une^Erogr^e^e_des^fonc^ons^généra^sees
L^senab^nyar^an^es

Définition : Soient G un groupe de Lie, L un sous-groupe de
Lie de G , c et c ' deux caractères de L. Une fonction généralisée T
sur G est dite (L,c,c')-semibiinvariante ((c,c')-semibiinvariante, si
la référence au groupe L n'est pas ambiguë) si elle vérifie :

V ( l , l ' ) e L2 T o X ( l " 1 ) o p ( l ' ~ 1 ) = c ( l ) c ' ( l ' ) T .

Définition : Soient G un groupe de Lie muni d'une involutiono,
L un sous-groupe de Lie de G stable par o . On dit que L vérifie la
propriété 7 , s'il existe une sous-variété Q de G telle que :

i ) la multiplication m de L x Q dans G soit une submersion
surjective ;

i i ) et iii) pour tout q dans Q on ait q e Q e t q q e L ;

iv) pour tout 1 dans L on ait 1Q1 = Q .

12
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On peut maintenant énonce^ :

Proposition 2 . 3 '' Soient G un groupe de Lie muni d'une involu-
tion o , L un sous-groupe de Lie de G stable par c vérifiant la pro-
priété y pour une sous-variété Q , c et c ' deux caractères de L. Alors

1) il existe une fonction fC" sur G , ne s'annulant pas, telle
que pour toute fonction généralisée T sur G (c,c')-semibiinvariante,
on ait

T o J = f . ( T o o ) .

2 ) Si en outre, on a l'égalité c ' = c o o et si c vérifie la
propriété ( p ) •

Vq e Q' c ( q ° q ) c 3R''

alors on a l'égalité

T o J = T o o .

La démonstration est donnée en 2.5 9 cette proposition est un
point clef dans la démonstration des théorème 3. 1 et proposition
^.1.

Remarque 1 : La propriété ( p ) est vérifiée dans les trois cas
suivants :

( p . ) pour tout q dans Q , q ° . q = e ;
( p p ) c est à valeur dans B ;
( p , ) c est la restriction d'un caractère de G , encore

n o t é . c , vérifiant c = c o o .

Remarque 2 : Si on affaiblit les hypothèses de la proposition
2 . 3 en ne supposant pas que la multiplication m de L x Q dans G est
surjective, l'ouvert U= m( L x Q ) est alors stable par les difféomor-
phismes J , o , À ( l ) et p ( l ) ( l e L) et les résultats de la proposi-
tion 2 . 3 restent vrais si on remplace le groupe G par l'ouvert U
( c . f . la démonstration en 2 . 5 ) .

2 . ^ . Exemg^es
2 . ^ . 1 Soit ( G , H ) un espace symétrique, avec G exponentiel,

alors H vérifie la propriété 9 avec Q = P ( c . f . 2 . 1 ) ; dans ce cas

13
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la propriété ( p ) est toujours vérifiée.

2 . ^ . 2 Pour un groupe de Lie G , considérons l'espace symétri-
que (G x G , A ) où A est la diagonale de G x G , ensemble des points
fixes de 1'involution o : o ( x , y ) s ( y » x ) pour x et y dans G ; alors A
vérifie la propriété î avec Q = G x { e } .

2 . ^ . 3 G groupe fini.

Lemme 2 . A . 3 : Soient G un groupe fini, o une involution de G
et K un sous-groupe de G ; on a l'équivalence :

K vérifie <? <=^g € G ( g 0 ) " 1 e K gK.

Démonstration : Si K vérifie ̂  pour un sous-ensemble Q, on
peut alors écrire, pour g dans G , g = k . q , avec k dans K et q dans Q
(d'après i ) ) ; donc

( g 0 ) " 1 = (q^'^k0)'1 = k^g^qr^k0)'1) c KgK d'après iii).

Réciproquement, supposons que tout g de G vérifie ( g ° ) e KgK;
posons Q = { q c G q°q e K} . Soit g dans G , on peut écrire
g = ^(g 0)"^ ; avec k^ et k^ dans k , donc q = k̂ g = (g 0)"^
vérifie q°q = ( k ° ) k? e K ; on a donc g = k.q avec k. dans K et q
dans Q ; ceci prouve i ) . Soit q dans Q , on a l'égalité
(q~ )aq~ = ( o ( q ° q ) ) ~ e K donc q € Q ; ceci prouve i i ) . Le iii)
est évident et le. iv) résulte de ce que tout élément de K est inva-
riant par o . Donc K vérifie la propriété ̂  .

2 . ^ . H Soit ( G , K ) un espace symétrique riemannien de type non
compact ( i . e . G est semi-simple connexe et o est une involution de
Cartan). La décomposition de Cartan prouve que Q = exp p est une sous-
variété de G et que la multiplication m de H x Q sur G est un difféo-
morphisme. Donc K vérifie la propriété ? ( c . f . [ H e ] Chap. VI Th. 1 . 1 ) .

2 . ^ . 5 Soient ( G , K ) un espace symétrique et P comme en 1 . 1 .
P est une sous-variété de G ; en outre, P vérifie i i ) , iii) et iv) ;
P est donc a priori un bon candidat pour être la sous-variété Q de

'̂ st-̂ ?2 . 3 (par exemple, pour G = EQR ) et o = o . ( c . f . 2 . 2 . 1 ) , H vérifie"""^la propriété J pour la sous-variété Q = P . ) . Cependant, dans le cas
général, la multiplication m de K x p dans G n'est pas surjective

14
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(par exemple G = EQR2) et K = G^ ou G = SL(2^R) et K = G^ ; c . f . 2 . 2 ,
dans ces deux cas les conclusions de la proposition 2 . 5 ne sont pas
vérifiées : nous le verrons en 5 . 5 ) .

2 . 4 . 6 Si G est compact, la multiplication m de K x P dans G
est bien surjective mais pas nécessairement une submersion, comme on
peut s'en convaincre avec l'exemple suivant : G = S U ( 2 ) , o est la con-
jugaison avec ( ' 1 ) et K = G . Notre démonstration ne s'adapte pas
à ce cas bien que les résultats des th. 5 . 1 et proposition 4 . 4 . 1 res-
tent vrais.

2 . 4 . 7 Lorsque P ne convient pas, un autre candidat pour Q est
l'ensemble P' = { p e PQ tels que (Adp + Id) |^ est injective). Par
exemple :

^•^a) Soient G = EQR ) , 0 = 0 ^ ( c f . 2 . 2 . 1 ) et
L = { ( k 7 T , a , 0 ) / k e 2, a e 3R} L est stable par o et vérifie la pro-
priété V pour la sous-variété

Q = { ( 6 , - r sin |, r cos |) / r e ] R , 6 c 3R. ̂  ̂  2} .

b ) Soient G = SL(2JO, o = OQ ( c . f . 2 . 2 . 2 ) , w = (^ ^)
et L = G u wG- :

° 0 °0
L = { ( ^ Ŝ  / a € Bx} u { (-^ ^a) / a € J{i<} •

Alors L est stable par o et vérifie la propriété - pour

Q = { ( ^ ^) / ( a , b , c ) e 3R3, a i 0 et a2 - bc = 1 } .

2 . 5 Çem2ns^ra^on^de^a^gr9g2S^^2n^2_^

Principe de la démonstration : on utilise la propriété d'inva-
riance à gauche de la fonction généralisée T pour la restreindre à Q;
on compare alors les restrictions de T o o et T o J .

2 . 5 . 1 Nous avons besoin d'un résultat général :
Lemme 2 . 5 : Soient M et N deux variétés et p : M - N une sub-

mersion. Alors :
a ) Pour toute densité \i C" à support compact sur M, la

15-
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mesure image p ( v ) est une densité C" à support compact sur N.

b) Soit F une fonction généralisée sur N, on note
Ï? = F o p la fonction généralisée définie parVy e ^Ç(M)

(F o p,p) = (F,p^(p)).

c) Si (? , f) est un couple de difféomorphismeû de M et. H,
respectivement, qui vérifie p o ? = f o p ; alors ? o ? = F o f .

d) Soit 4> dans CœW alors ^ = (4> o p)F.

e) Supposons désormais p surjective, l'application F -»- F

est alors injective de ^(N) dans J^(M).

f) (p surjective) Soit a dans C^M), alors il existe 0
dans C^N) tel que tous les couples de fonctions généralisées (F,G)
de^(N) qui vérifient F = aS vérifient F = BG.

La démonstration se fait sans difficulté : le a) est une con-
séquence du théorème du rang constant. Pour f), on choisit une parti-
tion de l'unité Y,, associée à un recouvrement de N par des ouverts U
sur lesquels il existe une section différentiable Sy de p et on pose

B = ^ru a o Sy.

2 . 5 . 2 Soit m : L x Q ^ G la multiplication qui, par hypothèse

est une submersion surjective ; on peut donc, grâce au lemme 2.5.1,
"relever" toute fonction généralisée T sur G en une fonction généra-

lisée T sur L x Q.

Notons î et S les difféomorphismes de L x Q donnés par

y(l,q) e L x Q î(l,q) = ( l'^lq"1!'1)

et ?(l,q) = (l^q^Lq'1)

qui sont bien définis grâce à ii), iii), iv) et à l'invariance de H
par o . Conformément à nos notations (cf. 1 . 1 ) , pour 1 dans L,
^ ( 1 ) « 1 et p(l) » y(l) sont les difféomorphismes de L x Q donnés

par

(k,q) e L x Q ( À ( l ) » l)(k,q) = (1k,q)

et (p(l) ® y ( l ) ) ( k , q ) = (kl'^lql"1).
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Lemme 2 .5 .2 :

a) Inapplication T -^ T de f (G) dans 7 (L x Q) est in-
jective.

b ) Pour toute fonction généralisée T sur G et 1 dans L,
on a

b l ) T o ( À ( l ) « 1) = T o À ( l )
b2) î o ( p ( l ) • y ( l ) ) = î^pïl)
b5) T o î = Ç^J
b ^ ) T o ? = T̂ ô o'

c ) En particulier, si T est ( 0 , 0 * ) - semibiinvariante,
on a

cl) T o ( X ( l " 1 ) 9 1) = c ( l ) T
c2) T o ( p ( l ' 1 ) « Y ( l ~ 1 ) ) = c^DT

Le a) résulte du lemme 2 . 5 . 1 e ) . Par construction, on peut
appliquer aux couples ( À ( l ) ® 1 , X ( 1 ) ) , ( p ( l ) 9 Y ( l ) , p ( l ) ) , ( Î , J ) et
( 0 , 0 ) les résultats du lemme 2 . 5 . 1 c ) , on obtient alors les égalités
du b ) . Le c ) résulte du b ) et de la semibiinvariance de T.

2 . 5 . 5 Nous voulons utiliser les propriétés d1invariance cl)
de la fonction généralisée T pour la restreindre en une fonction géné-
ralisée S de Q. Pour cela nous avons besoin des résultats bien connus:

Lemme 2 . 5 . 3 ;

a ) Soit G un groupe de Lie et F une fonction généralisée
sur G invariante par translation à gauche ( i . e . V g € G F o À ( g ) = F ) .
Alors F est une fonction constante.

b ) Soient M une variété et F une fonction généralisée
sur G x M qui vérifie Vg € G F o ( X ( g ) ® 1) = F, alors il existe
une unique fonction généralisée E sur M telle que F = 1 ® E.

2 . 5 . ^ Calculons maintenant, pour 1 dans L , en utilisant
légalité 2 . 5 . 2 c2) :

( ( c ® 1)T) u ( À ( l ) ® 1) = ( c o À ( l ) ® - 1 ) ( T o ( À ( l ) ® 1 ) ) = ( c ® 1 ) T .

17
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Donc (lemme 2 . 5 . 5 ) » il existe une unique fonction généralisée S sur Q
vérifiant (c « 1)T = 1 « S soit T = c"1 « S.

Puisque T est (c^c»)-semibiinvariante, T o J est (c',c)-semi-
biinvariante et T o o est (c o o, c ' o o)-semibiinvariante ; en
effet, pour 1 dans L

(T o J) o (Xd ) ) = (To p(D) o J = (c'd'^Wo J ^'d'^CT o J)

et

(T o o) o ( X ( l ) ) = (T o X d ° ) ) o o = (cÇod)"1 )^ 00= (c oo(l"1) ) (T o o)

de même

(T o J) o p(l) = cd^UT o J) et (T o o) o p(l) = ( c ' o o(l"1) ) (T oo)

On en déduit qu'il existe des fonctions généralisées S 1 et S" sur Q
telles que

T^J = c'"1 « S 1 et T^o^ = (c0)"1 « S"

Lemme 2 .5 .^ : Notons ^ l'application de Q dans L donnée par
<t>(q) = q0 Q - s» st et s" sont les fonctions généralisées sur Q
définies ci-dessus. On a

a) Vl e L S o yd) = c (l"1) c » d'^S
b) S' = S o J (J désigne ici la restriction de J à Q)
c) S" = (c'1 o 4>)S o J.

Démonstration : Soient \i dans^^(L) et v dans ^^(Q).

a) Calculons : T^pd) = c 'd"1)^ = c td" l)(c' l « S)
(lemme 2 .5 .2 c 2 ) ) ;

d'autre part T o p(l) = Ï o (p(l) a Y ( l ) ) = (c~1 o p( l ) ) 0 (S o yd) )
= C ( 1 ) ( C ' 1 6 S 0 yd))

on en déduit S o yd) = cd" l)c ' d"l)S.

b) Calculons : (T o 3, u ® ^) = ( ( c ~ 1 ® S) o 3, u ® ^)
ce qui en utilisant la définition de 3 et la notation des fonctions
généralisées avec une lettre muette s'écrit :
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(f^J, p • v) = ( (C" 1 0 J ) ( 1 ) , ( S 0 yd) 0 J, v ) v ( l ) )

= (cd^cd'^c'd"1)^ o J, v )v (D) '.d'après a) )
= (c'd'^pdms o J,v) donc

(c '~ 1 • S ' ,y»v)= (c ' • S o J,y 6 v) on en déduit que S 1 = S o J.

c) Calculons (T o o» y • v) = ( ( c 0 S) o o,p • y)
ce qui par définition de o donne

(T o o, u • v) = (S o J (q ) , ( c~ o p((q°q)~ ) o c , \ i } \ ) { q } }
= (S o J(q) , (c"1 o a,\l')c~l{qaq)^){q)}
= (c"1 o o , u ) ( ( c ~ 1 o 4>) SoJ ,v) donc

( (c~ 1 o o) » S",y 6 v) = ( ( c~ 1 o o ) ® ( ( c ~ 1 o 0) So-J ),u ® v) on en
déduit que

S" = (c~1 o <))) SoJ

2 .5 .5 Le lemme 2 .5 . ^ prouve les égalités

T o J = c ' "1 e (S o J) et T o o = (c~1 o o ) ® ( ( c ~ 1 o 4> ) SoJ) on en
déduit que T o J = a T o o o ù a est la fonction C°° sur L x Q donnée
par

a(l,q) = c'^Dc^DcCq^) ;

cette fonction ne dépend que de c et c * ; donc le lemme 2 . 5 . 1 f)
prouve que l'on peut trouver une fonction f C sur G ne dépend"
que des caractères c et c ' telle que toute fonction généralisée
T(c,c')-semibiinvariante sur G vérifie T o J = f (T o o ) . Ceci prouve
la première partie de la proposition 2 .5 .

2 . 5 . 6 Supposons maintenant que c ' = c o o , on a alors
a(l,q) = c(q°q). La fonction a prend ses valeurs dans B^ ; on peut
donc choisir f à valeurs réelles positives. On a vu que T' = T o o o J
est ( c ' o o, c o o)-semibiinvariante ( 2 . 5 . ^ ) , donc T' est ( c , c ' ) -
semibiinvariante. D'après 1 ) , on a simultanément

T o J = f (T o o) et T' o J = f (T ' o o ) ; cette deuxième égalité
s'écrit T o o= f (T o J) d'où T o o = f^T o o) et ( l- f^CToo) = 0;
on peut multiplier cette dernière égalité par la fonction C°° sur G :
( 1 + f ) " 1 ; on trouve ( l - f ) (Too) = 0 d 'où T o o= f (T o o) et
T o J = T o o; ceci achète la démonstration de la proposition 2 .5 .

19



Y. BENOIST

III. MULTIPLICITÉ DE IND^(l) :

5 • a SSS.SHiSiBilSiïê-âê-SêîS^iûÊê-FêBrÉêêDSâïî0!}8

Les outils introduits en 1 . 4 et 2 . 5 permettent de démon-
trer :

Théorème 3 » 1 : Soient G un groupe de Lie, o une involution de
G, L un sous-groupe de Lie de G stable par o qui vérifie la propriété
? pour une sous-variété Q de G (c f . 2 .5 ) et c un caractère de G véri-
fiant l'égalité c = c o o et la propriété (p) : ^q c Q c(q°q) e 3R*

Soit n une représentation de G, admettant un vecteur cyclique
a tel que a c (1C00) î c (par exemple, soit c ' un caractère unitaire
de L vérifiant l'égalité c ' = c ' o o ainsi que la propriété (p), la/^
représentation n = Ind^Cc') a un tel vecteur cyclique), alors II est

L
sans multiplicité.

/i
Remarque : La représentation n = Ind,.(c') vérifie bien les hy-

pothèses de ce théorème : soit a = ô le vecteur cyclique de cette re-
présentation introduit en 1 . 2 . 5 exemple 1 ; on a 6 e Cfc",00) î c pour

— 1 1 / ^ GO

c = c ' x : en effet, soit v un vecteur C de cette représentation
calculons, pour 1 dans L

<n( l )6,v> = «S.nd''1^ = v(l) = c^l~l}\{l}l/2<6,v> ;

ceci prouve que n(l)6 = c ( l )6 . Il est clair que, puisque c ' véri-
fient l'égalité c' = c' o o et la propriété (p), le caractère c véri-
fie aussi l'égalité c = c o o et la propriété (p).

Démonstration : Pour A dans le commutant ^?(n), notons T. la
——————— nfonction généralisée coefficient du couple (a,Aa) : T. = T . .

Le lemme 1 . 5 . 1 donne les égalités, pour 1 dans L :

^ ° m-l) = <n(l)Aa - ^YAa ; (c ° ̂ ^A

et T^ o p(l-1) - T^)^ . c(l)T^

On est dans les conditions de la proposition 2 .5 avec T = T. : en
effet, c o o vérifie la propriété (p) car, pour q dans Q, on a
c o o(q°q) = (c( (q" ' 1 ) 0 q~ 1 ) ) " 1 est dansB^). On a donc l'égalité :

T. o J = T. o oA A
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Pour A = Id, le lemme 1 .3 .1 donne alors l'égalité T = T ;_ a, a a, a
(n ,a) et (H,a) sont des représentations cycliques dont les coeffi-
cients sont égaux, elles sont donc équivalentes. Donc il existe un
opérateur antiunitaire S de *H dans A. tel que S_^(a) = a et tel que,
pour g dans G, on ait

ï ï (g) o S = S o n (g 0 ) .

Pour A dans ^(IT) , notons A = S o A o S" ; A est dans ^(11)
car, pour g dans G :

A5 o JI(g) = S o A o n(g 0 ) o S"1 = S o n(g°) o A o S"1 = H ( g ) o A5.

L'application A -»• A est un automorphisme antilinéaire de ^(11) : en
effet, soient A et B dans é(II) et X dans Œ, on a

( X A ) 5 = S o XA o S'1 = 'XS o A o S"1 = ^A5 et (AB)5 = A^3.

Pour A dans ^(11), notons A l'adjoint de A ; l'application
A -*- A* est un antiautomorphisme antilinéaire de ^ (11 ) . Montrons que
T.* = T ç ; ceci résulte de l'égalité T. o J = T^ o o et du lemme
suivant appliqué à b = a.

Lemme : Pour tout b dans y^00 et A dans ^( ï ï ) , on a les éga-

lités

T ^ A K o J = T" * -et T 1 1 . o o = • î ^ ~b,Ab b ,A b b ,Ab Sb.A^Sb)

Démonstration : Comme dans le lemme 1 . 5 . 1 , il suffit de véri-
fier ces égalités lorsque b est dans "K ; elles sont alors claires :
pour g dans G, on a

(T^ ^ o J ) ( g ) = < ^ ( g • l ) b , A b > = < A * b , n ( g ) b > = T^ ^t)W et

(TÎ ^ o o)(g) = <n(g°)b,Ab> = <sn(g°)b,SAb> (car S est antiuni-
b»Ab taire).

= < ^ ( g ) S b , A S S b > = T11 . ( g ) .
Sb.A^Sb)

Pour finir la démonstration du théorème 5.1, il suffi t de mon-
trer que l'application d e ^ ( n ) dans 3^(0 qui à A associe T. est in-

* Sjective : l'égalité T.* = T ç, prouvera que A = A ; 1'automorphisme
" A^
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ç

A -»• A et l'antiautomorphisme A •»• A* coïncideront ; ' ^ ( n ) sera commuta-
tif.

Pour montrer cette injeetivité, supposons que A dans^(n)
vérifie 1̂  = 0. Donc Vp€^(g) < n ( p ) a , A a > = 0 ; on en déduit que
pour g dans G et v danstÇ(G) on a < a , n ( g ) n ( v ) A a > = 0 ; comme a est
cyclique, on en déduit n ( v ) A a = 0 puis Aa = 0. Soit al ^r-î v dansât" ,
on a pour g dans G , < a , n ( g ) A * v > = < A a , J l ( g ) v > = 0. Donc comme a est cy-
clique, on obtient A*v = 0 : A* est nul sur X00qui est dense dans fi,
donc A* = 0 et A = 0. Ceci prouve l*injeetivité et achève la démons-
tration du théorème 3 . 1 .

3 . 2 AggUcat^ons

Nous pouvons appliquer ce résultat aux diverses situations
étudiées en 2 . 4 .

3 . 2 . 1 Voici la principale application du théorème 3 . 1 .

Corollaire 3 . 2 . 1 : Soit G un groupe de Lie exponentiel et H
11ensemble des points fixes d'une involution de G;alors la représenta-/^tion Indyd) est sans multiplicité ( 1 désigne le caractère trivial de
H ) . Démonstration : Cette situation décrite en 2 . 4 . 1 permet d'ap-
pliquer le théorème 3 . 1 avec L = K.

Pour le cas (G x G , A ) , voir en 4 . 2 .

3 . 2 . 2 Soient G un groupe fini, o une involution de G et K un
sous-groupe de G ; si, pour tout g dans G , ( g 0 ) " est dans la double
classe KgK ( c f . 2 . 4 . 3 ) , alors Ind^(l) est sans multiplicité : on re-
trouve, à grand frais, un résultat bien connu ; celui-ci est encore
vrai si G est seulement supposé compact.

3 . 2 . 3 Voici un autre résultat connu que l'on retrouve par
cette méthode : Soit ( G , K ) un espace symétrique riemannien de type nonç,
compact ( c f . 2 . 4 . 4 ) , alors la représentation I n d , , ( l ) est sans multi-
plicité.
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3 . 5 Exemg^es^e^Cgn^re^exemg^es

II se peut que certaines hypothèses du théorème 5 . 1 soient
superflues (par exemple, le fait que la multiplication m : L x Q -»• G
soit une submersion). Il faut cependant tenir compte des exemples sui-
vants qui justifient, en partie, la lourdeur de ce théorème.

5 . 5 . 1 Soient G un groupe fini muni d'une involution o ,/<
H = G . Il se peut que la représentation Indyd) ait de la multipli-
cité. Ainsi, si G = SL(2,Fc) est le groupe des matrices 2 x 2 à coef-
ficients dans le corps à 5 éléments Pc et de déterminant 1 , et si o
est l'involution qui, à une matrice, associe l'inverse de la transpo-
sée de celle-ci, alors il existe une représentation irréductible de G»̂qui intervient dans Inûyd) avec multiplicité 5.

5 . 5 . 2 Voici un contre-exemple au corollaire 5 . 2 . 1 si on ne
suppose pas que G a une algèbre de Lie exponentielle.

Prenons les notations de 2 . 2 . 1 , et montrons que si on munit
G = EOFT) de 1'involution on, et si H = G , alors Ind^(l) a de la
multiplicité : on peut, pour le montrer, opérer la désintégration de
cette représentation en représentations unitaires irréductibles. Il
apparaît alors de la multiplicité 2. On peut aussi montrer directement
que le commutant de cette représentation n'est pas commutatif.

Si on identifie H\G à P ( c . f . 2 . 1 ) et P à ]R2 (grâce à
( t , 0 , y ) < - > ( t , y ) , on obtient une réalisation de la représentation
Ind^d) dans l'espace I^OR2). L'action de G est donnée par : pour
g = ( e , a , b ) et f dans L2^2)

( g . f ) ( t , y ) = ^( t + 6 ,y + a sin t + b cos t )
En appliquant une transformation de Fourier ? par rapport à

la seconde variable y , on obtient une nouvelle réalisation de cette
représentation dans l'espace L2^2) avec, pour F dans L OR )

( g . F ) ( t . n ) -- e 3̂ sin t ' b cos ̂ Fd . e , n ) .

Avec pour convention : si f est dans^ OR )
( î y ( f ) ) ( t , n ) = 7̂  j e ^ f d . y î d y .
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? 5Considérons alors les deux opérateurs ^ et ^? de L OR )donné s par
<^(P)(t,n) = P(t,n)l^ > o)(n) et <^(F)(t,n) = F(t+Tr,-n). On a

I I ^11 = I I ^11 = !• 4^ et (^ appartiennent au commutant de n mais
^l et ^? ne COInmutent pas. ^(n) n'est pas commutatif.

^^23.5.5 Par contre» en prenant encore G = EQR ) et o = o? mais
L = {(k7r,a,0)/a c 3R, k e Z} et c un caractère de L constant sur la
composante neutre H de L, on peut appliquer, grâce à 2 .4 .7 a), le
théorème 5.1 et en déduire que Ind,.(c) est sans multiplicité.

Pour o = o< et H = G , on peut, grâce à 2.4.5, déduire du
G 1théorème 5.1 que Ind,j(l) est sans multiplicité.

5.5.4 Une étude analogue à la précédente, basée sur les
exemples-2.2.2 et 2.4.7 b) prouverait que, pour G = SL(2^R) et
o = OQ, la représentation Ind,,(l) a de la multiplicité, tandis que,
pour L = H u wH et c caractère de L égal à 1 sur la représentation H,
la représentation IndyCc) est sans multiplicité.

5.5.5 Nous avons vu, dans les exemples précédents, le rôle
joué par la propriété !? dans le théorème 5.1 . Mettons maintenant en
évidence l1importance de l'égalité c = c o o.

Soit °l'= -^, l1 algèbre de Lie de Heisenberg de dimension 5 :
c 'est l'algèbre de Lie niipotente de base X, Y, Z avec
[X,Z] = C Y , Z ] = 0 et [X,Y] = Z. Soit G = H- le groupe de Lie connexe
et simplement connexe associé. On peut identifier G à d grâce à
l'application exponentielle. On a alors :

G = { ( x ,y ,z ) / (x ,y ,z) c B5} et

exp(xX + yY + zZ) = ( x ,y ,z ) .

La loi de groupe est donnée par

( x , y , z ) ( x ' , y ' , z ' ) = (x+ x ' , y + y ' , z + z ' + l / 2 ( x y ' - y x * ) ) .

Soit 0 = 0 , l'involution de G donnée par
o-,(x,y,z) = (-x,-y,z) ; l'ensemble des points fixes de o est le cen-
tre de G : H- = { (0 ,0 ,z ) / z e 3R) . Soit c le caractère donné par

j A
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c ^ ( ( 0 , 0 , z ) ) = e^ ( X e 3 R ) . On n'a légalité ̂  = c^ o o que si
X = 0. On vérifie que Ind^(c^) est de multiplicité infinie lorsque À
est non nul.

IV. DESINTEGRATION DE IND^l) :—^——_———_————_ ^

4 . 1 . Dés^n^egra$^on_de^certa^nes_regrésenta^ons

4 . 1 . 1 Nous nous proposons de donner des précisions sur la
désintégration des représentations qui interviennent dans le théorè-
me 3.1 ; pour cela, nous avons besoin d'un résultat de théorie de la
mesure :

Lemme 4 . 1 . 1 : Soit (X,'?»,u) un espace mesuré où )̂ est une
tribu à base dénombrable telle que tous les points de X sont mesura-
bles et y une mesure positive sur (x,%). Supposons que f : X -»• X soit
une application mesurable telle que, pour toute fonction ^ : X -*• 3R
mesurable bornée, on ait

(• o f ) ( x ) = ^ (x ) u-presque partout,

alors on a f (x) = x p-presque partout.

Démonstration : Pour x dans X, notons î> = (B e î> tels que
{ x , f ( x ) } n B = 0 ou tels que (x , f (x ) } c B) . îh est une tribu.
Pour B dans îà , notons X- = (B n f'^B)) u (B° nf '^B0)) . En appli-c
quant l'hypothèse à la fonction 4> = In caractéristique de B, on trou-
ve que 1 „ (x) = ln(x) y-presque partout. Donc u(X°) = 0.

f'^B) B B

Soient (B.,...,B ,...) une base dénombrable de Ji etco i n oo -
X ' = /'^ Xn , d'une part on a u ( X ' ) = u ( U x - ) = 0 , d'autre part,

i=l "i i=l "i
si x est dans X ' , on a ?s s {B.,...,B ,...} et comme A est unex i n x
tribu, on a 3> = 2) . Puisque {x } est mesurable, on a (x) c Je .
On en déduit ( x , f ( x ) ) c { x } et V x e X ' , x = f ( x ) . On obtient bien
que x = f ( x ) y-presque partout.

4 . 1 . 2 Introduisons un ensemble dont la dimension est liée,
au moins dans certains cas (c. f . Cca j 3 .4 et [PeJ IV), à la multipli-
cité de nos représentations induites par un principe de dualité dit
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de Frobenius.

Définition : Soient G un groupe de Lie, II une représentation
unitaire de G,L un sous-groupe de Lie de G et c un caractère de L ;
on note (*Sf^) >c le sous-espace vectoriel des éléments a de X"-00
qui vérifient, pour tout 1 dans L, n ( l ) a = c ( l ) a . Pour c = 1 , carac-
tère trivial de L , on note Cîf0)1' pour C^C"0)^»1 . Notons G le dual
unitaire de G ; rappelons qu'une mesure sur 6 est dite standard, si
elle est portée par un ensemble standard ( i . e . un ensemble dont la
structure borélienne est sous-jacente à une structure topologique
d'espace polonais ; cf. [Ma 2 3 p . 1 3 8 ) . On peut maintenant énoncer :

Théorème ^ . 1 . 2 : Reprenons les hypothèses du théorème 5 . 1
et supposons G séparable.

a) II existe une mesure positive bornée m sur G portée par
un ensemble standard E, un champ mesurable sur E ç -- p ( ç ) de
représentations irréductibles de G ( p ( î ) c ç) d'espace H et un iso-
morphisme 4> de Xr» sur | H d m ( ç ) qui transforme n en
{% -^Ep ( ç ) d m ( ç ) . La classe de cette mesure m ne dépend que de II . Cet^Eisomorphisme transforme le commutant ^(11) en l'algèbre des opéra-
teurs diagonaux.

b ) ç = ç° m-presque partout.
f .c ) Si on écrit <t>_.(a) = a" dm( ç) ( c f . [ P e ] th. C et

corol. C . l ) a^ c (H" 0 0) ïc m-presquë partout.

Démonstration :
Le a) est une conséquence directe de notre théorème 5 . 1 et

du théorème 8 . 5 . 2 de [Di 2 3 .

b ) L'idée de la démonstration est d'utiliser pleinement
l'égalité A* = A , pour A dans ^ ( 1 1 ) , qui nous a servi à démontrer le
théorème de non multiplicité ( c f . 5 . 1 ) .

Soit f la bijection de G donnée par f ( ç ) = ç° ; f est un
isomorphisme borélien. Quitte à remplacer E par E o f ( E ) qui est
standard, on peut supposer que E = f ( E ) . Pour simplifier l'écriture,
identifions L̂ et [ ê H d m ( ç ) . Notons 1 l'identité de H , alors
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(d1après a)) tout élément A du commutant ^(n) s*écrit
A = a ( ç ) I dm( ç) où a est bien déterminé comme élément de L^E.m).

^E "
Réciproquement, toute fonction a de L'^CE^m) définit un élément A de
' ê ( n ) . Pour un tel élément A, on a

A* = f aTçTl-dm(ç) ([Di 1] p. l6l Prop. 3)
JE ç

0

Calculons A : rappelons que S est un isomorphisme anti-
unitaire de H^ qui vérifie Vg e G n(g°) o S = S o n(g) (c f . 5 . 1 ) .
Soit j : H ->• H-s— un champ mesurable sur E d^ntiisomorphisme qui
vérifient, pour g dans G, (pCç^Cg0 ) ) o j = j o ( p ( ç ) ( g ) ) . Définis-
sons S* isomorphisme antilinéaire de [ # H um(ç) par

JE ç

(-• r%
S * ( | v (ç )dm(ç ) ) = j_(v(7î))dm(ç).

^E JE ç'J

S' vérifie alors Vg c G n(g°) o S* = S* o lï(g).

En effet ( ï ïCg 0 ) o S* ) ( f ^v (ç )dm(ç) ) = F( p( ç) (g°) ) (j ^v("ç0)))dm((.)
^E JE ^

= Fj (p(^)(g)v(^))dm(ç)
JE •?r

= (S1 o n ( g ) ) ( r v ( ç ) d m ( ç ) )
J E

Donc l'application S o S * est linéaire et commute à n •
Comme le commutant de n est commutatif, on a

A o (S"1 o S * ) = (S"1 o S » ) o A ,

o ^1 „ -i
on en déduit que A s S o A o S s S ^ o A o S *

Remarquons que

S»"1^ v(ç)dm(î ; ) ) = rj'^vC^ndnKç) ;
JE JE c

Donc A^^v^dnKç)) = [^j (a(ï^)(j ) ' l(v(ç) ) )dm( ç)
JE JE 1^ "̂

= f a(^)v(ç)dm(ç) (j est antili-
'E ~^ néaire).
.•———

ceci prouve que A = aC^) !„ dm(ç) .
JE ç
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Inégalité A* = A et les formules obtenues pour ces deux
opérateurs permettent d'affirmer que» pour a dans L^E,!!!), on a
a(ç ) = adç^) m-presque partout. Soit 3i> la trace sur E de la tribu de
Mackey ; (E.ft) est standard donc à base dénombrable ; tout point de
E est mesurable (cf. [Di 2] Prop. 5 . 8 . 4 . ) . On peut donc appliquer le
lemme 4 . 1 . 1 à cette situation. On en déduit que ç = ç9 m-presque par-
tout dans E, et comme m(E°) = 0 on a ç s ç0 m-presque partout.

c) D'après [Pe] Corol. Cl, a se désintègre de façon "uni-
que" sous la forme a = a^dm(ç) . Soit 1 dans L, l'égalité
n(l)a = c(l)a implique §ue ( p ( ç ) ) ( l ) a ^ = c( l )a^ m-presque partout.
Soit alors 1,,...,1 ,... une suite dense dans L et hL,...,N .... des
ensembles m-négligeables en dehors desquels on a l'égalité
(p ( î ) ) ( l î a ^ = c(l )aç ; soit N = Û N , N est m-négligeable et,

ri ~ 1
pour ç en dehors de N, on a, pour ~ tout entier n
( p ( ç ) ) ( l )8i19 = c(l )aç ; par densité, on en déduit que a^ est dans

-œ T p1'1
(Hç00)1^ .

4.2 Agg^ca^ons

Le théorème 4.*l.2 s'applique bien sûr à tous les exemples
étudiés en 5.2. Nous ne les reprenons pas tous en détail. Voici un
résultat bien connu, dû à I.E. Segal et R. Godement (c f . [Di 2 ]
§ 1 8 . 7 . 7 et [Du] §2) que notre théorème permet de retrouver :

Soient G un groupe de Lie séparable, Z un sous-groupe fer-
mé du centre de G,c un caractère unitaire de Z et y/, 7 une mesure G-
invariante sur G/Z (i.e. une mesure de Haar sur G / Z ) . On définit les
représentations régulières gauche et droite X et p^ de G dans
L^G.Z.c) de la manière suivante : Pour 4» dans L ( G , Z , c ) et x et g
dans G

(^(x)40(g) = (^(x^g) et (p^ (x )4 ) ) (g ) = ^(x^^gx).

Considérons la représentation \ » p du groupe G x G dans
L^G.Z.c) : pour x et y dans G on a ( X ^ • p ç ) ( x , y ) = ^^c^'
Soit o l'involution de G x G donnée par o ( ( x , y ) ) = ( y , x ) .
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Corollaire ^ . 2 :
a ) X • p est une représentation de G x G sans multipli-

cité.
b ) II existe une mesure positive bornée standard \i sur•^^ f« :

G x G telle que X « p soit dans la classe ^̂  ç d p ( ç ) . 'La-classe
C C J n ̂ Ade la mesure _p_est déterminée de façon unique par cette proprié-

té. On a ç = ç° p-presque partout.
c ) Si G est de type I , il existe une mesure positive bornée

(standard) ^ sur G telle que À e p soit dans la classe
1 ^»ï d v ( Ç ) . La classe de la mesure v est déterminée de façon uni-
-'G
que par cette propriété.

Démonstration :
Soient A la diagonale de G x G et c ' le caractère de

L = A ( Z x Z) donné par c ' ( ( x , y ) ) = c(xy~ ) ; on vérifie que les re-
r* )cr1présentations de G x G X • p et Ind, ( c * )sont équivalentes.Le sous-

groupe L vérifie la propriété iP avec la sous-variété Q = G x { e } ;
le caractère c ' restreint à L vérifie la propriété ( p ) du théorème
3 . 1 car c ' L = 1 ; on est donc dans les conditions dapplication des
théorèmes 3 . 1 et ^ . 1 . 2 . On en déduit les affirmations a) et b ) .

Si G est de type I, on a un isomorphisme borélien de G x G
sur G x G donné par ( Ç , n ) -̂  Ç • n pour Ç et n dans G. On a
( Ç • n ) ° = n • Ç et Ç e n = ? a " n . Donc si t. = Ç • n est dans G x G
et vérifie ç = ̂  , on a ç = Ç • ? . Le c ) est une conséquence du b)
et cette remarque.

^ • 5 ÇÊEâSêê-êXÎÎÉïFïSyÊê-.êïESQÊSïiÊlê

Dans ce paragraphe G désigne un groupe de Lie exponentiel
(donc connexe et simplement connexe), o une involution de G . ÛL , ^) ,
û , H , P sont comme en 1 . 1 . Notons 1 le caractère trivial de H.

^ . 5 . 1 Rappelons dans ce cas la description du dual unitai-
re ô de G : le groupe G agit dans ̂  , dual de l'algèbre de Lie Cb,
par l'action coadjointe. Soit f dans ^ , on choisit b* polarisation
réelle en f vérifiant la condition de Pukanszky. Soient B le sous-
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groupe connexe d' algèbre de Lie ffl et p le caractère de B tel que
dp = ifL , alors la représentation unitaire Ind^Cp) est irréductible;
sa classe dans G ne dépend pas du choix de b , elle ne dépend que de
l'orbite !î = Gf de f dans û*. On construit donc ainsi une applica-
tion 8 : G\OL* -»• G. Cette application est une bijection qui respecte
les structures boréliennes (cf. [Be] Chap. 6).

Notons o l'involution de û* transposée de l'involution o
de Cl . On vérifie alors aisément que, si !î est une G-orbite dans Ci*,
alors H0 = ^(îî) et -SI sont des G-orbites dans OL* et que
Q(Sî°) = ( e Ç î î ) ) 0 et 9(-ft) = '@TÏÏT. On déduit du théorème ^ . 1 . 2 qu'il
existe une mesure positive m1 sur G\ûî telle que Ind'Çl) soit dans
la classe pv» . * 9 (S î )dm' ( î î ) et on a m'-presque partout SI = - o ( î 2 ) .
Nous nous intéressons donc aux orbites stables par ^o. Rappelons que
l'orthogonal <^1 de ty dans û? s identifie à b* car f t ® p = ^ . La
restriction de l*action coadjointe à H laisse stable '̂L et s identi-
fie alors à faction contragrédiente de l'action de H dans b .

Lemme ^ .3 .1 : Avec les notations précédentes (en particulier
G est exponentiel),

a) si î2 est une orbite de G dans û* , on a équivalence entre
i) îî n y- / 0 et ii) îî° = -Î2 ;

b) pour f dans ^1 , on a Gf n 9j1 = Ht ;
c) par passage au quotient de l'injection de •fc1 dans d*,

on obtient une application j : H\ft1 -*• G\û* ; l'image de j est
l'ensemble dss orbites de OL* vérifiant ii) ;

d) notons (G) = U e G /ç 0 = ç} et pour u dans H\^1 ,
notons ç = 9 ( j ( u ) ) ; l'application û^ç est une bijection de H\^1

sur (G) qui respecte les structures boréliennes.

Démonstration :
a) Si f est dans ft n t\1 alors on a f = - o( f ) donc !î et -ft°

sont deux orbites qui ont un point commun : elles sont égales.
Réciproquement, si !î est une G-orbite dans CL, qui vérifie

îî = -îî° , (^o) est un difféomorphisme d'ordre deux de ft . Or SI est
difféomorphe à ]R^, pour un certain p([Be] Chap. 1 . 3 . 5 ) . On peut alors
appliquer le résultat suivant : "Soit s un difféomorphisme de 3R^ tel
que s = Id, alors il existe un point m de 3R^ tel que s(m) = m
([Se] p .10)" .
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Donc il existe f dans ft tel que f = -^(f) et on a î2 n fc1 i 0.

b) II est clair que, pour f dans <^1 , on a Ht c Gf n ̂ L .
Soit f dans Gf n (/ , on a f * = g.f (g c G ) , -^(f) = f et
-^f) = f . Donc t a Ç f 1 ) = g ^ o C f ) et on a f = g°.f. Ecrivons grâce
à la proposition 1.2 g = h exp X avec h dans H et X dans tl , on ob-
tient alors les égalités f = h exp X.f = h exp(-X) . f puis
e x p ( 2 X ) . f = f . Donc, exp(2X) est dans le stabilisateur G ( f ) de f .
On eji déduit que 2X est dans le stabilisateur Clj[f) de f dans ^L ,
car G ( f ) = e x p ( û ^ ( f ) ) ( [BeJ Chap. 1.5.5). Donc X est dans â.(f) et
e x p ( X ) est dans G ( f ) : exp X . f = f . On en déduit que f * = h.f e Ht.

c) La partie b) de ce lemme exprime l'injectivité de l* appli-
cation j. La partie a) décrit limage de j.

d) C'est une conséquence de c) et du début de ce paragraphe.

Corollaire : Soit p une représentation unitaire irréducti-
ble d'un groupe exponentiel G , alors p est équivalente à p si et
seulement si p est le caractère trivial de G.

Démonstration : La représentation p est l'image par e d'une
orbite îî qui vérifie ft = -tî ; on applique le a) du lemme pour o = Id
et on trouve que 0 est dans î2. Donc !î = { 0 } .

Remarque : L'hypothèse "G exponentiel" n'est pas superflue
pour ce lemme :

Pour G = SU(2) et o = Id, toutes les orbites de la représen-
tation co-adjointe (qui en général sont des sphères) vérifient ii),
mais seule l'orbite {0} vérifie i).

^^p
Pour G = EQR ) et o = o? comme en 2 . 2 . 1 , le b) n'est pas

vrai. En effet, soit T*, X*, Y* la base duale dans û^ de la base T,
X, Y de (L(cf. 2 . 2 . 1 ) . Un petit calcul donne pour Inaction coadjointe
de G dans ÛL* la formule :

Vg = (6,a,b) € G vf = tT* + xX* + yY* e O/

Ad^g'^'Hf) = (H-xb-ya)T* + (x cos e + y sin e)X* + (-x sin e + y cos e )Y
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Donc les orbites de la représentation coadjointe sont, d'une part les
points de la droite ( 0 , T * ) , d'autre part les cylindres d'équation
x2 + y2 = R2 (R > 0 ) . L'orthogonal de Ĉ  est le plan engendré par T*
et Y*. Si l'orbite t2 est un cylindre, son intersection avec ̂ 1 a
deux composantes connexes alors que H est connexe. On ne peut avoir
b ) .

4 . 3 . 2 Nous pouvons maintenant énoncer

Théorème 4 . 3 . 2 : (Avec les notations de 4 . 3 . 1 ; G est un
groupe exponentiel et o une involution de G ) II existe une mesure
positive \> sur H\fr1 telle que la représentation Ind'Çl) soit équiva-

(9lente à , ç d v ( o ) ) . La classe de la mesure v est bien déterminéeê/ û>
par cette propriété.

Démonstration : C'est une conséquence directe de 4 . 3 . 1 :
v est l'image réciproque de m' par l'application j .

Remarques : On pourra rapprocher ce résultat de CGr] et de
CBu] ; ce qui est nouveau est l'absence de multiplicité.

Si G est niipotent, la classe de la mesure v est l'image par
la projection de ̂ 1 sur H\f 1̂ de la classe de la mesure de Lebesgue
sur fc . En effet, la proposition 2 de [Gr] est valable quand G est
niipotent même si H n'est pas distingué : si \>' est l'image dans
H\ 1̂ d'une mesure finie équivalente à la mesure de Lebesgue sur fe 1,
la représentation I n d , , ( l ) est quasi-équivalente à Svai C d v ' ( ^ ) .n j n \i^ w
Or ces deux représentations sont sans multiplicité ("Théorème 3 . 1 ) .
Elles sont donc équivalentes ( [ D i 2] Prop. 5 . 4 . 6 ) .

4 . 4 L'ESPACE (t^00)11*0

Proposition 4 . 4 . 1 : Soient G un groupe de Lie, a une involu-
tion de G , L un sous-groupe de Lie de G stable par o , vérifiant la
propriétéP pour une sous-variété Q ( c f . 2 . 3 ) et c un caractère de L
vérifiant : Vq c Q c ( q ° q ) e 3R* ( p ) . Soit TT une représentation uni-
taire irréductible de G d'espace Ï ; alors
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a) dimCCX'^^^dimîCîr00)1^ ) $ 1 (avec la convention
1r - 7r oO» = 0) et si on a égalité, TT et ir sont équivalentes.

b) Si S est équivalente à Tf0 , alors dim( OT00)1'*0) $ 1 .
TT

Démonstration : On peut supposer qu'il existe des éléments
non nuls a et b dans CHT')1^0 et CU"00)1''0 , sinon il n'y a rien àii
démontrer. Soit alors T^ . le coefficient du couple (a,b) ; le lemme
1 . 3 . 1 donne les égalités, pour l dans L,

<b °x(l- l) - <,d)b - ^^Vb
et ^b 0 ^'1) - ^(Da.b = ^^.b-

On est exactement dans les conditions de la proposition 2 .3 avec

T -. ̂  Donc

^.b0 y - ' ! l ^ o 3 •

On applique de nouveau le lemme 1 .3 .1 qui donne

mîT^ - ^
"a.b "b.a •

Le lemme 1.3.2 prouve alors que i et ir0 sont équivalentes. En outre,
si A est un opérateur d* entrelacement de T et ir0 , a est colinéa^re
à A^(b) ; ceci prouve que dim( (Jt^00)1'»0) $ 1. De même dimCiÇ0)1^0)^!.

U)-.Çi î est équivalente à ir0 , on peut trouver une applica-
tion antiunitaire A de "H dans lui-même telle que, pour tout g dans G,
on a Tr(g) o A = A o Tr(g°). Elle se prolonge en un opérateur A_^ de_
11'°° .Montrons que A_^ induit une bijection de ClÇ0)1'^ sur CiÇ10)1^00:
en effet, si a est dans (X"00)1'»0 , on a, pour tout 1 dans L,

- • TT

TTd)A^(a) = A^(iT(l.°)a) = A^<c°(l)a) = ^(DA^Ca) ;

d'où A.^(a) € Oi^^^ ; on.a donc
A "((K'00)1''0) c CK"")1"'00 ; la propriété cherchée s 'en déduit,

en utilisant l'opérateur (A_^)'1 = (A"1).^. Donc

dimCCX'00)1^0) = dimCd"00)1'»0 ) et, avec a), on conclut
7T TT

dimÇOr'0)1^) ^ 1 .
TT
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Corollaire 4.4.2 . : Soient G un groupe de Lie exponentiel,
o une involution de G, H = G l'ensemble des points fixes de o et c

un caractère de H à valeurs dans ]R* . Soit TT une représentation uni-
taire irréductible de G. Alors

a) dimCdÇ")"'0) = 0 ou 1.
b) Si din^Ot^)11*0) = 1, alors î et v° sont équivalentes.

TT

Démonstration : D'après 2 . 4 . 1 , le sous-groupe H vérifie la
propriété y et le caractère c la propriété (p). On peut donc appliquer
la proposition 4 . 4 . 1 (a)) ; or, c = (:a , on a donc (dim( ClÇ00)^0) )2 s 1
on en déduit dim(CîÇ00) î c) s 1, légalité ne pouvant avoir lieu que
si î et "rr0 sont équivalentes.

4.5 EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES

4.5 .1 Si c n'est pas un caractère à valeurs réelles, mais
si 5 est équivalente à ir° , on a encore l'inégalité dim((H00) î c ) s i
(cf. b) de la proposition 4 . 4 . 1 ) .

Par contre, si c n'est pas à valeurs réelles et si î n'est
pas équivalente à ir0, cette inégalité peut être mise en défaut comme
le prouve l'exemple suivant :

Reprenons les notations de 5.3.5 : G = H, est muni de 1'invo-
lution o,. Rappelons la description du dual unitaire G de G. D'un
point de vue ensembliste, on a :

ô = {'ft, / \ cIR*} u H o / (a,6) e 3R } . Chacune des classes
A (X , p

est donnée par un représentant :

1) TT. est la représentation dans l'espace L QR) dont l'ac-
tion est donnée par

Vf < L2®) ((^(x,y.znf)( t) = e^-y^ ^^fCt-x)

2) Tr Q est la représentation d'espace Œ :

.^(x.y.z) . e1- + i^.

On vérifie que, pour h dans H,, on a ^(h) = c,(h)Id ; donc, pour

34



ESPACES SYMETRIQUES EXPONENTIELS

tout À dans B , ^
(y"°0 ) 3 * ^ ^"œ est de dimension infinie.

^À ^À

4 .5 .2 Si G n^st pas un groupe exponentiel, la conclusion
du corollaire peut être fausse. En voici un exemple : reprenons les
notations de 2.2.1 ; soit G = E®^) muni de l^nvolution o^ pour
laquelle H = Hp = { ( 0 , a , 0 ) / a e 3R} . L a théorie de Mackey, appliquée
au sous-groupe distingué N = { ( 0 , a , b ) / a , b € 3R} des translations, per-
met de décrire le dual unitaire G de G.
D^n point de vue ensembliste on a

G = ( f t , f\ e 3R} u { f r p . / a € [0,1[ et R c ]0,«C }.A n,a

Chacune des classes est donnée par un représentant :

i \ fl
1) ir. est la représentation d'espace C : i r ^ ( ( 6 , a , b ) ) = e

2) TT est une représentation d*espace L^T), où T = B/2irZ
est muni de la^mesure 4^ • Ludion est donnée par, pour <t» dans L (T)

C.H

et t dans T,

(^((e,a,b))«0)(t) = e-1^ cos t + b sin t)R e-1019 (t.è).

On a bien din^OT00)") = 1 mais dim( (iT" )H) = 2.
^\ "R,a

Par contre, pour o = o< et H = H. , les conclusions de ce
corollaire sont vraies (cf. 2 .4 .5 ) .
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