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STRUCTURE DBS SURFACES DE KATO

DLOUSSKY Georges

On etudie certaines surfaces de la classe VIIg de K. KODAIRA construi-
tes par Ma. KATO.
Dans la premiere partie, on attache a toute surface de KATO des invariants de na-
tures diverses : des germes d'endomorphisme de surfaces, un nombre complexe "la
trace", une famille d'entiers "la famille des opposes des self-intersections des
courbes rationnelles du revetement universel", et on donne certaines de leurs
proprietes.
Dans la seconde partie, on etudie les surfaces de Kato "de trace non nulle" au
moyen des germes d'application associes. On introduit la courbe fonnelle et les
champs de vecteurs formels invariants par ces germes, et on constate sur des
exemples que ces objets ne sont pas convergents en general. On etudie enfin les
courbes de ces surfaces en decrivant toutes les matrices d'intersection et on
montre que lorsque "la trace" est nulle, la matrice est definie negative.

Some surfaces of the VII^ class of KODAIRA, constructed by Ma. KATO
are studied.
In the first part, different kinds of invariants are attached to KATO's surfaces :
germs of mappings between surfaces, a complex number "the trace", a family of inte-
gers "the family of the opposite of self-intersections of rational curves of the
universal covering space", and some properties are given.
In the second part, KATO's surfaces with "non vanishing trace" are studied by
mean of germs of mappings. A formal curve and formal vector fields invariant by
these germs are introduced and it can be checked on examples that these objects are
not convergent in general. All intersection matrices of rational curves are des-
cribed and it is shown ̂ at when "trace" vanishes the matrix is negative jp^im'te.
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INTRODUCTION

La classification des surfaces analytiques complexes compactes due a
K. KODAIRA [ 13 ] ( 14 ] est incomplete pour les surfaces S pour lesquelles Ie
premier nombre de Betti b (S) verifie b (S) = 1 (c'est la classe VII dans la
terminologie de Kodaira) et dont les seules fonctions meromorphes sont les cons-
tantes.

Dans [ 1 ] BOGOMOLOV affirme que lorsque Ie deuxieme nombre de Betti
b ( S ) verifie b - ( S ) = 0 , les seules surfaces verifiant cette propriete sont
les surfaces de Hopf non elliptiques et certaines surfaces d'lnoue [ 9 ] .

Reste Ie cas b^(S) > 0 : M. INOUE a construit deux types d'exemples
( 10 ] [ 1 1 ] et M. KATO [ 12 ] a demontre que ces surfaces contenaient une coquille
spherique globale ( C . S . G . ) . On n'a actuellement aucun exemple de surface pour
laquelle b « ( S ) > 0 ne contenant pas de C. S . G .

L'objet de ce travail est I*etude des surfaces contenant une C.S.G.
On montre en reprenant une idee de M. Kato qu'on peut associer a ces surfaces des
germes d'applications contractantes F : (<C , 0 ) -> (<C , 0 ) qui pennettent de recons-
tituer la surface. L'etude de ces germes permet une etude "fine" de ces surfaces,
et en traduisant les problemes geometriques en terme de germes d*application, on
a un outil parfaitement adapte, qu*on se propose de developper.
Dans la premiere partie, on definit des invariants associes aux surfaces conte-
nant une C . S . G . et on etudie toutes les configurations possibles des courbes de
revetement universel. Dans la seconde partie, on donne un debut de classement du
cas generique ( i . e . tr(S) ^ 0) et on etudie les matrices d'intersection des cour-
bes de S .

Tous les resultats ont ete annonces dans deux notes [ 2 ] ( 3 ] . Je remercie
I. NAKAMURA de m'avoir signale une erreur : dans Ie thm 2 ( 3 ] il faut garder
1'hypothese tr(S) ^ 0 .

La classification des surfaces lorsque b^(S) = 1 annoncee dans [ 2 ] a
ete trouvee independamment et par d'autres methodes par I. NAKAMURA ( 1 7 ] . En
outre :
1 ) I. ENOKI [ 5 ] a classe les surfaces pour lesquelles b (S) = 1 , b^(S) > 0 pour
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lesquelles il existe un diviseur D ̂  0 pour lequel D = 0 : c'est exactement
Ie cas tr(S) ^ 0 (ou 0^(S) = 2n) ; 2) I. NAKAMURA ( 16 ] ( 17 ] a caracterise
les surfaces d'lnoue S et S ( 11 ] par 1'existence de respectivement 2 ou 1
cycle de courbes rationnelles et sans supposer 1'existence d'une C . S . G .

Je remercie Andre HIRSCHOWITZ pour son aide au cours de ce travail.

*
* *



STRUCTURE DES SURFACES DE KATO I
INVARIANTS ASSOCIES

§ 0 - Introduction.
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1 . 6 Une caracterisation des surfaces contenant une C . S . G .
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1 . 1 2 Bouts du revetement universel d'une surface contenant une C . S . G .
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2 . 1 Introduction.
2.4 Contraction des courbes exceptionnelles.
2 . 9 Donnees de Kato minimales.

§ 3 - Surfaces de Kato.
3.2 Effondrement du revetement universel sur une courbe.
3 . 1 1 Germes d*applications associes ̂  une surface de Kato.
3 . 1 9 Configuration des courbes compactes du revetement universel.
3.35 Forroes differentielles et champs de vecteurs globaux.
3.37 Invariants cohoroologiques.

References.

Notations

2
Pour z = (z ,z ) € (C et £ > 0 assez petit, on note :

l l z l | = ( I z ^ l 2 + I z ^ l 2 ) 1 7 2

B := { z € (C2! l l z ( l< 1 +c} , B := z € <C2 I H z 11 < 1 -e} , B := Be -c o
£^ := { z € C2 I 1 -c < H z l K 1+ e}

E^ ..= { z € (C2 | 1 < l l z l l < 1 +e} , Z^ := { z € (C2 I 1 - £ < H z l K 1}

Z ^ { z c a ^ j l i z j ^ l } .

On appellera : surface une variety analytique complexe de dimension 2 ,

courbe un espace analytique irreductible de dimension 1 .
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§ 0.- Introduction.

0.1 - La classification des surfaces complexes compactes minimales due a
K. KODAIRA est incomplete en ce qui concerne les surfaces de la classe VII pour
lesquelles les nombres de Betti b ^ ( S ) et b ( S ) verifient :

b ^ ( S ) = 1 et b^(S) > 1 .
Ma. INOUE en a exhibe des exemples dans [ 1 0 ] et ( 11 ] et Ma. KATO a montr6
que les surfaces S [ 1 0 ] et S [ 1 1 ] contiennent une "coquille spherique
globale".
L'objet de cet article est 1'etude des surfaces compactes contenant une "coquille
spherique globale"

0.2 - Definition : Soit S une surface compacte et

f : ((C 2^) -̂  S
un germe d'isomorphisme. On dit que f est une coquille spherique globale - ce
qu'on abregera C . S . G . - si S ^ f ( Z ) est connexe.

Le point de depart est une observation due a Ma. KATO [ 1 2 ] : toutes les
surfaces compactes contenant une C . S . G . sont isomorphes a une surface S(II,a)
(Proposition 1 . 7 ) , qui est obtenue de la facon suivante :

Definition : Soit II : B -»• B une succession finie d'eclatements au-dessus d'un
nombre fini de points de la boule unit6 B de (C et

une application biholomorphe sur son image. En recollant holomorphiquement par
(711 des voisinages isomorphes des deux bords de B ^ ( J ( B ) , on obtient une sur-
face compacte, notee S(II,0) qui est canoniquemeht munie d'une C . S . G .

Dans le cas ou S ( I I , ( J ) est minimale on montre (theoreme 2 . 1 3 ) que 11
et (J peuvent etre choisis de sorte que :

- les eclatements composant 11 aient lieu au-dessus de 0 ,
- IT ( 0 ) ne contiennent qu'une seule courbe exceptionnelle de premiere espece F.
- 0(0) appartiennent a F .

0.3 - Definition : On appellera surface de Kato une surface compacte minimale
contenant une C . S . G . et pour laquelle b - ( S ) ̂  1 .
A une surface de Kato S on associe une famille de germes d*applications
{r^} . ^ indexee par 1'ensemble ^(S) des courbes rationnelles du revetement
universel S de S . Ces germes sont isomorphes a des germes de la forme
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F = TIo et ̂  chacun d*eux on peut associer une surface isomorphe a S (Proposi-
tion 3 . 1 6 ) , ce qui permet de montrer (§ 3 . 1 1 ) que la recherche des classes d'iso-
morphisme des surfaces de Kato est equivalente a celle des classes d'isomorphisme
des germes de la fonne F = IIo.

L'invariant analytique {F } ^ etant d'un emploi malaise, on in-c C € C(S)
troduit d'autres invariants associes a S plus grossiers :

1 ) b ( S ) qui correspond au nombre d'eclatements qui composent chaque germe F ;

2) la famille des self-intersections des courbes rationnelles du revetement uni-
versel S' de S note a(S) : = ( C . . C ) ^ :1 1 i € fc(S)

On montre que SOS) est principal homogene sous Z (Corollaire 3 . 7 ) et on decrit
toutes les configurations possibles des courbes compactes de ? (Theoreme 3 . 2 7 ) ;

3) la trace de S , notee tr(S) et definie pour tout germe F = IIo associee a
S par

tr(S) := tr DF(0)

On montre que tr(S) ne depend pas du choix de F et on a :

Theoreme : Soit S une surface de Kato. Alors :

i) 0 < I t r ( S ) I < 1

ii) tr(S) ^ 0 si et seulement si C. . C . = -2 pour tout i € te('S) .

Les invariants analytiques a(S) et tr(S) determinent Ie graphe des eclatements
de tout germe F = Ho associes a S .

0.4 - On montrera dans un travail ulterieur que, dans certains cas, notamment

lorsque b - ( S ) = 1 les invariants b,,(S) , a(S) et tr(S) permettent de recons-
tituer {F } ^ et done la surface S . On en deduira dans ces cas la clas-

sification des surfaces de Kato, leur deformation semi-universelle et leur groupe
d'automorphismes.

Je remercie Andre HIRSCHOWITZ pour toute l'ai,de apportee au cours de
ce travail.
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§ 1 . Surfaces contenant une coquille spherique globale.

Definition 1 . 1 [ 12 ]

Soit S une surface analytique complexe compacte, U un voisinage ouvert de la

sphere unite Z dans € et

f : U ->- S

une application analytique biholoroorphe sur son image. On appellera Ie germe d'ap-

plication

f : ((E2^) ->• S
une coquille spherique de S , et on dira que f est une coquille spherique glo-

bale - ce qu'on abregera par C.S.G. - si

S \ f (Z)

est connexe.

Les surface de Hopf primaires contiennent des C.S.G. ; par exemple si

6 : (C2 ^ { 0} •> (C2 ^ { 0} est 1'horoothetie de rapport a € <E avec lal < 1 , G

est Ie groupe d'automorphismes de (C ^ { 0} engendre par 6 et
7 2

11 ; (C .\ {0} -»• S.:= <C ^ { 0 } / G est 1'application canonique, alors

f : ((C2^) •> S
induit par II est une C.S.G. de la surface de Hopf S .

1.2 Donnees de Kato et surfaces S(JI,g) associees.

Definition 1 . 3
Soit

n : w -^ c2

une succession finie d'eclatements au-dessus d'un nombre fini de points de la
2boule unite B de C et

a : i ->- B11 : = iT^B)
une application analytique definie sur un voisinage ouvert de B et biholomorphe
sur son image dans B
On appellera (11,0) une donnee de Kato, et on dira qu'elle est centree si 0 est
un point fixe de F : = IIo , c'est-a-dire

F ( 0 ) = no(0) = 0 .
Dans [ 12 ] Ma. Kato donne un precede de construction de surfaces contenant une
C . S . G . :
Notons pour e > 0 petit

B;,=H-^>.
L'application

on , B^ ^
envoie biholomorphiquement un voisinage du bord 9B de B dans B , sur un
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voisinage du bord 8 ( 0 ( B ) ) de 0(B); en recollant par all ces voisinages isomor-

phes, on obtient une surface analytique complexe compacte notee

sdi.o) .
S(II,a) est canoniquement munie d'un plongement ouvert

i : A = Ann(II,0) ;= B ^ o(B) -> S(II,(7)o
de plus, pour £ > 0 assez petit pour que sur £ , II existe, les applications

f'1' : £^ -> S(IT,CT)
z -^ ia(z)

€ : Z~ -^ S(IT,o)

z -^ i H1 (z)

se recollent par construction sur Z pour donner une C.S.G.

f = f(II,a) : ((C2^) ^ S(JL(J) .

Definition 1 . 4 .

On dira que S(ILo) (resp. Ain(II,a) , f(II,(J)) est la surface (resp. 1'anneau,

la C.S.G.) associee & la donnee de Kato (11,CT) .

Dans la suite Ann (II,a) sera identifie a son image par i .

On va maintenant construire ^ partir d'une donnee de Kato quelconque (11,0)

une donnee de Kato centree (11 ' , 0 ' ) de sorte que S(IT,0) et SdT'.a ') soient

isomorphes. Plus precisement on a :

Lemme 1 .5 . : Soit (11,0) une donnee de Kato et F = II(J .

Ators : II existe une donnee de Kato centree (IT'.cr ') , un automorphisme de

la boule 4) et un isomorphisme

^ : s ( n ' , o ' ) •> s (n ,CT)
pour lesquels Ie diagramme suivant

n 4) n
( ( C , Z ) -^ (<E-,Z)

f ( n ' , a ' ) ^ ^ fd l . c r )

s ( n ' , o ' ) -*- s(n,a)
^

soil commutatif.

De plus, si F' := n'O' on a :

F = 4>F' (p~

D Demonstration :

D'apres Ie theoreme du point fixe de Brouwer, F admet un point fixe z € B;

d'autre part les automorphismes de la boule operent transitivement et se prolongent

analytiquement a un voisinage de B' [21 ] . Soit alors un automorphisme
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<P : B -» B

tel que

4>(0) = z

et considerons Ie diagranune cartesien

B"' ,= B X B" X B
B

n'4- ^ n
B (^ B

En posant

C T « := ^-1 04) : B -^ B11'

on obtient une donnee de Kato centree (11 ' , a ' ) et V induit 1'isomorphisme ^

cherche. D

1 - 6. Une caracterisation des surfaces contenant une C.S.G.

On va voir que toute surface contenant une C.S.G. est isomorphe a une sur-

face S(II,a) .

Proposition 1 .7 . (Kato [ 1 2 ] )

Soit S une surface compacte contenant une C.S.G. Pour toute C.S.G.

f : ((E2^) -^ S

il existe une unique donnee de Kato K(f) = (11,0) et un unique isomorphisme

a : S(ILo) -^ S

tel que Ie diagramme suivant

S(ILO)

soit commutatif.

D Demonstration,

1 . Soit C > 0 assez petit pour que f soit biholomorphe sur Z . Notons

X := S ^ f(E) .

Les ouverts

E'1' <"^ B et f(J^) e^ X d'une part

E~ c-^ Z et f (Z~) ̂  X d'autre part,

sont isomorphes par f et disjoints deux a deux. Soit
Z:=B^X
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la variete obtenue en recollant B et X Ie long de ^+ par f et

z^^z

la variety obtenue en recollant Z avec Z Ie long de Z~ par f . Les deux

varietes sont obtenues en "rebouchant" X , et Z est un ouvert strictement pseu-

doconvexe de Z qui ne depend que de f . D'apres [ 7 ] (p. 337) , Z est une

modification d'un espace de Stein normal Y .

N6 tons
P : Z -> Y

cette modification.

2. It existe un unique ieomorphisme.

a : B -*- Y

qui. fasse commuter te diagrconme

En effet :

pf ; Z^ -^ Y

etant a valeurs dans un espace de Stein se prolonge a B d'apres un theoreme de

Hartogs en une application analytique

a : B -^ Y

L'application a est propre, surjective puisque a(B) qui est un sous-ensemble

analytique de Y , contient un ouvert, et a fibres finies puisque B ne contient

pas de courbes compactes; de plus, en dehors du lieu de ramification R qui est

compose d'un nombre fini de points de Y , la restriction

^B-a-^R) : S"3 '1^ " Y " R

est un revetement qui est necessairement trivial. On en deduit d'apres [8 1 que

(B,a) est une normalisation de Y . Comme Y est normal, a est un isomorphisme

3. Construction de K(f) = C^a) :

Soit (B ,11) definis par Ie diagramme cartesien

B : B x Z ^ Z
Y A

IH +p
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Comme p est une succession d'eclatements ([15] p. 83) / IT aussi .

De plus Ie plongement ouvert canonique

i : B -> Z

permet de definir
0 := A"1! : B -. B71

qui est biholomorphe sur son image.

L'assertion resulte alors du fait que A induit des isomorphismes

A = Ann(II,0) -> X et

a : s(ILa) -»• s

qui, par construction, fait commuter Ie diagramme

S(II ,0)

Definition 1 . 8 On dira qu'une C . S . G . est centree si sa donnee de Kato associee

( 1 1 , o ) est centree.
D'apres la proposition 1 . 7 1'etude des surfaces contenant une C . S . G . est ramenee
1'etude des surfaces S ( I T , 0 ) ; d'apres Ie lemme 1 . 5 on pourra supposer que les
C . S . G . ainsi que les donnees de Kato sont centrees.

1 . 9 Revetement universel des surfaces S ( I I , g ) .

Notons Ann (ILo) Ie voisinage d'ordre e de
Ann(ILo)

rr-1,Ann ( 1 1 , 0 ) : = 11 ( B ) ̂  o(B_ )

g = Oil envoie biholomorphiquement un voisi-
nage du bord strictement pseudoconvexe "exte-
rieur" de Ann ( 1 1 , 0 ) sur un voisinage du bord
strictement pseudoconcave "interieur" de
Ann(II,0) .

Si ( A . ) est une famille d'exemplaires de Ann (11 , 0 ) , soit S la varietei i € Z £
obtenue en recollant Ie bord pseudoconcave de A , avec Ie bord pseudoconvexe de
A. par g . En notant ( z . ) la famille des exemplaires d'un meme pointl̂ 1 i € Z
de Ann ( 1 1 , 0 ) , S est muni de 1'automorphisme

'g : 'S -> 'S

10
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defini sur A. par

g(^) = 2^1
De plus, 1'application canonique

a) : '5 -> '§ / {'g1 | i e z } ^ S(II,a)
fait de S un revetement de S(II,a) .

Lemme 1 . 1 0 Soit (11,0) une donnee de Kato ou

n = n . . . n
1 n

est une succession de n eclatements

n "n "n-i n^
B ^n^ Vl —— ...-B^— B^ = B

Alors : i) H (Ann(II,CT)) = 0 et
n

H (Ann (11,0) ) = ® Z

ii) (.S.CO) est Ie revetement universel de S(II,0)
n

, ( S ( I T , a ) ) c^Z et H ( S ( I I , C T ) ) & < © Z .
n

iii) H ( S ( I T , a ) ) c^Z et H . ( S ( I I , C T ) ) & < © Z .

En particulier

b ^ ( S ) = 1 et b^ (S) = n .

D Demonstration ;

i) II est bien connu que

n n n
H ^ ( B ) = 0 et H (Bn) = © Z

Considerons alors Ie recouvrement de B forme des deux ouverts

U = Ann(I!,a) et V = a(B )

la suite exacte de Mayer-Vietoris

. . . -» H^ (U n V) -» H^ ( U ) © H (V) -* H (U U V) -»

(*) H ^ ( U n V) -*• H (U) © H (V) -+ H (U U V) -»

H ^ ( U n V) -*• H ^ ( U ) © H (V) -» H (U U V) -» 0

ou

H (u n v) ^ H (u n v) sa o
H ^ ( V ) ^ H ^ ( V ) ^ 0

HQ (U n V) ^ HQ (U) ^ HQ (V) ^ H (U U V) ^ Z

donne d'une part
n "H^ (Ann ( I I ,0) ) ^ H (B ) s^©

11
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et d*autre part

H (Ann(ILo)) = 0

ii) est immediat d'apres Ie theoreme de Van Kampen et i) .

iii) S(II,o) est recouvert par
U = Ann(II,o) et V = f(£ )

Comme U n V est form6 de deux composantes connexes homeoroorphes ̂  Z , on a

H (u n v) a< H (u n v) « o
H (u n v) s^» ez .

D'apres la suite exacte (*) precedente et i) , on obtient d*une part

H (S) a< © Z

et d'autre part la suite exacte
0 -» H. (S) -»Z ©Z -»Z GZ ->Z -» 0

Le resultat decoule alors du fait que Ie noyau d*un roorphisroe surjectif de
Z ©2 sur 2 est isomorphe B Z .

Proposition 1 . 1 1 Les courbes compactes du revetement universel ( S , 0 ) ) d'une sur-

face S contenant une C . S . G . sont toutes rationnelles non singulieres.

D Demonstration. Soit C une telle courbe de 'S . Une C.S.G. de S etant choi-
sie, on recouvre S par les anneaux ouverts ( A . ) . Par compacite, il exis-;

te a,@ € 2 tels que C <= U A .
a< i < B x

Comme Ag ̂-̂  B , on peut recoller U A. non pas avec A,, mais avec B le
a <i < 8- 1

long des memes ouverts. On obtient une variete isomorphe a la boule eclatee un
nombre fini de fois, ce qui donne le resultat. D

1.12 Bouts du revetement universel d'une surface contenant une C . S . G .

Considerons une surface de Hopf S ; par definition, son revetement
universel est isomorphe a <C *̂ {0} qui peut etre compactifie en lui rajoutant
ses deux bouts ( 6 ] :

L'un 0̂  a un systeme fondamental de voisinages strictement pseudocon-
vexes et 00 avec un systeme fondamental de voisinages pseudoconcaves.
La proposition suivante montre que cette propriete est independante du choix de
la C . S . G . , c'est-a-dire qu'on peut distinguer les deux bouts :

12
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1'automorphisme

^ : ? -» f
va vers Ie bout "pseudoconcave" 0 tandis quo ~̂1 va vers Ie bout "pseudocon-
vexe" oo .

Proposition 1.13

Soit S une surface compacte contenant une C.S.G.

1) Le revetement universel (S,u)) de S a deux bouts notes 0_ et oo .
En notant

s[ = ? U {0} U {00}

ces bouts sont distingues par la propriete suivante :

0_ (resp °o) a un systeme fondamental de voisinages ouverts strictement pseu-
doconvexes (resp. pseudoconcaves) .

De plus, pour tout relevement 7 : ((C2 ,Z) -> ? d'une C.S.G f de S , 0
(resp. oo) est dans la composante strictement pseudoconvexe (resp. pseudocon-
cave) de S? ^ ?(£) .

2) g ne depend pas du choix de la C.S.G. f et se prolonge continuement en

g : s[ -» ^

De plus g^ verifie :

i) 'g_{0) = 0^ , ^(oo) = oo

ii) g_ est contractant en 0^ au sens suivant :

Pour tout voisinage V de 0 relativement compact dans 'S' U {0}
on a

n g^tv) = {0} ;
i> 0

Si V est la composante pseudoconvexe du conplementaire de ?(Z) dans
'S pour une C.S.G f quelconque, alors

g'(V) c: c V .

n Demonstration.

1) II s'agit de voir que les bouts definis en choisissant une C.S.G. f , n 'en de-

pendent pas. Soit pour cela f * une autre C.S.G. et soit

? ,?• : ((C2^) -> ?

deux relevements de f et f respectivement.

Notons S (resp. S'1) la composante de i? \ ?(£) (resp ? ̂  ? ' ( Z ) ) a bord stric-
tement pseudoconvexe, et S (resp S " ) celle a bord strictement pseudoconcave.

13
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II suffit de montrer que
SQ D SQ et Ŝ  n Ŝ  sont non relativement compacts tandis que

S n S' et S' OS sont relativement compacts.0 oo o oo •"•

En changeant au besoin de relevement de f, on peut supposer que

aS'1 <= fo o

et il suffit de montrer que

S' n Ŝ  = S1o o o
est non relativement compact, ce qui decoule du Lemme 1.14 qui suit.
2) resulte immediatement de 1 ) et de la construction des bouts, n

Lemme 1 . 1 4 . Soit ^ un domaine relativement compact et strictement pseudoconvexe
dans une variete complexe de dimension ̂ 2 . Aiors Ie bord 9^ de ̂  est
connexe et ̂  n'a qu'un bout.

D Demonstration :

Supposons 3^ non connexe. On peut alors ecrire

8̂  = F^ U F^
ou F et F sont deux compacts disjoints non vides, et trouver deux voisinages
ouverts W et W de F et F disjoints et ne rencontrant aucun sous-ensemble
analytique compact de ̂  . Notons

p : ^ -»• Z
la reduction de Remmert de Q, , ou E est un espace de Stein normal [ 7 ] .

D'une part, la restriction de p a (W U W ) 0^ est un isomorphisme,
et d'autre part

K = ̂  \ ( W ^ U W^)
est compact dans ^.

Notons U . = p ( W . n ̂ ) i = 1 , 2 , : ce sont des ouverts disjoints de Z et

L = Z \ (U U iy

est un compact de Z dont Ie complementaire a au moins deux composantes connexes
non relativement compactes.
Cette propriete est conservee pour tout compact L ' = > L en particulier pour un
polyedre analytique contenant L ( [ 2 0 ] thm 6 . 2 ) .
On obtient alors une contradiction en vertu du fait que Ie bord d'un polyedre
analytique est connexe ( [ 2 0 ] thm 6 . 3 ) . Comme 9Q est connexe 2̂ n'a qu'un bout
d'apres la definition [ 6 ] .
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§ 2. - Surfaces minimales contenant une C . S . G .

2 . 1 Introduction.

Definition 2 . 2 . Soit X une surface. Une courbe rationnelle non singuliere C
contenue dans X est dite exceptionnelle de premiere espece si

C.C = -i
On dira que X est minimale si X ne contient aucune courbe exceptionnelle de
premiere espece.

On sait que si S est une surface compacte, il existe une surface minimale
S' telle que S soit obtenue a partir de S' par un nombre fini d'eclatements.
Dans Ie cas ou S contient une C . S . G . , on va chercher a determiner dans ce para-
graphe ces surfaces minimales S ' . Commencons par Ie cas Ie plus simple, a savoir
celui, ou s'etant fixe une C . S . G . , la surface S ŝ  S ( I I , o ) contient une courbe excep-
tionnelle de premiere espece C verifiant :

C <= Ann(II ,o)

on a Ie

Lemme 2. 3 Soit ( I I , o ) une donnee de Kato centree et C une courbe exceptionnelle
de premiere espece verifiant

C c. Ann (n, o)

Decomposons II en

B" ^B"- ."'B

ou n est la contraction de C en un point
z ' = v^

Soit 0' : = n 0 : B -" B111
o

Aloys : i) ( n ' , C T ' ) est une donnee de Kato centree
ii) II existe une unique application

p : s (n ,o ) -»• s (n ' , o ' )
0

faisant commuter les diagrammes
n

et cette application est 1'eclatement de S(II',o') au point z' € Ann (71 ' , o ' )

15
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D Demons tratwn: immediate D

... cependant, si Ann(II,o) ne contient pas C, Ie couple (II',o') defini precedemment

n'est plus une donnee de Kato, puisque o' n'est plus biholomorphe sur son image.

On va done dans la suite s'attacher ^ definir une donnee de Kato (II",o") pour

laquelle existe un eclatement

s ( n , o ) -^ s ( n " , o " ) .
L'idee consiste a bouger la C.S.G. de facon a se ramener a la situation du Lemme

2.3.

2.4 Contraction des courbes exceptionnelles.

Montrons avant de continuer Ie

Lemme 2.5

Soit F : B -^ B une application analytique verifiant

F(0)= 0 et F(B) c c: B

Alors :

1 ) II existe une constante 0 < k < 1 telle que pour tout z € B

l lF(z)l l < k II zll

En particulier, toute valeur propre \ de DF(0) verifie J X J < 1 .

2) 0 est Ie seui point fixe de F.

D Demonstratzon.

1 ) Comme F(B)C:C:B , il existe 0 < k < 1 tel que F(B) soit contenu dans la boule de

rayon k.

Soit z ^ 0 fixe. On peut supposer F(z)^ 0, sinon il n'y a rien a montrer.

Notons A(resp A ) Ie disque obtenu en prenant I1intersection de la droite

passant par 0 et z (resp F ( z ) ) avec B. Soit

P : B -^ A

la projection de B sur A , R : B ^ B

une rotation amenant A sur A et

H : A ( k ) ^ A
^ k

1'homothetie de rapport l/^ du disque de rayon k sur A. L'application

f = : H R P F : A - ^ A
-k

a 0 comme point fixe. D'apres Ie lemme de Schwarz

16
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l l f ( z ) l ) < II z II

Par consequent

l l F ( z ) l l = II R P F(z) l l < k l l z II

2) Si z est un point fixe de F on a

H z 11=11 F(z )|| < k Hz II
0 0 o

c'est a dire z = 0. Do

Soit

f-.id2,^) -^ S

une C.S.G. centree et e > 0 assez petit pour que f soit definie sur 2

Remarquons tout d'abord qu'on peut faire bouger f dans S, par exemple en mettant

f dans la famille holomorphe (f,), de C.S.G.
A A

((E2,!) x {1- e < | A | < 1 + e} -> s

( z , A ) ->• f ^ ( z ) : = f h (z)

ou h est 1'homothetie de rapport X .

Si S egale S( I I ,o ) , la donnee de Kato (n ,o ) associee a £ est donnee
A A A

par Ie diagramme cartesien

B^:^ X B" ̂  B"
I e I6

(*) "X T ^Tl

° X ! = <1 0̂

qui est bien definie puisque H. est biholomorphe sur son image et F est contrac-
tante d'apres Ie lemme 2 . 5 .

Le lemme suivant montre qu'on peut etendre la famille precedente de
C . S . G .

Lemme 2 . 6

i) Notons par p > 0 a , . . . , a les points modifies de B. Alors, avec les notations
precedentes : la famille holomorphe (fJ,, de C.S.G. centrees de S se prolonge a

toute la couronne

Max {II a . II } < | A | < 1
Ki<p 1

et il existe une unique immersion

<() : { z | Max (Ha. 11} < II z II < 1 } -^ S
Ki<p 1

17
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pour laquelle

^ °* \
De plus la donnee de Kato centree associee B f. est :

K(^) = <n^)

ii) Soit 0 < k < 1 une constants pour laquelle

l l F ( z ) l l < k H z II

et posons

^ : ° "^

Ators :

F^ = h^1 Fh et 11 F ( z ) l l < k II z II .

D Demonstration,

1 ) Commencons par la seconde assertion :

Pour tout A tel que 0 < | x | < 1 , (II.,o) peut etre defini et c'est une donnee

de Kato centree puisque

F,(0)=n^(0)=n^a^(0)=o

De plus,

h F - h H o - IIH CT - IIoh.= Fh , , ce qui donne 1'inegalite.

2) On va d'abord montrer que 'La farmllo (f^)^ se prolonge a. la couronne :

Max { H a II , .. ., H a II , k} < \\\ < 1.

En effet, h , ( 2 ) ne rencontre aucune courbe compacte, et vu la condition imposee

n h (2) c Ann(n ,o )

done

f^ : = ^ ~ l h ^ :(a:2,S) -^ s (n ,o )
est une C.S.G de S ( I I , o ) , et

4 > = n ~ : { z | M a x { l l a II , . . ., II a 11 ,k} < II z II < 1} -> S

est 1'immersion qui a la propriete voulue.
De plus. Ie diagramme ( * ) precedent induit H^[Ann(II^o^)]

Ann(n ,o.)
A A

(a:2^)

Ann (n, o)

n~ h, Ann(n,o)U H [Ann(IL,o ) ]

18
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ou H. est biholomorphe sur son image. Comme, par ailleurs

H.o = a h A et

oil est biholomorphe de Ann (II, a) \ H.[Ann(II.,o ) ]A A n
sur H [Ann(IL ,G.) ]\ Ann(II.o)

on en deduit Ie diagramme commutatif

S(II^a^)

ou.a. est un isomorphisme, ce qui d'apres la proposition 1 . 7 montre

K(f^) . (n^o^)

3) Soit 6 > o qu'on introduit au cas ou p= 0 et N Ie plus petit entier verifiant

k1^ < M a x { l l a l l , . . . J I a II , 6 }
1 P

Pour obtenir i) il suffit de montrer par recurrence sur Kn<N que 1'asser-

tion est vraie pour tout A verifiant

M : = Max { H a , II , . . . Jl a It , k"} < | A | < 1n 1 p ' '

Or, pour n=l cela a deja ete verifie; si 1'assertion est vraie pour un entier

Kn<N-l, et p verifie M < |v | < 1 , il suffit d'ecrire

p = A Ao

avec M < | A | < 1 et M < l A [ < l e t d'appliquer 1'hypothese de recurrence a

S(II.,a ) qui est isomorphe a S(IT,o) , et ou les points modifies sont

a a
b--r- , . . . ,b =-,^- , ce qui est possible puisque

Max { l l b ^ l l , . . . J I b I I , k } < | Aj < 1 D

Lemme 2.7

Soit (II,o) une donnee de Kato centree. On suppose qu'il existe des points

a,,...,a dans B \ {0} tels que II (a,),...,n (a ) soient des courbes compactes.

Ators : il existe une donnee de Kato centree ( 1 1 ' , o ' ) telle que

n ' : B11' \ n'"^) -^ B\ { 0 }
soit biholomorphe, et pour laquelle existe une modification.

p : s ( n , o ) -> s ( n ' , o ' )
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D Demonstratzon.

On fait une demonstration par recurrence sur p, Ie cas p=0 etant trivial. On peut

supposer que II a II > Ha. II pour i = 1,...,p-l.

Soit \ verifiant

k | X | < II a II < | \ | < 1

ou 0 < k < 1 est tel que llF(z)ll< k II z II sur la boule. Soit (IL,o.) la donnee de Katoa A A ^^^^
obtenue par Ie lemme 2.6. 11. modifie Ie point b = -J^ et comme b f. F(B) ,A p A p

n~1 (b ) <=Ann(IL,o,)
A p A A

D'apres Ie lemme 2.3 il existe une donnee de Kato centree (II",o") ou n" ne modifie

que p-1 points de B\ {0} et S(II ,a ) est obtenue par modification de S(n* ' ,a " ) .
A A

On conclut en utilisant 1'hypo these de recurrence. D

Exemple 2.8 : La situation ou deux courbes compactes 11 (0) et n (a), a ^ O de B,

rencontrent toutes deux a(B) peut effectivement se produire. Par exemple, soit

n : B11 •> B
obtenu en eclatant les points 0 et a = (0, .-) de B.

Recouvrons B par les cartes dont les ouverts sont

{(u,v) | M2^ |u|2 I v--|2) < lL{(u',v') I | v ' | 2 ( | u • v • - ^ | 2 + | u • | 2 < l }

et { ( U ' , V ' ) | |v' \2 + |u'V' +- |2< 1 )

recolles par les conditions :

u = l/^, , sur u ^ 0, u« ^ 0 u = 1/y. ̂ .^ 1^ pour U" ^ 0 U'V ^ - ^
i ^

v = u'v' v = U'V + - uv ^ 0

et sur lesquels II s'ecrit

n(u,v)=(uv(v--) ,v) ,n(u' ,v ' )=((u 'v ' - - )v ' ,u 'v ' ) ,n(U' ,V ' )=(V' ,U 'V ' +^)

Par consequent II"1 (0) = { v = 0 } U { v ' = 0 }

if^a) = { v = ^ - } U {u'v- =^}U {V =0}
4 4

En choisissant

0 : B ->-B

z -> (M,V)=(-Y, y)

o(B) rencontre aussi bien n (0) que II (a).
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2.9. Donnees de Kato minimales.

Definition 2 . 1 0 . Soit (II, o) une donnee de Kato centree. On dira que (II, o) est

minimale, si

i) B ne contient qu'une seule courbe exceptionnelle de premiere espece

C,

ii) o(0) € C .

Remarques 2 . 1 1 Si IT est une succession de n eclatements
TT n n 1 ^

B" = B -^B , -^ ... B ^ B
n n-1 1

en des points 0 € B et C : = IL (0 ), la condition precedente signifie que :

i) 0 € C pour tout Kk<n-l

ii) o(0) CC^.

Lemme 2 . 1 2 Soit (II,o) une donnee de Kato centree telle que 0 soit Ie seui point

modifie par II. Si (II,o) n'est pas minimale, il existe une donnee de Kato minimale

(n ' ,o ' ) pour laquelle existe une modification non triviale

p : S(ILo) •> S ( n ' , o " )

D Demonstration : Nbtons r,,...r les courbes irreductibles de B auxquelles o(0)—————————— 1 p
n'appartient pas. Soit \>o assez petit pour que 1'image par o de la boule fermee

B ( X ) centree en 0 et de rayon \, ne rencontre pas r ,...r

D'apres Ie lemme 2.6 1'homo the tie h. de rapport \

6^ induit une C.S.G. f. qui ne passe pas par T ,...,r .

En appliquant alors Ie lemme 2.3 on contracte toutes

les courbes exceptionnelles de premiere espece, ce

qui permet d'obtenir la donnee de Kato minimale

cherchee D
/

Theoreme 2 . 1 3

Soit S une surface compacte contenant une C.S.G.

Alors : 1 ) il existe une donnee de Kato minimale (II,o) telle que S s'obtienne par

un nombre fini d' eclatements de S(II,o).

2) S est minimale si et seulement si toute donnee de Kato (II,o) centree de

S est minimale.

D Demonstration :

1 ) D'apres la Proposition 1 . 7 et Ie lemme 1 .5 , S est isoroorphe a une

surface S(n ' ,o ' ) ou (II',o') est centree. On conclut par les lemmes
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2.7 et 2.12.

2) La condition est necessaire d'apres Ie lemme 2 . 1 2 . La condition est

suffisante puisque Ie revetement universel de S(II,o) ne contient

aucune courbe exceptionnelle de premiere espece. D

Proposition 2 . 1 4 (Kato [ 1 2 ] )

Soit (II.o) une donnee de Kato et A la reunion des courbes compactes de B . Si

o(0) ?A, alors S(II,o) est obtenue a partir d'une surface de Hopf primaire par un

nombre fini d'eclatements.

D Demonstration :

On peut supposer (II,o) centree. En prenant \>o assez petit, 1'image de la boule

fermee de rayon X par o ne rencontre pas A. On conclut a nouveau par les lemmes

2.7 et 2 . 1 2 , et par Ie fait qu'un automorphisroe contractaht de ((E ,0) definit

une surface de Hopf primaire. D

Remarque 2.15.

Si (II,o) est une donnee de Kato roinimale, 0 est Ie seui point modifie.

Le lemme 2.6 i) signifie alors que S(II,o) ne depend que du germe en 0 de F = no .

On en deduit qu'a tout germe
F = (C^O) ^ (O^.O)

de la forme F = IIo on peut associer une surface de Kato S = S ( F ) qui est canoniquement

munie d'un germe d'immersion

4> : «C2 \ {0 } ,0 ) -> S

induit par iT1 .

§ 3 . - Surfaces de Kato.
Definition 3 . 1 . On appelle surface de Kato une surface analytique complexe mini-
male S, contenant une C . S . G . et dont le deuxieme nombre de Betti b^ ( S ) verifie

b^ ( S ) > 1 .

D'apres le § 2 . 9 , les surfaces compactes minimales contenant une C . S . G . se repar-
tissent en deux groupes :

- les surfaces de Hopf primaires, pour lesquelles b - 0 .

- les surfaces de Kato, pour lesquelles b- > 1 .

Vu le lemme 1.10 b^(S) est precisement le nombre d'eclatements composant toute
donnee de Kato ( I I . o ) de S. De plus en appliquant le lemme 2 . 6 , on pourra tou jours
supposer que o ( B ) ne rencontre que les courbes passant par o ( 0 ) .
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3 . 2 Effondrement du revetement universel sur une courbe.

Definition 3 . 3 Soit S une surface de K a t o , ( S , o ) ) son revetement universel et C une
courbe compacte de S. On appelle effondrement de S sur la courbe C, la donnee de
(S^.p^) ou :

1 ) S est une surface n'ayant qu'un bout, note <» .

2) p : S -> S est une application analytique envoyant isomorphiquement
un voisinage du bout 00 dans S sur un voisinage du bout °° dans S

3) C : = p ( C ) est une courbe exceptionnelle de premiere espece de S .

On va montrer la

Proposition 3 . 4 .

1 ) Pour toute courbe compacte C de 'S, il existe un effondrement (^p/Pp)
de S sur C, unique a isomorphisme unique pres.
De plus, il existe 0 €c : = p ( C ) tel que

Pc'^C1'0^ " ^ { 6 C }

soit un isomorphisme.
2) Pour deux courbes compactes C et C' de S la relation C < C' si et

seulement si il existe une application

"^ ! ̂  " ^
faisant commuter Ie diagramme

est une relation d'ordre total sur 1'ensemble ^CCs) des courbes
compactes de S. De plus 1'application 11° est unique.

3) Si C < C ' , il existe des courbes de 'S, uniquement determinees par C et
C' ,

c^c, c^,...,c^...,c^, C p = c -
o

telles que n se factorise en
n c n , n n

^-^ ^-^•••^c ————-^c-^cp-1 r 1
ou 11 est 1'eclatement d 'un point 0 € C et,r C^ r-l
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- ^ (^-. )•
La demonstration de la proposition 3.4 se deduira des deux lemmes
suivants : Ie leimne 3 . 5 qui montre que si on " rebouche " par une
boule un ouvert de S delimite par deux relevements d'une C . S . G . , on
obtient une modification de la boule, et Ie lemme 3 . 6 qui permet de
contracter une infinite de courbes du revetement universel S'. L'idee
de la demonstration de 2) est la suivante : Etant donne une donnee de
Kato ( n , o ) de S, on a une relation d'ordre naturelle sur 1'ensemble
des courbes compactes de B correspondant a 1'ordre des eclatements.
II s'agit de prolonger cette relation a 1'ensemble C(?')de toutes les
courbes compactes de S.

Lemme 3.5.

Soit f^ f^ ; (<E ^£) -^ S deux relevements d'une meme C.S.G. centree f de S, et soit

V Ie domaine relativement compact de IS dont Ie bord est ? (S) U 'r-(S) . On suppose

que f.^ (2) est son bord strictement pseudoconcave.

No tons V la variete obtenue en recollant V

" il*-» et B par f Ie long des ouverts

7 (S^c: v et S'^CB . Ators :

f : f (S )-»• B se prolonge en une applica-

tion

n: v-»- B
qui se factorise en une suite d'eclatements

au-dessus de 0 :

V = B ^\"k-1

n n,
B^...-.B^

ou pour tout 2 < r < k, n est 1'eclatement d'un point

0 . € C , : =r-1 r-1

et si n=b-(S) alors n divise k.

"r^'0^'

D Demonstration.

Soit K( f )=(n,o) la donnee de Kato associee a la C.S.G. f. D'apres Ie § 1 . 9 1 e reve-

tement universel S de S peut etre recouvert par des ouverts (A. ) . „., oii A esti i c Z o
isomorphe a Ann(ILo), et pour i/0 les A. sont isomorphes a 1'anneau Ann (11,o)

(e > o petit pour faire les recollements). En changeant au besoin la numerotation,

on peut supposer que
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p ' K K p i

On va montrer que k=np et que H a la factorisation voulue par recurrence sur

p>l.

Cas p=l ; V = B et Ie lemme resulte immediatement du fait que S etant minimale,

(II,o) 1'est aussi d'apres Ie theoreme 2 . 1 3 .

Sozt p^ 2 : D'apres 1'hypothese de recurrence f se prolonge a U A. , puis
Ki<p-l 1

a tout V d'apres Ie cas p= 1 et puisque toute application analytique definie sur

un voisinage du bord d'une boule modifiee B', a valeurs dans B, se prolonge a tout

B' .

Par ailleurs, d'apres Ie cas p=l , V est obtenue par n=b^(S) eciatements du type

voulu de la variete V au dessus d'un point note 0 . D'apres 1'hypothese de

recurrence V n'a qu'une seule courbe exceptionnelle de premiere espece, 0

lui appartient vu la definition 2 . 1 0 et done it est compose de np eciatements du

type voulu. D

Lemme 3.6.

Soit f : (<C ,2) -*• S un relevement d'une C.S.G. centree f de S, et U la composante

strictement pseudoconvexe de S \ f (2) . Alors Ie germe d'isomorphisme

'r~1: ('S',8U) -^ (a:2,^)

se prolonge en une application analytique

? : "U -> B

surjective et inversible en dehors de 1'origine.

D Demonstvation :

a) On a U= U A. en choisissant bien la numerotation des anneaux A . .
i>0 1 _,

D'apres Ie lemme 3.5, f se prolonge a V : = U A. pour tout p, ce qui
p 0<i<p 1

donne 1'application

TF : U" ^ i

b) Nbtons :

* g : S -> S 1'automorphisme de S qui est contractant en 0_ (Cf. § 1 . 1 2 ) et par

lequel S/ est isomorphe a S.
{ g ' ^ m e z }

* ? : U ^ V Ie prolongement de 1'identite id : AQ ^ A^ grace a a) ou V est la

variete " rebouchee " definie au lemme 3.5.

* g : V -» V , Ie prolongement de ^ : V -> V , .p p+l p p+l /

* n : V -» B 1'application donnee par Ie lemme 3.5.
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* F=JIo , ou (II,o) est la donnee de Kato associee a f.

Dans ces conditions les diagrammes suivants sont commutatifs pour tout p>0.

U -2— u

\ i I Vi "
^^i W \ '
1 I"p * T Vi ^ ^

p

"p

II suffit pour Ie voir, de restreindre les diagrammes a ?(2~)

c) Remarquons d'abord que si u€g^(A ), alors d'apres les diagrammes precedents,

?(u)€ F^W .

Soit alors z € B \ { 0 } e t p = sup{ k | z € F1^ (B) } ;

p existe d'apres Ie lemme 2.5. D'apres la remarque que nous venons de faire il

s'agit de trouver u € v unique pour lequel 1f(u)=z , ou encore, d'apres les

diagrammes precedents v € v unique tel que n (v )=z ... mais ceci resulte du

lemme 3.5. D

D D^monstratzon de la proposition 3,4.

a) Existence.

Soit f une C.S.G quelconque de S; il existe d'une part un relevement

^ : ((C2^) -» i

de f tel que C soit contenu dans la composante U strictement pseudoconvexe de

S \ f (2), et d'autre part il existe un relevement

^ : ((E2^) -^ i

de f tel que C soit contenu dans la composante W strictement pseudocpncave de

i \ ?^ (2) .

Le germe d'isomorphisme

^ : ((C^S) -» (i,3w)

permet alors de recoller analytiquement W avec B , ce qui donne une variete S

munie d'apres le lemme 3.6, d'une application

p : ? -» S

qui verifie 1 ) et 2) de la Definition 3.3.

Comme, d'apres le lemme 3.5 la variete V qui se deduit de

V = U n W
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est une modification de la boule et

V c: s

il suffit de contractor un nombre fini de courbes de S uniquement determinees

pour obtenir la vanete S cherchee.

On va maintenant construire la relation d'ordre sur '$(?') de laquelle se dedui-

ra Ie reste de la proposition. Nous allons la construire en plusieurs etapes:

b) Soit f ; ((C ,2) -» s un relevement de f, une C.S.G quelconque de S, et W(resp.

U) la composante strictement pseudoconcave (resp. pseudoconvexe) de 'S' \ ^'(S) .

On peut choisir f de sorte que

PC •• 's - ̂
^it un isomorphisme sur W. Posons

^C : "PC^

V est un domaine strictement pseudoconvexe de S et par un raisonnement ana-

logue a celui de la proposition 1.7 on montre que Ie germe d'isomorphisme

^Pc1 : ^c^V " (a:2y2)

se prolonge en une application

"c : \ " B
qui : i) fait commuter Ie diagramme

?

"c
ou 7 est Ie prolongement de f : ( S , 8 U ) -* «E , S ) donne par Ie lemme 3 . 6 .

ii) fait de B la reduction de Remmert de V .
Par consequent n est compose d'un nombre fini d'eclatements au-dessus de 0.

c) Soit C une courbe compacte fixee de S et f une C . S . G . de S.
On choisit : - un relevement f de f de sorte que C soit contenue dans la

composante strictement pseudoconvexe U, de S \ f ( 2 ) , et p soit
un isomorphisme sur Ie complementaire de U .

- un relevement ?- de f de sorte que C soit contenu dans la compo-
sante strictement pseudoconcave W de S \ f^^) •
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•f.(£)

On note V := U^ n W^ . D'apres les lem-

mes 3 . 5 , 3 . 6 et b) , on a Ie diagramme
commutatif :

Soit
V = B p-1

la factorisation de ft donnee par Ie lemme 3 . 5 et q < p tel que C = 57 ( C ) .cr Vq V

On va montrer que V^ est isomorphe d B :L Q
On montre tout d'abord par recurrence sur k , 1 < k < q qu'il existe une modi-
fication

"c : \ ' \
qui fait commuter Ie diagramme

Pour k =1 , c'est evident; si Ie resultat est etabli pour un entier 1 < k < q-1
la commutativite du diagramme

montre d'une part que les eclatements JI . . . I T et Jl ont lieu au-dessus d'un
meme point, et d'autre part que II n'est pas 1'eclatement trivial. On en deduit
la factorisation a travers B
Maintenant, vu la commutativite du diagramme
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°i
V \

v v

^1-^ A
\

et puisque

Pc(C) .p^(C) = -1

IT est un isomorphisme.

d) Soient C et C' deux courbes compactes de 1 . On choisit des relevements f
et f de f de sorte que C et C' soient contenus dans V . D'apres c)
il existe un entier q < p (resp q ' < p) tel que V (resp. V . ) soit isomor-
phe a B (resp. B , ) .
Supposons q > q' ; puisque on a Ie diagramme commutatif :

I^'-PC, 0 PC1^C " { ̂  " ^C-

se prolonge en une modification

^' : ̂  - ̂
Comme elle ne depend pas du choix des relevements f et f on obtient la
relation d'ordre cherchee. Dans Ie cas ou C = C' on obtient la premiere asser-
tion; enfin 1'unicite et Ie diagramme precedent donnent Ie theoreme. D

Corollaire 3 . 7 Soit ^(S) 1'ensemble des courbes compactes de 'S .
Pour tout C €€(?) il existe C' et C" € ̂ (S) uniques tels que :

c •"• ~i) IT : S -)- S existe et soit 1'eclatement de S en 6 .v- v- c. c c
ii) II : S -> S existe et soit la contraction de C sur 0 „ .

En posant C' = C+l , on fait de ^6(S) un espace principal homogene sous 7L .
Lemme et Definition 3 . 8 .

1) Soit V une surface et 0 € V . On appellera boule centree en 0 1'image
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2 2par une carte ((E , 0 ) -*• ( V , 0 ) d'une boule centree en 0 € <C

2) Soit F ; ( V , 0 ) ->• ( V , 0 ) un germe d'application et U un voisinage ouvert de 0
sur lequel F soit defini. On a equivalence des proprietes suivantes :
i) II existe une boule B c u centree en 0 telle que F(B)C=CB.
ii) Toute valeur propre X de DF(0) verifie 1X 1 < 1 .
Si 1'une des conditions precedentes est verifiee, on dira que F est contrac-
tant .

D Demonstration : i ) " » i i ) d'apres Ie lenune 2 . 5 » la reciproque est evidente. D

Proposition 3 . 9
Soit S une surface de Kato et n = b ^ ( S ) . Pour toute courbe C du reveternent
universel ? de S , il existe un unique isomorphisme

C+n - -;
°C : ̂  " ̂ n

faisant commuter Ie diagramme

^ 4 ^ PC+n

S -*• SC C+n°r
De plus, pour tout C , ^"(O.,) = 0-. ,C C C+n

F :» IT (J : (S ,0 ) -*• (S.,,0 ) est contractant et les diagrannnes :c c+n c c c c c

o^1 ?^^ ̂  ^ l ^
^c J, 4, j^n ^ + + ^
"C+l" T "C+n+l g ^ g

0- ^C c

^ ""̂  ^n

sont commutatifs.

D Demonstration :

L'unicite de O04'" est assuree par Ie premier diagrarome.

Pour prouver 1'existence, il suffit de considerer la construction de S i
M

1'aide d'anneaux : si S = U A , il existe un indice p tel que C c U A. ,
i € 2 i < P
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On a alors C+n C U A . et
i < p+1

g : U A^ -» U A^

i < p i < p+1

se prolonge en

^+n ' ̂  - '^n

ou C' > C et o c + ^ ( o c• ) a °c»+ puisque ?(A.) = A ; les contractions de

C' et C'+n permettent de definir <^^1

^

^C- ——" ^n

^;-1| | ̂

\ ^r1
S C 1 ~ - ' 1 ^ ^'-l+n

Au bout d'un nombre fini de contractions, on a 1'application voulue.

Montrons mai-ntenant que F^ : ( S^O^) -> ( S^O^) eet contractant :

Soit pour cela une boule B centree en 0 . Cornme p I'B) est un voisinage

de 0 relativement compact dans ? U {o}, d'apres Ie lemme 1 . 1 3

3.(P'^W) c<= p^(B)

et done

PC^PC^^ <=c: B

Par ailleurs, d'apres Ie premier diagrarome, sur S \ ^°c^

^ -I ,,C ~ -1 rrC C+n
PCqpC ss "C+n^+n9 FC '"C+n^

Par consequent

F (B) CC B

et F est contractante.

Le dernier diagramme est commutatif d'apres les Propositions 3 . 4 . 2 ) et 3 . 9 . D
Les propositions 3.4 et 3 . 9 donnent iimnediatement :

Proposition 3.10
1 ) (s »II } forme un systeme projectif et les applications {p ) . ^ , et
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^°p ^ C p ^ > / S \ induisent des applications continues.

p : ? ->• Lm S^ avec p(z) = {p^z)^ c ̂

g : lim S -. lim S g( {z }) = {^^"(z)}
-<- -̂ .<- »- <- L C o
c c

qui font commuter Ie diagramme

p 4 4 p

lim S —> lim S
- c g <- c

2) S est homeomorphe a 1'ouvert p(S') et son complementaire dans lim S est

la famille coherente
0 - ̂

3 - 1 1 Germes d*applications associes a une surface de Kato.

Definition 3 . 1 2 Soit F : (V,0) -^ (V,0) et F" : (V ' ,0 ' ) ^ (V ' ,0 ' ) deux germes

d'applications. On dit que F et F' sont isomorphes s'il existe un germe d'iso-

morphisme

tp : (V,0) ^ (V',0')

tel que

(V,0) ^ (V,0)
(p 4 4 - 4 )

F'
(V ' ,0 ' ) -^ (V\0')

soit commutatif.

Definition 3 . 1 3 Soit S une surface de Kato avec b^(S) = n . On appellera ger-

mes d'applications associes a S la famille de germe-s {F } r^

ou c c e ̂ (s)

-C-Hc.n0^

Proposition 3. 1 4 Soit S une surface de Kato et n = b-(S) . Pour tout C €^2(2')

les diagrammes suivants sont commutatifs :

F F

^ -c ^ ^ c-^ ̂
^ + + ̂  ^ ^ ^ ̂

^n- ^n ^ -. ^
FC+n ^
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En particulier F et F sont des germes isomorphes.

D D^monstyat-ion :

Ces deux diagrammes resultent de 1'utilisation iteree du second diagramme de la

Proposition 3.9 puisque 11° = 11° , ^\... n0^"1 . D
C+n C+l C+2 C+n

Remarque 3 . 1 5 Si on itere n fois la seconde relation de la proposition 3 . 1 4 on

recupere la premiere : on a en effet

^n^n^C^n
Q

c'est-a-dire en simplifiant a gauche par II

^n-ril -

puis en composant a droite par CT on obtient

F ^C+n ^ C+n
C+n C C C

A une surface de Kato pour laquelle b-(S) = n on vient d'associer des germes

{F } - to/?\ tels que F et F soient isomorphes. Si S et S' sont deux

surfaces isomorphes il existe par fonctbrialite de toutes les constructions un

isomorphisme d'ensembles ordonnes

i : te('s') -> te('s')
C -»• I(C) = C'

tel que F et F' . soient isomorphes.

D'apres la proposition 3.9 ces germes sont contractants.

Reciproquement on a :

Proposition 3 . 1 6 Soit

F : (V,0) -*• (V,0)

un germe contractant qui se factorise en

F = 110

ou : IT : V^ -»• V est une succession de n eclatements au-dessus de 0 avec une

seule courbe exceptionnelle de premiere espece T .

0 : (V,0) -»• (V t0(0)) est un germe d'isomorphisme avec 0(0) € r ,n

Alors '. il existe : - une surface de Kato S telle que b (S) = n , unique a iso-

morphisme pros.

- une courbe C de ^8(S) ,

telles que pour tout k € Z , F soit isomorphe a F .

Remarque 3 . 1 7 On n'a pas, en general, unicite du germe d'isomorphisme

(? F = Rp . Cf II. Exemple 1 .22 .
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D Demonstration :
a^ ^iSS®"0® : soit B c v une boule centree en 0 € V telle que

F(B) c c B

Par Ie precede decrit au § 1 . 2 , on construit une surface S = S(F) contenant

une C.S.G., qui est minimale d'apres Ie tha. 2 .13 et ne depend pas de B d'a-

pres la Remarque 2 . 1 5 •

Notons C ,...,C les courbes rationnelles de V nuroerotees dans 1'ordreI n n
des eclatements et recouvrons S' par les anneaux A , i € Z associes ^

(II,a) f soit C 1'une des courbes de S' induites par C . Si i est Iei n o
plus petit indice pour lequel

C c U A^

i > io

S (resp. S ) est obtenu en recollant holomorphiquement U A. avec un
- .1 i < i1

voisinage de B (resp. fi (B)) par CT(resp. Oil) Ie long de ° voisinages

i-somorphes de leur bord.

Par construction, on a Ie diagramme doublement conmutatif

"'"'2L >'<».,° fl •o'\ °r"4}
ou (p et tp sont les inclusions canoniques. On en deduit que (P^F = ^^n •

Comme d'apres la proposition 3 . 1 4 F et F sont isomorphes, on aC Orkn
Ie resultat.

b) Unicite : des deux diagranroes commutatifs

F F
(V,0) ->• (V,0) (V,0) ^ (V,0)

(p 4 + 4> 4)' + + 4> '

^C16^ ^ ^C'0^ ^C'^C^ ^ ^C'^C^

on deduit, en posant ^ : sstp'^f , la commutativite de

^c^ / (sc'6c)

y + c + y

(S',6^.,) -» (S',0^.)
Fc•

34



STRUCTURE DES SURFACES DE KATO

ce qui, par recurrence sur k > 0 , permet de montrer que pour tout k ̂  0 , V
se releve au-dessus d'un voisinage de 0 en un isomorphisroe 4, qui fait coinC kse releve au-dessus d'un voisinage de 0 en un isomorphisroe 4, qui fait com-C k
muter Ie diagramme

• - ^k -. -
^kW - ^CW^C-^

"C+k + ^ ^C'+k

^c^ " ^c'^c^

Par consequent, vu la Proposition 3.10 , V induit un germe d'isomorphisme

7 : (?,0) (?• ,0')

qui envoie biholomorphiquement un voisinage du bout (3 dans un voisinage de
01 •
Comme enfin, d'apres la Proposition 3.9., Ie diagraroroe

^y

^k^C^ ———— ^^k^C^)

^-^k | | ^k

^
(SC+ky6C+k) ———' (SC+k'6C+k)

est lui aussi commutatif, ^ est compatible avec g , ce qui s'ecrit :

(1,0) g -^ (S',0)

7 + ^ ?
2' ~(S ' ,0 ' ) -> (S ' , 0 * )

Ceci montre que ^ induit un isomorphisme

y : S -^ S' D

Remarque 3 . 1 8 En conclusion du § 3 . 1 1 , la recherche des classes d'isomorphisme

de surfaces de Kato est equivalente SL celle des classes d'isomorphisme des germes
2 2contractants F : (<E ,0) -*• ((C ,0) de la forme IIo .

3 . 1 9 Configuration des courbes compactes du revetement universel.

Soit S une surface de Kato et n = b«(S) . O n note (S,^) son revetement univer-

sel et ^6(S) 1'ensemble des courbes compactes de S . On salt d'apres la propo-

sition 1 . 1 1 que toutes ces courbes sont rationnelles non singulieres et que C(S)

est principal homogene sous Z d'apres Ie corollaire 3.7 . On note maintenant
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( C . ) . p Sp/cn 1La famille des courbes compactes.. de S

Lemme 3.20

Pour toutes courbes compactes C . , C . de S

C. .C. = C. .C.i 3 i+n 3+n

D Demonstration :

g : S -• S
est un automorphisme du revetement pour lequel

?(C^) = C^^ pour tout i e^{S)

ce qui donne Ie resultat. D

D'apres Ie lemme precedent, 1'application

a : fe(?) -» 3N

i -^=-C^

est periodique, de periode n .

On introduit un nouvel invariant analytique associe a S :

Definition 3.21 On appellera famille des self-intersections des courbes du reve-
re

tement universel S d'une surface de Kato S , la famille periodique de periode

n = b ^ ( S )

a(S) := (a^ ̂ ^ ou a^ = - C^

et on notera a (S) 1'entier independant de i € '£(3) defini par :
n i+n-1

0 (S) := £ a.
n j = i 3

On va determiner quelles sont les families d'entiers qui sont les families de

self-intersections. II nous faut auparavant demontrer les lemmes suivants ;

Lemme 3.22

Soit C € ^B('S') . Alors il existe une C.S.G. f et un relevement

? : ((C2,!) -> ?

tels que, en notant U la composante connexe strictement pseudoconvexe de

S ^ f ( E ) , C soit la premiere courbe contenue dans U .

D Demonstration : Le germe

^-1 : ^C-l^C-l1 " ^C-1'^-!'
est contractant, ce qui permet de choisir une boule centree en 6 qu'on iden-

tifie a B telle que
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FC-I^) c <= B .

Comme

^-1 : s " ̂ -1

est inversible en dehors de 6 d'apres la Proposition 3.4 ,

f s= (Pp < ) : (<C ,£) ->'S' est une coquille spherique de Is .
~ î / rw /S/

Comme f(I) n g f(£) = 0 , f passe au quotient pour donner une coquille spheri-

que f de S qui est globale et a la propriete voulue puisque la composante

pseudoconvexe de S^f(I) contient toutes les courbes C' verifiant C' > C . D

Lemme 3.23
Soit ( I I , a ) une donnee de Kato minimale, C , . . . , C ses courbes exceptionnelles
numerotees dans 1'ordre des eclatements et j Ie plus petit entier 2 < j < n-1o
ou n ̂  3 pour lequel

°j ~- ^ n "j-i
Ators : i) C . . C . = -2 pour j < j - 2

\-\-^ < - 3

ii) aucune composante irreductible de la transformee stricte de

o'^n'^o)) par n . . .n . :

ir1...!!'"1^1^1^)) \{0})^ , , , , , , .

ne passe par 0.
o

D Demonstration :
i) est clair.
ii) CT (H ( 0 ) ) comporte une ou deux composantes irreductibles passant par I'o-
rigine. II y a au plus une composante, disons T , dont la transformee stricte
^ Par n^ ________

r^ := n^( r-slo})
passe par 0, . On conclut alors en remarquant que si pour 1 < k < j -1

r, ^...^(r^o})

passe par 0 , I. est transverse a C et done I, ne passera pas par

^+1 n ̂  • D

Definition 3.24 Soit a = ( a . ) , p une famille d'entiers, periodique de perio-

de n > 1 .
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1 ) Pour 1 < p < n , on appelle p-sequence de a un p-uplet

'^'•••^i+p-i'
2) On dira que la p-sequence (a ,...a ,) est singuliere si

^'•••^p-i' • •p^'2.--- '2) •
3) On dira que la p-sequence (a.,...a. ,. est reguliere si

a = 2 pour tout 0 < k < p-1 et

(a ,...,a. ,) n'a aucun terme commun avec une p-sequence s

Lemme et Definition 3.25

Notons pour tout entier n > 1 , A 1'ensemble des families d'entiersn
a a= (a . ) , c v ' P îodiques de periode n qui verifient

i) pour' tout i € Z

2 < a < n+2

ii) Si a^ = A > 4 /on a pour tout i+1 < j < i-A-3

a^2

Atops ; Si a € A » il existe une unique partition de a en sequences singulie-_______ p
res ou regulieres; plus precisement, il existe une famille d'entiers relatifs

strictement croissante (i.),, c •» unique au numerotage pres telle que pour tout
K. K, ^ Si

k € Z , s = (a. , ...,a. ,) soil une sequence singuliere ou reguliere.
K \ ^•k+l''1

D Demonstration :

evidente. D

Lemme 3.26

Pour tout n-uple d'entiers (a ,...,a ) verifiant les deux conditions :

i) 2 < a. < n pour 1 < i < n-2

a , = 2n-1
a = 1n

ii) Si a. = A avec 4 < A < n alors :

i^-K n et a^ = ... = a^^ » 2 ,

II existe une succession de n eclatements au-dessus de 1'origine

n : B11 -^ B
en des points 0. € C . :=II. ( 0 . _ ) , telle que pour tout 1 < j < n

C^=-a^ .
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D Demonstration :

Pour n = 1 / 2 , 3 c'est evident. Supposons Ie resultat vrai pour n-1 > 3 .

. S'il existe a. tel que a. = n , c'est necessairement a et { n , 2 , 2 , . . . , 2 , 1 )

est obtenu en eclatant ^ chaque fois Ie point d'intersection de C. avec la

transformee stricte de C .

. Sinon a. < n-1 pour tout i et on est dans 1'une des deux situations suivan-

tes :

* I1..®^^®—^ '-̂  avec 4 < & < n-1 et i+A-1 = n .

D'apres 1'hypothese de recurrence, il existe une succession de n-1 eclate-

ments donnant Ie (n-l)-uple

a^. . . ,a^ ,^- l ,2 , . . . ,2 , l ) = (a^...,a^,

Dans cette suite d'eclatements C . .C = 1 . En eclatant a nouveau Ie point

C. ri C , , on obtient Ie n-uple cherch6

(a^...,a^^,2,...,2,l)

* S'il_existe_ a. = t i.a^S,.4,̂ ..̂ -"""1-! a102"® i+Jt-1 < n-1 .

Dans ces conditions 1'un des deux (n-l)-uplea

(alf"•l\^f\-l^) ou

(&lfsfff\^lfan^l)

peut etre obtenu par ri-1 eclatements. Pour obtenir (a,,...,a ) il suffit1 n
alors d'eclater un point distinct de C , H C dans Ie premier cas, etn— 1 n
C < n C dans Ie second. Dn-1 n

Theoreme 3.27.

1 ) Soit S une surface de Kato, n = b-(S) et ( C . ) . - ^.^. les courbes com-

pactes de son revetement universel S .

Les self-intersections des courbes C. ont les proprietes suivantes :

i) pour tout i € 8(1')

-(n+2) ̂ i'̂  -2 et ^n'̂ n = ̂ i

ii) Si n > 2 et s'il existe un indice i € )$(?') pour lequel

C. .C. = - Jl avec 4 < & < n+2

alors C . .C . = -2 pour tout i+1 < j < i+A-3 .

2) Reciproqueroent, pour toute famille periodique de periode n , a = ( a . ) . p

verifiant les deux conditions :

i) pour tout i € Z ,

2 < a.< n+2
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ii) Si n ^ 2 et s'il existe un indice i € 2 pour lequel

a. = t avec 4 < A < n+2

alors a. = 2 pour tout i+1 < j < i+Jl-3

il existe une surface de Kato S pour laquelle, en identifiant )s?('S) a

Z , on ait

C. .C. = - a. pour tout i € ^6('S)

3) Les self-intersections C. .C. determinent completement la configuration des

courbes compactes du revetement universel. Plus precisement, on a :

i) Pour tous i et j € te('S)

C . . C . = C. .C.i 3 i+n 3+n

ii) Si C . .C . = - Jl avec 2 < i < n+2 alors :

C^.C. = 0 pour j > i , j ^ i+Jl-1 et

^L-l = 1 •

D D^monstratzon :
Si n = 1 on a soit C . . C . = - 2 pour tout i € k ( s ) , soit C . . C . = - 3 pour

tout i € ^S(S) . L a configuration des courbes est decrite a 1'exemple 3.34.

On supposera desormais que n ^ 2 et on va demontrer simultanement les parties

1) et 3) du theoreme.

(^ a) Soit C une courbe compacte de S . D'apres Ie lemme 3 .22, il existe une

donnee de Kato minimale (11,0) de S telle que C soit induite par la

courbe C de B , ou C . , . . . , C sont les n courbes compactes den i n
B . On a

- n < C .C < - 2

et les cas suivants peuvent se produire :

1. c, n c = 0 ou c, n c ^ { o ( 0 ) } .
1___n_________1___n_______

Dans ces conditions, quitte a modifier (11,0) , C est contenu dans

A = Ann(II,0) c ? et

- n < C.C = C .C < - 2

2. C, n C = {o(0) } .
1___n______

On a done C . C = - n ; de plus :

* 2.1 Si la transformee stricte II"1 (CT1 (C )^ {d}) ne contien^pas 0̂ .

C n'est pas contenu dans 1'anneau A , mais est contenu dans

la reunion des deux anneaux A U A, . D'apres 1'hypotheseo 1
C.C = - (n+1) et C . ( C + n ) = 1 .
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* 2 .2 Si la transformee stricte 11"' (0 (C )^_{q}j_

passe par 0 . Alors,

n^n^a 1 ^)^ {0} ) ne passe pas par 0^ € C^

si n > 3 d'apres Ie lemme 3.23, et pas par
0(0) si n = 2 puisque II.'1 (a1 (C )^ {0} ) est
transverse a C . Par consequent

"n" (fl?(C^^)) C.(C+n+l) = 1 et C.C = -(n+2)

Compte-tenu du lemme 3 . 2 0 , ce qui precede prouve les
assertions l ) i ) et 3 ) i ) .

b) Si C.C = - 2 on est dans Ie cas 1 . de 1'alinea a) par consequent
C . ( C + l ) = 1 et C . C ' = 0 pour C' > C+l .

c) Si C.C = - 3 on est dans Ie cas 1 . de a) si n > 2 et dans Ie cas
2 . 1 de a) si n = 2 . Quoi qu'il en soit :

C . ( C + l ) = 0 , C . ( C + 2 ) = 1 et C . C ' = 0 si C' > C+2

d) Si C.C = -i ou 4 < H < n . Pour tout 2 < k < Jl-1 on a

°k = c! " \
Par consequent C . . C . = -2 pour tout 2 < j <- ̂ -2 d'apres Ie lemme 3 . 2 3 .

C . C . = 0 pour tout 2 < j < ̂ -1
et C^= 1 .

Comme on est dans Ie cas 1 . de a) , C c: Ann(II/0) et on a les intersec-
tions voulues pour C .

e) Si C.C = -(n+l) ou -(n+2) . Pour tout 2 < k < n-1 on a

°k = c! n \
Par consequent, dans la reunion de deux anneaux A U A on a :
C . . C . = -2 pour 2 < j < n-1 et C . . C . = 0 pour tout 2 < j < n .

De plus dans Ie premier cas C .C . = 1 et C^.C_ = 0 si j > n+1
puisque on est dans la situation 2 . 1 de a ) ; dans Ie second

C .C ̂  - 0 , ^-^+2 = 1 et c•['c^ = ° si j > n+2 puisque

on est dans la situation 2. 2 de a) ; enfin C^-C^ = -2 puisque
C n C n'est pas Ie point eclate.n n+1
. . . ce qui acheve la demonstration de l ) i i ) et 3 ) i i ) .
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^ Soit a = (a ) 6 A . II s'agit de montrer qu'il existe une surface 5(11,0)

pour laquelle a(S) = a . Le cas n == 1 etant traite en exemple au § 3 .34 ,

on supposera n > 2 . On va considerer les differents cas suivants :

©

1 . a =» 2 ou 3 pour tout i € Z .

D'apres le lerome 2 . 1 1 il existe un eclatement JI = 11 ...JI dont le n-uplet

des self-intersections est

(a^,...,a^,2,l)

II suffit alors de choisir o de sorte que :

. ( ( J (0 )} = C n C si a = 3 , (0(0)} ^ C , 0 C si a , = 2n-l n n-1 n-1 n n-1

. n^to^C^^)^ {0}) ne passe pas par 0 .

• n, (0 (C ) ^{o} ) passe par 0 si et seulement si a = 3 .
i n l n

2' II existe a. > 4. On peut supposer par un choix adapte de la numerotation

que a > 3 et a = 2 .1 n

2-! ^.-ISil-l^n'-^lSl^-^n-Z'3 '̂ •

On choisit II dont le n-uplet de self-intersections est

(a^....a^,2,l)

puis on choisit a de sorte que :

. (0(0)} = C , n Cn-1 n

. II (o (C ) ^{0}) ne passe pas par 0 pour i == n-l ,n .

2'2 ^-.-.l^i.L^i^iSnI.^^i^^i^^s^i2^!^2!-.-^—4-?-.^-?-^2 -

On choisit n dont le n-uplet de self-intersections est

(^'•••'Vji^^-2'2"-"2'"
Dans cet eclateroent C „ , - > . € = 1 .On choisit alors (J tel quen-Jc+j n

{ 0 ( 0 ) } = C p - n C etn~A»+3 n

la transformee stricte II'^O^C . -) ^{o}) passe par 0, .1 n- )C+ 3 1

2 •3 Sl—I^ii—i^) -.r-^i '-.i-î -ui' ̂ 2l—i21—^^—4-?-&-<-n^l •
On choisit JI dont le n-uplet de self-intersections est

'^-•••^n-^l^-1 '2-2"---2-"

Dans cet eclateroent C „ «.C = 1 . On choisit alors o tel quen~x»+^ n
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{o(0) } = c « n cn-X>+2 n

roais aucune des transformees strictes de (7 (C „ -) et o (C ) nen-x>+2 n
passe par 0 .

2.4 Si (a,,...,a ) = (a, , ...,a, ,Jl,2,...,2) ou i < n-Jl+1 et 4 < Jl < n .--——l—~---n -----i------1------------- -----.—------—-----—-----
On choisit n pour lequel on a

(a^ . . . , a^J l ,2 , . . . ,2 , l )

et o tel que o(0) soit generique dans C et la transformee stride
-1 n

de 0 (C ) par II ne passe pas par 0.. D

Avec Ie thm. 3 . 2 7 . 1 ) on obtient immediatement Ie

Corollaire 3.28

Soit S une surface de Kato et n == b^5) • pour tout i € ^('S) on a

i+n-1
2n < CT (S) := - Z C. .C. < 3n .

n j = i j 3

Corollaire 3.29

Soit S une surface de Kato et n ss b.(S) . Notons C la reunion de toutes les

courbes compactes de S . Aloys .*

i) ?? a au plus deux composantes connexes.

ii) C a deux composantes connexes si et seulement si o (S) = 3n .

D Demonstration :

a) Si 0 (S) = 3n alors *C^ S.^^.SSSE05?!}^®5-00""®3?65! En e^et^ s^5)

n'est forme que de sequences singulieres

s = (a ^^. . . ,a ) , k € Z
K l k k + 1

D'apres Ie theoreme 3.27.3) :

- La reunion des courbes de self-intersection -2 d'une sequence § avec

la premiere courbe de la sequence suivante s. . est connexe.

- La premiere courbe d'une sequence s. ne rencontre pas les autres cour-

bes de cette sequence, mais par centre rencontre la deuxieme courbe de

s si elle existe (i.e. si s ^ (3 ) ) et la premiere courbe de s^

sinon ... ce qui donne Ie resultat.

En representant par * la premiere courbe d'une sequence singuliere

et par • les autres, la situation precedente peut etre

representee de la facon suivante :
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b) Ŝ  CT ( S ) < 3n ^̂ ŝ C _n' a qu'une_composante connexe.

En effet : il existe une sequence reguliere r . Si a ( S ) n'est forme
que de n-sequences regulieres, Ie resultat est clair. Sinon r se trouve
entre deux sequences singulieres. Notons

. . . . . r-g^ . . . . . . . . . . . . . g^rg . . . . .

la succession des sequences ou § , § , . sont des sequences singulieres et
r ' est reguliere. II suffit de montrer que la reunion des courbas asso-
ciees a s , . . . , § , r avec la premiere associee a s, est connexe, ce
qui est clair. D

3.30 Trace d'une surface de Kato.
On va introduire dans ce § un troisieme invariant analytique associe aux surfaces
de Kato.

Lemme 3 . 3 1
Soit pour tout C € te(?)

^ : (sc-oc) ' (sc /oc)

les germes d'application associes a une surface de Kato.

Ators : la trace tr DF (0 ) ne depend pas de C € ^€(S) .

D Demonstration ;
On a, d'apres la proposition 3.9 :

trDF^) = tr D(n^ 0^") (0^) = tr D(n^^ n^-1 ^+n) (6^)

^'nL-i^re1"^
'^^^n-l^r1'^-!''^'1*0^

-^^^V'^n-l0^^

= tr "^-l a'^~l){6C-l) = ^^C-l^C-l1 • D
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Definition 3.32

Soit S une surface de Kato. On appelle trace de S et on note

t = tr(S)

Ie nombre complexe

tr DF^(O^)

qui ne depend pas de C .

Theoreme 3.33

Soit S une surface de Kato. Ators :

i) 0 < Itr(S)I < 1

ii) tr(S) ^ 0 si et seulement si a(S) = ( a . ) . ^ ^^ verifie a. = 2

pour tout i € tt('S) .

D Demonstration :

Soit (11,0) une donnee de Kato de S et n = b (S) .

On va considerer les deux cas suivants :

1) On est en situation "generique'^ o'est-d-dire pour tout 3 < i < n , n.

est un eotatement en un point 0 _ . ^ ̂ - n C _ _ ^ et 0 = a ( o ) ^ C n C^_^

a) Soit A la droite passant par 1'origine dont la direction soit Ie point

0^ € C^ . On

Im DII (0^) = A^

Comme Dll(o(0)) est de rang 1 on en deduit

Im DF(0) = Ao
Par ailleurs

Ker Dll(0(0)) = T^ C^ , done

A := Ker DF(0) = D0(0)~1 (T ,Q. C^) .

Par consequent

tr(S) == tr DF(0) = 0 si et seulement si A = A.

b) D'autre part a = 2 pour tout i € C(S) si et seulement si la transfor-
i _ -i

mee stricte de 0 (C ) par II ne passe pas par 0 ce qui s'ecrit :
n 1 l

^''•'^(O)^ ^"Mi*0!).

D'apres a) on a done :

tr(S) ^ 0 si et seulement si a. = 2 pour tout i € fefs). La condi-

tion Itr(S)I < 1 resulte immediatement du Lemme 2.5 .

2) It existe 2 < i < n let quo 0. = C. 0 C. , . O n a alors :
t. U U~~l
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D(IT^ TT^) (0^) = 0

En particulier DF(0) = D n ( o ( 0 ) ) D 0 ( 0 ) = 0 et tr DF(0) = 0 .

Exemples 3.34

Cas b^(S) = 1 .
Etant donnee qu'une surface de Kato ne depend que du germe en 0 de F = IIo
on est dans 1'une des deux situations suivantes :

. La transformee stricte de a ( C ) _ par n ne_gasse_gas_par__CT_(0)_ .

t(S)

^ 0

0

a(S)

C)

0)

Configuration dans S

^V1^ / c i 'c3=l si l i- j l=l
/VX C . C . = - 2
tl CM,. Cw 1 i

'̂ s^s^ ci'cj=l si ' i ' j '=2
^ 0^ Ci+S C. .C. = - 3

X^V
c^c^ ̂

Configuration
dans S

\/ C.C = 0

Oc

^ "'-l
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Cas b ^ ( S ) = 2 .
Le theoreme 3.27 donne la configuration de courbes rationnelles suivantes :

t ( S ) a ( S ) Configuration dans S Configuration dans S

^ 0 (572)

c,

0 C^ = 2

C^.C^.C,=

(2 ,3 )

ci+2k•ci+2k 2

ci+2k+l•ci+2k+l = " 3

ci+2k'ci+2k+l= 1

ci+2k+l*ci+2k+3 = 1

C^

^l=-1

^2 = -2

Cv+< ^s-

(2 ,4 )

•̂n ^t+fe

c,)o(
C2.

s'^ = 2

s-s = -2

^•^= -4

Cl44 ct^

( 3 ,3 )

l0^^ îg

3.35 Formes differentielles et champs de vecteurs globaux.

Definition et lemme 3 . 3 6 :
Soit F = F un germe d'application associe a une surface de Kato S .

1 ) on note <7L le faisceau des germes de sections de
P .A T* S (p = 1 , 2 )

A- leou un produit tensoriel ou un produit symetrique de ces fibres; soit (7t le

(C-espace vectoriel des germes de sections s du fibre analogue sur ((C ,0)
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pour lesquelles

Alors les (E-espaces vectoriels H (S^u et (jf sont isomorphes.

2) On note CD I® faisceau des germes de sections de
P
A T S (p = 1 , 2 )

ou un produit tensoriel ou un produit symetrique de ces fibres; soit S

Ie (E-espace vectoriel des germes de sections 0 du fibre analogue sur

(<C ,0) pour lesquelles

DF(z) .6 (z ) = 6 (F (z ) ) (pour p= l ) , det DF(z) .6 (z) = 6 ( F ( z ) ) (pour p = 2 )

Alors les <C-espaces vectoriels H (S^) et ^ sont isomorphes.

D Demonstration.

1) On definit une application lineaire

a = H°(S,A ^\

de la facon suivante : si s € H (S,Jb
^ ^ *
S : = 0) S

verifie

D'apres la Proposition 3 . 9 Ie diagramme

pc
* "c t
^—" ̂

est commutatif. Comroe p est un isomorphisme en dehors de p (0 ) , sur

^̂
Sc-tPc'1)^

verifie

"C ̂  = ̂

D'apres Ie tbm de prolongement de Riemann, s se prolonge en 0 ce qui

permet de definir
a(s) := s^ .

L'application est evidenunent injective. Reciproquement, soit s 1 €</V^, ;

s' admet un representant sur un voisinage U de 0 ;
— i

alors 's^' = p* s. est defini sur p- (U) ,
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verifie g s ' = s* et done se prolonge a tout S , ce qui definit a ( s ' )
2) En remarquant que toute section 9 € H (sA) induit sur S une section

'§' qui verifie
^ ' 9 = 6 '

une demonstration analogue donne Ie resultat. D

3.37 Invariants cohomologiques*
Soit S une surface compacte minimale sans fonctions meromorphes pour laquelle
Ie premier nombre de Betti b ( S ) verifie

b ^ ( S ) = 1 .
D'apres [ 1 4 ] I p. 790, on a :

p := ho(S,Q r(K)) = 0
q := ^(Sff) = 1 .

D'apres la formule de Noether :
12(p^-q+l ) = c^ +c^ ,

ou c. est la i-ieme classe de Chern de S , on a
1 2

c! = -^
enfin la formule de Gauss-Bonnet donne, en notant

X ( S ) := Z (-DY = b
0 < i < 4 x

la caracteristique d'Euler de la surface :

^ = X(S)

ce qui donne finalement les relations :

(*) c^ - "2

^ '^

qui vont permettre de preciser la dimension de la base de la deformation semi-

universelle des surfaces de Kato. Le resultat suivant est bien connu :

Lemme 3.38
Soit S une surface compacte, V un fibre de rang 2 sur S et ̂  le fais-

ceau des sections de V . Notons :

X(S,V) := S (-D^'h^S;^) ou h^S^) := dim H1(S,^^)
0 < i < 2

la caracteristique d'Euler-Poincare de V . Alors :

X(S,V) = - (c^ + c^) + j ( c ^ ( V ) 2 - 2c^(V) + c ^ . c ^ ( V ) )

En particulier si V = TS est le fibre tangent

X(S,TS) = \ c\ - i ̂  .
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Demonstration :

D'apres ie Theoreme de Atiyah-Singer , )((S,V) s'exprime comme un polynome en

c ,c ,c (V) ,c^ (V) , dont il suffit de calculer les coefficients. Choisissons

pour cela un fibre V qui scinde en V = L ©L , ou L. (i = 1 , 2 ) est un fibre

en droites. La formule de Riemann-Roch nous donne pour tout fibre en droites :

X(S,L) = -^ (c^ +c^) + ^ ( c^ (L ) 2 + c^c^(L) ) .

Vu 1'additivite de la caracteristique d'Euler-Poincare, on obtient :

X(S,V) = X(S,L^) +X(S,L^) = -j- (c^+ c^) + i - (c^(L^) 2+ c^(L^)2 + c^ . (c^(L ) + c ^ ( L ^ ) ) )

ce qui donne Ie resultat puisque

c^(V) = c ^ ( L ^ ) + c (L^)

c^(V) = c ^ ( L ^ ) . c(L^) . D

Lemme 3.39

Soit S une surface de Kato. Notons © Ie faisceau des champs de vecteurs sur

S . Alors :

H2^^ = 0

En particulier la base de la deformation semi-universelle de S est lisse.

D Demonstration :

Si Sr designe Ie faisceau des p-forroes differentielles holomorphes sur S , on

a d'apres la dualite de Serre

h2^,® = h°(S^1 <8> ^2) .

Soit F un germe d'application associe a S ; d'apres Ie lemme 3.36 il suffit

de montrer que si a) est un germe de p-forme differentielle sur ((E ,0)

(p=l,2) pour lequel

F*(0) ^ 0^) = 00. ® (j0^

alors a) 9 (jî  = 0 .

Remarquons pour cela que det DF(z) est d'ordre au moins 1 ; comme pour tout

m > 1

0)^ ® 0 ) ^ ( z ) = (Fm)*(a), ® 0)^) (z) = (F111)*^^) ® (det DFm{^))^(Fm ( z ) )

cela signifie que (jj S> o)^ s'annule ^ 1'ordre au moins m en 0 , et done

a). ® 0)̂  = 0

La derniere assertion est un theoreme de Kodaira-Spencer. D

Proposition 3.40

Soit S une surface de Kato. Alors en notant © Ie faisceau des champs de vec-
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teurs on a :
h^S^Sh = 2 b ^ ( S ) + h°(S®)

D Demonstration :

D'apres les lemmes 3.38, 3.39 et les relations (*) precedentes

h^S,®) = h°{S/Q) + h^S,®) - X(S .T S) = h°(S,e) - ^ c2 + |- c-b 1 b A

= h°(S,@) + 2 b^ (S ) D
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STRUCTURE DES SURFACES DE KATO II

SURFACES DE TRACE NON NULLE ET COURSES

§ 0. INTRODUCTION

REFERENCES
S 1. SURFACES D-E KATO DE TRACE NON NULLE

1 . 1 . Courbes formelles invariantes
1.14.Classification formelle des germes generiques.
1.24.Champs de vecteurs invariants
1 . 2 9 . C h a m p s de vecteurs globaux et voisinage formel des

courbes rationnelles d ' u n e surface de Kato de trace

non nulle.

§ 2 . DIVISEURS D ' U N E SURFACE DE KATO.

2 . 1 . Courbes elliptiques
2 . 5 . Quelques matrices ecrites sur un tore
2.24.Configuration des courbes rationnelles.

2.32.Arbres et cycles d'une surface de Kato.
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S 0. INTRODUCTION.

0.1. LES RESULTATS.

On appelle surface de Kato une surface compacte minimale S contenant une co-
quille spherique globale pour laquelle Ie deuxieme nombre de Betti n s b - ( S ) est
strictement positif. Toutes ces surfaces sont dans la classe VII de Kodaira.
On a vu dans I , q u ' a de telles surfaces on sait associer des germes d*applications
de la forme F = Ho, ou 11 = I T , . . . IT : B ——B est une succession de n eclatements
de la boule de C avec une seule courbe exceptionnelle de premiere espece C et

(B ,0 ) est un germe d'isomorphisme ou 0 € C , et reciproquement0 : (C , 0 )
a un tel germe F = IIa on sait associer une surface de Kato S ( F ) , de sorte que
1'isomorphisme de deux surfaces de Kato se traduise par 1'isomorphisme de certains
germes associes.

Dans cette deuxieme partie on continu Ie "dictionnaire", commence en I, qui
peut etre resume de la facon suivante :

S surface de Kato

. deuxieme nombre de Betti b^(S)

. champ de vecteur global

. courbe elliptique dans S

. les voisinages formels
des courbes rationnel-
les de S et S' sont isoroor-
phes

Reference

1.1.10

1 . 3 . 3 6

1 1 . 2 . 3 et
2 . 4 .

II.1.32
(<=• • )

F =11(7 germe d'application

nombre n d'eclatements
composant IT
champ invariant par F

courbe invariante par F

F est forroelleroent isoroorphe
a F ' .

Ce "dictionnaire" permet de remplacer certains probleroes sur les surfaces
de Kato par des problemes equivalents sur des germes d'application.

Le resultat cle sur les germes d'application est Ie suivant

—— (C ,0) un gerroe d'application ou II est compose

de n eclateroent et t » tr DF(0) verifie 0 < J t | < 1

Alors :

THEOREME : Soit F - WC ,0}

1) F est formellement isoroorphe a N, ou

54



STRUCTURE DBS SURFACES DE KATO

N ( z ) : = (t " Ẑ  2^, tZ^)

2) On a I*equivalence des proprietes suivantes :
i) F est isomorphe a N

ii) La courbe formelle invariante associee a F (Def. 1 . 2 ) est conver-
gente.

iii) tout champ de vecteurs formel invariant par F (Def. 1.24) est con-
vergent.

Ceci nous permettra de montrer :
- Si S et S* sont deux surfaces de Kato pour lesquelles

b^(S) = b ^ ( S ' ) et t r ( S ) = t r ( S ' ) ^ 0 (Def. 1 . 3 . 3 2 )
alors les voisinages formels de la reunion des courbes rationnelles de S et S'
sont isomorphes (thm. 1 . 3 3 ) .

- Si S est une surface de Kato, 1'espace H ( S , Q ) des champs de vecteurs
globaux de S verifie

0 ̂  dim H ° ( S , © ) ^ 1
et dim H ° ( S , © ) as 1 si et seulement si S est isomorphe a la surface d'lnoue
Ŝ  (thm. 1 . 3 1 ) .

Par la formule de Noether on en deduit dim H (S,€^ , qui est la dimension
de la base de la deformation semi-universelle de S : on generalise ainsi
[El thm 3.1 ] .

- Si S est une surface de Kato et FC S est une courbe de S non rationnelle,
alors rest elliptique et S est isomorphe a la surface d'lnoue S ? en particu-
lier S ne peut contenir qu'une seule courbe non rationnelle(thm.2.4). On obtient
•dans Ie cas des surfaces contenant une C . S . G . un resultat du aKato etNakamura[16 ]

On s'interesse ensuite a la matrice d'intersection M ( S ) des n=b ( S ) courbes
rationnelles de S. On definit explicitement toutes les matrices qui sont matrice
d'intersection M ( S ) ( t h m . 2 . 2 5 ) ceci perroet de montrer que Ie roatrice M ( S ) est ne-
gative, et meme definie negative si tr(S)=0 (c'est a dire dans Ie revetement uni-^versel S de S, il existe des courbes rationnelles de self-intersection ^ . - 3 } ; la de
monstration, delicate, utjilise la forme explicite de M ( S ) • ^
De plus, si tr(S) ^ 0 (c'est a dire toutes les courbes rationnelles de S out
pour self-intersection -2) et D est un diviseur de S, D =0 si et seuleroent si D
est de la forme

D = m(D + . . . + D - )o n-1
ou m ̂ 2 et D Q , . . . , D ^ « ^ sont les n courbes rationnelles de S.
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Ce dernier resultat permet de situer la classification due a Enoki

([4l] et [52] ) par rapport au present travail : les surfaces classees sont

exacteroent celles pour lesquelles tr (S) ^ 0.

0.2. PLAN DE L'ARTICLE.

Au S 1 on commence par introduire la notion de courbe formelle F invariante
par un germe F = no" (Def. 1 . 2 ) . La raison pour laquelle on introduit des courbes
"formelles1* et non pas seulement des courbes "convergentes" est que, meme lorsque
a est lineaire^r peut ne pas etre "convergente" (Exemple 1 . 1 1 ) . L'existence d'une
telle courbe n'est pas claire a priori - lorsque II n'est pas une succession d'ecla-
tements "generiqueff", une telle courbe forroelle n'existe pas - si bien que lorsque
II est "generiques"on montre 1'existence de r en meme temps que 1'existence d'un
-redressage" c'est a dire un changement de coordonnees formel qui permet d'obtenir
F sous la forme F = {z^ = 0} (lemme 1 . 8 ) . Les changements de coordonnees formels
nous amenent naturellement a considerer des endomorphismes formels F slloou o
est un isomorphisme formel avec comme relation d'equivalence 1'isomorphisme formel
(Def. 1 . 1 4 ) .

Au S 1.13 on montre (Prop. 1 . 1 9 ) qu'il existe un changement de coordonnees
forroel, dont 1'un des axes de coordonnees est precisement T , dans lequel F
devient

N ( z ) = (z^ z " , tz^)
ce resultat montre que tous les germes F = Ra ou 11 est compose de n eclatements
"generiques" sont formellement equivalents a N. Ce resultat est d'une grande im-
portance car il permet de se ramener a un cas dans lequel les calculs sont simples.

On etudie au S 1.23 les champs de vecteurs formels 9 invariants par F ; Ie fait
que la courbe formelle F invariante par F est Ie lien d'annulation de 9 permet de
montrer au S 1.23 grace au "dictionnaire" que les surfaces d'lnoue sont les seules
surfaces de trace non nulle qui ont un champ de vecteurs global, (thm. 1 . 3 2 ) .

Au S 2, on montre que les courbes invariantes "convergentes" correspondent
a des courbes elliptiques, et on etudie les configurations des courbes rationnel-
les. Si D , . . . , 0 sont les n courbes rationnelles, la connexite de D U . . . U D , , lao n-l o n-1
presence d'une composante irreductibles singuliere» Ie calcul de la self intersec-
tion D de D s D + . . . + D ̂  seramenenta 1'etude de la matrice d'intersection M ( S ) .
On etudie en detail ces matrices "ecrites sur un tore". Dans Ie cas ou tr(S)0,
ces matrices sont definies negatives (thm 2 . 2 7 ) , ce qui signifie que la reunion
des courbes rationnelles est exceptionnelle et qu'a une telle surface de Kato on
peut canoniqueroent associer une ou deux singularites normales.
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S 1. SURFACES DE KATO DE TRACE NON NULLE.

1.1. COURSES FORMELLES INVARIANTES.

PREMIERES PROPRIETES.

DEFINITION 1.2.
Soit 11, : B^—» Bi-l ^1 ^- 1) une suite d'eclatements au dessus de 1'origine

de B « C2, ou :o

(1.2.1) Pour tout i >. 2 II. est 1'eclateroent d'un point

^-l^i-l : '"i1!^^-

On appellera (0^)^ ^ ^ une suite de points infiniment proches de 0, et on

dira qu'elle est generique si C2 = -2 pour tout i ^ 1.

On va s'interesser dans la suite a des suites de points infiniroent proches
de 0 particulieres :

Soit

n.n,...iip ,Bp -^ c2

une succession de p eclatements au dessus de 1'origine de C qui verifie ( 1 . 2 . 1 ) .

Si 1 .̂ ra .̂ p on note

^p
Ie faisceau des gerroes de fonctions qui s'annulent sur

^ " • • • " 'p- ^•••"p''1 '"m-l'

et on designe par

V" . SB (C U...U C . lim Q/^ } , V00: = V00
m,p m p 4— ^ p l,p

k ""p

Ie voisinage forroel du sous-ensemble analytique C U...U C .

Notons
C^: « (0,C [[z^z^] )

Ie voisinage formel de 1'origine de C et soil

F = no: c^ —- c^
un endoroorphisroe de C ou

IT = n....II est une succession de n eclatements comroe precedemment

et
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a : ^oo —t> ^n' c [E11^]] ) ' avec °n € c /est un ^-somorphisme.

Pour tout p 2 1, les relevements successifs de o = a°

p oo oo
cr : v —> vp n,n+p

definissent une suite d'eclatements
oo oon : v —> vn+p n,n+p n,n+p-l

aux points 0 .̂ ^ = CTP~1(0 _ ) sur la courbe

cn+p-l: = ^n+p-l(on+p-2)

DEFINITION 1.3.

Soit

F = no: c2 —^ c2

1) On dira qu'une courbe formelle T de C^ est invariante par F si

F j p induit un automorphisme de T .

2) On appellera la suite (0 ) la suite des points infiniment proches de 0
associee a F (ou plus brievement la suite de points proches associee
a F ) .

3) On appellera lieu critique de F la courbe

P'^O)

LEMME 1.4.

Soit

F = no: c2 —» c2

et F une courbe de C . On a equivalence des conditions suivantes :
00

i) F est invariante par F ________

ii) a(F) est egale a la transformee stricte IT" ( r \ { o > ) de F par IT .

iii) Pour tout p 2 0 la transformee stricte F de F par H^...11 passe par

0 et F est invariante par F = n ... II c^ ;
P P P p+1 n+p

S'il existe une courbe T possedant ces proprietes, elle est irreduc-

tible et unique.
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QDEMONSTRATION.

i) <=> ii) clair
iii) => i) evident
ii) => iii) 0 ( T ) passe par 0^ = a (0) . Comme ad") «= F : = ^'''(F^o})

toutes les transformees strictes r et T par II . . . IT passent par 0 pour tout
1 1 p 1 n.

De plus pour tout 1 5. P i n

"r--11? W^p^ = F "r-^p ^p^0?^ = ^^^^
=r\[o} = n , . . . n p (^{0^})

done F (r \{o }) = r \ {o } et r est invar iante par F .p p p p p p p
En particulier F est invariante par F : comme on se trouve a nouveau dans la
situation precedente, on montre facilement Ie resultat par recurrence.D

EXISTENCE ET REDRESSAGE DES COURSES FORMELLES INVARIANTES.

DEFINITION 1.5.

Soient (0 ) et ( O * ) deux suites de points infiniment proches de 0 et
P P

ib : (E —>• d
T 00 00

un endomorphisme de C^. On dira que i^ envoie (0 ) sur (o^) si pour tout p 2 0
^> admet un relevement ip qui fait commuter Ie diagramme

v °° ^ > v'00

p l p1"p I ,p-> in
oo r v oo

V ———> V -
p-1 ' p-1

et ^(0 ) = (0,)

On munit C du systeme de coordonnees canonique (z , z . ) et on construit
par recurrence une suite de points proches (6 ) de la facon suivante : Soit A^
la droite definie par 1'ideal (z ) et A la transformee stricte par 11̂  de z^
6 := A 0 n'"1^) c'est a dire un point; supposons 6 defini et soit IT 1'ecla-
tement de V00 au point 6 ; si A est la transformee stricte de A par n ^

W^i^^i'V-p

Le lennne suivant donne les endomorphismes F=IIa : (C^—— C^, pour lesquels

A est une courbe invariante.o
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LEMME 1.6.

Soit ^ s (l^-,^ ) : (T —^ C un endomorphisme de C^ tel que ip(A ) ^ {0}.

On a equivalence des conditions suivantes :

i) z divise ^ et î  (0,z^) est d'ordre 1

ii) ipj. est un automor phi sine de A .
' o

iii) ip envoie (6 ) sur (6 ) .

DDEMONSTRATION.

i) =» ii) puisque ip (0,z ) est d'ordre 1

ii) => iii) resulte immediatement du fait que pour tout p .̂ 0 ^ |A est un

automorphisme de A .

/» ±\
i i i)=» i) si ^(0,z^) est d'ordre .̂ 2 on a Dip(O) = ̂  ^j et D^(0)A^ = {2^0}

ou Dl^(O) A = {0} ? iMO»z^) est done d'ordre 1.

D'autre part, on peut ecrire

^ (z) = z, ip" (z) + E a z1

i ii i ^ l 1 "

On va montrer par recurrence sur k ^ 1 que

a. = 0 si et seulement si Ie releveroent ip de ^ existe et

I v^\) ' v
Pour k=l on a

/^(O) a \
Dlp(O) = I 1 j

\ » ?' o/

done a =0 si et seulement si D^(0)(A^) = A^.

Soit k ^ 2 ? d'apres 1'hypothese de recurrence,

a! -•••'Vl = 0

Remarquons alors qu'on peut choisir un systeme de coordonnees ("^'v^) dans lequel

"r-^k^k^k1 s ^k ̂ ^

et

\ as (0.0)

60



STRUCTURE DES SURFACES DE KATO

Dans ce systeme de coordonnees la relation de commutativite
, k.̂..n^n,...n^

s'ecrit

^W - 1 k ^k ^i "i-W^ + . E ^ ̂6(u^,v^) i ^ k

^(u^,v^) = v^ 6(u^v^) ou 6(0) ^ 0

ce qui donne Ie resultat.U

EXEMPLE 1.7.
Soit N ( z ) : = ( t z z - , t z - ) , ou t̂ O ; la courbe F = (z ) est invariante
par N et la suite de points proches associee a N est ( 6 ) .

2 2 ,Le groupe Aut C des automorphismes de C opere sur 1'ensemble des suites
generiques de points infiniment proches de 0. On va voir que Aut Ĉ  opere tran-
sitivement et, plus precisement on va exhiber un groupe G ( 2 ) lie au systeme de
coordonnees qui opere transitivement sur 1'ensemble des suites generiques (0 )
de points infiniment proches de 0 telles que 0, ne corresponde pas a {z- = o } .

DEFINITION 1.8.
| On note G ( 2 ) le groupe commutatif des automorphismes ip de (C^ de la forme

00

^(z) = ( ^ ( z ) , i ^ ( z ) ) = (z^ + Z ô  z1^ z^)

avec la composition.

LEMME 1.9.
Soient (0 ) et (0') deux suites generiques de points infiniment proches

P P
de 0. On suppose que 0- et 0' ne sont pas la direction de { z -0} alors :

1) II existe un unique ^ € G ( 2 ) qui envoie (0 ) sur (0').

2) Si (0') = (6 ), un automorphisme
P P
^ = (ip l̂̂ ) : C .̂ -. <^

envoie (0 ) sur (6 ) si et seulement si i i / ' (0 ,z ) est d'ordre 1 et il
P P " -

existe 9 ^ C [[z^ z^]] tel que

9(0) ^ 0 et ip* = 01^9^)
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D DEMONSTRATION.

1) II suffit de montrer 1'existence et 1'unicite lorsque (0') = (5 ).
P P

Dans ce cas, si î , ^' € G(2) envoient (0 ) sur (6 ), z divise la premiere compo-
-1 -1sante de l^' ^ d'apres Ie lenmie 1.6 done ip' \p = id ce qui prouve 1'unicite.

D'autre part, d'apres l'hypothese,0 (resp 5 ) se trouve dans Ie domaine du sys-

teme de coordonnees (u ,v ) (resp. (w ,t )) de V (resp V ) dans lequelp p r P P p,00 pr00

0 = ( a / 0 ) (resp. 6 =(0,0)) et

^p^p) = ("p ^ + Vr vp) (res^f ^p (wp / tp ) = ^p ^^p^-
On montre alors facilement par recurrence sur p ^ 0 que si

i^ ( z ) : = (z - Z a T. , z )
1 i=l 1 - 2

^p existe pour tout p > 0 et que 1^(0 ) = 5 .

Ceci prouve 1'existence.

2) Posons

( M Z ) : = ip' lp~ l (z)

(^ envoie (5 ) sur (6 ) , done d'apres Ie lemme 1.6

(MZ) = (z^ p ( z ) , ( ) ) ^ ( z ) )

ou p(0) i- 0 et (f) (0,z ) est d 'ordre 1.

Par consequent

l ^ ' ( z ) = (l^(z) p ( ^ ( z ) ) , (p^(z))

ce qui donne Ie resultat ,

Reciproquement, si

ip' ( z ) = (^ (z ) , 9 ( z ) , ^ ^ ( z ) )

et

(p (z ) : = (z^ 9( l(J~ l(z)) , ^(^(z))

et i^' envoie (0 ) sur ( 6 ) d'apres Ie lemme 1 . 6 . D
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PROPOSITION 1.10.

| Soit F = IIa : (E^ —» (E^

Alors : 1) F admet une courbe formelle invariante T si et seulement si

t = tr DF(0) ^ 0

2) Si t = tr DF(0) ^ 0, et si

^ s (^i^o) ! ^oo —^ ^oo est un autoroorphisme de C^ tel que

(^(D = A^

F » (^)

En particulier F est irreductible et non singuliere.

D DEMONSTRATION.
En faisant au besoin une rotation, on peut supposer que 0. n'est pas la

direction de 'tZnsBo}.

Si tr DF(0) ^ 0 et (0 ) est la suite de points proches de F, il existe un

autoroorphisroe 4> qui envoie (0 ) sur (5 ) d'apres Ie lemme 1.9;F' : = <^F 0 envoie

alors (6 ) sur (6 ) et d'apres Ie lemme 1.6, la courbe A est invariante par F',

on en deduit que F: s ^ (A ) est invariante par F.

Commroe A » (z.) la deuxieme assertion est evidente.

Si tr DF(0) st 0, soit F une courbe formelle de C^ . D'apres Ie theoreme
de desingularisation des courbes formelles, il existe un entier N tel que si les
transformees strictes r de F par II ...II passent par 0 pour 1 i p IN-I, r^ soit

non singuliere et transverse a C .

Cependant comroe tr DF(0) = 0, il existe vu la periodicite des eclatements

N* > N tel que 0 , = Sl'00^-! ; comme toutes les transformees strictes
F » . . . » r , , , - sont toutes transverses respectivement a C , . . . ^ C , , F ne passe

U N — I " " ~' •L "

pas par 0 ,, ce qui roontre, d'apres Ie lemme 1.4 qu' i l n'existe aucune courbe in-
N

variante par F.D

COROLIAIRE 1.11.

Soit F »Ua : 0;̂  —^ C^ tel que

t » tr DF(0) ^ 0

alors, la courbe T invariante par F et ^.e lieu critique de F sont transverses
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D DEMONS TRATION.

La transformee stricte 1^ de F par n est transverse a iT1(0) ; Comme

r^ = a(r) d'apres Ie lemme 1.4, F = cf^I^) et o"1^"'1^)) sont transverses.D

EXEMPLE 1.12.

Soit F ( z ) = ((z^+o^) tz^t z ^ ) .

Les autoroorphismes ^ pour lesquels ^ 1 Fip(z) = N(z) = (z tz . tz ) sont

exactement les automorphismes
i, -\c (\c-i} /2

^(z) = (az + a. £ z. t K V K -L" ,z ), ou a^O.
k 2 1

Pour a=l, ip G G(2) et F = ( z - a Z z^ t"1^^"1^2) .
- k > 1

Lorsque [ t [ < 1 la serie est divergente pour tout a ^0 done F et N sont non

isomorphes ainsi que les surfaces de Kato S(F) et S(N) associees. Cependant

les voisinages formels de la courbe rationnelle de S(F) et S(N) sont isomor-

phes.

REMARQUE 1.13.
Soient F = IIo et F* =7r'o' des germes d* applications associes a deux surfaces

de Kato S et S' verifiant
a ( S ) = a ( S ' ) et

0^(S) = O ^ ( S ' ) = 3n

Si II et IT' ont meme graphe d'eclatement, les suites des points proches sont iso-
morphes.

1 . 1 4 . CLASSIFICATION FORMELLE DES GERMES GENERIQUES.

DEFINITION 1.15.
2 2 2 2 ?Soit F : Ĉ  —> €„ et F' : Ĉ  —> Ĉ  deux endomorphismes de C^. On dit

que F et F' sont formellement isomorphes s'il existe un automorphisme

^ ̂ - ̂
pour lequel Ie diagramme
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00 (

^ 1 1

soit commutatif.

Si F, F' et <^ sont convergents on dira seulement qu'ils sont isomorphes.

Les conditions necessaires pour que F=IIa et F * = n ' o ' soient formellement
isomorphes sont

i) 11 et IT' sont composes du meme nombre n d'eclateroents.

ii) si (0 ) et (O')sont les suites de points proches de 0 associees'a F et F ' ,

la suite ( I I ) et (II ' ) des eclatements aux points (0 ) et ( 0 ' ) respective-
ment ont meme graphe.

iii) tr DF(6) = tr DF'(0)

Nous allons voir dans ce § que iorsque la trace est non nulle ces conditions
sont aussi suffisantes.

PROPOSITION 1.16.

Soient F=IIa et F '=n 'a ' dont les suites de points proches sont (0 ) etp pj>0
(0 ' ) respectivement. Designons par F13 et F ' 9 les p1611^3 iteres de F et F '

Si 0 = 0 ' pour tout p .̂ 0

Alors : 1) Pour tout p _^ 0 existe un unique isomorphisme

^-»^
pour lequel

De plus si 0 et a* sont convergents, G est convergent
2) Si (G ) converge vers un automorphisme formel

G : Ĉ  —> (C^

alors F et F' sont formellement isomorphes.
Si F et F' sont convergents et (G ) converge uniformement dans un voisinage
de 0 vers un automorphisme

G : ((E^O) —> (C^O)
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alors F et F' sont isomorphes.

D DEMONSTRATION.
Pour tout p ^ Of Ie diagramme commutatif

montre que si

G : = (a'^-^" ...a')-1 ((^^"...a)
P

F" = F'P G .
P

2) Pour tout p ^ 1

F < P F 'G ^ = pP'*'1 = pP? = F 'P G F

done
F' ̂ i - V

ce qui donne Ie resultat si (G ) converge. [""I

LEMME 1.17.

Soit F(z) =(tnz^ z^ (l+6^(z)) (1+9^ (z))" , tz^( l+e^(z) ) )

ou 6 , 0- € C [[z,,z^]] sont d'ordre 2 1 e t 0 < | t [ < l

Alors :

1) F^z) - (t" 2 z^ ^"iJIod^tP1)) ^(l+e^F1))'"1'"11^^ ^(l+e^F1)))
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2) Si les series 6. sont convergentes pour j=l,2, les produits
oo J

n (1+9 (F 1))
i=0 3

sont uniformement convergents sur un voisinage de zero par j^l^.

QDEMONSTRATION.

1) est clair par recurrence sur p 2. 1.

2) II suffit de montcer que les series
00

£ - O^F^Z)) j=l,2
i=0 J

sont normalement convergentes sur un voisinage de 0.

Choisissons pour cela 0 < r < |t| assez petit pour que sur Ie polydisque

A(r)

(i) II existe une constante M > 0 verifiant :

[ e j ( z ) | i . M | |z| |^ j=l,2, ou | |z | |^ = Max { |zJJzj} .

(ii) |t| (1+Mr) < 1

Nous allons montrer, par recurrence sur p ^ 1 que dans ces conditions

llF^z)!!^ It^ ||z^|| (l+Mr)p

ce qui donne immediateinent la convergence normale des series

Z e . (F l (z ) )
i 2. 0 3

d'apres ( i ) .

Pour p^l : On a d'apres (i) et (ii) :

|F^(z ) [ S It]" i l z l l ^ r " (l+Mr)"4-1 1 It)" [ | z i | ^ (1+Mr)

1 |t| I M loo (l+Mr)

\P^) I ^ |t| | |z| |^ (1+Mr) .

Supposons 1'inegalite verifiee pour p-1 2 1 ; alors

IF^Z)] i |t|n^ll1|z|[, r1"1 ^ (1+M HFSzlHj ^ t^ ll^t^llj"*1''1'
i=0^

np̂  „ , np^-
^ |t| - | | z i | rP" (l+Mr)P (1+Mr)
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d'apres 1'hypothese de recurrence et (ii). En utilisant a nouveau (ii) et r < |t|

on en deduit

1^)11 H^ | |z | |^ (l^MDP <. |t|p | | z | [ ^ (l+Mr)P.

De plus

l ^ (z ) |5 | t |P IHL £ (l+M I FSllL) lIt jP | |z|L (l+Mr)P

ce qui acheve la demonstration.D

LEMME 1.18.

2 2
Soit F = no: (C^ —*> <c^ , tel que t = tr DF(0) verifie

t^O

Alors F est formellement isomorphe a un endomorphisme F' = 11*0' : c —.r c

qui admet la droite A d*ideal (z . ) comme courbe invarianteo 1

D DEMONSTRATION.

Si (0 ) est la suite de points proches de F, il existe ^ qui envoie (0 )

sur(<S ) d'apres Ie lemme 1 . 9 . 1 ) ; F' = ^ F ^ est 1'endomorphisme cherche.D

LEMME 1.19.

Soit f (z) = tz+k(z) un generateur de 1'ideal maximal^^ de c[[zj] ou

k est d'ordre ^ 2. On suppose que t^O et t n'est pas une racine de 1'unite.

Alors pour tout a £ (E* il existe un unique generateur s deW/tel que

(*) s ( f ( z ) ) = t s ( z ) et j^(0) = a

De plus, si f est une serie convergente et 0 < [ t | < 1, s est convergente.

D DEMONSTRATION.

Posons s ( z ) : = a z + 9 ( z ) ou a^O et 9 est d'ordre .̂ 2, 1'equation (») est

equivalente a

(**) ak(z) + e O F ( z ) ) = t 9 ( z ) .

Si on note k ( z ) = Z k . z , 9 ( z ) = £ 9 . z , une demonstration par re-
î 2 1 i ^ 2 1

currence sur i^ 2 montre que les coefficients 9. existent et sont uniques.
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En effet la comparaison des termes d'ordre 2 donne :
^2 + ̂  t2 = fc ^

ce qui determine 8^. Si 9^ est definipour i ̂ p, la comparaison des termes de degre

p+1 donnera :

ak^.p(9^...^,t,^...^) .e^t^tO^

et ainsi 9 sera determine de facon unique,

Supposons maintenant que f soit une serie convergente ; si

7 Mf^z))
i2 0 t1

ou f est la i-eme iteree de f, est une serie convergente, une simple verification

montre que

9^^ ^ Ĵ lm
verifie (»*). Pour cela :

soit r > 0, C > 0, et M > 0 des constantes qui verifient

i) |t| < C < 1

ii) C2 < |t|

iii) | k ( z ) [ 1 M|z | 2 si | z | < r

iv) |t|+ Mr < C

Dans ces conditions :

pour tout i 2. 1 \f1 (2.) | .̂ C ^ z ] si | z | < r

et done

|e(z)|^j E IjllfiiDll ,̂2 |a| , IC 2 ; 1 , , , . ^ ]
i2 0 [ t |1 t i ̂  0 it

Le corollaire 1.11 montrait que la courbe invariante de F et son lieu critique

etaient transverses. On va maintenant montrer qu'il existe un systeme de coordon-

nees ayant precisement ces courbes pour axes dans lequel F s'ecrit (t'^z 7^,t z )

PROPOSITION 1.20.

Soit

F = no: c2 -^ c2

un endomorphisme de C .
On suppose que t = tr DF(0) verifie

0 < | t | < 1
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et que la droite A d'ideal (z ) est invariante par F. Alors :

1) II existe un automorphisme

* ! <t! -* ^
qui verifie

(») (^F » N(f) , ou N(z ) : = (t"z^ z^, t z^) ,

De plus, (p est convergent si o est convergent.

2) Si <^r <^' ; C^ —» C^ sont deux automorphismes verifiant la propriety (*)

il existe a, b € C uniques tels que

b"^! et (f)' = h <^,

ou h^^(z): = (az^ bz^)

Q DEMONSTRATION.

l.a) Un endomor phi sine F qui se factorise en IIo ou JI est generique, peut s'ecrire
n n i

sous la forroe F(z) = (o. a^(z) + £ a. o (z) , ^t2)) ou °l- € c cr-(0)=<7. (0)=0,

det 00(0)^0. Conune I* ideal de la courbe invariante est ( z - ) , z. ne divise pas 0«

roais doit diviser Ie premier membre de F ; par consequent

a •..."a "0 et z, divise o- et on a1 n 1 1

F ( z ) - (z^ u ^ ( z ) 0^ (z ) , c ^ ( z ) ) ou 1^(0)^0

b) Comme la transformee stricte A de A par H est transverse a II (0),

a" (iT (0)) et a" (A ) s A sont aussi transverses ; done il existe un automorphi^-
n ° -1 -1me (^ qui envoie (z =0} sur a (IT (0)) en conservant A . Dans ce systeme de coor-

donnees F se lit

F ' ( z ) » (f1 F4>(z) = (z^ y^ ( z ) z^ ^(z). z^ u^ ( z ) )

ou p^(0)^0 et u^(0) = t j t 0.

En remplacant au besoin F' par \f> F' ^ ou

<f(z) : = (z^, @ z^) ou 8" = p^(0)

on peut supposer que y'(0) as 1. On peut finalement supposer que

F(z) = (t" z^ z^ (l+e^(z)) (l+e^z))", tz^ ( l+9^(z ) ) )
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ou Q. et 6 sont d'ordre ^ 1.

Si 0 est convergent, on peut remarquer que < )̂ aussi et done que 9 et 9. sont

convergents « Les endomorphismes F et N ont maintenant meme courbe invariante A
• -———————-———————- - • . . . , .... .-.„.______. Q

et meme lieu critique {z -o}.

c) Restreignons F a A . On a :

F(0,z^) = (0,tz^( l+^(0,z^)))

D'apres Ie lenune 1.19 avec

f ( z ) = tz^(l+9^(0,z^))

il existe s ( z )=z (mod (z ) ) tel que

«*) s ( f ( z ^ ) ) = ts(z^

Si

<^(z) = (z^ ,s(z^) )

(̂  conserve la courbe invariante et Ie lieu critique de F, et vu 1-a condition (»»)

(*»)

F« (z) » ^ F ^ l ( z } = (t" z^ z^ ( l+e^ (z ) ) (1+z^ 9 . ( z ) ) " , tz^(l+z^ 9 ^ ( z ) )

ou O.(0) = 0, c'est a dire F' induit 1'homothetie de rapport t sur la courbe inva-
riante.

De plus si 9« est convergente, 9' et 9' Ie sont aussi.

d) Soit Ftz^F^z^F^zn^t^z^^^z)) ( l+z^e^z))^ tz^ (1+z^ ( z ) ) ) et

notons F^z): = (F^(z) ,F^ ( z ) ) . Puisque, F^z) est d'ordre ni+1 d'apres Ie lemme

1.17.1) la suite ((() ) ou
p P .<^ ( z ) : = (z^ , z^ n (I+F^Z) ^ ( F ^ Z ) ) ) )

i=0
converge vers un automorphisme

^.^^.l.
fin posant

l +9(^~ l (z ) )
9, (z) : =——^--——-——•————————,—- ~ 1 •

n [l+F^"l:(z))92(F ((0 W]

une simple verification montre que

())F = F'(()
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ou F ' ( z ) : = (t" z^ z^ (1+9^ ( z ) ) , tz )

En outre d'apres Ie lemme 1 . 1 7 . 2 ) , 9' est convergent si F est convergent.

e) II s'agit roaintenant de montrer que si

F ( z ) = (t" z^ z ^ ( l + 9 ^ ( z ) ) , t z ^ ) ,

F est formellement isomorphe a

N ( z ) = (t" z^ z^, tz^)

et meme isomorphe a N si F est convergent. Remarquons pour cela que si on cherche

un automorphisme de conjugaison (p qui conserve courbe invariante et fibre, sous
la forme

0(2) = ( Z ^ ( 1 - K X ( Z ) ) ,Z^) ,

la condition

<pF = N0

est equivalente a

(***) ( l + C ^ ( z ) ) ( l+a (F) ) = l+a(z) .

Vu la forme de F, une demonstration par recurrence sur Ie degre permet de determi-

ner les coefficients de a de facon unique.

D'autre part, en iterant la relation(***), on obtient pour tout p >0

P-l ,
n (1+9 (F ( z ) ) ) ( l + a t F ^ ) ) = l+a(z) .

i=0 1

Comme la suite (a(FP)) converge vers 0, en tant que serie formelle, on en deduit

que Ie produit infini converge et que

l+d(z) = n (1+9 ( F ^ z ) ) )
i=0 -

c'est a dire
00

(})(z) = (z n (1+9, ( F ^ z ) ) ) ,z ) .
1 i=0 -

Dans Ie cas ou 9 - est convergent, ^ aussi d'apres Ie lemme 1.17.

2) Si (f)F = Ncf) et <(/F = N^)' on a

<))' (^"^ = N ())' ^~1

Ie resultat est alors une consequence de 1'exemple 1.22, ci dessous.U
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REMARQUE 1.21. D'apres la proposition 1.16, il existe un automorphisme G t^l
quo p

Fp = Np G
P

Avec F(z) s (t" z^ 2" (1+6^ ( z ) ) , kz^), un calcul direct montre precisement que

G (z) ^N"1^) = V- (l+e/F^))),
p i=0 1

•La demonstration de la Prop. 1.20 consiste a prouver que la suite (G ) conv^rq'-1
p - y

EXEMPLE 1.22.

Soit N(2) = (t" 2^ T^, f cz^ ) et (f)(z) un automorphisme de C^. Si

(») (pN = N0,

(() conserve la courbe invariante de N, ainsi que son lieu critique ; par conse-

quent

0(2) = (a2^(l+(^(2)), b2^(l+<t>^(z)) ou a^O, b^O la comparaison des secondes

coordonnees de (») donne

bt2^(l+^(N(2))) = tb2^(l+({)^(2))

done (()^ S o. En reportant dans les premieres coordonnees de (*) on obtient

a t" 2^ z^(l+^(N(2))) = t" a2^(l+(f)^(2)) b" z"

c'est a dire

b l̂ et 4)' = o .

Finalement

0(2) = (a2 ,bz^) ou a^O et b^=l.

COROLIAIRE 1.23.

Soient F =IIo et F'=n'o' ou 11 et IT' sont composes de n eclateroents et

0 < |tr DF(0) | < 1, 0 < |tr DF' (0) | < 1

Alors : F est formelleroent isomorphe a F' si et seulement si

tr DF(0) = tr DF' (0) .

DDEMONSTRATION.

Si 0F=F'0 on a D(p(0) DF (0) = DF' (0) D0(0), ce qui prouve que tr DF (0) =tr DF' (0)

puisque la trace est invariante par changement de base.
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Reciproquement, si tr DF(0) = tr D F ' ( 0 ) , F et F' sont formellement isomorphes
d'apres Ie lemme 1.18 et la proposition 1.20.D

1.24, CHAMPS DE VECTEURS INVARIANTS.

DEFINITION 1 . 2 5 .
On dira qu'un champ de vecteurs (resp. champ de vecteurs formels) 0 defini

sur (€ /O) (resp €^) est invariant par

F = IlCT: ((C2,0) —> (C^O) (resp. F = IIcr: <E^ ——> C^)

si

9 ( F ( z ) ) = D F ( z ) .9 ( z )

EXEMPLE 1.26.

Soit N ( z ) : = (t^ z" tz ) ou 0 < |t < 1, n ^ 1, et posons :

9 ( z ) : = a ( z ) |— + b ( z ) |—
^l ^2

ou a ,b C <E[[z^z^].

Comme

D N ( z ) =

n n n n-li
' '2 nt 'l^

0 t

1'equation 9 ( N ( z ) ) = D N ( z ) . 6 ( z ) est equivalente aux conditions :

i) a ( N ( z ) ) = t" z"a(z) + nt" z^ z^ b ( z )

ii) b ( N ( z ) ) = tb(z)

D'apres i i ) y par un calcul elementaire on a

b ( z ) = 3z^ ou £ € C .

En remplacant dans i) on obtient :

iii) a ( N ( z ) ) = t" z ^ a ( z ) + 8n t" z^ z"

II est clair que a(0) = 0. Posons

a (z ) = £ a^ z .

II est immediat que

a -. . .= a = 0 .ol on

De pluSf la comparaison des termes de degre n+1 donne

e=o et ^ n+l ' ° •

celle des termes de degre n+2 donne

a - 0 si |l| = 2 et a. - = 0
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On montre alors par recurrence sur p 2: 3 que

a - 0 pour tout I ^ (1,0) et 2 i | l [ <. p-1 et

a . = 0 pour tout 1 "L i .̂ n+p-1 „

Finalement

a (z ) = az

b ( z ) = 0 et

@ ( z ) = az. ^— ou a€ (E
1 3z^

Les champs 9 sont convergents, s 'annulent sur la courbe invariante associee

a N, et forment un espace vectoriel de dimension 1.

LEMME 1.27.
2 2Soit F = IIa: €^——> (C . On suppose que IT est compose de n.eclatements et

t = tr DF(0) verifie

0 < |t| < 1

Alors : 1) Ie C-espace vectoriel des champs de vecteurs formels invariants

par F est de dimension 1, et tout champ formel s'annule sur la courbe formellg

invariante par F.

2) Si F est convergent, les champs de vecteurs sont convergents si et seule-

ment si F est isomorphe a

N(z) == (t^z^, tz^)

D DEMONSTRATION.

1) D'apres Ie corollaire 1 . 2 3 , il existe un automorphisme

(() = ((^,(^) : C^——> C^

pour lequel

(})F = N(}).

Dans ces conditions, si 9 est un champ invariant par N, Ie champ formel

«) p ( z ) : = D^)""1 ( ( } ) ( z ) ) . 9 ( ( f ) ( z ) }

est invariant par F puisque

P ( F ( z ) ) = D(()~ l ( ( t )F(z) ) . 6 ( ( ^ F ( z ) ) = D^'^N^ ( z ) ) . 9 (N^) ( z ) )

= D^'^N^z) ) . D N ( ( p ( z ) ) . 6 ( 0 ( z ) )

= D^"^) ( 0 ( z ) ) . 9 ( ( ) ) ( z ) ) = D(F(f )~ 1 ) ( 4 ) ( z ) ) . 0 ( 0 ( z ) )

= D F ( z ) . U ( z ) .
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D'apres 1'exemple 1.26 les champs invariants par N sont donnes parf\
9 ( z ) = a z 7,— et forment un espace vectoriel de dimension 1, il en est done

de memo pour F et les champs \l s'annulent sur la courbe invariante

r = (<^)
2) Supposons F convergent

. Si F est conjugue a N, les champs p sont convergents d*apres (*)

. D'apres la Proposition 1.10, il existe ̂  = ( ^ - , ^ ) £ G ( 2 ) tel que F = ( i p , ) .
Supposons maintenant F non isomorphe a N. D'apres la Proposition 1.20, ^) est di-
vergente, done ip- est divergente ainsi que T . Comroe tout champ de vecteurs for-
mel s'annule sur T , on en deduit que tout champ non nul est diver gent.Q

THEOREME 1.28.
Soit F = IIo: (<E , 0 ) ——^ (<E , 0 ) un germe d'application ou ]T est compose de n
eclatements et t = tr DF(0) verifie

0 < | t | < 1

Alors : 1) F est formellement isomorphe a N , ou
N ( z ) ^ (t" ẑ  z^, tz^)

2) On a equivalence des proprietes suivantes :
i ) F est isomorphe a N.

ii) la courbe formelle invariante associee a F est convergente.
iii) tout champ de vecteurs formel invariant par F est convergent.

D DEMONSTRATION.

1) est un cas particulier du corollaire 1.23.

2) i) <=> iii) d'apres Ie lemme 1 .27 .2 ) .

iii) => ii) d'apres Ie lemme 1.27.1)

ii) =^ i) d'apres les Propositions 1.10 et 1.20. D

1.29 CHAMPS DE VECTEURS GLOBAUX ET VOISINAGE FORMEL DES COURSES RATIONNELLES
D'UNE SURFACE DE KATO DE TRACE NON NULLE.

On va traduire en termes de surface les resultats obtenus precedennnents sur
les champs de vecteurs.
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DEFINITION 1.30.

On appellera surface d'lnoue de trace t^O et de deuxieme nombre de Betti

b (S) = n, la surface associee au germe d'application

N(z ) : = (t^z^tz^) 0 < |t| < 1.

On notera

sn.
cette surface.

Nous etudierons en detail ces surfaces a 1'Exemple 2.2. Nous allons cependant

montrer un resultat du a Enoki (IEÎ  thm 3 . 1 ) .

THEOREME 1.31.

Soit S une surface de Kato pour laquelle b (S) = n et t = tr(S) ^ 0. On note

© Ie faisceau des champs de vecteurs sur S. Alors

1) On a 0 ^ dim H°(S,©) <_ 1 et

2n S<3i"» H^S/O) <_ 2n+l.

2) On a equivalence des proprietes suivantes :

i) S est isomorphe a S

ii) dim H°(S,€9 = 1

iii) dim H^S^et = 2n+l.

D DEMONSTRATION.
C'est une consequence immediate du lemme 1.27, du theoreroe 1.28 et de la

Proposition I.3.40.D

LEMME 1.32.

Soient S et S' deux surfaces de Kato, F et F , , deux germes d'applications
o o

respectivement associes a S et S' .

On designe par D00 et D'00 les voisinages formels de la reunion des courbes

rationnelles de S et S'.

Si F et F' sont formellement isomorphes alors D et D' sont isoroorphes.
^ ^

Q DEMONSTRATION.

On designe par V00 (resp V'00) Ie voisinage forroel de la reunion des courbes

de S' (resp. S'), les autbmorphismes ^ et ^' de S' et §'• induisent canoniqueroent des

aufcomorphismes de V et V'00.
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si, maintenant <() est un automorphisme de C pour lequel

4>F a Fc» *
o o

(^ induit un isoroorphisme
,00 00 00

* ^C+l-^CtI
0 0

entre les voisinages forroels de UC et UC' respectivement dans S' et S'1
C>C C « > C «

o o
qui verifie

^+1 —^ î
o o4 1'PC FC-

c2 ——> c2
00 (̂  00

Enfin corome

^'C ^ as ^ ^ e tPc•^ != F^ p('••
'o "o ^ ^ co ^

on en deduit que

PC.^"^ s ^ P C 9 ' a B <)> F P = F . ( J ) P = F . p ' ,0 0 0 = p . g^00

0 0 "o '0 "o ^ ^ ^ co

ce qui prouve que
,"> ^ ^, .oo(p g = g ' < t >

et que <(> induit un isoroorphisme ^00 entre D00 et D100. D

THEOREME 1.33.

Soient S et S' deux surfaces de Kato pour lesquelles

n = b^(S) » b^(S ' ) et t = tr(S) = tr(S') ^ 0

Notons D ,...,D (resp. D',...,D' ,) les n courbes rationnelles deo n— 1 o n-1

S(resp S ' ) et soit D (resp D'°°) Ie voisinage formel de D U...UD

(resp D 'U . . .UD ' ) .o n-i

Alors : pour tout 0 5. p ^ n-1 et tout 0 ^ p' ^ n-1, il existe un isoroorphisroe

00 00 „
^ : D ——> D'°°
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pour lequel

<P° ( D ) = D' ,
P P

De plus, pour tout 0 <_ q <. n-1

^°(D^ = D^.

de sorte que q-p ^ q'-P* (mod n).

D DEMONSTRATION.

Soit C (resp C ' ) une courbe de S' (resp S' 1 ) telle que 0)(C) = D (resp o)'(C')=Dp.)

et F (resp F ' , ) Ie germe d'application associe a C (resp C ' ) . D'apres Ie corollaire
2 21.23, il existe un automorphisme <? : (E^——> C^ tel que (pF = F...()) . On conclut

par Ie lenune 1.32 et en remarquant que 1'isomorphisme ^ induit par <^ est compati-

ble avec les relations d'ordre sur *^(S) et ^(S*) .D
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§ 2. DIVISEURS D'UNE SURFACE DE KATO.

2 . 1 . Courbes elliptiques.

On commence par etudier les surfaces d'lnoue S. ,qui nous donnent des exemples

de surfaces de Kato contenant une courbe elliptique. Nous verrons que cette

propriete caracterise les surfaces S" .

Exemple 2 .2 Surface d'lnoue S :

a) Courbes :

Les n eclatements qui composent N ( z ) = (t z z-,tz-) donnent n courbes

rationnelles D ,...,D non singuliecesqui verifient les conditions suivan-o n— 1
tes :

. pour tout 0 < i < n-1 D . . D . = 1 si et seulement si j-i = ' 1 (mod n) .

. pour tout 0 < i < n - l D . = - 2

D'autre part, la courbe invariante { z = 0 } par N induit une courbe E ,

qui est elliptique puisque par construction

^^{t^pea}.

D'apres Ie lemme 1.4

E.D. = 0 pour tout 0 < i < n-1

Dans ce qui suit, nous reproduisons la demonstration de (10 ] (donnee dans Ie

cas n = 1 ) .

On a *, E = -n .

Remarquons pour cela que

N : ( E x C -> ( C x ( C

(2^) - (t^Z^t^)

donne par passage au quotient un fibre en droites sur E .

rp*/ rs - - > , / ? * /f l : x t c v {N p ^pCz} - f l : / { t p ^p€z } = E

n-1
ou 1'espace total est isomorphe a S ̂  U D.

i=0 1
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Comme N se prolonge en N a 3P, (<C) x C* no tons

R -^)x<C^p,^^

et E^ Ie diviseur {(°°, ^^/{N^ • on identifie S^UD. et R^E^ , et E

avec la section nulle.

Considerons la section holomorphe sur (E*

f(z.) := 7 f11^-1)/2 z^-1)
k= -"

On a :
£(23)

(*) f(tz.) = ———— , et sur (C x (C-2 ,n nfc ^
z,.f(z,,) est invariante par N : on en deduit que

z^.f(z^

est une fonction meromorphe sur R .

Soit C < / - . . ^ les n racines n1^"1®3 de -1 : on a pour tout

1 < i ^ n en regroupant deux ^ deux les termes d'indices k et -(k-1)

f(^) =s 0 .

On en deduit d'apres ('*') que f a n zeros sur les cercles de rayons It^

pour p € Z . Comme de plus pour a > 0 on a d'apres (*)

^dz -^)dz '2iTO '
|z|= a IzMtIa

f n'a, d'apres Ie theoreme des residus que les zeros indiques precedemment.

En notant L une fibre de R , on en deduit que

E - Ê  +nL = ( z , f(z^) ) est homologue a 0 .

Comme

L.E = 1

2E = E.(E^ -nL) == -n .

b) Fibr6 canonigue :

D'apres Ie Lemme 1.3.20 la recherche d'une 2-forme differentielle mero-
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morphe sur S est equivalents a la recherche d'un germe de deux-forme diffe-
rentielle meromorphe

" ( z ) = iHtr ̂  ̂ 2
invariant par N c'est-a-dire qui verifie

^} dot DN(Z) dz, Adz, = ̂ j- ̂  Adz, .

Comme det DN(z) = t z- , a ( z ) et b ( z ) doivent verifier

a ( N ( z ) ) n n . . . _ a(z)
b ( N ( z ) ) t 1 2 ̂  ~ b(z) Z1Z2 •

Mais ceci signifie precisement que
a(z )
b ( z ) Z1Z2

est une fonction meromorphe invariante par N . Comme les seules fonctions
meromorphes sur S" sont les constantes, il existe C 6 (E tel que

a( z ) C
b(z) z^z^

c'est-a-dire

0)(z) = ^- dz^A dz^ .

Par consequent, si K designe Ie fibre canonique

dim H^S^/ni® K) = 1 et

K = [ - ( D ^ + . . . + D ^ ) - E ]

En particulier

K2 = (D + . . . +D , ) 2 + 2E. (D +. . . + D , ) + E2

o n-1 o n-1

LEMME 2.3

Soil S une surface de Kato. Alors
S contient une courbe non rationneile E si et seulement si tout germe

d'application F associe a S admet une courbe invariante Y .
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D DEMONSTRATION.

1 ) Supposons que E soit une courbe non rationnelle de S

Soit (S'yS) Ie revetement universel de S et E = d) (E) .

Comme 'g est contractant en 0 d'apres la Proposition 1 . 1 . 1 3 E rencontre

tout voisinage du bout 0 . Soit C une courbe compacte de S et p : S -*• S^

1'effondrement de S* sur S . Comme d'apres la proposition 1 .3 .4 p ( C > ) con-

tient exactement les courbes rationnelles C' de S' telles que C' > C et

p sur un isomorphisme en dehors de p^ (0^) , p^ (i?) est une courbe de

S_^ 6 dont 0 est un point adherent. Done F = P (E') est une courbe passant

par Be .

Comme i ^ ?

^ + C+n + ̂ n

k^ ^n

est commutatif d'apres la proposition 1.3.9 on en deduit avec la proposition

1.3.4.2)

F, (^-0,) - ̂  ̂ ^^ = ^n ̂ ^

= ̂ n^n^ '^n^n^'Pc® = ^"C

c'est-a-dire r est invariante par F

2) Soit F = F un germe associe a S et F une courbe invariante par F .

D'apres la proposition 1 . 1 0 T est non singuliere; alors d'apres Ie lemme

1.4 ,
E = p^ ( r^{Q})

est une courbe irreductible non singuliere non compacte de S , invariante par

g* et done induit une courbe E sur S . Cette courbe est non rationnelle,
^ S

puisque E -> E est un revetement. D

THEOREME 2.4

Soit S une surface de Kato pour laquelle b,,(S) = n > 1 .
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Ators : 1 ) S contient exactement n courbes rationnelles D . D , , . . . , D , .o l n~l
2) S contient une courbe non rationnelle E si et seulement si

S est isomorphe SL la surface d'lnoue Ŝ  .
Dans ce cas E est unique, elliptique et verifie

E2 = - n , E . D . =0 (0 < i < n-1) .
3) Les seules fonctions meromorphes sur S sont les constantes et

S est dans la classe VII g de Kodaira.

D DEMONSTRATION :

1) Soit (S , 0 ) ) Ie revetement universel de S et l£(S) l1ensemble des courbes

compactes de S . O n sait qu'elles sont toutes rationnelles (Prop. 1 . 1 1 )

et que S ( C . ) = S ( C . . ) , ce qui donne n courbes rationnelles dans Sl i+n
Comme pour toute courbe rationnelle C de S . S ' ^ C ) est reunion d'une famille
de courbes rationnelles de S il n'y en a pas d'autres.

2) L'assertion resulte immediatement du lemme 3 , 3 , du Theoreme 1.28 et de 1'e-
xemple 2. 2 .

Enfin 3) resulte du fait que S ne contient qu'un nombre fini de courbes. D

2 . 5 . QUELQUES MATRICES ECRITES SUR UN TORE :

Les matrices que nous allons introduire se reveleront au §2.24 les opposees
des matrices d'intersection des courbes rationnelles d'une surface de Kato.
Nous allons voir que ces matrices sont positives et voir dans quels cas elles

sont definies positives. Commencons cependant par rappeler et raffiner les
Definitions 1 . 3 . 2 6 et 1 . 3 . 2 7 .

DEFINITION 2 . 6 . :

l ) On note pour tout entier n > 1 , A 1'ensemble des families d'entiers
a = ̂ i^CZ ' periodiques de periode n qui verifient

i) pour tout i € Z , 2 < a. < n+2

ii) si a^ » 9. > 4 , on a pour tout i+1 < j < i-A- 3
aj = 2
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2) On dira que la p-sequence (a^,...,a^ _ ^ ) est singuliere si

(a^...,a^^) = (p+2,2,...,2)

On notera s cette p-sequence.

3) On dira que la p-sequence (a^,...,a^ ^) est reguliere si

a^.^ = 2 pour tout 0< k < p-1 et

(a ,...,a _ ) n'a aucun terme commun avec une sequence singuliere.

On notera r cette p-sequence.

4) On appellera sequence caracteristique de a € A une n-sequence

(a^,...,a _ ) qui commence par une sequence singuliere ou reguliere.

On notera K une telle n-sequence.

Si la decomposition de K en sequences regulieres ou singulieres est

K^=0,...^

on notera suivant les besoins

a - (a^...,a^^) = (c^...^).

i+n-1
5) On notera : a ( a ) 1'entier £ a . ;

J = i j

^ ( a ) Ie nombre d'indices j < i < j+n-1 pour les-
quels a = n + 1

a ( a ) et V ( a ) sont independants de j €z .

LEMME 2.7.

si n = 2 v (a) = 0,1 ou 2 .n
si n > 3 \> (a) = 0 ou 1 .

D DEMONSTRATION :

Comme 2n < a ( a ) < 3n , V ( a ) doit verifier

V (a) (n-1) < n D
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DEFINITION 2.8 :

On note pour tout entier n > 2 (/L 1'ensemble des matrices symetriques

de type ( n , n ) definies de la facon suivante :

A tout a = ( a . ) € A on associe une matrice1 i € Z "
M(a)= (m. .)

ID 0 < i,j < n-1

definie par :

i) m . . = a . si a . ^ n+1

m . . = n-1 si a . = n+1

ii) Soient 0 < i < j <n-l et posons a. = k , a . = i

. m . . = m . . = - 2 si k + J l = 2 (mod n) et i+k-1 = j (mod n)

. m = m = -1 si k+ H ^ 2 (mod n) et (i+k-1 == j ou j-A-1 = i (mod n))

. m . . = m . . =0 dans les autres cas.

DEFINITION 2.9.

Soit M = ( m . . ) une matrice de type ( n , n ) .
1 ) On dira que M est irreductible si pour tout couple ( i , j ) d'indices,

il existe des indices

0 < k, ,.. .,k < n-1
1 P

tels que

"ik^ ° ' \^of^lm}. j ^ 0

On appellera une telle suite d'indices une chaine.

On dira que M est reductible si M n'est pas irreductible.

2) On dira que M est a diagonale dominante, si pour tout 0 < i < n-1

on a ( * ) Im. . I - £ | m . . 1 > 0
11 J ̂  i 13

et s'il existe au moins un indice j pour lequel 1'inegalite ( * ) est stricte.

Le critere de positivite suivant est bien connu :
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LEMME 2.10

Soit M = ( m . . ) une matrice de type (n,n) symetrique irreductible et a

diagonals dominante. On suppose que pour tout 0 ^ i < n-1

m^> 0

Ators M est definie positive.

D DEMONSTRATION : 1) Posons A. : = £ |m. . (
1 j ^i 1D

On a pour tout x € IR

. ^ n,̂ ^ . ^ m^ + 2 i ̂  WJ

^^.''"iJ"^-2,^1^1 "i' l^'

= £ Im. . I x. + £ | m . . | x . - 2 £ | m . . I I x . l |x . |
i < j 1:' 1 i < j 13 :3 i < j l : ] 1 3

= £ |m. . | ( | x . I - I x . l ) 2 > 0
i < j 13 1 :1

On en deduit que M est positive.

Pour voir que M est definie positive, il suffit de montrer que 0 n'est

pas valeur propre.

2) Supposons que 0 soit valeur propre et soit x € Ker M tel que II x 11^= 1 ;

comme pour tout 0 < i < n-1 £ m. .x. = 0 , pour tout indice i tel que

|x | = 1 on a d'apres (*)

(^) A,<m^=m^»xJ<^n^tx^ < A,

Par consequent si m . . ^ 0 on a | x . l = l .

3) Fixons un indice 0 < k < n-1 et soit 0 < i < n-1 tel que IxJ = 1 .

Comme M est irreductible, il existe des indices j^....j pour lesquels

m . . ^ 0 , m ^ 0,...,m ^ 0
^l 3132 V

Une utilisation iteree de 2) montre alors que 1 x ^ 1 = 1 . D'apres (**) cela

signifie que

^k = ^k ;

1'indice k ayant ete choisi arbitrairement cela contredit 1'hypothese suivant
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laquelle M est a diagonals dominante.D

LEMME 2 . 1 1

Soit M(a) = ( m . . ) eA . Alors
13 n

1) T r ( M ( a ) ) = o (a) - 2\> (a)
n n

2) M(a) est reductible si et seulement si toute sequence caracteristique de

a est formee d'un nombre pair de sequences singulieres.

En particulier, si M(a) est reductible, o^(a) = 3n , et il existe une

unique partition de {0,...,n-l} en deux parties I et J de sorte que

les matrices

( m - ) et (m. .)
13 i,j € 1 ^ i,j €J

soient irreductibles, et ( m . . ) =Q /m ) = n
^ i €1 j €J iJ i€J j €l

3)^ (m i i-^i l^" = ^'"ii^^-n*^-2"-

D DEMONSTRATION :

1) Resulte immediatement de la Def. 2.8

2) D'apres la Def. 2.8 , si m . . =k et m . . = H ,

m^ ^ 0 <-» (i+k-1 = j(modn) ou j+A-1 = i(modn)) .

En particulier, lorsque m^ = 2 et j = i+1 (mod n) , on a m^, / 0 .

• ̂ ^̂ -̂ .r.lllilinii) il est clair que

? 2 - 1 -\
-l/l^' \M ( a ) = ' . • . • »

* « • „ |\ t'••^;-lyv-1 t-^2/
est irreductible.

• L^rs3He—a»_^^n^ie^£.au_ra^J;ns_une_seguence^regu^ere r et une sequence

^^"^er®^ une sequence caracteristique de a peut s'ecrire :

r s . . . . . . . . . . . s^s,. . .s^
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ou s ^ s < i s ^ i • • • i G \ , sont des sequences singulieres, avec eventuellement
k ss 1 ou s =s, . II est immediat de voir que tout element de la sequence
caracteristique est relie a un element de Si. ou r ? dans ces conditions/
pour voir que M ( a ) est irreductible, il suffit de montrer que tout indice
i de r ou de s, peut etre relie au premier indice j de s par une
chaine ( j i / . . . r j n ) / ce qui est clair.

. Lorsque a ne contient que des sequences singulieres, c'est-a-dire

a ( a ) =3n , on peut ecriren
^'••- 'v

Comme : . Ie premier indice de s. est relie par une chaine au premier

indice de s . si j = i+2 (mod n )

. tous les indices i' de s. pour lesquels a.,= 2 sont relies par

une chaine au premier indice de s . si j = i+1(mod n) ,

on en deduit que M(a) est reductible si et seulement si p est pair et

dans ce cas on a la partition voulue.
3^ Si-Si—S—S^-SSS^^^^-ESS—StI :

Soit 0 < i < n-1 , . et j = i+a.-l (modn) .

Puisque a ne contient pas n+1 , i n'est pas congru a j(modn) , done

a tout indice 0 < i < n-1 , on associe un indice j ^ i pour lequel

•"ij ^ ° et "ji ^ ° '
c'est-a-dire a tout 0 < i < n-1 on associe deux coefficients de M(a)

non nuls . Comme tout coefficient non nul de M(a) est obtenu de cette

facon, il s'agit de voir dans quels cas il existe deux indices i' et i"

auxquels on associe la meme paire de coefficients de M(a) , c'est-a-dire

des indices i' et i" pour lesquels :

(i\j') = (j",i") , ou j ' = i '+a^,-l et j "= i"+a^. . - l .

Or :
i' = i"+a^,.-l ( i' = i"+a^,.-l

(i ',j ') = (j",i")
i" = i' +a. , -1 ( a . , +a. „ = 2 (mod n )

D'apres la Def. 2.8 on en deduit que
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n-1
E (m. . + E m. .) = Tr(M(a)) -2n = CT (a) -2n .

i=0 xl j^i 1D

b) Si a contient n+1 : on peut supposer que a =n+l ; alors les matri-

ces correspondantes sont :

/n-1 -1\ /n-1

[ 24 \ I 2-1i • • \
M ( n + l , 2 , . . . , 2 ) =| "^.'. ' , M ( n + l , 2 , . . . , 2 , 3 )

[ '•'.'.-I/ \ -.Y-l
\-l -1 i j \ -1 -1 3/

avec, dans Ie cas n=2 la matrice supplementaire

—— / 1 °^M ( 3 , 3 ) =
\ 0 1 /

On verifie facilement dans tous ces cas, d'apres 1) , que :
n-1

E (m. . + Z m . . ) = Tr(M(a)) - 2n+2v (a) = a (a) - 2n D
i=0 lx j^i 1D

LEMME 2.12.

Soit M ( a ) €jt . Si M ( a ) est a diagonale dominante, alors M ( a ) est

definie positive.

D DEMONSTRATION :
Si M ( a ) est irreductible, c'est un cas particulier du Lemme 2.10 .

Si M ( a ) est reductible, alors d^apres Ie Lenune 2 . 1 1 . 2 ) M ( a ) se decompose

en deux blocs irreductibles? comme o ( a ) = 3n chaque bloc est a diagonalen
dominante; on conclut a nouveau par Ie Lemme 2 . 1 0 . D

On va voir que lorsque 0 ( a ) > 2n , M ( a ) est definie positive. Si M ( a ) est

a diagonale dominante, nous venous de Ie voir; la difficulty provient des ma-

trices qui ne sont pas a diagonale dominante, par exemple

( 3 0 - 2
0 2 - 1

-2-1 2

____ 3 0 - 2
M ( 3 , 2 , 2 ) = 0 2 - 1

-2 -1
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Cependant, ces matrices sont a diagonales "globalement dominantes" d'apres Ie

Lemme 2 . 1 1 . 3 ) , ce qui va permettre de "compenser" certaines lignes par d'au-

tres comme Ie montre 1'exemple 2.14 . On donne auparavant :

DEFINITION ET LEMME 2 . 1 3 .

Pour tout reel £-> 0 on note

W = ^ij'
la matrice de type (n,n) dont les seuls coefficients non nuis sont :

^c. =t ' ̂
—— p — p — —1

H ' a@ ~ 3a ~

Ators : la forme quadratique Q o ( ^ ) associee a P o ( ^ ) verifie :

poUr tout x € ]R
x^2

Q^)(x) : = t x P ^ ) x = ̂ ^-^

En particulier Q o ( t ) est positive.Otp

D DEMONSTRATION :

« f,

•: \

^•--'l.-;...^

^0

^-Ij
»

^^•••'"n-l1

/ : '

^Ve
; "B

"X 4"a ^

, • ^ -(^^-^ > ° - °
Exemple 2.14

Soit p un entier verifiant
1 < p < n-2

M(s r ) =p n-p

/p+2 -I -1\

/ l'1 \
-1.'- -

'̂ '-1
-11-i

-1 -12-1 .

^ » ,

\ '•'•'- /\-1 -i 2 /

P-l
P

p+1

n-1
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La (p+D-ieme ligne (ou colonne) n'est pas a diagonale dominante; on va com-

penser cette deficience par 1'excedent des deux premieres lignes. On a :

""W ''.n-1'" *'.,t.l""" "12121 "ul!1*--*',-!,,,^"?,,*!1';1'

h———————A
0
0

0
1 -1

•
1

. 2' -

* ^K
-1 1

\
ppoi

n-l

^on-l^^op+l (p+l)+P ( 2 ) + . . . + P'12
/£±L-)+P

"* P/P+1 P P+l/P+2
, (1) +...+Pn-2,n-l (1)

c'est-a-dire M = M ( s r ) est la somme de n matrices positives; par conse-p n-p
quent M est positive; de plus si

tx M x = 0 ,

cela se traduit d'apres Ie lemme 3.13 par les equations

^Tlx, -p^- = s^x --^0 yî i 1 ^
=V^1^ -VjQ"• • • v p x? Vp+ip ^ ~ Vp+i "p+i

~ ̂ l ~xp+2 •"

qui prouvent

x ^ - x , = x - x , = 0n-2 n-l o n-l

x = 0

c'est-a-dire, les formes lineaires

x -^ ^/tx P^g (̂ ) x

sont toutes lineairement independantes, et M est definie positive.

... cependant si on considere

7 3 0 - 1 -1\
[ 0 3 0 -1 \

*\-i o 2 -i y
\-1 -1 -1 2/

M(3 3 2 2 )

La ligne d'indice 2 n'est plus excedentaire, ce qui empeche d'appliquer direc-

tement Ie proced6 de 1'Exemple 2.14 . Nous allons done preciser dans quelles
conditions les matrices M ( a ) ne sont pas a diagonale dominante et raffiner
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Ie precede precedent.

LEMME 2.15

Soit M ( a ) = ( m . . ) € jf . Alors :13 n
1) Pour tout 0 < i < n-1

-1 < m + E m .
j^i :1

De plus

" î + £ ""i-i = "1
ii j^ i ^

si et seulement si il existe k > 1 tel que

(a^_^_^. . . ,a^) = (s^r^) = (k+2 ,2 , . . . .2)

2) Soit 0 < i < n-1 pour lequel a. = A > 4 .Alors, si j = i+1 (mod n)

0 < m. . + Z m.
33 P ^ J ^

De plus

^\^~-°
si et seulement si il existe k > 1 tel que

î-k-'̂ î  = ̂ i'̂  = ^2-2,:..,2^,2).

D DEMONSTRATION :

claire d'apres les Definitions 2 . 6 . 1 ) et 2 . 8 . D

Le precede de 1'exemple 2.14 ne peut pas etre applique a s r (q > 2) lorsque

1) La ligne (ou colonne) correspondant au premier indice de s n'est pas suf-
fisamment excedentaire, c'est-a-dire lorsque a contient la (k+p+q+1)-

sequence
s, r, s rk 1 p q

2) La ligne (ou colonne) correspondant au deuxieme indice de s (s'il existe ! )

n'est pas suffisamment excedentaire, c*est-a-dire, d'apres le Lemme 2 . 1 5 . 2 )

lorsque a contient la (k+p+q)-sequence
s, s rk p q
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Cette remarque justifie la

DEFINITION 2 . 1 6

Soit a € A . O n appelle sequence complete de a toute sequence

c = a. . . . 0 , s r1 N p q
telle que :

i) q > 2

ii) Pour tout 1 < i < N o. est soit une sequence singuliere s. , soitI K

iii) a contient la sequence r (J....O. s r ou q' ^ 2 .q' 1 N p q

LEMME 2..17

Soit a € A .On suppose que a contient une (p+q) -sequence s r , ou
n P q

q > 2 . Aloys : il existe une unique partition de a en sequences completes.

a = (c^...c^
D DEMONSTRATION.

evidente. D

DEFINITION 2.18

Soit M(a) = ( m . . ) £^ et c = (a ,...,ao) ;une sequence complete de

On appelle bloc complet de M(a) associe a c , la sous-matrice

B := ^ i j ^ ^ i ^ j ^e

LEMME 2.19

Soit M(a) = (m. .) eJi . O n suppose que M(a) n'est pas a diagonale domi-

nante. Alors modulo une permutation circulaire des coordonnees, il existe

N > 1 et des indices

a! = ° < ̂  < ' ' • < "N+l = n

tels que les sous-matrices

^<^^<c^-l l < k < N

soient des blocs complets de M(a) , et les seuls coefficients non nuls
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n'appartenant pas a ces blocs soient

= -1 pour 2 < k < N
W1 V^k

0,n-l n-1,0

c'est-a-dire /,
<i

M ( a ) = __-1
-1 -

D DEMONSTRATION.

evidente. 0

Le Lemme Z.19 permettra de ramener la demonstration de la positivite de M(a) a

celle des blocs complets; c'est ce que nous faisons dans les deux lemmes suivants

LEMME 2.20

1) Soit 4) : IE?-» 3R

e ^ 2 - ^

Alors, pour tout p > 1 et tout 3 > 1 , 1'iteree p-ieme 4^ de tp

verifie :

^^^-ss^^<2•

2) Soit
^

P-l
-1 2^1.

-i o

^ ' , 2 "1 k-l
-la+2b | k

,1 b c+2»/ k+i
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une matrice de type (k+2,k+2) ou k > 2 , a > 2 , l < 0 < 2

Alors : N = ?ok+l (cl) + ̂ ^ + p23 (^ l ( e ) ) +*••+ pk-l k ^k~2(6)) + N '

ou

N' = 0 o
0 a- b/k

b c'/X4l

et a' = a + ^~1 (0) , c' = c +4>(o0

/a 0 -1/a 0 -1 \ /O 0 0 \
=( 0 a+2 b | » Pn«(a) + | 0 a+2 b ) ou
\-1 b c+2/ u- \0 b c1/

3) On a : N =( 0 a+2 b | » Pn«(a) + 0 a+2 b | ou a > 2 , et c'=c+(p(ct)
\-1 b c+2/ u- \0 b c1/

D DEMONSTRATION :

1) On montre par recurrence sur p > 1 que 4?(B) = ^ - (p^?) • En effet'

c'est clair pour p = 1 et

^<B) -^(8)) - - ̂ )̂,̂ îl' .

—— ^x' s x1!̂ ) - ̂ Hf V6rifie : ̂ ^ = 2 -I ' "^x) - x

ce-i)^et lp' (x) = - ———————2- < 0(x(e- i )+i )
on a Ie resultat.

2) et 3) sont clairs. D

LEMME 2 .21

Soit M(a) = (m ) € «^ . On suppose que a = (c) , ou c est une n-se-
13 n

quence complete.

Alors la matrice M(a) admet une decomposition en n matrices de la forme

P .(A) parmi lesquelles P^ ^ _ i < 1 ) ; de sorte que les formes lineaires

x - N/̂ T ÎTT

soient lineairemenfc independantes. En particulier M(a) est definie positive.

D DEMONSTRATION :

1 ) on-SUEE^Se-3ue—c-r-sk ••i-^ ^a -^a——N-?-l—et—3-?-2 •

a) on definit par recurrence a. , et eventuellement 0^ de la facon sui-
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vante pour 1 < i < N :

k!

a!

=1

= 2

k > 2

a = k +1
3^21

i = 2

V1

k^>2

k = 1

a^3

yk^+2

@2=<P(2 )

k^ > 2

o^= i+^r^)
Q^1 '̂̂ 1"1^
6^= (p(k^+l)

i > 2

k^l

k^2

ki.i'l

oî s l + < p ( a ^ ^ )

yk^p(a^)

Bi^t^.i)

^-l > 2

Tc -1
a^l-KpKi-l (3^i)

a^k^^i-f1^^)
f3^(p(a^)

ou t^)p(e) = (^l)6^p ? de P1118 meme si ^ =s 1 , on pose 0^ = 4)(a^_^)p8-(p-l)

b) On montre par recurrence sur i > 2_ gue :

1 + 1 1si k. = 1
\ 4>(^_^)

si ^ ^ 2 OL+^1i (pi '(e^)
- = 1

Cas i = 2

. si k l̂ , - . — — — -J--^
" 1 "~ 2

. si k^ > 2,k^=l , J- + -J— = ————-.—— + 1

^ y)(o^) l+(pkl' l(2) tp(k^l) ^ , V1 2-^-

. si k =1 k > 2 ^- + -^————— = ——— + ^—— = 1
- - o^ (p 2 ^ ( e ^ ) k^+2 (p:2 (2 )

. si k > 2 , k > 2 -1- + -^—t——— = ———^—.— T -^—————
^ (p 2" ( e2 ) ^^ 1" (2 ) (p 2(kl+l)

Cas i > 2 : On a d'apres 1'hypothese de recurrence :

. si k .=k . ,=1 ,^-+ 1
i i-1 '^ (p(a^^ l+<p(a^) ^J_ l^(a^) ^ _1

4)(a^)i-1

. si k^l,k^>2, ^^ 1 =1
•i <p(a^) l^i-l-^e,^) 1^ ^_^

4>'1-1 ((3i-1-1)
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1 ___1. si k. > 2 k^ =1
^ ^i"1^) k^-Kp(a^) ^(a^)

1 ^i-l-^1

k^-Kp(a^) (k^+Da^-k^

l+(k^-l)/4>(a^)
k^Kp(a^^ + l + k ^ / 4 > ( a ^ ) = 1

. si ^2,k^>2,^-+^4
^ ^i"^) k^Kp1^-1"1^^) ^(a^)

^i-l-1^1 .
+ (^Da^-k,- •^+'i 1-1/ai-1

c) Grace au Lenune 3.20 , on va montrer que, en posant k^= 0 ,

p '̂ ^on-l"' +^ i pk^...^.^,k^...^+l(ai)

"i-1 (,-)

'LiV-^i-i^'^-^-i^^ ^)

k i n~2(tp-N (e,,)) + z1 N -i-v -i. "j^i'" •kl+•••+kN'kl+•••+V^ " j=k^...+^+l
+p,

(Si B. n'a pas etc defini, les termes correspondants sont mils).

Pour N = 1 c'est 1'exemple 3.14 et si N > 1 , on montre par recurrence sur

1 < r < N-l grace au lennne 2.20 que

0

0

0
^ij

"St

M(c) = P , (1) + Z Y"l +
on-1 i»l( I

V-'-^r

\! I____l/"-i
ou : m . » a si (s,t) = (k^+.. ,+k^,k^+.. .+)c^.)

"•st'^r+l si <s't) = (k^...+k^l,k,+...+k^+l) et k^, > 2

"st = °r+2 si <s.t) = (k^...+k^.+l,k^...+k^+l) et k^ , - !

n-1 n-1 ui , in-1,n-I

m^ = m <- dans les autres cas si k +..+k < s <n-l et k+..+k< t < n-1
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Pour r = N--1 on a :

N-l
M(c) = P , ( 1 ) + Z { } +on~ 1 . ,

0

0

{

0 \^ -1 \
^
-12 ;

-t
\

'1 -1 ,
-il/

k^...^^

.̂..4^

n-i

D'apres b) pour i = N on obtient Ie resultat.

Maintenant, d'apres (*) , M ( c) est decompose en
N

1 + Z k. + (q- 1 ) = n
i=l L

matrices positives, comme par construction les formes lineaires

x-^ ŷ rr̂ rnr
sont toutes lineairement independantes, M(c) est bien definie positive.
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2) c est maintenant une sequence complete quelconque :

c -^...^s^

On demontre Ie resultat par recurrence sur N > 0 .

Si N = 0 c'est 1'exemple 2 . 1 4 . Supposons Ie resultat demontre pour un
entier N > 0 et soit

c = o, . . .0 . s r1 N+l p q

Si toutes les sequences o. sont singulieres, on a Ie resultat d'apres 1) .

Sinons notons 1 < N' < N+l Ie plus petit entier tel que

On peut construire les entiers a . et 6 . conune dans 1) a ) ; comme

A + 1 =• 1 si ^, = 1
"H- ^"N'-l'

(**)

"M- V^'-^B^,)
= 1 si ^, > 2

On a comme dans (*)

N ' - l lM(c) =pon-l(l) \^r' +

kN•k^...+k^,^,k^...+^.+i^.) +5: H-l
^(8 ))

+P,
Jl=l ^+. .+k^»_^+^+..+k^^+l

0
0

M'

\

/

^l+. . .+k^,+l

/n-1

Grace a (**) et 1'hypothese de recurrence la matrice de type

(n-k^-...-k^.-l,n-k^...-k^.-l)

M' ^^...^..i^-l^5

est definie positive et se decompose en une somme de n-(k +...+k ,+1)

matrices positives P o(Jl) .ap
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Par consequent M ( c ) est la somme de

,N•-1
1 + I £ k^J + (k^.+l) + n- (k^+. . .+k^,+l ) -1 = n

matrices positives de la forme P o ( ^ ) .ap
De plus, les formes lineaires

x -^ yscp 00 x
sont toutes lineairement independantes. En effet : vu la definition d'une

sequence complete, il existe des indices i,,...,i et des reels
1 P

^ > 0,...,A > 0 tels que

. ^...^ > 1

. les matrices P^ (^) ,P^ ^ 0^),...,?^ ^(i ) soientdans la de-

composition de M .

Si x MX = 0 , on en deduit que
x_ ix ° t-"21? '0 & .. . JCo p

Connne par ailleurs PQ^.^D est aussi dans la decomposition de M on a

egalement

x = x ,o n-1

on en deduit que x = x , = 0 ,o n~"l

ce qui permet de montrer facilement que x = 0 .

Ceci acheve la demonstration. D

EXEMPLE 2.22

M(s^s^r^) =

/4 0 0 -1 -1'

0 2 - 1 0 0

0 - 1 3 0 - 1

-1 0 0 2 -1

\-1 0 - 1 - 1 2 /

/O 0 \= w1^1^3^1^2^! 5/2 0 "1
\o ° ̂  -1
\ -i -i +i

= ^^w3^^^^5^-^5^
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On a :

^ = 3
o^ = 1 + 4>(2) = I- . 8^ = <p(3) = j , et

-1-+ 1
o^ (p(a^) 1 ^ - - -

THEOREME 2.23.

Soit a € A . Alorsn

1 ) Si o^(a) = 2n,M(a) est positive et Ie vecteur (1 ,1, . . . , ! ) engendre

1'espace isotrope.
2) Si a^(a) > 2n, M(a) est definie positive.

n DEMONSTRATION :

1 ) si CT^(a) = 2n , a = (2,...,2) et

2 -2
M(a) = si n = 2

2 -1

•I 2 -1

-1 • '

-1

M(a) = si n > 2

{4

^ •l -i

1 2

M(a) ^on-l^^Ol^-^n-l^

done M(a) est positive.

De plus par Ie lemme 2 .13

txM(a) x = ° " ̂ H-I = ̂ l - • • • ̂ n^-^-l = 0

<-» II existe X € 3R tel que x = X(l,...,l)
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2) Supposons 0 (a) > 2n .

Si M(a) est a diagonals dominante, c'est Ie lemme 2 . 1 2 . Supposons done

que M(a) ne soit pas a diagonale dominante : d'apres les lemmes 2 . 1 1 . 3 ) et

2 . 1 5 . 1 ) , a contient une sequence s r (p > 1 , q > 2) ; on applique alors

Ie lemme 2.17 qui nous donne une decomposition de a en sequences completes :

a = (̂ r7" '̂
et done une decomposition de M(a) » (m ) avec des blocs complets (lemme

2.19)

(1 < k < N)\ = ̂ \<i'^\^-l

\\
Nptpns

^
1 k+i-1

la matrice diagonale de type (\^ - \ i \.^ - \) dont les seuls coefficients

diagonaux non nuls sont Ie premier et Ie dernier, egaux a 1 .

Soient

^ ̂  ̂

la matrice de type (n,n) obtenue en completant Ie bloc B (resp C ) par

des zeros

Comme

^-^^-^^-^
on a :

M(a) » ( B I - C P + . . . + ( B ^ - ^ ) + P ^ ( I ) + P (!)+...
"I'W-1

+ P

2 ' 2

Vi. »„")

<M<C1 ) • -pa^,vl(l»+•••+<M(CN>' - \^-lw)

+\V^ (1)+^-1-2 (1)+•••+V-V1)
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ou M ( c . ) ' signifie qu'on a complete la matrice M ( c . ) par des 0 pour en
faire une matrice de type ( n , n ) .

D'apres Ie lemme 2.21 M ( a ) est ainsi une somme de n matrices positives de

la forme P a^ telles que les formes lineaires associees soient lineaire-
ment independantes. En particulier M ( a ) est definie positive. D

2 . 2 4 . CONFIGURATION DES COURSES RATIONNELLES.

Dans 1'exemple 1 . 3 . 3 6 nous avons vu qu'une surface de Kato S pour laquelle

b^ ( S ) = 1 contient une courbe rationnelle singuliere de self-intersection 0

ou -1 . Lorsque b ^ ( S ) > 2 , et en identifiant 1'ensemble C(S') des cour-
bes rationnelles du revetement universel (S/oi) de S avec Z nous avons Ie

THEOREME 2.2 5 .

Soient S une surface de Kato pour laquelle b^(S) > 2

( C . ) les courbes rationnelles de (S^)
- i €Z

a ( S ) la famille des self-intersections des courbes ( C . )1 i €Z
D. = ^ ( C . ) (0 < i < n-1) les n courbes rationnelles de S .

Aloys : 1 ) la matrice d'intersection M ( S ) des courbes rationnelles de S

verifie
M ( S ) = - M ( a ( S ) )

2) D. est non singuliere si et seulement si a. ^ n+1 ; dans ce cas

^ = -i1-
D , a une singularite qui est un point double ordinaire si et seu-

2lement' si a . = n+1 ; dans ce cas D. = -n+1
En particulier : si n=2 , S a deux courbes singulieres si a ( S ) = ( 3 , 3 ) ^

une seule si a ( S ) = ( 3 , 2 ) et aucune dans les autres cas.

si n ̂  3 S a au plus une courbe singuliere.

3) D- U . . . U D „ a au plus deux composantes connexes et0 n-1
D U . . . U D a deux composantes connexes si et seulement si a ( S ) = 3nu n-l n
et toute sequence caracteristique de a est formee d'un nombre pair de se-
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quences singulieres.

D DEMONSTRATION.

a) D'apres Ie theoreme 1.3.27 et conune n > 2 , D. a une singularity qui est

un point double ordinaire ^^ C. .C. as 1 "̂̂  i+a.-l aB i+n1, i+n i

-»-» a. = n +1 .

Dans ce cas

Notons n : S' -» S 1'eclatement de S au point double de D.

FT : S' -» S 1'eclatement de S en tous les points d'intersection

^kn n ^(k+Dn (k € "

II existe une application analytique

S? : S'1 -» S'

qui fait commuter Ie diagramme

?f + I n

5 0) s

et fait de S' Ie revetement universel de S' .

Notons D! et C* les transformees strictes de D. et C. ; comme S' est

un isomorphisme entre des voisinages de D' efc C'. , on a, en notant A la

courbe exceptionnelle de premiere espece dans S' :

D . . D . =n*D..n*D. = ( D * + 2 A > . (D^+2A) = D^2 + 4 = C^2 + 4

= (C2 -2) +4 = C2 +2 = -(n+1) +2 = -(n-1).

D'autre part, si a. ^ n+1 , 0) est un isomorphisme entre des voisinages de

C. et D. et done D. = -a .

Enfin, si n=2 , les suites a(S) possibles sont (2,2) , (3,2) , (4,2) et

(373) , et

si n > 3 , on ne peut avoir deux indices i,j tels que

i 9^ 3 (mod n) et a. = a. » n+1 .
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Ceci demontre d'une part que la diagonale de M(a (S) ) est bien formee des

opposes des self intersections des courbes D. , et d'autre part 1'assertion 2).

b) Remarquons d'abord que si k+5- = 2 (mod n)

i+k-1 == j (mod n) <-» j+Jl-1 = i (mod n)

De plus, d'apres Ie theoreme 1.3.27

D..D. ^ 0 <=» il existe k 6 Z tel que C.* C = 1

<-"» {i+a. -1 = j (mod n) ou j+a.-l = i (mod n) }

Enfin Ie seui cas ou D..D. = 2 est precisement Ie cas ou

i + a . - l = j (mod n) et j+a.-l = i (mod n)

c'est-a-dire

a. + a. = 2 (mod n)

ce qui acheve de montrer 1 ) .

c) D'apres Ie Corollaire 1 . 3 . 3 1 D U . . . U D a au plus deux composantes

connexes et D- U . . . U D a deux composantes connexes si et seulement0 n-1connexes et D- U . . . U D a deux composantes connexes si et seulement si0 n-1
M ( a ( S ) ) est reductible; on conclut done par Ie lemme 2 . 1 1 . 2 ) D

EXEMPLE 2 . 2 6

Si n = 3 et a ( S ) = (423) , D UD U D a deux composantes connexes, D est

singuliere et la matrice d'intersection est

/-2 ° ° \f 0 -2 .2 \
\ 0 +2 -3 /

La configuration des courbes est

S :̂:l
THEOREME 2 .27 .

Soit S une surface de Kato pour laquelle b ( S ) = n > 1 et M ( S ) la matri-

ce d'intersection des courbes rationnelles D , . . . , D , de S .U n—l
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Alors : 1 ) Si 0 ( S ) = 2n, M ( S ) est negative et Ie vecteur ( l , . . . l ) en-n

gendre 1'espace isotrope.

2) Si 0 ( S ) > 2n , M ( S ) est definie negative.n

D DEMONSTRATION.

Immediat d'apres Ie theoreme 2 .23 et 2 .25 . D

COROLLAIRE 2 .28

Soit S une surface de Kato pour laquelle b^ ( S ) = n > 1 , D Q f • • • 7 D . . 1

les courbes rationnelles de S et soit D un diviseur quelconque de S .

Alors : 1 ) si a ( S ) = 2n D < 0 et D = 0 si et seulement si il existen
.m .€ 7L tel que

D =m(DQ+. . .+D^ )

2) Si a (S) > 2nn
D2 < -1

et (D^...+D^)2 = 2n - c^(S) .

D DEMONSTRATION.

D'apres Ie theoreme 2 . 4 S contient n courbes rationnelles D , . . . , D

et eventuellement une courbe elliptique E lorsque S est isomorphe a la sur-

face d'Inoue S . Comme dans ce cas

E . D . =0 et E = -n

on peut supposer que
n-1

D = Z m . D .
i=0 " '

Ie resultat est alors une consequence immediate du theoreme 2 .27 et du lemme

2 . 1 1 . 3) . D

EXEMPLES 2 . 2 9

1 ) Si b - ( S ) = n et a ( S ) = ( n + 1 , 2 , . . . , 2 , 3 ) , la matrice d'intersection est
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/-n+1

-2 +1
• •

+1 • •
41

-M(a (S) ) =

H
\ -2 4l

41-3
Pour D 2= D, -t» ...-»• D1 n-1

D 2 — — !

2) Si b (S) = n et a(S) = (3,2,.. . ,2), la matrice d'intersection est

/-3 +1 +1 \

-2 +1

-M(a(S) ) = +1 +1 -2 +1^

+!/ • , ' »

\ ••41
41 ^1 -1 /

et pour D s= D. + ... + D

D2 =-1

Ces deux exemples montrent que lorsque a ( S ) > 2n , 1'inegalite D < -1 est

la meilleure possible.

REMARQUE 2.30.

1 ) On savait a priori que D .̂ 0 d'apres un theoreme de Kodaira [14] I .

2) Le Corollaire 2.28 montre que les surfaces classees par Enoki [41 ou [ 5 ]

sont exactement les surfaces de Kato pour lesquelles <J ( S ) = 2n .

COROLLAIRE 2 . 3 1 .

Soit S une surface de Kato pour laquelle b-(S)= n > 1 et 0 (S ) > 2n .

Alors la reunion D- U . . . U D , des courbes rationnelles de S est un sous-0 n-1
ensemble analytique exceptionnel de S . Plus precisement il existe :

. un espace analytique compact S1 normal, de dimension 2 , sans courbe analy-

tique ,

. une application analytique propre
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9 : S -> S*
tels que
i) Q(DQ U . . U D , ) soit Ie lieu singulier de S' , contienne deux points si
toute sequence caracteristique de a ( S ) contient un nombre pair de sequences
singulieres et un point dans les autres cas.

ii) ( S , 9 , S ' ) soit une modification.

D DEMONSTRATION.
C'est une consequence immediate d'un theoreme de GRAUERT [ 7 ] p . 367.

2.32 ARBRES ET CYCLES D'UNE SURFACE DE KATO.

DEFINITION 2.33
Soient D , . . . , D n courbes compactes irreductibles dans une surface S
et D = D + . . . + Do n-1
1) On appelle•sommet de D une courbe reguliere D , 0 ̂  s ̂  n-1 telle que

D . E D^ = 1
s o < k < n-1

k ̂  s

2) On appelle arbre de D un diviseur
A : = Z D. , I <= { o , . . . , n - l }
1 i € I 1

qui verifie les proprietes suivantes :

( A O ) D. est reguliere pour tout i € I
( A l ) II existe un unique s € I tel que D soit un sommet.
(A 2 ) Pour tout j € I , j ^ s

P . S D = 2 et D . . D , < 1 pour tout 0 < k < n-1D k 3 k
0 < k < n-1

k ^J
(A 3 ) A est connexe.

(A4) A est maximal pour les proprietes (AO ) , ( A l ) , ( A 2 ) et ( A 3 ) .
'

-xVT
3) On appelle racine de D une courbe D pour laquelle il existe un arbre

A verifiant :

r (2 I et D .A_ = D .1 D. = 1r I r i
i€I
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4) On appelle cycle de D un diviseur Z = D. + . . . + D. tel que :

1! 1P
. Z est une courbe avec un point double ordinaire si p = 1 .
. D. . D . = 2 si p = 2 .

1! 12 ! 1 si j-k = ± 1 (mod p)
. D^ .D^ ^ si p > 3 .

j k . 0 sinon .

LEMME ET DEFINITION 2.34

i) Tout arbre A admet un unique sommet DI s
ii) Tout sommet D est Ie sommet d 'un unique arbre

On dira que D est Ie sommet de As I

D DEMONSTRATION : i) est la condition ( A l ) de la definition 2.33; ii) est evidente

puisque un sommet verifie les conditions ( A O ) , ( A l ) , ( A 2 ) et ( A 3 ) . 0

LEMME 2.35

Soit S une surface de Kato pour laquelle b _ ( S ) = n , C('S') = (C ) est2 i i £ Z

la famille des courbes rationnelles du revetement universel (S,o)) de S

et a (S) : = - (C2) _i i € Z
A-lors : toute courbe C. rencontre au plus trois autres courbes rationnelles

et C. rencontre 3 courbes si et seulement si a (S ) contient la (k+2)-sequence

<a i-k-l-•••-a i-2'a i-l>a i ) ='^i' ou k > l et s^ (k+2,2_^2).
k— 1Dans ce cas, en posant Jl = a. ,

^-k-l^i ̂ i-l^i ̂ i^i^-l = 1 •

Q DEMONSTRATION.

Une courbe C. ne peut rencontrer qu 'au plus trois autres courbes car ces cour-

bes sont obtenues par eclatements successifs (Definition 1.2.10 et thm. 1.2.13)

Le reste du lemme resulte du theoreme 1.3.27 3 ) . Q

LEMME 2.36

Soit S une surface de Kato telle que b ( S ) = n . On note D , . . . , D
ses n courbes rationnelles.
Pour tout 0 < r < n-1 fixe, on a equivalence des conditions suivantes :

i ) D est une racine.r
ii) D . E D. = 3 si D est reguliere

0 < i < n-1
i ^ r
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D . E D . = l si D a un point double ordinaire.
r 0 < i < n-1 r

i ^ r

iii) II existe k > 1 tel que pour tout p € Z tel que D = S(C ) , la famil-

le a ( S ) contient la (k+2)-sequence

(s. 2 a )k p

Dans cet-ce situation il existe des entiers ^ ^ 1 , p ^ 1 , k > l , . . . , k > 1
1 P

tels que a ( S ) contienne la sequence

(V^-...-), - i"-- '3?) ° (^^^••^ ^p'
et D est la racine de 1'unique arbre A dont Ie sommet D est :

D = S(C . . )P-k^-...-kp

D DEMONSTRATION.

1) Si , a ( S ) contient 1'entier n+1 , a (S ) = ( n + 1 , 2 . . . 2 , 3 ) ou (n+1, 2 . . . 2 , 2)

ce qui donne des configurations du type :

^ i0' ou ^
sur lesquelles on verifie directement Ie resultat.

2) Supposons que a ( S ) ne contienne pas 1'entier n+1 : dans ce cas toutes les

courbes sont regulieres, d'apres Ie thm. 2 . 2 5 .

i) ^ ii)

Soit A un arbre tel que A .D = 1 . On peut numeroter les indices de I de

sorte que

D = D . , D. .D. = D . .D. = . . . = = D . .D. = 1 , ou p = Card I
s 1! x! '2 ^ ^ Vl 1? T

et D^ .D^ = 1
P

Choisissons maintenant une courbe C . dans Ie revetement universel (S ,co) de
~ ^ 1S pour laquelle 0 > ( C . ) = D ,

3! 1!

D'apres Ie theoreme 1 .3 .27.3) , toute courbe rationnelle C de S rencontre

une et une seule courbe C' telle que C' > C ; il existe done des courbes

uniquement determinees par Ie choix de C .
:1!

C. < C. ... < C. < C.
3! ^2 3? Vl

telles que

D. = S(C. ) 1 < k < p
'k \
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D = 0 ) (C . )
Vi

De plus C rencontre encore une courbe C' > C . dont 1'image D' = 0)(C ' )
Vl ^

est distincte des courbes D. (1 < k < p) vu la definition d 'un arbre et de
2 lk

D puisque C . ^-(n+1) .
Vl

On en deduit que
D . Z D. > 2
r 0 < i < n-1 1

i ^ r

Comme A est maximal
D . Z D. > 3
r 0 < i < n-1 1

i ^ r

On conclut grace au lemme 2.35

ii)< .̂iii) d'apres Ie lemme 2 .35

On va maintenant montrer iii) => i) et Ie reste du lemme :

II existe ^ > 1 ,p > 1 ,k > 1 , ... ,k > 1 tels que a(S) contienne la se-

quence

(V .̂,..,̂ ...̂ ) -^•••^2^
la premiere courbe C qui suit Cp_^ _ .^ -l , telle que

1 ' ' ' p

C2 = -(k +2), est la seule courbe qui verifie
p-k^-...-kp-l 1

C' < C 33^ C' . C = 0 ;

^(C) = ^(C _ ) est done Ie sommet d'un arbre, et comme toute courbe
p-k^-. . . -kp

C' < C _ est liee par une chaine a Cp . D est bien une racine. L'unicite

de 1'arbre resulte du fait que la "deuxieme courbe" de r^ si 9. > 2 , ou la

"premiere courbe" de s^ si ^ = 1 est une racine et que toute courbe qui lui

est inferieure est liee a elle par une chaine. D

LEMME ET DEFINITION 2.37.

Soit S une surface de Kato , n = b ^ ( S ) et D = D^ + . . . +D^ . On a egali-
te entre les entiers suivants :

i) Ie nombre de sequences regulieres de toute sequence caracteristique de a ( S )
ii) Ie nombre de racines de D .
iii) Ie nombre d'arbres de D .
iv) Ie nombre de sommets de D .
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| On notera P ( S ) cet entier.

D DEMONSTRATION :

Resulte immediatement des lemmes 2.34 et 2.36 .

NOTATIONS 2.38

Soit S une surface de Kato et n = b - (S ) . D'apres 1.3.7 1'ensemble des

courbes de ? est principal homogene sous 2Z , done 1'ensemble des courbes

de S est principal homogene sous 7L/ -j» •

Pour tout diviseur

Z = D. + . . . + D.
i! 1?

ou D. ,D. ,...,D. sont donnes dans un ordre compatible avec 1'action de
1! 12 1?

Z/ on choisit pour 1 < k ^ p C. tel que
nZ ^ 3^

S(C. ) = D.
-•k k

On notera
2 2

Selfint(Z) = (-C. ,...,-C. )
1! 1P

On deduit du lemme 2.36 Ie theoreme suivant, annonce dans f 18 ]

THEOREME 2.39

Soit S une surface de Kato , n = b - ( S ) , D , . . . D ses n courbes ration-2 o n-1
nelles et D = D + . . . + D , .o n-1

1) Si o (S) = 2n , alors p(S) = 0 et D est un cycle tel que
n

D2 = - 2 pour 0 < i < n-1

2) Si 2n < 0 (S) < 3n alors p(S) > 1 et
n

P(S)
D = z (A + r )

ou : i) A est un arbre pour tout 1 < s < p ( S )
8 P(S)

ii) r = Z r est un cycle
s = 1 s

iii) A et r sont definis de la facon suivante :

Pour chaque sequence

^t+1 ——-^t^k^...^^ = ̂  • • • 'kp2^

ou J l > l , p > l , k > l , . . . , k > l , a > 2 , contenue dans a(S) ,
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Selfint(A ) = ( 2 , . .. ,2 , k + 2 , 2 , . . . , 2 , . . . , k + 2 , 2 , . . . , 2 , 2 )r̂r "r̂ r p vi
si p= l (mod .2 )

Selfint(r ) = ( 2 , . . . , 2 , k + 2 , 2 , . . . , 2 , . . . , k _ ^ + 2 , 2 , . . . , 2 , k +2)

Jl-1 k -1 k -1
2 P-l

Selfint(A^) = (2 , . . . ,1 , k+2 ,2 , . . ^2 „ . ,k + 2 , 2 , .. ., 2 , k + 2 )

k!-1 ^ \-1~1

si p= 0(mod.2)
SelfinKF ) = ( 2 , . ...I . k +2 ,2 , . . . ,2, . . . ,k _ ^ + 2 , 2 , . . ., 2 , 2 )

A-l k^-1 kp-1

iv) Ie sommet de 1'arbre A est sa premiere courbe; la racine de A

est la premiere courbe de T ou

t = s+1 (mod p ( S ) )

3) Si 0 (S) = 3n alors p(S) = 0 etn

i) si toute sequence caracteristique de a(S) est formee d'un nombre pair

de sequences singulieres i.e.

a(S) = (s ... s )
k! ^p

alors

D = r + r "
F et r * etant deux cycles dont les courbes sont determinees par :

Selfint(r) = ( k^+2 ,2 , . . . , 2 , k^+ 2 .2 . . . . ,1 , .. .,k^ _ +2,2, . . . ,2)

k -1 k -1 k -1k^ 1 K^ 1 K^ 1

Selfint(r ') = ( 2 , . . . , 2 , k +2,2,. . . ,2,k +2,.. . ,2, .. . ,2 ,k +2)

k!-1 ^ ^p-l-1

ii) si toute sequence caracteristique de a(S) est formee d'un nombre impair

de sequences singulieres, i.e.

a(S) = (s ... s )
K! ^p+l

alors D est un cycle dont les courbes sont determinees par :

Selfint(D) =

(k+2,2 , , . . . .2 ,k^+2,2 , . . . ,2 , . . . ,k^^+2,2 , . . . ,2 ,k^+2,2 ,2 , , k +2,2, ,2) .

Y1 Y1 k!-1 k3-l ^p+l'1

1 1 4
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REMARQUE 2.40
Dans [ 1 8 ] ( 3 . 2 ) , 5 ) , 1'auteur donne une description legerement differente du cas
general, elle ne respecte pas la relation d'ordre canonique sur les courbes du
revetement universel de la surface. La correspondance est la suivante :
Notons respectivement ( N 1 ) et ( N 2 ) les conditions

Zykel (C^) = ( p ^ , 2 , . . . , 2 ,p^ , 2 . . . . , 2 , . . . ,P^.2 , . . . , 2 ,p^)
q!-3 ^ Vl-3

Zykel (D^) = ( 2 , . . . , 2 .q^.2 , . . . , 2 ,q^, . . . , q ^ , 2 , . . . , 2 )

Pn-2 Fn-l-3 p!-3

pour des entiers n > l , p > 2 , p . , q . > 3 ( l < j < n-1)

et

Zykel (C^) = ( p ^ , 2 , . . . , 2 , p^2 , . . . , 2 , ... , p^,2, . .. ,2 ,p^

q!'3 q2-3 ^n-1-3

Zykel (D^) = ( 2 , . . . , 2 , q ^ _ ^ 2 , . . . , 2 , q ^ ^ , . . . , q ^ , 2 , . . . , 2 )

Pn'2 Pn-r3 P2-3

pour des entiers n > 2 , p = 2 , q > 3 , p . , q . > 3 ( 2 < j < n - l ) ,

p > 2 , et p > 3 si n = 2 .

Le cas { (N1) ,p =2} correspond au cas {p = 0 (mod 2) , H = l} du theoremen
{ ( N l ) , p >3} " " {p = 1 ( m o d 2 ) , J l = l }
{ ( N 2 ) , p =2} " " {p = 0 (mod 2) & > 2}n
{ ( N 2 ) , p >3} " " {p = 1 (mod 2) SL> 2}

NOTATION 2.41
Si Z est un diviseur de S on note

•ft(Z)
le nombre de composantes irreductibies du support de Z .
Le corollaire suivant generalise un theoreme de "duaXite" de [ 19 1 dans le cadre
des surfaces contenant une C . S . G .

COROLLAIRE 2.42
Soit S une surface de Kato , n = b-(S) , D , . . . , D , ses n courbes ra-„ 2 o n-1n-1
tionnelles , D = Z D.

i=0 1
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1 ) Si 2n < a (S) < 3n D contient un et un seui cycle F

De plus si A est la somme des arbres de D on a

- r2 =tfc(A)
2) Si 0 (S) = 3n on est dans 1'une des deux situations suivantes :n

. D est forme de deux cycles T et r' c'est-a-dire

D = r + r
on a alors

- r2 =f t r ' ) et - r ' 2 =tt(D
. D est un cycle; on a alors

- D2 =tt(D)

D DEMONSTRATION :

1 ) a) Si p(S) = 1 . Supposons p impair. Ie cas p pair etant analogue;

on a : 4t(D = ^+k^+...+k _^-r2 = k +k +...+k =^t<A)

b) Si P(S) > 1 , on a, pour tout 1 < s < p(S) ,

i^Y ) =^k +. . .+k
Si p est impair et p > 2 ^ p

( -r = k + k + ... +k +2 =:tt(A )+2s i j p s

(^^ -^^k^..^^

i -^ ^i^a^-'^p-i^ =^(As) +2
Si p est pair

2 p(s) 2On en deduit : - F = - ( Z F + 2p (S ) ) =4f(A)
s= 1 s

2) On a par exemple si D contient deux cycles

4t(D =k^k^...+k^ ,-y:(r-) -k^.-.+k^^

et - r < 2 = 2 ( k ^ - l ) + ( k ^ + 2 ) + . . . + 2 ( k ^ .i-l)+C<^ +2)-2 (k +.. .+k^ _ )

=-tt(D

si D est un cycle, c'est immediat D

COROLLAIRE 2.43

Soit S une surface de Kato et F un cycle contenu dans S . S'il existe

une courbe rationnelle de S non contenu dans Ie support de F , alors :

b^(s) =<t(n - r2

D DEMONSTRATION :

D'apres Ie corollaire 2.42 : si 2n < 0 (S) < 3n , b-(S) =^(D+4t(A) =<t(D- T2

n 2.

si 0 (S) = 3n , S contient deux cycles D

Ie theoreme suivant constitue une reciproque du theoreme 2.39 , il montre que la
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donnee d'un cycle (avec"sens de rotation") et des racines determine toutes les
courbes.

THEOREME 2.44

Soit y ̂  1 un entier et a = ( a , , . . . , a ) une ^-sequence ou
a. > 2 pour tout 0 < i ̂  y-1 et il existe au moins un indicea. > 2 pour tout 0 < i ̂  y-1 et il existe au moins un indice j tel que
a ^ > 3 .
Aloys :pour tout partage (modulo Y ) de o en p > 1 sequences o de la
forme

( 2 , . . . , 2 , k 3 + 2 , 2 . . . 2 , . . . , k 3 _ + 2 , 2 , . . . , 2 , k 3 +2) si p impair

r-i k2s-l k -1
psl

(2, . . . ,2,k^ +2,2, . . . ,2, . . . ,k3 +2 ,2 , . . . , 2 ,2 ) si p pair ,

^ - 1 k^-1 k 3 - !
P.

ou pour tout 1 ^ s ^ p ( S )

A3 > 1 , p3 > 1 , k3 > l , . . . , k 3 > 1 ,
1 PS

il existe une surface de Kato S telle que :
p

i) n = b,(S) = Z H5 +k3 +k3 + . .. +k3
2 s = l 1 2 ps

ii) p(S) = p .
Notons D , . . . , D , les n courbes rationnelles de S eto n-1

D = Z D.
0 < i < n-1 x

on a de plus :
P(S) p(S)

iii) D = £ (A + F ) ou A est un arbre et F = Z F est un cycles s s , ss = 1 s = 1

pour lesquels
Selfint (F ) = 0'" s

s s
(2, . . ,2 ,k+2,2 , . .,2, . . ,k +2,2, . . ,2 ,2) si p est impair

Selfint(A ) =
k!-1 k -1

PS

( 2 , . . , 2 ,k -+2 ,2 , . . ,2,. . ,k ,,+2,2,.. ,2,k +2) si p pair

k^-1

Selfint (D = a
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En particulier la matrice d'intersection M ( S ) de S est uniquement determi-
nee par Ie cycle Y et la donnee de la decomposition 0 = (0 , . . . , 0 ) .

D DEMONSTRATION :
II est clair que toute y-sequence 0 peut etre partagee (modulo Y ) en sequences
CT du type voulu.
Toute surface S pour laquelle a ( S ) contient successivement les sequences

(a^, ,^. . . ,a^. , •^+_.^ ̂  = (r^s}^•"s^ )

1 P«t 1 Pn
^+1""^^^ +kot+...k* 4-2' = (r^skq"•ska

1 ^ 1 ^

pour 1 < a < p verifie les conditions voulues d'apres Ie lemme 2 . 3 6 ; a ( S ) et
M ( S ) sont uniquement determinees par cette condition. D

EXEMPLES 2 . 4 5 . -3
Soit a = ( 3 , 4 ) c'est-a-dire on a Ie cycle f \ . ^ \ ' Dans tovi^- ^es cas

-4
n = b - ( S ) = 5 . On donne toutes les configurations possibles suivant Ie partage
de o

ler cas : p ( S ) == 1

2eme cas : p(S) == 2 . On a alors :

Selfint(r ) = ( 3 ) , A1 = 1 , k^ = 1 , Selfint(A^) = 2 , Selfint(I^) = 4 , H = 1

k2 = 2 , Selfint(A ) = (2,2) , 0^ = 13 , a(S) = (23242)
%-£.

Selfint(D & k, k- k- Selfint(A) 0 (S) a (S) Configuration1 2 3 n
/-$

( 3 , 4 ) 1 1 1 2 ( 3 , 2 , 2 ) 14 (23342) \^T

( 4 , 3 ) 1 2 1 1 ( 2 , 3 , 2 ) 14 (24233) ^/

2eme cas : p(S) = 2 . On a alors :
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