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DUALITE SUR UN CORPS LOCAL

A CORPS RESIDUEL ALGEBRIQUEMENT CLOS

LUCILE BEGUERI (*)

Résumé : La définition par Serre d'une structure proalgébrique sur le
groupe des unités d'un corps local & corps résiduel algébriquement clos,
en inégale caractéristique, soulevait des questions de dualité qui sont
abordées ici pour les groupes finis, les tores, les variétés abéliennes.
Les dualités obtenues sont de nature quasi-algébrique sur le corps
résiduel. Par exemple on obtient, pour une variété abélienne A sur le
corps local K , un isomorphisme canonique entre le groupe des classes
des K-torseurs sous A et le groupe des classes des isogénies & noyau
cyclique (sur le corps résiduel), dont le but est le groupe proalgébri-

que des K-points de la variété abélienne duale.

The definition by Serre of a proalgebraic structure on the group
of units of a local field with algebraically closed residue field, of
unequal characteristic, gives rise to questions of duality, whose study
we begin here, for finite groups, tori, and abelian varieties. We
obtain dualities of a quasi-algebraic nature over the residue field.
For example, for an abelian variety A over the local field K , we
obtain a canonical isomorphism between the group of classes of
K-torseurs under A and the group of classes of isogenies with cyclic
kernel (over the residue field),and whose image is the pro-algebraic
group of K-—rational points of the dual abelian variety.

(*) Thése de Sciences Mathématiques, Université de Paris-Sud, Centre
d'Orsay, Jjuin 1976.
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L. BEGUERI

INTRODUCTION

0.1. Comme on sait, la théorie du corps de classes, lors de son
expression cohomologique, a été enrichie de théorémes de dualité. Sur
un corps local K , a corps résiduel k fini, en inégale caractéris-
tique, ces théorémes sont essentiellement de trois types, selon qu'ils
concernent les modules galoisiens finis, les modules galoisiens qui
sont Z-libres de rang fini, ou les variétés abéliennes. Tous utili-
sent cependant l'identification canonique du groupe de Brauer
Br(K) = HZ(K,Gm) avec @/Z ([23], chap. XIII).

a) Pour un module galoisien fini X , dont on note X' le
dual de Cartier, les groupes de cohomologie HO(X) et Hz(x') d'une
part, Hl(X) et Hl(X') d'autre part, sont finis et mis en dualité
par le cup-produit a valeurs dans le groupe de Brauer de K .

b) Pour un module galoisien Z-libre de type fini, c'est-a-
dire le groupe des caractéres d'un K-tore, les dualités obtenues par
Tate et Nakayama & partir de la théorie des formations de classes
d'Artin-Tate sont déduites du cup-produit dans le groupe de Brauer de K.

c) Pour une variété abélienne, la dualité de Tate apparie le
groupe des classes de K-torseurs sous cette variété ("groupe de
Weil-Chitelet") avec le groupe compact des points rationnels sur K
de la variété abélienne duale.

Puisque, en inégale caractéristique, la cohomologie (aussi bien
étale que fppf) d'un schéma en groupes commutatifs sur K coincide
avec la cohomologie galoisienne de son groupe de points a valeurs dans
une cldture algébrique de K , ces théorémes de dualité peuvent tout
aussi bien s'exprimer par des dualités entre les groupes de cochomolo-

gie des schémas en groupes correspondants. Par contre, lorsque X est
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un schéma en groupes fini commutatif et plat sur 1l'anneau R des
entiers de K , il convient de considérer les groupes de cohomologie
fppf Hi(R,X) : B. Mazur ([13]) a obtenu une dualité entre les groupes
Hl(R,X) et Hl(K,X')/Hl(R,X') , a valeurs dans Q/7Z , et cette dualité

est compatible avec la dualité sur K considérée dans a).

0.2. Lorsque le corps résiduel %k . du corps local K , au lieu
d'étre fini, est algébriquement clos, et que nous sommes toujours en
inégale caractéristique (c'est-a-dire lorsque K est une extension
finie du corps des fractions de l'anneau W(k) des vecteurs de Witt
de longueur infinie d coordonnées dans k), le groupe de Brauer de K
est nul ([24]), ce qui a des conséquences importantes : les tores sont
cohomologiquement triviaux, et les groupes de cohomologie, & partir du
second, des schémas en groupes finis commutatifs sur K sont nuls.

Au contraire de ce qui se passe dans le cas d'un corps p-adique, le
premier groupe de cohomologie d'un K-schéma en groupes fini n'est
pas, en général, un groupe fini (il suffit de considérer Hl(K,Mp) ,
ol p) 0O est la caractéristique de %k : ce groupe, égal & K*/K*p
contient en effet le corps algébriquement clos k) ; mais comme on le
verra, il a une structure naturelle de groupe quasi-algébrique (au
sens de [21]) sur % . Cette propriété intervient de maniére essen-
tielle dans les théorémes de dualité établis ici, la dualité de Serre
des k-groupes quasi-algébriques unipotents connexes remplagant la
dualité de Pontrjagin des groupes finis.

Les difficultés proviennent surtout des p-groupes finis, p
étant la caractéristique de k ; car si l'ordre du K-groupe fini X
est premier & p , le grcupe Hl(K,X) est fini, et le cup-produit a
valeurs dans @Q/Z le met en dualité avec le groupe des K-points de
son dual de Cartier. Ceci résulte par exemple de ([10], I, n° 5) ou de

([6], Dualité, n° 1).
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Quant aux résultats sur les variétés abéliennes, il faut citer les
travaux de Ogg, Safarevi&, et Vvedenskii. Ogg et Safarevi&, indépen-
damment, ont exprimé le groupe des classes de K-torseurs sous la
variété abélienne A , ol l'on néglige la p-torsion, comme le dual de
Pontrjagin du groupe profini "l(A'(K)) , groupe fondamental du
k-groupe proalgébrique (au sens de [21]) des K-points de la variété
abélieﬁne duale A', ol l'on néglige aussi la p-torsion ([18]). Quant a
Vvedenskii, qui se pose le probléme de la partie de p-torsicn, il a
traité divers cas particuliers de courbes elliptiques, par des méthodes
de groupes formels ([21]).

0.3. Entrons maintenant dans le détail du présent travail. Tous
les schémas en groupes considérés ici sont commutatifs.

Le point de départ est une remarque de Serre, page 55 de "Groupes
proalgébriques" ([21]) : "Si U est un groupe unipotent connexe
quasi-algébrique, il y a, sur U*==Extl(U,Q/Z) , une structure canoni-
que de groupe unipotent connexe quasi-algébrique ; la correspondance
ur U joui£ de propriétés analogues & celles que l'on rencontre dans
la dualité des variétés abéliennes ; on a v =vu , etc...".

Le développement de cette remarque constitue le §1. Les résultats
y sont, en fait, écendus auicas d'un corps de base parfait de caracté-
ristique p? O . Aprés avoir décrit, sur un schéma affine quelcongque de
caractérispique p . les isogénies dont le but est le groupe additif
Ga et dont le noyau est Z%/pZ , on voit ce qu'il advient lorsqu'on
remplace Ga par le schéma Wn des vecteurs de Witt de longueur n ,
et Z/pZ par Z/p"Z , ceci sur un schéma affine parfait quelconque.
On passe alors au cas général d'un groupe quasi-algébrique (au sens de
[21],1.2, ou de [7],5.3.4) unipotent connexe quelconque G : son dual
de Serre G , dont les points & valeurs dans un schéma affine parfait

sont les classes d'isogénies dont le but est G et le noyau cyclique
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constant, est lui-méme muni d'une structure de groupe quasi—algébrique
unipotent connexe, via des résolutions par des produits finis de grou-
pes quasi-algébriques de vecteurs de Witt de longueur finie. Les grou-
pes G et G* sont isogénes, et la correspondance G*;G* est un
foncteur exact et involutif. En outre cette dualité de Serre des grou-
pes quasi-algébriques unipotents connexes sur un corps parfait de
caractéristique p s'étend en une autodualité ¥ de la catégorie
dérivée des complexes bornés formés de groupes quasi-algébriques uni-
potents, qui joue aussi un rdle essentiel dans [15].

Le §2 établit un lemme de rigidification des ﬁxtl de deux fais-
ceaux en groupes abéliens sur un site. De ce lemme, on déduit par
exemple la "résolution lisse standard" d'un schéma en groupes fini et
plat sur une base quelconque. En fait, la principale motivation de
cette technique de rigidification apparaitra au §8.

Le §3 précise quelques propriétés cohomologiques résultant de
[24], en particulier la trivialité cohomologique des tores et quelques
unes de ses conséquences.

Au §4, on précise la structure de k-groupe algébrique de
Hl(R,X) , pour un schéma en groupes X fini et plat d'ordre une puis-
sance de p sur l'anneau R des entiers de K , la cohomologie étant
calculée au sens fppf ; on montre que ce Xk-groupe ﬂl(R,X) est affi-
ne, unipotent, connexe, et l'on calcule sa dimension par une méthode
inspirée d'un calcul de caractéristique d'Euler-Poincaré d{i & Mazur et
Roberts ([14]). Les propriétés algébriques sont obtenues en plongeant
X dans un groupe lisse, et en prenant la réalisation de Greenberg
relative & R (au sens de [8]) du conoyau de ce plongement. D'autre
part, pour un K-groupe fini X , tout plongement de X dans un tore
définit, via la réalisation de Greenberg relative & R du modéle de

Néron (au sens de [17]) du conoyau de ce plongement, un k-groupe
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algébrique dont le groupe des k-points est le groupe habituel

Hl(K,X) et dont le groupe quasi-algébrique associé gl(K,X) est in-
dépendant du choix du plongement de X dans un tore. Le k~-groupe
gl(K,X) est affine, et sa compésante neutre est unipotente. Par une
méthode inspirée d'un calcul de caractéristique d'Euler-Poincaré dfi a
J. Tate ([25]),,on calcule la dimension de gl(K,X) . En outre, lorsque
X provient d'un R-groupe fini et piat, le k-groupe gquasi-
algébrique gl(K,X) contient comme sous-groupe le groupe quasi-
algébrique gl(R,X) associé a ‘gl(R,X) .

Le §5 est consacré a 1'"isomorphisme de réciprocité". Lorsque le
corps K contient les racines de 1l'unité d'ordre pn . on cherche a
classifier les extensions de K engendrées par une racine pn—iéme
d'un élément non nul de K . Cette classification se déduit d'un iso-

morphisme dit "de réciprocité" du groupe Hl(K,m n) avec le groupe des
- p
homomorphismes continus du groupe de Galois de 1l'extension abélienne

maximale de K dans [ n(K)==Mn . Par la théorie du corps de classes
de Serre ([24]), cet isomorphisme s'écrit :
1

H™ (K, n) -~ Hom
P

cont(ﬂl(gK)'Mn) !

ou encore comme un isomorphisme de groupes abéliens :

*  wxpl 1
K/KP 2 Ext (UM)

N

ou Uy est le k-groupe proalgébrique des unités de K , dont

ﬂl(gK) est le groupe fondamental. La source a une structure canonique
de k-groupe quasi-algébrique unipotent ; le but aussi. L'essentiel
du présent paragraphe consiste d établir la quasi-algébricité de cet
isomorphisme de réciprocité. Pour cela, on est conduit, en quelque
sorte, & "universaliser" la construction de 1'isomorphisme de Serre.
Ces préparatifs permettent d'aborder au §6 la démonstration des

théorémes principaux de dualité pour les schémas en groupes finis sur

8
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K . Soit X un K-groupe fini, et soit X' son dual de Cartier.
Nous mettons en dualité (4 valeurs dans @/Z) 1le groupe X'(K) des
K-points de X' et le groupe ﬂo(gl(K,X)) , groupe des composantes
connexes de gl(K,X) . D'autre part, la composante neutre de gl(K,X)
est canoniquement isomorphe au dual de Serre de la composante neutre
de gl(K,X') . La démonstration de ces résultats utilise, outre le
changement du corps de base et 1'isomorphisme de réciprocité, 1l'inter-
prétation des Hl comme des Extl , puis, & la Yoneda, comme des
classes de suites exactes. Lorsqu'on fixe un entier n et que 1l'on
considére la catégorie mn (resp. Qn) des K-groupes finis (resp.
k-groupes quasi-algébriques) annulés par pn , on peut voir que le
prolongement gl :xb(mn) . Wb(ﬂn) de gl :mn - Dn (gl(X)==§1(K,X))

a la catégorie des complexes bornés (& homotopie prés) formés d'objets

1 :Db(mn) - Db(ﬂn) entre les caté-

de mn , admet un dérivé gauche LH
gories dérivées correspondantes. Les deux énoncés ci-dessus se regrou-
pent alors dans ce cadre de catégories dérivées. On construit en effet
canoniquement un isomorphisme du foncteur Lgl sur le composé de la
dualité de Serre dans Db(Qn) , de Lgl et de la dualité de Cartier

dans Db(mn) . On pourra comparer ceci avec f15].

Nofons que, lorsque X est un R-groupe fini et plat, 1'isomor-
phisme canonique entre la composante neutre de gl(K,X) et le dual de
Serre de la composante neutre de gl(K,x') induit un isomorphisme (6.3.2)
entre le k-groupe quasi-algébrique gl(R,X) et le dual de Serre dﬁ
k-groupe Quotient gl(K,X‘)O/gl(R,X’) . On rejoint ainsi des théore-
mes de B. Mazur cités en 1.

Les résultats du §6 donnent une prise sur les tores et les varié-
tés abéliennes, par l'intermédiaire de leurs points d'ordre fini. Le
§7 exploite cette situation. Dans le cas d'une variété ?bélienne a

bonne réduction, il y a une structure quasi-algébrique canonique sur
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le groupe Hl(K,A)n des classes de K-torseurs sous A annulées par
n . On obtient une dualité parfaite & valeurs dans Q/Z entre le
groupe des composantes connexes de ce groupe gquasi-algébrique et le
groupe AA(R)==A$(K) des K-points annulés par n du R-schéma
abélien dual A' . D'autre part, la composante neutre de ce groupe
quasi-algébrique s'identifie au dual de Serre du conoyau de la multi-
plication par n dans le groupe proaléébrique A'(R) , réalisation de
Greenberg parfaite relative a R de A'. Pour un tore, au contraire,
il y a lieu de considérer les trois groupes de cohomologie Hi(K,M) ,
i=0,1,2 , oU M est le groupe des caractéres du tore T , de sorte
qu'on obtient des théorémes du type 0.1 b). On montre que H° (K, M)

est un réseau, dual dans Z du groupe ﬂoﬁfk) des composantes con-
nexes de la fibre spéciale du modéle de Néron du tore. Le groupe
Hl(K,M) est en dualité, dans @Q/Z , avec le sous-groupe de torsion de
WOGFk) . Le groupe HZ(K,M) est un groupe discret, dual du groupe
profini ﬂl(g(K)) . groupe fondamental de la réalisation de Greenberg
parfaite relative & R du modéle de Néron du tore T .

Il reste & préciser, et & généraliser, pour les variétés abé-
liennes quelconques, ce qui vient d'8&tre dit dans le cas de bonne
réduction. Ceci est rendu possible par 1l'existence des modéles de
Néron de ces variétés ([16]). Ce probléme est étudié, dans le §8, en
définissant le k-groupe quasi-algébrique I;Il(K,A)n , dont le groupe
des k-points est le groupe Hl(K,A)n des classes de K-torseurs
sous A annulées par n . L'égquivalent d'une fléche de dualité est
fourni par un homomorphisme Yn qui, & la classe d'un K-torseur
sous A , annulée par n , associe une k-isogénie dont le but est
a'(K)° , composante neutre de la réalisation de Greenberg parfaite
relative & R du modéle de Néron de la variété abélienne A' duale

de A , et dont le noyau est cyclique d'ordre n . Cette construction

" 10
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passe par la définition, pour un K-groupe E , qui est extension d'un
groupe fini par une variété abélienne, d'un k-groupe proalgébrique
Eééé(E'Gm) , ceci, comme toujours, de maniére que son groupe des
k-points soit le groupe habituel Exté(E,Gm) : c'est 13 que prend tout
son sens l'idée de rigidification. L'homomorphisme Yn induit une
isogénie (‘i’n)O de la composante neutre de I;Il(K,A)n sur le dual de
Serre de é'(K)o/nIé'(K)O , ce qui permet d'obtenir un épimorphisme de
I;ll(K,An)o sur le dual de Serre de é'(K)o/né'(K)o , dont le noyau est
(é(K)/né(K))o . On en vient alors a montrer que les .groupes des compo-
santes connexes des fibres spéciales des modéles de Néron de A et
A' sont en dualité parfaite, ce qui démontre une conjecture de
Grothendieck ([1], p. 323) dans le cas d'un corps local & corps rési-
duel algébriquement clos, en inégale caractéristique ; cette conjec-
ture a été prouvée par M. Artin et B. Mazur dans le cas de la jaco-
bienne d'une courbe propre et lisse sur le point générique d'un trait,
et aussi dans le cas d'une variété abélienne quelconque sur un corps
local & corps résiduel fini (en utilisant la dualité de Tate) ; enfin,
elle était prouvée pour les composantes {-primaires, € #p , de ces
groupes de composantes connexes, et aussi dans le cas de réduction
semi-stable ([ibid.]). La méthode de démonstration utilisée ici est
basée sur la dualité de Serre. Cette dualité des T, a alors pour
conségquence gque l'isogénie (Yn)O est un isomorphisme, et qu'il y a
une dualité canonique, a valeurs dans @Q/Z , entre Wo(gl(K,A)n) et
le noyau de la multiplication par n dans é'(K)O . Il reste alors a
reconnaitre 1'homomorphisme induit par Yn sur "O(QI(K,A)n) : c'est
1'opposé de celui qui donne la dualité canonique ci-dessus. Et donc
Yn est un isomorphisme, ce qui achéve la démonstration.

Je suis trés reconnaissante & Michel Raynaud de m'avoir indiqué
ce sujet et d'avoir dirigé ce travail. Je remercie Madame Bonnardel
pour la frappe du manuscrit.

11
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INDEX DES NOTATIONS

A

T?- X est la restriction de Weil, de T & S , du T-schéma X (pour
T|S
des morphismes X = T = S).

Eg}é(E,G)F associe, a tout S-schéma T , le groupe des classes d'ex-
tensions du T-groupe commutatif ET par le T-groupe
commutatif GT , rigidifiées suivant le sous-groupe FT de
ET .

gzgé(E,G) associe, a tout S-schéma T , le groupe des classes d'ex-
tensions du T-groupe commutatif ET par le T-groupe

commutatif G

T
Gm s est le S-groupe multiplicatif.
’
Boog est le S-groupe des racines n-iémes de 1l'unité.
’
R est un anneau de valuation discréte complet, & corps résiduel

k algébriquement clos de caractéristique p> O , & corps

des fractions K de caractéristique O

H (R, X) (resp. HY(K,X) =H (X)) est le i-éme groupe de cohomologie
fppf du R-groupe (resp. du K-groupe) X & valeurs dans R

(resp. & valeurs dans K).

X' est le dual de Cartier du R-groupe fini et plat X (resp. du
K-groupe fini X).

Al est la variété abélienne duale de la K-variété abélienne A .

Etant donné un k-groupe G , on note G° sa composante neutre, ﬂO(G)
son  k-groupe des composantes connexes, et ﬂl(G) son

groupe fondamental, au sens de [7].

12
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*
Neladiel est 1'autodualité de Serre de la catégorie des k-groupes

quasi-algébriques unipotents connexes.

Qr(s) est la réalisation de Greenberg relative a R , au cran r , du

R-schéma S , et G(S) = lim gr(S) en est la réalisation de
r

Greenberg relative & R .

G _(s) [resp. g(S)] est le k-schéma parfait associé a G_(S)

(resp. a Q(S)].

Le groupe des k-points de yK = Q(G

groupe UK des unités de R .

m,R) et de QK = g(Gm,R) est le

~E}(R,X) est le ler k-groupe algébrique de cohomologie fppf d'un
R-groupe fini et plat X & valeurs dans R ; le k-groupe
1
(

quasi-algébrique associé a H (R,X) est noté gl(R,X). Le

groupe El(R,X)(k) = gl(R,X)(k) est égal a Hl(R,X).

% (resp. G) est le R-modéle de Néron du K-tore T (resp. de la
; P
K-variété abélienne A), et T(K) = G&) [resp. é(K)==g(G)]
est la réalisation de Greenberg parfaite, relative & R , de

ce R-modéle de Néron.

(K,X) = gl(x) est le ler Xk-groupe quasi-algébrique de cohomologie

I

d'un K-groupe fini X & valeurs dans K . Le groupe

(K, X) (k) est égal & H'(K,X) = H'(X).
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§1. DUALITE DE SERRE

Ce § met en oeﬁvre une idée de J.-P. Serre ([21], p. 55) : 1la
catégorie des groupes éuasi—algébriques unipotents connexes sur un
corps k algébriquement clos (ou, plus généralement, parfait) de ca-
ractéristique non nulle est autoduale. Cette autodualité s'obtient en
associant & tout k-groupe quasi-algébrique unipotent connexe G le
k-groupe ¢* dont les points & valeurs dans un k-schéma affine par-
fait S <classifient, & isomorphisme prés, les isogénies dont le but
est GS et dont le noyau est cyclique constant.

Dans tout ce §, k désigne un corps parfait deé caractéristique
p> o .

1.0. Pour tout k-groupe algébrique lisse I , soit rparf
k-groupe‘ quasi-algébrique qui lui est associé. C'est le k-groupe
parfait tel que Tparf(s)==r(s) pour tout k-schéma parfait S ;
c'est aussi le revétement proinfinitésimal universel de [' , obtenu

comme limite du systéme projectif filtrant

-n -n+1 -1
—re ) Erle ) E L rlp ) E ¢,
s ™ £ qui
ou T est le k-groupe déduit de T par le changement de base
-n
correspondant & 1'endomorphisme a — aP de k , et o F est le

k-morphisme de Frobenius. Le noyau EH(T) de la projection

rparf , p est proinfinitésimal. Un morphisme u:I » ' de k-groupes

algébriques lisses est une isogénie radicielle si et seulement si le

morphisme associé uparf :Fparf » rwparf est un isomorphisme.
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Soit I' un k-groupe algébrique lisse unipotent connexe. Pour
tout k-schéma affine S et tout n) O , les groupes HomS(TS,ZVPHZ),

Homs(Eﬁ(T)s,ZVan) , Exté(&&(r)s,z/pnz) sont nuls. Pour G=I ou

Fparf , pour tout k-schéma affine S , posons :

* o oqa 1 n _ 1
G (S) = lgg Exts(GS,ZVP Z) = ExtS(GS.Q/Z) .
L'homomorphisme canonique :
r(s) » (rParf)*(g)

est alors un isomorphisme.

1.1. Cas des groupes de Witt.

Soit Wn (n 1) 1le groupe algébrique, sur le corps premier F_ ,
des vecteurs de Witt de longueur n . Notons €n la Fp-isogénie

d'Artin-Schreier :

0~ Z/p"T W, L'ﬂ»wn-’ 0.
Pour tout Fp—schéma affine S , soit £, g la S-isogénie déduite
de Gn par le changement de base S - Spec Fp . En appliquant

Homs(.,wnls) a en,S , on trouve un homomorphisme bord
1 n
an(s) : Ends(wnls) - Exts(wnls,z/p Z)

qui, & 1'endomorphisme u de Wn s ! associe 1'isogénie u*(sn S)
image par u de €n s - Cet homomorphisme induit, sur le groupe de
Ends(wn S) formé des homothéties de rapport ac€ Wn(S) , un homomor-

phisme

6 : S5 owr — (wharf,*

a(8) + W _(5) » W (s) = (WP3TH) "(s)
Par restriction & la sous-catégorie des Fp—schémas affines parfaits,
on obtient donc un morphisme de foncteurs en groupes abéliens :

@n :wgarf N (wgarf)*

15
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PROPOSITION 1.1.1. a) Pour tout Fp—schéma affine S , 1'homomor-

phisme al(S) est surjectif.

b) Le morphisme ®1 est un isomorphisme.

Preuve : a) Soit S=Spec A un IE‘p—schéma affine, et soit § une
S-suite exacte :

"0 —*-(Z/pz)s — E LN G, g ™0

En particulier, E est un €_  j-torseur sous Z/pZ . Par la théorie
d'Artin-Schreier, ([9], exposé XI, corollaire 6.9), il existe un poly-
ndme P(t) a coefficients dans A tel que E soit le spectre de la
A-algébre

B = alt,ul/(vP-u-p(v)) ,

1'opération de translation de %/pZ sur E étant donnée par 1'homo-
morphisme de A-algébres
5 :B - (alx]/(xP-x))®,B

tel que S(u)=1®u+X®1 , 8(t)=1®+t .

Le coproduit d:B = B®AB vérifie 1'égalité :
(6 ®id)od = (id® d)od . Ceci s'exprime par l'existence d'un polyndme
Q(1®t, t®1) dans A[1®t, t®1] tel que :
d(u) = 1®u+u®1+Q(1®t, t®1) , et donc tel que :

Q1®t, t®1)P-Q(1®t, t®1) = P(1®t+t®1)-P(1®¢t) -P(t®1) .
Il existe donc R(t) €Alt] tel que :

Q(1®t, t®1) = R(1®t+t®1) -R(1®t) —-R(t® 1) .

L'élément v=u-R(t) de la Aa[t]-algébre B en est un générateur qui

vérifie :

d(v) =1 v+v®1

vp-v=S(t)
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avec S(t) dans A[t] . En particulier, S(t) est un p-polynéﬁe, donc

donné par :
i i
s(¢) = E aitP = (T aF)(t) .
oi{n oi¢n

Ceci montre que l'on obtient E par le carré cartésien

—_—
E Ga,S
pl lF—id
Ga,S z ai?i Ga,S

o{i¢n

autrement dit que la classe [&]¢€ Exté(@a S,Z/pZ) de la S-isogénie

£ est égale a Bl(S)( z a.Fh) .
0{i&n
REMARQUE. Lorsque S est parfait, on peut éviter cette démonstra--

\

tion élémentaire en utilisant la nullité de Ext’ (Ggarf’Ggarf\ , ol
A%
Vp est la catégorie des faisceaux en Fp—vectoriels sur le siuve des

S-schémas parfaits muni de la topologie étale ([5]).

b) Supposons S parfait.

Pour tout a€A , on a alors : aoF = FoF—l(a) , et Bl(S)(aF) =

®1(S)(F_1(a)) (puisque F*(E ) = ) ;: donc @ _(S) est surjectif.

€
1,S 1,S 1

Si ®1(S)(a)= 0, il existe u¢€ Ends(Ga S) tel que a= (F-id)ou.
Ceci implique que F'(a) est nul pour r assez grand, et donc que a

lui-méme est nul.

Pour ny2 , soient V:W "W , R:W W les
n-1 n n n-1

Fp—morphismes de "Verschiebung" et restriction, respectivement.

LEMME 1.1.2. 1) 6_ = F*oenoF Yny1
*
2) 9n0FV = R °9n—1 Yn ) 2
*
3) 8 _ °FR =V o8 vn )2
4) en(S)oa = a*oen(s) vnyl , Va€ W (s) , pour

tout Fp—schéma affine S.

17
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Preuve : C'est 13 une généralisation des formules de compatibilité de

([217, p. 54) ; la démonstration en est identique.

PROPOSITION 1.1.3. Le morphisme ©  est, pour tout n¥l , un

isomorphisme.

Preuve : Pour =1, c'est le b) de la proposition ci-dessus.
Pour nY2 , on a un diagramme commutatif & lignes exactes (le
morphisme (FR)(S) est en effet surjectif pour tout Fp-schéma af-

fine parfait §S) :

- f
o » gParf ((FV)™ 1)parf wharf (FR)P2T wParf | o
a n n-1
et l° |°
1 n n-1
parf, * parf, * parf, *
0= (Ga- ) ((Rn—l)parf)* (Wn ) (Vparf)g (wn-l )

On en déduit, par récurrence, que @n est un isomorphisme.

s

1.2. Cas général.

PROPOSITION 1.2.1 ("Dualité de Serre"). Soit k un corps parfait

de caractéristique p» O . Pour tout k-groupe gquasi-algébrique uni-

potent connexe G , il existe un k-groupe guasi-algébrique unipotent

* 7 . s
connexe G (unique & isomorphisme unique prés) dont les points &

valeurs dans un k-schéma affine parfait guelconque S sont les

classes d'isogénies dont le but est Gs et dont le novau est cyclique

* *
constant. Les groupes G t G sont isogénes. Le foncteur GP G

est exact (c'est-a-dire transforme toute suite exacte courte de
groupes quasi-algébriques unipotents connexes en une suite exacte),

et _involutif (c'est-a-dire de carré 1l'identité).

Preuve : Tout k-groupe algébrique lisse unipotent connexe est quo-
tient d'un produit fini de k-groupes de vecteurs de Witt de longueur

finie par un sous-k-groupe connexe ([7] ; ou [22], p. 179, si k

18-



’
DUALITE DE SERRE

est algébriquement clos). On en déduit que, si G est un k-groupe

quasi-algébrique unipotent connexe, il existe une k-suite exacte

u, LU, -6 —o0 (U, = (wﬁ?rf)Ii, I, fini, i=1,2) ,
le noyau de g étant connexe. Le foncteur G* est alors le noyau de
g* , donc est représentable par un k-groupe quasi-algébrique, qui
est unipotent. En outre, il existe une k-isogénie G £, U, od U est
un produit fini de k-groupes quasi—algébriques associés a des
k-groupes de vecteurs de Witt de longueur finie ({77, p. 595 ; ou
[22], p. 176, si k est algébriquement clos). Soit M le Xk-groupe
fini étale noyau de f . On en déduit une suite exacte de k-groupes
quasi-algébriques :

*
0 » Hom (M,0/2) > U" £s 6" .

Si k est une cldture algébrique de k , le groupe (Coker £ (%) .
qui est un sous-groupe de Ext%(M,Q/Z)= O , est nul. Il en résulte que
f* est un épimorphisme. En particulier, " est connexe, isogéne a

u” , donc @& U, et aussi & G . Les groupes G et c" ont, en parti-
culier, méﬁe dimension.

Supposons donnée une suite exacte de k-groupes quasi-algébriques

unipotents connexes

On en déduit la suite exacte :

*
o—»c;;—>c;;h—’ez .
Le k-groupe quasi-algébrique Coker(h*) est connexe et de
dimension zéro : il est donc nul.
Pour un k-groupe quasi-algébrique U isomorphe a (Wgarf)I
écrivons O(T) 1'isomorphisme ®i :T > I | soit U, RN U, =G —=0
une résolution comme ci-dessus. Les formules du lemme 1.1.2 permettent

alors d'établir la commutativité du diagramme

19
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g
U2 - Ul
* ¥ ’ * ¥
(u,) —?;:7;* (u)) ’

*
ol les fléches verticales sont les isomorphismes @(Ui)o®(Ui) (i=1,2).

Par passage aux conoyaux, on en déduit un isomorphisme :
* ¥
G~ (G) ,

qui ne dépend pas de la résolution choisie pour G .

1.3. Dualité de Serre dans Db(Du).
Soit Du la catégorie abélienne des k-groupes quas:-. : épriques
unipotents, et :uc la sous-catégorie pleine de Qu dont ‘eo otots

sont connexes. Pour tout objet G de Du , posons :

od G° est la composante neutre de G . On obtient ainsi un forn.eur

contravariant de Qu dans Quc , qui prolonge 1'autodualité de Scr: e

de Quc . Ce foncteur est exact & gauche (c'est-a-dire :
. * s * . . .

(lim G,) = lim (C¢,) , si I est fini).
T ¢ Tt

Soit Hb(Qu) la catégorie triangulée des complexes bornés, a
homotopie prés, formés d'objets de Du , et soit Kb(DuC) la sous-
catégorie triangulée de Hb(Du) dont les objets sont formés de
k-groupes connexes. On considére le foncteur contravariant * de
Hb(Du) dans elle-m3me qui, a tout objet X° de Kb(Qu) , associe
(X')* défini par :

*

[(X')*]n = (X_ ) . pour tout n€7Z .

C'est un d-foncteur au sens de [12], p. 22 .
Tout k-groupe quasi-algébrique unipotent est le noyau d'un épi-

morphisme de k-groupes quasi-algébriques unipotents connexes ([7],

20
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p.- 547), et donc tout objet de }(b(Qu) est quasi-isomorphe & un objet

de ’-‘Cb(Quc). De plus, si X' est un objet acyclique de xb(au , le

C)
complexe (X‘)*EOb()Cb(!)uc)) est aussi acyclique (proposition 1.2.1).
Il en résulte ([12], p. 53) que le 3d-foncteur *:Kb(ﬂu) - Nb(Du)
admet un dérivé droit, noté

:0°(2 ) » p°(2)

de la catégorie dérivée des complexes bornés formés d'objets de Qu
dans elle-méme. Ce foncteur ¥ , contravariant, est involutif : c'est
1'autodualité de Serre de Db(Qu) . Remarquons que, si (G')n= 0 pour

n#¥0 , et (G')O=G , on a :

al(e)™)

0 pour i#0,-1

*

°((6")") = ¢

Hl((e")") = Hom, (G,0/2) = Hom (7_(G),0/2) ,

ou ‘rro(G) est le groupe des composantes connexes de G .
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§2. RIGIDIFICATION DES Extl

2.1. Lemme de rigidification.

Soit C un site ([1]), et soit g la catégorie des faisceaux en
groupes abéliens sur C . Pour tout objet .T de C , pour tout objet
E de C , on désigne par ET la restriction de E au site C/T .
Pour tout couple (E,G) d'objets de T, soit Mor(E,G) (resp.
Hom(E,G)) 1l'objet de T tel que, pour tout objet T de C , le
groupe Mor(E,G)(T) (resp. Hom(E,G)(T)) soit le groupe MorT(ET,GT)
(resp. HomT(ET,GT)) des morphismes ET"’GT de faisceaux d'ensembles
(resp. de faisceaux en groupes) sur le site C/T .

Pour tout couple (E,G) d'objets de L , pour tout objet T de
Cc , soit @8(E,G)(T) 1l'ensemble des suites exactes d‘objets de (C/TYV:

‘v Ty

(o] GT \4 ET o .

Une telle suite exacte sera notée (V,ﬂv,bv) ou, plus briévement, V .
Soit F % E un sous-faisceau en groupes de E . Pour tout objet T
de C , on considére 1l'ensemble 3(E,G)F(T) des éléments de ¢&(E,G)(T)

rigidifiés suivant Fpo» c'est-a-dire

8(E,G)(T) = ((v,s)EJ(E,G)(T)xMorT(FT,v) ,-1Tvos=aT} .

Deux éléments (Vl’sl)’ (V2,52) de 5(E,G)F(T) seront dits iso-

morphes s'il existe f€ HomT(Vl,Vz) rendant commutatif le diagramme

suivant :
[0} ‘GT Vl - ET (0]
oAy
e
‘//éé \\\3
(0] G'I‘ 2 E’I‘ o .

22 -
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T'GT)F 1'ensemble des classes d'isomorﬁhisme
T

des couples (V,s) €5(E,G)F(T) , et par Ext;(ET,GT) 1'ensemnble des

On désigne par Ext%(E

classes d'isomorphisme des éléments de &(E,G)(T). Il y a, sur

'GT)F , une structure canonique de groupe abélien telle que
T

1'application

1
ExtT(ET

! o merl
a(T) .ExtT(ET,GT)FT Extg(Eq, Gp)

qui, & (V,s) , associe V , soit un homomorphisme de groupes. Un

couple (V,s) représente 1'élément nul de EXt;(ET’GT)F si et seule-
T
ment s'il existe u¢€ HomT(ET,V) tel que Tgou = id , s.= uea, . On a
ainsi défini un préfaisceau en groupes abéliens
1 o
Ext (E,G)F :C” 2 Ab
) 1 _ 1 , e s

par : Ext (E,G)F(T)—-ExtT(ET,GT)FT , et aussi un préfaisceau
Extl(E,G) par : Extl(E,G)(T)= Extl(E G,,) , ainsi qu'un morphisme de

T °T'°T
préfaisceaux en groupes abéliens q: Extl(E,G)F - Extl(E,G).

a) Soit T wun objet de C . Si (V,s) € J(E,G)F(T) représente 1'élé-

ment nul, associons, & tout h€ MorT(FT,GT) , la classe de (v,s+LVh) .

celle-ci ne dépend pas du choix du représentant de 1'élément nul de
1 T . . .
ExtT(ET,GT)F . On a donc défini une application, qui est un homomor-
T

phisme de groupes fonctoriel en T :
1
: -
a(T) .MorT(FT,GT) ExtT(ET.GT)FT '
d'ol un morphisme de préfaisceaux en groupes abéliens sur C :

d : Mor(F,G) - Extl(E,G)F .

b) Soit can le morphisme composé

Hom(E,G) - Hom(F,G) = Mor(F,G) .

c) Pour tout objet T de C , soit
T(T) : Ext:(E,.,G,) ~ HY(F.,G )
T T T T' T
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l'application qui, a la classe d'isomorphisme de V , associe la

*
classe d'isomorphisme du Fn-torseur aT(V) sous G,

7(T) est un homomorphisme, fonctoriel en T . D'olU un morphisme de

. L'application

préfaisceaux en groupes abéliens :
v : Extl(E,G) - gl(F,G) '
N _ 1
ol H(F,G)(T) = H (FT,GT) .

LEMME 2.1.1 ("Lemme de rigidification"). Le complexe de préfais-

ceaux .en groupes abéliens sur C : 0 — Hom(E/F,G) — Hom(E,G) Lan,

Mor(F,G) 4, Extl(E,G)F EL-Extl(E,G) N gl(F,G) est fonctoriel en G

et par rapport aux couples (E,F < E).

Pour tout objet T de C , ce complexe induit, sur les points &

valeurs dans T , une suite exacte de groupes abéliens.

Preuve : Soit T un objet de C . Si (V,s)€ 5(E,G)F(T) représente
un élément du noyau de q(T) , et si u€ HomT(ET,V) vérifie

-— 1 - - = . ' X 1 :$
WVOu = id , on a : WVO(s uaT) 0O ; d'ou l'existence de h€ MorT(FT,GT)

tel que s-uy, =t/h , ce gqui montre que (V,s) représente d(T)(h).

Comme q(T)od(T)

1]

O , on a l'exactitude du complexe
a(T) q(T)

Soit maintenant h€ MorT(FT,GT) un élément du noyau de d(T). Soit
(V,uodT) , ou u€ HomT(ET,V) vérifie Ty ou = id . un élément de

é(E,G)(T) représentant 1'élément nul de Extl(E ,G) . Alors
F T T °T FT

(V,uow -+LV0h) représente aussi 1'élément nul, et donc il existe

T

u' € HomT(ET,V) tel que ﬂVOu‘ = id et uoa, +20h = u'oaT . Soit

hoe HomT(ET,GT) tel que u'-u = tgoh . On a donc :
h = hooaT = can(T)(hO) : D'ou 1l'exactitude du complexe
can(T) 4a(T)

Mg

Enfin, pour que VE€ Extp,

T’GT) admette une rigidification suivant
*
Fpo» il faut et il suffit que le F~torseur aT(V) sous G, soit

trivial, d'ou 1l'exactitude du complexe
q(T) T(T)

24



RIGIDIFICATION

2.2. Application & la "résolution standard".

Soit S un schéma, et soit C 1le site fppf des S-schémas. Soit
X un S-schéma en groupes fini et plat. Dans les notations de 2.1,

on prend :

E=F=X , d=1dx , G=6G .

On notera avec un indice S 1les groupes ci-dessus, soit EXté(x’Gm)X'
. 1 . 1
ExtS(X,Gm) ' MorS(X,Gm) au lieu de Ext (X,Gm)x , etc...

Tout d'abord, le faisceau MorS(X,Gm) est représentable par le

X - Soit MorS(XXS x,«;m)s

S-groupe affine lisse de type fini T Gm
x|s ¥

le S-groupe noyau du S-endomorphisme '"symétrisation" :

. -
o Mors(XX X,Gm) MorS(XX X,Gm)

S S

défini par : O(f)(x,y) = f(y,x)(f(x,y))_l .

Soit alors

d MorS(Xx XX X,Gm)

5 MorS(XXS X,Gm)s S S

ym

le morphisme de S-groupe défini, pour tout S-schéma T , et pour

tout élément (x,y,z) de (XXSXXSX)(T) , par
8 (£) (x,y,2) = £(x,y) Elxy, 2)[£(y,2) £(x,yz)] 7t

(ou l'on a écrit f au lieu de £(T)).
. 2 . . .
Soit gS(X,Gm)sym le S-schéma en groupes S-affine commutatif,
noyau de & . C'est le S-groupe des "2-cocycles symétriques de X

a valeurs dans Gm". Soit enfin : X'==HomS(X,Gm) le dual de Cartier

de X .

PROPOSITION 2.2.1. Le foncteur Exté(X,Gm)X est représentable

par le S-groupe gg(X,Gm)sym . On_a une suite exacte de- S-groupes

commutatifs (au sens fppf) :

2
- [P -
0= X [ e = 25 (X, 6 ) o .
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Cette suite sera appelée la "résolution lisse standard de X" (ou

parfois "résolution standard").

Preuve : Soit
9 . 1 5 52
: Extg(X,6 )y 7 Zg(X,6 )

le morphisme de préfaisceaux en groupes abéliens sur C défini, pour

tout S-schéma T , par :

f(T)(v,s) : X X X - Gm,T

(x,7) " s(x)s(y)(s(xy))”t

(pour tout T-schéma T' et pour tout élément (x,y) de
(XTXTXT)(T ) , on a écrit s au lieu de s(T')).
Montrons que 6 est un isomorphisme.

Soit T un S-schéma. Soit (V,s) € 5(XT,G représentant un

m,T)XT

élément du noyau de 9(T). Le T-morphisme s : X, 2 V. est alors un

morphisme de T-schémas en groupes, et donc (V,s) représente 1'é1é-

T T m,T
Soit maintenant c€ gé(X,Gm)s (T) un 2-cocycle symétrique. On

ment nul de Extl(X ,G )XT . Donc O@(T) est injectif.

ym
munit V=)%?XTGm T de la loi de T-groupe abélien donnée par :
(x,a)»(y,b) = (xy, c(T)(x,y)ab) ,
pour tout (x,a),(y,b)€ O(XSGm S)(T') , pour tout T-schéma T'.

. Ty~ L s N _ . -
Soient v XT et Gm,T XT les T-morphismes de sché

mas en groupes donnés par : T(x,a)=x , t(a)=(1,a) , ou

(x,a) € (XX G S)(T') , pour un T-schéma T' quelconque. On a ainsi
’

une suite exacte de T-groupes :

12 m
0 — Gm,T —V — XT — 0 .

Soit s : Xp ? V le T-morphisme donné par : s(T')(x)=(x,1).

On obtient ainsi un élément (V,s) € 6(XT,Gm T) dont la classe dans

m,T)XT

Exté(XT,G a pour image, par 8(T) , le 2-cocycle c¢ donné.
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Ceci montre que Exté(X,Gm) est représentable par gg(X,G ) .

X m’sym

Par le lemme de rigidification, on a donc la suite exacte de

S-groupes affines de type fini :

o»x' > T e , &2k

(X,G_) .
xls ™X =S m

sym

Le faisceau associé, au sens fppf, au préfaisceau gggé(X,Gm) est nul
((6.2.2) de [20]). Le lemme de rigidificstion montre zlors que
d est couvrant pour la topologie fppf. En particulier, gg(X,Gm)sym

est lisse.

La suite exacte ainsi obtenue

d 2
- [ | -
© X xl's Gm,X - ZS(X’Gm)sym 0

peut aussi se déduire de la suite exacte, décrite dans [7], chap. II,

§1, n® 2

o=x'=»> 1T e - TT G .
xls ™X xxg Xls m X Xg X

2.3. Application aux variétés abéliennes.

Soient K un corps, et C 1le site fppf des K-schémas. Etant
donné une K-variété abélienne A et un entier n» 1l , prenons, dans

les notations de 2.1
E=A , G=6G + F=a_ ., a:An“’A(canonique) ,

ou An est le K-groupe noyau de la multiplication par n dans A .

PROPOSITION 2.3.1. Le préfaisceau en groupes abéliens

Exté(A,Gm)A est représentable. On _a une suite exacte de K-groupes :
n
0= T Ga ExtI]i(A,Gm)A A"~ 0,
AnISpec K “n n

N

ou A' est la K-variété abélienne duale de A .

Preuve : Montrons que Exté(A,Gm)A est un faisceau sur C . Soit
n
donc T un K-schéma, et soit f£:T' ® T un morphisme couvrant fppf.
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Soient f1 ’ f2 les deux projections canoniques T"='T'XTT‘ > T

Donnons un élément (D', s') de 6(A,Gm)A (T') tel que ses images

n
f?(D',s')) , f;(D',s’)) dans J(A,Gm)A (T") soient isomorphes. Puis-
que EEEé(A,Gm) est un faisceau pour 12 topologie fppf , 1'égalité
fI(D‘)= f;(D') implique 1l'existence d'une T-suite exacte

D€ 6(A,Gm)(T) , unique a isomorphisme prés, telle que D' soit iso-
morphe a f*(D) ; on peut donc supposer que D'= f*(D) . Il existe
alors un T"-endomorphisme u de I)XT'T" , induisant 1'identité sur
AT“ et sur Gm,T" , tel que uof;(s')= f;(s'). Compte tenu de la
nullité de HomT"(AT“'Gm,T") , on a nécessairement : u=id . Il existe
donc un unique s‘fMorT(An,T,Gm,T) tel que s'= £°(s). on a alors :

(D',s') = f?(D,s)). On en déduit immédiatement que Egzé(A,Gm)A est
un faisceau sur C . B

Considérons la suite exacte de faisceaux sur C , déduite du
lemme de rigidification et de la nullité de EQEK(A,Gm) :

a 1 1
0 — Mor,(a_ ,6 ) = ExtK(A,nsm)An 4, Ext, (A,€ ) .

Le faisceau associé a gl(An,Gm) est nul, et donc g est couvrant

pour la topologie fppf. Le faisceau MorK(An,Gm) est représentable

par le K-groupe affine TT Gm A ! et Exti(A,Gm) est représen-
’

An]K n
table par la K-variété abélienne A' duale de A . On en déduit la
représentabilité de Ext}i(A,‘Em)A et la suite exacte de 1'énoncé.

n
Remarquons que, si K est de caractéristique O , le K-groupe

Gm A est un tore.
AnIK 'n

PROPOSITION 2.3.2. Soit X un K-groupe f£fini annulé par n , et

103

oit E n K-groupe extension de X par une variét? abélienne A .

Si En est le noyau de la multiplication par n dans E , le pré-

faisceau EXté(E'Gm)E est représentable par le produit fibré de

1 2 2
ExtK(A,Gm)An et de gK(En’Gm)sym au-dessus de gK(An,Gm)sym . On a
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RIGIDIFICATION

une suite exacte de K-groupes :

d 1
- T d '
[0} X Gm,E — ExtK(E,Gm)E A o .
Ean n : n

Preuve : Appliquons le lemme de rigidification avec E=E , F==En '
_ . Vs Ces s A -
G-—Gm . Puisque E/En s'identifie a A , on a : HomK(E/En,Gm) o .

D'ou la suite exacte de préfaisceaux en groupes abéliens

m, E

0~ X'~ G 4 gxel(E,6 ). .
Ean n n

Nous allons montrer que le morphisme fonctoriel canonique :

2 .
Zg(E_,G )

. 1 N 1
e ExtK(E,Gm)En EXtK(A,Gm)A X n’ Cm) sym

2
n gK(An'Gm)sym
. . . . . 1
est un isomorphisme : ceci montrera en particulier que ExtK(E,Gm)E
est représentable, et il nous restera juste & évaluer le conoyau de d.

Nous allons montrer la bijectivité de ©(T) dans le cas ou

T=Spec K ; la démonstration est la méme pour un K-schéma gquelconque

T . Prenons les notations du diagramme suivant, commutatif & lignes
exactes :
Ie]
) A ——E s x 0
n n
SR
> E o .
o] A B ) 'X

Soit (V,s) un élément de 5(E,Gm)E (K) représentant un élément du
n

s
noyau de @(K). Le composé En =, v —AL-E est égal & a' , et s

est un élément de HomK(En,V). De plus, il existe u€ HomK(A,V) tel
que uoa = goB et NVOu = PB' . Puisque E est la somme amalgamée de
E et A sous A , onen déduit un unique fE€ HomK(E,V} tel que :
fof' = u , foa' = s On a alors ﬂVOf = id , et cette condition,
jointe & 1'égalité foa' = s montre que (V,s) représente 1'élément

nul de Exté(E,Gm)E , donc que ®(K) est injectif.
n
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Montrons maintenant que ®(K) est surjectif. Soit ((D,s),(l,0))

un élément de 5(A,Gm)An(K) X 6(En,Gm)En(K) représentant un élément

du but de O(K). Si s'EMorK(An,ot*(D)) et O"GMorK(An,B*(T)) sont
respectivement déduits (canoniquement) de s et O, soit
£€ HomK(B*(F),d*(D)) rendant commutatif le diagramme suivant & lignes
exactes :

o

o—-»«;m——»a*(r) "_“.An_.o

H =

o————»cm—uy*(D) (_—_:An—>0 .

*
Notons g€ HomK(.B (T'),D) 1le composé du morphisme canonique (D) » D
et de f , et soit B, : BY(C) » T 1le morphisme canonique.
Soit V la somme amalgamée de D et de ' sous B*(F) , c'est-a-dire

définie par le carré cocartésien :

pY(T) 4 p
) s
r —_V .
g

L'égalité B‘a‘erog = a-oﬂroﬁl définit donc TrV€ HomK(V,E) tel que

ﬂvoﬁi = B'°1TD ¢ Tye9' = @'ofr . Le K-morphisme T, est un épimorphis-

me. Soit PVE HomK(V,X) 1'élément défini par :
pog' = pnonr . pv°8i =0

Ce K-morphisme p est égal a poT, . On en déduit le diagramme com-

\%

mutatif de K-groupes, a lignes et colonnes exactes :
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0 0
|
0 6 D, "D A 0
B; B!
0 LEiMD\lII”V }13 0
pvj lp
X == X
I
0 0

La ligne exacte du milieu est rigidifiée suivant E_ par le composé t:
EnLPLV.
La classe d'isomorphisme de 1'élément (V,t) de a(E’Gm)E (K) ainsi

obtenue donne, par ©(K) , le couple formé de la classe de (D,s) et
de la classe de (I',07. Ceci montre que ®(K) est surjectif.

Le préfaisceau en groupes abéliens EEEi(E’Gm)E est donc repré-
sentable par un K-groupe de type fini. Le faisceaunconoyau de d est
alors aussi représentable par un K-groupe de type fini. Or, ce fais-
ceau conoyau est, vu la nullité du faisceau associé a gl(En,Gm) , le
faisceau associé a Eﬁié(E'Gm)' Puisque les faisceaux associés a
Ezgi(X,Gm) sont nuls pour i=1,2 , le faisceau associé a Ez;i(E’Gm)
est égal au faisceau associé a Eﬁﬁé(A'Gm) , c'est-a-dire & A' .

D'olu la proposition.
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§3. QUELQUES PROPRIETES COHOMOLOGIQUES

3.1. Hypothéses et notations.

A partir de ce §, on désigne par R un anneau de valuation dis-
créte complet, d corps résiduel algébriquemént clos kX de caractéris-
tique p >0 , & corps des fractions K de caractéristique O . On note
v:K = Z 1la valuation de K , et m 1'idéal maximal de R . Le
groupe U des unités de R admet une filtration naturelle par les

K

sous-groupes U, . (i %0 , U,=U ) formés des unités congrues & 1
K, i K K, O

modulo mj ; on écrira U au lieu de UK,l . Enfin, 1l'indice de rami-
fication absnlue v(p) de K sera noté e ; c'est le rang du module
libre R sur l'anneau W(k) des vecteurs de Witt de longueur infinie
3 coefficients dans k .

Soit K une cldture algébrique de K . Pour les sous-extensions
finies K'/K de K , on prendra des notations analogues a celles que
l'on vient d'introduire pour K : mémes lettres, primées.

Soit X un K-groupe algébrique commutatif, et soit i »0 un
entier. Le i-éme groupe de cohomologie de X & valeurs dans K , cal-
culé pour la topologie fppf, est égal a celui que l'on calcule pour la
topologie étale ; il est encore égal au i-iéme groupe de cohomologie
galoisienne Hi(G(R/K),X(i)) , en désignant par G(ﬁ/K) le groupe de
Galois de K/K . On le notera Hi(K,X) (et parfois Hi(X) s'il n'y a

pas de confusion possible).

3.2. Trivialité cohomologigue des tores-Conséquences.

PROPOSITION 3.2.1. Soit T wun K-tore. Alors H"(K,T) =0 pour

iyl .
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Preuve : Soit M = Homk(Tﬁ'ij?) le groupe des caractéres du tore T.
C'est un groupe abélien libre de type fini sur lequel le groupe de
Galois G(K/K) opére continfiment. Soit K'/K une extension finie
galoisienne qui déploie T , et soit g = G(K'/K) son groupe de

MG(K/K')

*
Galois. On a donc : M = et donc T(K') = Hom_, (M,K' ). Le

Ab

g-module K'" est cohomologiquement trivial ([24], p. 119) et
Ext;(M,K'*) est nul ; il en résulte ([23], th. 9, p. 152) que le
g-module T(K') est aussi cohomologiquement trivial. Puisque 1l'ensem-
ble des extensions finies galoisiennes qui déploient le tore T est
cofinal dans 1l'ensemble de toutes les extensions finies galoisiennes,
on voit que, pour tout i ¥1 , le groupe Hi(K,T) , qui est la limite
des groupes nuls Hi(G(K'/K),T(K')) (pour K' parcourant 1l'ensemble

des extensions finies galoisiennes qui déploient T), est lui-méme nul.

D'ou la proposition.

REMARQUE. Il résulte de la proposition que, pour toute extension
finie galoisienne K'/K (dont on note G(K'/K) 1le groupe de Galois),
le G(K'/K)-module T(K') est cohomologiquement trivial. En effet,
Hl(G(K'/K),T(K‘)) est nul comme sous-groupe de Hl(K,T) , et la norme
NK'/K : T(K') @ T(K) est surjective, car c'est déja le cas de la norme
NL/k : T(L) @ T(K) , o0 L/K est une surextension finie galoisienne de
K' qui dépléie le tore. On conclut alors grace a [23], théoréme 6,

p. 150.

Soit X un K-groupe fini commutatif. Puisque K est de carac-
téristique O , il existe un K-tore T et une immersion fermée de X
dans T , le quotient étant aussi un tore (par exemple, si K'/K est
une extension finie telle que Xpo soit isomorphe a un produit fini
de K'-groupes de racines de 1l'unité, on peut prendre pour T la

N

restriction de Weil, de K' & K , de GY

n, K' ¢ pour un T convenable).
'
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COROLLAIRE 1. Si X est un K-groupe fini, on a : H (K,X) =0

pour iy2 .

Preuve : Soit 02 X 7 T, e T, 2 0 une K-résolution de X par des
tores. La suite exacte Hl_l(TZ) - HY(X) - Hl(Tl) montre que

H'(X)=0 pour iY2 .

-

COROLLAIRE 2. Soit K'/K une extension finie galoisienne,

groupe de Galois g . Pour tout K-groupe fini X , pour tout i€7Z,

le groupe ﬁl(g,Hl(K',X)) ([237, p. 135) est fini, isomorphe a
ﬁ1+2

(g,X(K")).

Preuve : En résolvant X par des K-tores comme ci-dessus, on obtient

la suite exacte de g-modules :

0 7 X(K') Tl(K') i Tz(K') i Hl(K',X) 2 0.

Puisque les g-modules Tl(K') et T2(K') sont cohomologiquement
triviaux, le cobord itéré ﬁl(g,Hl(K',X)) - ﬁ1+2(g,x(K')) est un

isomorphisme pour tout i€ 7 .

COROLLAIRE 3. Soit K'/K une extension finie galoisienne, a

groupe de Galois g . Pour tout K-groupe £fini X , 1'homomorphisme

canoniguement déduit de la corestriction : Ho(g,Hl(K',X)) i Hl(K,X)

est un isomorphisme.

Preuve : En résolvant encore X par des K-tores, comme ci-dessus, on

obtient un diagramme commutatif de g-modules, & lignes exactes :

' - ' = 1 ' -
Tl(K ) Tz(K ) H (K',X) 0

Nl IN | cor

Tl(K) - TZ(K) i Hl(K,X) » 0 .

Appliquons-lui le foncteur Ho(g,.) , qui est exact 3 droite. On
obtient ainsi un diagramme commutatif de groupes abéliens, a lignes

exactes
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H (9,7, (K')) > H_(g,T,(K')) » H_(g,H(K',X)) > 0

| l l

T (K) —— T,(K) — HY(KX) —0 .

Les noyaux et conoyaux des deux premiéres fléches verticales sont res-
pectivement les groupes H_l(g,Ti(K')) et ﬁo(g,Ti(K')) (avec
i=1,2), donc sont nuls. Par conséquent, toutes les fléches verticales

de ce diagramme sont des isomorphismes.

REMARQUE. Soient X un K-groupe fini d'ordre une puissance de
p ., et Xes T une immersion fermée de X dans un K-tore. Pour tout

entier n Y0 , soit nT le noyau de la multiplication par pn dans
(p)
T . Soit n_%»O un entier tel que ( _T)(K) = ( T)(K) , Ynyn_ .
e} n n (e}
®) (® ©°)
Pour tout n),no , soit X(n) le K-groupe fini produit fibré, sur

n
T , de Xe»T et de T £ 5 T . De 1a suite exacte

0o~ 1o xn)

n 2 X2 0, on déduit la suite exacte de groupes abéliens:
)

0 = x(k) » ml(K, o) at(k,x™) » wlk,x) > o .
®)
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§4. STRUCTURES ALGEBRIQUES ET QUASI-ALGEBRIQUES

4.1. Réalisation de Greenberg.

Pour tout W(k)-schéma S , pour tout r ¥l , soit Greenr(s) le
k-schéma réalisation de Greenberg au cran r de S ([8]). Pour
toute k-algébre A , on a : Greenr(S)(A) = S(Wr(A)). Les Greenr(s)
forment un systéme projectif filtrant dont la limite Green(S) est la
réalisation de Greenberg de S . Pour toute k-algébre A , on a :
Green(S) (M) = S(W(A)).

Lorsque S est un R-schéma, sa réalisation de Greenberg relative

A

& R, aucran r , est le k-schéma gr(s)

Green ( 1] s) , ou
T riw(x)

]TT S est la restriction de Weil, de R a W(k) , du R-schéma S.
Riw(k)

De méme, sa réalisation de Greenberg relative & R est

Gg(s) = Green( || S). Soient G_(S) et G(S) 1les k-schémas par-
. RIw (k) - =

faits associés respectivement a G, (8) et a G(s). Pour toute

k-algébre A parfaite, on a donc : gr(s)(A) = S(R®

W (k) W (1)) et

g(s)(r) = S(ng(k)W(A)) , et, en particulier

g (8)(x) = S(R/P'R)

g(s) (x) = S(R)

Pour cette raison, nous noterons le plus souvent §(R/er) au lieu de
¢ (S) , et S(R) au lieu de G(S) ; de méme S(R/P'R) et §(R) au
lieu de gr(s) et de G(S).

Notons que ¢ , gr r G gr transforment tout R-schéma affine en
k-schéma affine, qu'ils transforment Spec R en Spec k , qu'ils
commutent & la formation des produits et des noyaux. Ils transforment
tout R-schéma en groupes S en un k-schéma en groupes, qui est

commutatif si S 1l'est. Si S est un R-groupe commutatif de type
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fini, le k-groupe S(R) est un groupe proalgébrique au sens de ([21).
Le k-groupe proalgébrique gm(R) des unités de R sera noté
EK . Le noyau du k-épimorphisme direct EK - Gﬁfk sera noté U
son groupe des k-points est le groupe U des unités de R congrues
a 1 modulo m .
On notera Y, le k-groupe Q(Gm) =,§m(R) , et UK,re le noyau
de la projection yK d Qr(Gm) , dont les k-points sont les unités de

R congrues & 1 modulo p° .

LEMME 4.1.1. Soit L wun R-groupe lisse.

1. Le novau de 1'épimorphisme canonique @,(L) = L, est lisse unipo-

tent connexe.

2. Pour tout r»1 , pour tout r' Yr , on a une sujte exacte de

k-groupes :

02 g (V(w)) > g (L) ?G.(L)>0,

ou V(ai) est le spectre de 1'algébre symétrique du R-module “i

des différentielles invariantes de L , muni de la structure de

R-groupe donnée, pour toute R-algébre A , par 1'addition dans

(w ,A) .

V(ui)(A) = H L

OMR~mod
3. Le k-groupe gr(L) est lisse (pour tout r »1), extension de L

par un k-groupe lisse unipotent connexe. Il est connexe si et

seulement si sa fibre spéciale Lk l'est. Sa dimension est re fois

la dimension de Lo o oi e est 1l'indice de ramification absolue de K.

Preuve : 1. Si e=1 , le noyau de 1l'épimorphisme considéré est nul.
Supposons e 2 . Pour 2{n{e , soit D la k-algébre k[x]/(x™).
Le noyau de 1'épimorphisme de réduction :
T ® b~ [ ® D
D !k Lk k 'n D I Lk k "n-1
n n-1
est V(uhk) que le choix d'une base de & permet d'identifier a

Lk
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Gg , ou d = dim L - On en déduit (vu que R/pR = D, et que
gl(L) = TT LKQ%.(R/pR)) que le noyau de gl(L) » L est exten-

(R/pR) |k
sion successive de e-1 copies de G: , donc est lisse unipotent

connexe.
2. L'exactitude de la suite est claire, vu que, pour toute k-algébre

A, 1'idéal noyau de la restriction

W o (A) 2w (A)

s'identifie (par Vr' , ol V est la Verschiebung) a Wr(A) , et
donc est de carré nul si r{r' .

3. Le k groupe 91(V(“i)) est extension du k-groupe lisse unipo-
tent connexe V(aik) par un k-groupe lisse unipotent connexe : il
eét donc lui-méme lisse unipotent connexe. Par récurrence sur r , on
voit donc que gr(v(ui)) l'est aussi. Vu la lissité de Ql(L) , on
en déduit, toujours par récurrence, que Qr(L) est lisse pour tout
r»1l , et qu'il est connexe si et seulement si Lk l'est. La dimen-
sion de Ql(L) est ed , ainsi que celle de gl(v(ai)) ; il en

résulte, par récurrence, que la dimension de gr(L) est red.

4.2. Le k-groupe algébrigue yl(R,X) , pour un R-groupe fini

et plat d'oxdre une puissance de p .

Ici, la cohomologie va &tre calculée au sens fppf. Pour tout
R-groupe lisse L , tous les groupes Hl(R/er,L) sont nuls, ainsi
que Hl(R,L) (puisque Hl(k,L) l'est et que les homomorphismes
canoniques Hl(R/er,L) - Hl(k,L) sont injectifs). En particulier, si
X est un R-groupe étale (ce qui est toujours le cas si X est un
R-groupe fini et plat d'ordre premier a p), on a : Hl(R,X)==O . Par
contre, si le R-groupe fini et plat X est d'ordre une puissance
de p , le groupe Hl(R,X) n'est pas fini en général (par exemple

Hl(R,Lup)==U/Up contient k). Soit donc X un R-groupe fini et
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plat d'ordre une puissance de p ; et soit X' = HomR_gr(X,Gm) son

dual de Cartier. Le R-groupe X admet toujours une résolution lisse
(par exemple la "résolution standard" décrite dans 2.2), que l'on peut
utiliser pour calculer Hl(R,X) ainsi que les Hl(R/er,X), et aussi,
comme on va le voir, pour munir Hl(R,X) d'une structure de groupe

. algébrique sur k .

LEMME 4.2.1. a) Soit donnée une suite exacte fppf de R-groupes.

fl
o= X" L1 e Li 2> 0,

ou L, est lisse. Pour tout r »1 , le k-groupe Coker gr(fl) est

lisse, et le groupe de ses points a valeurs dans k est Hl(R/er,X).

b) Toute autre R-suite exacte, avec L2 lisse,

0+ XL - L)"o0

définit canoniquement un isomorphisme de k-groupes algébriques

. - =
g ¢ Coker G (£,) @ Coker G (f;) + et @3 = @300, .

Preuve : a) Si L1 , donc aussi Li , est lisse, le k-morphisme
. -> 1
G (£):g (L)) » g (L)
est un morphisme de k-groupes lisses. Donc Coker gr(fl) est lisse.
Le groupe des k-points de Coker Gr(fl) est le conoyau de

- '
gr(Ll)(k) Qr(Ll)(k) '
c'est-a-dire de
L, (R/P'R) » L}(R/P'R)
La nullité de Hl(R/er,Ll) montre donc que le groupe des k-points

de Coker G (f,) est Hl(R/er,x).

£
b) Soit 0> X - L, -2, Lé 2 O une autre résolution de X
par des R-groupes lisses. Prenant la somme amalgamée L3 de Ll et

L2 sous X , on en déduit un diagramme commutatif et exact de
R-groupes plats :
39,
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o
o

Hh
- -

!
:

Foee B e B e—

0 — L, — Ly — L} — 0
f2j
L == 5
(0] (6]

On en déduit, pour tout r y1 , un diagramme commutatif exact de

k-groupes :

0] 0]
1 l gr(fl)

0 — gr(x) e gr(Ll) ————>gr(Li) —> Coker gr(fl) — 0
| l |

0 — ~r(L2) —_— gr(L3) —_— Qr(Li) — 0

G, (£)) 1 |

gr(Lé) == gr(Lé)
| |
Coker Qr(fz) 0

[0}

Le lemme du serpent définit un isomorphisme canonique de k-groupes

. -
® : Coker gr(fl) Coker gr(f

12 2) .
Enfin, ce groupe est de type fini, puisque X posséde une
R-résolution par des groupes lisses de type fini (par exemple, la

résolution lisse standard).
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Notation. Le k-groupe algébrique Coker Sr(f)' ou
0> X~>1L £ L' ® O est une R-résolution 1lisse gquelconque, sera noté
El(R/er,X) (pour r»1). Le k-groupe Coker G(£f), qui en est la
limite projective filtrante selon r , sera noté EI(R,X) ; le groupe
de ses k-points est Hl(R,X). Remarquons gue tout morphisme
o :X1 - X2 de R-groupes finis et plats dont 1l'ordre est une puis-

sance de p , définit (via, par exemple, les résolutions lisses stan-

dard de Xl et X2) un systéme compatible de morphismes de k-groupes

gh(R/DTR, @) ¢ BHRATRX)) > F(RATRX,)

et donc aussi un k-morphisme :

.

,1;11(R,°l) : gl(R,xl) - gl(R,xz) .

THEOREME 4.2.2. Pour tout ry1 , le k-groupe algébrique

lisse gl(R/er;X) est affine, connexe, unipotent. Il existe un

entier Ty tel que la k-projection canonique :
1 1
H'(R,X) * § (R/P"R,X)

X s . . . 1
soit un isomorphisme pour r')ro ; en particulier, § (R,X) est de

dimension finie. Cette dimension est égale & wv(d), ou d engendre

1'idéal de R gui est la différente absolue de X ([1¢2]).

Preuve : Il existe une R-résolution lisse de X (par exemple la
résolution lisse standard) O 2> X~ L 5 L' >0 oid L et L' sont
affines. Les k-groupes gr(L) et gr(L') sont alors, pour tout

ryl , affines ; il en est de méme de Coker gr(f) = EI(R/er,X).
Puisque £ : L 2 Lﬁ est un épimorphisme, le k-groupe gl(R/er,X)
apparalt, pour tout ry1 , comme un quotient du noyau de la projection
canonique Qr(L') - Lk . Ce noyau étant unipotent connexe, gl(R/er,X)
1l'est aussi.

Pour tout r »1 , considérons le diagramme commutatif exact de
k~-groupes.
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o] 6]

l |

8y (X)) — g (X)

| |

0 — G, (V(w)) — g, (L) — g (L) — 0

l lg2r(f)
0 — G, (V(w,)) — G, (L') —

l

5 (R/p*"R, X)— B (R/P'R,X) — O

L 1

o] 0]

g, (£)
L

') —> 0

1
N

r
Si p lW(k) est la différente absolue ([19]) de I-H- X , l'image de
’ RIW(k)

- i i & Y ai =0
92r(x) gr(x) est de dimension zéro pour r ) r car im §U(X)

1 ’
([4]). Pour r),rl , la dimension de ﬁl(R/pzr,X) vaut donc

aim G, (X) = dim Ker(g (V(w)) = g (V(w .)) ,

c'est-3-dire dim 9r(V(wX)), ou Wy est le R-module des différen-

tielles invariantes d2 X . Pour r %1 , on a :

G, (V(w)) (k) = Hom,_ . (w ,R/P'R) .

On en déduit que la dimension de gr(V(wx)) est égale 3 la longueur
. . r . .

du R-module fini HomR_mod(wX,R/p R) qui, si r est assez grand,

est égale & la longueur eg(wx) du R-module fini Wy - I1 existe

donc un entier ry tel que, pour r>/r“3 , On ait :

dim 51(R/per,X) = tglwy) .
D'ol, pour r yr_= 2r('3 :

o

aim g (R/PTR,X) = fg(w) .
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Pour tout r»1l , le noyau de la projection ﬂl(R/pr+1R,X)'*gl(R/er,X)
est un quotient du k-groupe lisse connexe gl(v(ui.)), donc est lisse
et connexe ; pour r }ro , ce noyau est de dimension zéro, donc est

nul. On en déduit que, pour tout r )ro , la projection de gl(R/er,X)
r

sur yl(R/p ©R,X) est un isomorphisme. Par passage & la limite projec-

r
tive, la projection de gl(R,X) sur El(R/p OR,X) est aussi un iso-
. . . . . 1 1 r
morphisme (ainsi que la projection de H (R,X) sur H (R/p R,X), pour
tout r ) r.).

La dimension de gl(R,X) est donc égale & la longueur du

R-module wx , ou encore, ce qui revient au méme, & la longueur du
w
, . . . coa s £
conoyau du déterminant de 1'application R-linéaire wL' e wL .
C'est encore, si a est la dimension commune de L et L' , la valu-

ation d'un générateur de 1'idéal image de 1'homomorphisme composé :
A% (w I®g HomR(/\a(wL) ,R) = Aa(wL)®R HomR(Aa(wL),R) ~ R, ol la pre-
miére fléche est Aa(wf)®R id . Cet idéal image est la différente
absolue de X ([19]). D'ol la proposition.

Ce calcul de dimensions est inspiré d'un calcul de caractéristique
d'Euler-Poincaré fait par B. Mazur et L. Roberts dans le cas p-adique

(L14]).

REMARQUE. La projection canonique :

ErRae ) 2 B RATRE )
P p

est un isomorphisme pour r ) n+l

En effet, si m? (n-+§éi)e , nous savons (par [24], 1.7) que

4o 2 . . n_. . .
1'élévation & la puissance p -iéme est un isomorphisme de UK m—ne
, m—

sur U (o0 U est le groupe des unités de R congrues a 1
K,m K,m

modulo M%), et donc la brojection Hl(R,p n) hd Hl(R/er,u n) est
P ‘ P

injective pour r ) n+l . De plus, le noyau de la projection considérée

est un k-groupe algébrique lisse et connexe (c'est en effet un quo-
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tient du k-groupe lisse et connexe Uk re)‘
’

PROPOSITION 4.2.3. Pour toute suite exacte (fppf) de R-groupes

finis et plats d'ordre une puissance de p ; O Xl - X2 i X3 >0,

on_a une suite exacte de k-groupes :

0> G(x)) » G(X,) > G(X5) » BH(RX)) » B (RX,) » B (R,X5) ~ 0 .

En prenant les points & valeurs dans k , on trouve la suite exacte

habituelle de cohomologie.

J
Preuve : Etant donné deux R-immersions fermées X, =2 L, et
j
x3 =3, L3 , ou Ll et L3 sont lisses, on obtient un diagramme com-—
mutatif exact de R-groupes (ou L, = L1><L3), ou les groupes L, et
L; sont lisses :
(6} (0] O
u v
0O — Xl —_— x2 —_— X3 —_ 0
ljzu 1(j2,33v) lj3
0O — Ll — L2 o L3 —_ 0
1 ) L
0 — Ll —_— L2 — L3 —> O
(0] 0 (0]

En appliquant le foncteur G et le lemme du serpent on trouve la

proposition.

Notation. On notera gl(R,X) le k-groupe parfait associé au
groupe algébrique gl(R,X) ; c'est un k-groupe quasi-algébrique uni-
notent connexe. Remarquons que, si O > X > L > L' ®* O est une
R-résolution lisse quelconque de X , et si X(R)Np"L(R) = 0 , 1'ho-

mologie du complexe de k-groupes quasi-algébriques unipotents :
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L(R)/p"L(R) » L'(R)/p"L(R)

est : X(R) en dimensjon zéro, et gl(R,X) en dimension 1.

4.3. Le k-groupe guasi-algébrigque gl(K,X) , pour un K-groupe

fini X .

Par [17], nous savons que tout K-tore T admet un R-modéle de
Néron ¢ ; c'est un R-groupe lisse tel que, pour tout R-schéma
lisse S , on ait : %(S) = T(S®RI(). Notons que % , qui est locale-
ment de type fini, n'est pas en général de type fini : la fibre spé-
ciale du modéle de Néron de G_ , par exemple, est extension du

m

k-groupe constant Z par Gm ¥ - Cependant, € est de type fini si

T n'a pas de quotient déployé non nul.

Notons T(K) la réalisation de Greenberg parfaite relative a R
du R-modéle de Néron ¥ du tore T . Sa composante neutre E(K)o
est un groupe proalgébrique au sens de [21), et son groupe de compo-
santes connexes ﬂo(g(K)) est un groupe abélien de type fini, égal au
groupe des composantes connexes de la fibre spéciale de ¥ . Si T(d)
est le tore sur K , plus grand quotient déployé de T , le groupe

(@)

"O(E(d)(K)) est libre de rang égal & la dimension de et le

noyau de 1'homomorphisme canonigque NO(Z(K)) - no(g(d)(x)) est fini.

LEMME 4.3.1. a) Soit u :T) 2 T, une K-isogénie de tores. Le

morphisme de k-groupes parfaits g(K): gl(K) nd EZ(K) admet alors un

X 4e s . 1
conoyau, gui est un groupe proalgébrique, et qui a H (K,X) comme

groupe de k-points.

u
b) Soit X un K-groupe fini. Soit O 2 X = Tl - T2 =0

v
et 0 X~ T3 nd T4 ? 0 deux K-résolutions de X par des tores.

Les k-groupes parfaits Coker u(K) et Coker v(K) sont alors

canoniguement isomorphés.
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Preuve : a) Le K-morphisme u(d) :Tid)

- Tz(d)

(a)
T

déduit de u est
aussi une isogénie. Comme les tores et Téd) sont déployés,
1'homomorphisme ﬂo(Tid)(K)) -» ﬂo(Téd)(K)) est injectif. Le noyau de
1 'homomorphisme Wo(gl(K)) - ﬂo(gz(K)) est donc fini ; son conoyau
est aussi fini.
D'autre part, le k;morphisme de groupes proalgébriques

g(K)O: EI(K)O - gz(K)o , induit par u(K) , admet un conoyau. Le fais-
ceau (sur le site étale des k-schémas parfaits) Coker u(K) appa-
rait alors comme extension du groupe fini conoyau de
ﬂo(g(K)) :ﬂo(gl(K)) - ﬂo(gz(K)) , par un groupe proalgébrique, quotient
de Coker(g(K)o) par un groupe fini ; il en résulte que Coker u(K)
est lui-méme un k-groupe proalgébrique. Le groupe des k-points de
Coker u(K) est égal au conoyau de u(K) :Tl(K) - TZ(K)' c'est-a-dire
& BUK.X).

b) Quitte & remplacer T3 par la somme aﬁalgamée de T1 et
T, sous X , nous pouvons toujours Supposer que nous avons un

diagramme commutatif et exact :

O =X = T LT — 0

1 2

[ |

0 — X —» T, Y>T, —s 0

3 4 :
Ceci donne un morphisme de k-groupes proalgébriques :
Coker u(K) - Coker y(K) . Ce morphisme induit, sur le groupe des

k-points, 1l'identité de Hl(K,X) ; ¢'est donc lui-méme un isomorphisme.

Notation. Pour tout K-groupe fini X , nous allons noter
gl(K,X) , (ou méme gl(x) s'il n'y a pas d'ambiguité) le k-groupe
proalgébrique - Coker u(K) , oi u: T, > T, est une isogénie de
K-tores dont X est le noyau. Le groupe de ses k-ponints est

Hl(K,X). Remarquons que, si X 2 Y est un épimorphisme de K-groupes

finis, le morphisme de k-groupes proalgébriques gl(x) - gl(Y) que
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1'on en déduit est aussi un épimorphisme.

PROPOSITION 4.3.2. Soit X un K-groupe fini. Le k-groupe

H (X) est affine, guasi-algébrique. Sa composante neutre est unipo-

Preuve : Soit X(p) la composante p-primaire de X . Le k-groupe
proalgébrique gl(x) est extension (triviale) du k-groupe fini cons-
tant Hl(X/X(p)) par gl(x(p)). Nous pouvons donc supposer que X
. est un p-groupe.

Démontrons d'abord la proposition lorsque X est un p-groupe de
racines de 1'unité. Pour tout n )1l , le diagramme suivant de

R-groupes lisses est commutatif :

(les fléches horizontales sont toutes deux l'immersion canonique de

Gm'R dans le R-modele de Neron Qm de Gm,K)' On en déduit, par

passage aux conoyaux des fléches verticales du diagramme obtenu en
prenant la réslisation de Greenberg parfaite relative & R de ceci,

un morphisme de k-groupes proalgébriques gl(R,N n) - El(K,M n) ,
p p

qui, sur les groupes des k-points, induit 1l'injection canonique

pn N * *pn N s s PR N n
UK/UK K /K , & conoyau fini, s'identifiant & Z/p Z par la
valuation de K . Ce morphisme est donc une immersion fermée, & cono-

yau fini, égal & Z/p"Z . Puisque gl(R,p n) est quasi-algébrique,

b
unipotent, il en est de méme de gl(K,u n) ; la composante neutre de
P
gl(K,m n) est égale a gl(R,p n). Les mémes résultats valent pour
P P
1,., 1 N \ . s
HO(K',u n) = H (K, TT " n) , ou K'/K est une extension finie quel-
P K'|K p
conque.
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Passons maintenant au cas général d'un p-groupe fini X . Il
existe une extension finie K'/K , des entiers r,r')» 0 , des puissan-

ces : g , ' de p et une K-suite exacte

B > TT wf, > x-o0.
K'lk 9 K'lk 4

On en déduit un complexe de k-groupes proalgébriques :

Hl(K',m;) - gl(x',u;:) > BYK,X) » 0

qui, induisant une suite exacte sur les groupes des k-points, est lui-
méme une suite exacte. Alors gl(K,X) apparalt comme le conoyau d'un
morphisme de k-groupes quasi-algébriques, affines, unipotents ; il

posséde donc les mémes propriétés.

Notons que, si O = X1 i X2 = X3 2 O est une suite exacte de
K-groupes finis, on obtient une suite exacte de k-groupes quasi-

algébriques
0~ X, (K) = X,(K) @ X.(K) » H (X,) » H'(X,) » BH'(X,) » O
1 2 3 = 1 = 2 = 3 ’
THEOREME 4.3.3. Soient X un K-groupe fini, et x| son

ordre. La dimension du k-groupe guasi-algébrique gl(x) est égale a

w(Ix]).

Preuve : Elle est inspirée d'une démonstration de J. Tate ([25], I1I,
5.7). Si X(p) est la composante p-primaire de X , la dimension de
gl(x) est égale a celle de El(X(P)). Nous supposons donc que X est

un p-groupe. Les deux membres de la formule & établir
im_ 1Y) = v(lx|
dim H™(X) = v(IX])

dépendent additivement de X au sens suivant : si l'on a une K-suite

exacte O - Xl d X2 d X3 2 0 , la valeur pour X2 est la somme des

valeurs pour Xl et X3 . Nous supposons donc X annulé par p .

Soit K'/K une extension finie galoisienne trivialisant X , c'est-a-
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~

dire telle que X(K') = X(K) ; soient g son groupe de Galois, et gp
le p-sous-groupe de Sylow de g (il est unique, puisque toute
extension finie de K , de degré premier & p , est cyclique). Alors

X admet une suite de composition dont les quotients successifs sont
trivialisés par des extensions finies de K de degré premier & p .
Utilisant encore 1'additivité, nous supposons donc maintenant que X ,
outre qu'il est annulé par p , est trivialisé par une extension finie

K'/K , de degré premier & p , et contenant les racines p-iémes de

l'unité. Si Xy =~ N;,K' on a donc :
dimk gl(K, 1T XK.) = dimk EI(R',ur) =r dimk gl(R',u ) .
K'| K p p
La différente absolue de Mp étant engendrée par p , on a :
Adimk gl(R',mp) = e' , indice de ramification absolue de K' , d'ou :

dim gl(K,KTFK X ) = re' = v'(p") ,

et donc, puisque K'/K est totalement ramifiée :

aim_ B (&, TT %) = [K':Klv(p") ,

K'| K

ou encore :

k' :x]v(lxl) .

. 1
dim, H (K,gTF% Xg)

Il reste donc a montrer que :

[k':k] aim_ g (K, X) .

aim_ B (K, TT %)
K'|K
Cette derniére égalité est vraie si X==pp . Pour 1'établir en général,
il nous faut décrire la structure de §1(K',Mp) comme groupe quasi-

algébrique avec opération de g , ce qui va faire 1l'objet du

LEMME 4.3.4. Soient K'/K une extension finie de degré premier a

P, et g son groupe de Galois. Soit ¥X(g) le groupe de Grothendieck

de la catégorie abélienne C(g) des k-groupes guasi-algébriques sur

lesquels g opére, et qui sont annulés par p . Si rg désigne la
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représentation réquliére, on a, dans ¥(g), 1'égalité :

(g R )] = elr ] + (b (k)]

Preuve : Pour tout entier h )1 , notons Uﬁ le k-groupe proalgé-
brique dont les k-points sont les unités de R' congrues & 1
modulo m'P . La k-immersion fermée canonique U ™ Uﬁ est compa-
tible avec les opérations de g , et on en déduit, dans C(g), la

suite exacte des noyaux et conoyaux de 1'élévation & la puissance

p-iéme dans Uy, ' h/ h+1 Tespectivement
-5 1 ' -> 1 n LY -> ' P -> lp—)
02w (K YNy “‘p(K YO U/ U™ U/ Ut ™ U/ Uy 2 U/ U O
On en déduit, dans .x(g), 1'égalité :
1P = P N - r]
oo™ = (o /ot e ool - e o gy,
Donnons & h les valeurs successives 1,2,...,e'=v'(p) . On en
déduit, par addition dans X(g), 1l'égalité :
Py o P : .
Cuj/uiPY = [ug /o 1+ I n o]
= [0 41/ g ] + I (k)]
cette derniére égalité résultant de [24], p. 113.
Or, dans C(g), on a 1'égalité
(U /U iyy] = @ SV piar =@ el
e'+l” "2e'+1l 1{i(e‘ e '+i7 Te'+i+1 e'+1{i{2e" a
: : '
ol g opeére sur Gél) par : z.ﬂi==zl+e o, (ol z est une racine

de 1'unité d'ordre égal a celui de g). On a donc :

, _ e
+1/U2e'+1 = Tgoe

et le lemme en résulte.
On va maintenant achever la preuve de la proposition.

L'accouplement XXX' = mp définit, dans C(g), un isomorphisme

1
H (K, XK' 2 Hom (X'(K'), (K, kD))o,
= K'| K =Tk K'|k P

. 50



STRUCTURES

donc un isomorphisme des composantes neutres :

gl(K, g )© = Hom (X'(K'),H (R',M )) .
K'| K
La classe, dans ¥(g), de H (K, TT Xy )° , & la classe d'un objet
K K :

fini prés, est donc égale a la classe de
Hom, (X' (K') , Hom, (F_[g].H"(Rb)) = Hom (X' (k") ®F [g].H (Rm)) .

En prenant les points fixes par g , il en résulte que
[H (K, TT XK )o]g est 1sogene a Homk g X'(K')®F [g]) (R m )) .,

c'est- a—dlre a gggk(x (K'),H (R p )). Puisque [H (K, TT XK )O]g

est isogéne a gl(K,x), on a 1'égalité :
. 1
dim H (K,X) = ne ,
.\ n

ou p est 1l'ordre de X . La proposition en résulte.

PROPOSITION 4.4.4. Soit X un R-groupe fini et plat d'ordre

une puissance de p . La résolution lisse standard de X définit une

immersion fermée de Xk-groupes guasi-algébriques

gl(R,x) - gl(K,x)

Preuve : De la R-résolution 1lisse standard de X
£
O X->L~>L'=O0,

on déduit un diagramme commutatif de R-groupes lisses

L —g—* L'

bx |

g K, g

ot & et &' sont respectivement les modéles de Néron des K-tores
L et Lk . D'od un morphisme de k-groupes quasi-algébriques

gh(r,x) » gH(k,X) ,

qui, sur les points a valeurs dans k , donne l'homomorphisme canoni-
que Hl(R,X) - Hl(K,X). Puisque R est normal, cet homomorphisme est
injectif. La proposition en résulte.
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§5. L'ISOMORPHISME DE RECIPROCITE

5.1. L'isomorphisme de Serre.

Rappelons la théorie du corps de classes géométrique de Serre.

Pour toute extension finie K'/K , soit

: 11T @ > G

R'IR m,R' m, R

le R-morphisme norme. Par [24] (ou [ 7], appendice), le k-morphisme

Npr /R

. -
§Npiyg) # Ugr W
est un épimorphisme de k-groupes affines ; notons V

K'

on en déduit une

son noyau.
Si Vﬁ. est la composante neutre de VK"

k-isogénie :

o
o~ WO(VK.) - HK./V 2 QK =0
Soit t' une uniformisante de K' . Si K'/K est galoisienne, de

groupe de Galois g , considérons 1l'homomocrphisme :

g™ = 5 2(g, @) * U VR (K) = H (9,U,,)
qui, & la classe dans gab d'un élément s de g , associe la classe
dans UK'/VE'(k) de 1'élément s(t')/t' de UK' ; cet homomorphisme

ermet d'identifier 1'isogénie ci-dessus a la k-suite exacte :
p

e, Xy o

-2
(S0 0 —H%(q,2) — Yy

Ux»

ol N est déduit de Q(NR./R) . Les S , pour K' parcourant

KI
l'ensemble des extensions finies galoisiennes de K , constituent un
systéme projectif filtrant de suites exactes de k-groupes affines,
les morphismes de transition étant définis & partir des morphismes de

norme. Par passage & la limite projective, on en déduit une suite

exacte de k-groupes :
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(s) 0"@"%}{ Y /Vgs > U 2 0
ou #K est le groupe de Galois de 1l'extension abélienne maximale de
K . Puisque Ug est connexe, la donnée de (S) équivaut & la donnée
d'un homomorphisme continu :

eK : ﬂl(gK) nd #K .
I1 résulte de la théorie de Serre ([24], ou (7], appendice) que 9K

est un isomorphisme de groupes profinis.

Dans toute la suite de ce paragraphe, on fixe un entier n»1 ,

~

et on suppose que le groupe WK n(K) , noté Mo des racines pn-iémes
p

de 1'unité est contenu dans K (avec la notation K définie en (3.1)).

5.2. Définition ensembliste de 1'isomorphisme de réciprocité.

Le cobord 3 : G (K) = K" = rh(xm n) = Hom__ . (#.,M ) de la
P n
suite exacte des K-points de la suite de Kummer O = [ n - Gm IL?-Gm* (0]
PR | P ~
est surjectif, de noyau K P . Ona : 3(a)(s) = s(x)/x (x€X ,

n *
xf = a€k, s€1¢k).

Le composé 9d' :

*

UprM)

K 25 Hom ., (#.,M) =5 Hom (7 (y.),M ) = Extl(
cont "“n cont' 1 yK 'n tk

n

*:
est donc un homomorphisme surjectif, dont le noyau est K P

* *:
Si a appartient & K , mais non & K Y , alors 1'élément

3'(a) de Exti(yK,Mn) est la classe d'isomorphisme de la k-isogénie :

12 o N
0 — Mn — yK,/V , — QK — 0
ol t(s(x)/x) est, pour tout s de g , la classe de 1'élément

s(t')/t' , pour une uniformisante quelconque t' de K!' (avec

n
K'=K(x) , ¥ =a).
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* *
REMARQUE. Si a est dans K , mais non dans K P on peut
caractériser 3'(a) € Exti(yK,Mn) de la maniére suivante : c'est la

classe d'isomorphisme d'une k-suite exacte :

A v
0—M S HSg —o0

n
telle que, si xP =a , K'=K(x) , il existe un k-morphisme

h:gpe » H (nécessairement unique) tel que :

1) voh = N

2) h(k)(s(t')/t') = A(s(x)/x) , pour tout s de g , et pour une uni-

formisante quelconque t' de K' .

Notons
& :ul(kp )~ Exti(y,.,M)
n’ ! pn % K'"'n

1'isomorphisme de groupes abéliens déduit de 3' .
*
Soit h)n 1l'entier défini par : M cK o, M‘h+1¢K* . Pour tout

,

r
r yh , le groupe Uﬁ est donc sans p-torsion, et 1'élévation a la

r
puissance pn—iéme donne donc une isogénie radicielle de gﬁ sur
n+r
gﬁ . Du diagramme commutatif et exact de k-groupes :

r r
0 — U U — WM 0

| lpn |
n+r n+r
0 — U WM 0

on déduit la suite exacte de groupes profinis (lorsque r)h)
pr n+r n
-» - - -
0= T (/AR ) 2 T G/AR ) 2 T (Y /M () 2 o .

Le groupe Exti(yK,Mn) = Homcont(ﬂl(yK),Mn) apparait donc comme le

noyau de 1'homomorphisme :
1 pn+r 1 Pr
-
Ext, (Ue/Ug M)~ Ext (Up/Up /M)
déduit du diagramme ci-dessus.
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Pour tout élément a de K qui n'est pas dans K'P , nous
allons caractériser 1l'image de 3'(a) dans Extji(yx/yﬁn".r,Mn) (pour
r Yh). Pour ceci, nous noterons §o(g,UK'/u§rlx+r) le k-groupe ilgé-
brique O-iéme groupe d'homologie du groupe algébrique yK./gﬁr.l i

n
sur lequel le groupe de Galois g=G(K'/K) (K'=K(x), xP =a) opére

de maniére naturelle.

To*
LEMME 5.2.1. Soit a un élément de K gqui n'est pas dans K P,
n
et soit K'=K(x) , xX¥ =a . Le groupe des composantes connexes du

novau du k-morphisme norme (pour tout r Yh) :

pn+r pn+r

. -»

N Ho(9o U Ml ) U/
s'identifie canoniquement a Mn . L'image de 3'(a) dans

n+r
Exti(yK/gﬁ ,Mn) est la k-isogénie image par Ker N - 1TO(Ker N)

de 1la suite exacte :

n+r § n+r
0% Ker N+ g_(9.5 Ay ) g/ 4o

Preuve : Il suffit de montrer que le composé :

. pn+r
- -
M 2 H (9,Up) 2 Ho(9, U /Up )
est injectif pour r h .

Soit t' wune uniformisante de K'. Soit s un élément de

n+r
g=G(K'/K) tel que s(t')/t' soit dans (IK.UK.)UQ. ;o0 I, est
le noyau de 1l'homomorphisme d'augmentation Z[g] ® Z . 11 existe donc
n+r
y€U,, tel que s(t')/t'yp soit dahs IK'UK' . En particulier, la

. +r .. . .
norme N(y) de y est une racine pn T_iéme de 1'unité, donc aussi

une racine ph—iéme de l'unité. Si z est une racine de l'unitéd'ordre

. .. h
ph , il existe donc i (O\<i<ph) tel que : N(y)=z", z'P =1 . on
n .. n .
en déduit : N(yp ) =2"P =N(z') . Il existe donc 0c€g tel que
n .
yP z7'o(t')/t' appartienne a Ig Upgr - D'ou

PPt g ot
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. r
Puisque r ¥n , 1'élément (O'(t')/t')p est dans IK'UK' ; de plus
i r n+r
2P =1, puisque r)h . D'ou yp € IK'UK' . Il en résulte
que s(t')/t' est lui-méme dans IK'UK' , donc que s est l'identité,

. D'ou le lerme.

et stx) _ 1
X

5.3. Quasi-algébricité de 1'isomorphisme de réciprocité.

Choisissons un isomorphisme de Mn sur Zypnz . Le groupe
Exti(yK,Mn) apparalt alors comme le groupe des Xk-points d'un
k-groupe quasi-algébrique unipotent, & savoir le noyau de la multipli-

cation par pn dans le noyau du k-morphisme

pn+r * pr *
(/8 ) 2 g/ )

pour r)h (la structure quasi-algébrique de ce noyau ne dépend pas

du choix de r). D'autre part, Hl(K,u n) est le groupe des k-points
P

du k-groupe quasi-algébrique unipotent gl(K,u n). I1 s'agit de

. p
montrer que 1'isomorphisme

1 1
& . -
h P H (K ) 2 Exty (M)
p
est quasi-algébrique, c'est-a-dire qu'il existe un morphisme Sn de
groupes quasi-algébriques tel que gn(k)==¢n . Nous allons en fait
montrer (et cela suffit) que le composé de Qn avec l'inclusion de
n+r
1 1 P . ’ .

Ext, (Y M ) dans Extk(yK/yK ,Mn) (rYh) est quasi-algébrique sur

un ouvert non vide convenable de la composante neutre

n
1 _ P 1
H (R ) = U/Ue de H (K ).
P P
Soit t wune uniformisante de K , et soit A la R-algébre
-1 -1
R(X, X", (1+tX)""] , dont on note S le spectre. Les R-points de §
sont les unités u€U telles que v(u-1)=1 . Pour tout entier r»1,

le k-schéma gr(s) est un ouvert du noyau de la projection

Qr(Gm,R) > Gm,k -
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n
Notons B la A-algébre (intégre) a[Y]/(¥P -(1+tX)) . Pour
tout homomorphisme de R-algébres f:A > R, soit f*(B) la

*
R-algébre B®AR , et soit y€ f (B) 1'image canonique de Y .

LEMME 5.3.1. a) Pour tout R-homomorphisme f:A > R , 1

n
R-algébre f*(B) est 1'anneau des entiers de K'=K(y) (yP = 1+tf(X)),

et y-1 en est une uniformisante.

b) Soit z:M_ - || @ le S-morphisme gui, & z€M ,
_ n B‘A m,B n

2¥-l 4e B, et soit N: 1] 6 _"¢
Y-1 m

associe 1'élément inversible
la ™B mA

le S-morphisme norme. Le composé Notz est le S-morphisme nul.

*
Preuve : a) La R-algébre f (B) est intégre, son corps des fractions
n
est K'=K(y) , yP =1+tf(X) . On a :
K :Kvy (y=1) = v (N e (y=1)) = vy, (2£(x)) = [K':k]
et donc y-1 est une uniformisante de K' . Puisque 1l'anneau des
entiers R' de K' est la sous-R-algébre de K' engendrée par une
uniformisante quelconque de K' , en particulier par y-1 , on a :
*
£ (B)=R' .

b) Dans le corps des fractions de B , on a, pour tout

z€M
n .
ZY‘1=ﬂy+1=(L1Y z Yh)+1,
Y-1 Y-1 n olh{p?
¥vP -1 AP
et donc :
Zg:]:!. = l+Z;-1 x—l T N Yh
1Kh{p
qui est un élément de B . Son inverse
-1
T
1<h{p

est aussi un élément de B . De plus, pour tout =z¢€ Mn H

-1

zY-1
) = 1T (zz'v-1)(z'y-1)
Y-1 z'GMn z

N(S)(
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est égal & 1 . D'ou le lemme.
PROPOSITION 5.3.2. L'isomorphisme
® oEl(ke ) Extl(y.,M)
n ° ! pn Y wWK'"n

est gquasi-algébrique.

Preuve : Soit 2z une racine de l'unité d'ordre pn , et soit s le

S-automorphisme correspondant de Wﬂ— Gm p @ pour toute A-algébre A,
BIA !
pour tout élément B = T n L. eyt ge (/\®AB)* , on a :
ogip” *

s.B =2 Xiz1§9Yl . Considérons alors le diagramme commutatif de

R-schémas :

(TF_ ¢, xs(Tﬁ‘ G, B’ 'LELQL*'Gm A
Bla ™ Bla ™ ’
(pr+n,s—id) r+n
v N
M — (;ﬂ; ey — 6 .

(Mn est ici le S-groupe constant (Mn) et r est un entier » h).

S ’
Soit g wun entier fixé assez grand (tel que, pour tout homomor-

phisme de R-algébres f:A > R, la projection de gl(R',m ) sur

n+r

gl(R'/qu',M ) soit un isomorphisme) ; il suffit de prendre

n+r
p
q? n+r+l , d'aprés la remarque qui suit la proposition 4.2.2. Trans-
formons le diagramme ci-dessus par Qq . Notant ﬁq le k-schéma

(s) . ) , on obtient le diagram-

le §q—groupe lisse gq(TT- G B

*
g B
q wq Bla

me commutatif de §q—schémas :
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* « (N_,0)
B X, B —I—>g (6 .)® §
Ya §q " q’ mR° "k wq
n+r . n+r
. ) Qq(p ,s-id) gq(p )
z =7
g L5 -
Mn gq Nq 5q(Gm,R) ®k §q

a
et 1'ona : Noz=0, o N =G (N) .
q q wq
Pour tout k-morphisme ¢ : Spec k = §q' il existe un R-morphisme

f:Spec R™> S tel que =g (£) . On a alors :

q
® (Nq) = Gq(f (N)) = gq(NR./R) '

w

* *
ou R'=f (B) . Donc & (Nq) est un épimorphisme, pour tout

k-morphisme ¢ : Spec k §q . Donc Nq est lui-méme un épimorphisme.

Il existe un ouvert non vide Ql de §q tel que le faisceau (pour la

n+r,s-id)|ﬂ1 soit représentable par

topologie fppf) conoyau de gq(p
un Ql—groupe lisse, affine de type fini H' . On déduit de Nq un

morphisme de ﬂl—schémas en groupes

1
v _: H' ? H (R, )
q pn+r ﬂi

tel que, pour tout k-morphisme ¢ : Spec k 91 , le k-morphisme

1

* . 1 ' -
@ (vq) : go(g.lg (R ,I}Lpn_,_r)) FRe )
soit le morphisme N du lemme 5.2.1.
soit I 1e Ql—groupe noyau de Vv _ ; il est fini et plat sur
. . . (PO __ it
. Soit m le plus petit entier tel que T soit étale au
1 o
point générique de Ql . I1 existe alors un ouvert non vide & de S
m
o m
tel que re ™) =T;t soit étale sur £ . Par image directe par F ° ,

on obtient donc la suite exacte :
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v
0T  ~H % gl (ru >0 .

n+r).Q
P

Le §lrmorphisme Moo= H' déduit de gq(b) est un morphisme de
Q-groupes, dont le ccmposé avec vq est nul ; il se factorise donc

par I . Le composé « :M T~ Pet est tel que, pour tout
k-morphisme ¢ : Spec k §q , 1'homomorphisme w*(a) soit un isomor-
phisme (¢*(Tet)=="o(¢*(r))) . On en déduit que o est un isomorphisme

On a donc construit une {~suite exacte :

v
() o+ m +H Lyl >0

n+r)ﬂ

telle que, pour tout k-morphisme ¢ : Spec k 2 ) provenant de

f:Spec R? S , la k-suite exacte w*(H) représente 1'image, dans
1,..1 ' : '

Extk(ﬁ (R,mpn+r),Mn) de la classe d'isomorphisme de 3'(l+tf(X)). En

A

identifiant M a Z/an par le choix de =z , racine de l'unité

’ ’ *
d'ordre p" , on a ainsi obtenu un élément (H) de gl(R,m n+r) Q) .
b

)y (@Pf) , ou

*
Son image canonique dans gl(R,p n+r) M)pf)= gl(R.M n+r
P

aPf st 1e k-schéma parfait associé & § , définit donc un

k-morphisme quasi-algébrique :

wo, PfL yl *
@ 2 Q8" HURE L)

dont le composé avec le k-morphisme canonique

1 *
> H (Rp )
P

est nul, puisqu'il donne O sur toutes les fibres. On a donc un

k-morphisme @g de pr dans le k-groupe quasi-algébrique

8

Exti(gK,ZVPnZ) , tel que Qé(k) induise la restriction de Qn a

ﬂ§f(k) , ou Pt oot 1'image de apPf dans §1(K,M n)' D'ol un
P
k-morphisme Sn du k-schéma parfait Pt (ouvert non vide de

gl(K,m n)) dans le k-groupe quasi-algébrique Exti(yK,zyp"z), tel
P
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que Sn(k) soit la restriction de ¢n a Q‘pf(k)

L'homomorphisme °n , qui est quasi-algébrique sur un ouvert non
vide du k-groupe quasi-algébrique gl(K,m n) , est alors quasi-

P

algébrique partout. D'ou la proposition.

REMARQUE. De 1'isomorphisme de la proposition 5.3.2 et du choix
d'une racine de 1'unité d'ordre p" , on déduit un isomorphisme de
k-groupes quasi-algébriques unipotents connexes :

& :E'Rp ) (ERE ).
P

*
I1 suffit en effet de remarquer que gl(R,p n) est la composante

P
neutre du Xk-groupe quasi-algébrique Exti(yK,Mn) identifié a

-1 n
nxtk(yK,Zyp Z) .
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§6. DUALITE POUR LES SCHEMAS EN GROUPES FINIS

~

6.1. Dualité pour un K-groupe fini.

Etant donné un entier n )0 , soit m(n) la catégorie des
K-groupes finis (commutatifs) annulés par n ; nous écrirons mn

au lieu de 7 R L'homomorphisme canonique
(p)

Ext.,];((n)(Z/nZ’,X) > ExtI]i(W,X) = H*(K,X)

est un isomcrphisme, fonctoriel en les objets X de m(n) .
*
La valuation v:K = Z induit un homomorphisme surjectif,
encore noté v :
* *
v o Hl(K,lun) =K /K2 2/n7 .
Cet homomorphisme est aussi obtenu a partir de la projection canonique
de k-groupes quasi—aigébriques H
v (Rw) 2T (Bhxu ) = 2/n7
= = n o'= i ’
par : v=y(k).
Etant donné un K-groupe fini X , annulé par n , soit (g1 un
élément de Hl(K,X) = Ext% (Z/nZ,X) , représenté par la K-suite
(n)
exacte § :
0O X>F=2Z/nZ~ 0 .

La K-suite exacte &' : 0~ [ F' 2> X' 2% 0, déduite de & par
dualité de Cartier, représente 1'élément de Ext; (X',Mn) , noté
(n)

[E'] . Soit alors
[ -> 1
3y(8) = X'(K) » H (KW )

le bord de la suite exacte de k-groupes quasi-algébriques obtenue en

prenant les K-points de la suite §' .
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LEMME 6.1.1. a) L'application

v(X) & H'(K,X) ® Homy (X'(K),&/nZ)
(el = 7 (3,(8))

est un homomorphisme de groupes, fonctoriel en les obijets X de m(n).

b) Les homomorphismes v et v(pn) sont opposés.

c) v(X) est 1'opposé de 1'homomorphisme gue 1'on déduit du

cup-produit Hl(K,X)><X'(K) i Hl(K,Mn) par composition avec v .

Preuve : a) Soit f:X 2 Y un morphisme dans m(n) . L'image [ﬂ] de
[g]¢€ Hl(K,X) dans Hl(K,Y) est représentée par la deuxiéme ligne du

diagramme commutatif et exact de K-groupes :

02X —F — Z/nZ~> 0

le | I

0= Y= £,(F) 2 Z/mz=* 0 .

On en déduit aussitdt 1'égalité : BY(W) = ax(i)Of'(K) , ce qui donne :
”O(BY(H)) = "o(ax(g))cf'(K) . D'ol la fonctorialité de v(X) , en les
objets X de m(n) . De plus : v(X1><X2) = v(X1)><v(X2) . Il est

alors formel de voir que v(X) est un homomorphisme de groupes.
b) Etudions le cas particulier ou X==un et o0 K contient
*
une racine de l'unité d'ordre n . Soit X €K un élément dont la

n
classe modulo K. soit [E]¢€ Hl(K,wn) = Ext; (%/nwmin) . L'élément
n)

A7l oge k° représente alors [&']€ Hl(K,Nn) = Ext% (Z/nZ}mn) , et

n (n)

donc Bx(ﬁ)(I) est la classe de A"! modulo K" (en désignant par
1€ z/nz7 1a.classe de 1€7Z). Il en résulte 1'égalité :
“O(Bx(i)) = —v(X) .

c) Soit w(X) 1'homomorphisme que l'on déduit du cup-
produit, par composition avec v ; il est aussi fonctoriel en les ob-
jets X de m(n) . Lorsque X==mn + et que K contient une racine de

1'unité d'ordre n , les homomorphismes v(mn) et w(mn) sont oppo-
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sés, par b). Pour un objet quelcongue X de m(n) , soit K'/K une
extension finie galoisienne qui contient une racine de l'unité d'ordre
n et qui trivialise X . Il existe alors un ensemble fini I et un

K-épimorphisme F = 1T mi K 2 X . La commutativité du diagramme :
K'|k

gk, F) — uh(K,x)
v(F) +w(F)1 ‘lv(X) +w(X)
Hom(F' (K),Z/nZ) — Hom(X' (K),Z/nZ)

montre alors, compte tenu de la nullité de v(F) +w(F) et de la sur-
jectivité de Hl(K,F) d Hl(K,X) , que Vv(X)+w(X) =0 . D'ou l'asser-

tion c) et l'assertion b) dans le cas général.

PROPOSITION 6.1.2. L'application v(X) est induite par un mor-

phisme de k-groupes guasi-algébriques

v(X) : gl(x) - HomAb(X'(K),Z/nZ)

(autrement dit, v(X) s'annule sur gl(x)o(k)).

L'homomorphisme ﬂo(g(x)) est un isomorphisme.

Preuve : La proposition est vraie lorsque Xﬁ=pn .
Pour un okjet quelconque X de m(n) , 11 existe une K-suite

exacte :
- -> -
F2 F1 X 0]

ou, pour i=1,2 , ona : F, = BT, avec K./K finie galoisien-
i K.lk B i
i
ne contenant une racine de 1'unité d'ordre n , et Ii un ensemble

fini. On en déduit un diagramme commutatif exact de groupes abéliens :

mt(k,F) ——s H(KF,) —— H(KX) — O
v(Fz)l vy v(x)
Hom(Fé(K),Z’/nZ) -—-»Hom(F'l(K),z/nz) — Hom(X'(K),Z/nZ) — O .
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Les homomorphismes v(Fi) sont quasi-algébriques, puisqu'ils s'iden-
tifient aux V(Mn) i relatifs a K, (qui sont quasi-algébriques, par
le lemme 6.1.1, b)). Il en est donc de méme de v(X) , qui est donc
induit par un morphisme de k-groupes quasi-algébriques

v(X) : gl(x) = Hom(X'(K),Z/nZ). L'exactitude a droite du foncteur T
montre alors, puisque ﬂo(g(Fi)) est un isomorphisme pour i=1,2 ,

que ﬂo(y(X)) est aussi un isomorphisme.

LEMME 6.1.3. Les homomorphismes composés

1 can 1,., Vi 1,.,
H (K,X) —— Eth(X (K),K ) —— Extz,(x (K),2Z)

ah(k, %) Y, gom(x' (x),2/n7) 25 Ext (X' (K), )

sont opposés.

Preuve : Ces deux homomorphismes composés dépendent fonctoriellement
de X . Par le méme argument que ci-dessus, on est ramené a montrer le
lemme pour X=BH]. Ces deux homomorphismes s'annulent alors sur
UK/U; . Soit t une uhiformisante de K, et soit t sa classe dans
K*/K*' . L'image de Tt par le premier composé est la classe d'isomor-

phisme de la suite exacte :
0—2 %7 — 2Z/n7 —0 ;

dans le deuxiéme cas, c'est 1l'image réciproque, par "idz/nz de

celle-ci. D'olu le lemme.

Nous allons maintenant étudier le noyau gl(x)O de y(X) , dont
le groupe des k-points sera noté Hl(K,X)o , ou Hl(X)o s'il n'y a
pas d'ambiguité. Les éléments [E] de Hl(K,X)o sont caractérisés
par le fait que Bx(g) se factorise & travers gl(pn)o . Ceci équi-

vaut a la bijectivité de la projection :

T_(g'®,)) > T_(Coker 3,(8)) .
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PROPOSITION 6.1.4. Pour tout objet X de m(n) , soit
3(x) : B (K,%)° > Exty (81 (x')°,2/n02)

1l'application gui, & la classe d'isomorphisme de l1la K-suite exacte §:

0*X=F>Z/mzZ~ 0,

associe la classe d'isomorphisme de la suite exacte de k-groupes

guasi-algébriques, troisiéme ligne du diagramme commutatif & lignes

exactes :
B (k) — B'(F) — B(X') —o0
2 | |
0 — Z/nZ% —— g*(gl(F')) —»gl(x') — 0

H 1 I

0 — Z/n7 — "y, (8 (F')) — B (X)° — 0 .

L'application 9%(X) est un homomorphisme injectif, fonctoriel en les

objets X de m(n) .

En d'autres termes, 1'homomorphisme @(X) associe & [&] le

bord
T (BT(X')) > T_(Coker 3,(§)) = Z/nZ

de la suite exacte d'homotopie appliquée & la k-suite exacte

0 = Coker 3,(§) * H'(F') » H'(X') > 0 .

Preuve : Soit f:X 2 Y un morphisme dans m(n) . Soit [&] wun é1é-
ment de Hl(K,X)o , et soit [n] = Hl(K,f)([§]) son image dans
Hl(K,Y)o . On peut donc représenter [E] et [ﬂ] respectivement par

les lignes exactes du diagramme commutatif de K-groupes

0= X2 F =2 Z/nZ~ 0

g

0 Y2 £F>2Z/nZ>0 .
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D'ol la commutativité du diagramme de groupes profinis :

ey 20E) g (coker 3,(5)) = /nz
1 [
"l(l;l_l(Y')) W"O(Coker BY('ﬂ)) = Z/nZ .

Ceci montre la fonctorialité de @(X) en les objets X de m(n) .
En outre : ¢(Xl><X2) = Q(X1)><®(X2) . Il est alors aisé de voir que
9(X) est un homomorphisme de groupes.

Soit [E&] un élément du noyau de &(X) , représenté par une

K-suite exacte comme ci-dessus. L'homomorphisme
1
- '
ﬂo(Coker Bx(§)) ﬂo(g (F'))
est alors injectif, et donc 1'homomorphisme canonique
1 1
m 4 !
o(g (un)) 0(§ (F'))
est aussi injectif. Par la proposition 6.1.2, ceci équivaut a 1l'injec-
tivité de Hom(Z/nZ,Z/nZ) - Hom(F(K),Z/nZ) , ou encore a la surjecti-
vité de
F(K) ® Z/n7Z .

Ceci signifie que le bord Z%/nZ - Hl(K,X) de la suite exacte des

points de & & valeurs dans K est nul, donc que [§] est nul.

Bien entendu, 1'homomorphisme @(X) est égal a é(X(p)) , si
X(p) est la composante p-primaire de X . Soit prn l'ordre de cette
composante p-primaire. Nous montrerons que @(X) est un isomorphisme
quasi-algébrique, et, éour cela, nous commengons par reconnaitre

LI m) lorsque K contient le groupe Mm des racines pm-iémes de
P

1l'unité.
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PROPOSITION 6.1.5. Supposons que K contienne le groupe Mm es
racines p -iémes de 1'unité, et soit w: Z/p"Z > m n un
P
K-isomorphisme. Le composé
S ) w(K),
B (K ) —B— mxe (81(2/072)°, 2/6"™8) —— Bxt (51 (2/p"2)%, 1)
p 1 *
lg (w)
1,..1 o
Ext, (H (mpm) M)

est induit par 1'isomorphisme @m défini en 5.2

Preuve : Il suffit de montrer que ces deux homomorphismes coincident

sur 1'ensemble des éléments d'ordre pm de Hl(K,m m)o = Hl(R,m m)'
P p
Soit donc X un élément de Uk qui n'est pas dans U§ . Sa
classe dans Hl(K,M n)o est représentée par la K-suite exacte :
P
O"[Hm"F“’Z'/me”O,
p
1'opération du groupe de Galois G(?/K) sur F(X) = z/mexm.n3R)
P
étant donnée par :
. . g i
o (i,C) = (1,C(-%§l)l) '
m m ~
on xF =X, (i,0)€z/p xR (K)
p
L'opération de G(?/K) sur F'(K) = (Z2/p"Z) X nJ%) est alors
P

donnée par :

oL (5,6) = (1,0(TEH)

Soit =z 1la racine de 1 d'ordre p" définie par : z=w(K) (1)
(1€ Z/pmz est la classe de 1€ %), et soit s 1le générateur du groupe
m
de Galois G(K'/K) de l'extension K'/K (o0 K'=K(x) , x* =)

défini par : s(x) =2zx . On considére alors le diagramme commutatif

exact de K-tores :
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0 —Vy, —> € XV, — €, —>0
m
ST :
o——»vK.——>TT G — G — 0

K'|K m,K' NK'/K m,K
ol les fléches horizontales sont canoniques, et ol, pour toute
K-algébre A , o(A) et CDO(I\) sont définis par :
Ay o AT Ay - (k' e A)¥
e(h) XVK'();(KK)
(a,0) » (19 q) (28))~1

(si o= T x*®a,c¢€ (K-®KA)* sona:s(@) = I x'®azl) et
o€i{pm 1 ogi{pm

o (M) 5 Ve (h) 2 v (4)

o (s_.(;/) )_l

i a= % i € A
Le noyau de ©_ est ¥ _ . En effet, si « (10om X ®ai (Ker <PO)( )
o) O\ifp
on a : z x1®oli(z1—l) = 0, et donc &, =0 pour i#0 ; d'ol
ogi{p™m o
ot=1®oto , NK./K(A)(OI)=1 , d'ou ag =1 . Donc Ker wocmpm , et,

comme il contient évidemment m ¢ il lui est égal. Il en résulte en
particulier que <Do est une isogénie de tores. Décrivons le noyau de

¢ , qui est extension de W m Par M oo On a :
p

(Ker ©)(X) = { (a,a) EXX(k'®,K) " ; k@ R =1 18 a=8L2))

. e ~ s . . ~ =

Si (a,a) € (Ker ¢)(K) , on a, en particulier Neeo ®KK/E(1® a)=1,
m ) m i
d'od aP =1, et il existe donc i , 0{i{p™, tel que a=2z" .
Alors : s(a)= (1® Z')a , et il existe donc aiefl\('* tel que :
. . .m

=5t i ~ = c AP = K i
o=x ®ai . Puisque NK,®K K/K(a) 1, o0ona: A oy 1 dans K , et il

. . (ol S i Py
existe donc j , O j<p tel que &, =z-x . De plus, tout élément

de la forme (z', x*®27x™1) est dans (Ker 9)(K) . Donc :
(ker ) (K) = {(z%, x'®23x™) €K' xv,, (&), 01, 3¢(p™ ,
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ou G(’l\(J/K) opére par : O.(z1,x"®2x71) = (2%, x¥® zlo(x)7Y) .
Considérons 1'application :

£: 7 (K) = z/p"gxp _(K) > (Ker ©)(K)
P
(i,6) = (2t x*®cx™h) .

C'est un isomorphisme de groupes abéliens. De plus :

£ (4,0)) = £1,0(TEH) T = (gt o (T i

(zhxiecox) ) = ome(i,0) .

On en déduit que l'on a un diagramme commutatif exact de K-groupes

0—>|p.m—-—> F' —»Z’/pmz—>0
p

I ! Jw

O —wp  —Ker ¢ — g .~ —>0 .
P 14

D'ou un diagramme commutatif, & lignes exactes, de groupes abéliens :

N, .. (K)
0 — V., (K) k¥ KK K' — 0
3
| | |
Hl(K,m m) — Hl(K,Ker Q) —> Hl(K,m m —>0
P P
I I THHK,w)
B (K ) — H(KF') — B (X,2/p"2) — 0 .
P

Soit T une uniformisante de K' . Calculons 3(5—(,1,1)) .

s(&))-l

= . I1 existe donc

Soit a€ VK' (E) tel que §—(Tl)® 1= (
~ % _ =1 . = .
LE€K tel que o=T ~“®u . Puisque Ny, ®K?«<ﬁ~<(a) =1, on a :

-1 pm ~ . ' ~ %
NK'/K(T )u¥ =1 dans K . Soit alors T'€K tel que

m .
™P = K'/K(T) . Il existe donc i , 0¢i{p" , tel que w=z'T' , et
donc : °l=T-l® z'T' . Alors B(S(TT)M est la classe du 1l-cocycle :
(o) _ 1 ie 2lo(r) | o(r)
o~ = . = — .
[ T—1®le' T
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Puisque [5] est d'ordre pm , l'injection p m(K) = F(K) est un

p
isomorphisme, et la projection "o(gl(F')) i WO(El(M m)) est un iso-
p
morphisme. La suite de k-groupes quasi-algébriques
1
e ) = gir)° > g2/ - o
p
est alors exacte. On obtient donc un diagramme commutatif exact de
k-groupes :
o
O— M — I=JK,/V, —> Y —0
W(K)—li l 1§I(W)°can

0 — 2/p"7 — v, (58 (F')°) — B (Z7/p"D° — 0 .
D'ol la proposition.

THEOREME 6.1.6. L'homomorphisme %(X) (6.1.4) est induit par un

isomorphisme de k-groupes guasi-algébrigues unipotents connexes :

2x) = gt - (BN (x)°)" .

Preuve : Soit K'/K une extension finie galoisienne contenant une
racine d'ordre p" de l'unité, et trivialisant X (X étant annulé
par p"). On en déduit un diagramme commutatif de groupes abéliens, ol
toutes les fléches, sauf peut-&tre celle du bas, sont induites par des

k-morphismes quasi-algébriques :

k0% 2 pel (gt k%)%, 2/6™)

*
Cor Res

BHK X e Bty (B(K,X)°,2/0™)

oi @ esta K' ceque % est & K . La fléche horizontale du haut
est un isomorphisme quasi-algébrique, d'aprés la proposition 6.1.5 et

la proposition 5.3.2. Les fléches verticales sont surjectives (par le

Al



L. BEGUERI

corollaire 3 de la proposition 2.2.1) et quasi-algébriques. Il en

résulte que la fléche horizontale du bas @(X) est aussi surjective

et quasi-algébrique. Comme elle est, en outre, injective, on en déduit

le théoréme.

6.2. Point de vue des catégories dérivées, pour les K-groupes

finis annulés par une puissance donnée de p .

Dans ce paragraphe, nous fixons un entier n? O . On rappelle que

mn est la catégorie (abélienne) des K-groupes finis annulés par
On note £o (resp. Sl) la sous-catégorie pleine de mn dont les

okjets L vérifient L(K)=0 (resp. L(K)=L'(K)=0).

LEMME 6.2.1. Tout obiet de mn est quotient d'un obijet de £0

Preuve : a) Montrons d'abord que, pour toute extension finie K'/K ,

il existe un K'-épimorphisme F,2 (Zyan)K. , ou F est un

1
K'-groupe fini annulé par pn et tel que Fl(K‘) =0 .

p

En effet, soit F un K'-groupe fini annulé par pn , mais non

n-1

n

par p , tel que F(K')=0 (un tel K'-groupe existe, par exemple

le noyau de 1'épimorphisme norme NK"/ ot T (Zyan)K“ b (ZVan)K. ,

KuIKI
ol K"/K est une extension finie de degré [K":K'] premier & p).

Soit alors §¢€ Hl(K‘,F) un élément d'ordre p" , qui est représenté

ar une K'-suite exacte
p

0 —>F —F, 5 z/0%7 — 0,

N

ou pnFl=(3 ; alors €& est l'image, par 1'homomorphisme cobord
3:z/p 7 > HH(K',F) ,

de 1'élément 1€ Z/p"Z . Puisque & est d'ordre p" , 1'injection

F(K') » F,(K') est un isomorphisme, et donc F,(K') est aussi nul.

1

b) Soit X un objet quelconque de mn , et soit K'/K une

extension finie telle que XK' soit constant. Il existe alors un
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entier r) O et un épimorphisme d'objets de mn :

1T (z/p )" =+ x .
K'lK

Composant cet épimorphisme avec 1'épimorphisme

T W= TT FY - Wl_ (z/p"z) %

K'IK K'|K K'|K
(ol u est le K'-épimorphisme défini dans a)), on obtient un épimor-
phisme L-X d'objets de M , od L(K) = FII‘(K') =0 . D'ol le lemme.

LEMME 6.2.2. Tout objet X de £o admet une résolution

- - - -
[0} X Yo Y1 o,

9

ol Y et Y. sont des obijets de &, .
o 1 1

Preuve : a) Montrons d'abord que, pour toute extension finie K'/K ,

il existe un K'-groupe fini F , annulé par pn , mais non par pn—l,

tel que F(K') = F'(K') = 0 .

n-1

Soit L un K'-groupe fini tel que p 'L=0 , p' "LFO0 , et tel

que L(K')=0 . En appliquant le lemme 6.2.1 & L' (en remplagant K

par K'), on voit qu'il existe une suite exacte de K'-groupes annu-
1és par p" :

o=*L-" F1 d F2 2> 0,
telle que Fi(K'j==Fé(K')=() - Choisissons un F, contenant L , tel
que Fi(K‘)==O et pnFl= O , et dont l'ordre soit minimum. Si Fl(K‘)
est le plus grand sous-K'-groupe constant de F1 , on en déduit un

diagramme commutatif et exact de K'-groupes
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I 1

0 — L —>F1/F1(K ) —>F2/F1(K ) — 0 .

| l

o] o]

Le K'-groupe Fl/Fl(K') contient L , est annulé par pn , et son
dual de Cartier (sous-K'-groupe de Fi) n'a pas d'autre K'-point
que O . Vu la minimalité de F, , on en déduit que la projection
F1 g Fl/Fl(K‘) est un isomorphisme, donc que Fl(K')= 0 . Le
K'-groupe F==Fl satisfait aux conditions requises.

b) Soit X wun objet (non nul) de So , et soit K'/K une
extension finie telle que Xﬁ, soit constant. Il existe alors un

entier k20 , et k. couples (ni,ri) d'entiers ?» 0 (avec ni< n),

et un K'-isomorphisme

r r.
n, 1 n, k
Xk. > (z/p ~Z) X...X (Z/p "27) .
Pour chaque j (1€ j€k) , on choisit un K'-groupe Fj fini, annulé
n, n.-1
par p J mais non par p J , tel que Fj(K')==F5(K') =0, et 1'on

considére une K'-suite exacte

n.
O"’Fj"Gj"Z/pJZ“’O

. n. .
représentant un élément d'ordre p J de Hl(K',Fj). En particulier,

on a : Gj(K‘) =0 . On en déduit la K'-suite exacte produit :
r r r r
1 k 1 k
- - - (=Y
0] F1 X.ooX Fk G1 XeooX Gk XK' o,

et donc, par dualité de Cartier, une K'-suite exacte :

o - XK' *Y>z=*o0,
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telle que Z(K')=2'(K')=Y'(K)=0 . Par restriction de Weil de K' a

K , on en déduit la K-suite exacte

0~ _H—XK." Ty~ TT z=o0

K'IK K'IK K'lK

dont 1'image
o*x=y =»y = T z~o0
K'IK

par 1'épimorphisme norme T XK' 2 X vérifie :

K'IK
vi < (T vy = ( IT ¥ (k) =¥ (k') =0, Y;(K) =2(K') =0,

K'|K K'lK

et enfin Yi(K) =Z'(K') = 0 . D'oul le lemme.

Pour toute catégorie abélienne A , nous notons Kb(A) la caté-
gorie triangulée des complexes & homotopie prés, formés d'objets de
A , et qui sont bornés ; la catégorie dérivée correspondante est dési-
gnée par Db(A) , et le foncteur de localisation Kb(A) - Db(A) est
noté Q .

Nous noterons aussi Kb(SO) [resp. Kb(ﬁl)] la sous-catégorie
triangulée de Kb(mn) dont les objets sont formés d'objets de £o
(resp. de 31).

Soit Qn la catégorie abélienne des k-groupes quasi-
algébriques unipotents annulés par pn .

Soit :

Hl : M =2
= n n

le foncteur qui, a un objet X de mn , associe le k-groupe quasi-
algébrique ﬁnipotent gl(x) défini par le lemme 4.3.1. C'est un fonc-
teur additif, qui se prolonge de maniére unique en un 3d-foncteur

(au sens de [12]) de catégories triangulées, noté encore :

g KPm) > k°(2)) .
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PROPOSITION 6.2.3. Le d-foncteur

gt K°m) » kP2

= n n
admet un dérivé gauche (L§1,§) , ou & est un morphisme du foncteur
composé

Lyl
K m ) 2 pPm ) =5pP(2 )
n n n

dans le foncteur composé
b R b
K’ ) £ k22 ) LpP2) .
n n n

Pour tout objet X° de Kb(So) , le morphisme &(X°) est un isomor-

phisme de Db(Dn) .

Preuve : Pour tout objet X° de Kb(mn) , il existe, par le lemme
6.2.1, un objet L° de Kb(So) et un quasi-isomorphisme L° =X’

De plus, si L° est un objet acyclique de Kb(ﬁo) , le complexe
gl(L') est aussi acyclique (ceci résultant de la remarque qui suit la
proposition 4.3.2). Il résulte alors du théoréme 5.1 de [12] (p. 53),
que gl admet un dérivé gauche (Lgl,§) , ou & wvérifie les condi-

tions de 1'énoncé.

REMARQUES. Notons 7 la catégorie (abélienne) des K-groupes de
type multiplicatif, et (Pf/k)N la catégorie (abélienne) des faisceaux

en groupes abéliens sur le site étale des k-schémas parfaits.

1. Soit M la sous-catégorie pleine de 7 dont les objets sont con-
nexes, c'est-a-dire sont des K-tores. Si go : mC - (Pf/k)N est le

foncteur qui, & un tore T , associe le faisceau que définit la réali-
sation de Greenberg parfaite du R-modéle de Néron de T , alors go
se prolonge de maniére unique en un foncteur additif Eo : M- (Pf/k)N

[on pose, en effet : go(x) = Ker u(K) , ou u :To 2> T est un épimor-

1
phisme quelconque de K-tores dont X est le noyau]. Ce foncteur

additif se prolonge lui-méme, de maniére unique, en un Jd-foncteur de
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catégories triangulées
B kP > xP((pe/x))

Puisque tout objet de Kb(m) admet un quasi-isomorphisme dans un
objet de Kb(mc) , et que go transforme tout complexe acyclique de
tores en un complexe acyclique, le foncteur go admet un dérivé droit

(Rgo,w) , ol ® est un morphisme du foncteur composé

HC ~ ~
kP m) = kP((pe/x)”) L DP((PE/K))

dans le foncteur composé
o
RH ~
K°(m) &> p®(m) —=-P((pe/x)7) ,

ceci résultant encore du théoréme 5.1 de [12] (p. 53).

2. Notons ¢ :Db(Dn) ad Db((Pf/k)N) le foncteur canonique (n étant
fixé).
Soient X un objet de mn , et 0> X T, 3 T, -+ 0 une

K-résolution de X par des tores. Choisissons un entier m) O tel
que le sous-groupe (fini) de p-torsion de TO(K) soit égal au

groupe des K-points du noyau (To) - de la multiplication par p

(M iopin
X l'objet de 7 obtenu par le

dans T _ . Notons alors
o m+n

diagramme commutatif et exact suivant

(m)

0 — (T)) — X
o’ m
b
I bl
0 —(T) . . — T 2257 —o0 .
o’ m o o
p
Vu le choix de m , l'homomorphisme injectif

—_— X — 0

(m)
(1) (k) > x™ ()
p
est un isomorphisme. Du diagramme commutatif et exact suivant d'objets

de 7
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m
o—»(’ro)pm-—-»To—P—-»To—vo

l I e

(m)

0 — X - T ———T —> 0 ,
(e} m 1
uep

on déduit donc, dans Kb((Pf/k) ) un morphisme de complexes concentrés

en degrés O et 1 :

qui, vu le choix de m , est un quasi-isomorphisme.
D'autre part, soit O X_l - Xo 2% X 2 0 wune résolution de X
par des objets de £o . Il existe un complexe (concentré en degrés -1
-> ' | = =
et O0) Y, 7Y, d'objets de mm+n tels que YO(K) Y__l(K) 0, et,

dans Kb(mm+n) , des quasi-isomorphismes :

Y, —»Yo Y, — Y

oo ! !

X_| — X, (T) — x(™
P

On en déduit, dans Kb(:'lm ) . et donc aussi dans Kb((Pf/k)N) , des

+n

quasi-isomorphismes de complexes concentrés en degrés -1 et O :

1 1

1
B (Y_)) — H(Y) B (Y_;) ——H(Y))
1 1 1 : 1,.,(m)
B (X_;) — H (X)) H ((To)pm) — B (X)) .
On en déduit, dans Db((Pf/k)~) , un isomorphisme (fonctoriel en les

objets X de mn) :

~

RE®(X) > (bAOLLIl(—l))(X) .
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Notations. On note
b D ,n0
. -+
C : D (mn) D (Mn)
la dualité de Cartier, et
b b, no
: >
f: D (Dn) D (Qn)
la dualité de Serre.
Si X' est un objet de Kb(Sl) (c'est-a-dire tel que Xi(K)=
Xi(K)= O pour tout i€ Z , ou, ce qui revient au méme, tels que les

groupes quasi-algébriques gl(xi) et gl(xi) soient tous connexes),
on note
*
2x) : ghx) > BRX)
1'isomorphisme, dans Kb(Qn) , donné par :
M = . - '
2(x7), = 2(x;) : BHU(X;) P HU(X))

ou E(Xi) est défini (pour tout i€ Z) par la proposition 6.1.6.

PROPOSITION 6.2.4. Il existe un unique isomorphisme de foncteurs

(ces foncteurs avant Db(mn) pour source, et Db(ﬂn) pour but)
® : L1=il d d’oLgloc

tel que, pour tout objet X° de Kb(ﬁl) , 1l'on ait :

B(a(x")) = [LE(x' ") ]oQ(E(X")) o8 (X") .

b

Preuve : Pour tout objet X° de K (£,) , considérons le composé :

1

rat(a(x)) X gulx)) LB gulx )ty LEX D) gorploc(qx).

On a ainsi défini un morphisme du foncteur restriction de Lgloo a

A

Kb(Sl) dans le foncteur restriction de JOLEIOQ a Kb(Sl) (ces deux

foncteurs ayant pour but Db(Dn)) . Autrement dit, si
b

(£1)q—iso - Db(mn) est le foncteur canonique, on a ainsi défini

un morphisme de foncteurs :
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Lﬁlob - fOLElocob = JOLﬂloLOC .

Par les lemmes 6.2.1 et 6.2.2, le foncteur ¢ est une équivalence de
catégories. En utilisant un foncteur quasi-inverse de ¢ , on obtient

le résultat.

Nous allons maintenant décrire l'effet de ©O(X) (pour les objets
X de mn , identifiés & leurs images canoniques dans Db(mn)) sur
les i-émes groupes de cohomologie du complexe Lgl(X) .

On note @i(x) 1'isomorphisme (quasi-algébrique) induit par

®(X) sur le i-éme groupe de cohomologie de Lgl(x) , pour un objet
X de 7.

n
Remarquons d'abord que : Hl(LL-__Il(X)) =0 si i#0 , -1

H'l(Lgl(X))==x(K):=Homm (z/p"27,%)
n

HO(LE' (X)) (k) = H' (X) = Hom (z/p"2,7(X))

b

D (7 )
ot T est le foncteur translation.
On note encore v € Hom b (Lgl(m n),Z’/an’) 1'image du
D (mn) p
k-morphisme y :gl(m n) = z/p"Z par le composé :

p
1
Hom, (H™ (& _),%/p"Z)) = Hom (Iil ® _).z/p"2Z) * Hom (LIjl(M ), Z/p"%)
Q= n b = n b = n
n p D (2) p D°(2) p
ol la premiére fléche est canonique, et ol la deuxiéme est la composi-

tion avec E&(p n) .

p

PROPOSITION 6.2.5. Soit X un _objet de mn . L'homomorphisme

®O(X) s'identifie au composé suivant

LHl

c H
Hom (z/p"Z, T(X) )= Hom (f',T(mpJ)—:a Home(

D°(M) D n

b (Lgl(X'),T(Lgl(p )))
(m 2) p
\T('\__/)*

Hom . (LE'(X'),T(z/p°7)) .
DT (2)
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En outre, ®_1(X) s'identifie a 1'homomorphisme
n 1,.., n
Homm (z/p Z,X) - Homy (B (x'),%/p 2Z)
n n

qui, & f , associe gogl(f').

Preuve : a) Pour un objet X de £1 , le morphisme ®O(X) :El(x) I
§1(X')* est égal & &(X). Il associe donc, & la classe de la suite
exacte 0= X~ F = Z/p"Z » 0 formée d'objets de mn , l'image dans
Exti(gl(x'),zypnz) de la suite exacte d'objets de bn

o> ' ) > B (F) ~Ex) + 0.
b

Et l'on voit que le composé considéré est égal a @O(X).
b) Si X est un objet de £o , soit 02 XY =Y -0 une résolu-
tion de X par des objets de Sl . Vu la nullité de Yl(K) et 1'exac-

titude a droite de gl sur mn » le foncteur Hom . (ZVpn?,T(.))

transforme cette suite exacte en suite exacte. Il en est de méme du

foncteur Hom . (Lgl(.'),T(ZVPnZ)) , puisque ﬂo(gl(Yi)) et

D7(2)
Hom (Lﬂl(x'),Tz(ZVan)) sont nuls (en effet, W, est injectif
D (2 ) ~

n
dans Dn , et Z/an est le noyau de 1'endomorphisme F-id de Wn).

Les fléches

Hom .  (Z/p"Z,T(.)) » Hom ,  (LE'(.'),T(z/p"7))
D>(m ) | p®(2)

considérées dans 1'énoncé, avec respectivement . = X, Y . Y forment

l ’
alors les colonnes d'un diagramme commutatif dont les lignes sont des

suites exactes courtes. Les deux fléches verticales de droite coincident
avec @o(YO) et ®O(Y1) respectivement. La fléche verticale de gauche

coincide donc avec ®O(X).

c) Si X est un objet quelconque de mn , soit 0=y Y *Xx-o

une résolution de X pér des objets de SO . On obtient, dans Qn ’

le diagramme commutatif
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Hom (z/p 7, T(Y ,)) ————> Hom (7/p 27, T(Y_))
P m ) -1 pP (7 ) °

D (

Hom | (Lgl(yll),T(z/p“z)) — Hom

(et (v!), 1(z2/p"2)) .
p°(2 ) D (2 ) ©

Par passage aux conoyaux [resp. aux noyaux] des fléches horizontales,

on obtient, compte tenu de la nullité de Hom b (Z/an,YO) , de
n 2 ? ( n 2 n
Hom . (Z/p Z,T (Y_l)) et de Hom 4 (Lg (Yll).T (z/p Z)) ., la
D (mn) D (2 )
fléche de 1'énoncé
Hom . (#/p"&,T(X)) —> Hom ,  (LE'(X'),T(#/p"®)
D (mn) D (Dn)

[resp. Hom b (Z/p"%,X) —> Hom b
D (M) D (D

E x), 76 ] .
n 1’1)

La proposition résulte alors de b).

6.3. Dualité pour un p-groupe fini et plat sur R .

PROPOSITION 6.3.1. Soit X un p-groupe fini et plat sur R .~

. . s 1 . . . . .
Ls restriction a H (R,X) de 1l'isomorphisme quasi-algébrique (6.1.6)

2x) : BH(x)°~ (ghx)°]”

se factorise par une immersion fermée

2.(x) = gt (r,x) - [gtx)°mtrx)]" .

Preuve : Tout élément [E] de Hl(R,X) peut étre représenté par une

R-suite exacte & (rappelons que c'est au sens fppf)

0=+ X->F=2Z/p"Z2"0,
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ot p" annule X et F . Par dualité de Cartier, on obtient une

R-suite exacte §' , (O n » F' =% X' =0
p
d'ol un diagramme commutatif exact de k-groupes quasi-algébriques :
3¢(8) 1 1
X'(R) —— HE (R,» ) * H(RF') ® H(R,X') * O
|| L |
3, (8.)
x'k) 2L gle ) s gl s glx) 2o .
p

On en déduit un diagramme commutatif de groupes profinis :

”l(gl(R,x')) * 7_(Coker 3,(8))

l |

T (EN(X')) =+ 7 _(Coker 3,(5.)) -

Or Coker BX(E) est un quotient du k-groupe connexe gl(R,p m) ,
p
donc est connexe. Alors QX(EK) s'annule sur ﬂl(gl(R,X')) . Ceci

montre que le composé :
*
glRx) =+ B 0° 23, (51 (x)°1" - [glR,x")]
est nul, d'ou la proposition.

THEOREME 6.3.2. Le morphisme de k-groupes gquasi-algébriques :

3. : B (RX) 2 (g (x)°/8 (R,x)]"

est un isomorphisme.

Preuve : Soit d (resp. d') un élément de R qui engendre la diffé-
rente absolue de X (resp. de X'). Par [15], 1'idéal dd'R peut

aussi &tre engendré par l'ordre |X| de X . D'ol 1'égalité :
v(a) +v(a') = v(lxl) .

Par les propositions 4.2.2 et 4.4.2, cette égalité se traduit par
1'égalité :
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, 1 , 1 . . 1 , 1,.,
dlmk H (R,X)+d1mk H (R,X') = dlmk H(X) = dlrnk H (X') .

Les k-groupes quasi-algébriques connexes gl(R,X) et le dual de
Serre de gl(x')o/gl(R,X') ont donc méme dimension. L'immersion fer-

mée ¢R(X) est donc un isomorphisme.

Notons que ce théoréme est un analogue, dans le cas géométrique,
d'un théoréme obtenu par B. Mazur dans le cas p-adique (cf. [13],

1.6 (iii)).
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§7. CONSEQUENCES : DUALITE POUR LES VARIETES ABELIENNES

A BONNE REDUCTION, ET DUALITE POUR LES TORES

7.1. Dualité pour les variétés abéliennes a bonne réduction.

PROPOSITION 7.1.1. Soit A un R-schéma abélien de dimension 4,

et soit A' le R-schéma abélien dual de A . Pour tout entier

nyl , soit An le novau de la multiplication par n dans A . La

dimension du k-groupe gquasi-algébrique gl(K,A)n , conoyau du mor-

phisme canonique gl(R,An) nd gl(An) , est v(nd) , et le groupe de ses

k-points est Hl(K,A)n . Il v a des isomorphismes canoniques :

1) 7 (8N (k,a) ) = Hom(a!(K),0/?)

2) [ghx,a) 1° = (a'(®)/ma'(x))",

od A'(K)/nA'(K) est le k-groupe guasi-algébrique conoyau de la

multiplication par n dans le groupe proalgébrique é'(K) des K-points
de A'.
Preuve : De la R-suite exacte

n
o - An *A*A~+O,

on déduit 1'égalité de gl(R,An) avec le conoyau de la multiplication
par n=G(n) dans le groupe proalgébrique A(R)=G(A} (4.1), qui est

aussi égal & A(K). D'ou une immersion fermée de k-groupes quasi-

algébriques 1
A(K)/na(K) » B (a) .
Le groupe des k-points de son conoyau EI(K,A)n , est le conoyau de

A(K)/nA(K) - Hl(K,An) ,

et donc est égal au noyau Hl(K,A)n de la multiplication par n dans

Hl(K,A) . L'ordre de A est n2d . La multiplication par n dans A

induit la multiplication par n dans le R-module 1libre ak de rang

85



L. BEGUERI

d : la différente absolue de A est donc engendrée par n@ . On en
déduit 1'égalité :
. 1 _ 24 d, _
dlmk H (K,A)n = v(n®) -v(n’) = v(n’) .

Le premier isomorphisme de 1'énoncé provient de celui de la pro-
s . 1 . s )
position 6.1.2, puisque, H (R,An) étant connexe, la projection cano-

nique

1 1
T(E(A)) =T (B (K,A))

est un isomorphisme.
Le deuxiéme isomorphisme est déduit, par passage aux conoyaux, du
diagramme commutatif de k-groupes quasi-algébriques, & lignes

exactes :

0 —> ;Il(R,An) —_ }=11(An)o — [gl(K,A)n'_lo -0

@) ‘ &)

1 *

o= (lg'w,an 19" ~ [E'@)°1" » @w'ra) " » 0

ol Q(An) et QR(An) sont les isomorphismes respectivement décrits
dans les théorémes 6.1.6 et 6.3.2.

Au §8, nous établirons un théoréme de dualité plus précis, et
plus général, puisqu'il vaudra pour les K-variétés abéliennes quel-

conques.

7.2. Dualité pour les tores.

Soit T wun tore sur K , et soit M = HomK(T,Gm) le K-groupe
de ses caractéres. Pour tout entier n> 1 , on note Tn' le noyau de

la multiplication par n dans T , et Tﬁ le dual de Cartier de Tn ,

qui est donc le conoyau de la multiplication par n dans M . Soit

T(d) le tore sur K , plus grand quotient déployé de T : son groupe

.

des caractéres est le K-groupe constant H°(K,M) = M(d)°‘2r , ou r

86



TORES

est le rang déployé de T . Le quotient M(?)/HO(K,M) est sans tor-

(a)

sion, et donc le noyau de 1'épimorphisme T = T est un tore T

1

sur K , dont le rang déployé est nul. Il résulte alors de [17] que le
groupe des composantes connexes de la fibre spéciale du R-modéle de
Néron de T est un groupe fini, tandis que le groupe des composantes

1
connexes de la fibre spéciale du modéle de Néron de T(d)

est libre
de rang égal au rang déployé de T .

On note % le R-modéle de Néron de T , et Qm celui de G .
Notons que Qm , ainsi que ¢ en général, est localement de type fini,

*
mais non de type fini. On notera K le Xk-groupe gm(K) .
PROPOSITION 7.2.1. L'accouplement

H°(K,M) X T(K) = Z

(x , x) P v(x(K)(x))

définit un isomorphisme :

v(T) : HO(K,M) = Hom(T (¥, ). %) .

Preuve : L'homomorphisme composé v(T) :

~

HO(K,M) = Hom (T, ) > Hom_(¥,G ) - Homk(g(K),Ié*)

v

Homk(g(K),Z)

1]

Hom, (T _(I(K),Z)

T
Hom, (T (¥ ). %)
donne 1'accouplement
o
H (K,M) XT(K) » Z

décrit dans 1'énoncé. L'homomorphisme v(T) est fonctoriel en T . Le
carré suivant, ol les fléches verticales sont les isomorphismes cano-

niques, est donc commutatif :
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(a)
#(x,m(d)y lﬂ—)»ﬂom(ﬂo(%’]id) )

H (I:rM) ( 5 > HO![’l(ﬂ ("f ) IZ)
v(T (&) k
)

Pour montrer la proposition, il suffit donc de montrer que v(T
est un isomorphisme, et méme, puisque vVv(T) commute aux produits, que

v(Gm) en est un. Or :
v(6 ) : Z* Hom(T_(K'),%) = Hom(Z,2) = Z

*
associe, & n€Z , l'homomorphisme : v(X) + v(A") (A€K ) ; c'est
donc 1'identité de Z . D'ouU la proposition, puisque la projection

canonique :
T
ST » T &)
est un isomorphisme.

PROPOSITION 7.2.2. Il v a un isomorphisme canonique, fonctoriel

en T , de groupes abéliens finis :

Hl(K,M) - Ext;,(vro(fk),z) .

Preuve : Lorsque T est déployé, il n'y a rien & démontrer, puisque
les groupes Hl(K,M) et Ext;(ﬂoefk),z) sont alors tous deux nuls.
Dans le cas général, soit K'/K une extension finie galoisienne

qui déploie T . Le K-groupe quotient du monomorphisme canonique

Mo T M,

K'IK
est sans torsion, et donc est le groupe des caractéres M' d'un tore
T'. On a donc deux suites exactes de K-groupes, duales de Cartier

1l'une de l'autre :

0= M = TTV
K'|

MK' + M' = 0O

o-T = [ 7, 1T">0.
k'|lk ¥

=

=
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De la deuxiéme suite et de la proposition 2.2.1, on déduit la suite

exacte de k-groupes parfaits, & composante neutre proalgébrique :
0~ T'(K) » T(K') » I(K) » O .

La proposition 7.2.1 nous donne alors un diagramme commutatif de grou-

pes abéliens de type fini, & lignes exactes :

0 — °(k,M) — H°(K',M) —> H°(K,M') — H'(K,M) — O

| l |

0 = Hom (I(K),Z) > Hom (T(K'),Z) = Hom (T'(K),Z) - Exti(g(K),Z’) »0 .

Les zéros de droite proviennent de la nullité de Hl(K',M) et de

Exti(Z(K'),Z) , le K'-tore étant déployé. Les fléches verticales

TK'
de ce diagramme sont des isomorphismes. On -en déduit un isomorphisme
des derniers termes des deux lignes.

Or 1'homomorphisme canonique
Ext, (6, ,%) > Ext(T(K),2)
5% P Yy (LKD),
est un isomorphisme, ainsi que
Exto(T_(%,),2) + Ext, (€, .2)
Z o k'’ Y By :
I1 est facile de voir que 1l'isomorphisme ci-dessus est canonique

et fonctoriel en T . En effet, il associe, a un élément de Hl(K,M)

représenté par la K-suite exacte § : O0-> M~ M2 - Z-> O, l'image

directe par v : 5* - Z de la k-suite exacte
*
0 - 5 -> EZ(K) - Z(K) > 0

obtenue en appliquant G au complexe des modéles de Néron des termes

de la duale de Cartier de § .

Désignons par g(K)i le noyau de la multiplication par n dans
le k-groupe proalgébrique g(K)0 , composante neutre de T(K) ;
c'est le Xk-groupe constant noyau de la multiplication par n dans
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le groupe des R-points de la composante neutre ¢° du modéle de

Néron % de T .

PROPOSITION 7.2.3. Pour tout entier nJ)1 , il existe un k-groupe

guasi-algébrigue gz(K,M)n dont le groupe des k-points est le novyau
2
(

H K,M)n de la multiplication par n dans H2(K,M) . Il v a un iso-

morphisme canonique de groupes abéliens finis :

7 (EA(K,M) ) > Hom (I(K)2,Q/7) .

Preuve : La suite exacte
n
O* M* M> M/nM = O

définit un homomorphisme Hl(K,M) - Hl(K,M/nM) . Puisque HY(K,M) est
fini, c'est la méme chose qu'un morphisme de .k-groupes quasi-

algébriques :
1 1
H™(K,M) > H (M/nM) ,

ol Hl(K,M) est un k-groupe constant. Le groupe des points du cono-
yau §2(K,M)n de ce k-morphisme est H2(K,M)rl .

Le diagramme suivant de groupes abéliens :

HY(K,M) — 7 (5 (/M)

b !

Ext, (I(K),2) » Ext (T _(K),2Z) ,

ol les fléches verticales sont définies respectivement par les propo-
sitions 7.2.2 et 6.1.3, et ou les fléches horizontales sont canoniques,
est commutatif. I1 définit donc un homomorphisme du conoyau
ﬂo(gz(K,M)n) de la premiére fléche horizontale dans le conoyau de la
fléche du bas. Or, ce dernier conoyau est Ext;(C,Z) , o C est le
noyau de Tn(K) - WO(E(K)) , c'est-a-dire g(K)g . D'ou la proposition,
puisque les deux fléches verticales. de ce diagramme sont des isomor-
phismes.
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PROPOSITION 7.2.4. Il vy a un isomorphisme canonique de dgroupes

abéliens, fonctoriel en T :

¥(T) : HA(K,M) + Hom___ (T (T(K)),0/2) .

Preuve : Soit [&] un élément de Hl(K,M/nM) , représenté par la
K-suite exacte § :
0~ M/MM~+ F > Z/nZ> 0,
ou nF=0 . Soit K'/K une extension finie galoisienne trivialisant
€ . On en déduit une suite exacte de k-groupes quasi-algébriques,
scindée :
1o Lo @ 1
O~ H(K',p ) > H(K,F') > H(K,T)~0.
Les fléches de cette suite sont des g-morphismes, g étant le groupe
de Galois G(K'/K) . Par image réciproque par le k-morphisme canonique
T(K') = gl(K‘,Tn) , on obtient une k-suite exacte M , ou les flé-
ches sont aussi des g-morphismes :
0= HUK',k ) 2P I(K') > O .
En appliquant le foncteur go(g,.) a4 m , on obtient, compte
tenu de la nullité de H-z(g,T(K')) , la k-suite exacte go(g,ﬂ) :
0= H () H (g,P) » T(K) » 0
= n =0 =
Soit alors
, . 1 =
vr(lE)) = T (T(K)) - 7 (B (0,)) = 2/nZ
le bord de la suite exacte d'homotopie appliquée a Ho(g,ﬂ) . Ceci
définit une application

¥ HY(K,M/nM) & Hom__ (T (T(K)),Z/nZ)

cont
qui est fonctorielle en T , et qui commute aux produits finis ; c'est

donc un homomorphisme de groupes.
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Si [%] provient de Hl(K,M) , 11 existe un diagramme commutatif

exact de K-groupes :

o 0 0
| b
0O —=M— M —7Z —0
n| e
0= M — M, -7 —0
} | |
0+ M/nM~> F = Z/nZ~ 0
| | |
0 0 0

On en déduit un diagramme commutatif exact de k-groupes parfaits,

les morphismes étant compatibles avec les opérations de g :

*
0 — K' — T, (K') > T(K') >0

| l I

02 B XK' ) — P —> T(K') > 0 .

D'ou, par application de §o(g") , le diagramme commutatif exact de

k-groupes parfaits, a composante neutre proalgébrique :

— 1hk) - 1(x) » 0

Lo
(o

1
0= H ) > H(9,P) » I(K) »> 0 .

O —

L 'homomorphisme Yﬁ([%]) est alors le composé :
~z=1_(K) > =7 (mw))
7, (T(K)) = 0(5 ) Z/nZ = ”o(= by .

Il est nul puisque 1'homomorphisme continu ﬂl(g(K)) 2 Z est nul.
On en déduit que Yé se factorise a travers Hz(K,M)n .

D'ou un homomorphisme, fonctoriel en T :

¥ (1) : H(K,M)_ > Hom__ (7 (Z(K)),%Z/nZ) .

cont
Par passage a la limite inductive sur les n , on trouve un homo-

morphisme Y(T) : Hz(K,M) - Hom (ﬂl(g(K)),Q/Z).

cont
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a) Considérons d'abord le cas ou T==Gm , c'est-d-dire M=2Z . Alors
H2(K,Z’)n = Hl(K,ZVnZ) pour tout nY»1 , puisque Hl(K,Z)=(3 . Si
Yn(Gm)([€]) =0 , on a, dans les notations ci-dessus, une suite exacte

de groupes abéliens :
1 *
= = adl > = -
0 o(H (mn)) Z/nZ O(I;__Io(g,P)) oK) Z= 0,
qui est donc scindée. La projection wo(gl(x',un)) - "O(El(Nn))

(déduite de la norme) étant 1'identité de 2Z/nZ , il en résulte que la

suite exacte
o~ (ghk e ) 2T (P) 2T (K'T) =770
o'= Tn o o= !
qui est scindée comme suite exacte de groupes abéliens, est scindée

comme suite exacte de g-modules. Il en est alors de méme de la suite

exacte de g-modules
o~ n (gt e ) > T (@i LE)) 2T (5K e ) 2O .

o'Z n o'= o'= n
Par application de go(g,.) , on en déduit que la suite exacte de
groupes abéliens

o7 (BB ) 2T (HNF)) > (B (k) 0

o'= n o'= o= n
est scindée, donc, par la proposition 6.1.2, que la suite
0~ Z/nZ 2 F(K) @ Z/nZ = O

est exacte. Donc [§] est nul, et Vn(Gm) est injectif pour tout n Y L

D'autre part, la commutativité de :

0~ Bk ) % H (9,P) —>

I |

= -2 1 ' IR § - ' - -
bk (K) =H (g, H(K' & )) 2 H (b ) > H(F') H @ ) =>o
montre que, lorsque [£] est dans Hl(K,z/nZ)o , 1'élément

Yn(Gm)([g]) de Homcont(ﬂl(g*),zynz). est l'image canonique de 1'élé-

ment &(z/nz)([E]) de Homcont(ﬂl(gl(mn)),ZVnZ). La restriction de

93



L. BEGUERI

Yn a Hl(K,ZVnZ)O se factorise donc par 1'isomorphisme @(Z/nZ). On
en déduit que 1'homomorphisme injectif Yn(Gm) induit un homomorphisme

injectif :

Yoot T g (Z/nZ)) - Hom(C,Q/Z) ,

ol C est le noyau, fini, de 1l'homomorphisme continu :

T/ " =1 kDT T e ) = G/ Y -

Soit QK le revétement universel du k-groupe proalgébrique U -

Du diagramme commutatif de k-groupes

- -»> 0 = -»
02 ML) T > L * O

1n ln ln
> > 0 - -
07 (L) > G 2O .
on déduit, compte tenu de l'exactitude du foncteur revétement univer-

sel, la suite exacte de groupes profinis :
- -7 n -
0 @ m (K) = T (U)/m (5" = 7 (U/Ug) o .

Le groupe C est donc égal a Mn(K) . Par la proposition 6.1.2, les
groupes mn(K) et ﬂo(gl(zynw)) ont méme ordre. Il en résulte que

Yn o st un isomorphisme ; il en est de méme de Yn(Gm) . Donc

¥(e) : H(K,®) ~ Hom___ (7 (K"),0/2)

est un isomorphisme de groupes abéliens.

b) Passons maintenant au cas général.
Soit Ki/K une extension finie galoisienne qui déploie le quo-

tient de l'immersion canonique T - ﬂT T . On a donc une suite
K!|K

exacte de K-tores :
o~ 1T~ Trasml-' T e?,
dont la duale de Cartier est :
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r r
Tz2> Tl zl->M-0.
KélK K'lIK

Vu 1l'exactitude & gauche du foncteur "1 et la nullité de H3(K,N)

lorsque N est le K-groupe des caractéres d'un tore, on a le

diagramme commutatif exact :

r r
HZ(Ké,Z ) —— wEpzl) ——— #HEM — o
r r
v( 1T e ?) v( TT 6 Y ¥(T)
Kz'lK m K'llx m
H (r (x5 2 - H (L /Z) > H (m (T(K) 20
oM eont (M1 (Ep) /%) OMcont ¥ e OMcont ' 1 I(x)),0/7) .

Par a), les deux premiéres fléches verticales sont des isomorphismes.

I1 en est donc de méme de Y(T).
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§8. DUALITE POUR LES VARIETES ABELIENNES

Soit A une K-variété abélienne, et soit A' la K-variété
abélienne duale. Le but de ce § est de montrer que, d& isomorphisme
prés, les K;torseurs sous A sont classifiés par les classes des
k-isogénies dont le noyau est cyclique et dont le but est la compo-
sante neutre de la réalisation de Greenberg parfaite du modéle de
Néron de A' . Nous montrerons en outre que les groupes des composantes
connexes des fibres spéciales des modéles de Néron de A et A' sont

en dualité parfaite.

Pour établir ces résultats, nous utiliserons essentiellement les

méthodes de rigidification du §2, et les résultats du §6.

Pour tout entier n? 1 , on désigne par A (resp. Aé) le noyau

de la multiplication par n dans A (resp. dans A').

8.1. Les k-groupes Igl(K,A)n .

PROPOSITION 8.1.1. Pour tout entier n> 1 , la suite exacte de

K-groupes
0 —a —A Sa—>o0

définit canonigquement une suite exacte de k-groupes proalgébriques :

8
0 — A (K) — a(K) 2 a(x) Sp'(a).
Le conoyau I=-__11(K,A)n de 5n est un groupe guasi-algébrigue de dimen-
sion V(ﬁd) , o d est la dimension de A ; le groupe de ses
k-points est Hl(K,A)n .
Preuve : Soit O — An — T EL T' — O une K-résolution de An par

des tores. On en déduit un diagramme commutatif exact de K-groupes :
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|

o
|
O«— 3 <« 3 <— p «< O
!
Qe H <« U <« «— O
!
>
|
o

d'ol un diagramme commutatif exact de k-groupes parfaits & composante

neutre proalgébrique :

0 —>A ) —

T(X)

0
l
(K
=n
l
T(K
!
0 — T'(K) == T'(K)—> 0
!
H' (A )
!
0

n

.

Le lemme du serpent définit donc un k-morphisme

6, ¢+ A(K) » H ()

qui, sur les points a valeurs dans k , donne le cobord habituel. La

dimension du conoyau EI(K,A)n de én est égale a :

aim (H'(a_)) - dim_(A(K)/nA(K)) .

Par une méthode analogue & celle qu'on a utilisée dans la preuve du

théoréme 4.2.2 , on voit que la dimension de A(K)/nA(K) est égale
a4 la longueur du R-module conoyau de Wy lL'“ﬁ , ol est le
R-module des différentielles invariantes de G . Cette dimension est

donc égale a v(nd) si d est la dimension de A . On en déduit la
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proposition, compte tenu de la proposition 4.3.3.

8.2. Fléches de dualité.

PROPOSITION 8.2.1. Soit G (resp. G

X ) la fibre spéciale du

k
R-modéle de Néron G de A (resp. @' de A'). Il y a un homomor-

phisme canonique de groupes finis :

o = m (G

o} T (G @ Hom(T_(3,),0/7) .

Preuve : Notons 1i:Spec k & Spec R, j: Spec K = Spec R les immer-

sions canoniques. Pour tout R-schéma T , on écrit i et

T Jp au

lieu de T et J T respectivement.

. ><Spec R >(Spec R

Soit & 1le site des R-schémas lisses, muni de la topologie
étale. Considérons le préfaisceau :

1 *' (e}
Ext (Q,G ) : ¥~ Ab

défini, pour tout R-schéma lisse T par : Ext;(G,Qm)(T) =
1 sy 1,. .

ExtT(GT,(Qm)T) . La nullité de R (JT)*((Gm)TK) pour tout objet T
de ¥ ([9], exp. IX) et le fait que (Qm)T [resp. GT] représente,
dans la catégorie des T-schémas lisses, le foncteur (jT)*(Gm)T

K
[resp. (jT)*(AT )] permettent d'affirmer que 1'homomorphisme canoni-

K

que :
Extl (G, (§ )p) @ Exty (g , (6 ), )
K K K
est un isomorphisme pour tout objet T de o . Il en résulte que le
foncteur §§E;(G,Qm) est représentable par le modéle de Néron G' de
A' .
D'autre part, considérons le préfaisceau
Ext:(0,i,(2) : 4 > Ab°
T Extg(Gpi,(#) ) = Extp(Gg, (i), (@) .
Pour tout objet T de ¢ , 1'homomorphisme canonique
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1
T. (GT 2y

1 .
Ext (G, (i.).(Z)) * Ext
T T T * X X %

_ 1
) = (Ext, (G, 7)) (Ty)

est un isomorphisme, compte tenu de la nullité de Rl(iT)*(Z) ([9],

exp. IX). D'ou 1'égalité :

Eit;(ﬁ,i*(%’)) = i, (Ext;(0,2))

, . _ 1 B s
or, Gk étant de type fini, on a : Homk(Gk,Q) = Extk(Gk,Q) =0 . D'ou

1'égalité
1
ey -
Hem, (9, ,Q/7) = Ext, (G,2) ,
1
i . [0} =
et donc aussi : Homk(ﬂo(uk),Q/Z) Extk(G,Z) .
En particulier, Ext;(G,i*(ﬂ)) est représentable par le R-groupe,
concentré en k , i*(Homk(Gk,Q/Z)) .
Appliquons maintenant le foncteur Ext;(G,.) a la suite exacte
de faisceaux (représentables) sur g
- - - 3 -

0 Gm Qm i,(2) o .

On trouve donc un morphisme de R-schémas en groupes :
» : Ext}(G,G ) - Ext}(a,i,(2))

T =—R'"'"m ——R' "%
dont le noyau B contient la composante neutre G'©® de G' . On
montrera (8.3.3) que, B=G'° . Le R-groupe B représente le pré-
faisceau f - ab° qui, & tout objet T de ¢ , associe le groupe

1

EXtT(GT,Gm,T) .
On déduit de ® un homomorphisme de groupes abéliens ﬂo(wk)==wo ’

autrement dit un homomorphisme :°

L ﬂo(ﬁi) - Hom(ﬂo(Gk),Q/Z) .

Cet homomorphisme @y n'est autre que celui considéré dans ([11],

exp. IX, 1.2.1), comme on peut le vérifier.

LEMME 8.2.2. Soit X un K-groupe fini. Toute K-suite exacte

0O>AE?X~>O0
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définit canoniguement une suite exacte de k-groupes proalgébrigques :

1 1 1
- v = - - =3 ' -
02 H(X') = Ext (X,G ) » Ext, (E,G ) > Ext (A,G ) =a'(K) 2 O

donnant, sur les k-points, la suite exacte de groupes abéliens :

0 H'(K,X') ? Extg(E,G ) > A'(K) > O .
L'application
Extl(X,A) @ Exti(a'(K),H (X'))
K X tyla g

ainsi définie est un homomorphisme de groupes, fonctoriel en X et A.

Preuve : Les propositions 2.2.1, 2.3.1 et 2.3.2 montrent que, si X
est annulé par n , on a un diagramme commutatif de K-groupes, ou les

lignes sont des complexes

MorK(X,Gm) — MorK(En,Gm) — MorK(An,Gm)

(%) l l 1

2 N 1 - 1
Zy (X6 o ExtK(E,Gm)En ExtK(A,Gm)An .

Chacun des K-groupes écrits est une extension d'une variété abélienne
par un tore, et donc admet un R-modéle de Néron. En prenant la
réalisation de Greenberg parfaite de ces modéles de Néron, on trouve

un diagramme commutatif de k-groupes a composante neutre proalgébri-
~que. Par passage aux conoyaux des fléches verticales ainsi obtenues,

on trouve un complexe de k-groupes parfaits a composante neutre pro-

algébrique :
0~ Ext}(X,6 ) = H'(X') » Ext}(E,6 ) » Ext.(A,6 ) = a'(K) » O
22=K " T m = 22=K V' Um =KV 1= N
Ce complexe induit, sur les k-points, la suite exacte :
0 - Ext}(X,6 ) = Ext}(E,G ) = Extl(a,G ) = O
K " m K7 "m K %' m
obtenue en appliquant le foncteur HomK(.,Gm) a la suite exacte dont

on est parti ; en effet, on a : HomK(A,Gng =0 , et aussi Exti(X,Gm) =

HZ(K,X') = 0 . Le complexe ci-dessus est donc lui-méme une suite
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exacte et, en fait, une suite exacte de k-groupes proalgébriques,
puisque le groupe des composantes connexes de chacun des termes est
fini. De plus, cette suite exacte dépend fonctoriellement de X et de
A , puisqu'il en est dé3jd ainsi du diagramme (x). D'oU une application,

fonctorielle en X et A
1 1 ' 1 '
Extp(X,a) = Ext, (A" (K),H (X')) .

La commutation aux produits résulte de la propriété analogue pour le
diagramme (). Alors cette application est un homomorphisme de groupes,

fonctoriel en X et A .

PROPOSITION 8.2.3. Pour tout entier n»> 1 , 1 'homomorphisme

composé :

HY(K,A ) = Extl(2/nZ,a) = Ext (a'(K),H (W )) vaocan Extl(A' (K)°,2/nZ)
/A) = Ext, (Z/nZ, xty (A B (e ) ————Ext (A +Z/n

définit un homomorphisme

¥+ HYU(K;A)_ > Ext,(a'(K)°,2/n7) .

On_en déduit un homomorphisme

¥ s HNK,A) 0 Ext (2 (K)°,0/2) = Ext,(a'(K),0/7) .

Preuve : L'homomorphisme composé considéré associe, a la classe de la
Lreuve P

suite @ exacte O > A~ E 2 Z/nZ~> O, la suite exacte de k-groupes
proalgébriques qui est 1'image réciproque, par l'immersion canonique

é'(K)o » A'(K) , de la deuxiéme ligne du diagramme commutatif exact

1 } 1
- ! -
02 H (w) — Exty(E,6 ) —A'(K) >0

4 ] H

0 — #/nZ — v, (Ext;(E,G)) » a'(K) * 0,

ol la premiére ligne est définie par le lemme 8.2.2.
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On va montrer que cet homomorphisme s'annule sur le noyau
A(K)/nA(K) de H'(K,A ) > H'(K,A)_ , c'est-d-dire sur G(R)/nd(R) =
Ext;(z/nz,ﬁ) . Supposons que @ provienne, par changement de base,

d'une R-suite exacte
0= G2>E-2Z/nZ~> 0 .
Notons Y 1l'un des trois R-groupes G , E ou (Z/nZ)R .
1) Le préfaisceau
Ext}(Y,i,(®) : § > ap°
TP Ext%(YT.i*(z)T)
est représentable par i, Hom (7 _(¥,),Q/%) .

En effet, pour tout objet T de #, 1'homomorphisme canonique :

1
3 Yy .2

1 .
Ext, (Y.,,1, (%)) » Ext
T'"T" ™% T K K

est un isomorphisme, fonctoriel en T , ce qui signifie que :
Extl(Y,i,(2)~i (Extl(v, ,2))
Extpt¥rdy w ZXEp g :

Puisque Hom (Y, ,Q) = Extl(Y,,Q) = O , on en déduit la propriété
=Tk =2k Yk

annoncée.
2) Soit YK n le noyau de la multiplication par n dans YK . Il ya
un morphisme canonique de R-groupes
Py, = 3 (Extl(Y G ) ) = Extl(Y i,.(2))
Y * 1 ==—K''K' m’'Y =—R'"' "
K,n
de telle sorte que
. J.(d) 1 Py 1,4 .
34 (Mory (Y /6 )) —————-»3*(ExtK(YK,Gm)YK ) —>Ext (Y,1,(Z))
’

donne un complexe sur les R-points.

En effet, pour tout objet T de ¢ , soit

' . 1
Py (T) = Ext

3 (Yp .6 ) » Extl(Y,i, (7))

K K
1'homomorphisme composé :
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Exty (Yo ,€) * Exto((30), (Y )y (30),(6.))) = Exti((3q),(Yy ), (G )y)
K K K K
Ext%(YT,i*(Z)T) ,

ou les deux fléches sont canoniques. Par composition de DQ(T) avec

. 1 . 1
alTy) & Extp (Y. 6 )y (Tp) ? Ext (Y,,6 )(T,) .
K,n
on obtient un homomorphisme pY(T) , fonctoriel en T . L'homomorphis-
me pY(R) se factorise par le conoyau de d(K) = j,(d)(R) , et donc

(Pyeiy(@))(R) =0 .

3) I1 y a un diagramme commutatif exact de k-groupes proalgébriques :

0 — H'@® ) —— Extg(E,6) — A'(K) >0

v, | |g(o)
-» -> -» -»
0 Homk(z/nZ,Q/Z) Homk(ﬂo(Ek),Q/Z) Homk(ﬂo(ﬁk),Q/Z) o .
En effet, la suite exacte O ~ Gk - Ek @ Z/nZ > 0 donne une
suite exacte de groupes finis étales sur Xk :
-1 (G > T - = - .
0 o(uk) o(Ek) ﬂo(z/nz) Z/nZ = O

D'autre part, transformons par G le diagramme commutatif sui-

vant de R-groupes, ol les lignes sont des complexes :

'

. . - 2
Ju MorK(Z/nZ,Gm) - 3, MorK(EK,n’Gm) I MorK(An,Gm)

l | l

1 5 s
K(EK,Gm)En Jx

pZVnZl lpE 1pG

Extl(Z/nZ,i,(2)) — Extp(E,i,(®) — EBxtp(C,i, () .

Ik Zi(z/nz,sm)s - j, Ext

1
ym ExtK(A,Gm)An

On obtient un diagramme commutatif analogue de k-groupes proalgébri-

ques, ou les lignes et aussi les colonnes sont des complexes. Par
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passage aux conoyaux des fléches verticales du haut, on déduit la pro-

riété annoncée, vu que P (R) et p-(R) donnent respectivement
P z/nZ a P

i<

@) et glo).

4) Achevons maintenant la preuve de la proposition. Par 3), il y a un

diagramme commutatif exact de k-groupes proalgébriques (en effet

<

(mn) est surjectif) :

0> H(Rp ) — T ——g(B) =0

1 1 !

1 1
- - ' -
0~ H () — Ext (E,G ) > A'(K) >0

(la premiére ligne est la ligne exacte des noyaux des fléches verti-
cales du diagramme écrit dans 3), le R-groupe B étant défini p. 99).

Puisque le sous-R-groupe B de G' contient G'° , 1'inclusion
- '
ﬂl(g(B)) "l(é (K))

est 1'identité. Comme - gl(R,pn) est connexe, 1'homomorphisme bord de

la suite exacte d'homotopie
1
> T
T (G(B)) > T _(H (R ))
est nul. On en déduit que 1'homomorphisme
T (A (K)> T (B )
1= o= n

déduit du lemme 8.2.2 est nul. D'ou la proposition.

8.3. Dualité pour les variétés abéliennes.

Soit ‘é'(K)o/né'(K)o le conoyau de la multiplication par n
dans 1=\'(K)O , et soit é'(K)g son noyau (é'(K)g = AA(K)F1é'(K)°) .

Le k-groupe é'(K)O/né‘(K)O est quasi-algébrique unipotent connexe.

PROPOSITION 8.3.1. Pour tout entier n»> 1 , 1'homomorphisme Yn

(8.2.3) induit un homomorphisme
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¥0 : mN(K,A)C > Ext)(a' (K)°/na' (K)°,2/n7) .

Cet homomorphisme est induit par une isogénie de k-groupes gquasi-

algébriques (en fait, un isomorphisme : prop. 8.3.3, cor. 2) :

2 m ka2~ (2 (0°%/ma (x)°)" .

Preuve : Soit [&] wun élément de Hl(K,An) , représenté indifférem-
ment par l'une ou l'autre des deux K-suites exactes, lignes du

diagramme commutatif suivant :

O A " E = Z/MmZ>* 0
n n

Loob

02 A ® E ~ Z/nZ~> 0O .

On en déduit un diagramme commutatif de K-groupes, ol les lignes sont

des complexes :

MorK(Z/nZ,Gm) — MorK(En,Gm) — MorK(An,Gm)

! ! |

gi(z/nz,q;m)sym - E—bEEIl((E’Gm)En i Ex—tli(A'Gm)A
I | o
ZIz((z/nZ’Gm)sym - gI%((En’Gm)sym ” g12((An’Gm)sym )
Les composés verticaux sont, par 2.2.1, les conoyaux des K-morphismes
X' - QQEK(X,Gm) (avec X=2%Z/n7Z , E ou A, respectivement). En
prenant les k-groupes proalgébriques des K-points pour le diagram-
me ci-dessus, puis en prenant les conoyaux des k-morphismes verti-

caux ainsi obtenus, on trouve un diagramme commutatif exact de

k-groupes proalgébriques :

0~ B'(m) % Extg(E,G ) » A'(K) — 0

[ ! !

1 1., 1.,
H @) ——»l;I(En) — H(A]) * 0.
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La deuxiéme ligne est celle que l'on obtient en appliquant gl a la
K-suite exacte O - T - EA - Aé 2 0 . La troisiéme fléche verticale
est le k-morphisme bord

1

5! : A'(K) > H'(A})

de la proposition 8.1.1, o0 A est remplacé par A'.

Lorsque [€] est dans Hl(K,An)O , son image canonique dans

Hl(K,A)n est donc transformée par Yn en :

[s) o®(a n)(lE]) ,

ou 6£*: Exti(gl(Aé)o,Z/nZ) - Exti(é'(K)o,Z/nZ) est donné par

65 :é'(K)O - gl(Aﬁ)o . Or 65 se factorise & travers é'(K)o/né'(K)o
de la maniére suivante :

pr Al
2" (K)° —5a' (K)%/na' (K)° DE (a1)° .

Le composé

1 o Q(An) 1,..1 o 65 1 o
H(K,A )" ———Ext, (H"(A]) ", Z/nZ) —>Ext, (A" (K)",Z/nZ) —>

*

Ext, (na' (K)°,2/n2)

est donc nul. Puisque né'(K)O est connexe, la suite

*

pr
0 Ext, (3" (K)°/na' (K)°,2/n2) —BExt (3" (K)°,2/n2)  Ext, (n3' (K)°,%/n7)

A

est exacte. La restriction de Yn a Hl(K,A)g se factorise donc par :
¥O : H'(K,A)2 > Ext (3’ (K)°/na' (K)°,%/n7) = Ext, (2" (K)°/na' (K)°,0/7) |,
de telle sorte que commute le diagramme :
B (KA )° —————— H(K,A)°
®(a) ‘ Yo
Ext, (B (a!)°,0/2) —A-:—*—->Ext;(é'(K)o/né'(K)olQ/Z) )

n
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Or, le noyau de Ag est fini ; 1'homomorphisme AA* est donc surjec-
tif. I1 en est donc de méme de Yﬁ . D'autre part, Aé* et é(An)

sont quasi-algébriques, ainsi que la projection Hl(K,An)o d Hl(K,A)g:
le morphisme Yg est donc aussi quasi-algébrique. De plus, les
groupes quasi-algébriques unipotents connexes gl(K,A)g et
é'(K)o/né'(K)o ont méme dimension, par la proposition 8.1.1. Le

noyau du morphisme quasi-algébrique
*
2 gHx2)2 » (2 (K)°/na' (K)°)

est donc fini. D'ol la proposition.

COROLLAIRE. Pour tout entier n) 1 , soit gn (resp. gg) 1l'im-
mersion canonique de (}__;(K)/né(K))o dans gl(An)o (resp. de

(é'(K)/n_A_z'(K))o dans gl(Aﬁ)o) . On_a une suite exacte de k-groupes

guasi-algébrigues unipotents connexes :
E 1 o EA*OQ(An) oq ¥
0 > (a(K)/na(K))® —H (a )° 2—F>[ (2" (K)/na"' (x)°]" = o .

Preuve : Le k-morphisme composé
o o can 5,
a'(K)°/na' (K)° 3% (3 (K)/na' (x))° Sp! (a)°

est égal & A' . Il en résulte que le composé

n
1 o 6—n*o@(An) o1 * can* o o*
B (a)° ——[(a'(K)/na" (x)°]" 222=[a" (x)%/na" (x)°]
s'identifie & Ag*oi(An) , ou encore au composé
Y°
B (a)° 2% gl (k,2)2 =D [a' (K)°/na' (K)°])"

Or, ce dernier, composé lui-méme avec én , donne zéro, puisque

canogn==0 . On en déduit que l'on a :

can*ogr'l*o@(An)ogn =0 .
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Or le noyau de can* est fini, et (é(K)/né(K))O est connexe : le
morphisme quasi-algébrique gg*°¢(An)°gn est donc nul. Le

k-morphisme gn se factorise donc par une immersion fermée de
(é(K)/né(K))O dans le noyau de gé*oé(An) . Puisque Q(An) est un
isomorphisme, ce noyau est isomorphe au noyau de gﬁ* , c'est-a-dire
au dual de Serre du conoyau de gﬁ ; comme tel, il est connexe. Puisque

sa dimension est égale & celle de A(K)/nA(K) , 1'immersion fermée

ci-dessus est un isomorphisme. D'ol le corollaire.

Pour étudier 1'homomorphisme (défini en (8.2.1))
. T 'y = L
®g * 0(Gk) Hom( O(Gk).Q/Z') '
nous utiliserons le corollaire ci-dessus et le lemme suivant :

LEMME 8.3.2. Pour tout entier n?> 1 , notons encore 5! la res-

A

triction du k-morphisme 65 :A'(K) gl(AA) a G(B) . Le composé

56 1 o Q(Aﬁ) 1 o1 * 5 o*
g(B) = (8 (a;))° ——[8"(a )°]" = (a(K)/na(x)°]

est nul (B a été défini p. 99).

Preuve : Soit [&] un élément de B(R) = G(B) (x) = Ext;(G,Gm) repré-

senté par la R-suite exacte € :

0O-+6G_~D->G~> 0.
m

Les noyaux de la multiplication par n dans les termes de §K for-
ment une K-suite exacte §1
- - - -+
(0] Nn DK,n An o,

qui représente 66([%]) . On en déduit un diagramme commutatif de

k-groupes, exact :
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K) — 0

| 11

- 1 -
) (a)~>o0

0 — K — D(K) —

)
1 1 I
An(K) § (“n) E (DK,n

et aussi un diagramme commutatif exact de k-groupes :
A(k)  — H'(Rm ) > G(D)/ng(D) * A(K)/na(K) » 0

b

) — B'(a) — o0 .

Sur ce dernier diagramme, on lit les propriétés suivantes :
1) ™ (3(§.)) =0, ce qui équivaut a : [§.]€ Hl(K,A )° .

o 1 1 n

-

Q ' =
2) 6 o®(an)([51)=0 .
D'ol le lemme.
THEOREME 8.3.3. L'homomorphisme

(po : ”O(G]l() e Hom(ﬂo(ﬁk),Q/T)

est un isomorphisme (conjecturé dans (111, 1x 1.2.1).

Preuve : a) Montrons que G(B) est connexe.
Par le lemme 8.3.2, le composé

65 1 o ggoé(AA) o ¥
g(B) —»H (a))° ——=[(a(X)/na(x))°)

est nul. Par le corollaire de la proposition 8.3.1, ol l'on échange A
et A', il existe un unique k-morphisme
G(B) ~ (a'(K)/np'(K))°

dont le composé avec 6; soit 6$ . Ce k-morphisme est donc induit
par la projection canonique de A'(K) sur é'(K)/né'(K) , et, par

suite, le ¢omposé

109



L. BEGUERI

G(B) = a'(K) > A'(K)/np'(K) > 7 (A" (K)/npA' (K))
est nul, pour tout n> 1 , et, en particulier pour les n qui annu-
lent ﬂo(é'(K)) = ﬂo(Gi) . Pour ces entiers n , la projection cano-
nique
ﬂo(é'(K)) - "o(é'(K)/né'(K))
est un isomorphisme. La nullité du composé
G(B) ® a'(K) > 7 _(a'(K)) » 7 _(a'(K)/np'(K))
implique la nullité du composé
G(B) = a'(K) » 7 _(a'(K)) ,
autrement dit 1l'inclusion de G(B) dans 1=§;'(K)O . Puisque, d'autre
part, l'inclusion opposée a lieu, on a bien 1'égalité :
G(B) = a'(K)° .
b) Montrons.que ®, est un isomorphisme.

D'aprés la définition de B (preuve de la proposition 8.2.1) et
1'égalité G(B) = é'(K)o , on voit que 9, est injectif. En particu-
lier, 1l'ordre du groupe fini ﬂo(Gi) divise 1'ordre de
Hom("o(Gk),Q/Z),, c'est-a-dire celui de ﬂo(Gk) . En échangeant les
réles de A et A', on obtient 1'égalité des ordres de T _(G,) et de
ﬂo(Gi) . Ainsi wo est un homomorphisme injectif, dont la source et
le but sont des groupes finis de méme ordre : c'est donc un isomor-

phisme.

COROLLAIRE 1. Pour tout entier n> 1 , l'isomorphisme

T (¥(A)) : 7 _(5(A ) > Hom(a!(K),0/2)

de la proposition 6.1.2 induit un isomorphisme

7 (5 (k,2) )  Hom(a' (K)S,0/7) .
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Preuve : Il suffit de montrer la commutativité, au signe prés, du
diagramme :

: "o®n) 1,
To(atK) =2 7 (sla)

o, T (2(Al)

Hom(7 (A(K)),Q/Z) —>Hom(A (K),@/7) .

Or ceci résulte du lemme 6.1.3 et de la définition de ®q qui, a
1'image dans ﬂo(é'(K)) de 1'élément [&] de A'(K) , associe la
classe d'isomorphisme de la suite exacte, deuxiéme ligne du diagramme

commutatif de k-groupes :

*

0=

=
o

K) —a(K) » O

ool

(
(K)) > a(K) > 0 .

<
N «—

(

—
-
Lx

COROLLAIRE 2. Pour tout entier n)1 , le morphisme guasi-

P o
algébrigue ¥ ' (8.3.1) est un isomorphisme.

Preuve : Par la proposition 8.3.1, nous savons déja que c'est une iso-
génie. Etudions son noyau a partir du diagramme commutatif exact de

k-groupes :

@l l@(an) ¥

0o-T= [I;Il(Ar'l)o]*Tn»[g'(K)O/nl__s'(x)ol* -0 .
n

0orc—g@)° — B (KA —0

Ce noyau s'identifie ainsi au conoyau de 1'homomorphisme
T (®) . 7 -7 (T
o(® =T (c) > T (),

qui est injectif. Or, on a une suite exacte :
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"O(én) 1
0= T _(C) > T _(A(K)/na(K)) =225 (u'(a))

et, d'autre part, le groupe Hom("o(r),Q/Z) est le noyau de
Ay (é'(K)O/né'(K)o) - gl(Ag)o , autrement dit, le noyau du
k-morphisme

a' (K)°/ma' (K)° = (a'(K)/na' (K))°

ou encore le conoyau de 1'homomorphisme canonique
AL(K) > T (A'(K)), -
I1 résulte alors de 6.1.2 et 8.3.3 que les groupes WO(C? et WO(T)
ont méme ordre, donc que WO(@) est un isomorphisme. Le morphisme
Xg est alors aussi un isomorphisme.
Par la proposition 8.3.1, nous savons que le diagramme suivant

est commutatif :
(o]
Hl(K,A)g-:?éExti(é'(K)O/né'(K)O,Z/nZ)

R

mh(k,a) —2 Ext (3" (K)°,2/n2) .

Soit Q 1le conoyau de la deuxiéme fléche verticale. Pour montrer
que Yn est un isomorphisme, il suffit alors de montrer que 1'homo-
ﬁorphisme

(v)_ =7 (gh(x,a) )~ Q
n’o o'= n
défini par le diagramme ci-dessus est un isomorphisme. Il nous faut

donc évaluer Q , ce qui va faire 1l'objet du

LEMME 8.3.4. Pour tout entier n> 1 , on a une suite exacte de
groupes abéliens :

o~ Ext;(é'(K)O/né'(K)o,Z/nZ) -+ Ext;(é'(K)o,Z/nZ) RN Hom(a' (K)7,0/2)~0.
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Preuve : Soit é'iK) le revétement universel du groupe proalgébrique
A'(K) . On a donc un diagramme commutatif exact de k-groupes pro-

algébriques :

0~ T (a'(K) * F(K) > a(K°~>o0 .

Par le lemme du serpent et 1l'exactitude du foncteur revétement univer-

sel, on en déduit une suite exacte de groupes profinis :
0> a'"(K)p = T (A'(K)/nm (a'(K)) = T, (a'(K)°/na' (K)®) = O .

On obtient le lemme en appliquant Homcont(.,Q/Z) 4 cette suite

exacte.

Nous allons montrer que (‘Yn)0 n'est autre, au signe prés, que
1'isomorphisme du corollaire 1 de la proposition 8.3.3.
Faisons d'abord une remarque. Considérons une suite exacte 7 de

k-groupes proalgébriques :
0~ 2Z/nz~>T>2a(K)°°~>o0.
Soit wu: é'(K)O » I' 1'unique k-morphisme tel que I=\‘(K)O LT o

A'(K)® soit la multiplication par n . Alors ¥([n])€ Hom(é'(K)g,Q/Z)

est 1l'unique homomorphisme de é'(K)g dans Z/nZ tel qu'il existe un

diagramme commutatif exact de groupes proalgébriques :

0~ a" (K>3 (K%~ na' (K> o

y([n])\ ‘u

0 —>2%/mnZ— T — p'(K°->0 .
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LEMME 8.3.5. Soit n) 1 un entier, et soit [£] un élément de

Hl(K,An) , représenté indifféremment par 1'une ou 1'autre des deux

lignes du diaqgramme commutatif exact de K-groupes :

- -» -
0= A ~E (z/nz)K 0

ol

0- A = E E’(Z/nZ)K"O i

Notons h:E =2 A le K-morphisme défini par x "™ nx , et soit

a(lel) - A (K) » Extll((z/nZ,Gm)

le bord de la suite exacte obtenue en appliquant HomK(.,Gm) a_la

premiére ligne du diagramme ci-dessus. Les homomorphismes composés :

*

Al (K) Lan, v (k) Lo Exel

g(E € )

A} (K) '—aﬂ#g—]l»Exté(z/nz,a;m) p—»Exté(E,Gm)

sont égaux.

Preuve : Soit ¢ un élément de En(i) tel que P(K)(c) =1 . Alors
[E] est la classe, dans Hl(K,An) = Hl(G(ﬁ/K),An(E)) du 1l-cocycle

continu

a:G(K/K) » a_(¥)

o P o.c-c .

Si f£:T > T' est un morphisme de K-groupes, on note f 1'homomor-
phisme £(K) : T(K) » I'"(X) .

Soit £ P A - Gm un élément de AA(K) . Alors
~ ~ ~*
foa : G(K/K) = K

est un l-cocycle continu. La nullité de Hl(K,Gm) implique 1'exis-

, ~ ¥
tence d'un élément Y€K tel que :

(Yo € G(K/K)) Fla(o) = vy .
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n

Puisque na(0) =0, on a : o.y" =97, vo€ G(?(I/K) . Choisissons un tel

~* . P n *
Y dans K , et soit X 1'élément Y de K .

a) Calcul de 3(§)(f) .
L'élément J(E)(f) de Exté(Z/nZ}Gm) est la classe d'isomorphis-

me de la deuxiéme ligne du diagramme commutatif exact de K-groupes :

0O—>A —E — (z/nz)K — 0

o

u' p'
0—6 — C = (Z/nZ)K — 0 .

£

1). Cet

Notons * la multiplication dans C(K) . Soit x = £'(c)wu'(¥”
élément x de C(K) vérifie les conditions suivantes :
1) 8'(x) =1
~, ~o] ~ ~, -1
o(f'(c))xo(u'(y 7)) = £'(0.c)xu'(9.Y

E: o L

2) o0(x) )

E'(0.c-c)+E' (c)»u' (0¥ yeu' (¥~

X;E'(U.c—c);z'¥(—a(c))

x«f'(0.c-c-a(0)) = x ,
et donc x est un élément de C(K).
3) X*¥X¥*...dX = ’1\‘1'(’)’—n) = ﬁ'(-\—l) .

n fois

Ceci signifie que 5([5])(f) est, dans K*/K*n , la classe de X_l .

b) Calcul de hf°can(f) .

Soit u:A - E 1l'immersion donnée. Le composé A —» E h, A est
la multiplication par n dans A , et donc, si Lﬁ‘ Aé > A' est
1'immersion canonique, le composé

L'(K) * *
' n ] - 1 h 1 u 1
Al (K) —>A'(K) = Exty(A,G ) —>Ext (E,G ) —>Ext (A,6 )
* R . *
est nul. Donc h obé(K)' se factorise de maniére unique par p .

*
L'élément h OLA(K)(f) est représenté par la derniére ligne du dia-

gramme commutatif de K-groupes, & lignes exactes :
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14

0 — A, a2 A —o0

£| e

!
O—-me-—>D—>A—>O

I ! In

0O —G —V —E—0 .
m 9

De plus, il existe wu'€ HomK(A,V) , unique puisque HomK(A,Gm)=(),

tel que gou'=u . On a pour tout élément =z de A(K) :

U'(z) = ('(2),U(z)) € v(K) =D(K) x_ ~ E(K) .

a(R)
Notons 6 1'élément de Exti(z/nZ,Gm) défini par : p*(9)==h*°bé(KXf).

Alors 8 peut &tre représenté par la derniére ligne du diagramme com-

mutatif exact de K-groupes :

u

!
|

O —G6 — V
m

I e’ Ip

)
0 —¢6 — c L (Z/nZ?K —> 0

! |

0 0
Posons y = (?'(7),c)€ D(R)XA(i)E(i) . Alors y vérifie les conditions
suivantes :
1) 3(y) =c ., et donc g'(®'(y)) =1 .
2) o(y) = (?'(E%Z)'G°C“C)*Y (en notant x 1'opération
dans V(X))
= @E(a(9)),87 (a(@)) wy
= (7 (a(0)) 87 (a(0))) vy
=3 (7 (a(@)))»y .

116



VARIETES ABELIENNES

D'ou : UZB'(y) = s'(Uiy) =P'(y) , et donc %'(y) appartient & C'(K).

3) yay*e..xy = (2 (M) ,nc) = (2 (yM),0) = "(\) .
RALASRERS
n fois

* *
I1 en résulte que 6O est, dans K /K N, la classe de X .

En comparant les calculs de a) et b), on obtient le lemme.

COROLLAIRE. Pour tout entier n?” 1 , 1'homomorphisme (‘l’n)o est

un_isomorphisme.

Preuve : Soit [&'] wun élément de Hl(K,A)n , image d'un élément de
Hl(K,An) représenté par une suite exacte § :

0 —aLE ﬂ»(z/nz)K—»o )

Soit h:E? A le K-morphisme donné par : X @ nx . On en déduit un

morphisme de k-groupes proalgébriques
n' ¢ A'(K) % Exty )
= * é K -E_}L_K(E'Gm
* *
tel que le composé u .h soit égal & l'endomorphisme n de A'(K).

On en déduit que le diagramme suivant de k-groupes proalgébriques,

a4 lignes exactes, est commutatif :

0 —— a' (k) —=27— a'(K) —— na'(K) — 0

-3(§)

*
]h can

1 1 .
0 — Ext,(Z/nZ G ) ?-»E_LtK(E,Gm) — a'(K) — 0 .

Par la remarque qui précéde le lemme 8.3.5, la restriction de

-ﬂo(b(§)) é~.é'(K)§ est égale a Y(Yn([g'])) , c'est-a-dire au trans-
formé par (‘i’n)o de 1'image de [&'] dans ﬂo(gl(K,A)n) . Ceci mon-
tre que (‘l’n)o est 1l'opposé de 1'isomorphisme du corollaire 1 de la

proposition 8.3.3.

THEOREME 8.3.6. Il Y a un isomorphisme canonique de groupes abé-

liens, fonctoriel en A :
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¥ : H'(K,A) > Ext,(a'(K),0/2) .

Preuve : Il résulte du corollaire 2 du théoréme 8.3.3 et du
corollaire 1 du lemme 8.3.5 que

Yo Hl(K,A)n B Ext;(é'(x)°,z/nz)
est un isomorphisme pour tout entier n?>1 . On en déduit que

lig ¥ =Y : H'(K,A) » Ext, (a'(K)°,0/2) = Ext.(2'(K),0/2)

est aussi un isomorphisme. Il est fonctoriel en A par construction

a
meme.

COROLLAIRE 1. Soit K'/K une extension finie galoisienne, et

soit g son groupe de Galois. L'isomorphisme Y induit un isomor-

A

phisme de groupes abéliens, compatible & la restriction et & la cores-

triction :

Yeu e ? H'(g,A(K')) » Hom___ (8°(g,7 (2" (K'))),0/7) .

W

Preuve : La fonctorialité en A de 1l'isomorphisme VY , appliquée
l'immersion canonique de A dans la restriction de Weil, de K' a
K , de AK' , donne un diagramme commutatif ol les fléches horizontales

sont des isomorphismes :

' (K,A) —> Hom,_ (7 (a'(K)),0/Z)

v

Resy Nk /k

H'(K',A) —> Hom___ (T, (a'(K')),0/Z) .

Par passage aux noyaux des fléches verticales, on obtient le corollai-
re, puisque ﬂl(é'(K'))g =7, @a'(x) .
COROLLAIRE 2. Le groupe des normes universelles

KO/K Ngo g (M1 (2" (K')
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(pour K'/K parcourant 1l'ensemble des extensions finies galoisiennes)

est nul.
Preuve : On a l'égalité : ¥ = lim VY_, .
gk K/K

.

Il en résulte que 1'homomorphisme naturel

lin Hom_ _  (H#%(g,7 (A'(K'))),Q/%) = Hom_ . (7, (a'(K)), /%)

K'/K
est un isomorphisme. Ceci signifie que la projection canonique

cont

T.(a'(K) = o H(g,m (2" (k"))

est un isomorphisme de groupes profinis. Son noyau, qui est le groupe

des normes universelles de 1l'énoncé, est donc nul.
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