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DUALITE SUR UN CORPS LOCAL
A CORPS RESIDUEL ALGÉBRIQUEMENT CLOS

LUC ILE BEGUERI ( ^ )

Résume : La définition par Serre d'une structure proalgébrique sur le
groupe des unités d'un corps local à corps résiduel algébriquement clos,
en inégale caractéristique, soulevait des questions de dualité qui sont
abordées ici pour les groupes finis, les tores, les variétés abéliennes.
Les dualités obtenues sont de nature quasi-algébrique sur le corps
résiduel. Par exemple on obtient, pour une variété abélienne A sur le
corps local K , un isomorphisme canonique entre le groupe des classes
des K-torseurs sous A et le groupe des classes des isogénies à noyau
cyclique (sur le corps résiduel), dont le but est le groupe proalgébri-
que des K-points de la variété abélienne duale.

Thé définition by Serre of a proalgebraic structure on thé group
of units of a local field with algebraically closed residue field, of
unequal characteristic, gives rise to questions of duality, whose study
we begin hère, for finite groups, tori, and abelian varieties. We
obtain dualities of a quasi-algebraic nature over thé residue field.
For example, for an abelian variety A over thé local field K , we
obtain a canonical isomorphism between thé group of classes of
K-torseurs under A and thé group of classes of isogenies with cyclic
kernel (over thé residue field),and whose image is thé pro-algebraic
group of K-rational points of thé dual abelian variety.
(*) Thèse de Sciences Mathématiques, Université de Paris-Sud, Centred'Orsay, juin 1976.
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L. BEGUERI

INTRODUCTION

0 . 1 . Comme on sait, la théorie du corps de classes, lors de son
expression cohomologique, a été enrichie de théorèmes de dualité. Sur
un corps local K , à corps résiduel k fini, en inégale caractéris-
tique, ces théorèmes sont essentiellement de trois types, selon qu'ils
concernent les modules galoisiens finis, les modules galoisiens qui
sont y-libres de rang fini, ou les variétés abéliennes. Tous utili-
sent cependant l'identification canonique du groupe de Brauer
Br ( K ) = H^K.G ) avec Q/Z ( [ 2 3 ] , chap. XIII).

a ) Pour un module galoisien fini X , dont on note X " le
dual de Cartier, les groupes de cohomologie H ° ( X ) et H ( X ' ) d'une
part, H^X) et H^X') d'autre part, sont finis et mis en dualité
par le cup-produit à valeurs dans le groupe de Brauer de K •

b ) Pour un module galoisien y-libre de type fini, c'est-à-
dire le groupe des caractères d'un K-tore, les dualités obtenues par
Tate et Nakayama à partir de la théorie des formations de classes
d'Artin-Tate sont déduites du cup-produit dans le groupe de Brauer de K»

c) Pour une variété abélienne, la dualité de Tate apparie le
groupe des classes de K-torseurs sous cette variété ("groupe de
Weil-Châtelet") avec le groupe compact des points rationnels sur K
de la variété abélienne duale.

Puisque, en inégale caractéristique, la cohomologie (aussi bien
étale que fppf) d'un schéma en groupes commutatifs sur K coïncide
avec la cohomologie galoisienne de son groupe de points à valeurs dans
une clôture algébrique de K , ces théorèmes de dualité peuvent tout
aussi bien s'exprimer par des dualités entre les groupes de cohomolo-
gie des schémas en groupes correspondants. Par contre, lorsque X est
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INTRODUCTION

un schéma en groupes fini commutatif et plat sur l'anneau R des
entiers de K , il convient de considérer les groupes de cohomologie
fppf H ( R , X ) : B . Mazur ( [ l 3 ] ) a obtenu une dualité entre les groupes
H^R.X) et H^K.X' )/îîl(R,XI ) , à valeurs dans <Q/'3 , et cette dualité
est compatible avec la dualité sur K considérée dans a ) .

0 . 2 . Lorsque le corps résiduel k . du corps local K , au lieu
d'être fini, est algébriquement clos, et que nous sommes toujours en
inégale caractéristique (c'est-à-dire lorsque K est une extension
finie du corps des fractions de l'anneau W ( k ) des vecteurs de Witt
de longueur infinie à coordonnées dans k) , le groupe de Brauer de K
est nul ( [ 2 4 ] ) » ce qui a des conséquences importantes : les tores sont
^ohomologiquement triviaux, et les groupes de cohomologie, à partir du
second, des schémas en groupes finis commutatifs sur K sont nuls.
Au contraire de ce qui se passe dans le cas d'un corps p-adique, le
premier groupe de cohomologie d'un K-schéma en groupes fini n'est
pas, en général, un groupe fini (il suffit de considérer H^K.n-i ) ,P
où p ) 0 est la caractéristique de k : ce groupe, égal à K*/K̂ 3

contient en effet le corps algébriquement clos k) 7 mais comme on le
verra, il a une structure naturelle de groupe quasi-algébrique (au
sens de [ 2 l ] ) sur k . Cette propriété intervient de manière essen-
tielle dans les théorèmes de dualité établis ici, la dualité de Serre
des k-groupes quasi-algébriques unipotents connexes remplaçant la
dualité de Pontrjagin des groupes finis.

Les difficultés proviennent surtout des p-groupes finis, p
étant la caractéristique de k ; car si l'ordre du K-groupe fini X
est premier à p , le groupe H^K.X) est fini, et le cup-produit à
valeurs dans <ù/'Z le met en dualité avec le groupe des K-points de
son dual de Cartier. Ceci résulte par exemple de ( [ l o ] , I , n° 5 ) ou de
( [ 6 ] , Dualité, n° 1 ) .
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Quant aux résultats sur les variétés abéliennes, il faut citer les
§

V v V ftravaux de Ogg, afarevic, et Vvedenskii. Ogg et Safarevic, indépen-
damment, ont exprimé le groupe des classes de K-torseurs sous la
variété abélienne A , où l'on néglige la p-torsion, comme le dual de
Pontrjagin du groupe profini W-. ( A ' ( K ) ) , groupe fondamental du
k-groupe proalgébrique (au sens de [ 2 l ] ) des K-points de la variété
abélienne duale A ' / où l'on néglige aussi la p-torsion ( [ l 8 ] ) . Quant à
Vvedenskii, qui se pose le problème de la partie de p-torsion, il a
traité divers cas particuliers de courbes elliptiques, par des méthodes
de groupes formels ( [ 2 l ] ) .

0 . 3 . Entrons maintenant dans le détail du présent travail. Tous
les schémas en groupes considérés ici sont commutatifs.

Le point de départ est une remarque de Serre, page 55 de "Groupes
proalgébriques" ( [ 2 l ] ) : "Si U est un groupe unipotent connexe
quasi-algébrique, il y a, sur U = Ext (U.Q/2?) , une structure canoni-
que de groupe unipotent connexe quasi-algébrique ; la correspondance
U^ U jouit de propriétés analogues à celles que l'on rencontre dans
la dualité des variétés abéliennes 7 on a U =U , e t c . . . " .

Le développement de cette remarque constitue le §1. Les résultats
y sont, en fait, écendus au cas d'un corps de base parfait de caracté-
ristique p ) 0 . Après avoir décrit, sur un schéma affine quelconque de
caractéristique p , les isogénies dont le but est le groupe additif
G et dont le noyau est ^Z/^Z , on voit ce qu'il advient lorsqu'on
remplace (G par le schéma W des vecteurs de Witt de longueur n ,a n
et 'Z/p'Z par /̂p̂  , ceci sur un schéma affine parfait quelconque.
On passe alors au cas général d'un groupe quasi-algébrique (au sens de
[ 2 l ] , 1 . 2 , ou de [ ? ] , 5 . 3 . 4 ) unipotent connexe quelconque G : son dual

•x-de Serre G , dont les points à valeurs dans un schéma affine parfait
sont les classes d'isogénies dont le but est G et le noyau cyclique
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constant, est lui-même muni d'une structure de groupe quasi-algébrique
unipotent connexe, via des résolutions par des produits finis de grou-
pes quasi-algébriques de vecteurs de Witt de longueur finie. Les grou-

* ^ -X-pes G et G sont isogenes, et la correspondance G^ G est un
foncteur exact et involutif. En outre cette dualité de Serre des grou-
pes quasi-algébriques unipotents connexes sur un corps parfait de
caractéristique p s'étend en une autodualité ^ de la catégorie
dérivée des complexes bornés formés de groupes quasi-algébriques uni-
potents, qui joue aussi un rôle essentiel dans [ 1 5 ] .

Le §2 établit un lemme de rigidification des Ext de deux fais-
ceaux en groupes abéliens sur un site. De ce lemme, on déduit par
exemple la "résolution lisse standard" d'un schéma en groupes fini et
plat sur une base quelconque. En fait, la principale motivation de
cette technique de rigidification apparaîtra au §8.

Le §3 précise quelques propriétés cohomologiques résultant de
[ 2 4 ] , en particulier la trivialité cohomologique des tores et quelques
unes de ses conséquences.

Au §4, on précise la structure de k-groupe algébrique de
H ( R , X ) , pour un schéma en groupes X fini et plat d'ordre une puis-
sance de p sur l'anneau R des entiers de K , la cohomologie étant
calculée au sens fppf ; on montre que ce k-groupe Jg^R/X) est affi-
ne, unipotent, connexe, et l'on calcule sa dimension par une méthode
inspirée d'un calcul de caractéristique d'Euler-Poincaré dû à Mazur et
Roberts ( [ l 4 ] ) . Les propriétés algébriques sont obtenues en plongeant
X dans un groupe lisse, et en prenant la réalisation de Greenberg
relative à R (au sens de [ ô ] ) du conoyau de ce plongement. D'autre
part, pour un K-groupe fini X , tout plongement de X dans un tore
définit, via la réalisation de Greenberg relative à R du modèle de
Néron (au sens de [ l ? ] ) du conoyau de ce plongement, un k-groupe



L. BEGUERI

algébrique dont le groupe des k-points est le groupe habituel
H ( K , X ) et dont le groupe quasi-algébrique associé H ( K , X ) est in-
dépendant du choix du plongement de X dans un tore. Le k-groupe
g ( K , X ) est affine, et sa composante neutre est unipotente. Par une
méthode inspirée d'un calcul de caractéristique d'Euler-Poincaré dû à
J. Tate ( [ 2 5 " ) ) , , on calcule la dimension de H ( K , X ) . En outre, lorsque
X provient d'un R-groupe fini et plat, le k-groupe quasi-
algébrique g ( K , X ) contient comme sous-groupe le groupe quasi-
algébrique g^R/X) associé à H^R/X) .

Le §5 est consacré à 1'"isomorphisme de réciprocité". Lorsque le
corps K contient les racines de l'unité d'ordre p11 , on cherche à
classifier les extensions de K engendrées par une racine p^ième
d'un élément non nul de K . Cette classification se déduit d'un iso-
morphisme dit "de réciprocité" du groupe H ( K , ( p ) avec le groupe des

P11
homomorphismes continus du groupe de Galois de l'extension abélienne
maximale de K dans ip- ( K ) =M . Par la théorie du corps de classes
de Serre ( [ 2 4 ] ) , cet isomorphisme s'écrit :

^(K,^) -^Hom^(^(^),M^) ,

ou encore comme un isomorphisme de groupes abéliens :

Î /K̂ " -̂  Ext^(g^,M^) ,

où g est le k-groupe proalgébrique des unités de K , dont
^(U^) est le groupe fondamental. La source a une structure canonique
de k-groupe quasi-algébrique unipotent 7 le but aussi. L'essentiel
du présent paragraphe consiste à établir la quasi-algébricité de cet
isomorphisme de réciprocité. Pour cela, on est conduit, en quelque
sorte, à "universaliser" la construction de 1'isomorphisme de Serre.

Ces préparatifs permettent d'aborder au §6 la démonstration des
théorèmes principaux de dualité pour les schémas en groupes finis sur
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K . Soit X un K-groupe fini, et soit X' son dual de Cartier.
Nous mettons en dualité ( à valeurs dans Q/2?') le groupe X' ( K ) des
K-points de X' et le groupe ff (g ( K , X ) ) , groupe des composantes
connexes de g ( K , X ) . D'autre part, la composante neutre de H^K/X)
est canoniquement isomorphe au dual de Serre de la composante neutre
de g ( K , X ' ) . La démonstration de ces résultats utilise, outre le
changement du corps de base et 1'isomorphisme de réciprocité, l'inter-
prétation des H comme des Ext , puis, à la Yoneda, comme des
classes de suites exactes. Lorsqu'on fixe un entier n et que l'on
considère la catégorie ^ (resp. 3 ) des K-groupes finis (resp.
k-groupes quasi-algébriques) annulés par p1'1 , on peut voir que le
prolongement H1 : ̂ Ç^) -» ^(S^) de H1 : ̂  -» 2̂  (g^X) ̂ ^K.X))
à la catégorie des complexes bornés ( à homotopie près) formés d'objets
de ^ , admet un dérivé gauche LH : D̂ ^ ) -» D̂ S ) entre les caté-n - = n n
gories dérivées correspondantes. Les deux énoncés ci-dessus se regrou-
pent alors dans ce cadre de catégories dérivées. On construit en effet
canoniquement un isomorphisme du foncteur Lg1 sur le composé de la
dualité de Serre dans D^S^) , de LH1 et de la dualité de Cartier
dans D (^ ) . O n pourra comparer ceci avec [ l 5 l .

Notons que, lorsque X est un R-groupe fini et plat, 1'isomor-
phisme canonique entre la composante neutre de g^K.X) et le dual de
Serre de la composante neutre de g ^ K . X ' ) induit un isomorphisme ( 6 . 3 . 2 )
entre le k-groupe quasi-algébrique g ( R , X ) et le dual de Serre du
k-groupe quotient g^K.X' ̂ /g^R.X' ) . On rejoint ainsi des théorè-
mes de B. Mazur cités en 1.

Les résultats du §6 donnent une prise sur les tores et les varié-
tés abéliennes, par l'intermédiaire de leurs points d'ordre fini. Le
§7 exploite cette situation. Dans le cas d'une variété abélienne à
bonne réduction, il y a une structure quasi-algébrique canonique sur
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le groupe H ( K , A ) des classes de K-torseurs sous A annulées par
n . On obtient une dualité parfaite à valeurs dans Q/Z' entre le
groupe des composantes connexes de ce groupe quasi-algébrique et le
groupe A ' ( R ) = = A " ( K ) des K-points annulés par n du R-schéma
abélien dual A' . D'autre part, la composante neutre de ce groupe
quasi-algébrique s'identifie au dual de Serre du conoyau de la multi-
plication par n dans le groupe proalgébrique A " ( R ) , réalisation de
Greenberg parfaite relative à R de A ' . Pour un tore, au contraire,
il y a lieu de considérer les trois groupes de cohomologie H^K.M) ,
i = 0 , l , 2 , où M est le groupe des caractères du tore T , de sorte
qu'on obtient des théorèmes du type 0.1 b ) . On montre que H ° ( K . M )
est un réseau, dual dans "S du groupe 7r (^i.) des composantes con-0 K.

nexes de la fibre spéciale du modèle de Néron du tore. Le groupe
H ( K , M ) est en dualité, dans Q/̂  , avec le sous-groupe de torsion de

2ïï ( * £ * , ) . Le groupe H ( K , M ) est un groupe discret, dual du groupe0 K.

profini îr ( î ( K ) ) , groupe fondamental de la réalisation de Greenberg
parfaite relative à R du modèle de Néron du tore T .

Il reste à préciser, et à généraliser, pour les variétés abé-
liennes quelconques, ce qui vient d'être dit dans le cas de bonne
réduction. Ceci est rendu possible par l'existence des modèles de
Néron de ces variétés ( [ l 6 ] ) . Ce problème est étudié, dans le §8, en
définissant le k-groupe quasi-algébrique H ( K , A ) , dont le groupe
des k-points est le groupe H ( K , A ) des classes de K-torseurs
sous A annulées par n . L'équivalent d'une flèche de dualité est
fourni par un homomorphisme Y qui, à la classe d'un K-torseur
sous A , annulée par n , associe une k-isogénie dont le but est
^ ' ( K ) , composante neutre de la réalisation de Greenberg parfaite
relative à R du modèle de Néron de la variété abélienne A' duale
de A , et dont le noyau est cyclique d'ordre n . Cette construction
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passe par la définition, pour un K-groupe E , . qui est extension d'un
groupe fini par une variété abélienne, d'un k-groupe proalgébrique
Ext—(E.G ) , ceci, comme toujours, de manière que son groupe des
k-points soit le groupe habituel Ext ( E , ( B ) : c'est là que prend tout
son sens l'idée de rigidification. L'homomorphisme ^ induit une
isogénie (^ ) de la composante neutre de g ( K , A ) sur le dual de
Serre de ^ ' ( K ) /n^'(K) , ce qui permet d'obtenir un épimorphisme de
li^K.A^)0 sur le dual de Serre de ^'(K)°/n^ 1 ( K ) ° , dont le noyau est
( A ( K ) / n A ( K ) ) . On en vient alors à montrer que les groupes des compo-
santes connexes des fibres spéciales des modèles de Néron de A et
A' sont en dualité parfaite, ce qui démontre une conjecture de
Grothendieck ( [ l l | , p. 323) dans le cas d'un corps local à corps rési-
duel algébriquement clos, en inégale caractéristique ; cette conjec-
ture a été prouvée par M. Artin et B. Mazur dans le cas de la jaco-
bienne d'une courbe propre et lisse sur le point générique d'un trait,
et aussi dans le cas d'une variété abélienne quelconque sur un corps
local à corps résiduel fini (en utilisant la dualité de Tate) 7 enfin,
elle était prouvée pour les composantes €-primaires, € 7^p , de ces
groupes de composantes connexes, et aussi dans le cas de réduction
semi-stable ( [ i b i d . ] ) . La méthode de démonstration utilisée ici est
basée sur la dualité de Serre. Cette dualité des ïï a alors pouro
conséquence que 1'isogénie (^ ) ° est un isomorphisme, et qu'il y a
une dualité canonique, à valeurs dans Q/Z' , entre ïï ( H ( K , A ) ) eto = n
le noyau de la multiplication par n dans A ' ( K ) ° . Il reste alors à
reconnaître 1'homomorphisme induit par Y sur ïï ( H ( K , A ) ) : c'est
l'opposé de celui qui donne la dualité canonique ci-dessus. Et donc
^ est un isomorphisme, ce qui achève la démonstration.

Je suis très reconnaissante à Michel Raynaud de m'avoir indiqué
ce sujet et d'avoir dirigé ce travail. Je remercie Madame Bonnardel
pour la frappe du manuscrit.
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INDEX DES NOTATIONS

TT X est la restriction de Weil, de T à S , du T-schéma X (pour
T|s

des morphismes X -> T -> S ) .

Extc, ( E, G ) - associe, à tout S-schéma T , le groupe des classes d ' ex--——o F
tensions du T-groupe commutatif E par le T-groupe
commutatif G , rigidifiées suivant le sous-groupe F de

^ •
Extç, ( E , G ) associe, à tout S-schéma T , le groupe des classes d'ex-

tensions du T-groupe commutatif E par le T-groupe
commutatif G .

G - est le S-groupe multiplicatif.m, o
^ est le S-groupe des racines n-ièmes de l'unité.n i o
R est un anneau de valuation discrète complet, à corps résiduel

k algébriquement clos de caractéristique p ) 0 , à corps
des fractions K de caractéristique 0 .

H^R.X) (resp. H1 ( K , X ) = H1 ( X ) ) est le i-ème groupe de cohomologie
fppf du R-groupe (resp. du K-groupe) X à valeurs dans R
(resp. à valeurs dans K ) .

X' est le dual de Cartier du R-groupe fini et plat X (resp. du
K-groupe fini X ) .

A' est la variété abélienne duale de la K-variété abélienne A .

Etant donné un k-groupe G , on note G° sa composante neutre, ïï ( G )
son k-groupe des composantes connexes, et ï ï - ( G ) son
groupe fondamental, au sens de [ ? ] .

1 2
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•x-
- G ^ G est 1'autodualite de Serre de la catégorie des k-groupes

quasi-algébriques unipote.nts connexes.

g (S ) est la réalisation de Greenberg relative à R , au cran r , du

R-schéma S , et ^ (S ) = lim g ( S ) en est la réalisation de
r

Greenberg relative à R .

G ( S ) [resp. ^ j (S)" ] est le k-schéma parfait associé à g ( S )

(resp. à g ( S ) ] .

Le groupe des k-points de U-- = G (G _ ) et de U- = G (G -) est lel\ M/ m» K. "jx — îî[, s\
groupe U__ des unités de R .j\

• H ( R , X ) est le 1er k-groupe algébrique de cohomologie fppf d ' un

R-groupe fini et plat X à valeurs dans R 7 le k-groupe

quasi-algébrique associa à g ( R , X ) est noté H ( R , X ) . Le

groupe j g ^ R ^ X H k ) = g ^ R ^ X H k ) est égal à H ^ R ^ X ) .

^ê (resp. Ci) est le R-modèle de Néron du K-tore T (resp. de la

K-variété abélienne A ) , et ï ( K ) = Ç^) [resp. ^ ( K ) = g ( C î ) ]

est la réalisation de Greenberg parfaite, relative à R , de

ce R-modèle de Néron.

H ( K , X ) = H ( X ) est le 1er k-groupe quasi-algébrique de cohomologie

d ' u n K-groupe fini X à valeurs dans K . Le groupe

g ^ K / x H k ) est égal à H ^ K ^ X ) = H ^ X ) .

1 3
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§1. DUALITE DE SERRE

Ce § met en oeuvre une idée de J.-P. Serre ( [ 2 l ] , p. 55) : la
catégorie des groupes quasi-algébriques unipotents connexes sur un
corps k algébriquement clos (o u , plus généralement, parfait) de ca-
ractéristique non nulle est autoduale. Cette autodualité s'obtient en
associant à tout k-groupe quasi-algébrique unipotent connexe G le
k-groupe G dont les points à valeurs dans un k-schéma affine par-
fait S classifient, à isomorphisme près, les isogénies dont le but
est G et dont le noyau est cyclique constant.

0

Dans tout ce § , k désigne un corps parfait de caractéristique
p > 0 .

1 . 0 . Pour tout k-groupe algébrique lisse F , soit F̂ ^ le
k-groupe quasi-algébrique qui lui est associé. C'est le k-groupe
parfait tel que F?51" ( S ) = F ( s ) pour tout k-schéma parfait S ;
c'est aussi le revêtement proinfinitésimal universel de F , obtenu
comme limite du système projectif filtrant

. . . -^P"^ I^r^"^1^ ̂  . . . -^P"^ l^r .
( '~n}où F'P est le k-groupe déduit de F par le changement de base

-n
correspondant à 1'endomorphisme a i—»-a de k , et où F est le
k-morphisme de Frobenius. Le noyau GL ( F ) de la projection
ppa -) p gg^ proinfinitésimal. Un morphisme u : F -» F' de k-groupes
algébriques lisses est une isogénie radicielle si et seulement si le
morphisme associé ^par : FF31" -^ r'P52" est un isomorphisme.

.14



DUALITE DE SERRE

Soit F un k-groupe algébrique lisse unipotent connexe. Pour

tout k-schéma affine S et tout n ) 0 , les groupes Hom ( F , ̂ /p^),
0 0

Hom (^(F) z/p^) , Ext^ro-^ng^/p1'1^) sont nuls. Pour G = F ou

r^5 , pour tout k-schéma affine S , posons :

G"(S) = 3J^ Ext^Gg^/p1'1^) = Ext^(Gg,Q/Zr) .
n

L'homomorphisme canonique :

r '(s) - (rP^^s)

est alors un isomorphisme.

1.1. Cas des groupes de Witt.

Soit W (n } / 1 } le groupe algébrique, sur le corps premier F ,

des vecteurs de Witt de longueur n . Notons e la F -isogénie

d"Artin-Schreier :

0 -> ' Z / p ^ ' Z -^ W F"l•d » W ^ 0 .

Pour tout F -schéma affine S , soit e - la S-isogénie déduiteP n, S -
de e par le changement de base S -* Spec F . En appliquant

Hom-( . ,W ç) à e - , on trouve un homomorphisme bordo n, o n, o

ô (S) : End (W ) -^ Exthw ./Z/p^)n S n , S S n / S

qui, à 1'endomorphisme u de W - , associe 1'isogénie u ( e -)n / b n i b
image par u de e - . Cet homomorphisme induit, sur le groupe de

TÏ / 0

End-(W -) formé des homothéties de rapport a ^ W ( S ) , un homomor-ù ri / o ï\
phisme

Q^(S) : W ^ ( S ) - W^(S) = (W^ar f)^S) .

Par restriction à la sous-catégorie des F -schémas affines parfaits,

on obtient donc un morphisme de fondeurs en groupes abéliens :

© îW^^- (WP^)' .n n n

1 5
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PROPOSITION 1.1.1. a) Pour tout F -schéma affine S , l'homomor-

phisme 5 - . ( S ) est sunectif.

b) Le morphisme © est un isomorphisme.

Preuve : a) Soit S= Spec A un F -schéma affine, et soit ç une

S-suite exacte :

0 —> WpZ) —»- E p-^ G - -^ 0 .o a, b

En particulier, E est un G -torseur sous ' 2 / p ' Z . Par la théoriea, o
d'Artin-Schreier, ( [9 ] , exposé XI, corollaire 6 .9 ) , il existe un poly-

nôme P ( t ) à coefficients dans A tel que E soit le spectre de la

A-algèbre

B = ACt.ul/^-u-Pd)) ,

l'opération de translation de '2/p'Z sur E étant donnée par l'homo-

morphisme de A-algèbres

ô : B -^ (AËxl/ÇX^X))^

tel que ô ( u ) = 1^> u + X'8) 1 , ô ( t ) = l ^ > t .

Le coproduit d : B ^ B^> B vérifie l'égalité :

( ô ^ i d ) o d = ( i d ^ > d ) o ô . Ceci s'exprime par l'existence d 'un polynôme

Q ( l ^ > t , t^> 1) dans A[ 1 ^> t , t^> l] tel que :

d ( u ) = l ® u + u ^ l + Q ( l ( 8 > t , t < S ) l ) , et donc tel que :

Qd^ t . t ^D^Qd^ t . t ^ l ) = P ( l ^ > t + t ^ > l ) - P ( l < S ) t ) - P ( t ^ l ) .

Il existe donc R(t) ê A[t] tel que :

Q(l<8 t , t<8 1) = R ( 1 0 t +t^> 1) - R(lS) t) - R(t'S) 1 ) .

L'élément v = u - R ( t ) de la A[t] -algèbre B en est un générateur qui

vérifie :

!d(v) = 1<8> v + v<S> 1

yP-V= S ( t )

16
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avec S( t ) dans A[t] . En particulier, S( t ) est un p-polynôme, donc

donné par :

S(t) = S a-t^ = ( S a.F1)^) .
0<i<n 1 0<i<n -L

Ceci montre que l 'on obtient E par le carré cartésien

E ———————> G
a,S

Pi 1^^

^.S S a.^i ^.s
O^i^n 1

autrement dit que la classe [Ç ]êEx t - , (G .,'Z/p'Z} de la S-isogénieï> a, o

Ç est égale à ô ( S ) ( S a.F1) .
1 0<i<n 1

REMARQUE. Lorsque S est parfait, on peut éviter cette démonstra-

tion élémentaire en utilisant la nullité de Ext1 (©^^.G^^ , oùyp a a
V est la catégorie des faisceaux en F -vectoriels sur le sir-e des

S-schémas parfaits muni de la topologie étale ( [5 ] ) .

b) Supposons S parfait.

Pour tout a ^ A , on a alors : aoF = FoF" (a) , et ô (S)(aF) =

© ^ ( S ) (F"1^)) (puisque ¥* {^ ̂  s ) = e 1 S ) ; donc 0l(s) est surjectif.

Si @ ( s ) ( a ) = 0 , il existe u ê E n d - ( ( E _ ) tel que a = ( F - i d ) o u .-•- b a, o
Ceci implique que F^a) est nul pour r assez grand, et donc que a

lui-même est nul.

Pour n } / 2 , soient V : W , - ^ W . R ^ - ^ W , lesn-1 n n n-1
F -morphismes de "Verschiebung" et restriction, respectivement.

LEMME 1 .1 .2 . 1 ) 0 = F\0 oF Vn > /1

2) Q^oFV = R*^^_i Vn >/2

3) Q^_^oFR = V*o0^ Vn >/2

4) Q ^ ( S ) o a = a\9^(S) Vn >/1 , Va ^ W (S) , pour

tout F -schéma affine S .

17
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Preuve : C'est là une généralisation des formules de compatibilité de
( [ 2 l ] , p. 54) ; la démonstration en est identique.

PROPOSITION 1 . 1 . 3 . Le morphisme ® est, pour tout n )/1 , un
isomorphisme.

Preuve : Pour n= 1 , c'est le b) de la proposition ci-dessus.
Pour n )/2 , on a un diagramme commutatif à lignes exactes (le

morphisme ( F R ) ( S ) est en effet surjectif pour tout F -schéma af-
fine parfait S) :

0 - Ĝ ^ ((FV)^1)^ parf (FR)^ ^parf „a n n-1
© | |@ | © ,1\ i n [ n-1

0 -» ((Eparf^ ___________^ (wPB^^ ______» (Wparf^0 ^a- ) ^n-l^parf^ ̂ n ) ^parf^ ^n-1 )

On en déduit, par récurrence, que ® est un isomorphisme.

1 . 2 . Cas général.

PROPOSITION 1 . 2 . 1 ("Dualité de S e r r e " ) . Soit k un corps parfait
de caractéristique p> 0 . Pour tout k-crroupe quasi-algébrique uni-
potent connexe G , il existe un k-crroupe quasi-alcrébrique unipotent
connexe G (unique à isomorphisme unique près) dont les points à
valeurs dans un k-schéma affine parfait quelconque S sont les
classes d'isoqénies dont le but est Gç, et dont le noyau est cyclique
constant. Les groupes G ê  G sont isoqènes. Le foncteur G ̂  G"
est exact (c'est-à-dire transforme toute suite exacte courte de
groupes quasi-algébriques unipotents connexes en une suite exacte),
et involutif (c'est-à-dire de carré l'identité).

Preuve : Tout k-groupe algébrique lisse unipotent connexe est quo-
tient d'un produit fini de k-groupes de vecteurs de Witt de longueur
finie par un sous-k-groupe connexe ( [ 7 ] ; ou [ 2 2 ] , p. 179, si k

18
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est algébriquement clos). On en déduit que, si G est un k-groupe
quasi-algébrique unipotent connexe, il existe une k-suite exacte

U ^ n —^ G —>- 0 ( U . = {^parî) 1 , I . fini , i= 1,2) ,2 1 i n . i
•X-le noyau de g étant connexe. Le fondeur G est alors le noyau de

*X- ^g , donc est représentable par un k-groupe quasi-algébrique, qui
est unipotent. En outre, il existe une k-isogénie G —»• U , où U est
un produit fini de k-groupes quasi-algébriques associés à des
k-groupes de vecteurs de Witt de longueur finie ( [ 7 ] , p. 595 ; ou
[ 2 2 ] , p. 176, si k est algébriquement clos). Soit M le k-groupe
fini étale noyau de f . On en déduit une suite exacte de k-groupes
quasi-algébriques :

•X-
0 -> Hom- (M.Q/^) -> U" -E-̂  G* .

Si k est une clôture algébrique de k , le groupe (Coker f ) ( k ) ,
qui est un sous-groupe de Extj-(M, Q/Z') =0 , est nul. Il en résulte que
* -X-f est un epimorphisme. En particulier, G est connexe, isogène a
* \ *U , donc a U , et aussi a G . Les groupes G et G ont, en parti-

culier, même dimension.
Supposons donnée une suite exacte de k-groupes quasi-algébriques

unipotents connexes :

0 ̂  G -̂  G —> G —»- 0 .

On en déduit la suite exacte :
•X-* * "h *

0 - °3 ̂  °2 - G! •
Le k-groupe quasi-algébrique Coker(h ) est connexe et de

dimension zéro : il est donc nul.
Pour un k-groupe quasi-algébrique U isomorphe à (W^51" ) ,

écrivons © ( ! ' ) 1 ' isomorphisme © : F -> F . Soit LL ̂  U, —> G —>• 0
une résolution comme ci-dessus. Les formules du lemme 1 . 1 . 2 permettent
alors d'établir la commutativité du diagramme :
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"2 ' u!

^-TT^ '
^

où les flèches verticales sont les isomorphismes © ( U . ) o © ( U . ) ( i = = l , 2 ) .

Par passage aux conoyaux, on en déduit un isomorphisme :

•X- •X-
G -» (G ) ,

qui ne dépend pas de la résolution choisie pour G .

1.3. Dualité de Serre dans D (2 ) .

Soit 2 la catégorie abélienne des k-groupes quas. . .jébriques

unipotents, et ^ la sous-catégorie pleine de 3 dont 't.-.- ..'-'eus

sont connexes. Pour tout objet G de 2 , posons :

G * = ( G ° ) * ,

où G° est la composante neutre de G . On obtient ainsi un fon - ' e u -

contravariant de 3 dans 2 , qui prolonge 1 ' autodualité de Ser.'e

de 3 . C e fondeur est exact à gauche (c'est-à-dire :

(lim G . ) = lim ( € ' . ) , si 1 est fini).«y- i -^ i

Soit H (3 ) la catégorie triangulée des complexes bornés, à

homotopie près, formés d'objets de 2 , et soit «rt (3 ) la sous-

catégorie triangulée de H (3 ) dont les objets sont formés de

k-groupes connexes. On considère le fondeur contravariant * de

H (3 ) dans elle-même qui, à tout objet X* de ^ (3 ) , associe
•X-

( X * ) défini par :

[ ( X * ) * ] = (X )* , pour tout n Ç "Z .n —n

C'est un ô-fondeur au sens de [l2] , p. 22 .

Tout k-groupe quasi-algébrique unipotent est le noyau d 'un épi-

morphisme de k-groupes quasi-algébriques unipotents connexes ( [? ] ,
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p. 547) , et donc tout objet de K (2 ) est quasi-isomorphe à un objet

de ^ (3 ) . De plus, si X' est un objet acyclique de K^S ) , le

complexe ( X * ) Ç Ob(î( (3 ) ) est aussi acyclique (proposition 1.2.1).

Il en résulte ([l2"L p. 53) que le ô-foncteur ^ : ̂ (S ) -" ^(S )

admet un dérivé droit, noté

Ï: D^^) - D^^)

de la catégorie dérivée des complexes bornés formés d'objets de 2

dans elle-même. Ce foncteur H , contravariant, est involutif : c'est

1'autodualité de Serre de D (3 ) . Remarquons que, si ( G * ) = 0 pour

n ^ O . e t ( G ' ) = G , o n a :

H^G') ) = 0 pour i^0,- l

< i r ( ( G - ) ) = G

•T-lH " ( ( G - ) ) = Hom^G^/Z-) = Hom^ ( ïï ^ ( G ) , Q/Z-) ,

où TT ( G ) est le groupe des composantes connexes de G .
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§2. RIGIDIFICATION DES Ext1

2.1. Lemme de ricridification.
r ~i r^"1

Soit C un site ( L I J ) / et soit C la catégorie des faisceaux en

groupes abéliens sur C . Pour tout objet T de C , pour tout objet
<-\/

E de C , on désigne par E la restriction de E au site C/T .
f^i

Pour tout couple ( E , G ) d'objets de C , soit Mor(E.G) (resp.

Hom( E, G ) ) l'objet de C tel que, pour tout objet T de C , le

groupe M o r ( E , G ) ( T ) (resp. H o m ( E , G ) ( T ) ) soit le groupe Mor (E ,G )

(resp. Hom (E ,G ) ) des morphismes E_"^ G de faisceaux d'ensembles

(resp. de faisceaux en groupes) sur le site C/T .

Pour tout couple ( E , G ) d'objets de C , pour tout objet T de

C , soit < Î ( E , G ) ( T ) l'ensemble des suites exactes d'objets de (C/T) :
L TTv v

Une telle suite exacte sera notée (V,7r , ^ ) ou, plus brièvement, V .
Q(

Soit F ^—»- E un sous-faisceau en groupes de E . Pour tout objet T

de C , on considère l'ensemble < 5 ( E , G ) ( T ) des éléments de ( Î ( E , G ) ( T )

rigidifiés suivant F , c'est-à-dire :

< ? ( E , G ) p ( T ) = { ( V , s ) ê ^ ( E , G ) ( T ) XMor^,(F^V) ; T^os = o^} .

Deux éléments (V , s - ) , (V^ , s ) de < ? ( E , G ) (T) seront dits iso-

morphes s'il existe f ^ Hom (V-, , V ^ ) rendant commutatif le diagramme

suivant :
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On désigne par Ext^(E^,G^)p l'ensemble des classes d'isomorphisme
l i

des couples ( V , s ) ê S ( E , G ) p ( T ) , et par Ext (E ,G ) l'ensemble des

classes d'isomorphisme des éléments de < ? ( E , G ) ( T ) . Il y a, sur

Ext (E ,G ) , une structure canonique de groupe abélien telle que

1'application

q ( T ) : Ext^(E^G,^ ^Ex t^ (E^G^)

qui, à (V,s ) , associe V , soit un homomorphisme de groupes. Un

couple (V,s) représente l'élément nul de Ext (E ,G ) si et seule-

ment s'il existe u^Hom (E ,V) tel que ^r^u = id / s .= uoa . On a

ainsi défini un préfaisceau en groupes abéliens

Ex^E.G) : C° -^ Ab

par : Ext ( E , G ) p ( T ) = Ext^(E^.,G^)p , et aussi un préfaisceau

Ext ( E , G ) par : Ext ( E , G ) ( T ) = Ext^(E ,G ) , ainsi qu'un morphisme de

préfaisceaux en groupes abéliens q : Ext ( E , G ) "> Ext^E.G) .

a) Soit T un objet de C . Si (V,s) Ç S (E,G) (T) représente l'élé-

ment nul, associons, à tout h ê Mor^.(F^,G^.) , la classe de (V,s+^ h) ;

celle-ci ne dépend pas du choix du représentant de l'élément nul de

Extrp(E ,G ) . On a donc défini une application, qui est un homomor-

phisme de groupes fonctoriel en T :

d ( T ) :Mor^.(F^G^) -> Ext^(E^G^ ,

d 'où un morphisme de préfaisceaux en groupes abéliens sur C :

d : M o r ( F , G ) -» Ex t^E/G)- .-^-^— —— p

b) Soit can le morphisme composé

Hom(E,G) -> Hom(F,G) -> Mo_r(F ,G) .

c) Pour tout objet T de C , soit

T ( T ) : Ext^(E^G^) -> ^(F^G^,)
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l'application qui, à la classe d'isomorphisme de V , associe la

classe d1isomorphisme du F^-torseur a-(V) sous G . L'application

T ( T ) est un homomorphisme, fonctoriel en T . D'où un morphisme de

préfaisceaux en groupes abéliens :

T : Ex^E.G) -> H ^ F / G ) ,

où H^F^OCr) = H^F^G^.) .

LEMME 2.1.1 ("Lemme de rigidification"). Le complexe de préfais-

ceaux en groupes abéliens sur C : 0 —^ Hom(E/F,G) -^ Hom(E ,G) can»

Mor(F ,G) -^ Ex^E/G)^-3^ Ex^E^G) - ^H^F^G) est fonctoriel en G

et par rapport aux couples (E , F &^-»- E) .

Pour tout ob-iet T de. C , ce complexe induit, sur les points à

valeurs dans T , une suite exacte de groupes abéliens.

Preuve : Soit T un objet de C . Si ( V , s ) ê S ( E , G ) ( T ) représente

un élément du noyau de q ( T ) , et si u ^ H o m (E ,V) vérifie

îr^ou = id , on a : ïï^o(s-ua^) = 0 7 d 'où l'existence de h C Mor (F ,G )

tel que s-uo^ = ^^h , ce qui montre que ( V , s ) représente d ( T ) ( h ) .

Comme q ( T ) o d ( T ) = 0 , on a l'exactitude du complexe
d ( T ) ^ q ( T ) ^

Soit maintenant h € Mor^(F^,G^.) un élément du noyau de d ( T ) . Soit

(V,uoo^) , où u Ç H o m ^ ( E ^ , , V ) vérifie TT^OU = id , un élément de

^ ( E , G ) p ( T ) représentant l'élément nul de Ext^E ,G ) . Alors
T

( V , U O ( Y ^ + z/^oh) représente aussi l'élément nul, et donc il existe

u ' êHom^,(E^,V) tel que ^y°u' = id et uoa + L oh = u ' o a . Soit

h^ € Hom^,(E^,G^) tel que u '-u = ^oh . On a donc :

h = ^Q0^^ = c a n ( T ) ( h ^ ) : D'où l'exactitude du complexe
can(T)^ d ( T ) ^

Enfin, pour que V ê Ext^,(E^,G^,) admette une rigidification suivant

F^, , il faut et il suffit que le F^-torseur o'-(V) sous G soit

trivial, d'où l'exactitude du complexe
q ( T ) , ^ T ( T ) ,
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2.2 . Application à la "résolution standard".

Soit S un schéma, et soit C le site fppf des S-schémas. Soit

X un S-schéma en groupes fini et plat. Dans les notations de 2.1/

on prend :

E = F = X , a = id , G = (G .X m, S

On notera avec un indice S les groupes ci-dessus, soit Ext-(X,G )„ ,b rn yÇ.

'Ex^(X,G^) , Mois^®!^ au lieu de ^Sî1^^ )y ' etc...

Tout d'abord, le faisceau Mor-,(X,G ) est représentable par leo rn
S-groupe affine lisse de type fini TT G . Soit Mor-(XX X,G )— I -, m^x o o m symA. i o
le S-groupe noyau du S-endomorphisme "symétrisation" :

0- : Mor ( X X X,G ) -> Mor^ (XX - X , G )——S S m ——S S m

défini par : or( f) (x,y) = f (y,x) ( f (x,y) )""1 .

Soit alors

ô : Mor ( X X X,G ) -i> Mor - (XX X X - X , G )——S S m sym ——S S S m

le morphisme de S-groupe défini, pour tout S-schéma T , et pour

tout élément ( x , y , z ) de ( X X - X X X) (T ) , par :
0 b

ô ( f ) ( x , y , z ) = f ( x / y ) f ( xy , z ) [ f ( y , z ) f ( x , yz ) ]~ 1

(où l'on a écrit f au lieu de f ( T ) ) .

Soit Z - ( X , G ) le S-schéma en groupes S-affine commutatif/—S m sym -
noyau de ô . C'est le S-groupe des "2-cocycles symétriques de X

à valeurs dans G ". Soit enfin : X' =Hom (X,G ) le dual de Cartier

de X .

PROPOSITION 2.2.1. Le foncteur Ext^X^G )„ est représentableo m x
Par le S-qroupe Z g ( X , G ) . On a une suite exacte de S-qroupes

commutatifs (au sens fppf) :

0 -» X" -> TT G -^ Z^X/G ) -» 0 .Y\c H^X -S m sym

25



L. BEGUERI

Cette suite sera appelée la "résolution lisse standard de X " (ou
parfois "résolution standard").

Preuve : Soit

9 : È^'^X'^'^syln

le morphisme de préfaisceaux en groupes abéliens sur C défini, pour
tout S-schéma T , par :

9 ( T ) ( V , s ) : X^X^X^. ^ <E^

(x,y) -» s ( x ) s ( y ) ( s ( x y ) ) ~ 1

(pour tout T-schéma T' et pour tout élément (x ,y) de

, X ^ X ^ ) ( T " ) , on a écrit s au lieu de s ( T ' ) ) .

Montrons que Q est un isomorphisme.

(X^:

Soit T un S-schéma. Soit ( V , s ) ç ^ ( X - , G _ )_ représentant
i m, i A— un

unélément du noyau de 9 ( T ) . Le T-morphisme s : X,̂  -> V est alors

morphisme de T-schémas en groupes, et donc ( V , s ) représente l'élé-

ment nul de Ext^(X^,,G^ ^.) . Donc 9 ( T ) est injectif.

Soit maintenant c ê z j ( X , G ^ ) g (T ) un 2-cocycle symétrique. On

munit V = Xrp X^ G^ ^ de la loi de T-groupe abélien donnée par :

( x , a ) * ( y , b ) = (xy , c ( T ) ( x , y ) a b ) ,

pour tout ( x , a ) , ( y , b ) 6 ( X X g G^ g ) ( T " ) , pour tout T-schéma T " .

Soient ïï : v ^ X^. et z- : G^ ^ -» X .̂ les T-morphismes de sché-

mas en groupes donnés par : f f ( x , a ) = x , z . ( a ) = ( l , a ) , où

(x , a ) ^ ( X X g G ^ g ) ( T ' ) , pour un T-schéma T" quelconque. On a ainsi

une suite exacte de T-groupes :

" -^T-^^- 0 -

Soit s : X^, -» V le T-morphisme donné par : s ( T ' ) ( x ) = ( x , l ) .

On obtient ainsi un élément ( V , s ) Ç<?(X^(E^ ^,) dont la classe dans

^^(X^G^^,) a pour image, par 9 ( T ) , le 2-cocycle c donné.
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Ceci montre que Ext-(X,G )-- est représentable par Z^X.G )——b m A J- -s m sym
Par le lernme de rigidification, on a donc la suite exacte de

S-groupes affines de type fini :

0 -» X' ^ TT G y -^ Z ^ X . G )„ g m,x -S m sym

Le faisceau associé, au sens fppf, au préfaisceau Ext^X.G ) est nul——S m
( (6 .2 .2) de [20] ) . Le lemme de rigidification montre alors que

d est couvrant pour la topologie fppf. En particulier, Z ^ Ç X . G )—b m sym
est lisse.

La suite exacte ainsi obtenue

0 -» X- -^ TT G --^ Z^X.G ) -> 0Y\c m,X -a m sym

peut aussi se déduire de la suite exacte, décrite dans [7], chap. II,

§1, n° 2 :

0 -» X' -> TT G ^ TT G ^
xls m/x xx.xis "^^

b

2.3. Application aux variétés abéliennes.

Soient K un corps, et C le site fppf des K-schémas. Etant

donné une K-variété abélienne A et un entier n ) 1 , prenons, dans

les notations de 2.1 :

E = A , G = G ^ ^ , F = A ^ , a : A^ ^ A (canonique) ,

où A^ est le K-groupe noyau de la multiplication par n dans A .

PROPOSITION 2.3.1. Le préfaisceau en groupes abéliens

Ex_t-(A,G ) - est représentable. On a une suite exacte de K-qroupes :
" m "n ———

0 " TT ^ ^ '" Ext^A.G )- -> A ' -> 0 ,
AjSpec K "̂ n ——K m ̂

où A' est la K-variété abélienne duale de A .

Preuve : Montrons que Ex^A.G ) est un faisceau sur C . Soit
" m "n

donc T un K-schéma, et soit f : T' -> T un mùrphisme couvrant fppf.
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Soient f^ , f^ les deux projections canoniques T " = T ' X T' -> T'

Donnons un élément ( D ' , s - ) de à (A,G^ ( T - ) tel que ses images
^ n

f ^ ( D ' , s ' ) ) , f ^ ( (D ' , s ' ) ) dans <Î(A,G^ (T- ) soient isomorphes. Puis-

que Exj^(A,G^) est un faisceau pour la topologie fppf , l'égalité

f^ (D ' ) = f ^ ( D " ) implique l'existence d'une T-suite exacte

D Ç < ? ( A , G ^ ) ( T ) , unique à isomorphisme près, telle que D' soit iso-

morphe à f (D) ; on peut donc supposer que D' = f"(D) . Il existe

alors un T-'-endomorphisme u de D x^, T" , induisant l'identité sur

A^... et sur G^ ̂ .. , tel que uo f ^ (s ' ) = f ^ ( s ' ) . Compte tenu de la

nullité de Hom^.(A^G^..) , on a nécessairement : u = id . Il existe

donc un unique s C Mor^(A^, G^) tel que s - = f ' ( s ) . On a alors :

( D \ s ' ) = f ( ( D , s ) ) . On en déduit immédiatement que Ext^A^G ) est
——K m A

un faisceau sur C .

Considérons la suite exacte de faisceaux sur C , déduite du

lemme de rigidification et de la nullité de Hom- (A,G ) :
——ri m

0 -M^(A^) -^E^(A,GJ^ ^E^(A^) .

Le faisceau associé à H^A^) est nul, et donc q est couvrant

pour la topologie fppf. Le faisceau Mor^A^Gj est représentable

par le K-groupe affine TT G^ , et E^(A,GJ est représen-

n "
table par la K-variété abélienne A' duale de A . On en déduit la

représentabilité de E^(A,GJ^ et la suite exacte de l'énoncé.

Remarquons que, si K est de caractéristique 0 . le K-groupe

TT G est un tore.
AjK '""̂ n

PROPOSITION 2.3.2. S^ X un K-qroupe fini annulé n.r- n , ̂

â2î  E un K-qroupe extension de X par une variété abélienne A

si En est le noyau de la multiplication par n dans E , le pré-

faisceau ^(E,G^)^ est représentable par le produit fibre ^

^(A,<^ e^e ^(E^G^)^ au=âessus_ie ^.^^ . on^
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une suite exacte de K-qroupes :

O - ^ X ' - ^ T T G - ^ Ext-^E.G ) -> A' -> 0 .
E |K "̂ n ——K m \n

Preuve : Appliquons le lemme de rigidification avec E = E , F=E ,

G = G . Puisque E/E s'identifie à A , on a : HOITL. ( E/E , G ) = 0 .m n ——^ n m

D'où la suite exacte de préfaisceaux en groupes abéliens :

O - ^ X ' - ^ T T G - ^ Ext^E.G ) .
E |K "̂ n ——K m ^nn

Nous allons montrer que le morphisme fonctoriel canonique :

@ = E^(E,C^ - E^(A,GJ^ X^ ^ ^ ^V^syra

est un isomorphisme : ceci montrera en particulier que Ext-,. ( E , G )
n

est représentable, et il nous restera juste à évaluer le conoyau de d.

Nous allons montrer la bijectivité de © ( T ) dans le cas où

T==Spec K ; la démonstration est la même pour un K-schéma quelconque

T . Prenons les notations du diagramme suivant, commutatif à lignes

exactes :

0 ——— »„ -6- E^ -ÎB. X ——— 0

«I 1- I I
Soit ( V , s ) un élément de < 5 ( E , ( E )_ ( K ) représentant un élément dum E^

s ^Vnoyau de @ ( K ) . Le composé E ——*• V ——> E est égal a a' , et s

est un élément de HOITL^(E , V ) . De plus, il existe u Ç H o m ^ ( A , V ) tel

que uocy = soP et ï ï ^ 0 ' ^ = P ' • Puisque E est la somme amalgamée de

E et A sous A , on en déduit un unique f ê H o m , - ( E , V ) tel que :n n j\ •

f o P ' = u , foa' = s . On a alors ïï^of = id , et cette condition,

jointe à l'égalité foa ' = s montre que (V ,s ) représente l'élément

nul de Ext^E.G )- , donc que Q(K) est injectif.K m E^

29



L. BEGUERI

Montrons maintenant que ©(K) est surjectif. Soit ( (D,s ), (r,cr) )

un élément de ^(A,GJ^ (K) X <?(E^(E ) (K) représentant un élément
n n

du but de © ( K ) . S i s • C M o r ( A , o ^ ( D ) ) et 0-' € Mor^(A , P \T} ) sont
— -- i\ n

respectivement déduits (canoniquement) de s et 0- , soit

f^Hom^(P (r) ,o^(D)) rendant commutatif le diagramme suivant à lignes

exactes :

0 ———^ G^ ———> ^(F) tz:^^ ———. 0

0 ———^ G^ ———> cy (D) î^^ A^ ———> 0 .

Notons gêHom^(S (F),D) le composé du morphisme canonique ^*(D) -^ D

et de f / et soit ^ : ̂ (F) -» F le morphisme canonique.

Soit V la somme amalgamée de D et de F sous 8"(F) , c'est-à-dire

définie par le carré cocartésien :

^(F) -^D

^l i^

L'égalité P • oTT^og = a-o iTFoB^ définit donc TT^ 6 Hom^(V, E) tel que

î^o^ = 3-0^ , TT^og- = o.-o^p . Le K-morphisme ïï^ est un épimorphis-

me. Soit P^ÇHom^(V,X) l'élément défini par :

pog' == P^oTr? , ^v0^! =: ° •

Ce K-morphisme p^ est égal à poîr^ . On en déduit le diagramme com-

mutatif de K-groupes, à lignes et colonnes exactes :
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0 0

D D
m

II 1^ 1^_" PI^D* % * _
m

^1 _ |^

0 0

La ligne exacte du milieu est rigidifiée suivant E par le composé t:

E,-^r^-.v.
La classe d'isomorphisme de l'élément ( V , t ) de < ? ( E , G ) _ ( K ) ainsim dn
obtenue donne, par ® ( K ) , le couple formé de la classe de ( D , s ) et
de la classe de (r\cr) . Ceci montre que © ( K ) est surjectif.

Le préfaisceau en groupes abéliens Ext_(E,<E ) - est donc repré-i\ m ILn
sentable par un K-groupe de type fini. Le faisceau conoyau de d est
alors aussi représentable par un K-groupe de type fini. Or, ce fais-
ceau conoyau est, vu la nullité du faisceau associé à H ( E , ( E ) , le— n m
faisceau associé à Ext-(E,G ) . Puisque les faisceaux associés à——K m
Ext^.(X,(E ) sont nuls pour i = l , 2 , le faisceau associé à Ext,-(E,<G )j\ m j\ m
est égal au faisceau associé à Ext-(A,G ) , c'est-à-dire à A ' .s\ m
D'où la proposition.
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§ 3 . QUELQUES PROPRIETES COHOMOLOGIQUES

3 . 1 . Hypothèses et notations.
A partir de ce § , on désigne par R un anneau de valuation dis-

crète complet, à corps résiduel algébriquement clos k de caractéris-
tique p ) 0 , à corps des fractions .K de caractéristique 0 . On note

-x-v : K -> ^ la valuation de K , et m 1'idéal maximal de R . Le
groupe U des unités de R admet une filtration naturelle par les
sous-groupes U-, . ( i )/0 , U-=U- „) formés des unités congrues à 1j\, i l\ i\ / u
module m3 ; on écrira U au lieu de U- -, . Enfin, l'indice de rami-J\, JL
fication absolue v ( p ) de K sera noté e ; c'est le rang du module
libre R sur l'anneau W ( k ) des vecteurs de Witt de longueur infinie
à coefficients dans k .

Soit K une clôture algébrique de K . Pour les sous-extensions
^fj.nies K'/K de K , on prendra des notations analogues a celles que

l'on vient d'introduire pour K : mêmes lettres, primées.
Soit X un K-groupe algébrique commutatif, et soit i )/0 un

entier. Le i-ème groupe de cohomologie de X à valeurs dans K , cal-
culé pour la topologie fppf/ est égal à celui que l'on calcule pour la
topologie étale ; il est encore égal au i-ième groupe de cohomologie
galoisienne H^G^/K) , X ( ' K ) ) , en désignant par G('K/K) le groupe de
Galois de K/K . O n le notera ^ ( K . X ) (et parfois H^X) s'il n'y a
pas de confusion possible).

3 . 2 . Trivialité cohomolocrique des tores-Conséquences .

PROPOSITION 3 . 2 . 1 . Soit T un. K-tore. Alors H : L ( K , T ) = 0 pour
i>/l .
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Preuve : Soit M = Homjw(T-^,G '-^) le groupe des caractères du tore T .
C'est un groupe abélien libre de type fini sur lequel le groupe de
Galois G(K/K) opère continûment. Soit K'/K une extension finie
galoisienne qui déploie T , et soit g = G ( K ' / K ) son groupe de

C {^ /K ' } *Galois. On a donc : M = M x / / , et donc T ( K ' ) = Hom ( M , K ' ) . Le
g-module K " est cohomologiquement trivial ( L 2 4 l , p . 119) et
E x t - ( M , K ' " ) est nul 7 il en résulte ( [ 2 3 ] , th. 9 , p. 152) que le
g-module T ( K ' ) est aussi cohomologiquement trivial. Puisque l'ensem-
ble des extensions finies galoisiennes qui déploient le tore T est
cofinal dans l'ensemble de toutes les extensions finies galoisiennes,
on voit que, pour tout i ̂ 1 , le groupe H ( K , T ) , qui est la limite
des groupes nuls H 1 ( G ( K ' / K ) , T ( K ' ) ) (pour K ' parcourant l'ensemble
des extensions finies galoisiennes qui déploient T ) , est lui-même nul.
D'où la proposition.

REMARQUE. Il résulte de la proposition que, pour toute extension
finie galoisienne K'/K (dont on note G ( K ' / K ) le groupe de Galois),
le G(K'/K)-module T ( K ' ) est cohomologiquement trivial. En effet,
H ( G ( K ' / K ) , T ( K ' ) ) est nul comme sous-groupe de H ( K , T ) , et la norme
N , / : T ( K ' ) "> T ( K ) est surjective, car c'est déjà le cas de la norme
N-/-^ : T ( L ) -̂  T ( K ) , où L/K est une surextension finie galoisienne de
K' qui déploie le tore. On conclut alors grâce à [ 2 3 ] , théorème 6 ,
p. 150.

Soit X un K-groupe fini commutatif. Puisque K est de carac-
téristique 0 , il existe un K-tore T et une immersion fermée de X
dans T , le quotient étant aussi un tore (par exemple, si K'/K est
une extension finie telle que X^., soit isomorphe à un produit fini
de K'-groupes de racines de l'unité, on peut prendre pour T la
restriction de Weil, de K ' à K , de (Gr vi ' pour un r convenable.
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COROLLAIRE 1. Si X est un K-qroupe fini. on a : H 1 ( K , X ) = 0

pour i ^ 2 .

Preuve : Soit O ^ X ^ T ^ - ^ T ^ ^ O une K-résolution de X par des

tores. La suite exacte H1"1^) -> H^X) -> H^T^) montre que

HT^X) = 0 pour i >/ 2 .

COROLLAIRE 2. Soit K ' /K une extension finie craloisienne, a.

crroupe de Galois g . Pour tout K-qroupe fini X , pour tout i ê V ,

le groupe H^g.H^K' ,X) ) ( [23] , p. 135) est fini, isomorphe à

H^ îg^K ' ) ) . ^ •

Preuve : En résolvant X par des K-tores comme ci-dessus, on obtient

la suite exacte de g-modules :

0 -» X ( K ' ) -» T ^ ( K ' ) -> T ( K ' ) -> H ^ K ' . X ) -» 0 .

Puisque les g-modules T ^ ( K ' ) et T ^ ( K ' ) sont cohomologiquement
^ -i 1 <\ -i 4.0

triviaux, le cobord itéré H ( g , H ( K ' . X ) ) -» H ( g , X ( K ' ) ) est un

isomorphisme pour tout i Ç W .

COROLLAIRE 3. Soit K' /K une extension finie craloisienne, a.

groupe de Galois g . Pour tout K-qroupe fini X , 1'homomorphisme

canoniguement déduit de la corestriction : H ( g . H ^ - Î K ' . X ) ) -> H 1 (K ,X)

est un isomorphisme.

Preuve : En résolvant encore X par des K-tores, comme ci-dessus, on

obtient un diagramme commutatif de g-modules, à lignes exactes :

T ^ ( K ' ) -> T ^ ( K ' ) -» H^K' ,X) ^ 0

N i | N ]cor

T ^ ( K ) ^ T ^ ( K ) -» H 1 (K ,X) -* 0 .

Appliquons-lui le foncteur H ^ ( g , . ) , qui est exact à droite. On

obtient ainsi un diagramme commutatif de groupes abéliens, à lignes

exactes :
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H ^ ( g , T ^ ( K ' ) ) -> H (g ,T ( K ' ) ) ^ H (g^d^X)) -» 0

T ^ ( K ) ————»- T 2 ( K ) ————^ H ^ K ^ X ) ———ï-O .

Les noyaux et conoyaux des deux premières flèches verticales sont res-

pectivement les groupes H'^g, T. ( K ' ) ) et H ° ( g , T . ( K ' ) ) (avec

i = l , 2 ) , donc sont nuls. Par conséquent, toutes les flèches verticales

de ce diagramme sont des isomorphismes.

REMARQUE. Soient X un K-groupe fini d'ordre une puissance de

p , et X<-> T une immersion fermée de X dans un K-tore. Pour tout

entier n >/ 0 , soit T le noyau de la multiplication par pn dans
(P )

T . Soit n > / 0 un entier tel que ( T) ( K ) = ( T) (K) , Vn > / n .
(P ) (P"0) °

Pour tout n ) / n ^ , soit X'^ le K-groupe fini produit fibre, sur
n

T , de X & - > T et de T p > T . De la suite exacte

0 - » ^ T - ^ X 1 ' 1 - ^ X - ^ O . o n déduit la suite exacte de groupes abéliens:
(P )

0 -» X ( K ) -* H^K, ^T) -» H^ - ÎK^X^^ ^ H 1 (K ,X) ^ 0 .
(P )
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§4. STRUCTURES ALGEBRIQUES ET QUASI-ALGEBRIQUES

4 . 1 . Réalisation de Greenberg.
Pour tout W(k)-schéma S , pour tout r^l , soit Green ( S ) le

k-schéma réalisation de Greenberg au cran r de S ( [ 8 ] ) . Pour
toute k-algèbre A , on a : Green ( S ) ( A ) = s(W ( A ) ) . Les Green ( S )
forment un système projectif filtrant dont la limite Green(S) est la
réalisation de Greenberg de S . Pour toute k-algèbre A , on a :
G r e e n ( S ) ( A ) = S ( W ( A ) ) .

Lorsque S est un R-schéma, sa réalisation de Greenberg relative
à R , au cran r , est le k-schéma Q ( S ) = Green ( TT S) , où

r . r R | w . ( k )
TT S est la restriction de Weil, de R à W ( k ) , du R-schéma S .

R l w ( k )
De même, sa réalisation de Greenberg relative à R est
G ( S ) = Green( TT S ) . Soient G ( S ) et G ( S ) les k-schémas par-

R l w ( k ) "r

faits associés respectivement à g ( S ) et à g ( S ) . Pour toute
k-algèbre A parfaite, on a donc : § ( S ) ( A ) = S ( R ^ ^ ) W ( A ) ) et
g ( S ) ( A ) = S ( R ^ / — W ( A ) ) , et, en particulier :

§ ^ . ( S ) ( k ) = SÇR/p^R)
§ ( S ) ( k ) = S ( R ) .

Pour cette raison, nous noterons le plus souvent ^(R/p^^R) au lieu de
g^(S) , et g ( R ) au lieu de § ( S ) ; de même ^(R/p^) et § ( R ) au
lieu de g ( S ) et de g ( S ) .
Notons que g , g , g , ^ transforment tout R-schéma affine en
k-schéma affine, qu'ils transforment Spec R en Spec k , qu'ils
commutent à la formation des produits et des noyaux. Ils transforment
tout R-schéma en groupes S en un k-schéma en groupes, qui est
commutatif si S l'est. Si S est un R-groupe commutatif de type
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fini, le k-groupe S ( R ) est un groupe proalgébrique au sens de ([2l]).

Le k-groupe proalgébrique <G ( R ) des unités de R sera noté

\J . Le noyau du k-épimorphisme direct U-- -> G^ - sera noté U 7—Jiv —1\ m / K =

son groupe des k-points est le groupe U des unités de R congrues

à 1 module m .

On notera y^ le k-groupe @(<G^) = g ( R ) , et y le noyau

de la projection ]J -» g ( G ) , dont les k-points sont les unités de

R congrues à 1 module p1' .

LEMME 4.1.1. Soit L un R-qroupe lisse.

1. Le noyau de 1'npimorphisme canonique 2 -i (L ) "̂  L .̂ est lisse unipo-

tent connexe.

2. Pour tout r ^ 1 , pour tout r ' ')/ r , on a une suite exacte de

k-qroupes :

0 -» ,g^,(V(c^) ) ^ g^^, ( L ) -> g^., ( L ) .̂  0 ,

où V(<.jC_ ) est le spectre de 1 ' algèbre symétricfue du R-module <^

des différentielles invariantes de L , muni de la structure de

R-crroupe donnée, pour toute R-alcrèbre A , par 1 ' addition dans

V ( ^ ) ( A ) =Hom^_^(^,A) .

3. Le k-qroupe g ( L ) est lisse (pour tout r ) / ! ) , extension de L-

par un k-qroupe lisse unipotent connexe. Il est connexe si et

seulement si sa fibre spéciale L 1'est. Sa dimension est re fois

la dimension de L, , où e est l'indice de ramification absolue de K.

Preuve : 1. Si e = 1 , le noyau de 1'épimorphisme considéré est nul.

Supposons e ^ 2 . Pour 2 ^ n ^ e , soit D la k-algèbre kHx'l / îx1^) .

Le noyau de 1'épimorphisme de réduction :

TT L - < S ) , D - ^ TT L - 0 . D
D |k K k n D Jk K k n-1
n n—1

est V(OL ) que le choix d 'une base de c^ permet d'identifier à
\ \
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(E , où d = dim L, . On en déduit (vu que R/pR = D et queSL K. e
G . ( L ) = TT L̂  (R/pR)) que le noyau de g, ( L ) -̂  L, est exten-1 (R/pR)lk K k . -l "k
sion successive de e-1 copies de G , donc est lisse unipotent

Si

connexe.
2 . L'exactitude de la suite est claire, vu que, pour toute k-algèbre
A , 1 'idéal noyau de la restriction

W^,, ( A ) -> W^,, ( A )

s'identifie (par V3̂  , où V est la Verschiebung) à W ( A ) , et
donc est de carré nul si r^ r' .
3. Le k groupe g-. ( V ( c û ) ) est extension du k-groupe lisse unipo-
tent connexe V(^_ ) par un k-groupe lisse unipotent connexe : il"hç
est donc lui-même lisse unipotent connexe. Par récurrence sur r , on
voit donc que G ( V ( c i J _ ) ) l'est aussi. Vu la lissité de G. ( L ) , onw]~ _ij w ̂

en déduit, toujours par récurrence, que g ( L ) est lisse pour tout
r\l , et qu'il est connexe si et seulement si L̂  l'e s t . La dimen-
sion de g-i ( L ) est ed , a-i nsi que celle de g - ( V ( G i 5 ) ) 7 il en
résulte, par récurrence, que la dimension de g ( L ) est red.

4 . 2 . Le k-qroupe algébrique Q ( R , X ) , pour un R-qroupe fini
et plat d'ordre une puissance de p .

Ici, la cohomologie va être calculée au sens fppf. Pour tout
R-groupe lisse L , tous les groupes H (R/p^.L) sont nuls, ainsi
que H ( R , L ) (puisque H ( k , L ) l'est et que les homomorphismes
canoniques H (R/p^.L) -> H^k.L) sont injectifs) . En particulier, si
X est un R-groupe étale (ce qui est toujours le cas si X est un
R-groupe fini et plat d'ordre premier à p) , on a : H^R.X) =0 . Par
contre, si le R-groupe fini et plat X est d'ordre une puissance
de p , le groupe H^R.X) n'est pas fini en général (par exemple
H ( R , [ p ) = u/Û ^ contient k) . Soit donc X un R-groupe fini et
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plat d'ordre une puissance de p 7 et soit X' = Hom- (X ,G ) sonK—gr rn
dual de Cartier. Le R-groupe X admet toujours une résolution lisse

(par exemple la "résolution standard" décrite dans 2 . 2 ) , que l 'on peut

utiliser pour calculer H ( R , X ) ainsi que les H (R/p^.X) , et aussi,

comme on va le voir, pour munir H ( R , X ) d 'une structure de groupe

algébrique sur k .

LEMME 4.2.1. a ) Soit donnée une suite exacte fppf de R-crroupes.

f^
0 -* X -> L^ ——>- L^ -» 0 ,

où L est lisse. Pour tout r ) / 1 , le k-qroupe Coker G ( f , ) est-L ——————— ——————— — ——— ^r 1 ——
lj sse, et le groupe de ses points à valeurs dans k est H (R/p^.X) .

b) Toute autre R-suite exacte, avec L- lisse,z

définit canoniguement un isomorphisme de k-groupes algébriques

cp^ : Coker g ^ ( f ^ ) ^ Coker G ^ ( f ^ ) , et cp^ - (1D230CP12 0

Preuve : a) Si L^ , donc aussi L. , est lisse, le k-morphisme

g^)=§,(L,) -S^

est un morphisme de k-groupes lisses. Donc Coker g ( f ) est lisse.

Le groupe des k-points de Coker g (f ) est le conoyau de

g ^ , ( L ^ ) ( k ) -» g ^ ( L ^ ) ( k ) ,

c'est-à-dire de

L^R/p^) ^ L^R/p^) .

La nullité de H (R/p R .L- . ) montre donc que le groupe des k-points

de Coker g ( f ) est H^R/p^.X).
r ^b) Soit 0 -> X -» L^ ——> L^ -> 0 une autre résolution de X

par des R-groupes lisses. Prenant la somme amalgamée L de L et

L^ sous X , on en déduit un diagramme commutatif et exact de

R-groupes plats :
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0 0

f!0 ——> X ——^ L ——^ L. ——» 0

0 —— L^ ——. L^ ——— 4 ——^ 0

'.l l
L^ === 4

0 0

On en déduit, pour tout, r ^1 , un diagramme commutatif exact, de

k-groupes :

0 0

' ' ^>0 — — ^ g ^ . ( X ) ——^g^,(L^)—£——-^gr•( L l ) — — > C o k e r ^ , ( f ^ ) ——>0

1 - 1 II
0 — — S r ^ -^Sr(L3) ——' Sr^i' — — °

s^^) 1 1
Sr^ == Sr^^

1 . 1
Coker g ( f ^ ) 0

i
0

Le lemme du serpent définit un isomorphisme canonique de k-groupes

cp^ : Coker ^.(f^) -" Coker g ^ î f ^ ) .

Enfin, ce groupe est de type fini, puisque X possède une

R-résolution par des groupes lisses de type fini (par exemple, la

résolution lisse standard).
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Notation. Le k-groupe algébrique Coker G ( f ) , où
IrW]̂

O ^ X - ^ L ^ L ' ^ O est une R-résolution lisse quelconque, sera noté

H {R/prR,X) (pour r ) / l ) . Le k-groupe Coker G ( f ) , qui en est la

limite projective filtrante selon r , sera noté H ( R , X ) ; le groupe

de ses k-points est H ( R , X ) . Remarquons que tout morphisme

a : X -^ X^ de R-groupes finis et plats dont l'ordre est une puis-

sance de p , définit (via, par exemple, les résolutions lisses stan-

dard de X-, et X.,) un système compatible de morphismes de k-groupes

^(R/p^o/) : ^(R/p^.X^) -^ ^(R/p^X^)

et donc aussi un k-morphisme :

^(R.a) : ^ (R .X^) -> ^ (R.X^) .

THEOREME 4 .2 .2 . Pour tout r ^ 1 , le k-crroupe algébrique
1 rlisse H (R/p R / X ) est affine, connexe, unipotent. Il existe un

entier r tel que la k-proiection canonique :

^(R.X) -» ^(R/p^X)

soit un isomorphisme pour r )/r 7 en particulier, H ( R , X ) est deo '"M

dimension finie. Cette dimension est égale à v (d ) , où d engendre

1'idéal de R qui est la différente absolue de X ( [ l9 ] ) .

Preuve : II existe une R-résolution lisse de X (par exemple la

résolution lisse standard) O ^ X - ^ L - ^ L ' - ^ O où L et L' sont

affines. Les k-groupes §(!- ') et g ( L " ) sont alors, pour tout

r > l , affines ; il en est de même de Coker g ( f ) = g^R/p^.X).

Puisque f , : L - - > L - est un épimorphisme, le k-groupe g (R/p^/X)

apparaît, pour tout rï 1 , comme un quotient du noyau de la projection

canonique g ( L ' ) "> L- . Ce noyau étant unipotent connexe, jg (R/p^^R.X)

l'est aussi.

Pour tout r } / 1 , considérons le diagramme commutatif exact de

k-groupes.
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0 0

^r^ ——S^X)

0 — — S ^ ( V ( ^ ) ) ——g^(L) ——g^L) — — 0

1 l^r^ iSr^

0 ——^(V(c^.) ) ——^ SS^L') —— ^.(L') ——. 0

^(R/P^R.X^H^R/p^X) -^0

0 0

Si p ^(k) est la différente absolue ([l9]) de TT X , l'image de
R'IW(k)

,§n»(X) ^ g_(X) est de dimension zéro pour rï r, , car dim G(X) =0
"•L i 1 vu/

( [4 ] ) . Pour r ) / r^ , la dimension de ^(R/p^X) vaut donc

dim g^(X) = dim Ker(g^(V(c^) ) -» g^(v(cj^, ) ) ,

c'est-à-dire dim g^(V(o)^) ) , où o^ est le R-module des différen-

tielles invariantes de X . Pour r ">/ 1 , on a :

g^(V(^))(k) = Hom^^o^R/p^) .

On en déduit que la dimension de g^ . (V (cc , ) ) est égale à la longueur

du R-module fini Hom^̂  ( ̂ , R/p^ ) qui, si r est assez grand,

est égale à la longueur ^g(o^) du R-module fini 0) . Il existe

donc un entier r' tel que, pour r > r ' , on ait •o o

dim^ ^(R/p^R.X) = Zq (o^) .

D ' o ù , pour r )/r = 2r' :o o

dim^ g^R/p^X) = ^g(a^) .
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Pour tout r > /1 , le noyau de la projection ^(R/p^^.X) -> H^R/p^.X)

est un quotient du k-groupe lisse connexe g (V(ûC. ) ) , donc est lisse

et connexe 7 pour r } / r , ce noyau est de dimension zéro, donc est

nul. On en déduit que, pour tout r ^r , la projection de H (R/p^.X)

sur g (R/p °R/X) est un isomorphisme. Par passage à la limite projec-

tive, la projection de g ( R , X ) sur g (R/p °R/X) est aussi un iso-
1 1 "rmorphisme (ainsi que la projection de g ( R , X ) sur g (R/p R » X ) , pour

tout r }/ r ) .o
La dimension de H ( R , X ) est donc égale à la longueur du

R-module co , ou encore, ce qui revient au même, à la longueur du
, "fconoyau du déterminant de 1'application R-linéaire où , ——> co .

C'est encore, si a est la dimension commune de L et L' , la valu-

ation d 'un générateur de l'idéal image de 1'homomorphisme composé :

A^oj-,)^ Hom (A^o)^) , R) -» ^(^r^R Hom ( A a ( a ) ) , R ) -^ R , où la pre-

mière flèche est A^oo )^_ id . Cet idéal image est la différenter K
absolue de X ( [ l9 ] ) . D'où la proposition.

Ce calcul de dimensions est inspiré d 'un calcul de caractéristique

d'Euler-Poincaré fait par B. Mazur et L. Roberts dans le cas p-adique

( C l 4 " | ) .

REMARQUE. La projection canonique :

s1^ ^ " s1^/?3^ ^
p p

est un isomorphisme pour r ) n+1 .

En effet, si m > ( n + — — r ) e ,En effet, si m > ( n + - — r ) e , nous savons (par [24], 1.7) que

l'élévation à la puissance p^ième est un isomorphisme de U

sur U (où U-, est le groupe des unités de R congrues à 1

module y^), et donc la projection H^R,^ ) -» H^R/p^,^ ) est
pn pn

injective pour r > n+1 . De plus, le noyau de la projection considérée

est un k-groupe algébrique lisse et connexe (c 'est en effet un quo-
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tient du k-groupe lisse et connexe y ) .

PROPOSITION 4 .2 .3 . Pour toute suite exacte ( fppf ) de R-crroupes

finis et plats d'ordre une puissance de p ; 0 "> X- -> X^ -> X,. "» 0 ,

on a une suite exacte de k-crroupes :

0 -> g ( X ^ ) -^ g ( X ^ ) -> g ( X ^ ) -» ^(R^) -> ^(R^) -» ^(R^) -^ 0 .

En prenant les points à valeurs dans k , on trouve la suite exacte

habituelle de cohomoloqie.

^Preuve : Etant donne deux R-immers ion s fermées X^ ——> L- et
^3 ^X-, ——*• L.- , ou L-. et L,. sont lisses, on obtient un diagramme com-

mutatif exact de R-groupes (où L = L-. X L ) , où les groupes L. et

L.' sont lisses :i

0 0 0

)J2U ((Js-:^ l^

0 ——^ L^ ——> L ——> L ——> 0

0 0 0

En appliquant le fondeur G et le lemme du serpent on trouve la

proposition.

Notation. On notera H ( R , X ) le k-groupe parfait associé au

groupe algébrique g ( R / X ) ; c'est un k-groupe quasi-algébrique uni-

potent connexe. Remarquons que, si O - ^ X ^ L - ^ L ' - ^ O est une

R-résolution lisse quelconque de X , et si XÎR)0?11]-^) = 0 / l'ho-

mologie du complexe de k-groupes quasi-algébriques unipotents :
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^(RÎ/P^R) -^ ^'(RÎ/P^R)

est : g(R) en dimension zéro, et g (R,X) en dimension 1.

4.3. Le k-crroupe quasi-alcrébrique H ( K , X ) , pour un K-qroupe

fini X .

Par [l7], nous savons que tout K-tore T admet un R-modèle de

Néron ^ ; c'est un R-groupe lisse tel que, pour tout R-schéma

lisse S , on ait : ^(S) = T ( S ^ - K ) . Notons que ^ , qui est locale-
K

ment de type fini, n'est pas en général de type fini : la fibre spé-

ciale du modèle de Néron de G , par exemple, est extension du

k-groupe constant 5? par (G - . Cependant, ^ est de type fini sim, K.
T n ' a pas de quotient déployé non nul.

Notons î ( K ) la réalisation de Greenberg parfaite relative à R

du R-modèle de Néron Ï du tore T . Sa composante neutre T ( K ) °

est un groupe proalgébrique au sens de [2l], et son groupe de compo-

santes connexes ïï ( ^ ( K ) ) est un groupe abélien de type fini, égal au

groupe des composantes connexes de la fibre spéciale de ^ . Si T

est le tore sur K , plus grand quotient déployé de T , le groupe

^o^ ( K ) ) est libre de rang égal à la dimension de T^ , et le

noyau de 1'homomorphisme canonique ïï ( ^ ( K ) ) "> ïï (T ( K ) ) est fini.

LEMME 4.3.1. a) Soit u : T -^ T., une K-isocrénie de tores. ]^e

morphisme de k-qroupes parfaits y ( K ) : T - ( K ) ^ T ^ ( K ) admet alors un

conovau, qui est un groupe proalcfébrique, et qui a H ( K , X ) comme

groupe de k-points.

b) Soit X un K-crroupe fini. Soit 0 - » X - » T , - » T ^ - » 0——— — ——— ——— ——— ^ ^
v

et O ^ X - ^ T ^ ^ T ^ ^ O deux K-résolutions de X par des tores.

Les k-qroupes parfaits Coker u(K) et Coker v(K) sont alors

canoniquement isomorphes.
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Preuve : a ) Le K-morphisme u^ : l—— -» T ' déduit de u est
aussi une isogénie. Comme les tores T' et 'I- sont déployés,
l'homomorphisme ïï (T^ ( K ) ) •» ïï (T^ ( K ) ) est injectif. Le noyau de
1'homomorphisme ïï (^ ( K ) ) -> ÎT ( î - ( K ) ) est donc fini 7 son conoyau
est aussi fini.

D'autre part, le k-morphisme de groupes proalgébriques
u ( K ) ° : T . ( K ) ° -> Î^K)0 , induit par y ( K ) , admet un conoyau. Le fais-
ceau (sur le site étale des k-schémas parfaits) Coker u ( K ) appa-
raît alors comme extension du groupe fini conoyau de
ïï ( u ( K ) ) : ïï (î ( K ) ) -* ïï (^ ( K ) ) , par un groupe proalgébrique, quotient
de Coker(y(K) ) par un groupe fini 7 il en résulte que Coker u ( K )
est lui-même un k-groupe proalgébrique. Le groupe des k-points de
Coker y ( K ) est égal au conoyau de u ( K ) : T - ( K ) •* T ^ ( K ) , c'est-à-dire
à H ^ K . X ) .

b) Quitte à remplacer T,. par la somme amalgamée de T et
ï- sous X , nous pouvons toujours supposer que nous avons un
diagramme commutatif et exact :

o^ ̂ ô

Ceci donne un morphisme de k-groupes proalgébriques :
Coker u ( K ) -̂  Coker v ( K ) . Ce morphisme induit, sur le groupe des
k-points, l'identité de H ( K , X ) 7 c'est donc lui-même un isomorphisme.

Notation. Pour tout K-groupe fini X , nous allons noter
g ( K , X ) , (ou même H ( X ) s'il n ' y a pas d'ambiguïté) le k-groupe
proalgébrique - Coker u ( K ) , où u : T. ^ 7^ est une isogénie de
K-tores dont X est le noyau. Le groupe de ses k-points est
H ( K , X ) . Remarquons que, si X -> Y est un épimorphisme de K-groupes
finis, le morphisme de k-groupes proalgébriques H ( X ) ~* H ( Y ) que
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l'on en déduit, est aussi un épimorphisme.

PROPOSITION 4 . 3 . 2 . Soit X un K-crroupe fini. Le k-qroupe
H ( X ) est affine, quasi-alcrébrique. Sa composante neutre est unipo-

Preuve : Soit X, x la composante p-primaire de X . Le k-groupe
proalgébrique g ( X ) est extension (triviale) du k-groupe fini cons-
tant H (X/X/ x ) par H ( X / x ) . Nous pouvons donc supposer que X
est un p-groupe.

Démontrons d'abord la proposition lorsque X est un p-groupe de
racines de l'unité. Pour tout n^l , le diagramme suivant de
R-groupes lisses est commutatif :

® ——» Qm -mp»i i»"
G ——» Çm m

(les flèches horizontales sont toutes deux l'immersion canonique de
G dans le R-modèle de Néron ^ de <B „ ) . On en déduit, parm , R m m,K -
passage aux conoyaux des flèches verticales du diagramme obtenu en
prenant la réalisation de Greenberg parfaite relative à R de ceci,
un morphisme de k-groupes proalgébriques H (R.O-L ) •" > H (K.OJI ) ,

~ P" ~ F11
qui, sur les groupes des k-points, induit l'injection canonique
U-̂ /Û  -> K^/K^ , à conoyau fini, s'identifiant à /̂p̂  par lai\ j\
valuation de K . Ce morphisme est donc une immersion fermée, à cono-
yau fini, égal à Z/p"^ . Puisque g ( R , p ) est quasi-algébrique,

P"
unipotent, il en est de même de g ( K , p ) 7 la composante neutre de

P11
g (K.OJI- ) est égale à g (R.D-i- ) . Les mêmes résultats valent pour

P P
^ ( K ' , ? ) = g^K, TT P ) , où K'/K est une extension finie quel-

p K ' | K p"
conque.
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Passons maintenant au cas général d ' un p-groupe fini X . Il

existe une extension finie K ' / K , des entiers r , r ' ) 0 , des puissan-

ces : q , q' de p et une K-suite exacte

T T i p , 1 ' - » TT n3^ -» x -» o .
K'| K ^ K ' | K q

On en déduit un complexe de k-groupes proalgébriques :

H^K'.p3 ' ) -> H^K' ,^) ^ H^K.X) -> 0
q - q -

qui, induisant une suite exacte sur les groupes des k-points, est lui-

même une suite exacte. Alors g ( K , X ) apparaît comme le conoyau d 'un

morphisme de k-groupes quasi-algébriques, affines, unipotents ; il

possède donc les mêmes propriétés.

Notons que, si 0 -^ X. -^ X^ -» X^ -> 0 est une suite exacte de

K-groupes finis, on obtient une suite exacte de k-groupes quasi-

algébriques

0 -» X ^ ( K ) -^ X ^ ( K ) -> X ^ ( K ) -» ^ (X^) ^ g l (X^) ^ g l (X3) ^ 0 .

THÉORÈME 4.3.3. Soient X un K-groupe fini, e^_ |x| son

ordre. La dimension du k-qroupe cfuasi-alcfébrique ^(X) est égale à

v ( l x | ) .

Preuve : Elle est inspirée d 'une démonstration de J. Tate ([25], II,

5 . 7 ) . Si ^p) est la composante p-primaire de X , la dimension de

g (X) est égale à celle de g ( X / x ) . Nous supposons donc que X est

un p-groupe. Les deux membres de la formule à établir

dilTL ^(X) = v( 1 x 1 )

dépendent additivement de X au sens suivant : si l 'on a une K-suite

exacte 0 -» X^ -» X^ -> X^ -> 0 , la valeur pour X^ est la somme des

valeurs pour X^ et X^ . Nous supposons donc X annulé par p .

Soit K ' /K une extension finie galoisienne trivialisant X , c'est-à-
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'-s^

dire telle que X ( K ' ) = X ( K ) 7 soient g son groupe de Galois, et g

le p-sous-groupe de Sylow de g (il est unique, puisque toute

extension finie de K , de degré premier à p , est cyclique). Alors

X admet une suite de composition dont les quotients successifs sont

trivialisés par des extensions finies de K de degré premier à p .

Utilisant encore 1'additivité, nous supposons donc maintenant que X ,

outre qu'il est annulé par p , est trivialisé par une extension finie

K ' /K , de degré premier à p , et contenant les racines p-ièmes de

l 'unité. Si X--, =w ^r -, on a donc :K p, J\

diriL H^K, TT X ^ , ) = diriL H^R' ,^) = r diriL H^R 1 ^ ) .
K — — , 1 — J \ K. — p K — p

La différente absolue de (j^ étant engendrée par p , on a :

dim, H ( R ' .F ) = e" , indice de ramification absolue de K ' , d 'où :

diliL H^K, TT X-.) = re' = v'(p1 ') ,
— v * 1 vJ\ [ J\

et donc, puisque K ' /K est totalement ramifiée :

diliL H^K, TT X ^ . ) = [K^Kivîp1 ' ) ,
K - K ' [ K K

ou encore :

dim, H^K, TT X--. ) = [ K ' : K ] v ( l x l ) .
K - K ' | K K

II reste donc à montrer que :

dim, H^K, TT X--, ) = [ K ' : K ] dim, H^K.X) .
K ~ K ' j K K K -

Cette dernière égalité est vraie si X=[^ . Pour l'établir en général,

il nous faut décrire la structure de H ( K ' ,\^ ) comme groupe quasi-

algébrique avec opération de g , ce qui va faire l'objet du

LEMME 4.3.4. Soient K ' /K une extension finie de degré premier à

P / et g son groupe de Galois. Soit -^ (g ) le groupe de Grothendieck

de la catégorie abélienne C ( g ) des k-cfroupes cfuasi-alcfébriques sur

lesquels g opère, et qui sont annulés par p . Si r désigne la
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représentation régulière, on a, dans K (g ) , l'égalité :

Eg^R'.lPp)] = e[r^] + [Pp(K ' ) ] .

Preuve : Pour tout entier h } / 1 , notons U- le k-groupe proalgé-

brique dont les k-points sont les unités de R' congrues à 1

modulo m ' . L a k-immersion fermée canonique U, - -> U- est compa-

tible avec les opérations de g , et on en déduit, dans G ( g ) / la

suite exacte des noyaux et conoyaux de l'élévation à la puissance

p-ième dans U, - , U, , ^A^h+i respectivement

o-^p(K- ) n u^^p(K' ) n u^ Vu^- u /̂u^ - u^/u^- V^-n" o .

On en déduit, dans % ( g ) , l'égalité :

[yu^] = [Uh+i/̂ i1 + ̂ p^') n ̂  - ̂ p^') n ^+1^ •
Donnons à h les valeurs successives l ,2 , . . . , e ' = v ' ( p ) . On en

déduit, par addition dans K ( g ) > l'égalité :

[uyu^] = [u,, +i/u ]̂ + [n.p(K' ) n u^]

= ^e'+l/^e'+l^S^'^ '

cette dernière égalité résultant de [24], p. 113 .

Or, dans C(g) , on a l'égalité :

^e.^e.^ - ̂  "e.^e.^1 - ̂ ^ ̂  •

où g opère sur G { : L ) par : z.a. = z1'1'6' <y. (où z est une racinea 1 1
de l'unité d'ordre égal à celui de g). On a donc :

"e'+l^e'+l = ^ '

et le lemme en résulte.

On va maintenant achever la preuve de la proposition.

L'accouplement X X X ' -> ^ définit, dans C ( g ) , un isomorphisme

H^K, TT X...) •* H o ^ L ( X • ( K • ) , H l ( K , TT ^ ) ) ,
K ' | K •K ——K ~ K ' | K p
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donc un isomorphisme des composantes neutres :

H1^, TT X_ . ) ° -^ H O I I L Î X ' Î K ' L H ^ R ' ^ ) ) .
K' | K K ——K = P

La classe, dans ^ ( g ) , de H^K, TT X^ , ) ° , à la classe d 'un objet
~ K' | K K

fini près, est donc égale à la classe de

Hom^(X" (K'LHom^FpLgLii^R^ ) ) = Hom^(X'(K-) ^ F [gLr^R^ ) ) .

En prenant les points fixes par g , il en résulte que

[H^K, TT X^.)0]9 est isogène à Hom,(H ( g , X ' ( K ' ) ^ > F [g] ) /H^R^ ) )
~ K ' 1 K — — ^ P = P

c'est-à-dire à H o ^ l , ( X ' ( K • ) , H l ( R , l ^ L ) ) . Puisque [^(K, TT X-.,)0]9
——K - P - K - l K K

est isogène à g ( K , X ) , on a l'égalité :

dirn^ g^ - ÎK /X) == ne ,

où p est l'ordre de X . La proposition en résulte.

PROPOSITION 4.4.4. Soit X un R-crroupe fini et plat d'ordre

une puissance de p . La résolution lisse standard de X définit une

immersion fermée de k-qroupes cruasi-alcfébriques

g ^ R / X ) -^ ^ ( K ^ X ) .

Preuve : De la R-résolution lisse standard de X

O ^ X - ^ L ^ L ' - ^ O ,

on déduit un diagramme commutatif de R-groupes lisses

£ —K-». < £ • ,

où £ et £ ' sont respectivement les modèles de Néron des K-tores
L et L- . D'où un morphisme de k-groupes quasi-algébriques

H^R/X) -> ^ 1 ( K , X ) ,
qui, sur les points à valeurs dans k , donne 1'homomorphisme canoni-
que H < R , X ) -̂  H ( K , X ) . Puisque R est normal, cet homomorphisme est
injectjf. La proposition en résulté.
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§5. L'ISOMORPHISME DE RÉCIPROCITÉ

5.1. L'isomorphisme de Serre.

Rappelons la théorie du corps de classes géométrique de Serre.

Pour toute extension finie K ' /K , soit

^•/R : J^ ^R' ' ̂ R

le R-morphisme norme. Par [24] (ou [7], appendice), le k-morphisme

£(NR,/R) : y^. " VK
est un épimorphisme de k-groupes affines 7 notons V , son noyau.

Si V° est la composante neutre de Vy, , on en déduit unel\ Ji\
k-isogénie :

O ^ V O ( V K ' ) " ̂ K^' " V K " ° •

Soit t1 une uniformisante de K ' . S i K' /K est galoisienne, de

groupe de Galois g / considérons 1"homomorphisme :

^ == H^îg,^) -» U^ , /V^ , (k ) = H ^ ( g , U ^ , )

qui, à la classe dans g^ d 'un élément s de g , associe la classe

dans U- - , /V° (k ) de l'élément s ( t ' ) / t ' de U _ _ , 7 cet homomorphisme
î\ A\ j\

permet d'identifier 1'isogénie ci-dessus à la k-suite exacte :

(S,,,) 0 -.H-^g^) ^^./^, -^^ ^0

où N est déduit de g ( N - , / _ ) . Les S , , pour K ' parcourant

l'ensemble des extensions finies galoisiennes de K , constituent un

système projectif filtrant de suites exactes de k-groupes affines,

les morphismes de transition étant définis à partir des morphismes de

norme. Par passage à la limite projective, on en déduit une suite

exacte de k-groupes :
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(S) 0 -^ - î m ^,/V^, - ̂  - 0 ,
I\ /J\

où «^ est le groupe de Galois de l'extension abélienne maximale de

K . Puisque ^J est connexe, la donnée de (S) équivaut à la donnée

d 'un homomorphisme continu :

®K : "M ' *K •

II résulte de la théorie de Serre ( [24] , ou [7 ] , appendice) que 9K
est un isomorphisme de groupes profinis.

Dans toute la suite de ce paragraphe, on fixe un entier n ) / 1 ,

et on suppose que le groupe p ( K ) , noté M , des racines p^ièmes
P

de l'unité est contenu dans K (avec la notation K définie en ( 3 . 1 ) ) .

5 - 2 - Définition ensembliste de 1'isomorphisme de réciprocité.

Le cobord ô : (E^(K) = K" "» H^K.m ^) = H^cont(i^ ̂ ) de la

suite exacte des K-points de la suite de Kummer • 0 -» D-L -> ® P ^ ® -> Q
n m m

^ n p

est surjectif, de noyau K p . On a : ô (a) (s ) = s(x)/x ( xC Ï ,

yP = a ê K*, s € o^ ) .K.

Le composé ô ' :

à 0*K' -——Hom^(^,M^) -^Hom^^^)^) = Ext^(^,M^)

^ n
est donc un homomorphisme surjectif, dont le noyau est K p

Si a appartient à K , mais non à K p , alors l'élément

S ' ( a ) de E x t - ( y , M ) est la classe d ' isomorphisme de la k-isogénie :

^"n-^/^- -^K-*0

où z / ( s ( x ) / x ) est, pour tout s de g , la classe de l'élément

s ( t ' ) / t ' , pour une uniformisante quelconque t' de K ' (avec
n

K ' = K ( x ) , x? = a ) .
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•X- -X-Q

REMARQUE. Si a est dans K , mais non dans K 2- , on peut

caractériser à ' ( a ) ^ Ext,(y-^M ) de la manière suivante : c'est la

classe d'isomorphisme d 'une k-suite exacte :

O-.M^H-i^-.O

n
telle que, si x^ = a , K ' = K ( x ) / il existe un k-morphisme

h : y-, ~* H (nécessairement unique) tel que :

1) \^oh = N

2) h ( k ) ( s ( t ' )/t ' ) = \ ( s ( x ) / x ) / pour tout s de g / e t pour une uni-

formisante quelconque t' de K ' .

Notons

*n : H1(K^ n) " ̂ ^K'V

1'isomorphisme de groupes abéliens déduit de à ' .

Soit h ^ n l'entier défini par : M. c K , M. . - .7 'K . Pour tout

r ^h , le groupe U^ est donc sans p-torsion, et l'élévation à la
K r

puissance p^ième donne donc une isogénie radicielle de y^ sur
n+r •"K

. Du diagramme commutatif et exact de k-groupes :^

on déduit la suite exacte de groupes profinis (lorsque r ^ h )

r ^n+r

0 -» ^^y^/U^ ) "" ïïl^/y^ ) -" T7^^/? ïï^^ " 0 •

Le groupe E x t , ( y , M ) = Homont^7^l^K^Mn^ apparaît donc comme le

noyau de 1'homomorphisme :

1 n+r i r

Ext^(y^ ,M^ -. Ext^(y^ ,M^

déduit du diagramme ci-dessus.
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<. f * *~DPour tout élément a de K qui n'est pas dans K - , nous
. n+r

allons caractériser l'image de à " (a) dans Ext-(y /y ,M ) (pour
n+r K K K n

r)'h). Pour ceci, nous noterons g (^U^i/y1'! ) le k-groupe algé-
n+r

brique 0-ième groupe d'homologie du groupe algébrique U^i/yÇi

sur lequel le groupe de Galois g=G(K' /K) (K' = K(x) , xP = a) opère

de manière naturelle.

LEMME 5 .2 .1 . Soit a un élément de K qui n'est pas dans K^ ,
n

et soit K ' = K ( x ) , x- = a . Le crroupe des composantes connexes du

noyau du k-morphisme norme (pour tout r Y/ h) :
n+r n+r

N •• Vg^/^. ) -* V^
s ' identifie canoniquement à M . L ' imacre de S ' ( a ) dans

1 p1'1'1'1" n

Ext^(y^/y^ ,M^) est la k-isocrénie image par Ker N -> ïï (Ker N)

de la suite exacte :

n+r N ^r
0 -» Ker N ̂  J^(g^./S^. ) -» ^/^ . -^ 0 .

Preuve : II suffit de montrer que le composé :

v n+r

"n" "o^'^''" "o^-^-/^- )

est injectif pour r ^h .

Soit t' une uniformisante de K ' . Soit s un élément de
n+r

g=G(K' /K) tel que s(t ') / f soit dans (I.-.U^JU^, , où I. esti\ j\ j\ j\

le noyau de 1'homomorphisme d'augmentation S?[g] ^ 'Z . Il existe donc
n+r

y ^ U , tel que sd' î / t 'y" soit dans I..-,U--, . En particulier, la•i.\ j\ j\

norme N(y) de y est une racine p1'1 r-ième de l'unité, donc aussi

une racine p -ième de l'unité. Si z est une racine de 1 ' unité d'ordre

p , il existe donc i (O^^p1 '1) tel que : N(y) = z1 , z115 = 1 . On
n . n

en déduit : N(yp ) = z115 =N(z 1 ) . Il existe donc crê g tel que

y z o-( t ' ) / t ' appartienne à I - - , U _ _ , . D ' o ùi\ s\
n+r _ . r

y? (z'^fl/t^P ei^.U^, .
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r
Puisque r ï n , l'élément ( c r ( t ' ) / t ' ) ^ est dans Iy ,U_- , 7 de plusî\ J\

. r n+r
z1^ = 1 , puisque r ^h . D'où y^ ,ê 1 , U , . Il en résultej\ Jt\

que s ( t ' ) / t ' est lui-même dans I - - ,U,_ , , donc que s est l'identité,
s\ J(\

et s-(2^).=l . D'où le lemme.

5.3. Quasi-alcrébricité de 1'isomorphisme de réciprocité.

Choisissons un isomorphisme de M sur ^/p^ . Le groupe

E x t - ( y , M ) apparaît alors comme le groupe des k-points d 'un

k-groupe quasi-algébrique unipotent, à savoir le noyau de la multipli-

cation par p11 dans le noyau du k-morphisme
n+r * r *^K/^ ) - (y^ ) '

pour r ^ h (la structure quasi-algébrique de ce noyau ne dépend pas

du choix de r ) . D'autre part, H ( K / p ) est le groupe des k-points
pn 1du k-groupe quasi-algébrique unipotent H (K,DJ- ) . Il s'agit de

P"
montrer que 1'isomorphisme

\ •• " '̂̂  " ̂ BK'̂
est quasi-algébrique, c'est-à-dire qu'il existe un morphisme ^ de

groupes quasi-algébriques tel que ^ (k ) = ^ . Nous allons en fait

montrer (et cela suffit) que le composé de ^ avec l'inclusion de
n+r n

Ext^(y^M^) dans Ext^(y /yP ,M ) ( r ) / h ) est quasi-algébrique sur

un ouvert non vide convenable de la composante neutre
1 n" 1

g (R,Bi ) = îViï1- de g'ÇK^ ^) .
P P

Soit t une uniformisante de K , et soit A la R-algèbre

R[x,X~ , ( l + t X ) ~ ] , dont on note S le spectre. Les R-points de S

sont les unités u ^ U telles que v(u- l ) = 1 . Pour tout entier r ">/ 1 ,

le k-schéma Q ( S ) est un ouvert du noyau de la projection

SA,^ " Yk •
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Notons B la A-algèbre (intègre) A[Y] / (Y P - (1+tX)) . Pour

tout homomorphisme de R-algèbres f : A "̂  R , soit f ( B ) la

R-algèbre B < S _ R , et soit y ^ f ( B ) l'image canonique de Y .

LEMME 5.3.1. a) Pour tout R-homomorphi sme f : A "̂  R , la
-x- n

R-alcfèbre f ( B ) est l 'anneau des entiers de K ' = K ( y ) (y" = l+tf(X)),

et y-1 en est une uniformisante.

b) Soit ^ : M -^ TT G n le S-morphisme qui. a, z ê M ,n g ]^ m,B n

associe 1'élément inversible —-—=• de B , et soit N : I I G "^ Gassocie 1'élément inversible de B , et soit N : I I G "^ GTa 1 A m , B n
le S-morphisme norme. Le composé Noz/ est le S-morphisme nul.

Preuve : a ) La R-algèbre f ( B ) est intègre, son corps des fractions
n

est K ' = K ( y ) , yP = l+tf(X) . On a :

[ K ' : K ] v ^ , (y-1) = v^, ( N ^ . ^ ( y - l ) ) = v^, ( t f ( x ) ) = [ K 1 : K ] ,

et donc y-1 est une uniformisante de K " . Puisque l'anneau des
entiers R' de K ' est la sous-R-algèbre de K " engendrée par une
uniformisante quelconque de K ' , en particulier par y-1 / on a :
f " ( B ) = R ' .

b ) Dans le corps des fractions de B , on a, pour tout
z ê M :n

z Y r - -pi Y + I = (-z^- Y S Y ^ + l ,
Y-1 Y-1 n n^^/^"

yP -1 Û-WP

et donc

^__l=l+-lx~1 S y 1 1 ,
Y-1 t l̂ p11

qui est un élément de B . Son inverse

^•l^x-l^<•ï)h
est aussi un élément de B . De plus, pour tout z ^ M :

^SX^-^) = TT (zz 'Y- l ) (z 'Y- l )~ 1

Y-l Z ' G Mn
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est égal à 1 . D'où le lemme.

PROPOSITION 5 . 3 . 2 . L'isomorphisme

^ : H1(K^ n) ' ̂ V^

est quasi-alcrébrique.

Preuve : Soit z une racine de l'unité d'ordre p , et soit s le

S-automorphisme correspondant de TT (E _ : pour toute A-algèbre A
B l A m / B

pour tout élément 0 = S \ . 0 y1 de (A ̂  B) * , on a :
O^p" 1 A

s.P = 2 X.z^Y1 . Considérons alors le diagramme commutatif de

R-schémas :

-J^,,> V^'..B'Jai£i-..,.

S

(M est ici le S-groupe constant (^3 ' et r est un entier ^ h) •

Soit q un entier fixé assez grand (tel que, pour tout homomor-

phisme de R-algèbres f : A -> R , la projection de g (R',(^ ^^^.) sur
P

H^R'/p^' ,|p- . ) soit un isomorphisme) 7 il suffit de prendre
P^

q ) n+r+1 , d'après la remarque qui suit la proposition 4.2.2. Trans-

formons le diagramme ci-dessus par g . Notant g le k-schéma

g (S) , g^ le § -groupe lisse g ( TT (E ) , on obtient le diagram-

me commutatif de § -schémas :
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» » ( N , 0 )
ëq^Êq—— 3 ———§q(YR)^§q

^(p^s-id) Ltp^)

s^")^ *
"n -2——————5q ———N————' 5q(Gm,R) \ §q

\ ^ ,

Sq-

et l 'on a : N o ^ = 0 , où N =g ( N ) .

Pour tout k-morphisme cp : Spec k "̂  § , il existe un R-morphisme

f : Spec R -> S tel que cp ==g ( f ) . On a alors :

^^ = gq^'^^ = Sq(N^) ,

où R' = f ( B ) . Donc cp (N ) est un épimorphisme, pour tout

k-morphisme cp : Spec k -> S . Donc N est lui-même un épimorphisme.^q q
II existe un ouvert non vide ^î-. de ^ tel que le faisceau (pour la

topologie fppf) conoyau de g (p11 r, s-id) | î"î., soit représentable par

un H -groupe lisse, affine de type fini H' . O n déduit de N un

morphisme de ^--schémas en groupes

\ •• Hl " S^ n+r^

tel que, pour tout k-morphisme îp : Spec k "> ^ , le k-morphisme

^^ : So^'S1^1^ n+r^ " S1^ n+r)

P P
soit le morphisme N du lemme 5.2.1.

Soit ^ le n -groupe noyau de \> ', il est fini et plat sur
q mo\

H . Soit m le plus petit entier tel que F^P soit étale au

point générique de Cï . Il existe alors un ouvert non vide ^ de g
ni 1 m q

tel que F {p = 1 , soit étale sur 0 . Par image directe par F ° ,

on obtient donc la suite exacte :
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°' ̂ i" H-^g^p ^)^-. o .
P

Le 0-morphisme M^ -» H- déduit de G ( ^ ) est un morphisme de

^groupes, dont le composé avec \^ est nul 7 il se factorise donc

par F . Le composé o' : M^ -» F ^ F^ est tel que, pour tout

k-morphisme cp : Spec k -> S , 1'homomorphisme cp" (a ) soit un isomor-

phisme (^(1^) =^(^(1-) ) ) . on en déduit que cv est un isomorphisme.

On a donc construit une 0-suite exacte :

(H) 0 - M^ H -^W(R^ ^)^- 0

telle que, pour tout k-morphisme cp : Spec k -> H provenant de

f : Spec R -» S , la k-suite exacte cp"(H) représente l'image, dans

^^"k^1 ^R^ n+r^^n^ de la classe d l isomorphisme de ô ' ( l + t f ( x ) ) . En
P

identifiant M^ à ^/p^ par le choix de z , racine de l'unité

d'ordre p11 , on a ainsi obtenu un élément (H) de H^R,^ }*W
p

Son image canonique dans ^(R.fri n+r^0^ = B1^^ + )%(^p f) . où
P p11 r

^p est le k-schéma parfait associé à CZ , définit donc un

k-morphisme quasi-algébrique :

^ = "^-^(R^^)*
P

dont le composé avec le k-morphisme canonique

H1(R^ n+r^" ë1^^ r^
P P

est nul, puisqu'il donne 0 sur toutes les fibres. On a donc un

k-morphisme ^ de ^pf dans le k-groupe quasi-algébrique

^S^^K'^P^ ' tel ^^ <ïn(k) induise la restriction de <î> à- n
^(k) , où ÎÎ'P^ est l'image de 0^ dans gl(K,(^i ). D'où un

P"
k-morphisme ^ du k-schéma parfait n'̂  (ouvert non vide de

g (K.ip. ^ ) ) dans le k-groupe quasi-algébrique Ext1^ , ̂ /p^) , tel
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que ^(1<) soit la restriction de $ à n'^k) .

L'homomorphisme «î , qui est quasi-algébrique sur un ouvert non

vide du k-groupe quasi-algébrique H (K,fp- ) / est alors quasi-
P^

algébrique partout. D'où la proposition.

REMARQUE. De 1'isomorphisme de la proposition 5.3.2 et du choix

d'une racine de l'unité d'ordre p^ , on déduit un isomorphisme de

k-groupes quasi-algébriques unipotents connexes :

^ : H^R,^ ^) -^ (^(R^ ^ ) ) " .
P P

II suffit en effet de remarquer que H (R,OJ- ) est la composante
P^

neutre du k-groupe quasi-algébrique Ext-^y ,M ) identifié à

Ext^y^Z/p11^).
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§6. DUALITÉ POUR LES SCHÉMAS EN GROUPES FINIS

6 • 1 • Dual.-» té pour un K-qroupe fini .

Etant donné un entier n > 0 , soit ^^ la. catégorie des

K-groupes finis (commutatifs) annulés par n 7 nous écrirons TU
n

au lieu de ^ ^ . L'homomorphisme canonique
(P )

Ext^ (^/nZ^X) -» Ext^ZT/X) = H-^K/X)
( n ) ^

est un isomcrphisme, fonctoriel en les objets X de ^
.̂ (n)

La valuation v : K -» 2T induit un homomorphisme surjectif,

encore noté v :

v : H^K^) = I^/K^ -» ^/nZ- .

Cet homomorphisme est aussi obtenu à partir de la projection canonique

de k-groupes quasi-algébriques :

Y : ̂ (K^) -^ ^(B^K^)) = zr/nzr ,

par : v= vCk) .

Etant donné un K-groupe fini X , annulé par n , soit [ç ] un

élément de H^K/X) = Ext^ (Z/n^X) , représenté par la K-suite
( n )

exacte Ç :

0 -^ X -» F -» ^/n^ -» 0 .

La K-suite exacte ç • : 0 -> t^^ -» F- -^ X- -> 0 , déduite de ç par

dualité de Cartier, représente l'élément de Ext^ (X'^ ) , noté

[ S - ] . Soit alors (n)

^(S) : X' (K) -» H^K^ )A , = ^

le bord de la suite exacte de k-groupes quasi-algébriques obtenue en

prenant les K-points de la suite ç '
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LEMME 6.1.1. a) L'application

v(X) : H ^ K / X ) -» Hom^(X'(KL^/n2T)

[^ ^ ^o^X^^

est un homomorphisme de groupes, fonctoriel en les obiets X de Ï Ï [ , . .
— ( n )

b) Les homomorphismes v e .̂ v(p ) sont opposés.
c) v(X) est l'opposé de 1'homomorphisme que l 'on déduit du

cup-produit H ^ K / X ) X X' ( K ) -» H^K^) par composition avec v .

preuve : a) aoit f : X - > Y un morphisme dans 77[ . L'image M de

[ç] ^ H ( K , X ) dans H ( K , Y ) est représentée par la deuxième ligne du

diagramme commutatif et exact de K-groupes :

0 ^ X ——î- F ——9. v/r^z -» 0

V \ II .
0 -» Y -» f ^ ( F ) -» Z/n!^-» 0 .

On en déduit aussitôt l'égalité : ^(ri) = ^ (ç )o f (K ) , ce qui donne :

ïïo(\('r})) = î r o( à x ( ç ) ) o f l ( K ) • Dloù la ronctorialité de v(X) , en les

objets X de ^^ . De plus : v ( X ^ X X ^ ) = v ( X ^ ) X v ( X ^ ) . Il est

alors formel de voir que v(X) est un homomorphisme de groupes.

b) Etudions le cas particulier où X=p et où K contient

une racine de l'unité d'ordre n .Soit \ ê K" un élément dont la
^n

classe modulo K soit [^ÇH^K,^ ) = Ext3, (2T/nZ^ ) . L'élément
_^ ^ . n //î^ n

^ de K" représente alors [ ç ' I ê H ^ K ^ ) = Ext.1 W^.^ ) , et
n (n)

donc ^ (ç ) ( î ) est la classe de \ 1 module K" (en désignant par

Î^Z/n^ la classe de 1 ê Z-) . il en résulte l'égalité :

W^ = -v(x) •

c) Soit w ( X ) 1'homomorphisme que l 'on déduit du cup-

produit, par composition avec v 7 il est aussi fonctoriel en les ob-

jets X de ^^ . Lorsque X=(^ , et que K contient une racine de

l'unité d'ordre n , les homomorphisme s v(&i^) et w(l^ ) sont oppo-
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ses, par b) . Pour un objet quelconque X de '^1 \ ' soit K' /K une

extension finie galoisienne qui contient une racine de l 'unité d'ordre

n et qui trivialise X . Il existe alors un ensemble fini 1 et un

K-épimorphisme F = TT ^ . -» X . La commutativité du diagramme :
K ' | K '

H^K.F) ————————^ H ^ K ^ X )

v ( F ) + w ( F ) v ( X ) + w ( X )

Hom(F' ( K ) , ' ^ / n ' Z ) ——> Hom(X' ( K ) , Z/n^)

montre alors, compte tenu de la nullité de v ( F ) + w ( F ) et de la sur-

jectivité de H^K.F) -> H ^ K ^ X ) , que v ( X ) + w ( X ) = 0 . D'où l'asser-

tion c) et l'assertion b) dans le cas général.

PROPOSITION 6.1.2. L'application v ( X ) est induite par un mor-

phisme de k-qroupes cfuasi-alcrébricfues

Y ( X ) : H^X) -» H o m ( X ' ( K ) , Z/n^)

(autrement dit, v (X) s'annule sur H^X^k) ) .

L'homomorphi sme ïï ( y ( X ) ) est un isomorphisme.

Preuve : La proposition est vraie lorsque X=(p

Pour un objet quelconque X de 7J\. . , il existe une K-suite

exacte :

F -^ F -^ X -» 0

où, pour i = l , 2 , on a : F. = TT P 1 , avec K./K finie galoisien-
1 K . I K n z

ne contenant une racine de l 'unité d'ordre n , et I. un ensemble

fini. On en déduit un diagramme commutatif exact de groupes abéliens :

H^K.F^) ———————^ H^K.F^) ———————> H^K.X) ————^ 0

v ( F ^ ) v ( F ^ ) v (X)

Hom(F^(K),^/nZ) ——*- Hom(F^(K) , ' Z / n ' Z ) ——^ Hom(X" ( K ) , Z/nZ') ——- 0 .
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Les homomorphismes v ( F . ) sont quasi-algébriques, puisqu'ils s'iden-
I. 1

tifient aux v(o-i- ) 1 relatifs à K. (qui sont quasi-algébriques, par

le lemme 6.1.1, b ) ) . Il en est donc de même de v ( X ) , qui est donc

induit par un morphisme de k-groupes quasi-algébriques

v ( X ) : ^(X) "> Hom(X' ( K ) , Z/nZT) . L'exactitude à droite du foncteur ïï

montre alors, puisque ^ ( y ( F . ) ) est un isomorphisme pour i = l , 2 ,

que ff ( v ( X ) ) est aussi un isomorphisme.

LEMME 6.1.3. Les homomorphismes composés

H^K.X) -^^ Ext^X" ( K ) , K " ) —^ Ext^X' ( K ) , Z - )
ai m

H^K.X) ^U. Hom(X" (K),^/n^) ^ a n -Ext^X'(K) , ̂«i

sont opposés.

Preuve : Ces deux homomorphismes composés dépendent fonctoriellement

de X . Par le même argument que ci-dessus, on est ramené à montrer le

lemme pour X=0-1 . Ces deux homomorphismes s'annulent alors sur

U-./U11 . Soit t une uniformisante de K , et soit î sa classe dans
i\ i\

K^/K^ . L'image de î par le premier composé est la classe d'isomor-

phisme de la suite exacte :

0 —> ^ -n^ V —*- ^/nZ" —^ 0 ;

dans le deuxième cas, c'est l'image réciproque, par -id—/ de

celle-ci. D'où le lemme.

Nous allons maintenant étudier le noyau H (X)° de v(X) , dont

le groupe des k-points sera noté H (K,X)° , ou H (X)° s'il n'y a

pas d'ambiguïté. Les éléments [ç ] de H (K,X)° sont caractérisés

par le fait que ^y ( ^ ) se factorise à travers H (o^ )° . Ceci équi-

vaut à la bijectivité de la projection :

^(H^p^)) -^ 1T^(Coker ^ ( ç ) ) •
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PROPOSITION 6.1.4. Pour tout ob-iet X de ^/ ^ , soit————————————— — ^) ———

Î(X) : H^I^X)0 -^ Ext^g^X" î^^/n^)

l'application qui. à la classe d'isomorphisme de la K-suite exacte ç:

0 -+ X -* F -^ 'Z/n'Z -> 0 ,

associe la classe d* isomorphisme de la suite exacte de k-crroupes

quasi-alqébriques. troisième ligne du diagramme commutatif ,à lignes

B^^ ————^ ^^ - (F ' ) — — — ^ g l ( X • ) ——>Q

0——>'Z/n'Z-——*- Y ^ ( g l ( F ' ) ) — — ^ g l ( X ' ) ——-0

0 ——> Z/n^ ——^ ^*Y^(^ 1 (F• ) ) ——> g l(X• )° ——> 0 .

L'application ^(X) est un homomorphisme iniectif^ fonctoriel en les

obiets X de ^{, v .— (,n;
En d'autres termes, 1'homomorphisme ^(X) associe à [ç] le

bord

ff ( H 1 ( X ' ) ) -> îT (Coker à ( Ç ) ) = ^/n^
-L — 0 J\.

de la suite exacte d'homotopie appliquée à la k-suite exacte

0 -» Coker ô ( Ç ) -> H ^ - Î F " ) -» ^ (X ' ) ^ 0 .j\. — —

Preuve : Soit f : X ^ Y un morphisme dans ^/ v . Soit [ç] un élé-

ment de H^K^X) 0 , et soit [^l] = H 1 (K, f ) ( [ç] ) son image dans

H (K ,Y) . On peut donc représenter [ç] et ['n] respectivement par

les lignes exactes du diagramme commutatif de K-groupes :

0 -» X -^ F -» Z/nZ- -» 0

^ i I I
0 -> Y -> f.,F -> Z/n^ -> 0 .
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D'où la commutâtivite du diagramme de groupes profinis :

^ . ( H ^ X ' ) ) <j>(xm) > ff (Coker à - ( Ç ) ) = Z/nZ-
-L ~~ 0 A

î 1
Vë^'^ "rr^TîTT^o^0^ V^ = 2r/n2r •

Ceci montre la fonctorialité de ^(X) en les objets X de ^/ . .

En outre : ^(X X X^ ) = ^(X ) X < Î > ( X ^ ) . Il est alors aisé de voir que

$(X) est un homomorphisme de groupes.

Soit [ç] un élément du noyau de ^(X) , représenté par une

K-suite exacte comme ci-dessus. L'homomorphisme

ff^(Coker ^ ( Ç ) ) -» 7 r ^ ( H l ( F • ) )

est alors injectif, et donc 1'homomorphisme canonique

f f ( H ^ ( ^ ) ) - f f ( H ( F ' ) )^-i1^))-^1'
est aussi injectif. Par la proposition 6 . 1 . 2 , ceci équivaut à l'injec-
tivité de Hom ( ̂ /nZ, Z/nZ') "* Hom ( F ( K ) , 'Z/n'Z) , ou encore à la surjecti-
vite de

F ( K ) -̂  ̂ /n̂  .

Ceci signifie que le bord 2/nZ' ~* H ( K , X ) de la suite exacte des
points de Ç à valeurs dans K est nul, donc que [ ç ] est nul.

Bien entendu, 1'homomorphisme ^(X) est égal à ^(X/ x ) , si
X, ^ est la composante p-primaire de X . Soit p111 l'ordre de cette
composante p-primaire. Nous montrerons que ^(X) est un isomorphisme
quasi-algébrique, et, pour cela, nous commençons par reconnaître
^(B-t ) lorsque K contient le groupe M des racines p -ièmes de

P^
l'unité.
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PROPOSITION 6.1.5. Supposons que K contienne le groupe M des

racines p -ièmes de l 'unité, et soit w : ̂ /p"1^ "̂  0^ un
P

K-isomorphisme. Le composé

^(d-1 ) w (K)
H^K^ ^)° ———EÎ-^Ext^g^Z/pW.Z/p1^) ————l-Ext^gWp1'^)0^)

P 1 1 *IH^W)

Ext^Oy0^)

est induit par 1'isomorphisme $ défini en 5.2 .

Preuve : II suffit de montrer que ces deux homomorphismes coïncident

sur l'ensemble des éléments d'ordre p de H (K,P )° = H (R,Q^ ) .m m
P P

Soit donc \ un élément de U- qui n'est pas dans U^ . Saj\ j\
classe dans H (K,[^ )° est représentée par la K-suite exacte :

P^

0 -> O-b -> F -» /̂p"1^ -> 0 ,
P"1

l'opération du groupe de Galois G(K/K) sur F('K) = Z/p^Xp ( K )
P

étant donnée par :

<r.(i,£) = (i,^0!^)1) ,

m ^
où X30 = X , ( i , C ) ê ^/p^x^ ^(K) .

P

L'opération de G(K/K) sur F ' ( K ) = (Z/p111^) X^ {K) est alors
P

donnée par :

o-.(i,o = (i^0^!)-1) .

Soit z la racine de 1 d'ordre p définie par : z = w ( K ) ( î )

( î ê ^/p^ est la classe de 1 ê Z") , et soit s le générateur du groupe
m

de Galois G ( K ' / K ) de 1 ' extension K'/K (où K ' = K ( x ) , xp = X )

défini par : s (x ) = zx . On considère alors le diagramme commutatif

exact de K-tores :
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0 -^ Y ——— ^K x Y ————— ^K ——— °

J |cp Ip'n
1 » i

0 ——^ V . ——»- TT G . —-————^ G ——i. 0K ^. ^ m,K N^.^ m,K

ou les flèches horizontales sont canoniques, et où, pour toute

K-algèbre A , c p ( A ) et cp ( A ) sont définis par :

C P ( A ) : A ^ x v ( A ) -> ( K - ^ A ) "
•l\ K.

(a^) - ( i0^)(^2)-1

(si a = S x1^' ^ € (K" ^ A ) " , on a : s ( c y ) = Z x1^)^ z1) et
0<i<p^ 1 K 0<i<pm

^(^^î : Y K - ^ ) "" V K • ( A )

0- ^ (Êl^l)-lv o, /

Le noyau de cp^ est ^ ^ . En effet , si a = ' S x1^^. ê (Ker cp ) (A),
_ P O^p"1 1 °

on a : ^ x1^^ (z1-!) = 0 , et donc a. = 0 pour i ^ O 7 d 'où :
CH^p111 1

m
a = 1 0 a , N ( A ) ( < y ) = i ^ d 'où af = l . Donc K e r c p c^ , et,

~ ^ — / — o o m
P

comme il contient évidemment p , il lui est égal. Il en résulte en
P

particulier que cp^ est une isogénie de tores. Décrivons le noyau de

'P , qui est extension de m par ^ . On a :
P P"1

(Ker c p ) ( K ) = { ( a , < ^ ) ê K ^ ( K ' ® ÎÇ)\. N,, „ v^W = 1 , 1.^=^}
•lY j\ O-/. J\/J\ Q'

Si ( a , a ) ê (Ker cp) ( K ) , on a, en particulier : N-.,.ç, ^ ^ ( l ^ > a ) = l ,K ^ K/K
m •̂

d'où a" = 1 , et il existe donc i , 0< i <p"1 , tel que a=z 1

Alors : s ( o Q = (10 z^a , et il existe donc a. ê îT tel que :

o/=x1^ . Puisque N^, ̂  K/1<(<') = 1 / on a : xi^m=l dans K , et il
K

existe donc j , 0< j <p"1 tel que c^ = z^x"1 . De plus, tout élément

de la forme ( z1 , x^z^x"1) est dans (Ker cp) ( K ) . Donc :

(Ker c p ) ( K ) = { (z1 , x^z^1) ^ K" X V^, (K) , 0 y< i , j < p"1} ,
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où G(K/K) opère par : or. (z\x1 (8 z^x"1) = (z^x1 ̂  z^o-Çx) - i ) .

Considérons l'application :

f : F ' ( K ) = ^/P^XOJ. ^(K) -» (Ker c p ) ( K )
P

( i ,C) ^ (z^x^Cx'"1) .

C'est un isomorphisme de groupes abéliens. De plus :

f(cr.(i,î)) = f(i,£(°^l)-i) = (zi,^®e(°lî£2)--S,-i)
X X

= (z^x^Ccnx)"1) = cr.f(i,C) .

On en déduit que l 'on a un diagramme commutatif exact de K-groupes

0 ——^ m ^ ——^ F • ————^ TS/^V ——^ 0

î \ ï-
0 ——»• BJ- ——^ Ker cp ——^ QJ, ——> o

P P"^

D'où un diagramme commutatif, à lignes exactes, de groupes abéliens :

^ N / ( K ) ^
<:• K /K——— K0 — — ^ V ^ . ( K ) —————^ K ' " K ^K——— K* —————>0

H 1 1
H^K.tti ) ——^H^K.Ker cp ) ——»- H1(K^ ) ——>0

P P1"
| \ Î H ^ K / W )

H1(K^ ^) ——^ H 1 ( K , F • ) ————^^(K^/p^) — — > 0 .
P

- / m\
Soit T une uniformisante de K ' . Calculons S( v / ) .

Soit o^V^.(K) tel que ^^•^1 = (^^)~1 . Il existe donc

M. ê K tel que a = T~ <8) ^ . Puisque N , ^ K/K^ = 1 . on a :
_ m ^ K ^^

N^,^(T~ ̂  = 1 dans K . Soit alors T' Ç.Ï* tel que
m

T^ =N^,^ (T) . Il existe donc i , 0 < i < p"1 , tel que n = z1!" , et
— 1 i *? f T )donc : a = T ^ z T' . Alors âî-^-1) est la classe du 1-cocycle :

(T-^ (r(a) = T"1® z^rCr' ) ^ o-(T' )
T-^z^' Tl '
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Puisque [ç] est d'ordre p" , l'injection ^ (K) -> F ( K ) est un
P"1

isomorphisme, et la projection ^ ( H 1 ( F ' ) ) -> ^ (H1^?- ) ) est un iso-o = o = m
P

morphisme. La suite de k-groupes quasi-algébriques

H1^ n^ " S 1 ^ 1 ) 0 ^ ^Wp^}0 ^ 0
P

est alors exacte. On obtient donc un diagramme commutatif exact de

k-groupes :

° — — ^ ^ ————> ÏK'/^' ———ÏK- " 0

w(K)~ 1 ! g l(w)ocan

0 ——. ^/p^ ——^ v^g^F- ) 0 ) ——^ g^Z/p^)0 —^ 0 .

D'où la proposition.

THEOREME 6.1.6. L'homomorphisme ^ (X) (6.1.4) est induit par un

isomorphisme de k-qroupes cruasi-alcrébriques unipotents connexes :

1(X) : ^(X)0 '* [g l(X•)o] ' ' .

Preuve : Soit K' /K une extension finie galoisienne contenant une

racine d'ordre p"1 de l'unité, et trivialisant X (X étant annulé

par p ) . On en déduit un diagramme commutatif de groupes abéliens, où

toutes les flèches, sauf peut-être celle du bas, sont induites par des

k-morphismes quasi-algébriques :

H ^ K ' . X ) 0 ^ ' ( x ) ^ Ext^H^K'.X')0,^/?11^)

Cor Res^

H^K.X) 0 ^^ ï Ext^(g l(K,X•)o ,2/pm2F)

où (î>' est à K' ce que ^ est à K . La flèche horizontale du haut

est un isomorphisme quasi-algébrique, d'après la proposition 6.1.5 et

la proposition 5.3.2. Les flèches verticales sont surjectives (par le
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corollaire 3 de la proposition 2 . 2 . 1 ) et quasi-algébriques. Il en
résulte que la flèche horizontale du bas ^(X) est aussi surjective
et quasi-algébrique. Comme elle est, en outre, injective, on en déduit
le théorème.

6 . 2 . Point de vue des catégories dérivées, pour les K-qroupes
finis annulés par une puissance donnée de p .

Dans ce paragraphe, nous fixons un entier n ) 0 . On rappelle que
^ est la catégorie (abélienne) des K-groupes finis annulés par p11.
On note ^ (resp. £ ) la sous-catégorie pleine de ^ dont les
objets L vérifient L ( K ) = 0 (resp. L ( K ) = L ' ( K ) = 0 ) .

LEMME 6 . 2 . 1 . Tout obi et de ^ est quotient d'un ob-jet de ^

Preuve : a ) Montrons d'abord que, pour toute extension finie K'/K ,
il existe un K'-épimorphisme F-. •4 (Z/p1'1^')^., , où F. est un
K"-groupe fini annulé par p1'1 et tel que F. ( K ' ) = 0 .

En effet, soit F un K"-groupe fini annulé par p , mais non
par p , tel que F ( K ' ) =0 (un tel K'-groupe existe, par exemple
le noyau de 1 ' épimorphisme norme N _ - , , / , - , : M ( ̂ /p^)--„ "4 (Z/p1'1^')-,, ,j\ /J\ -,„ j „ i j\ A
où K"/K est une extension finie de degré [ K " : K j premier à p ) .
Soit alors ce H ( K ' , F ) un élément d'ordre p1^ , qui est représenté
par une K"-suite exacte

0 —> F ' —> F -̂  ̂/p̂  —» 0 ,

où p^ =0 ; alors ç est l'image, par 1'homomorphisme cobord

ô : ̂ /p̂  -> H^K1 , F ) ,

de l'élément î ̂  'Z/p^'Z . Puisque ç est d'ordre p1'1 , l'injection
F ( K ' ) "> F ( K ' ) est un isomorphisme, et donc F - ( K ' ) est aussi nul.

b) Soit X un objet quelconque de ^ / e t soit K'/K une
extension finie telle que X^, soit constant. Il existe alors un
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entier r ) 0 et un épimorphisme d'objets de ^ :

TT Wp^'3^ -» X .
K ' IK

Composant cet épimorphisme avec 1'épimorphisme

TT u3' : L = TT F^- TT Wp^
K1 IK K' IK K' IK

(où u est le K"-épimorphisme défini dans a ) ) , on obtient un épimor-
phisme L-+X d'objets de ^ , où L ( K ) = F ^ ( K ' ) = 0 . D'où le lemme.

LEMME 6 . 2 . 2 . Tout obi et X de. ^ admet une résolution

0 -» x -» Y -> Y -» 0 ,

où Y et Y- sont des obiets de ^- .

Preuve : a ) Montrons d'abord que, pour toute extension finie K'/K ,
il existe un K'-groupe fini F , annulé par p^ , mais non par p ,
tel que F ( K ' ) = F ' ( K ' ) = 0 .

Soit L un K'-groupe fini tel que p1'1]-. = 0 , p^ L ̂  0 , et tel
que L ( K ' ) = 0 . En appliquant le lemme 6 . 2 . 1 à L' (en remplaçant K
par K ' ) , on voit qu'il existe une suite exacte de K'-groupes annu-

lés par p^ :

O ^ L ^ F - ^ F - ^ 0 ,

telle que F ' ( K ' ) = F - ( K ' ) = 0 . Choisissons un F contenant L , tel
que F ' ( K ' ) = 0 et p^F = 0 , et dont l'ordre soit minimum. Si F ^ ( K ' )
est le plus grand sous-K'-groupe constant de F- , on en déduit un
diagramme commutatif et exact de K'-groupes :
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0 0
1 1

F ^ ( K ' ) = F ( K ' )
i \

0 ——> L ————^ F ———————„ F ————> 0

I I ! 1
0 ——^ L ——> F^/F^K' ) ——*. F^/F^K- ) —^ 0 .

0 0

Le K'-groupe F^/F^(K') contient L , est annulé par p" , et son
dual de Cartier (sous-K'-groupe de F^) n ' a pas d'autre K'-point
que 0 . Vu la minimalité de F^ , on en déduit que la projection
F! "> F^/F^(K') est un isomorphisme, donc que F ( K ' ) = 0 . Le
K'-groupe F= F^ satisfait aux conditions requises.

b) Soit X un objet (non nul) de £ , et soit K'/K une
extension finie telle que X^, soit constant. Il existe alors un
entier k > 0 , et k , couples ( n ^ , r ^ ) d'entiers > 0 (avec n . < n ) ,
et un K'-isomorphisme :

n. r! _ n, ^n i n-
X^, ^ (Z/p -L^) X . . . X { Z / p ^

Pour chaque j ( l < j \ < k ) , on choisit un K'-groupe F. fini, annulé
"j . n-,-1 3

par p mais non par p J , tel que F _ ( K ' ) = F'. ( K ' ) = 0 , et l 'on

considère une K'-suite exacte

n .
0 -» F -^ G . -» ^/p D^ -> o

n • 1représentant un élément d'ordre p J de H ^ Ç K ' / F . ) . En particulier,

on a : G j ( K ' ) = 0 . On en déduit la K'-suite exacte produit :

0 -» F^ X. . .X F^ - c[1 X. . .X G^ -» 5^. ^ 0 ,

et donc, par dualité de Cartier, une K'-suite exacte :

O ^ X ^ . - ^ Y ^ Z - ^ O ,
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telle que Z ( K ' ) = Z ' ( K ' ) = Y ' ( K ' ) == 0 . Par restriction de Weil de K' à

K , on en déduit la K-suite exacte

o -> TT x^, -* TT Y -» T T z ^ o
K' I K K ' I K K ' I K

dont 1'image

0 •» X -̂  Y -» Y, = TT Z -> 0
0 1 K - I K

par 1'épimorphisme norme TT Xy, ~* X vérifie :
K ' I K K

Y' ( K ) c ( TT Y ) ' ( K ) = ( TT Y ' ) ( K ) = Y ' ( K ' ) = 0 , Y , ( K ) = Z ( K ' ) = 0 ,
0 K ' I K K ' I K 1

et enfin Y^(K) = Z ' ( K ' ) = 0 . D'où le lemme.
Pour toute catégorie abélienne A / nous notons K ( A ) la caté-

gorie triangulée des complexes à homotopie près, formés d'objets de
A / et qui sont bornés ; la catégorie dérivée correspondante est dési-
gnée par D ( A ) , et le foncteur de localisation K ( A ) -> D ( A ) est
noté Q .

Nous noterons aussi K (<£ ) [resp. K (<£ ) ] la sous-catégorie
triangulée de K (^ ) dont les objets sont formés d'objets de ^
(resp. de ^ ) .

Soit 3 la catégorie abélienne des k-groupes quasi-
algébriques unipotents annulés par p

Soit :

H1 : ̂  -» 2= n n
le foncteur qui, à un objet X de ^ , associe le k-groupe quasi-
algébrique unipotent g ( X ) défini par le lemme 4 . 3 . 1 . C'est un fonc-
teur additif, qui se prolonge de manière unique en un à-foncteur
(au sens de [ 1 2 ] ) de catégories triangulées, noté encore :

H1 : K^ ) -> ̂ (3 ) .== n n
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PROPOSITION 6 . 2 . 3 . Le 8-foncteur

H1 : K^ ) -» K^S )= n n
admet un dérivé gauche (LH , ç ) , oy. ç est un morphisme du foncteur

K^ ) -̂ D̂  )AD b(2 )n n n
dans le foncteur composé

K^ ) ——^(2 ) Jl̂  D̂ S ) .n n n
Pour tout obi et X' de K ( ^ ) , le morphisme Ç ( X ' ) est un isomor-
phisme de D^S ) .

Preuve : Pour tout objet X' de K (^ ) , il existe, par le lemme
6 . 2 . 1 , un objet L' de K (<£ ) et un quasi-isomorphisme L* "* X* .
De plus, si L " est un objet acyclique de K (^ ) , le complexe
H ( L ' ) est aussi acyclique (ceci résultant de la remarque qui suit la
proposition 4 . 3 . 2 ) . Il résulte alors du théorème 5 . 1 de [ l 2 ] ( p . 5 3 ) ,
que g admet un dérivé gauche (LH , Ç ) , où Ç vérifie les condi-
tions de 1'énoncé.

REMARQUES. Notons 771 la catégorie (abélienne) des K-groupes de
type multiplicatif, et (Pf/k) la catégorie (abélienne) des faisceaux
en groupes abéliens sur le site étale des k-schémas parfaits.

1. Soit 5^° la sous-catégorie pleine de ^ dont les objets sont con-
nexes, c'est-à-dire sont des K-tores. Si H° : ̂ c -> (Pf/k) est le
foncteur qui, à un tore T , associe le faisceau que définit la réali-
sation de Greenberg parfaite du R-modèle de Néron de T , alors H°
se prolonge de manière unique en un foncteur additif H° : ̂  ̂  (Pf/k)
[on pose, en effet : g ° ( X ) = Ker u ( K ) , où u : T -> T est un épimor-
phisme quelconque de K-tores dont X est le noyau]. Ce foncteur
additif se prolonge lui-même, de manière unique, en un à-foncteur de
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catégories triangulées :

§° : K°W -î> Kb( (Pf/kF) .

Puisque tout objet de K (^) admet un quasi-isomorphisme dans un

objet de K (^ ) , et que g transforme tout complexe acyclique de

tores en un complexe acyclique, le foncteur H° admet un dérivé droit

(RH , c p ) , où cp est un morphisme du foncteur composé

K^) i-î. ^((Pf/kF) -^D^PfAr)

dans le foncteur composé

K^) -Q^ B^W -^-^((PfAr) .

ceci résultant encore du théorème 5.1 de [l2"l (p. 53) .

2. Notons ^ : D^a^) -> D^^Î ÎPfA)^) le foncteur canonique (n étant

fixé).

Soient X un objet de ^ , e t 0 - ^ X - ^ T • ^ T , - ^ 0 unen o 1
K-résolution de X par des tores. Choisissons un entier m ) 0 tel

que le sous-groupe ( f in i ) de p-torsion de T ( K ) soit égal au

groupe des K-points du noyau (T ) de la multiplication par p111

f \ P
dans T . Notons alors X l'objet de ^ . obtenu par leo m+n
diagramme commutatif et exact suivant :

0 ——^ (T^) ^ ——^ X^ ——> X ——^ 0

II p i . l
0 ——^ (T ) ——»- T -̂ -̂  T ——> 0o m o o

Vu le choix de m , 1'homomorphisme injectif

(T^) ^ (K) -^ X^dO

est un isomorphisme. Du diagramme commutatif et exact suivant d'objets

de ^
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m
0 ——" '^ m —— ToJ^'ro-^o

! p II ]"
°— x(m) -^"-^i—0 •

on déduit donc, dans K ( (Pf /k) ) un morphisme de complexes concentrés

en degrés 0 et 1 :

T^(K) ———> 3^(K)

'! "1
^((T^) ^) ——^(X^)

P

qui, vu le choix de m , est un quasi-isomorphisme.

D'autre part, soit 0 -> X -^ X -» X -^ 0 une résolution de X

par des objets de <£ .11 existe un complexe (concentré en degrés -1

et 0) Y -» Y d'objets de ^ _^ tels que Y ( K ) = Y _ _ ( K ) = 0 , et,

dans K (^ ) , des quasi-isomorphismes :

Y-! —— Y, y-! ——— ^

i l i l
x-! -+ ̂  ^o'pm —— x ( m ) •

On en déduit, dans K^S ^ ) , et donc aussi dans ^( (PfA)^) i des

quasi-isomorphismes de complexes concentrés en degrés -1 et 0 :

H^Y^)——"H^Y^) H^Y^) ———^^o)

' 1 ' - \ ~ \~ ~ \
S1^-!) ——"ë1^ B l((To ) m) ——-H^X^) .

P
i~» ^/

On en déduit, dans D ( (Pf /k ) ) , un isomorphisme (fonctoriel en les

objets X de ^ ) :

RH°(X) ^ (^oLg^-DXx) .
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Notations. On note

C : D^^) -» D^^)

la dualité de Cartier, et

f'. D^^) -^ D^^)

la dualité de Serre.

Si X' est un objet de K°{^ ) (c'est-à-dire tel que X . ( K ) =

X ' ( K ) = 0 pour tout i ê ^ , ou, ce qui revient au même, tels que les

groupes quasi-algébriques g ( X . ) et g ( X ! ) soient tous connexes),

on note

|(X') : H^X' ) -> g^X' • ) "

1'isomorphisme, dans K (3 ) , donné par ;

^ ( X - ) ^ = ^(X^) : g^X^) -» g^X^ ,

où ^ ( X . ) est défini (pour tout iê ^) par la proposition 6.1.6.

PROPOSITION 6.2.4. Il existe un unique isomorphisme de foncteurs

(ces foncteurs avant D (^ ) pour source, et D (3 ) pour but)

® : Lg1 -* ^oLg^c

tel que, pour tout ob-iet X" de. K ( < £ - . ) , l 'on ait :

© ( Q ( X - ) ) = [ / ( Ç ( X - • ) ] o Q ( l ( x - ) ) o ç ( x - ) .

Preuve : Pour tout objet X' de K ( < ^ - ) , considérons le composé :

Lg^QÎX- ) ) ^-^^CKg^X-)) OiiL2LU Qîg^X' • )* - ) /^x—U^LgloC(Q(X•)).

On a ainsi défini un morphisme du foncteur restriction de Lg oQ à

K13^-) dans le foncteur restriction de î^Lg^Q à ^(^^î (ces deux

foncteurs ayant pour but D (3 ) ) . Autrement dit, si

^ : K ( < £ - ) . "> D (^ ) est le foncteur canonique, on a ainsi défini

un morphisme de foncteurs :
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Lg^z/ -> ^oLH^Coz/ = ^oLH^oC .

Par les lemmes 6.2.1 et 6 .2 .2 , le foncteur ^ est une équivalence de

catégories. En utilisant un foncteur quasi-inverse de ^ , on obtient

le résultat.

Nous allons maintenant décrire l ' e f fe t de © ( X ) (pour les objets

X de ^ , identifiés à leurs images canoniques dans D (^ ) ) sur

les i-èmes groupes de cohomologie du complexe LH (X) .

On note © . ( X ) 1'isomorphisme (quasi-algébrique) induit par

© ( X ) sur le i-ème groupe de cohomologie de LH ( X ) , pour un objet

X de ^ .n
Remarquons d'abord que : ' H^Lg (X) ) = 0 si i ^ O , -1

- îî~'l(t,Hl(X) ) = X ( K ) =Hom^, (^/p^X)

, H^LH^X^k) ^(X) =Hom , ( Zr/p1'1^ T ( X ) )
^(^

où T est le foncteur translation.

On note encore y ê Hom , ( LH ([p. ) , Z/p1'1^) 1 ' image du
D^) - p"

k-morphisme v : g ([p- ) "> ' Z / p ^ ' Z par le composé :
P

Hom.. ( H1 (p ) , Z/p"^) ) -» Hom ( H1 (lp ) , ̂ /p^) -* Hom , ( LH1 (fri ) , ̂ /p^)
n - p" D ^rT pn D ̂  = pn

où la première flèche est canonique, et où la deuxième est la composi-

tion avec ç (p ) .
P

PROPOSITION 6.2.5. Soit X un objet de ^ . L'homomorphisme

© (X) s'identifie au composé suivant :

n C Lg1 , - ,
Hom (Z/pZM^X)) -^ Hom , ( X ' , T ( [ p - ) ) — — - Hom , (LH ( X 1 ) , T ( L H ( ( p ) ) )

D^) D^) p11 D ^^ ~ = P"

T(Y ) .

(L
D-(^)

Hom (LH^-ÎX'Î .TÎ^/p^)) .
_D/r) v —
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En outre, @ - ( X ) s'identifie à 1'homomorphisme

Hom^ Wp^X) -> Hom^ (g^X' ) .a/p^)
n n

qui, _a_ f , associe yog ( f ) .

Preuve : a) Pour un objet X de <£ , le morphisme © (X) : g^X) -*

H ( X ' ) est égal à ^(X) . Il associe donc, à la classe de la suite

exacte 0 -» X -> F -» Z/p^-» 0 formée d'objets de ^ , l'image dans

Ex- t - î g^X ' ) ,'Z/p^'S) de la suite .exacte d'objets de b

0 -» g1^ ^) -» ^(F") -» g l (X•) -» 0 .
P

Et l'on voit que le composé considéré est égal à ® (X) .

b) Si X est un objet de £ , soit 0 - * X - * Y - » Y - * 0 une résolu-

tion de X par des objets de <£ . Vu la nullité de Y (K) et l'exac-

titude à droite de H1 sur ^ , le fondeur Hom - (Z/p^TÎ.))
n D^)

transforme cette suite exacte en suite exacte. Il en est de même du

foncteur Hom, (LH^ . ' ) , TÇ^/p^) ) , puisque ïï ( ^ ^ - ( Y 1 ) ) et
D°(^) - o - l

Hom, (LH1(X•),T2(^/pnZ)) sont nuls (en effet, W est injectif
D0^ ) ~ n

n
dans 2 , et 'Z/p^'Z est le noyau de 1 ' endomorphisme F-id de W ).

Les flèches

Hom (Z/p^TÎ . ) ) ^ Hom , (LH^ . • ) .T^/p^) )

D^W^ D (3n ) ~

considérées dans l'énoncé, avec respectivement . = X , Y .Y- , , forment

alors les colonnes d'un diagramme commutatif dont les lignes sont des

suites exactes courtes. Les deux flèches verticales de droite coïncident

avec ^ C ^ ) et ^o^l^ respectivement. La flèche verticale de gauche

coïncide donc avec © (X) .

c) Si X est un objet quelconque de ^ , soit O - ^ Y - ^ Y ^ X - ^ 0

une résolution de X par des objets de S- . O n obtient, dans 3 ,

le diagramme commutatif
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Hom (Z/p^TÇY J) ——————> Hom , (Z/p^^Y ) )
D0^) "1 D^) °

H o m , (LH^Y" LTC^/p^) ) ——^ Hom , (LH1 (Y ' ) , T^/p^) ) .
D"^ ) - -1 D^S ) - °n n

Par passage aux conoyaux [resp. aux noyaux] des flèches horizontales,

on obtient., compte tenu de la nullité de Hom -, (2T/P S^Y ) , de
D"(^) °

Hom- (Z/pnZ',T2(Y - ) ) et de Hom, ( L H 1 ( Y ' ) , T2(^/pnZ•) ) , la
D°(^) ~1 D^O^) - -1

flèche de 1'énoncé

H o m - (^/p^'KX)) ——> Hom , (LH1 (X 1 ) , TÇ^/p^) )
E>b(^) D "(S^) -

[resp. Hom, (^/p^X) ——^ Hom , (H^X* ) , Z/p^) ] .
D0^) D "(S^) ~

La proposition résulte alors de b ) .

6.3. Dualité pour un p-qroupe fini et plat sur R .

PROPOSITION 6.3.1. Soit X un. p-qroupe fini et plat sur R . '

La restriction à H ( R , X ) de 1 ' isomorphisme cruasi-alcrébricfue (6.1.6)

Î(X) : g^X)0 ^ [H^X') 0 ]"

se factorise par une immersion fermée

^(X) : ^(R.X) ~» [ g l ( X • ) o / H l ( R , X • ) ] ' ' .

Preuve : Tout élément [ç] de H ( R , X ) peut être représenté par une

R-suite exacte Ç (rappelons que c'est au sens fppf) :

0 -» X -> F -» ^/p^ -* 0 ,
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où p annule X et F . Par dualité de Cartier, on obtient une

R-suite exacte § ' , 0 -4 IP- -» F' -> X' "» 0
P"1

d'où un diagramme commutatif exact de k-groupes quasi-algébriques

^(S) i 1 1
X ' ( R ) ————^g (R^ ^) -^ H - ' - ( R , F ' ) "» g - ^ R / X ' ) -» 0

ii 1° i i
Y^ i i ix' ( K ) A lx > g'dn ^) -> g ( F " ) -> g ( x ' ) -» o .

P
On en déduit un diagramme commutatif de groupes profinis :

^ ( g ^ R / X ' ) ) -» ^(Coker ^^^^

î r , ( H l ( X • ) ) -» î7 (Coker ày(Ç- . ) ) .
-L — 0 A J\

Or Coker ^ y ( S ) est un quotient du k-groupe connexe g ( R / P ) /
P

donc est connexe. Alors ^ ( S y ) s'annule sur ^ - . ( H ( R , X ' ) ) . Ceci
—j\i j\ JL ~

montre que le composé :

g^R/X) -> ^^•(X)0 ^^^^(X* ^"l* -^ [ g l ( R , X l ) ] *

est nul, d 'où la proposition.

THEOREME 6.3.2. Le morphisme de k-cfroupes quasi-alcrébriques :

^(X) : ^ 1 (R ,X) -^ [g^X'^/S^R/X')"^

est un isomorphisme.

Preuve : Soit d (resp. d " ) un élément de R qui engendre la diffé-

rente absolue de X (resp. de X ' ) . Par [15], l'idéal dd'R peut

aussi être engendré par l'ordre |xl de X . D'où l'égalité :

v(d) +v(d ' ) = v( 1 x 1 ) .

Par les propositions 4.2.2 et 4.4.2, cette égalité se traduit par

l'égalité :
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dinL ^(R.XÏ+diiiL g^R /X ' ) = dim^ g^X) = dim^ H^X') .

Les k-groupes quasi-algébriques connexes H ( R , X ) et le dual de

Serre de H (X' )° /H ( R , X " ) ont donc même dimension. L'immersion fer-

mée ^ (X) est donc un isomorphisme.
—R

Notons que ce théorème est un analogue, dans le cas géométrique,

d ' un théorème obtenu par B. Mazur dans le cas p-adique (c f . [13],

1.6 ( i i i ) ) .
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§7. CONSÉQUENCES : DUALITÉ POUR LES VARIÉTÉS ABÉLIENNES
A BONNE RÉDUCTION, ET DUALITÉ POUR LES TORES

7 . 1 . Dualité pour les variétés abéliennes à bonne réduction.

PROPOSITION 7 . 1 . 1 . Soit A un R-schéma abélien de dimension d ,
Dit A* le R-s chôma abélien dual de A . Pour tout entier

n )/ 1 , soit A le noyau de la multiplication par n dans A . La
dimension du k-qroupe quasi-algébrique H ( K , A ) / conoyau du mor-
phisme canonique H ( R , A ) •* H (A ) , est v ( n ) , et le groupe de ses
k-points est H ( K , A ) . Il y a des isomorphismes canoniques :

1) 7T ( H ^ K . A ) ^ ) ̂  Horï^A^dO,®/^)

2) [g^K^A)^0 ̂  ( ^ ' ( K ) / n ^ ' ( K ) ) " ,

où ^ ' ( K ) / n ^ ' ( K ) est le k-qroupe quasi-algébrique conoyau de la
multiplication par n dans le groupe proalqébrique ^ ' ( K ) des K-points
de A' .
Preuve : De la R-suite exacte

O - ^ A - A - ^ A ^ O ,

on déduit l'égalité de g ( R , A ) avec le conoyau de la multiplication
par n^gîn) dans le groupe proalgébrique ^ ( R ) = g ( A ) ( 4 . 1 ) , qui est
aussi égal à ^ ( K ) . D'où une immersion fermée de k-groupes quasi-
algébriques 1

^(K)/n^(K) -» H-^) .

Le groupe des k-points de son conoyau g ( K , A ) , est le conoyau de

A(K)/nA(K) -» H^K^) ,

et donc est égal au noyau H ( K , A ) de la multiplication par n dans
H ( K , A ) . L'ordre de A est n . La multiplication par n dans A
induit la multiplication par n dans le R-module libre où de rang
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d : la différente absolue de A est donc engendrée par n^ . On en

déduit l'égalité :

dim^ ^(K.A)^ = vîn^-v^) = v^) .

Le premier isomorphisme de l'énoncé provient de celui de la pro-

position 6.1.2, puisque, g ( R , A ) étant connexe, la projection cano-

nique

^(B^)) -^(H1^^)

est un isomorphisme.

Le deuxième isomorphisme est déduit, par passage aux conoyaux, du

diagramme commutatif de k-groupes quasi-algébriques, à lignes

exactes :

0 — — ^ g^R^) ————> S1^0——" ^(K.A)^0 ^ 0

ÎR^I , l̂ l^ ^

0 -» ( [g^K.A1)^!0)* ^ [g^A^)0]" -» (g l(R,A^))'' -* 0

où $(A ) et ÎT->(A ) sont les isomorphismes respectivement décrits— n —R n
dans les théorèmes 6.1.6 et 6.3.2.

Au §8, nous établirons un théorème de dualité plus précis, et

plus général, puisqu'il vaudra pour les K-variétés abéliennes quel-

conques .

7.2. Dualité pour les tores.

Soit T un tore sur K , et soit M = HonL-(T,G ) le K-groupe

de ses caractères. Pour tout entier n ) 1 , on note T le noyau de

la multiplication par n dans T , et T' le dual de Cartier de T ,

qui est donc le conoyau de la multiplication par n dans M . Soit

T le tore sur K , plus grand quotient déployé de T : son groupe

des caractères est le K-groupe constant H°(K,M) = M'^ =" ^r , où r
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est le rang déployé de T . Le quotient M ( K ) / H ° ( K , M ) est sans tor-
sion, et donc le noyau de 1'épimorphisme T -> T ) est un tore T
sur K , dont le rang déployé est nul. Il résulte alors de [ 17] que le
groupe des composantes connexes de la fibre spéciale du R-modèle de
Néron de T- est un groupe fini, tandis que le groupe des composantes
connexes de la fibre spéciale du modèle de Néron de T est libre
de rang égal au rang déployé de T .

On note ^ le R-modèle de Néron de T , et Q celui de Gm m
Notons que Q , ainsi que ^ en général, est localement de type fini,
mais non de type fini. On notera ^ le k-groupe g ( K ) .

PROPOSITION 7 . 2 . 1 . L'accouplement

H ° ( K , M ) X T ( K ) -* 'Z

( X , x) ̂  v ( x ( K ) ( x ) )

définit un isomorphisme :

v ( T ) : H ° ( K , M ) -> Hom(îr (<^ ) , Z') .
0 K.

Preuve : L'homomorphisme composé v ( T ) :

H ° ( K , M ) ^Hom^(T.G^) ̂  Hom^ (^, (^ ) -̂  Hom^ ( T ( K ) , ^ )

Hom^CgdÇ),^) = HonL(ff (îdO,^)

=Hom^(^),2T)

donne 1'accouplement

H°(K,M) X T ( K ) -» ^

décrit dans l'énoncé. L'homomorphisme v ( T ) est fonctoriel en T . Le
carré suivant, où les flèches verticales sont les isomorphismes cano-
niques, est donc commutatif :
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H^K^^ îI^HomOr (f^),^
0 K.

H°(K,M) ^^ > Hom(7r^(^),2T)

Pour montrer la proposition, il suffit donc de montrer que v (T )

est un isomorphisme, et même, puisque v ( T ) commute aux produits, que

v(G ) en est un. Or :m

v(G ) : ̂  -» Hom(^ ( jS^) , ;^) = Hom(Z,Z') = Z

associe, à n ^ ^ , 1 ' homomorphi sme : v ( X ) -> v^11) (X ê K ) ; c'est

donc l'identité de V . D'où la proposition, puisque la projection

canonique :

^ ( ï ( K ) ) -^ ^o^)

est un isomorphisme.

PROPOSITION 7 .2 .2 . Il y a un isomorphisme canonique, fonctoriel

en T , de groupes abéliens finis :

H^K.M) -^ Ext^îr (^ î , ^ ) .
ffl 0 K

Preuve : Lorsque T est déployé, il n ' y a rien à démontrer, puisque

les groupes H ( K , M ) et Ext-Jff Ç ^ , ) , ^ ) sont alors tous deux nuls.
£s 0 K.

Dans le cas général, soit K' /K une extension finie galoisienne

qui déploie T . Le K-groupe quotient du monomorphisme canonique

M -^ TT M^.
K " I K •K

est sans torsion, et donc est le groupe des caractères M' d 'un tore

T ' . On a donc deux suites exactes de K-groupes, duales de Cartier

l 'une de l'autre :

0 -^ M -» TT M-, -* M' -» 0
K - I K K

0 ^ ^ . - » T T T , - » T - > 0 .
K ' I K î'
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De la deuxième suite et de la proposition 2.2.1, on déduit la suite

exacte de k-groupes parfaits, à composante neutre proalgébrique :

0 -» T ' ( K ) -> î ( K ' ) -^ î ( K ) -> 0 .

La proposition 7.2.1 nous donne alors un diagramme commutatif de grou-

pes abéliens de type fini, à lignes exactes :

0 — — > - H ° ( K , M ) ———»- H ° ( K ' , M ) ———> H ° ( K , M ' ) ———> H^K.M) — — — » - 0

i i l
0 - » H o i ï L ( î ( K ) , ^ ) ^ H o n L ( T ( K ' ) , ^ ) -^ H o n L ( î ' ( K ) , ^ ) -> Ex I -CrdO,^ ) -» 0 .

Les zéros de droite proviennent de la nullité de H ( K " , M ) et de

E x t - ( T ( K ' ) , ̂ ) , le K'-tore T , étant déployé. Les flèches verticales

de ce diagramme sont des isomorphismes. On en déduit un isomorphisme

des derniers termes des deux lignes.

Or 1"homomorphisme canonique

Ext^^,^) -> Ext^îdO,^)

est un isomorphisme, ainsi que

^^o^k''^ " ̂ (V •

II est facile de voir que 1'isomorphisme ci-dessus est canonique

et fonctoriel en T . En effet, il associe, à un élément de H ( K , M )

représenté par la K-suite exacte ç : O ^ M ^ M ^ - ^ ^ - ^ O , 1 " image
•)(•

directe par v : Ç -> 'Z de la k-suite exacte

0 -> Y^ -^ Ï^(K) -^ î(K) -> 0

obtenue en appliquant Q au complexe des modèles de Néron des termes

de la duale de Cartier de ç .

Désignons par T ( K ) ° le noyau de la multiplication par n dans

le k-groupe proalgébrique î ( K ) ° , composante neutre de î ( K ) ;

c'est le k-groupe constant noyau de la multiplication par n dans
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le groupe des R-points de la composante neutre ^ du modèle de

Néron ^ de T .

PROPOSITION 7.2.3. Pour tout entier nï 1 , il existe un k-qroupe

quasi-alcfébrique g ( K , M ) dont le crroupe des k--points est le noyau

H^K.M) de la multiplication par n dans H ( K , M ) . Il y a un iso-

morphisme canonique de groupes abéliens finis :

^ (H^K/M)^) -^ Hom^(ï(K)^Q/^) .

Preuve : La suite exacte

0 -* M -* M -» M/nM -* 0

définit un homomorphisme H ^ K ^ M ) -^ H1 (K,M/nM) . Puisque H ^ K / M ) est

f i n i , c'est la même chose qu'un morphisme de .k-groupes quasi-

algébriques :

H^K^M) -» g1 (M/nM) /

où H ( K , M ) est un k-groupe constant. Le groupe des points du cono-

yau ^ ( K / M ) de ce k-morphisme est H ^ K / M )

Le diagramme suivant de groupes abéliens :

H ^ K ^ M ) ———^ (H l (M/nM))

\ \
E x I - C K K L Z ) -» E x I - Î T ( K ) , ^ ) ,

où les flèches verticales sont définies respectivement par les propo-

sitions 7 .2 .2 et 6.1.3, et où les flèches horizontales sont canoniques,

est commutatif. Il définit donc un homomorphisme du conoyau

ff (g ( K , M ) ) de la première flèche horizontale dans le conoyau de la

flèche du bas. Or, ce dernier conoyau est Ext—ÎC.ZO , où C est le

noyau de T ( K ) ^ ^ ( î ( K ) ) , c'est-à-dire î (K)° . D'où la proposition,

puisque les deux flèches verticales,de ce diagramme sont des isomor-

phismes.
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PROPOSITION 7 .2 .4 . Il y a un isomorphjsme canonique de groupes

abéliens, fonct-oriel en T :

^ ( T ) : H^K^M) -» Hom^^T^C^K))^/^) .

Preuve : Soit. [ç] un élément de H (K,M/nM) , représenté par la

K-suite exacte ç :

0 -» M/nM -» F -» 'Z/ï\'Z -» 0 ,

où nF= 0 . Soit K' /K une extension finie galoisienne trivialisant

Ç . On en déduit une suite exacte de k-groupes quasi-algébriques,

scindée :

0 -^ ^(K1 ̂ ) -* H^K1 , F " ) ^ g l ( K I ,T^) -^ 0 .

Les flèches de cette suite sont des g-morphismes, g étant le groupe

de Galois G ( K ' / K ) . Par image réciproque par le k-morphisme canonique

î ( K ' ) -* g ^ K ' ^ T ) , on obtient une k-suite exacte ^ , où les flè-

ches sont aussi des g-morphismes :

0 •* H^K' ,^ ) -> P -* T ( K ' ) -» 0 .= n =

En appliquant le foncteur H ( g / . ) à ^ , on obtient, compte

tenu de la nullité de H~2 (g, T ( K ' ) ) , la k-suite exacte g ( g / ' n ) :

o -* ^(ii^) -^ So(g.P) ^ KK) -> o .

Soit alors

^([ç]) : ^ ^ ( î ( K ) ) -^ ^(g1^)) = ^/n^

le bord de la suite exacte d'homotopie appliquée à H ( g , ^ ) . Ceci

définit une application

Y " : H^K^M/nM) -» Hom (ïï ( î ( K ) ) , Z/n^)

qui est fonctorielle en T , et qui commute aux produits finis ; c'est

donc un homomorphisme de groupes.
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Si [ ç ] provient de H ( K , M ) , il existe un diagramme commutatifoj- L -> j i

exact de K-groupes :

0 0 0

1 1 l
0 —* M —»- M —» ^ —*- 0

n! l l"
O — ^ M — ^ J Y L — ^ Z —*- 0

i l 1
0 -> M/nM -^ F -^ '̂ /nZ' -> 0

0 0 0

On en déduit un diagramme commutatif exact de k-groupes parfaits,

les morphismes étant compatibles avec les opérations de g :

0 — — — ï - ^ 1 * ——^ T - i ( K ' ) -> T ( K ' ) -» 0

0 ^ ^ l (K ' , ^ i ) ——> P ———^ ï ( K ' ) -> 0 .

D'où, par application de g ( g , . ) , le diagramme commutatif exact de

k-groupes parfaits, à composante neutre proalgébrique :

0 ——»• ̂  ——> ^(K) —>- ï ( K ) -* 0

1 = 1 I
0 -» H1^^) ^ H ^ ( g , P ) -> ï ( K ) -> 0 .

L'homomorphisme ^ ' ( [ S ] ) est alors le composé :

^ ( T ( K ) ) ^ Z- = ^^ (K") -» Z/nZ- = TT^ÎH 1 ^^ ) ) .

Il est nul puisque 1'homomorphisme continu ïï ( ^ ( K ) ) ^ Z est nul.
^

On en déduit que ^ ' se factorise à travers H ( K , M )

D'où un homomorphisme, fonctoriel en T :

^(T) : H 2 ( K , M ) ^ - ^ Hom^^(7r^(ï(K)),Z/n^) .

Par passage à la limite inductive sur les n , on trouve un homo-

morphisme Y ( T ) : H^K.M) -> Hom , ( f f ^ ( ï ( K ) ) , Q / Z D .
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a) Considérons d'abord le cas où T = G , c'est-à-dire M = 2' . Alors

H (K.Z^ = H^K.Z/n^) pour tout n > / 1 , puisque H^K.Z^O . Si

^^( (E^) ( L ?J ) = 0 , on a, dans les notations ci-dessus, une suite exacte

de groupes abéliens :

0 -> ^(H^Ip^)) = ^/nZ -» ^ (g^ (g ,P ) ) -^ ïï (^) = Z- -> 0 ,

qui est donc scindée. La projection TT (H1^1 ,^ ) ) •* ïï {H1 {^ ) )o — n o = n
(déduite de la norme) étant l'identité de 'Z/n'2 , il en résulte que la

suite exacte

0 -^ ïï (H^K ' ̂  ) ) ^ ïï ( p ) - » f f ( K ' " ) = ^ - ^ 0 ,»-? — n o o —

qui est scindée comme suite exacte de groupes abéliens, est scindée

comme suite exacte de g-modules. Il en est alors de même de la suite

exacte de g-modules

0 ^ ^(^(K'^)) -^ ^ ( H ^ K ' . F ' ) ) -» ^ (H^K'^) ) -* 0 .

Par application de ^(g. .) , on en déduit que la suite exacte de

groupes abéliens

0 -^ ^(H1^)) ^ ^ ( g ^ F - ) ) -» 7r^(g 1 ^^)) ^ o

est scindée, donc, par la proposition 6.1.2, que la suite :

0 -^ ^/n^ ^ F ( K ) -» Z/nZ -» 0

est exacte. Donc [ç] est nul, et Y ^ ( G ) est injectif pour tout n > / L

D'autre part, la commutativité de :

0 -» g1^) -* ^(g.P) ——^ ̂  ——^ 0

" i l " i î
l ^^ (K) = H ^g.H^K' ,^)) -» H^B^^) -» H ^ F ' ) -» g1^ ) -^ 0

montre que, lorsque [ç] est dans H^K.Z/n^)0 , l'élément

^^m^^ de Homcont(ffl(Ê*)/^n^) est llimage canonique de l'élé-

ment <î(2T/n20([ç]) de Hom^^(^ (H1 ((^^) ) , 2r/n2T) . La restriction de
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Y à H (K,Z/n^)° se factorise donc par 1 ' isomorphisme ^(^/n2?'). On

en déduit que 1'homomorphisme injectif Y (G ) induit un homomorphisme

injectif :

Y : ïï (H^Z/n^)) -> Hon^C.Q/^) ,
-1- , U 0 —

où C est le noyau, fini, de 1'homomorphisme continu :

^ÏK^l^" = ^i(Ê*)Ai(È*)" -» ^(B^n" = ̂ V^ •

Soit U-, le revêtement universel du k-groupe proalgébrique U- .—j\ —1\
Du diagramme commutatif de k-groupes

0 ' "W " §K ' KK ' °
!" l" l"

0 ' ̂ l^K' ' "K ' ̂ K ' ° '

on déduit, compte tenu de l'exactitude du foncteur revêtement univer-

sel, la suite exacte de groupes profinis ;

0 - t^(K) -» TT^^/ïï^^}11 -^ ^l(yK/y£) " 0 •

Le groupe C est donc égal à ^ ( K ) . Par la proposition 6.1.2, les

groupes ^ ( K ) et ïï (H (Z/nST) ) ont même ordre. Il en résulte que

Y est un isomorphisme 7 il en est de même de Y (G ) . Doncn,o î. ' n m

Y(G^) : H^K.Zr) ^ Hon^^(7r^(]^),Q/2T)

est un isomorphisme de groupes abéliens.

b) Passons maintenant au cas général.

Soit K' /K une extension finie galoisienne qui déploie le quo-

tient de l'immersion canonique T -> TT T , . On a donc une suite
K ^ I K K!

exacte de K-tores :

0 ^ T -> T T C 1 - * T f G 2 ,
K^IK m K^IK m

dont la du'ale de Cartier est :
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-r-r 9 T-T ^TT 'z -> TT y -^ M -> o .
IC lK K ^ l K

Vu l'exactitude à gauche du foncteur ff et la nullité de H ( K , N )
lorsque N est le K-groupe des caractères d'un tore, on a le
diagramme commutatif exact :

H2^^

^( TT G 2)
K,|K m ^

•Z 2) ——————> H2^' rv 1 ^ ————————- "2

Y( Tï" G l )

K' IK m
J. \

(K,M)

Y ( T )

^cont^l^2^ "^cont^l^l^ lQ/zr) '' Hom^^(ff^(î(K)),Q/2D-^O.

Par a ) , les deux premières flèches verticales sont des isomorphismes.
Il en est donc de même de Y ( T ) .
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§8. DUALITE POUR LES VARIETES ABELIENNES

Soit A une K-variété abélienne, et soit A' la K-variété
abélienne duale. Le but de ce § est de montrer que, à isomorphisme
près, les K-torseurs sous A sont classifiés par les classes des
k-isogénies dont le noyau est cyclique et dont le but est la compo-
sante neutre de la réalisation de Greenberg parfaite du modèle de
Néron de A " . Nous montrerons en outre que les groupes des composantes
connexes des fibres spéciales des modèles de Néron de A et A " sont
en dualité parfaite.

Pour établir ces résultats, nous utiliserons essentiellement les
méthodes de rigidification du §2, et les résultats du § 6 .

Pour tout entier n ) 1 , on désigne par A (resp. A ' ) le noyau
de la multiplication par n dans A (resp. dans A ' ) .

8 . 1 . Les k-qroupes H'^K.A)— n
PROPOSITION 8 . 1 . 1 . Pour tout entier n ) 1 , la suite exacte de

K-crroupes

0—^A —»- A -̂  A —> 0

définit canoniquement une suite exacte de k-qroupes proalqébriques :
6 ,

O -^A^(K) -^(K) -̂  ̂ ( K) —^(A^) .

Le conoyau g ( K , A ) de ô est un groupe quasi-algébrique de dimen-
sion v(n ) , où d est la dimension de A 7 le groupe de ses
k-points est H^K.A) n
Preuve : Soit o-^A^-^T-^T' —0 une K-résolution de A par
des tores. On en déduit un diagramme commutatif exact de K-groupes :
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0 0

i i
0 ——^ A ——*- A ——> A ——- 0

o _ _ f ^ _ " _ o[ î

 A
 °

T' == T'

i !
0 0

d'ou un diagramme commuta t. if exact de k-groupes parfaits à composante

neutre proalgébrique :

0 0

l !
0 ——>^ ( K ) ——^(K) -IL^(K)

-n! ~\ 1
0 — — » T ( K ) ——» Ç ( K ) ——> &(K) ——<• 0

' ! ~\
0 — — » - Î ' ( K ) ==Î ' (K)——*• 0

Sl(An)

0
f

Le lemme du serpent définit donc un k-morphisme

ô^ : ^(K) -> ^1(A^)

qui, sur les points à valeurs dans k , donne le cobord habituel. La

dimension du conoyau g ( K , A ) de ô est égale à :

dim^di^A^)) - dim^(^(K)/n^(K)) .

Par une méthode analogue à celle qu'on a utilisée dans la preuve du

théorème 4.2.2 , on voit que la dimension de ^ (K) /nA(K) est égale

à la longueur du R-module conoyau de co. -n^ o: , où o^ est le

R-module des différentielles invariantes de CL . Cette dimension est

donc égale à v(n ) si d est lc\ dimension de A . On en déduit la
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proposition, compte tenu de la proposition 4.3.3.

8.2. Flèches de dualité.

PROPOSITION 8.2.1. Soit G (resp. 2 . ) la fibre spéciale du

R-modèle d^ Néron G de. A (resp. 2 ' de A ' ) . Il y a un homomor-

phisme canonique de groupes finis :

cp : TT ( a . ) -» Hom(7r (a ),Q/ZT) .
o o K. o K.

Preuve : Notons i : Spec k ^ Spec R , j : Spec K -» Spec R les immer-

sions canoniques. Pour tout R-schéma T , on écrit i et ,j au

lieu de i Xgp^ R T et j Xg^ ^ T respectivement.

Soit -S le site des R-schémas lisses, muni de la topologie

étale. Considérons le préfaisceau :

Exthû.Q ) : îf -> Ab°——R m

défini, pour tout R-schéma lisse T par : Ext ( G , ^ ) ( T ) =

Ext^,(G^,, (Q^)^,) . La nullité de R1 ( j^.) ^( ((E^ ) pour tout objet T
K

de ^ ([9], exp. IX) et le fait que (Q^)^ [resp. G.^\ représente,

dans la catégorie des T-schémas lisses, le foncteur ^T^^m^T
K

[resp. ( j )^(A,p )] permettent d'affirmer que 1'homomorphisme canoni-T T^
que :

^V^T' ' ̂ '^-^m'T^
J\ ]\ J\

est un isomorphisme pour.tout objet T de ïf . Il en résulte que le

foncteur Ext-(CL,Ç ) est représentable par le modèle de Néron G ' dei\ m

D'autre part, considérons le préfaisceau

Ex^(G,i^5?)) : ̂  ^ Ab°

T ^ Ext^(C^,i,(2D^) = Ext^(G^(i^(2T)) .

Pour tout objet T de rf , 1'homomorphisme canonique
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Ext^(G^,,(i^,) ,(^)) -» Ext^ (G^ ,Z^ ) = (Ex^(G^,2T))(T^)
K. K. ri

est un isomorphisme, compte tenu de la nullité de R (i ) ^ ( Z ' ) ( [9] ,

exp. IX) . D'où l'égalité :

'1/^

Ex^(G.i^W) == i^(Ex^(G,^)) .

Or, G- étant de type fini, on a : Hom, (G, ,Q) = Ext- (G- ,Q) = 0 . D'où

1'égalité

Hcm^G^.Q/^) = Ex^(G,^) ,

et donc aussi : Hom^ (7T (G ),Q/^) = Ex^G,^) .

En particulier, Ext-(G,i^(g ') ) est représentable par le R-groupe,

concentré en k , i ̂  ( Hom, ( G , Q/2T) ) .

Appliquons maintenant le foncteur Ext - (G, . ) à la suite exacte

de faisceaux (représentables) sur ^ î

0 " Sn" ^m" i^^ ^ ° •

On trouve donc un morphisme de R-schémas en groupes :

cp : Ex^(C,(}^) -» Ex^(G.i^W)

dont le noyau B contient la composante neutre G ' 0 de G ' . O n

montrera (8 .3 .3 ) que, B = G ' . L e R-groupe B représente le pré-

faisceau îf -» Ab° qui, à tout objet T de îf , associe le groupe

^S'̂ ,^ •
On déduit de ^P un homomorphisme de groupes abéliens ff (cp ) = cp ,

0 ri 0

autrement dit un homomorphisme :

cp : TT ( G . ) -> Hom(7r (G ),Q/^) .
0 0 ri 0 ri

Cet homomorphisme cp n'est autre que celui considéré dans ( [ l l j ,

exp. IX, 1.2.1), comme on peut le vérifier.

LEMME 8.2.2. Soit X un K-crroupe fini. Toute K-suite exacte

O ^ A ^ E ^ X - ^ O
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définit canonicruement une suite exacte de k-qroupes proalcrébriques :

0 ^ H ^ X ' ) = S^K^0!^ " i^K^0!^ ^ t^K^0!^ = ê ' ( K ) "> °

donnant, sur les k-points, la suite exacte de groupes abéliens :

0 -> H ^ K . X ' ) -> Ext^(E,G^) -> A ' ( K ) ^ 0 .

L'application

Ext»(X,A) -^ E x t ^ ( ^ ' ( K L g ^ X ' ) )

ainsi définie est un homomorphisme de crroupes, fonctoriel en X et A.

Preuve : Les propositions 2.2.1, 2.3.1 et 2.3.2 montrent que, si X

est annulé par n , on a un diagramme commutatif de K-groupes, où les

lignes sont des complexes :

î^K^'^ ——^A'^ ——^A'^

(*) l [ [

^^m'sym" ̂  E ' ̂ ) E^ " ^t^^'A^ •

Chacun des K-groupes écrits est une extension d 'une variété abélienne

par un tore, et donc admet un R-modèle de Néron. En prenant la

réalisation de Greenberg parfaite de ces modèles de Néron, on trouve

un diagramme commutatif de k-groupes à composante neutre proalgébri-

que. Par passage aux conoyaux des flèches verticales ainsi obtenues,

on trouve un complexe de k-groupes parfaits à composante neutre pro-

algébrique :

0 -> Ex^(X.G^) = H^X') -^ EXÈ^(E.G^) ^ g^K^^ = è" (K) '" ° •

Ce complexe induit, sur les k-points, la suite exacte :

0 - Ext^(X,G^) - Ext^E.Gj - Ext^(A,G^) -> 0

obtenue en appliquant le fondeur Hom^(. ,G ) à la suite exacte dont
^

on est parti 7 en effet, on a : Hon^(A,G ) = 0 , et aussi Ext (X,G^) =

H ^ K . X ' ) = 0 . Le complexe ci-dessus est donc lui-même une suite
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exacte et, en fait, une suite exacte de k-groupes proalgébriques,

puisque le groupe des composantes connexes de chacun des termes est

fini. De plus, cette suite exacte dépend fonctoriellement de X et de

A , puisqu'il en est déjà ainsi du diagramme { * ) . D 'où une application,

fonctorielle en X et A :

Ext^(X.A) -» Ext^(A" ( IO.H^X' ) ) .

La commutation aux produits résulte de la propriété analogue pour le

diagramme ( * ) . Alors cette application est un homomorphisme de groupes,

fonctoriel en X et A .

PROPOSITION 8.2.3. Pour tout entier n > 1 , 1'homomorphisme

1 1 1 1 v °can .
H (K,A^) = Ext^ZT/nZT.A) -* Ext^' ( K ) ,g (P^) )——————^Ext^' (K)° , ZT/nZ)

définit un homomorphisme

Y^ : H^K.A)^ -> Ext^(^'(K)°,^/n^) .

On en déduit un homomorphisme

^ : H^K.A) -* Ext^(^'(K)°,Q/^) = Ext^(^ ' (K),Q/^) .

Preuve : L'homomorphisme composé considéré associe, à la classe de la

suite a exacte 0 -» A -^ E -> 'Z/n'Z -> 0 , la suite exacte de k-groupes

proalgébriques qui est l'image réciproque, par l'immersion canonique

b 1 ( K ) •4 ^ ' ( K ) , de la deuxième ligne du diagramme commutatif exact :

0 -> H1^) ——^ |iXj^(E,(E^) -^'(K) -^ 0

0 —> ̂ /nZr —r Y^(gx£^(E,G^) ) -> ^' ( K ) -> 0 ,

où la première ligne est définie par le lemme 8 . 2 . 2 .
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On va montrer que cet homomorphisme s'annule sur le noyau

A(K) /nA(K) de H^K^) -> H^K.A)^ , c'est-à-dire sur C i ( R) / nC i ( R) =

Ext^(^/n2',G) . Supposons que 01 provienne, par changement de base,

d 'une R-suite exacte

0 -» G -» E -» ^/nZ' -^ 0 .

Notons Y l 'un des trois R-groupes C , E ou (^/nZ")
R

1) Le préfaisceau

Ex^(Y,i^y)) : ^ -^ Ab°

T ^ Ext^Y^.i^Z-)^)

est représentable par i^ HOITL ( ff (Y ),Q/^) .

En effet, pour tout objet T de f , 1'homomorphisme canonique :

Ext^(Y^i^2r)^) - Ext1 (Y ,20
k k

est un isomorphisme, fonctoriel en T , ce qui signifie que :

Ex^Y.i^Zrn-i^Ex^Y^Zr)) .

Puisque Hom^(Y^,Q) = E^(Y^,Q) = 0 , on en déduit la propriété

annoncée.

2) Soit Y^^ le noyau de la multiplication par n dans Y . Il y a

un morphisme canonique de R-groupes :

PY : ^(^K^K'^Y,, ) " ^(Y.i,(^))K, n
de telle sorte que

J^^K'Yn'6!^ ————^(^(YK'^Y ) -^^(Y,i,(^))
Ky n

donne un complexe sur les R-points.

En effet, pour tout objet T de ^ , soit

Py(T) : Ext^; (Y^. ,G^) -» Ext^.(Y,i^(^))
K K

1'homomorphisme composé :
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^T^T-^ -* ^((J-T'^T ^(^^m^ = Ex^((j^),(Y^ L(Q^) -
K K K K

Ext^Y^i^Z^) ,

où les deux flèches sont canoniques. Par composition de P ' ( T ) avec

q(T^) : E^(Y^) (^) -» E^(Y^)(T^) ,
j\» n

on obtient un homomorphisme PyCr) , fonctoriel en T . L'homomorphis-

me Py(R) se factorise par le conoyau de d ( K ) = j ^ ( d ) ( R ) , et donc

( P y ° J ^ ( d ) ) ( R ) = 0 .

3) II y a un diagramme commutatif exact de k-groupes proalgébriques

0 ———»- H1^ ) —————> Ex^^E/G ) ———^ A ' ( K ) ^ 0— n ——K m =

Y(^)[ [ [g(co)

0 ^ Hom^CZ/n^Q/^) -^ Hom^(îr (E ),Q/Z') -» HonL(îr (G ),Q/Z') -» 0 .

En effet, la suite exacte 0 -> G -^ E, -* 'Z/n'Z -> 0 donne une

suite exacte de groupes finis étales sur k :

0 ^ ̂ ^ '' 7 ro (Ek ) ^ <n^o(^/n^) = ^/n2r" ° •

D'autre part, transformons par ^ le diagramme commutatif sui-

vant de R-groupes, où les lignes sont des complexes :

j, Mor /̂nZ^) -. J, Mor^(E^^,G^) - j, Mor^(A^G^)

j, 4(^/n^Gj^- j, Ex^(E^G^ - j, ^(A,G^)^
n n

/̂n l̂ ^PE ^G

Ex^^Z/n^i^îZ-)) —^ Ex^^(E,i^(^)) ——^ Ex^^(G, i^ (2-) ) .

On obtient un diagramme commutatif analogue de k-groupes proalgébri-

ques, où les lignes et aussi les colonnes sont des complexes. Par
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passage aux conoyaux des flèches verticales du haut, on déduit la pro-

priété annoncée, vu que Pry/ ry( R) e^- P ^ ( R ) donnent respectivement

Y([p^) et g ( œ ) .

4) Achevons maintenant la preuve de la proposition. Par 3 ) , il y a un

diagramme commutatif exact de k-groupes proalgébriques (en effet

Y (Q-^ ) est surjectif) :

0 -> H^R,^ ) ———^ F ————». G ( B ) —^ 0

0 -̂  H1^ ) ——^ E x j - ( E , G ) -» A ' ( K ) -> 0— n ——j\ m —

(la première ligne est la ligne exacte des noyaux des flèches verti-
cales du diagramme écrit dans 3 ) , le R-groupe B étant défini p. 9 9 ) ,
Puisque le sous-R-groupe B de G " contient G10 , l'inclusion

7 T ^ ( g ( B ) ) -> f f ^ ' ( K ) )

est l'identité. Comme H ( R , | i ) est connexe, 1'homomorphisme bord de
la suite exacte d'homotopie

ff ( G ( B ) ) ^ ̂ ( H ^ R . u ) )1 = o = n
est nul. On en déduit que 1'homomorphisme

ïï^^W)^ ^(g1^))

déduit du lemme 8 . 2 . 2 est nul. D'où la proposition.

8 . 3 . Dualité pour les variétés abéliennes.

Soit A " ( K ) ° / n ^ ' ( K ) ° le conoyau de la multiplication par n
dans ^ ' ( K ) 0 , et soit ê ' ( K ) ^ son noyau ( ^ ' ( K ) ^ = A ^ ( K ) n ^ ( K ) ° ) .
Le k-groupe A " ( K ) / n A " ( K ) est quasi-algébrique unipotent connexe.

PROPOSITION 8 . 3 . 1 . Pour tout entier n ) 1 , 1'homomorphisme ^
( 8 . 2 . 3 ) induit un homomorphisme
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Y° : H^K.A)0^ Ex-L.^'W/n^'dO^Zr/nZr) .n n K. — —

Cet homomorphisme est induit par une isoqénie de k-crroupes g^

algébriques (en fait, un isomorphisme : prop. 8.3.3, cor. 2 ) :

Y° : H^K.A)0- [A-(K)°/nA'(K)0 ] ' .^ : H^K.A)^- r,.^o,

Preuve : Soit [ç] un élément de H ( K , A ) , représenté indifférem-

ment par l 'une ou l 'autre des deux K-suites exactes, lignes du

diagramme commutatif suivant :

0 "» A -» E -» Z/nZ" -» 0n n

1 \ I I
0 -» A -» E ^ Z/nZ' -^ 0 .

On en déduit un diagramme commutatif de K-groupes, où les lignes sont

des complexes :

M^Wn^Gj -* M^(E^) - M^K^n^m'

i i

Z^(W.^ - ̂ (E^E - ^(A,G^)^
n n

1 • i
Z-^^/n^G ) -^ Z-^E ,G ) -^ Z-^A ,G )-K' / m sym -K n m sym -K' n m sym

Les composés verticaux sont, par 2.2.1, les conoyaux des K-morphismes

X' -> Mor ( X , G ) (avec X = Z/nZ" , E ou A respectivement). En

prenant les k-groupes proalgébriques des K-points pour le diagram-

me ci-dessus, puis en prenant les conoyaux des k-morphismes verti-

caux ainsi obtenus, on trouve un diagramme commutatif exact de

k-groupes proalgébriques :

0 ^ H1^^) -» gx£^(E,G^) -> ^' ( K ) -^ 0

II l ï

^(D^) ——^(E^) ——> S1^^ ^ ° •
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La deuxième ligne est celle que l'on obtient en appliquant H1 à la

K-suite exacte 0 -» [p^ -> E^ -* A^ -» 0 . La troisième flèche verticale

est le k-morphisme bord

^ : è'^ " B^)

de la proposition 8 .1 .1 , où A est remplacé par A ' .

Lorsque [ç] est dans H ( K , A )° , son image canonique dans

H ( K , A ) est donc transformée par Y en :n - n

[ô^o^(A^) ] ( [ ç ] ) ,

où ô^ : Ext^(^l(A^)o,Z/nZ^) -» Ext^(^'(K)°,Z/n^) est donné par

Ô ^ : ^ ' ( K ) ° - > ^(A^)0 . Or ô^ se factorise à travers À'(K)°/n^'(K)°

de la manière suivante :

^(K)0^^^)0^^)0—^^)0 .

Le composé

^(A ) ô ' *
H^K/A^)0———^Ext^g^A^)0^/^) ———^Ext^^'ÇK)0 ,^^^) ——^

Ext^(n^'(K)0,^^^)

est donc nul. Puisque n & ' ( K ) ° est connexe, la suite
•X-

O-^Ext^'dÇ)0/^' (K)0,^^^) —&Ext^(À'(K)°^/n^) -^ Ext^ ( n^ • ( K ) °, ZT/nZr)

est exacte. La restriction de ^ à H 1 ( K , A ) ^ se factorise donc par ;

^ : H^K/A)^ Ex^^W0/^1^)0^/^) = Ext^î^ ' ÎKÎ^n^'ÇK)0^/^) ,

de telle sorte que commute le diagramme :

H^K^)0 ———————————> H ^ K ^ A ) ^

^\ [^n

Ext-^H^A1)0^/^) ——^^^(A'ÎKÎ^nA'ÎK)0 ,®/^) .^ n ^ , K - -
n
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Or, le noyau de A^ est fini ; 1'homomorphisme A ' est donc surjec-

tif. Il en est donc de même de Y° . D'autre part. A " et ^(A )

sont quasi-algébriques, ainsi que la projection H^K.A )° -> H^K.A)0

le morphisme Y° est donc aussi quasi-algébrique. De plus, les

groupes quasi-algébriques unipotents connexes H^K.A)0 et

^ ' (K)° /n^ ' (K)° ont même dimension, par la proposition 8.1.1. Le

noyau du morphisme quasi-algébrique

^ : B^K/A)^ - [^(K^/nÀ'dO0^

est donc fini. D'où la proposition.

COROLLAIRE. Pour tout entier n ) 1 , soit Ô (resp. ô ' ) l'im-

mersion canonique de (^(K)/n&(K) )° dans g^A )° (resp. de

(À ' (K) /n^ 1 ( K ) ) ° dans g^A^)0) . On a une suite exacte de k-qroupes

quasi-algébriques unipotents connexes :

ô Ô ' * o < î ( A )
0 - (^(KVn^K))0—^1^)0—^————^[(è'(K)/nâ'(K))°^ - 0 .

Preuve : Le k-morphisme composé

ô '
À- (K)°/nA' (K)° -^^ (À- (K)/nÀ- (K) )0 .-W(A^)°

est égal à A, . il en résulte que le composé

Ô ' ^ O < Ï » ( A ) *
^(A^—î————^[(è•(K)/rA•(K))o]*-câIL^[^•(K)o/n4•(K)o]^

s'identifie à A^ O$(A ) , ou encore au composé

\i/o

g l(A^)o-£â^g l(K,A)^^^[&•(K)o/nA•(K)o]* .

Or, ce dernier, composé lui-même avec ô , donne zéro, puisque

canoô = 0 . On en déduit que 1'on a :

•)<• "~ •)(• •"•
can oô ' o€»(A ) oô = 0 .n n n
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Or le noyau de can* est fini, et ( ^ ( K ) / n ^ ( K ) ) ° est connexe : le
morphisme quasi-algébrique ô ' o$(A ) °ô est donc nul. Le
k-morphisme ô se factorise donc par une immersion fermée de

( ^ ( K ) A A ( K ) ) ° dans le noyau de ^^°^^^ • P1-11̂ 11® ̂ ^ est un

isomorphisme, ce noyau est isomorphe au noyau de 5 ' , c'est-à-dire
au dual de Serre du conoyau de ô ' 7 comme tel, il est connexe. Puisque
sa dimension est égale à celle de ^(K)/n^(K) , l'immersion fermée
ci-dessus est un isomorphisme. D'où le corollaire.

Pour étudier 1'homomorphisme (défini en (8 .2 .1 ) )

cp : ^ ( G ' ) -* H o m ( ^ ( G , ) , Q A ) ,
0 0 ri 0 K.

nous utiliserons le corollaire ci-dessus et le lemme suivant :

LEMME 8.3.2. Pour tout entier n > 1 , notons encore ô ' la res-

triction du k-morphisme ô ' : ^ ' ( K ) -* H^A^) à §(B) . Le composé

ô ' ^ ( A ' ) &
^B)—^^))0———n-^[H l(A^)o] '——[(ê(K)/nÈ(K)o] '

est nul (B a été défini p. 99) .

Preuve : Soit [ç] un élément de B ( R ) = G ( B ) ( k ) = Ext-(G,G ) repré-R m
sente par la R-suite exacte Ç :

0 - ^ G - ^ D - ^ G - ^ 0 .m

Les noyaux de la multiplication par n dans les termes de ç- for-
ment une K-suite exacte S-,

" ^ n " " K . n ^ n " ° '
qui représente ô ' ( [ ç ] ) . On en déduit un diagramme commutatif de
k-groupes, exact :
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0 ——^ ¥^ ——^ g ( K ) — — > ^ ( K ) — — ^ 0

1 hi 1 n
â ( S l ) i i ,

A,(K) —————HV^) - H^D^) - ^(A,) - 0 ,

et aussi un diagramme commutatif exact de k-groupes :

A ( K ) ^ ————*• g l(R,[^L^) -> §(D)/ng(D) -» A(K) /nA(K) -• 0

â ( S )
A,(K)—————g1^^ ——.^(D^)———.g^A^^O .

Sur ce dernier diagramme, on lit les propriétés suivantes :

1) ^ ( â ( § ^ ) ) = 0 , ce qui équivaut à : [ S^] € H^K^)0 .

2) ^^(A^îL^]) =0 .

D'où le lemme.

THEOREME 8.3.3. L'homomorphi sme

CP. : ^ ( G T ' ) -> Hom(îT (Ci LQ/^)
U 0 JY 0 JY

est un isomorphisme (conjecturé dans [il], IX 1 . 2 . 1 ) .

.Preuve : a) Montrons que G(B) est connexe.

Par le lemme 8.3.2, le composé

ô ' , Ô ^ O < Î ( A ' )
g(B) -^^(A^)0-^———^[(AdO/nêdO)0^

est nul. Par le corollaire de la proposition 8.3.1, où l'on échange A

et A ' , il existe un unique k-morphisme

§(B) -» ( è ' ( K ) / n â ' ( K ) ) °

dont le composé avec ô ' soit ô ' . Ce k-morphisme est donc induit

par la projection canonique de ^' (K) sur ^' (K)AA' (K) , et, par

suite, le composé
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g ( B ) ^ À' (K) -^ ê' (K)/n^' ( K ) ^ ^(^' (K)AA' (K) )

est nul, pour tout n > 1 , et, en particulier pour les n qui annu-

lent ff ( ^ ' ( K ) ) = ïï ( G . ) . Pour ces entiers n , la projection cano-

nique

^ ( A ' ( K ) ) "> ^ ( ^ • ( K ) / n À ' ( K ) )

est un isomorphisme. La nullité du composé

g ( B ) ^ ^ ' ( K ) -» ^ ( ^ • ( K ) ) -» f f ^ ' ( K ) / n ^ ' ( K ) )

implique la nullité du composé

§(B) ^ ^ ' ( K ) -^ 7 r ^ ( ^ ' ( K ) ) ,

autrement dit l'inclusion de g ( B ) dans § ' (K)° . Puisque, d'autre

part, l'inclusion opposée a lieu, on a bien l'égalité :

§(B) = è ' ( K ) ° .

b) Montrons que cp est un isomorphisme.

D'après la définition de B (preuve de la proposition 8.2.1) et

l'égalité §(B) = & ' ( K ) ° , on voit que cp est injectif. En particu-

lier, l'ordre du groupe fini TT ( G . ) divise l'ordre de

Hom(ff (G ),Q/^) , c'est-à-dire celui de ïï (G ) . En échangeant les
•— •'*• 0 K.

rôles de A et A ' , on obtient l'égalité des ordres de ff (G ) et de
0 K.

ff (Si.) • Ainsi cp est un homomorphisme injectif, dont la source et

le but sont des groupes finis de même ordre : c'est donc un isomor-

phisme.

COROLLAIRE 1. Pour tout entier n > 1 , 1'isomorphisme

^(y(A^)) : ̂ (r^)) -^ Hom(A^(K),Q/Z-)

de la proposition 6.1.2 induit un isomorphisme

^(H^K.A)^) -» Hom(^'(K)°,QA) .

1 1 0
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Preuve : II suffit de montrer la commutativité, au signe près, du

diagramme :

ïï ( 5 . )
^(è'(K)) ° n . ^(a^))

^o) ^^n^

Hom(7^(^(K)),Q/zr) -^^HomÎA^K),®/^) .

Or ceci résulte du lemme 6.1.3 et de la définition de cp qui, à

l'image dans îT^' ( K ) ) de 1 • élément [ç] de A ' ( K ) , associe la

classe d'isomorphisme de la suite exacte, deuxième ligne du diagramme

commutatif de k-groupes :

0 -> g* ———> g ( K ) -^ ^(K) -> 0

ïl "i 1i
0 " zr ^ s^B^)) '> è(K) -* o .

COROLLAIRE 2. Pour tout entier n > 1 , le morphisme auasi-

alqébrique 1° (8 .3 .1 ) est un isomorohisme.

preuve : par la proposition 8.3.1, nous savons déjà que c'est une iso-

génie. Etudions son noyau à partir du diagramme commutatif exact de

k-groupes :

O - C — — g ^ A ^ ) 0 —————> B^K^A)^ ————^0

^ $(A ) Y°
i l 1 1 i^

0- F - [H^A^r-^A-ÎK^/nè-W0]^ 0 .
n

Ce noyau s'identifie ainsi au conoyau de 1'homomorphisme

^(^) : ^(C) - ^(F) ,

qui est injectif. Or, on a une suite exacte :

1 1 1
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ïï (ô ) .
0 -» f f ^ ( C ) ^ ^(A(K)/n^(K) ) 0 n ^(H (A^) )

et, d'autre part, le groupe Hom(^ C^),Q/3') est le noyau de

A ' : ( ^ ' ( K ) ° / n A ' ( K ) ° ) -> g^A' ) 0 , autrement dit, le noyau du

k-morphisme

A ' Ç K ) 0 ^ ' ( K ) ° - » (A 'W/nê 'dO) 0

ou encore le conoyau de 1'homomorphisme canonique

A^(K) - ^è'^^n •

II résulte alors de 6»1.2 et 8.3.3 que les groupes ïï ( C ) et ïï (p)

ont même ordre, donc que ff Ç ^ ) est un isomorphisme. Le morphisme

^° est alors aussi un isomorphisme.

Par la proposition 8.3.1, nous savons que le diagramme suivant

est commutâtif :
^o

H^K.A^-^Ext^^K^/nA'W^Zr/nZr)

^ y ^
H^K.A) ——ï—^ Ext-^A'W^Zr/nZ-) .n is. —

Soit Q le conoyau de la deuxième flèche verticale. Pour montrer

que ^ est un isomorphisme, il suffit alors de montrer que 1'homo-

morphisme

(Vo : VS^'^) " Q

défini par le diagramme ci-dessus est un isomorphisme. Il nous faut

donc évaluer Q , ce qui va faire l'objet du

LEMME 8.3.4. Pour tout entier n ) 1 , on a une suite exacte de

groupes abéliens :

0-* Ext^(^' (K)°AA' W°.'Z/^ -^ Ext^(^'(K)0 ,^^^) -^ Hom(^' ( K ) ^ , Q/Z^O.
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Preuve : Soit ^ ' ( K ) le revêtement universel du groupe proalgébrique
^ ' ( K ) . On a donc un diagramme commutatif exact de k-groupes pro-
algébriques :

0 -» ^ ( ^ ' ( K ) ) -» J'TK') •» À ' ( K ) ° -> 0

"1 1" 1"
0 -̂  ^(À' ( K ) ) -» À~TlO -> à ' ( K ) ° ̂  0 .

Par le lemme du serpent et l'exactitude du foncteur revêtement univer-
sel, on en déduit une suite exacte de groupes profinis :

0 " À' ( K ) ^ -̂  îT^(^ ( K ) )/nff^' ( K ) ) -> ÎT^(^' (K)°/nê' ( K ) ° ) -> 0 .

On obtient le lemme en appliquant Hom , ( . , O / ^ ) à cette suite
exacte.

Nous allons montrer que ( Y ) n'est autre, au signe près, que
1'isomorphisme du corollaire 1 de la proposition 8 . 3 . 3 .

Faisons d'abord une remarque. Considérons une suite exacte 'n de
k-groupes proalgébriques :

0 -» /̂n̂  -> F -> ^' ( K ) ° -» 0 .

Soit u : ^ ' ( K ) ° ̂  F l'unique k-morphisme tel que ^ ' ( K ) ° -û  F —»
^ ' ( K ) 0 soit la multiplication par n . Alors y ( [ ' n ] ) Ç H o m ( ^ ' ( K ) ° , Q / ^ )
est l'unique homomorphisme de ^ ' ( K ) ° dans /̂n̂  tel qu'il existe un
diagramme commutatif exact de groupes proalgébriques :

0 '" è " ̂ n ̂  à' (K)0 "> " ê ' (K)0 " " °
1 1 1y ( h 1 ) u

o —> zr/nz-—»- r —^ À ' ( K ) ° - > O .

1 1 3
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LEMME 8.3.5. Soit n > 1 un entier, et soit [ç] un élément de

H (K,A^) , représenté indifféremment par l 'une ou l'autre des deux

licrnes du diagramme commutatif exact de K-crroupes :

0 -» A^ -+ E^ -» (Z/nZ^ -» 0

0 -» A -» E 8 (^/nZ')__ -» 0 .
K.

Notons h : E -> A le K-morphisme défini par x (-» nx , et soit

à ( [ ç ] ) : A^(K) -» Ext^iJ/nZ^G )

le bord de la suite exacte obtenue en appliquant Hom^ ( ., G ) à la

première ligne du diagramme ci-dessus. Les homomorphismes composés :

A^(K) -^^A- ( K ) ^Ext^(E,Gj

A^(K) -^iLilL,Ext^/n^(5j -^Ext^E/G^)

sont écraux.

Preuve : Soit c un élément de E^(K) tel que P ( K ) ( c ) = î . Alors

[S] est la classe, dans H^K/A^) = H^GÎK/K) .A^(K) ) du 1-cocycle

continu

a : G(^/K) -» A^(K)

o- »-» cr.c-c .

si f : r "> r' est un morphisme de K-groupes, on note ï l'homomor-

phisme f(^) : r (K) -» F' (^) .

Soit f : A_ -^ G un élément de A ' ( K ) . Alorsn m n

"foa : G(K/K) -* y

est un 1-cocycle continu. La nullité de H^K^G ) implique l'exis-

tence d 'un élément Y ^ K * tel que :

(VO-€G(K/K)) î(a(o-)) = (T. y/y .
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Puisque na(or) = o , on a : cr.y^y11 , Vo-ê G('K/K) . Choisissons un tel

Y dans Ï* . et soit \ l'élément y11 de K" .

a) Calcul de î ( § ) ( f ) .

L'élément à ( Ç ) ( f ) de Ext^ ( ZT/n^, G^ ) est la classe d'isomorphis-

me de la deuxième ligne du diagramme commutatif exact de K-groupes :

0 -" \ - \ -* W^K - °

•I , 1" , i
0 -^ (E -^ C p-* (^/n^)., —^ 0 .m j\

Notons * la multiplication dans C(ÎC) . Soit x = ï' (c) ^u1 (y""1) . Cet

élément x de C(K) vérifie les conditions suivantes :

1) '?' (x) = î

2) o(x) = cr(ï1 (c ) ) *c r ( ï - ( y~ 1 ) ) = ' f ' ( o r . c ) ̂ 1 ( îr.y~1)

= 'f' (or.c-c)^f ' (c ) *u - (c^.y~ l/y•~ l)^u• (y-1)

= x^f'(o-.c-c)4('u''ï(-a(o') )

= x^f ' (or .c-c-a(cr) ) = x ,

et donc x est un élément de C(K) .

3) ,x^x*...^x. = ^u' (y^) = T i ' ( X ~ 1 ) .
n fois

Ceci signifie que ^ ( [ ç ] ) ( f ) est, dans Y*/ï^^ , la classe de X"1 .

^
b) Calcul de h . o c a n ( f ) .

Soit u : A -> E l'immersion donnée. Le composé A -u^ E -h^ A est

la multiplication par n dans A , et donc, si ^ ' : A' -> A' estn n
l'immersion canonique, le composé

^ ' ( K ) * *
A^(K) —î——^A'(K) = Ext^(A.G^) ̂  Ext^ ( E, G^ ) -^Ext^(A,G^)

•X. ^

est nul. Donc h o z / ( K ) se factorise de manière unique par p

L'élément h °^(K)(f) est représenté par la dernière ligne du dia-

gramme commutatif de K-groupes, à lignes exactes :
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•L
n, - n0 - ^ A ^ — — ^ A — — ^ A — ^ O

^ if I I

m

0 — ̂  ±-v -rE — ° •
De plus, il existe u ' ê Hoin(A,V) , unique puisque Hom^(A,G ) = 0 ,

tel que gou' = u . On a pour tout élément z de A(î<) :

' u ' (z ) = (ï- ( z ) , ' u (z ) ) ê V(K) =D(K) xr,f^W .

Notons Q l'élément de Ext,, ( ' Z / n ' Z , ® ) défini par : P*( 0) = h*o^ ' (K)( f) .J\ m n
Alors Q peut être représenté par la dernière ligne du diagramme com-

mutatif exact de K-groupes :

Posons y = ( ^ ' ( y ) , c ) ê D(K)X / ^vE(K) . Alors y vérifie les conditions

suivantes :

1) ^(y) = c , et donc ' g ' Q o ' ( y ) ) = î .

2) o"(y) = (^'(°—^) ,o".c-c) ^y (en notant ^ l'opération

dans V('K) )

= ft^{5iW)^^SiW})*y

= (ï'^aÇo-n/îiT^cr)))^

= 'u ' (^^(a(0-)))^y .
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D'où : or.p'(y) = p'(o-.y) = p ' ( y ) , et donc ?) ' (y ) appartient à C ' ( K ) ,

3) y^y*...^y = (^'(y^.nc) = ( ^ ' ( V 1 1 ) ^ ) = z - " ( . \ ) .
n fois

II en résulte que Q est, dans K /K n , la classe de X .

En comparant les calculs de a) et b ) , on obtient le lemme.

COROLLAIRE. Pour tout entier n > 1 , 1'homomorphisme (Y ) est

un isomorphisme.

Preuve : Soit [ ç ' ] un élément de H ^ K / A ) , image d 'un élément de

H ( K , A ) représenté par une suite exacte ç :

0 —». A -^ E -^ (Z/n^)-, —^ 0 .K

Soit h : E "> A le K-morphisme donné par : x -> nx . On en déduit un

morphisme de k-groupes proalgébriques

^ : ^ (K) -^ E^t^(E.G^)

tel que le composé y .^ soit égal à 1'endomorphisme n de ^ ' ( K ) .

On en déduit que le diagramme suivant de k-groupes proalgébriques,

à lignes exactes, est commutatif :

0 ——————> A^ (K) ——^——. ^' ( K ) ————> n^' (K) ——^ 0

- S ( S ) ^ can
1 [

0——^ gx^^(Z/n^G^) -^g^(E.G^) ——^ 4- ( K ) — — ^ 0 .

Par la remarque qui précède le lemme 8.3.5, la restriction de

- 7 T ^ ( Ô ( Ç ) ) à â ' (K)^ est égale à V ( ^ ( [ ç ' ] ) ) , c'est-à-dire au trans-

formé par (Y^)^ de l'image de [ S • ] dans îï (^(K.A) ) . Ceci mon-

tre que (^ri^o est lloPPOSe de 1 ' isomorphisme du corollaire 1 de la

proposition 8.3.3.

THEOREME 8.3.6. Il y a un isomorphisme canonique de groupes abé-

liens, fonctoriel en A :
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Y : H^K.A) -^ Ext^(^ '(K),Q/Z-) .

Preuve : II résulte du corollaire 2 du théorème 8.3.3 et du

corollaire 1 du lemme 8.3.5 que

Y^ : H-'-d^A)^ -» Ext^'dÇ)0^/^)

est un isomorphisme pour tout entier n > 1 . On en déduit que

^ Y - Y : H^K^A) -» Ext.^A'dO0^/^) = Ext^A" ( K ) , Q/ST)
n " K -

est aussi un isomorphisme. Il est fonctoriel en A par construction

même •

COROLLAIRE 1. Soit K'/K une extension finie qaloisienne. e .̂

s^- 9 son groupe de Galois. L'isomorphisme Y induit un isomor-

phisme de groupes abéliens, compatible à la restriction et à la cores-

triction :

V/K : ^^AdÇ-)) -» Hom^^(H°(g,ff^(^'(K'))),C/^) .

preuve : ̂  fonctorialité en A de 1•isomorphisme Y , appliquée à

l'immersion canonique de A dans la restriction de Weil, de K' à

K , de A^, , donne un diagramme commutatif où les flèches horizontales

sont des isomorphismes :

H^K^A) ^Hom^^(^(^.(K)LQ/2r)

1 1 v
^K'/Kl |NK./K

^(K '^A) ——^îîom^^ïï^^^))^/^ .

Par passage aux noyaux des flèches verticales, on obtient le corollai-

re, puisque ^^ ( A ' ( K ' ) )9 = Î T ^ ( ^ ' ( K ) ) .

COROLLAIRE 2. Le groupe des normes universelles

n ^ 1 / K ( ï ï ^ { A t ^ ) )
K'/K K /K 1 -
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(pour K'/K parcourant l'ensemble des extensions finies galoisiennes)

Preuve : On a l'égalité : Y = lim ^-., ,-. .
K~7K K /K

II en résulte que 1'homomorphisme naturel :

lim Hom^^H^g.ff^'ÎK'nLQ/^) -» Hom^^(î^ (^ ' ( K ) ) ,0/2-)
K /K

est un isomorphisme. Ceci signifie que la projection canonique

ïï ( A ' ( K ) ) -» lim H ° ( g , f f ( ^ ' ( K - ) ) )
1 ~ ^"PK 1 ~

est un isomorphisme de groupes profinis. Son noyau, qui est le groupe
des normes universelles de l'énoncé, est donc nul.
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