
MÉMOIRES DE LA S. M. F.

Y. AMICE
Limites uniformes de polynômes dans un corps
valué complet non archimédien
Mémoires de la S. M. F., tome 25 (1971), p. 11-16
<http://www.numdam.org/item?id=MSMF_1971__25__11_0>

© Mémoires de la S. M. F., 1971, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Mémoires de la S. M. F. » (http://smf.
emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html) implique l’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir
la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=MSMF_1971__25__11_0
http://smf.emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Colloque Th. Nombres [1969, Bordeaux]
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LIMITES UNIFORMES DE POLYNOMES DANS UN CORPS VALUE

COMPLET NON ARCHIMEDIEN

par

Yvette AMICE

Intr oduct ion

Cet exposé n^a. pas pour objet de fournir des résultats nouveaux ou des démons-

trations. Il est surtout destiné à ceux des arithméticiens qui ne sont pas spécia-

listes d*analyse ultramétrique et tend à leur indiquer de quelle sorte d*oui ils on
dispose dans cette analyse.

Bien que le titre en soit "limites uniformes de polynômes", il y sera aussi ques-

tion de limites uniformes de fractions rationnelles, ce qui est inévitable dès que

l̂ n parle de fonctions analytiques.

Soit K un corps value complet non archimédien de caractéristique 0 , A son

anneau de valuation, ÎDÎ l* idéal de valuation, k = A^TO le corps résiduel, p la

caractéristique de k , \K^\ le sous-groupe multiplicatif de R"^ image de K^

par la valeur absolue. Nous noterons C le complété de la clôture algébrique du

corps (& des nombres p-adiques : c^st l* analogue p-adique de C en ce sens que

c^st le plus petit corps complet et algébriquement clos contenant & .

Soit B une partie de K , f une fonction bornée sur B et à valeurs dans

K , nous noterons 1 1 ^ Ilo = su? 1 ^*(x)| la norme de f pour la convergence uniforme

sur B . x €B

1. - Limites uniformes sur le disque unité

L^nneau de valuation A est aussi le disque unité {x ç.K\ |x |ss 1 } .

Nous noterons K[X] le complété de l*anneau K[x] des polynômes pour la con-

vergence uniforme sur A .

PROPOSITION 1.1. - (théorème de Weierstrass) Dieudonné [U] et Mahler [12] .

Si K est localement compact, K[X]. est l*anneau C-(A,K) des fonctions continues

sur A et à valeurs dans K .

PROPOSITION 1.2. - Schôbe [15] , Krasner [9] , Schnirelmann [lU].

SĴ  K n^est pas localement compact, K[X] est l'anneau des fonctions analytiques

strictes sur A , ou encore l*anneau des séries entières restreintes Y a X11 ,
' T ~ ~ ~ ~ — — — — nsn n

où a ->• 0 , avec la norme Sup |a |— n '———— —————— n n
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On peut développer ces résultats en cherchant à construire explicitement des

suites de polynômes approchant les fonctions continues ou analytiques, ou en déter-

minant des bases normales des espaces K[X] , ou en étudiant des limites uniformes

de fractions rationnelles, ou en remplaçant A par d*autres parties de K .

Nous indiquons ci-dessous certaines réponses à ces questions obtenues par dif-
férents auteurs.

2. - Espaces de fonctions c ont mues

Rappelons d*abord que si E est un espace de Banach sur K , une base normale

de E est une famille ( e ^ ) ^ ç ^ telle que tout X Ç E admette une représentation

x = I x. e. avec x.^ 0 et ||x|| = sup |x. | .
ici ici z

La donnée d tune base normale fournit donc une famille canonique dîapproximations

pour un élément x : les sommes finies Z x. e. . En particulier si les e. sont

des polynômes, et E un espace de fonctions continues (ou analytiques) on obtient

ainsi des approximations polynômiales explicites pour les fonctions continues (ou
analytiques).

PROPOSITION 2.1. .Manier [12] - Les polynômes (x) = x(x-l)...^x-n+l) g^ ^g

base normale de l* espace <3(2 , ( & ) des fonctions continues sur l* anneau ^ des
entiers p-adiques et à valeurs dans (& .

PROPOSITION 2.2 « Amice [l] - Soit M un compact régulier de_ K , (u ) une suite
^ ' . ( x-u )... ( X-IL, -, ) n —————'"""'
a valeurs dans M , alors les polynômes Q (x) = 7——Q-^——7—21=ïiï—r- sont une base•••~•——""—"^—'—~~••~—"—••••——•"—••- n \ u —u / • • • \ u —u _ / ——^——^———n o n n-1
normale de l* espace C-(M,K) à la condition nécessaire et suffisante que la suite
(u ) soit très. bien répartie.

La notion de compact régulier est assez simple : ce sont les compacts tels qi^une

suite de recouvrement par des boules de rayon décroissant les fasse apparaître com-

me limite projectives d*ensembles finis isomorphes à des produits. La notion de

suite très bien répartie, purement ensembliste, s^exprime par des conditions simples

en termes de valuations. En particulier, la suite des entiers naturels est très bien
répartie dans le compact régulier Z (cf. proposition 2.1).

PROPOSITION 2.3. - F. Bertrandias [3] et Levron [11] - Soit M un compact de

K , une suite de polynômes Q est une base normale de <3.(M,K) à la condition né-

cessaire et suffisante quelle soit une suite de polynômes de Tchebyscheff pour M .
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PROPOSITION 2.1+. - Van der Put [13] - Soit X un espace topologique compact to-
talement discontinu, alors X est métrisable à la condition nécessaire et suffisan-
te qu'il existe fç^(X,K) tel que l* anneau K[f] soit dense dans ^(x,K) .

PROPOSITION 2.5. - Van der Put [13] - Soit X un compact de K" , alors ^ (X,K)
a une base normale constituée de polynômes.

La représentation d'une fonction continue à l'aide d'une série sur une base nor-
male peut fournir des indications sur le module de continuité de cette fonction
(cf. aussi 3.3.1 et 3.3.2).

PROPOSITION 2.6. - Fresnel [2] et Heismoortel [6] - Soit f (x ) = ^ a (x) une
fonction continue sur '3 , alors n ^ Op ————

a) s'il existe K > 0 tel que | aj ̂  , alors | f (x) - f (y) | <: K|x-y| ,

^) s'il existe un entier us 0 tel que { I x - y l ^ l p ^ => 1 f ( x ) - f fv ) l^lpl3^'11},

alors pour ns k+u on a |a |^ |p[ .

3. - Espaces de fonctions analytiques

Nous avons vu en 1.2. que si K n'est pas localement compact, les fonctions qui
sont limite uniforme de polynômes sur un disque fermé sont les fonctions analyti-
ques strictes sur ce disque.

L'anneau de ces fonctions est une algèbre de Banach, à norme multiplicative,
principale, et dont les idéaux sont engendrés par des polynômes.

3.1. - Fonctions analytiques sur un disque ouvert

Une fonction analytique sur un disque ouvert D est une fonction dont la res-
triction a tout disque fermé contenu dans D y est strictement analytique. Les

anneaux ainsi obtenus sont munis de la topologie limite inductive naturelle. Ils ne
sont pas toujours principaux : pour que les idéaux maximaux soient principaux il
faut et il suffit que le corps K soit maximalement complet (Lazard [10]).

Une étude systématique de ses anneaux se trouve dans [10].

3.2. - Prolongement analytique de Krasner [9]

L'absence de connexes non triviaux rend la théorie du prolongement analytique
sur un corps non archimédien très différente de celle des fonctions analytiques
complexes.
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Krasner définit des ensembles qu^l appelle quasi-connexes : un élément analy-

tique sur un quasi-connexe y est une limite uniforme de fractions rationnelles.
Une fonction analytique sur une famille enchaînée de quasi-connexes est obtenue par
recollement d*éléments analytiques.

Cette théorie du prolongement dit "uniforme" permet d*obtenir un théorème d*uni-
cité du prolongement. A partir de là,Krasner construit une théorie du prolongement
multiforme fondée, à peu de choses près, sur le recollement des clôtures algébriques
des anneaux d*éléments analytiques. Un exposé détaillé de cette théorie se trouve

dans [9]'
Nous citerons deux résultats sur les fonctions analytiques au sens de Krasner :

1*1-01 sur la structure des anneaux de telles fonctions, Vautre sur un critère de
rationalité généralisant un théorème de Polya et Carison.

PROPOSITION 3.2.1. - Gruson [5] - Soit ^ = B - U b. où B est un disque
ic i z

fermé, b.s B des disques ouverts, tels que £• satisfasse à la condition (G)
ci-dessous. Désignant par H ( ^ ) (resp. H (B) » H ( b * . ) ) l'espace des fonctions
analytiques sur J)- (resp. B , b* . = ^ b . ) et nulles à ^infini (si £' , resp. B ,

contient le point à l*infini)

H ( ^ ) = H ( B ) ® H(^) •o o ^ ç ^ o i

De plus l'algèbre des fonctions analytiques sur £• est noethérienne à la condition

nécessaire et suffisante que ses idéaux soient polynômiaux.

(G) quel que soit le disque fermé b CB tel que b^^ , ^ensemble des disques
b* non circonférenciés » contenus dans b et de même rayon, qui rencontrent ^ »

est infini.

PROPOSITION 3.2.2. - F. Bertrandias [3] - Soit f(x) = \ u X'"11 où u ç. ^ ,
n:>0

[u [ ^ 1 pour tout n , sauf pour un nombre fini de p . Si

a) f est prolongeable analytiquement dans le complémentaire D d*un ouvert

simplement connexe A de C ,

b) f est prolongeable au sens de Krasner dans le complémentaire D d^ qua-

si-connexe A de C »

e) T(A) "]"[" r(A ) < 1 o^_ T désigne le diamètre transfini,
P p

alors f est une fraction rationnelle.
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3.3. - Fonctions localement analytiques

On dit évidemment qu'une fonction f est localement analytique sur une partie
B de K si tout point de B possède un voisinage dans lequel f est strictement
analytique.

Nous noterons ^ ( B , K , p ) l'espace des fonctions localement analytiques sur B ,
à valeurs dans K , et dont la série de Taylor en chaque point a un rayon de conver-
gence au moins égal à p (où p est un semi-réel, c'est-à-dire un couple
( r ,e ) ç (R^ x {0,-} ; le rayon semi-réel d'un disque fermé (resp. ouvert) de
rayon réel r est alors (r,0) (resp. (r ,^)) .

PROPOSITION 3.3.1. - Hily [7] - Soit A la boule unité de C , alors l'ensem-
ble des exponentielles ax o^ | a-1 [ < p~ p" est un système total dans
c?(A,C , l") .

PROPOSITION 3.3.2. - Amice [1] - Soit M un compact régulier de K , (u )
une suite très bien répartie dans M , P (x) = (x-u )...(x-u ) , et, pour
f ç. ^(M,K)

^nL 'n^ où ^(x) = 'n^ / ^n)

la représentation de f sur la base normale Q . Alors pour tout p , il existe
une suite de constantes \ , explicites en fonction de M , telles que

f ç (5(M,K,p) ^ [b X | -î- 0 .n n ,p

3.4» - Fonctions de plusieurs variables

Les fonctions strictement analytiques sur un polydisque de rayon (l,...,l)
s'identifient encore aux séries entières restreintes.

Le prolongement analytique peut être étudié à l'aide des espaces analytiques ri-
gides de Tate [l6] (cf. aussi [8]) . On obtient ainsi une bonne théorie des variétés
analytiques, mais qui ne coïncide pas avec la théorie de Krasner dans le cas d'une
variable.
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