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INTRODUCTION

Le titre de ce travail indique assez clairement la direction générale de nos re-
cherches. Il s'agit de définir et d'étudier des objets attachés aux groupes abéliens
localement compacts et qui permettent d'obtenir des renseignements sur la structure
locale des groupes étudiés. Il est naturel de mettre en évidence des invariants de cette
structure locale, c'est-a~dire des objets qui soient isomorphes pour des groupes loca-
lement isomorphes. Une étape ultérieure consiste & étudier dans quelle mesure ces inva-

riants sont caractéristiques.

Plus précisément, nous considérons la catégorie dont les objets sont les groupes
abéliens localement compacts (dans un cas, les groupes peuvent &tre non abéliens) et
dont les morphismes sont les germes d'homomorphismes continus de groupes ; nous définis~
sons ensuite divers foncteurs de cette catégorie dans certaines autres, ce qui nous per~

met d'obtenir les invariants cherchés.

Le chapitre I est un chapitre de référence ol sont rassemblés divers résultats,

en général bien connus, qui seront constamment utilisés par la suite.

Au chapitre II,‘ est introduit un premier type d'invariant : un groupe compact G¥*
attaché 4 tout groupe abélien localement compact. Trois caractérisations équivalentes
de G* sont données, et on étudie comment les germes d'homomorphismes locaux d'un grou-
pe G vers un groupe H se représentent & 1l'aide d'homomorphismes globaux de G*

vers H* . Un exemple montre que 1l'extension de ceci au cas non abélien est impossible.

Les chapitres III et IV sont consacrés & 1'étude d'invariants d'un autre type, cons-
titués par certaines algtbres de germes de fonctions. Au chapitre III, on étudie les
algtbres de transformées de Fourier relatives & un poids sur le groupe dual. On commence
par montrer, aprés une étude générale des algdbres A , comment tout germe d'homomor—
phisme de G vers H induit une application bien déterminée de 1l'ensemble des classes
de poids définis sur le dual de G dens 1'ensemble des classes de poids définis sur le
dual de H . En utilisant cette correspondance, on définit ensuite un homomorphisme de
toute algtbre de germes de Au.(H) dans 1'algdbre des germes de Aw @), ot '
est le poids associé &4 .

Au chapitre IV, on étudie les algtbres Ap , et on démontre que les algtbres de
germes de Ap sont des invariants de la structure locale, m#me dans le cas non abélien.
Nous utilisons, pour ce faire, une propriété de représentation intégrale d'un produit
qui nous donne certains autres résultats intéressants. Ce chapitre se termine par un )

théordme concernant les multiplicateurs, conséquence d'un résultat obtenu pour les Ap .

Notons que, dans le cas abélien, les algtbres du type Am et celles du type Ap
ont un cas particulier commmn : 1l'algdbre A . Nous retrouvons donc, de deux manidres
totalement différentes, le fait que 1'algdbre des germes des transformées de Fourier de

fonctions sommables est un invariant de la structure locale des groupes abéliens loca-



lement compacts.

Au chapitre V, on définit une notion de fonction radiale sur les groupes totalement
discontinus. On caractérise les fonctions radiales qui sont transformées de Fourier de
fonctions de puissance o -idme sommable sur le dual, celles qui sont des multiplicateurs
de T L™ , et celles qui appartiennent & A_ . On obtient de nouvelles classes de mul-
‘tiplicateurs sur les groupes totalement discontinus, en particulier sur les groupes dis-

crets, 4 par exemple. >

Le chapitre VI est une approche de la réciproque : dans quelle mesure les invariants
introduits sont-ils caractéristiques ? On montre que c'est le cas des groupes G* , lors—
que les groupes G appartiennent & une classe assez vaste de groupes totalement discon-
tinus. Pou} les algtbres de germes d'éléments de Ap oude A, , elles permettent de
distinguer les groupes totalement discontinus ; elles permettent aussi, mais les résul-

tats sont & cet égard fragmentaires, de caractériser la dimension topologique.

Une partie importante des résultats présentés ici a été publide antérieurement
([sp. 1,2 3 4,5 6] et [PS] ) ; ils sont, de toute manidre, présentés ici d'wme
manidre totalement refondue, grandement améliorée par rapport & [Sp. 1] et [Sp. 2] ,
et complétés.

Ce travail n'aurait pas été possible sans les encouragements Que m'a constamment
pfodigués Monsieur J.-P. Kahane ; qu'il en soit ici remercié. Ma reconmnaissance est éga-
lement acquise 3 Monsieur P. Eymard avec qui j'ai eu plusieurs entretiens fructueux et
qui s'est chargé de la t&che ingrate de relire le manuscrit. Je remercie vivement Mon=—
sieur P. Lelong qui m'a proposé un intéressant sujet de thdse complémentaire et je suis
trés heureux que Monsieur J. Deny ait bien voulu accepter la présidence de mon jury de

thése.

Je tiemns, de plus, & exprimer mes remerciements & Messieurs les Professeurs Herz,
Jerison, Malliavin et Rudin, ainsi qu'a tous mes amis et colldgues du Département de
Mathématiques de la Faculté des Sciences d'Orsay qui ont, & des titres divers, leur part

4 ce travail, en particulier & Messieurs M. Gatesoupe, N. Lohoué et J. Peyriére.

Enfin, je désire exprimer & Madame Maynard et & Madame Gérard ma gratitude pour le
dévouement et le soin avec lesquels elles ont assuré la réalisation matérielle de ce

texte.



CHAPITRE I

NOTIONS ET RESULTATS PRELIMINATRES.

L'objet de ce chapitre est de fournir une base de référence commode pour des résul-
tats qui seront fréquemment utilisés par la suite, souvent méme sans &ire explicitement

rappelés.

Bien des théordmes donnés ici sont d'usage courant, et se trouvent par exemple
dans [R] ou dans [H.R] . Nous donnons aussi, avec démonstration, quelques résultats

moins familiers.

Tous les groupes que nous considérons sont des groupes localement compacts (g.1.c.)
notés multiplicativement, dont 1'élément neutre est désigné par e . Lorsque nous trai-
terons explicitement de groupes abéliens localement compacts (g.a.l.c.), ils seront -

sauf exception - notés additivement et 1'élément neutre sera désigné par O .

I - 1. Rappels sur la dualité et la compactification de Bohr.

/7
THEOREME I.1.1. Soit G un g.l.c. Il existe un groupe compact Gb , unique 3 un iso-
morphisme prés, et un morphisme (c.2.4. un homomorphisme algébrique continu) h de G
dans Gb , tels que pour tout morphisme f de G dans un groupe compact H il existe
un_morphisme unique §b de G dams H tel gue $= {)b oh.

Si 1le groupe G est abélien, h est une injection dans Gb , et Gb a pour dual
le dual de G , rendu discret ; dans tous les cas, 1'image de G par h est dense dans

Gb . Bien qu'il ne s'agisse pas réellement d'une compactification (sauf lorsque h est

une injection, en particulier lorsque G est abélien), on appellera Gb le "compacti-

fié presque~périodique" de G , et, dans le cas abélien, le "compactifié de Bohr" de
¢ . (Voir [W] , pp.125-126).

Pour un g.l.c. G , nous noterons Gd le groupe G rendu discret, Gb le com=

pactifié presque-périodique de G , et nous aurons i considérer G'db et Gb 4 dont la

définition est claire. Soient G et H deux g.l.c., hG (resp. hH ) le morphisme

canonique G —> Gb

dens H, ?b sera le morphisme de G.b dans H.b , dont 1l'existence est assurée par

(resp. H —> Hb ). Si nous désignons par ? un morphisme de G

le théortme I.1.1., tel que by o § = @b o hG— . Nous désignerons par §d le mor-
phisme @ considéré en topologies discrétes, et par @ db le morphisme de Gdb dans

Hy, déduit de @d comme §b se déduit de § . De méme, §bd sera §b en topolo-

gies discrétes.

Soit maintenant G un g.a.l.c. Nous désignerons son dual par ¢ ou per (Gr)A .
Soit H wun sous-groupe fermé de G , HJ' 1'orthogonal de H dans T . On sait (voir
par exemple [R] , th. II.1.2., p. 35) que (G/H)A est isomorphe & i et que f est
isomorphe & 'G\/H'L . Ceci entratne en particulier que tout caractdre continu sur H se

prolonge en un caractdre continu sur G .



THEOREME I.1.2. Solent G et H deux g.a.l.c. et $ wn morphisme de G dams H .
Notons §(ﬂ (™) 1'application de H dans € gquid tout caractdre X sur H
agsocie le caractdre X o sur G . Alors
i) :f est un morphisme de ﬁ dans & .
1) () = .
1ii) 8i K est wn troisidme g.a.l.c. et § un morphisme de H dans K, ona
(¥ o ¥ = @o@ .
iv) Les conditions
a) injectif
b) Q d'image dense
sont équivalentes.

(Voir par exemple [G] ) .
DéFINITION I.1.3. Avec les hypothéses du Théordme I.1.2., nous dirons gue § est le
morphisme transposé (ou dual) de @ .
DEFINITION I.1.4. Nous dircns que
0> Aty B2y ¢ O
est une suite exacte si B est un g.l.c., A un sous—groupe distingué fermé de B,

i 1'injection canonique de A dans B, C le quoiient de B par A et p 1la sur-
Jjection canonique de B sur C .

THﬁORﬁ!ME I.1.5. Soit O e=—e=> A —i—> B p—> C = O une suite exacte de

g.a.l.c. Alors les suites

a) 0 et, 5.5, 2 o

») 0 Ay ::, B, ic Gy —> O
e) 0 > A B, pbp Cy o
a) o by = By = Oy e O
) 0—> Ay ibd Brg e Cpg — ©

sont exactes.

L'exactitude de a) exprime les relations de dualité des sous-groupes et des grou-
pes—-quotients ; pour b), 11 n'y a rien & démontrer ; e) est, par dualité, conséquence
de a) et b) ; d) se déduit de b) et c), et e) se déduit de c).

En général, nous n'écrirons pas les noms des morphismes figurant dans une suite
exacte ; 11 sera alors entendu que pour les suites exactes associées, selon le Théoréme
I.1.5., & une suite exacte donnée, les morphismes seront bien ceux qui se déduisent des
morphismes donnés.



I - 2. Morphismes locaux et germes de morphismes.

4
DEFINITION I.2.1. Soient G et H deux g.l.c. Nous appellerons morphisme local de G
vers H la domnée (U, @) d'un voisinage ouvert U de 1'élément neutre de G et

d'une application continue @ de U dans H, telle gue les conditions xe U, yeU
et xye U entratnent

Flxy) = B(x) $(y) .

DﬁFIN’.[TION I.2.2. Un morphisme local (U, Q) de G yvers H est dit isomorphisme
local si @ est un homéomorphisme de U sur un voisinage de 1'élément neutre de H .

DE/IFIN'.[TION I.2.3. Deux i.somogghismes locaux (U, @ ) de G wers H et (V, q’) de
H vers G sont réciproques 1'un de 1'autre si ifo@ (_r;egg. @ oY ) coTncide avec
1'identité au voisinage de 1'élément neutre de ¢ (résp. de H ) (On considdre Yo §
comme défini sur Un‘gf'1(v) s et oy sur VN @’1(11)).

DFEFINITION I.2.4. On appelle germe de morphisme de G vers H toute classe 4'équive-
lence de morphismes locaux de G “vers H , pour la relation "cofncider sur un voisina-

ge de 1'é1ément neutre".

DEFINITION I.2.5. 0On appelle caractére continu local de G (zesp. germe de caractdre
continu de G ) tout morphisme local (resp. germe de morphisme) de G yers le groupe
T des nombres complexes de module 1 muni de la topologie usuelle.

Remarque I.2.6. Tl est faux que tout germe de caractére continu soit le germe de fonc-
tion associé & un caractdre (global) de G . C'est le cas cependant pour les g.a.l.c.
totalement discontinus et les groupes de la forme TR n ('\R : groupe additif des réels,
n entier positif). Encore le cas des g.a.l.c. totalement discontinus est-il & cet
égard inintéressant puisque tout caractdre local continu est constant (égal & 1 ) au
voisinage de 0 . A ce sujet, notons que le théortme I.2.7. entralne que tout germe de
caractére continu provient d'un caractire global sur un groupe localement isomorphe au

groupe donné.

Nous allons maintenant donner une décomposition des morphismes locaux qui générali-

se un résultat classique (voir [P] , th. 18) et qui nous sera utile dans la suite.

THEOREME I.2.7. Soient G et H deux g.l.c., (U, §) un morphisme local de G vers
H . Il existe un g.l.c. Go , un isomorphisme local (v, ’\I’) de G yers Go et un
morphisme global Qo de Go dans H tels que @ = @o o ¥ . De plus ¥ se décompo-
se lui-méme en Y = '!L oV, , ot V¥, est un isomorphisme local de G yers un
g.l.c. G1 , o G1 est un sous~groupe ouvert de G et ‘Qz un_isomorphisme local
réciproque de 1'injection canonique de G, dans G, et o G, est également le quo-
tient de Go PAT un_SOusS=groupe diati;g_qé discret, et 11)‘ " un_isomorphisme local réci-
proque de la surjection canonigue de Go sur G1 .
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Appelons en effet G1 le sous-groupe ouvert de G engendré par U 111'2 sera
alors 1l'application identique de U , partie de G , sur U , partie de G1 . Congidé-
rons maintenant la partie V = {(x, @ ENIE: eU} de G, xH; x—> (x, (x)) est
une bijection de U sur V et nous appellerons Go le sous=groupe de G1 x H engen-
dré par V , muni de la topologie localement compacte pour laquelle V est un voisina-
ge de 1'é1ément neutre homéomorphe & U . Appelons (U, 1?1) 1'isomorphisme local de
G1 vers Go défini par x —> (x, -@ (x)) . I1 est clair que, sur V , 1'isomorphisme
local réciproque cofncide avec la restriction de la projection G1 X H=— Go res-
treinte & V ; d'ailleurs, cette projection restreinte & Go est continue et surjec-
tive, biunivoque au voisinage de 1'é1ément neutre : c'est donc le passage au quotient
par un sous-groupe discret de Go . Quant au morphisme global éo de Go vers H,
c'est 1la restriction & Go de la projection G1 x H=> H, manifestement continue

pour la topologie envisagée sur Go .

I - 3. Structure des groupes abéliens localement compacts.

Nous rappellerons, dans ce paragraphe, quelques résultats classiques sur la struc-
ture des g.a.l.c. et sur les relations qui peuvent exister entre la structure d'un
g.a.l.c. et celle du groupe dual. (Voir en particulier [HR] ’ [F] et [R] ) Nous
établissons également quelques résultats nouveaux & notre connaissance, ou pour les—

quels nous ne connaissons pas de référence commode.

/ v
THEOREME I.3.1. Tout g.a.l.c. possdéde un sous-—groupe ouvert isomorphe au produit car—
tésien d'un groupe de la forme Tﬂn (n € iN) et d'un groupe compact.

7
THEOREME I.3.2. Soit SLGG}O(EA une famille de g.a.l.c., parmi lesquels il n'y a qu'un

nombre fini de groupes non compacts. Alors le produit TT Go\ a pour dual la somme

X €
directe ® ()" des duals des G, . A

lotation : Si w est un cardinal quelconque et G un groupe compact, a® désigne le
produit direct de w exemplaires de G . Si G est un groupe discret, GQ” désigne °

la somme directe de w exemplaires de G .

TEEOREME I.3.3. Soit G un groupe compact abélien.
i) Les trois conditions

a) G est comnexe
b) G esgt divisible
¢) © est sans torsion
sont équivalentes.
ii) Les trois conditions
a) G est totalement discontinu

b) G admet une base de voisinages de O formée de sous=groupes ouverts
c) @ est de torsion
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sont équivalentes.
THEEOREXVE I.%.4. Tout groupe abélien discret d'ordre borné est isomorphe &

T,
® Z(p:.L *), o Z(a) est le groupe cycligue d'ordre a , et ol les p, sont des
iel

nombres premiers, dont un nombre fini seulement sont distincts, et les T des entiers

positifs, dont un nombre fini seulement sont distincts.

TH‘éORﬁME T.3.5. Tout groupe abélien compact de torsion est d'ordre borné, et isomor-

r,

phe 3 TT z( p; 1) , ou un nombre fini seulement des nombres premiers 1 et des
iel

exposants ri sont distincts.

THIéORf!ME I.3.6. Tout groupe discret divisible sans torsion (c'est-é—dire tel que,
pour tout entier n #0, x —> nx soit une bijection) est isomorphe & Q*B“' ol

@ est le groupe des rationnels et W un nombre cardinal.

7/
THEORJ\EIME I.3.7. Soit un g.a.l.c. G . Le réunion des images des morphismes de R dans
G a pour adhérence la composante commnexe de O damns G .

COROLLAIRE I.3.8. Pour tout g.a.l.c. G non totalement discontinu, il existe un mor-

phisme non nul de | dans G .

THEOREME I1.3.9. Soit G un groupe abélien compact.
Alors il existe une suite exacte

00— Hesp ¢ —aTY— 3 o

oi H est un groupe compact totalement discontinu et TY le tore de dimension & (W

peut 8tre un cardinal guelcongue).

Par dualité, montrons que pour tout groupe abélien discret, A , il existe une

suite exacte

®
0——>&—w———> A——> B

> 0

oli B est un groupe de torsion. Pour cela, il suffit de considérer un systéme libre
maximal dans A : le quotient B du groupe A par le sous-groupe libre l% engendré

par ce systime est alors de torsion, et le théordme est démontré.

Remarque I.3.10. La suite exacte du théortme 1.3.8. peut &tre choisie de multiples
fagons. Mais le cardinal W est bien déterminé : c'est le cardinal d'une famille libre

maximale dans le dual de G .

/ . ’
DEFINITION I.3.11. Pour un groupe abélien localement compact G , nous appellerons

dimension de G la dimension de 1'espace vectoriel réel des germes de morphismes de G
dans T .

I1 est clair que la dimension d'un groupe ne dépend que de sa structure locale.
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THEOREME I.3.12. i) Pour un groupe abélien compact, la dimension est égale au cardi-
nal d'une famille libre maximale dans le dual. )

ii) Si la dimension d'un groupe est finie, elle cofncide avec sa di-
mension topologique.

la dimension, telle que nous 1l'avons définie, est manifestement invariante par les
isomorphismes locaux. Il en va de m@me de la dimension topologique, de quelque manidre
qu'elle soit définie, les diverses définitions classiques étant équivalentes pour les
groupes localement compacts. Il en résulte que la partie ii) du théordme 1.3.12. est h
démontrer seulement en supposant le groupe compact. Or il est connu que, dans ce cas,
la dimension topologique est égale au cardinal d'une famille libre maximale dans le
dual (voir, par exemple, [HR] , th. 24.28). I1 reste donc & démontrer en fait la par-
tie i) du théordme. Soit alors un groupe compact G , @ le cardinal d'une famille
ilibre maximale dans le dual de G , W' la dimension de G . D'aprés le théordme 1.3.9.,

il existe une suite exacte, o H est totalement discontinu,
Qe Hees G —> T — 0.

Montrons d'abord que G et TY ont méme dimension. Par reldvement de T dans @,
tout germe de morphisme de T dans R domne un germe de morphisme de G dans T , et
la correspondance est linéaire et ig}jective. Elle est également surjective, car tout
germe de morphisme de G dans TR s'obtient de cette manidre : soit (U, o() un mor-
phisme local de G dans T ; il existe alors un sous-groupe ouvert Ho de H sur
lequel &« est nul ; Ho =HNV, ou V est un ouvert de G , voisinage de 0 ; soit
W un voisinage de O dans G, tel que WCU et W-WCYV ; alors (W,alw) est un
morphisme local qui définit le m8me germe que (U, x) et qui définit, par passage au
quotient, un morphisme local - donc un germe de morphisme - de T dans R .

ix

Fe QY

Soit x=(e %) Te point générique de T . Définissons § .

gde AlAl=w
germe de morphisme de T dans R , par @‘,« (x) = X, €W pour x assez voisin de 0 ’
et montrons que les @ " forment une base de 1l'espace vectoriel des germes de morphis-—
mes de T* dans R . Les Ci) o Sont indépendants, car lorsque x parcourt un voisinage
quelconque de O , il n'y a aucune relation entre les coordonnées. Les @ « engendrent
1'espace des germes de morphisme : soit @ un germe de morphisme, représenté par un
morphisme local q défini sur un'ouvert V de T®: v peut 8tre pris de la forme

ix

I1x cee X Inx G' , ou Ij = {e 3 , lle < Ej < 'T}, et ot G' est un tore entier
(isomorphe & T9si w est infini) ; comme G' est compact, Y s'y annule, de sorte
que { ne dépend que des j coordonnées x, :

n >
¥ = LA
3=t

X, ,



ce qui s'exprime, en passant aux germes, sous la forme
¢ = i A ® 5
3=t

Ceci achdve la démonstration du théoréme I.3.12.
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CHAPITRE II

LE GROUPE COMPACT ATTACHE.‘ A _UN_GROUPE AZBE?LIEN LOCALEMENT COMPACT.

Ce chapitre est consacré & la définition et & 1'étude d'un invariant de la struc-
ture locale des groupes abéliens localement compacts. Nous montrons par un exemple que

cette théorie n'admet pas de généralisation au cas non abélien.

*
II - 1. Définition du groupe compact G attaché au g.a.l.c. G .

DF?FINITION II.1.1. Soit G um g.a.l.c., et i 1'injection continue Gd —_— G,

*
Nous appellerons "groupe compact attaché 3 G ", et le noterons G , le noyau du mor=—
phisme 1b H Gdb —_—> G’b défini en T - 1.

I1 est clair que lb est une surjection.

Dorénavant, nous ne donnerons pas de nom aux applications Gd - G, ab — G.b

ete ...

THEOREME II.1.2. Soient G et H deux g.a.l.c. et & un morphisme de G vers H ;
N N * * *
on peut alors associer & ® , de manidre canonique, un morphisme « de G dans H .

81 K est un troisidme g.a.l.c. et f un morphisme de H dans K, ona

(I&oa&)*-: F)*o oc* .

*
Si o« est l'application identique de G dans G, X est l'application identique de
* *
G dans G

*
A tout morphisme & : G —> H , nous associons le morphisme &« défini par le

diagramme ci-dessous, oh les lignes extr8mes sont exactes :

*
0 == G > Gdb G.b > 0
LN /
G G
% . a )
* *av \‘:«d «} | %
¥ Hd H
O =—=> H Hd'b 5 Hb 0
* *
La seule propriété & démontrer, c'est que o , restriction de « b 4 @ , applique
* *
G dans H . Or, soit x eGdb : 1'image dans Eb de a(db(x) cofncide avec 1'image

par o(b de 1'image de x dans Gb ; si celle-ci est nulle, c'est-i-~dire en particu-
* *
lier si x € G , il est clair que « db(x) appartient & H . Quant au caractdre
*
* "fonctoriel" de & , il se déduit immédiatement des propriétés analogues évidentes

concernant les morphismes & a’ L3 et «

b db °
% .
Nous allons démontrer maintenant que G est un invariant de la structure locale
de G .



* *
THROREME II.1.3. 8i G et H sont localement isomorphes, G et H sont isomor-
phes.
* *
D'aprés le théordme I.2.7., il suffit de montrer que G et H sont isomorphes

dans les deux cas :
i) G est un sous-groupe ouvert de H ;

ii) H est le quotient de G par un sous-groupe discret.

(Remarquons 3 cet effet que tout morphisme global qui définit, par restriction & un
voisinage de 0 , un isomorphisme local, est le produit de composition du passage au

quotient par un sous-groupe discret et de 1'injection d'un sous—groupe ouvert).
*
Comme le dual de G cofncide avec le quotient abd/a , i1 suffit de montrer
d

A A A
que les groupes de/-c\d et H'bd/ﬁd sont isomorphes.

LEMME II.1.4. Soit une suite exacte

0—> A—> B—> C=—=> 0.

Alors, dans le disgramme commutatif

0 0 0
} { ¥
0 > A > B > C > 0
&d \|/d \|'d
0 tbd ‘Bbd > (I}bd —_ 0
\4 \4
0 — Ay/y = By/p — de/ 0
v é ¢ 4
0 0 $

les lignes et les colonnes sont exactes.

En effet, les colonnes sont exactes par construction, et les deux premidres lignes
en vertu du théordme I.1.5. C'est un résultat classique (voir par exemple [ce]
exercice 1, page 16) que l'exactitude de la troisidme ligne découle de 1'égalité
Ad = A'bdn Bd s or il suffit de vérifier que A.bd(\ Bd C Ad c
ractére de 2 qui donne, par composition avec la surjection B ——> 4 , un caractére

, c'est-h~dire que tout ca-

a3 s Y Y ~
continu de B , est en fait un caractdre continu de A4 .

Appliquons maintenant le lemme dens la situation i) : G est un sous-groupe ou=
vert de H , donc H/G est un groupe discret. Si on pose A = (H/G)" , B= ﬁ et

A o _
C=G, A estcompact, donc Ay =4 ., et A‘bd/Ad = {O} , d'ol Bbd/Bd = de/cd y

* *
qui équivaut & G = H . Pour la situation ii), H= G/ avec D sous-groupe discret
de G . Posons alors A = ﬁ , B= @ =D . 0naici C compact donc C v = Cd ,

*
d'ol de/cd =30} , soit A'bd/Ad = bd/B , ce qui équivaut & G =H .

Le théordme II.1.3. est donc ainsi démontré.
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Le résultat ci-dessous montre que l'invariant de la structure locale que nous

avons construit n'est pas illusoire :
*
THEOREME II.1.5. Le groupe G est réduit ¥ §0} si et seulement si G est discret.

D'aprés le théordpe I.3.1., tout g.a.l.c. est localement isomorphe & un groupe
compact. Il suffit donc, en vertu du théordme II.1.3., de démontrer le résultat cherché
*
en supposant G compact. Si G est discret (c'est-é—dire fini), G = {O‘ . Soit

alors G compact infini.

LEMME II.1.6. Soit X um groupe abélien discret infini. Si on désigne par Bl 1le
cardinal de l'ensemble E , on a Iﬁl = 2'X‘.

Ce résultat se trouve établi en [K] , théordme 1.

Appliquons le lemme aux groupes Gd et ’c‘bd :

G
1841 =18} = I = 2\ al - ol

et

\ 18 )™ ol 2!
Ggpl = 1(Gpq) 1 = =

ce qui montre que le morphisme Gdb —> G, =G ne saurait &tre injectif, donc que

b
*
G ne se réduit pas & 30} .

De cette démonstration, nous pouvons dégager le

lal
*
COROLLATIRE II.1.7. Soit G wun groupe compact infini. Alors la | = 22 .
1G]
Cela résulte immédiatement de 1'égalité lcdbl = 2% &tablie plus haut et de 1'é-

*
galité | =lafxje | .

lcdb

*
II - 2. Nouvelle définition du groupe G .

Nous donnons dans ce paragraphe une seconde définition du groupe compact G* atta-
ché & un g.a.l.c. G . Cette définition nous permetfra d'associer & tout germe de mor-
phisme « de G vers un g.a.l.c. H un morphisme o(* H G* -_— H* , coIncidant avec
la définition introduite en II.1.2. dans le cas ol & est un morphisme global.

Si nous considérons une partie X de G comme plongée dans Gdb par 1l'injection

(non continue sauf si G est discret) G =—> Gdb , nous désignerons par Xb son

adhérence dans Gdb .

4 *
THROREME II.2.1. Soit G un g.a.l.c. Alors G = nU°, U parcourant le filtre des
voisinages de O dans le groupe localement compact G .

I1 est facile de voir a priori que 1l'intersection ci-dessus est un sous-groupe
fermé de Gyp + Mais cela découle de toute manitre du théordme II.2.1.

Nous aurons besoin du lemme suivant qui généralise le théordme d'approximation de
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Hewitt et Zuckermann (voir [R] , th. I.8.3. ou [HZ] ).

LEMME II.2.2. Soit G un g.a.l.c., H un sous-groupe de G muni d'une topologie
localement compacte plus fine que celle induite par G (de_sorte que l'injection de H
dans G est continue). Soit X un caractdre de G dont la restriction & H est con-

tinue pour la topologie de H . Alors, pour tout choix d'un nombre positif & , d'un
compact K de H et d'une suite finie {x1 Fooey n} de points de G , il existe un

caractdre 'y continu sur G tel que lx-gl<e sur K\)ix1 seeer X}

Appelons Go le groupe G muni de la topologie 1oca;ement compacte pour laquelle
H , avec sa topologie, est un sous-groupe ouvert. Alors l'injection identique i de
Go dans G est continue. Les caractéres X satisfaisant aux hypothéses du lemme ne
sont autres que les caractdres continus de Go . D'aprds le théordme I.1.2., iv), le
morphisme dual de i est une injection d'image dense de 6 dans (GO)A , ce qui

équivaut au type d'approximation indiqué dans 1'énoncé du lemme.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme II.2.1. Remarquons d'abord que
N ﬁb = (\(U+V) , U parcourant le filtre des voisinages de O dans' G , et V celui

des voisinages de O dans Gdb .

Soit alors x € N (U+V) : quels que soient le voisinage U de O dans G ,et le
voisinage V de O dans Gdb , on peut écrire x =y+z avec y€U et ze V.
Appelons h 1l'application canonique de G dans G _, hd 1'application canonique de
G, dans G i 1'injection de G, dans G, 1.b 1'application de Gdb dans G

d db ’ d b

déduite de i . (BEn fait, on identifie ici les points de Gd avec leurs images par

hd) . Soit W un voisinage de O dans G _, W1 un voisinage de O dans Gb tel

que W1 + W1c_ W . Comme h et :Lb sont continues, on peut choisir U et V tels
que h(U) < W, et lb(v) c VW, . Comme 1.°(x) =i h (y) + :Lb(z) , ou encore :i.b(x) =
n(y) + ib(z) , ona :Lb<!) € W . Ceci a lieu quel que soit W, voisinage de O da.ns
G, d'oh ib(x) =0 ce qui gignifie que x € G . Réciproquement, supposons x € G :
x est un caractdre sur G bd constant sur C- ; considérons en fait x comme un carac-
tdre sur G , constant -donc continu- sur le sous-groupe % mmni de sa propre topolo-

gie. I1 s'azlt de montrer que, si € est un nombre positif, K un compact de (¢ ,

{g1 reees Y n} une suite finie de 6.b , alors x=yz , (nous utilisons la notation
multiplicative pour les caractdres considérés comme fonctions) avec y caractdre con-
tinu sur G tel que |y-11< €& sur K, et z caractire sur ab tel que lz-1l < €
sur {Y1 seaey n} . Or, pour tout M >0, le lemme II.2.2. entralne 1l'existence
d'un caractére continu sur Gb I A tel que lx—xol <m sur K U{g1 goeey “n}
Alors, en prenant m assez petit, on aura le résultat cherché avec y = X, et

-1
zZ=XX_ .
4

*
la caractérisation de G donnée par le théordme II.2.1. permet d'associer 2
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tout morphisme local de G vers H , et méme & tout germe de morphisme, un morphisme
* * * .
global of de G dans H . Pour le voir, établissons d'abord le

LEMME II.2.3. Soit (U,K) un morphisme local d'un g.a.l.c. G vers un g.a.l.c. H.
Si U est un voisinage ouvert de O dans G assez petit, & considéré comme applica-
tion de U , partie de Gd'b , dens Hdb , 8e _prolonge en une application continue de

0° dans H .

En vertu du théordme I.2.7., il suffit de prouver le lemme dans trois cas parti-
culiers :

i) o est un morphisme global de G vers H . Alors le morphisme o« de G

db db
dans Hdb , restreint & ﬁb , fournit le prolongement cherché.
ii) H est wn sous-groupe ouvert de G, U wun ouvert de H , X 1l'application
identique de U, ouvert de G, sur U, ouvert de H . Appelons V 1l'ensemble U
considéré comme un ouvert de H , et i 1'injection canonique de H dans G . Il ré-
sulte du théoréme I.1.5. %ue igp est une injection de Hdb dans bGdb , donc 1y
applique bijectivement ¥~ sur un compact de Gy, qui contient T° (et, en fait,
cotncide avec TP ). L'application réciproque définie sur ® fowrnit le prolongement

cherché de o .

iii) G est le quotient de H par un sous-groupe discret D , et la surjection ca=
nonique p de H sur G est un homéomorphisme d'un voisinage ouvert de O dans H,
V, sur le voisinage ouvert de 0, U, dans G . De manidre semblable & ce que nous
avons vu en ii), il suffira de montrer que Py, * restreinte 2 Vb , est bijective,
ap = Dy » que (Vb - Vb)ﬁ D, = {0} .
Or, puisque p restreinte & V est bijective, ona (V-V)NAD= {0} . Comme de plus
-7 (ﬁ)b (cela se vérifie aisément), il suffit de vérifier que, pour un ouvert
W de E contenant 0, la condition WN D= {0} entratne que ™n D = {0} .

Soit donc § un élément de D, appartenant & w , c'est-d-dire tel que, pour tout

c'est-3-dire, puisque Py admet pour noyau D

voisinage de 0 , &L, dans Hd‘b ,oneit§ =x+w ,xeW et we. Désignons
par t 1'orthogonal de D dans ﬁ ; D est le groupe dual du groupe ﬁ/DL (compaet

A
puisque D est discret) et & est un caractdre, continu ou non, sur = ﬁb/ (D.L) .
b

L'hypotheése entratne alors que, quels que soient le nombre positif & et la suite finie
$¥q reees ¥, } de points de ﬁb , il existe x €W tel que |§-xi< & sur
{3’1,\‘,..., Xn} . Or, piiisque ﬁ'/D;, est compact, il existe un compact L de ﬁ tel

que H=L+D+ , d'oh B =1+ (D* )p - Quitte & restreindre W (donc aussi V et

U ), on peut supposer que, pour tout x appartenantd W, ona lx-1l< 1 sur L.

Soit alors y un point de Eb , qui s'éerit ¥ = X, + ¥, » avec goeL et
¥y € (D"’)b ; pour tout € >0 , il existe X €W tel que |S('g°) - x(go)l< g,

a'od |S(x°) -11< 14+ & ; coome § est constant sur (D'L)b , il en résulte que,
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quel que soit ¥ élément de 7, i8¢ y) - 11 €1 . L'ensemble des valeurs prises par
& sur ﬁ est un sous~groupe de ', groupe multiplicatif des complexes de module 1,
et le seul sous-groupe de W' dont tous les éléments sont & une distance de 1 infé-
rieure ou égale & 1, est {1} . D'olr il résulte que § est constant sur ﬁb , ou

encore, en notation additive, £ =0.

DfE‘INITION II.2.4. Scoient G et H deux g.a.l.c., et X un germe de morphisme de G
vers H . Nous appellerons morphisme associé & o« , le morphisme o(* de G* dans H*
obtenu en restreignant & G* le prolongement & Ub d'un morphisme local (u, :xo) de
G vers H dont le germe est « .

Pour 8tre assuré de la validité de cette définition, il faut montrer d'une part
que la restriction 2 G* du prolongement & ﬁb de oLo est & valeurs dans H*
(ceci découle de la continuité de o et du théordme II.2.1.), d'autre part que le mor-
phisme oc* obtenu ne dépend pas du choix du représentant (U, o(o) du germe « : il
suffit de voir que 1l'on peut restreindre 1l'ouvert U sur lequel est défini o o sans

*
modifier o .

Remarque II.2.5. Lorsque le germe de morphisme & provient d'un morphisme global de
*

G vers H , la définition IT.2.4. redonne le morphisme o mentiomné au théoréme

I1.1.2.

*
IT - 3. Troisitme définition du groupe G .

La définition de oy donnée en IT.1.1. ne permet pas d'associer & tout germe de
morphisme de G vers H un morphisme de G* dans H* . La caractérisation de G*
vue au théordme II.2.1. nous donne cette possibilité. Mais aucune des deux caractérisa—
tions de G* que nous avons vues ne montre immédiatement que G* est un invariant de
la structure locale de G , car elles font appel & des propriétés du groupe G tout

entier,

) *
L'objet de ce paragraphe est de caractériser le groupe G en s'appuyant unique-
ment sur les propriétés locales de G ; nous retrouverons au passage une manidre natu-

*
relle d'associer & tout germe de morphisme & un morphisme o .,

Pour un groupe G (dont 1e dual est noté 6 y ab coincidant alors avec (Gd)A N
groupe de tous les caractéres sur G ), nous désignerons par E 1'ensemble des germes
de caractéres continus sur G et par Eb 1'ensemble de tous les germes de caracté;'es
{on appelle ici germe de caractdére, non forcément continu, toute classe d'équivalence -
pour la relation "cofncider au voisinage de O " = de caractires locaux, c'est-i-dire
d'applications, continues ou non, définies au voisinage de O dans G , & valeurs
dans 'T' , respectant les relations algébriques) H a et a'b sont munis des structures

de groupes naturelles et de la topologie discrite.
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Soit (U, (I?) un morphisme local de G vers un g.a.l.c. H; si X est un carac-
tére local de H défini sur un voisinage V de O, Xo @ est alors un caractére
local de G défini sur TN Q -1 (V) . I1 est immédiat de vérifier que si les morphis-
mes locaux (U, @) et (U', @) concident au voisinage de O dans G , et que si
les caractdres locaux X et X' cofncident au voisinage de O dans H , les caracti-
res locaux Lo@ et L‘o Qi cotncident au voisinage de O dans G . De 12 résulte
que tout germe de morphisme, & , de G vers H , définit une application - en fait
un homomorphisme de groupes - de Eb dans Eb s il est clair que cet homomorphisme
applique '}\IJ dans G , ce qui permet de définir un homomorphisme (morphisme de groupes
discrets) X de Eb/’ff dans Eb/a .

THEOREME I1.3.1. Soient G et H deux g.a.l.c., % un germe de morphisme de G vers
H.

~ *
i) Le groupe discret G.b/a' a pour dual G .
~ *
ii) Le morphisme « & pour dual o« .
*
Remarquons que ce théordme nous montre de fagon naturelle que G est un inva-

riant de la structure locale de G .
*
Utilisons la remarque déja faite que G est le dual de Eb d/@ . L'application
d

qui 2 tout caractire sur G associe son germe est un morphisme de 6bd dens ’G\; , qui

applique Ed dans @ ; on peut donc définir, par passage au quotient, un morphisme de

~ ~
de/ad dans Gb/G .
La partie i) du théoréme II.3.1. est donc équivalente au
THf:ORﬁME II.3.2. L'application naturelle de abd 6 dans é;/g est un isomorphisme.
d

Désignons par u cette application. Si deux caractdres sur G définissent deux
germes dont le quotient est un germe de caractdre continu,leur quotient est un carac-
tere continu. Ceci établit que u est une injection. Le fait que u soit une surjec-

tion s'exprime par la relation

~ ~ n
Gy =G+ (G.bd)o
olt (6bd)o désigne le sous-groupe de &'b formé des germes des caractdres globaux sur

G . C'est ce qu'exprime le

LEMME II.3.3. Soit un g.a.l.c. G . Tout caractdre local sur G coTncide, au voisina-

ge de 0, avec le produit d'un caractére local continu et d'un caractére global.

Remarquons que si ce lemme est vrai pour un sous-groupe ouvert de G , il est vrai
pour G aussi, car le caractére global sur le sous-groupe se prolonge en un caractére
sur G . D'autre part, si le lemme est vrai pour deux groupes, il 1l'est encore pour leur

produit cartésien. Enfin, le lemme est vrai pour Rn car tout germe de caractére pro-
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vient d'un caractére global. Compte tenu de ces remarques et du théordme I.3.1., il
suffit de démontrer le lemme en supposant que G est compact.

Pour un groupe G compact, il existe une suite exacte

Qe Heoemp G oeep T? 0 0,

ot H est un groupe abélien compact totalement discontinu (théordme I.3.9.).

Soit U un voisinage ouvert de O dans G, § un caractére local de G défini
sur U. U contient un sous-groupe ouvert Ho de H ; la restriction de § 3 Ho
est un caractire sur H_ , et se prolonge en un caractére global @ 4 sur G . Ecri-
vons § = §1 @2 , ou Qz est un caractdre local défini sur U , constant sur

Ho . Si nous désignons par X 1le quotient G/ , par V 1l'image de U dans K,
o

(v, Q ) définit un caractdre local sur X . D'autre part, on déduit du morphisme

G —> G/ T un morphisme K > T dont le noyau est le sous—groupe fini ]E[/H
o
de H, ce qui permet (au besoin en restreignant le domaine de Q 5 ) de transporter

Qz en un caractdre local défini sur T . Si nous établissons le lemme II.3.3. pour
les groupes de la forme ¢ , nous pouvons alors 1l'étendre au cas général en relevant
dans G 1les caract®res, locaux ou globaux, de Tw. Or un caractre local sur T est
défini sur le produit cartésien d'un ouvert d'un tore de dimension finie et du produit
des autres tores coordonnés, sur lequel ce caractire local induit un caractdre global.
I1 suffit donc de démontrer le lemme pour un tore de dimension finie, et on se raméne
immédiatement au cas de M . On voit alors qu'il suffit de démontrer le résultat sui-
vent, en identifiant T & W/ Z : tout caractire local sur TR est le produit d'un
caractére local continu et d'un caractire global de période 1 .

Or, on voit immédiatement que tout caractdre local sur TR provient d'un caractdre
global. I1 s'agit donc de montrer que tout caractire sur |} est le produit d'un carac—
tére cont:.nu et d'un caractére de période 1 . Soit X un caractdre sur W ; posons

x(1) = , on peut alors écrire X = l X2 , avec X (t) = eltti ,
'X = 7(. X ; )(.1 est un caractere cont:.nu et X-2 est périodique de période 1 .

Ceci démontre le théordme II.3.2., donc la partie i) du théoréme II.3.1. Pour la
pertie ii) de ce théordme, il suffit, d'aprés le théoréme I.2.7., de 1'établir :

1) dans le cas oh o est un morphisme global : alors la composition avec & aéfi-
nit un morphisme, dual de o(* , de ﬁbd/ﬁd dans abd/'G\d , morphisme qui cofncide
avec & d'aprds le théordme II.3.2. ;

- 2) dans le cas oi o est réciproque soit du morphisme p d'injection d'un sous-
groupe ouvert, so:.t du morphisme f& de passage au quotient par un sous—groupe discret,

fx a pour dual [*\ , et & , morphisme réciproque de 1'isomorphisme t& , & pour dual
*
le morphisme réciproque de f) , c'egt-d-dire o( B
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* *

II - 4. Propriétés des groupes G et des morphismes o .

Nous avons donné, dans les paragraphes précédents, diverses définitions des grou-

*
pes G et des morphismes o .

Alors que les caractérisations vues enIl.3. sont évidemment invariantes par les
isomorphismes locaux, et que celles introduites enIL1. ne le sont pas & premidre vue,

*
qu'au surplus nous n'avons défini, en II.1., le morphisme & que pour un morphisme
global &K , c'est eependan't sur les notions du paragraphe II.1. que nous nous appuie-
rons principalement.
/
TEEOR%JME II.4.1. Soient G, H, K trois g.a.l.c., o. un germe de morphisme de G vers
. * * *

H, f\ un germe de morphisme de H vers K . Alors ((%oo&) =pf oa .

Cela résulte immédiatement du théoréme II.3.1. et de la remarque que (ﬁoo()~=
& o f) .

\
THEOREME IT.4.2. A la suite exacte

o,A"‘,BB-c 0

correspond la suite exacte
* * * * *
0 —p A 2 I A 0.

C'est une conséquence directe du lemme II.1.4. et du théoreme I.1.5.

THEOREME II.4.3. Soient G et H deux g.a.l.c.

* * *
Alors (GxH) esgt isomorphe 2 ¢ xH . Plus précisément, si o« désigme la projection
* * *
GxH —> G, la projection (GXH) —> G est o .

Le produit cartéaien commute avec le passage au groupe dual (1es projections deve=-
nant par dualité les injections des groupes facteurs);ce théordme est une conséquence
immédiate de 1'isomorphisme entre (AxB)b et Abe , lui-mBme conséquence, par dua-
1ité, de 1'isomorphisme entre (A xB)d et A;xB, , pour deux g.a.l.c. quelconques A
et B . Passant au quotient, on obtient, & partir des isomorphismes

~ Pl
ExB)y > Garfy

('@xﬁ)d ~ ﬁdxﬁd ,

et

1'isomorphisme
(@xB) g X ﬁb
x ~
vd Sra ay = bd/a a,/A
(GxH) a G Hy
d'ol le résultat cherché, si 1l'on remarque encore que les morphismes de projection se

comportent convenablement, ce qui est immédiat.

Remarque II.4.4. Le théortme précédent s'étend sans difficulté au cas d'un produit
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cartésien fini. Mais il est en défaut pour un produit infini de groupes compacts. Con-

sidérons le groupe G = 1T Gl , ol G. = ?2/2 z - Alors G est totalement discon=—
iemN *
tinu non discret, de sorte que ol # {0} . Mais _\_r G = {0}, car G = {0} ,

G, étant discret. iew
Considérpns maintenant deux g.a.l.c. A et B, et un morphisme v : A —> B
qui est une injection d'image dense.

Dans le diagramme

*
0 A >

<:*
wé——-— >>
pﬁ .
w(-—— :>
Vv
) e >
< \v
o‘<

d

*
il est clair que v, et v&b sont des injections, que b est surjectif et que v
est injectif. Si de plus v  est un isomorphisme, 1'image d'un élement de Adb par

v ne peut appartenir & B que i cet é1ément appartient A , ce qui entratne

db
que vy est un isomorphisme.

Soit alors K un morphisme d'un groupe G dans un groupe H . Appelons A le
quotient de G par lenoyau N de o , B 1le sous~groupe fermé de H adhérence de
1'image du morphisme K . On peut alors décomposer o de la manidre suivante :

G-—u—> G-/N::A_-‘-r-) B.—w_') H,

ot u est la surjection canonique G —> G/N et w 1'injection canonique du sous-
groupe B dans H , De plus A, B et le morphisme v ont les propriétés décrites &
1'alinéa précédent.

*
Nous allons maintenant considérer le morphisme o« = (Wu) =Ww Vv u

, *
on peut décomposer « sous la forme

* *
* * * *
G _u_p G /N* = A _V’__) B .2’_> H

* * *
ol, d'aprés le théordme II.4.1., u est la surjection canonique G —p> (G/N) =
* * * *
G /N* , et w 1'injection canonique du sous-groupe B dans H .

R *
THEOREME IT.4.5. Soit o un germe de morrhisme de G wvers H tel que x. =0 .
Alors « =0 .

En vertu des théordmes I.2.7. et II.1.3., on peut supposer que « est défini par
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un morphisme global, que nous notons encore o . Il s'agit alors de montrer, avec les

notations introduites plus haut, que N est un sous-groupe ouvert de G , c'est-d~dire
* * * * * * *
que A = {0} .0r v et w sont des injections, de sorte que &« =w v u ne

* * )
peut 8tre égal & O que si u =0, donc A = 0} .

*
THEIOR]\EMEI II.4.6. Soit « un germe de morphisme de G vers H tel que K  soit wn
*

*
isomorphisme de G sur H . Alors « est un germe d'isomorphisme local.

Comme plus heut, on peut considérer que o est un morphisme global. Considérons
la décomposition de
u ) 7o w
¢ —> Gy = A —> B —> B —> H
ol, comme précédemment, N est le noyau du morphisme X , B 1'adhérence dans H de
1'image de G par « , mais ol le morphisme v : A —> B a été factorisé en passant
par Bo qui est le groupe B muni de la topologie de g.a.l.c. pour laquelle 1l'image
de A est un sous-groupe ouvert : Uy est 1'injection de A dans ]3o » Vo la bijec-
*
tion identique de Bo dans B . On a alors une décomposition de &
* * * U x v * W *
u 0. 0 . w
G —> A —-—>B°——>B —_— H .
* * O®* *
Siow vy U, U est un isomorphisme, w est surjectif, donc B est un sous-groupe
*
ouvert de H et u est injectif, donc N est un sous-groupe discret de G . Donc
*
v: ug est un isomorphisme et, comme A et Bo sont localement isomorphes, u: est
*
un isomorphisme. Par conséquent v est un isomorphisme, donc (d'aprés les remarques
faites plus haut) (vo)b
morphisme de ﬁd sur (ﬁo) a- Autrement dit, les caractires continus sur Bo et sur
B sont les mémes. Or, un théordme a0 & Hewitt ( [H] ) affirme que si wn groupe est
muni de deux topologies de groupe localement compact ".é1 et “G’Z , et que ‘U1 soit

est un isomorphisme, ce qui montre que (’w‘ro) 4 est w dso-

gtrictement plus fine que fz , il existe des caracti®res continus pour ':61 , non
continus pour °Cz . Comme ce n'est pas le cas, on en déduit que la bijection continue
v, de Bo dens B est un isomorphisme, ce qui entratne que o est un isomorphisme
local.

Remarque II.4.7. Il n'est pas vrai que tout morphisme de G* vers H* soit de la
forme 0(* , o & est un germe de morphisme de G vers H . Bien pis, les groupes G*
et H* peuvent 8tre isomorphes sams qu'il existe d'isomorphisme local entre G et H .

’ - D\ ¥
THEOREME II.4.8. Pour tout entier positif n , les groupes (TR ™) sont isomorphes.
*
Le groupe TR  est le dual de T§ vd/. . Or le groupe W q * groupe divisible
Ra
sans torsion, est, d'aprds le théortme I.3.6., de la forme Qec (ot ¢ désigne la
puissance du continu). ‘R.D , groupe dual de R a’ est également seans torsion et divi-



25

sible car, pour tout entier positif n , 1l'application hn de | dans R définie par
hn(x) = nx est un isomorphisme, et détermine une application (hn)b de T b dans
R b qui est aussi un isomorphisme, et évidemment telle que, pour tout x € TR b !
(hn)b(x) =X +%X+ ... +% (n termes). De sorte que TR bq st de la forme a®«
ol & est le cardinal de "IFib , 6gal & 2° d'aprés le lemme II.1.6. De 1& résulte que
™

est aussi de la forme Qew , et que, pour tout entier positif =n ,

vd/.
(R Rd)n ~ (Qew ) est isomorphe & Qew
bd/_\Rd - R :

Remargue IT.4.9. Le théordme II.4.8. nous fournit un contre-exemple & la conjecture
selon laquelle 1'isomorphisme de G* et H* correspondrait & 1'isomorphisme local de
G et H . Mais on peut malgré tout obtenir & partir de G* des renseignements sur la
structure locale de G , pour une vaste classe de groupes totalement discontinus. (Voir
chapitre VI).

II - 5. Remarques sur le cas non abélien.

Soit G wun groupe localement compact. Considérons les compactifiés presque-pério-
diques Gb de G et Gdb de Gd . L'injection continue de Gd dans G , composée
avec 1'application d'image dense de G dans G, , permet de définir, en vertu du théo-

réme I.1.1., un morphisme surjectif de Gdb sur G

b 0 dont on peut, par analogie avec

*
le cas abélien, appeler G le noyau.

On peut donc, & tout groupe localement compact G , attacher un groupe compact G*.
De plus, un diagramme, semblable & celui construit pour démontrer le théordme II.1.2.,
permet d'attacher & tout morphisme (global) « de G dans un autre groupe H , un mor-
phisme o * de G* dans H* B

Si, d'autre part, nous appelons h 1l'application canonique de G, dens G

d db ’
nous pouvons considérer 1l'intersection N hZUsb des adhérences dans Gy des images
kL
h(U) des voisinages de O dans G . Cette intersection est un sous-groupe G de
Gdb .

* *%
Dans le cas abélien, 1'égalité de G et G est exprimée par le théordme
II.2.1.

On peut donc chercher & édifier, dans le cas général, une théorie analogue & celle
* ¥
du cas abélien, & partir des groupes G et G . Nous allons voir qu'une telle tenta-

tive est vouée & 1'échec.

Lo s re . ** * ]
Exactement comme dans le cas abélien, on démontre l'inclusion G C G . Mais la
démonstration de 1'inclusion réciproque ne s'étend pas du cas abélien au cas non abé-

lien (la question est ouverte).
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*
Nous pouvons voir aisément que, si G est un groupe discret,. G = {0} . Mais
* W%
nous montrons ci-dessous que ni G (m a fortiori G ) n'ont les propriétés satis=

faisantes que nous avons vues pour les groupes abéliens.
* X
TEE:ORM II.5.1. Il existe un groupe G non discret tel que G =G = {0} .

%
THEOREME II.5.2. Il existe deux groupes localement isomorphes G et H tels que G
* ok [
et H ne soient pas isomorphes, non plus que G et H .

Nous nous appuierons sur la remarque (voir [VNJ ) que le groupe SL(Z,T:{) muni
de la topologie discréte ne posstde aucune représentation unitaire non triviale de di-
mension finie, d'ol il résulte que son compactifié presque-périodique se réduit & 10} .
On en déduit donc le théordme II.5.1. en prenant pour G le groupe SL(2,R) muni
de sa topologie usuelle : G n'est pas diécre't, mais G* = G** = {0} .

Pour le théoréme II.5.2., considérons le sous-groupe Go de GL(2,TR) formé des
matrices (g %’) (xe®R - 30} , y €W ) et le sous-groupe distingué By de G
formé des matrices ((1) %’) . On sait (voir [W-w] ou [H.R] , p. 350) que toute re-
présentation unitaire de dimension finie de Go , continue ou non, est constante sur
les classes de Ho . Or Ho est isomorphe 2 ® soit H 1le groupe Ho muni de la
topologie qui le rend isomorphe et homéomorphe & TR ; il existe une topologie de groupe
localement compact sur Go , pour laquelle H soit ouvert ; appelons G 1le groupe Go
mmni de cette topologie. Toutes les représentations unitaires de dimension finie de G
sont alors continues, de sorte que G* = {O} ; mais H* , isomorphe & TR* , n'est
pes réduit & {0} . Comme G et H sont localement isomorphes, ceci prouve le théo-
réme II.5.2. Remarquons encore que le groupe G considéré ici permet d'obtenir & nou-
veau le théoréme II.5.1.
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CHAPITRE ITI

‘
POIDS ET TRANSFORMEES DE FOURIER.

Nous étudions ici certaines sous-algtbres de A(G) pour un groupe G , abélien
localement compact, formées des transformées de Fourier des fonctions sommables par
rapport & certains poids sur le dual de G . Ceci nous permettra de construire certains

invariants de la structure locale des groupes abéliens localement compacts.

IIT - 1. Poids et algtbres de transformées de Fourier associés.
Soient un groupe sbélien localement compact G , et @ 1le groupe dual de G .

7 P
DEFINITION ITI.1.1. Une fonction 2 valeurs réelles  définie sur 8 est appelée

poids si elle est mesurable, bornée sur tout compact, bornée inférieurement par un nom-

bre_strictement positif, et s'il existe une constante k telle gue w (a+b)
kxw(a) w(b) quels que soient les éléments a et b de t.

DE?FINITION IIT.1.2. Deux poids,définis sur le m8me groupe, sont équivalents si leur

quotient est borné supérieurement, et inférieurement par un nombre strictement positif.

PROPOSITION III.1.3. Tout poids est équivalent & un poids continu.

Le procédé de démonstration utilise une idée classique de régularisation : il suf-
fit de voir que, si o désigne la fonction caractéristique d'un voisinage compact de O

w et WxA sont des poids équivalents et que le second est continu.

I1 est facile de vérifier que si f et f' sont des fonctions sur 8 dont les
produits avec @ sont sommables, il en est de m#me de f % f' . De sorte que 1l'ensemble
des transformées de Fourier de telles fonctions forme une algdbre (pour la multiplica=-
tion ponctuelle) de fonctions définies sur G . Nous noterons A O(G) cette algdbre
qui, munie de la norme I|gl|m =fa‘f|m , avec g = £ , est une algdbre de Banach semi-
gimple.

Si K est un compact de G , l'ensemble des éléments de A (G¢) & support dans
K est une sous-algtbre fermée que nous désignons par Sy (X) ; elle peut se réduire A
{0} méme si 1'intérieur de K n'est pas vide.

Pour un compact K de G , nous noterons Au(K) 1'algdbre des restrictions & X
des é1léments de AQ(G) : c'est 1'algdbre quotient de AM(C—) par 1'idéal fermé des

= inf (gl
geAwG)gu

glg=t

M (G) est 1'espace vectoriel des mesures de Radon sur G muni de la norme

éléments nuls sur K . A w(K) sera munie de la norme quotient IIfIIQ K
’

“ r“ = “ F “ w0 ? IVI (K) est le sous-espace des mesures 3 support dans le compact K ,

@
muni de la norme induite.
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Enfin, nous désignerons par B, (6¢) 1'algdbre de Banach des transformées de
Fourier-Stieltjes des mesures p sur 6 telles que wp soit une mesure bornée,
mmie de la norme il = j" wdlpl . I1 est clair que 4, (G) = A(6) N B, () et
que c'est un idéal fermé de B(L (6) . si K est un compact de G , la sous-algdbre
des éléments de Bw(G) & support dens K cofncide avec S w(K) . Quant 3 1'algdbre
B w(K) des restrictions & K des é1éments de B Q(G) , munie de la norme d'algeébre
quotient, elle cofncide avec Aw(K) lorsque le poids « est tel que A (G) soit

une algébre régulidre.
I1 est évident que si & 1 et w0, sont deux poids équivalents sur &S s Ay (@)
1
(resp. Bm1(c) , sw1(x) , Am1(K) , Bu1(K)) et A‘"‘g(G) (resp. B‘”z(G) ’ Sm2(K)’

AQ (x) , B ® (K)) cotncident et possédent des normes équivalentes.
2 2

Nos premiers résultats donnent en quelque sorte une réciproque de cette remarque.

/
THEORRME ITT.1.4. Soient &, et », deux poids sur le dusl d'wn g.a.l.c. G . Les
conditions ci-dessous sont équivalentes :
i) w1 et QZ sont des poids égquivalents ;
ii) B, (6) BQ2(G);

1
iii) A, (6) =4, (a) .

1 2

I1 est clair que i) =) ii) et que ii) = iii). Pour montrer que iii) = i),
remarquons d'abord que 1'égalité des ensembles A, (G) et A o (6) implique 1'équi-
1 2
valence des normes, car il s'agit d'algtbres de Banach semi-simples. De sorte que le

théoréme résultera du lemme ci-dessous.

LEMME IIT.1.5. Soit « un poids sur le dual d'un g.a.l.c. G . A tout caractére con-

tinu X sur G , associons 1'application p,p : f > Af , automorphisme de 1'espace
vectoriel A w(G) . Alors la fonction (définie sur G ) fie X-“ est un poids équiva~

lent &2 w .

En remplagant au besoin w par un poids équivalent, on peut supposer que 1l'on a
un poids continu et tel que (.)(x + l)é w(g ).,,)()C) quels que soient Y et X dans
?.

Soit alors fe AQ(G) , = fg‘ . Alors if est la transformée de Fourier de la
fonction g. définie sur G par g x(g) =gly-K), et

W%l jG le(y - ©)lw(y day f@ le(4 Moy +X)ay

sjalgmlw(x)w(x)dx ,
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ol & o),

ce qui établit, entre autres, que est linéaire continue de A Q(G) dans AO(G).

Px
Le lemme résultera de 1'inégalité

w(x) ¢ 0(0) lpyl

que nous établissons maintenant : soient € un réel positif et U wun voisinage com-

pact de O tels que, quel que soit y dans U, on ait :
lo(g) —w(0)lee et lo(y+¥) -w(x)ce ;
prenons pour g la fonction caractéristique de U , et soit f = § . Alors

bell, = [, le)lolylay < [o(0) + ] jtg(xn ay ,

1%l =j‘a le(y =X w(y)ay JU le(y ) w(y+X)ay

2 [u(x)-e]Jlg(x)l ay

hxell, L ow(k) -¢
ek, — w(o) +¢

d'ol

oy Il >

et ceci pour tout € > O ., Cela démontre 1'inégalité ci-dessus, donc le lemme III.1.5.
Les deux théorémes ci-dessous sont analogues au précédent.

4
THEOREME TII.1.6. Soient G un g.a.l.c., @, et @, deux poids sur le dual de G,
K un compact de G . Si les algdbres S, (K) et S, (K) sont identiques et non
1 2

réduites & {0} , les poids 1 & ©, sont équivalents.
THEOREME III.1.7. Soient G un g.a.l.c., @

1 et , deux poids sur le dual de G,
K un compact de G tel que ’

:i.) il existe un compact Ko contenu dans 1l'intérieur de K tel que Sm1 (KO)

et SQ2(K°) ne soient pas réduites & {0} ;
ii) il existe des éléments o, et «, de A (@) et A, (¢) respectivement,
1 2

4 supports dans K , valant 1 sur K .

Si les algdbres AQ1(K) et AQZ(K) sont identiques, les poids ©, et &2
gont équivalents.

De méme qu'au théoréme III.1.4., il s'agit d'algdbres de Banach semi-simples, et
1'identité implique i'équivalence des normes. Les théordmes III.1.6. et III.1.7. dé-

coulent donc respectivement de deux lemmes ci-~dessous :
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LEMME ITI.1.8. Soit un g.a.l.c. G, @ un poids sur le dual de G , K un compact de
¢ telgue S (K) ne soit pas réduitd {0} . Alors, pour tout € G, £— Xf
est un endomorphisme continu de 1'espace de Banach Sy (x) , dont la norme est un pcids
sur G équivalent d o .

LEMME III.1.9. Soit un g.a.l.c. G, w un poids sur le dual, K un compact de G .

On_suppose gue
i) il existe un compact Ko contenu dans 1'intérieur de X , tel que S Q(Ko) ne

soit pas réduite & §0} ;

ii) il existe un élément « de AQ(G) , & support dans XK, égal & 1 sur Ko .

Alors, pour tout caractdre contimu X de G , £ —> Xf est un endomorphisme

continu de 1'espace de Banach A ﬂ.)(K) , dont la norme est un poids sur & équivalent
i o,

Remarquons d'abord qu'il faut bien imposer des conditions au compact K du théo=
réme III.1.7. ou du lemme IIT.1.9. Si on prend K réduit & un point de G, K = {x}
A w( 1x} ) est isomorphe & € , 1'endomorphisme considéré est la multiplication par
<¢XL,x > , dont la norme, égale & 1 , n'est équivalente & ® que si @ est borné sur
& ; d'ailleurs AQ( {x} ) ne dépend pas du poids w .

Appelons q x 1'endomorphisme considéré au lemme TII.1.8., v, celui du lemme
III.1.9.

Comme au lemme III.1.5., on démontre que q x et r,x- sont des endomorphismes
continus de normes majorées par w(X) ; cela résulte aussi d¢u fait que l'on a dans

un cas un sous-espace, dans l'autre un espace quotient de AQ(G) .
Dans le cas du lemme III.1.8., considérons un élément f de S Q(K) de norme 1.
On a, avec f = é‘ y
ey iz ke, =f8 le(y - W w(y)ay = falg(x)|u(g+ X) dy ;

N w(x)
Y)

w(-
1oyl > o0 [, oy,

ce qui établit le lemme III.1.8. puisque la fonction g est choisie indépendamment
de X .

comme @ (x +X) est supérieur ou égal , on a

Pour le lemme IIT.1.9., soit g €S (Ko) telle que lg ll =1, et soit
« €A (G), & & support dans K , égale & 1 sur K . Appelons f 1'élément de
4, (K) aéfini comme B restriction & K dela fonction g . Soit €>0 , h € 4 (¢)

tel que Ly, = f et que ||if|le2(1- E)"ih“m .0ma Xg=akh, d'ol
’

lx
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Xh > u—xinﬂ , ce qui entratne que
w 2

Y ger L el
r = — 2
x “f“m,K “““w “8"&
d'oh en fait -
o el
hr b > —r0
Hally el

et, la fonction g étant choisie indépendamment de X , on achdve comme pour le
lemme IIT.1.8.

III - 2. Caractérisation des éléments de B () .

Nous allons donner des propriétés caractéristiques des fonctions appartenant &
BQ(G) ou BQ(K) .

On considdre dans ce paragraphe, un poids @ continu et tel que « ( X+ x) &

u(x)w(l;) .

THREOREME ITI.2.1. Soit G uw g.a.l.c., w un poids sur le dual ¢ de G . Pour une

fonction f continue sur G , les conditions suiventeé sont équivalentes :
i) reB(6);
*
ii) 1'application lindaire f : = fy, est un endomorphisme continu de
M, (@) 5
- * *
iii) la restriction f1 de f &au sous —espace de Mo (G) formé des mesures
définies par les fonctions sommables sur G est un endomorphisme continu,

Si_ces conditions sont remplies, on & de glug
* * *
Negh = neh < e, < w(0) heyl .

i) entratne ii) : soit « une mesure bornée sur G , telle que f = & ,
Jm dlal < @ . On &, pour g € M, (6) , et xed,

fu () = jaﬁ(hx) du(y),
d'oh, tenant compte de 1'inégalité

1 o_w(y)
o(X)  wly+Xx)

A
f (’“)’ cheh it
. W 1
w(r) c
ce.qui établit ii).

ii) implique iii) trivialement.

I1 reste & montrer que iii) entratne i) et que
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led, < (o) i|lel .

A
La condition iii) implique que g ~=> %&%). est une forme lindaire continue de
* _‘ A
norme . < Il f1ll sur L1 (¢) mmi de la norme Kgif 1= ” guw . L'ensemble des fonctions

~ w A,
de la forme g , avec g eL1 (@) , est un sous-espace vectoriel de CO(G) , espace des

fonctions continues tendant vers O 3 1'infini sur 6 , mmni de la norme de la conver—

gence uniforme. D'aprés le théortme de Hahn-Banach, il existe sur ¢ wne mesure bornée
L o*

5 de masse totale inférieure ou égale 2 M‘1\| , telle que, pour toute g € ! (a) ,

on ait N .
£(0) = w(O)JA Eas =u(0)JA§d9 ,
G G

en appelant ¥ la mesure produit de o par 3—) .

Comme
A A
‘[A gdy = J g» dx ,
G G
on a
A A
fg(0) = «(0) j gy dx ,
G
ou encore

j £(x) g(x) dx = w(0) f g(x)d (x) ax .
¢ ¢

A
Comme f et P sont continues, on en déduit

£ =w(0) ,

*
a'ol fEBm(G) et ﬁfllusm(0)||f1|| y

puisque

. *
JAole =J\Adlc’|50f1u .
G ¢

THE’ORE\}ME IITI.2.2. Soit K un compact d'un g.a.l.c. G, V uxivoisinave compact de X ,

f une fonction continue & support dens K . Les trois propriétés ci-dessous sont équi-

velentes :
i) fIx €38, (K) ; .
ii) 1'application linéaire fv P p—> f\;. est un endomorphisme continu de MQ(V).
* *
iii) la restriction fV 1 de fV aux mesures A support dans V définies par des
’
fonctions sommables est un endomorphisme continu.

* *
De plus, si ces conditions sont remplies, ||f||u K’ i fvil et fy 1" sont des
’ 9,
normes équivalentes sur BQ(K) .

Les implications i) = ii) = 1ii) se démontrent comme précédemment. Supposons

donc que iii) soit vérifide : nous pouvons faire un raisonnement analogue & celui du
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”~N\
théoréme IIT.2.1. : la forme lindaire g —> fgl0 est continue sur l'espace des fonc-

tions sommables & support dang V , muni de la norme li gll, = i §IE . I1 existe donc,
1 [T

. (R}
*
comme précédemment, une mesure ¢ sur G telle que [d lol< |l fy 1" et que
’

£g(0) = JG £(x) g(x) ax = «(0) Jagdr ,

. . 1
goit, en posant » = s o,

jc £(x) &(x) dx = 0(0) jagaa = 0(0) IG ed ax

ce qui montre que 1'on &, au voisinage de K , £ = «(0)Y ok V¥ est une mesure sur el
telle que led“)l < & ., Donc feBw(K) L

De plus, on a évidemment

* ¥*
£ < el <
I anf e, 1 Ilf\l(‘,,K

et la fin du raisonnement montre que

Neh, o < w(0) {lf:;’”l )

Remarquons qu'il n'a pas été démontré que f , fonction définie sur G , & support
dans X , appartient & BQ(G) , mais simplement que f coTncide, sur un voisinage de
K , avec une fonction appartenant & B, (@) . Cette distinction disparatt si 1'algtbre

BQ(G) est régulidre, situation que nous serons amenés & considérer ultérieurement.

D'autre part, la caractérisation ci-dessus fait intervenir des mesures dont le sup-
port est contenu dans un voisinage (arbitraire) de X , mais ne permet pas de raisonner

uniquement & partir du compact X .

Le théordme suivant répond & cette objection. Il faut le faire précéder d'une défi-
nition.

DﬁFINITION I11.2.3. Un compact K d'un g.a.l.c. est dit de e @-M (w étant un

poids sur le dual de G ) 8i, pour tout point x de K et tout voisinage V de x,

il existe une mesure bornée positive P portée par VN K, telle que £ tende vers ©

w
4 1'infini.

Exemples : a) 8i 1le poids w tend vers 1'infini & 1'infini, tout compact est de type
w=M .
b) Tout compact égal & 1'adhérence de son intérieur est de type « =M
pour tout poids . Plus généralement, il en est ainsi de tout compact qui est de mul-
tiplicité stricte au voisinage de chacun de ses points (au sens de ce terme dans la théo~

rie classique de la transformation de Fourier qui correspond & un poids constant égal &

1).
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Nous désignerons par M:,(K) le sous-espace vectoriel de M © (X) , mmi de la norme

tende

[ 24

induite M.;,[\ 1 formé des mesures bornées & support dans X , telles que
(-:) A
vers O & l'infini sur G .

THEOREME ITI.2.4. Soit G un g.a.l.c., w un poids sur le groupe dusl de G, K un

compact de G de type @ -M . Pour une fonction f continue sur K , les propriétés
ci-dessous sont équivalentes :
i) fe B, (K);
ii) 1'application linéaire fot p—> fi" est un endomorphisme continu de MQ(K);
1ii) la restriction f£J de f, A Mg(K) est un endomorphisme continu de M:(K) .

I1 est facile de vérifier que i) => ii) et ii) =a> iii). Pour démontrer que
iii) ==> i), nous faisons encore un raisonnement analogue aux précédents.
~
La propriété iii) entratne que g —> fo (0) est une forme lindaire continue sur
Mz(K) . Le théoréme de Hahn-Banach entraine alors 1l'existence d'une mesure bornée sur

~

G, o , telle que

A - E,o_= n
£ (0) Qm)Jama aw)jakdﬂ :

en posant » = !

%L(o) = ijd‘L:o(o) Jepao = »(0) J(ﬁ LI

comme f et :) sont continues et que 1l'on peut choisir, pour tout point de X et tout

o ; d'oh il résulte que

voisinage de ce point, une mesure P positive et portée par ce voisinage, on en déduit
que f = &(0) ?le , dtoh feB,(K) .

III - 3. Action des morphismes locaux sur les poids.

Pour un groupe abélien localement compact G , considérons la famille des poids sur

6 . La notion d'équivalence de poids introduit une relation d'équivalence.

Nous désignerons par it (G) 1'ensemble des classes d'équivalences de poids sur le
dual G de G .

Sment H un autre groupe, § un morphisme de G dans H . Si w est un poids sur
G , WO @ est un poids sur H , et il es't clair que si w et w' sont deux poids
équivalents sur il , WO § et w'o § sont deux poids équivalents sur g,

.Ceci nous permet de définir sans ambigufté Lo Q , pour un élément O de & (@) :
on associe donc & @ une application de St (G) dens 9G (H) . Nous allons voir que 1'on
peut étendre ceci lorsque @ est un germe de morphisme, pas nécessairement défini par
un morphisme global.
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4
TEEOR]EIM.‘E ITI.3.1. a) A tout germe de morphisme & d'un g.a.l.c. G dans un g.a.l.c.
H , on peut associer de maniére unique une application a de o (G) dans % (H) de
telle sorte que
i) si o est un germe de morphisme de G dans H et ‘% un _germe de morphisme de
H dans K,
(Bodk) =powx ;
ii) 8i ® provient d'un morphisme global @ de G dans H, on ait, pour tout
Qe LTG(G) 1)

-~
()= Qod .
b) Dans ces conditions, si o est un germe d'isomorphisme local, 5(
est une application bijective.
La partie b) est immédiate si a) est réalisée : soit & un germe d'isomorphisme

local de G vers H, (’5 le germe d'isomorphisme local réciproque de H vers G,
e (resp. ey ) 1le germe du morphisme identique I, (resp. IH) de G (resp. de H ).
Alors

P oOR = eG ’

, soit, pour €6 (@) ,

d'olh éoo.\ =éG

(f&o&)(ﬂ-):éG(Q)=no fG= Q0 Ia:ﬂ. N
de sorte que (% 03 est 1'application identique de G (G) dans <% (@) . De méme,

& orp est 1'application identique de To (H) dans 6 (H) . Ceci montre que & et B

sont bijectives (et réciproques 1'une de 1'autre).
Pour la partie a), nous procéderons par étapes.

LEMME IIT.3.2. Soient G et H deux g.a.l.c., § un morphisme de G dans H qui est
un_isomorphisme local. Alors 1'application § de (@) dans TG(H) définie par
Q ()= a o% est bijective.
I1 s'agit de montrer que, pour tout peids 01 sur ﬁ , 11 existe un poids @ sur
N

A
G tel que @, so0it équivalentd w o § , et que ce poids & est unique & une équiva~-

1
lence pres.

L'image de G par @ est un sous-groupe ouvert de H , isomorphe au quotient de G
par le noyau de Q qui est un sous-groupe discret. Il suffit donc de démontrer le lemme

III.3.2. dans les deux cas particuliers suivents :

H=G/,, N sous-groupe discret de G , Q étant la surjection canonique ;
G . sous-groupe ouvert de H , @ étant 1'injection canonique.

Dans le premier cas, ﬁ est un sous-groupe fermé de 6 tel que le quotient a/ﬁ
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ra . ~
soit compact, et § est 1'injection canonique de H dans ¢.n existe un ouvert rela-
tivement compact P de 8 tel que =pr+ ﬁ . Soit alors 6)1 un poids sur ﬁ , que

A

nous supposerons continu. Pour x € G , posons

w(x) =  sup o, (y) .

ye(x-p)n & 1

On voit facilement que la fonction w est mesurable (car semi-continue inférieurement),
bornée supérieurement sur tout compact de (e , bornée inférieurement par un nombre stric-
tement positif. Si x et x' appartiennent 2 8 , il existe a , a' et b dans P,

¥y, ¥y et z dans g tels que

x =8ty , wlx) = a,(y) ,
x' = a4y, w(x') = ©, (3,
x+x' = b+z , o(x+x') = 01(2) ,
d'oh
o(xx') < X o(x)o(zx'),
en posant
(P+P-P§nﬁ U
en effet,

o(x+x') = 0,(z) = @, (34" + a+a' = b)
$ w(malx') o, (ara’-d) s Kolx)o(x') .

On a donc bien défini un poids . Reste & montrer que o, et ofg sont équivalents ;
pour cela, appelons P1 1'ouvert relativement compact de ig , trace de P sur i .

Alors, pour z € 8 , il existe y€ 8 et u dans P, tels que o (z) = (-)1(y) , et

1
= y+u ; d'olt
ﬁ,m#z) < w(z) & u1(-—u)01(z) ,

ce qui établit 1'équivalence cherchée puisque 1 est borné sur le compact P1 de

Si maintenant ' est un autre poids sur ¢ dont la restriction & B soit équi-

==}

valente au poids w1 , 11 est facile de voir que ce poids ' est:équivalent au poids
@ défini plus haut : cela résulte encore du fait que 6=1 +P, o P est une par-

tie relativement compacte de G.

A
Dans le second cas, /G: est le quotient de ﬁ par un sous-groupe compact KX , Q

la surjection canonique H —_— H/ e} .

Soit @, un poids sur f . La fonction définie sur # par

©,(y) = jK @ (y+) dic

A
est (cela se vérifie immédiatement) un poids sur H équivalent 2 Wi et on a



@0, = mo§ , ol w est un poids sur 8 Si de plus w' est un autre poids sur 6
o)

tel que w' o @ soit équivalent 2 @y il est facile de voir que @ et ' sont

équivalents.

Ceci achdve la démonstration du lemme ITI.3.2.

Nous pouvons maintenant, grfce au théordme I.2.7. définir les applications & .
Soient &« un germe de morphisme d'un g.a.l.c. G vers un g.a.l.c. H, et a un mor-

phiesme local représentant o .

Introduisons d'abord les notations suivantes : soit (U,a) wn morphisme local d'un
g.a.l.c. G dans un g.a.l.c. H, U étant un voisinage ouvert de O . Appelons Ga U
’

le groupe coneidéré au théordme I.2.7., sous-groupe de G XH engendré par U, =

{(x,a(x)) lxe U} , mni de la topologie de groupe pour laquelle X —> (z,a(x)) est

un homéomorphisme de U sur Ua . Appelons Pa U la restriction & G s, U de la projec-
’

tion GXH-—> G et a' 1la restriction 2 Ga U de la projection GXH —> H . Rap=-
?

pelons que Pa,U

composé avec a' , redomne sur U 1le morphisme local a .

définit un isomorphisme local dont 1'isomorphisme local réciproque,

LEMME III.3.3. Soient A un germe de morphisme d'un g.a.l.c. G vers un g.a.l.c. H,
(U,a) et (v,p) deux morphismes locaux qui représentent &« . Alors les applications

. 3=1 . . g1
&' o (py) et B o (py)
< () dans “W(H) sont égales.
2 S A
(Pour un morphisme global § , nous appelons § 1'application définie par d(a) = 209).

Appelons W un voisinage ouvert de O dens G sur lequel a et b cofncident @
soit Q le morphisme local obtenu en restreignant a ou b & W . Dans le diagramme

ey
SN

’
R . ' .
iy (resp. i, ) est 1'inclusion naturelle de GQ W dans Ga,U (resp. Gb,V ) engen-
drée par 1'inclusion de W @ dans Ua (resp. V.b S S'agissant de sous-groupes ouverts,

:i_U et :Lv sont des isomorphismes locaux.

On a évidemment :

Voa s Vo s . .
a 01u=b oi, et P&,UOlUng,VOlV’
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d'ol

1
=

-1
o [ryyotyo ()]
< ¢ - . =1
=atod o (:Lv) o (pb,v)
=b o 5—»7 0 (J:-V)"1 ) (Pb:v)-1
=vr o (g™

. y=1
a' o (Pa,U)

ce qui établit le lemme: .

Les conditions du théordme III.3.1. entratnent 1'unicité de o dont la seule défi-
nition possible est A = ar o (P ) - s pour un morphisme local (U a) qui représente
& . Le lemme III.3.3. montre que cette définitlon de % est cohérente, puisqu'elle ne
dépend pas du morphisme local choisi pour représenter « .

I1 reste & montrer que les applications ainsi définies satisfont bien & la condi-
tion i) du théordme III.3.1. C'est 1l'objet du lemme ci-dessous.
LEMME III.3.4. Soient trois g.a.l.c., G , H et K, & un germe de morphisme de G

dans H, [6 un germe de morphisme de H dans K , ¥ le germe de morphisme de G
dangs K , composé de o et de B Si &, i% et '; gont définis comme ci-dessus, on a

% = gP ] a'\ .
Soient (U,a) , (V,b) et (W,c) des morphismes locaux qui représentent respecti-
vement X , B et ¥y = Poo( . On peut supposer que voa(U), que W=T1U , et que
=b o a . Dans ces conditions, considérons le g.a.l.c. G, ainsi défini : G, est
le sous~groupe de GXHxXxKX engendré par Uo = {(x , a(x) N c(x))l x€U} , muni de la
topologie de groupe pour laguelle X =—=> (x B a(x) y c(x)) est un homéomorphisme de
U sur UO . Appelons a, la restriction & Go de la projection de GXHXK sur
GxH : &, applique Go dans G, . ; bo la restriction & Go de la projection de
GAHXK sur HXK : bo applique Go dans H'b,V i e, la restriction & Go de la

projection de GXHxK sur GXX : ¢, applique Go dans Gc U
b

G Ga,u H 5y B
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I1 est immédiat de vérifier que ce diagramme est commutatif, c'est-a-dire que

Pa,U [} ao = Pc,U o cO ’

= al
Pb,VObo"'a oa ,

c'oc°=b'obo,

et que, de plus, a, et ¢, sont des isomorphismes locaux.

On a donc
o, . =1 R
Pok = bo (Pb,v) oa'o (Pa,U)

et
. . B |
¥ = c(')(Pc,U) *
Comme on a les relations
.y s pe gl . y=1
(PC,U) =c (a) (Pa,U)
et
. e |
bo—(Pb,V) oa'oa_ ,
on obtient
Y R LY Y R N A -1
\ = ¢! = = *
§ =B )T =t e (a))T (R )T = b B (a )T (R, )
R Y
=R, )7 e (B )T = pu

et le lemme est démontré.
Ceci achdve également la démonstration du théoréme III.3.1.

Nous allons maintenant introduire une nouvelle notion, celle de poids régulier.
‘Rappelons qu'une algdbre de Banach semi-gimple est dite régulidre si, pour tout point
a de son spectre A et pour tout fermé F de 4 ne contenant pas a , il existe un
élément dont la transformée de Gelfand s'annule sur F et non en a . Cette propriété
est équivalente & la suivante : pour tout fermé F de & et tout compact XK de & ,
disjoint de F , il existe un é1ément de 1l'algdbre dont la transformée de Gelfand vaut

1 sur K et 0 sur F .

/
DEFINITION ITI.3.5. Un poids @ sur le dual d‘un g.a.l.c. G est dit régulier si
1'algdbre de Banach semi-simple A Q(G) est régulidre.

I1 est clair que tout poids équivalent & un poids régulier est régulier.

Les poids réguliers ont été caractérisés par Y. DOMAR ( [D]) :

THEOREME IIT.3.6. (DOMAR). Pour qu'un poids @ sur le dual d'un g.a.l.c. soit régulier,
il faut et il suffit que, quel que soit 1'élément y de g,
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PR 1o§ w(ny)

netN

Notation : Nous désignerons par b (G) le sous~ensemble de ‘TE(G) formé des classes

d'équivalence de poids réguliers sur G

THEORﬁME IIT1.3.7. Soit K un germe de morphisme d'un g.a.l.c. G yers un g.a.l.c. H,
Alors & aggllgue T© (G) dans 9C (H) En particulier, si « est un germe d'isomor-
phisme local, & (-O.) est une classe de poids réguliers sur g si et seulement si O
est une classe de poids réguliers sur (i .

Le cas particulier de l'isomorphisme local est une conséquence immédiate de la pre-

midre partie du théortme.
D'aprés la définition de « , il suffit de démontrer

10) que si ® est un morphisme global de G vers H , et que si @ est w poids
régulier sur el , @ow estun poids régulier sur .

C'est immédiat : soit ¥ un élément quelconque de f:

log(@ oo()(n{ 10§¢~>(n0\(¥)

ne IN ne |N
et la deuxi®me expression est finie puisque & est régulier ;

20) que si & est un morphisme global de G vers H qui définit un isomorphisme
A
local, et si w est un poids sur G , ® est régulier si et seulement si W o & est
régulier.

Que la condition soit nécessaire, cela résulte du premier cas étudié.

Pour voir que la condition est suffisante, il suffit, en vertu de la correspondance
entre les poids sur les duals de groﬁpes localement isomorphes, de vérifier les deux
cas part:.cuhers suivants :

1) H est un sous-groupe fermé de G tel que G/" soit compact, @ un poids
sur G dont la restriction & 8 est wn poids réguller sur T . Alors @ est régulier
sur G ;

1i) G est le quotient H/ de B par un sous-groupe compact K, @ un poids
sur (! tel que @ o ol (oh o désig:ne la sur,jectlon canonique de H sur @ ) soit un

poids régulier sur f. Alors @ est régulier sur g.
Le cas ii) est presque évident : soit Y € g , et A e ﬁ tel que P (a) ='x .
Alors " (ay) - ( A)(
. logw(n . log(wod)(nA
2  ogolny) . 7, log(wok)(nd)
nem n nemN n

et le deuxidme terme est fini puisque ® o A est régulier.
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Pour le cas i), il nous faut appliquer le théordme de structure I.3.1., en le
transformant par dualité : on obtient ainsi que le groupe ’é posséde un sous-groupe
compact A tel que G/ s soit isomorphe a ﬁnxD , ob n est un entier positif ou
nul et D un groupe discret. On peut supposer que le poids & est constant sur les
classes de A , et considérer le poids ainsi défini sur /(3/ ' qui, d'aprés ce que nous
venons de voir, est régulier si et seulement si w est régulier ; de mlme, ¢ restreint
3 - est constent sur les classes de A NF et aéfinit wn poids sur ﬁ/Anﬁ , régulier
dans les mémes conditions que © | 4 - De plus, ﬁ/A ng est un sous-groupe fermé de
(E/ N tel que le groupe quotient (ﬁ/ A)/ (ﬁ/ 2) soit compact. On se raméne donc & la
démonstration du A0H
LEMME III.3.8. Soit D un groupe abélien discret, n e N , T' un sous-groupe fermé
de R"xD tel que le quotient (TR "xD)/p soit compsct, © un poids sur R "D
dont la restriction & I' soit un poids régulier sur I' . Alors « est un poids régulier
sur "[?LnxD .

Désignons, pour abréger, par TRn et D respectivement les sous-groupes
R"x {0} et {0} X D de WR"XD, et posons I', = I'MR" ; d'autre part, nous
appellerons @ la surjection canonique de anx D sur (Tr{nx D)/I, .

Le groupe Tn{n/'p est compact : il est en effet en bijection naturelle avec

1
@ (R™) et la bijection de ™ n/T1 sur lp('lqn) ,'qui se déduit par passage au
quotient de 1'application continue § restreinte & 'Rn , est elle-méme continue. Or,
% est ouvert dans TR_nXD , donc @ ( TRn) est un sous-groupe ouvert du groupe
compact (‘l&nx D) /I" ; par conséquent, @ (‘Rn) est compact., Il suffit donc de mon—
trer que la bijection continue de W n/«1-. sur Q (Tq n) est un homéomorphisme, ou
1

encore qu'elle est ouverte ; soit U wun ouvert de ’Rn/l-. , V son image réciproque
1
dans 'an ; alors 1'image de U dans § ( ﬁ{n) coIncide avec 1'image de V , ouvert
dee RPXxD, par § , et est donc un ouvert de ('IKnXD)/T , et également de J (R™).
De plus, § (W By étant un sous~groupe ouvert du groupe compact (“IR_nx D)/T y
le nombre des classes de q (TF{n) dans (TR nx D)/I' est fini.

Comme ces classes sont en correspondance biunivoque avec celles de Rn + 1T dans
'TﬁnxD , i1 en résulte que le nombre des classes de 'TR_n + I dans 'TﬁnxD est fini.

Posons I'2 = (W DL.T)ND: clest 1a projection de T' sur le facteur D de

an x I’ . Ce qui préctde entraine que I‘2 est un sous-groupe d'indice fini de D .

Soient ®, et ©, les restrictions du poids & au groupe TR™ et au groupe D
respectivement, w.i la restriction de (.)1 (et aussi de w ) a T1 , W} 1la res-

2
triction de @, & l"2 .
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w; , restriction du poids & 24 un sous-groupe de I', est régulier. Si nous sa-

vons que W, est régulier, il en résultera que la restriction de w 2 (‘Iq n, )

est un poids régulier, donc que W é , restriction de W & un sous-groupe de TPLn+ T,
est régulier. Nous sommes donc ramenés & démontrer les deux propriétés suivantes :
*
o) T1 est un sous-groupe de Tﬁn ,n€ IN , tel que ’(F(n/T soit compact,
1
w, est un poids sur Tﬁn dont la restriction & ]."1 est un poids régulier ! .

1 1

Alors 1

f,) T‘2 est un sous-groupe d'indice fini d'un groupe discret D , (.)2 un poids

est régulier..

sur D dont la restriction & T2 est un poids @} . régulier. Alors w, est régu-

lier.

En effet, si &, et G, sont réguliers, le poids ® est régulier, car w(x,d)=
n
t.)1(x).c.)2(d) pour xe R et d €D.

Remarquons d'autre part que si n=0 , la démonstration du lemme III.3.8. se raméne

uniquement & la propriété P ) ci-dessus.

Prouvons of ). On sait que tout sous-groupe fermé de Rn est isomorphe &
WP x 74q , PtQ €n , et que si le quotient est compact, p+q = n . Un changement de
variables permet de supposer que le facteur ’Iﬁp est le produit des p premiers fac-
teurs TR dans TRn , et que Zq est plongé dansle produit Yﬁq des autres facteurs

de la manidre usuelle. Autrement dit, W1 gesey TR 4i0ey ‘ﬁn sont n moddles de

P
w, Z'p+1 yeees én sont des mozéles de Z plongés dans .Rp+1 yeees Rn de la
menidre usuelle, et on identifie | A R‘l Xees X Tﬁpx’li{pﬂ xTQn , et I‘1 A

Ry X .. ‘Rp X Zp+1 ...xZn . Appelons o la restriction de W, A

R g X e x'lT{p ; o est un poids régulier car c'est aussi la restriction de w 1’ ; ap-

celle de w! &

1]
pelons T j 1

23‘

3 (pt1 = j =n) 1a restriction de W, a F{j y T

Pour montrer que o est régulier, il suffit de montrer que “Cj est régulier
pour tout J compris entre p+1 et n ; or 'C:'} est régulier comme restriction de
@ « On est donc ramené & montrer que si T est un poids sur W dont la restriction 2
Z est un poids régulier, alors T est régulier. Pour cela, soit x€ W . Il s'agit

de montrer que
2_\ log ‘C(nx) <
n

.

Comme T restreint & Z est régulier, on a
g logT(®)
k

et on peut supposer O < x <1 . Il existe alors un entier s tel que

’

1 1
=

En désignant par [a] 1le plus grand entier inférieur ou égal au nombre réel a , on a,
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pour tout entier =n ,
n .
[s]é nx—mn+xn<n,
avec m = [nx] et 0<x <1 . Puisque T est borné sur 0,13 , il suffit de mon=

trer que
logT (mn)

,Z-—z—' <.
n
Or m <n, donc
n logu(m o 1ogt(mn)
L— o ) -t
m

n
et, dans la suite im L} 5 aucwn entier n'est répété plus de s fois. On a donc

1ogu(m) o
L Z\l gt(k)

Prouvons maintenant (6). Soit p 1'indice de 1‘ dans D, x un élément de
D ; alors y = px appartient & D . Pour un entier posrt:.f n, posons n = pa+r , q
et r entiers, O <r = p-1 . Alors w(nx) < w(qy). w(rx) et
5. long(nx) . 21 logw,(ay) log mz(rx)

< * +
n2p n qe N (pq+r)2 (pq+r)2
O=zrgp-i
A log w,(ay) ‘s
£3 * T ’
gEN q

avec & = ltg— sup (10302(11)) . Ceci montre que 2 est régulier, puisque
Osrsp-i
y €D etque w} , restriction de o, 4 D, est régulier.
Ceci achdve la démonstration du lemme III.3.8., donc aussi celle du théordme

III.3.7.

Dans la suite, si & désigne un morphisme global ou un morphisme local d'un g.a.l.c.
G vers wn g.a.l.c. H , nous appellerons « 1'application de (@) dans ¢ (H) asso-

ciée au germe de morphisme défini par o .

IIT - 4. Action des morphismes locaux sur les algdbres régulidres & poids.

Nous considérons dans ce paragraphe deux g.a.l.c. G et H , un morphisme local «
de G vers H , défini sur un ouvert U , voisinage de O dans G , un poids « sur le
dual de G . Nous désignerons par w, le poids (défini & une équivalence prés) sur f
dont 1la classe d'équivalence est « (1) , L étant la classe d'équivalence de w . Nous
pouvons toujours supposer que = wo & 81 « est un morphisme global, et que
w=(0w & )(25 si « est un isomorphisme local dont 1'inverse p peut &tre défini globa=
lement.
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THEOREME III.4.1. Soient G et. H deux g.a.l.c., o un morphisme global de G dans
A

H,  un poids sur le dual G de G . Alorssi fe€B, (H),fox € B,(G).
d

Soit, en effet, une mesure p sur f telle que f= , etJ (wor) dipl<coo «

Si D est la mesure sur G, image de b par « , il est clair que ¥ =fox , et
fe3s (6) carjawdlot(p.)lsjﬁ(woo&)dl‘xl<oo.

Si nous voulons un résultat valable pour des morphismes locaux, il faut supposer
que le poids est régulier.
THﬁORﬁME I11.4.2. Soient G et H deux g.a.l.c., o un morphisme local de G vers H

défini sur un voisinage ouvert U de O dans G, « un poids régulier sur le dual de
G , K un compact contenu dans U , Ko‘ = a(K) . Alors

a)gi fe L (K,) 5 £ oogIKGAw(K) ,

b) si le morphisme local (U, «) est ouvert (c'est-b-dire si « est une applica-
tion ouverte de U dens H) et si K est de =M, K‘x est de type 0, -M .

Si « est un isomorphisme local, on peut légérement améliorer ce résultat.

THEOREME ITI.4.3. Soient G et H deur g.a.l.c., « un isomorphisme local de G yers

H 4éfini sur un voisinage ouvert U de O dans G,  un poids régulier sur ¢ , K
un compact de G, Ka = «(X) . Alors, en désignant par u la fonction caractéristi-

que de U , définie sur G ,

a) fes, (K ) siet seulement si u.(f ox)€ S, (K) ;
b) fe A, (K ) si et gseulement 8i f oo | K €A (K) H
c) K« est de type “’o\"M si et seulement si K est de type w-M.

La décomposition déja utilisée des morphismes locaux permet de se ramener, pour le

théoréme III.4.2., au cas o « est un morphisme global, et pour le théoreme III.4.3.,

au cas ol x est un morphisme global dont 1la restriction & un ouvert U est un isomor-
phisme local : la démonstration de ces deux cas particuliers donne immédiatement celle

des théortmes III.4.2. et III.4.3.

Soit donc & un morphisme global de G dens H, K un compact de G, K - =o((K).
Soit fe 4, (K. ) : il existe g€ B . (H) telleque f = g . Alors, d'aprds
% & Qg K "

le théortme ITI.4.1., gow € B, (G) , donc f ox | ¢ aui en est la restriction & X,
eppartient & A (K) . Ceci établit la partie a) du théordme III.4.2. dans le cas par-
ticulier que nous envisageons.

. Pour la partie b), nous utiliserons le lemme suivant :

LEMME III.4.4. Pour un morphisme o d'un g.a.l.c. G dans un g.a.l.c. H , les condi-
tions
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a) & est une application ouverte de G dans H,
b) 3 est une application propre de ﬁ dens @ ,
sont équivalentes.

La décomposition d'un morphisme en le produit de composition de 1'injection d'un sous-
groupe et du passage au quotient par un sous-groupe fermé, applications qui doivent

&tre ouvertes (resp. propres) si le morphisme .considéré est ouvert (resp. propre) per-
met de se ramener & ces deux cas particuliers, pour lesquels la vérification du lemme

IIT.4.4. est immédiate.

Soient alors y € K « ? et un voisinage V de y dans H ; soient x €KX tel
que «(x) =y, W un voisinage de x dans G tel que «(W)c V. Alors o (WO K)
est contenu dans VN Ko( . Si ® est une mesure positive & support dans WN X, 1}&
mesure p. , image de p per « , est positive et 4 support dans AV 0 Ko\ . Par hypo-

thése, K est de type w-M donc on peut choisir | telle que E) € Co((?) ; comme
~

A ,
:'—"( est égale & (5) o & , il suffit de vérifier que la condition § € CO(G\) impli-
que Jo& € Co(ﬁ) ; or, ceci résulte du fait que 1'application & est propre si on

suppose < ouverte.

Pagssons maintenant & la démonstration du théoréme III.4.3. ol 1l'on peut supposer
que o est un morphisme global qui- définit sur U wun isomorphisme local. Nous nous

appuierons sur le lemme fondamental ci-dessous :

LEMME III.4.5. Soient G et H deux g.a.l.c., o un morphisme de G dans H, U

un voisinage de O dans G sur lequel &« définit un isomorphisme local, K un compact

contenu dangs G, K « = O\(K) , W un poids régulier sur 8 . Si, pour une mesure bor-

née p portée par U, nous appeloms j, Llimage de p par o , l'application p = iy

définit un isomorphisme bicontinu des espaces vectoriels normés M (K) et M 0y (x ® ).
Appelons T 1'application p —> p, . Commg la restriction de & & K est wn

homéomorphisme sur X * ? T est un isomorphisme algébrique. De plus, ";.0\. = }\Lo 3. , de

sorte que

Slelsk >

N A
ey =<2 o= I ® o Xl < by, = tpu,
o 5
ce qui montre que T est continue. I1 suffit de vérifier que T  est continue dans
deux cas particuliers familiers :

i) G est un sous-groupe ouvert de H 2 o 1l'injection canonique ; a est alors
surjective, de sorte que U(E)) o &\ “ o = “ 5 “oo , ce qui prouve que, dans ce cas, T
est une ismométrie.

11) H est le quotient de G par un sous-groupe discret, o la surjection canoni-
que ; & est alors l'injection dans 6 du sous-groupe fermé ﬁ tel que 8/ﬁ soit com—
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pact. I1 s'agit de prouver 1l'existence d'une constante M telle que, pour toute mesure
bornée |t portée par l'ouvert U de G sur lequel  définit un isomorphisme local,

iy ' 2 (¥)
sy oty e el

~ fa A . ~ . N ﬁ_
I1 existe un compact P de G tel que H-P = G . Soit 1—0'6 G un point ol l;\

on ait

est, par exemple, supérieur & la moitié de son maximum : on peut écrire )Lo = \}!o—'k 5

¥, € f et nep. Appelons a la restriction & X du caractire sur G défini

R’ N
par X, et » la mesure &, y . Alors %(x):'}x(x—l) et
el 2|09 L [ 30) e
bl < S g T el Ter)
[V

N
S(y,)
0
<24 lm‘f—o’ <2 “M]i s
%)
*
en posant A = sup w('k) . I1 reste & montrer maintenant 1'existence d'une constante
Aep
B telle que
-1y
My = I(a,0a™) by <Blpall s
%)

X )
& Qo( R
B ne dépendant pas, en particulier, de A . Pour cela, il suffit de trouver, pour tout
A € P, une fonction h, appartenant & Aw (B) , telle que, pour x €K,

A
hkoo\(x) =<M,x3 , et de telle sorte que les normes | h soient borndes.

\
Lwy
Soit V un voisinage relativement compact de O dans G tel que V et K-V

soient contenus dans U et que, pour tout A €P et tout x €V, on ait
1
@/e(ﬁ)‘ ’ X)) > 5.

Posons O\(V) = Va ; on a o((K—V) = Ko\ -Vak . I1 existe, puisque W, est régulier,
une fonction non nulle ¢ dans A (H) dont la partie réelle est 2 0 , & support
o
dans V. . Appelons @ la fonction définie sur G , & support dans V , égale 2
@ oa sur U: il est clair que ® €4,(@) . Définissons 1la fonction Y, ver
’\yl(y) = ¢A,x>y 8i €KV et y=u(x), ‘igl(y) =0 si y ¢K¢\-Vd , et posons,
pour A € P,
P Sl.’l
by = §(7\5 ’
expression qui & bien un sens car, par construction @ (A)£0 si Aep,

Si y=o((x),xGK,ona

1 i
— ¢(2) ¥, (v-2) az ,
B() j"a *

d'ol, puisque la mesure de Haar se transporte par les isomorphismes locaux (& une cons-

b, (y) =
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tante multiplicative prés, que 1l'on peut ajuster),

7k(}')=‘—----£ Q(2) e, x> , ik 2y dz=<X,xy .

3 ()

I1 reste donc & montrer que les fonctions h

appartiemnent & A (H) , et que
l Q)d

leurs normes sont bornées. Or
B (=) o, (y)dy = —
jﬁ X * FIEN]

n(X -Vm)
ZE TR e () e
Roor Ja#eole o

. m(Kok =V, My ““o(

[ 860 8, oo, () &y

inf D))
xePQ( )

ce qui prouve que h_ € A (5) , et que 1'on a
A Wy

i B.

o €
A

Ceci achdve la démonstration du lemme IIT.4.5.

Passons maintenant & la démonstration du théoréme III.4.3. K, compact contenu
dans U , étant donné, on pose Ka = «(K) ; soient L un voisinage compact de K
contenu dans U, et L o« = a(L) . Supposons que L soit égal & 1'adhérence de son
intérieur : il en est de méme pour Ld , et L est de type ®w-M, de mBme que L,
est de type w, -M . Alors le lemme III.4.5. et le théordme III.2.4. montrent que les
conditions fé& Ay (L ) et feoe A, (L) sont équivalentes. La propriété b) se
déduit 1mmed1atement, par restriction, de ce qui précdde (sans hypothdse sur X ), de
méme que la propriété a) pour laquelle on utilise la régularité des algtbres A (G)
et A, (H) :si fe S, (Kd‘) , la restriction de f & L, appartient & Aud(L«)
done (f o o\)lLe AQ(L) : il existe donc g€ A (G) telle que g=f o sur L; il
suffit de voir que 1l'on peut supposer que g est & support dans K , et pour cela, il
suffit, au besoin, de multiplier g par un élément de AM(G) valant 1 sur K et

O horsde L.

Reste & montrer la propriété c). On sait (démonstration déjh faite dans le cas plus

général ol « est une application ouverte) que si X est de type w-M, K_ est de

&
type w K—M . Réciproquement, supposons K « de type u)d—M . Soit x€KXK, W un voi-

sinage de x contenu dans U ; il existe une mesure positive P portée par WN X
telle que, si P désigne la mesure image de p par 1l'application « , h €C (ﬁ) .
,\ 0\
Montrons que ; cC (G) . Il suffit de faire la demonstratlon dans les deux cas parti-
A

culiers fondamentaux. Si o< est la surjection de H sur G , quotient de H par un

A

A N A
sous-groupe compact, 1'équivalence des propriétés ,,t, €C (G) et -Eﬂ = (s) oa € Co(H)
A
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est une conséquence immédiate du fait que & est un morphisme propre surjectif. Si &

A ~ A~
est l'injection de H , sous—groupe fermé de G tel que G/ﬁ soit compact, posons

A
§ = g . § & @ est la restriction de Q au’ sous-groupe fermé ﬁ de G.T1
suffit de montrer que, pour tout ¥ € G (}2 (4+A) tend vers 0 & 1'infini lorsque

‘A parcourt H . En effet, si c'est le cas, appelons, pour tout § € el , K E(g ) 1'en-
1'ensemble des points X de ﬁ tels que ‘@ ( i+ 2 5 , £ étant un nombre positif
donné. Remarquons que § est uniformément continue sur G , & condition de choisir le
poids & continu, de sorte qu'il existe un voisinage compact a (g) de ¥ tel que
1'on ait, quel que soit X , | P (y'+A)- @(x+)\)\ £ 2 pour g' e o(y) . 11 ré-
sulte de 14 que 1'ensemble des points de € (y )+H o I Pl est = ¢ est un compact
(contenu dans Q. (g )-H{2 (5 )) Or G/'ﬁ est compact, donc G est recouvert par un
nombre fini d'ensembles de la forme n.(g )+ﬁ . On en déduit que 1l'ensemble des points

de & ob | ®l est supérieur ou égal & € est compact, donc que ¢ e Co(a) .

Nous sommes donc ramenés au probléme suivant : B étant définie comme ci-dessus,
de telle sorte que J € C (H) , montrer que, pour tout y €@, EI_>‘ eC (H) , en po-
sant Qo( (A) = §(5+.;\(7L)) pour A € i , Ou encore §i= QK o0& , avec
@‘ (X) = P(y+1), X € @ . Si nous appelons, pour ¥ fixé dans G , P la mesure
produit de }" par le caractére ¥ sur G , nous avons

A B
¥eqy - ()
M) =gy

a‘oh (90( étant la mesure image de ¥ par &« )

350 < a0 | HY

et il suffit de montrer que %5‘- = co(ﬁ) . Or, la fonction § appartient & B (G) , de
sorte que, d'aprés la partie déjh démontrée du théoréme, on peut écrire Y, =h M
avec h €A (K ) . Or, il résulte de la partie du théordme III.2.4. que l'on peut
démontrer sans hypothese particuliére sur le compact K, que he A (K o\) et

5,00
W A

9
p"‘ € Co(H) entratnent que Q— € Co(H) , et ceci achdve la démonstratlon du théordme
*
III 4.3.

Remarque III.4.6. Dans la partie b) du théordme ITI.4.2., 1'hypothdse que le morphisme
local soit ouvert est bien nécessaire. Voici un contre-exemple : soit G =R , H =1R2,
% l'injection (non ouverte) x —» (x,O) . Alors & est la surjection de 73_2 sur

TR définie par (§,m) —> % . Premons K= 0} C TR , d'oh K, = 10;::11{2
o(y) =1+15] sur® , d'oh o, (§,9) = 1+1%| . Alors K est de type ©-M mais
K4 n'est pas de type w, -M .
Pour un poids régulier, l'algdbre A (¢) est régulidre, de méme que AQ“ (5)
8i of est un germe de morphisme de G vers H . On peut donc considérer 1l'algdbre des
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germes en 0 de A Q(G) , quotient de A Q(G) par 1'idéal des éléments nuls au voi-
sinage de O . Notons AS(G) cette algdbre de germes.

g (U,a) et (v, (2;) sont deux morphismes locaux de G vers H qui coincident
sur W, voisinage de O dans G, on &, pour K compact contenu dans W et
K' = &(K) = P(K) , W étant un poids régulier sur ¢,

rea, (&) we= fea, @),

car o, = ub , et ceci entralne \

foalK=fo(&\vK€Aw(K).

D'autre part, si f et g appartiennent 2 A‘*’o( (Km) et coIncident au voisi-
nage de 0, alors f ox et g oo coIncident au voisinage de O . De sorte que nous
pouvons, en remarquant que 1l'algdbre AC:J (@) cotncide avec 1'algdbre des germes en O
des éléments de Aw(K) ot K est un voisinage compact de O dans G , énoncer le
théordme ci-dessous, qui traduit les théordmes III.4.2. et III.4.3. sous forme locale :

4 L}
THEOREME III.4.7. Soient G et H deux g.a.l.c., o un germe de morphisme de G
. ( ns A <] [}
vers H, « un poids régulier sur G . Alors § GA“’o\ (H) entratne @ oa € Aw (G) N
et ces deux conditions sont équivalentes lorsque o est un isomorphisme local.
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CHAPITRE IV

SUR LES ALGEBRES A -

Nous étudions dans ce chapitre quelques propriétés des algibres Ap B et.montrons,
en particulier, que 1l'algébre des germes en un point des fonctions de Ap est un in-
variant de la structure locale d'un groupe localement compact. Contrairement aux inva-
riants étudiés aux chapitres II et iII, ceux que nous introduisons ici concernent tous

les groupes localement compacts, abéliens ou non.

La théorie, récente, des algdbres Ap est due, en particulier, & P. EYMARD,
A, FIGA-TALAMANCA, C. HERZ, etc... Les principaux résultats actuels sont rassemblés
dens [E1] et [E2] .

Le premier paragraphe de ce chapitre est consacré au rappel des principaux faits

de la théorie des algdbres Ap que nous aurons & utiliser.

IV - 1. Les algdbres Ap(c) .
DEFINITION IV.1.1. Pour un groupe localement compact G , muni d'une mesure de Haar
4 gauche, on appelle Ap(G) 1'ensemble des fonctions f qui s'écrivent

X v
£ =/ *+h
= & ¥y
avec g & ?(q) , h € 126) ,1<p<w , %+ % =1, (in étant 1a fonction défi-

nie per b (x) = (™)) et L olglyinjy <«

THEOREME TV.1.2. Muni de la norme

@

el = =t :}1 N&alp IBgllq

(oh la borne inférieure est prise sur toutes les représentations de f de la forme

[+ o0
ZL g, * ﬁn ’ 2: “gn“p “hh“q < w ) l'ensemble AP(G) est une algébre de Banach
n=1 n=1

régulidre semi-simple pour la multiplication ordinaire, formée de fonctions continues
tendant vers O & 1'infini.

Remarque IV.1.3. Pour p=2 , A2(G) cofncide avec 1'algtbre A(G) étudide en [E3]
qui, dans le cas abélien, n'est autre que l'algdbre des transformées de Fourier des

fonctions intégrables sur le groupe dual.

DEFINITION IV.1.4. Un groupe localement compact est appelé aménable s'il possdde la
propriété suivante : pour tout compact XK de G et tout nombre positif & , il exis-
te un compact V de mesure positive tel que m(XV) £ (1+¢&)m(V) .

I1 existe de nombreuses propriétés équivalentes & 1'aménabilité. Celle que nous
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avons prise comme définition est la plus commode pour 1'usage que nous ferons de cette

notion.
Tout groupe abélien est, en particulier, aménable, de meme que tout groupe compact.

Appelons, pour 1< q < , CVq(G) 1'ensemble des opérateurs linéaires bornés
de 1%(¢) dans 13(@) qui commutent avec les translations & droite (ce sont les con-
voluteurs de 1.2(a) ). CVq(G) est un espace de Banach.

THE/OREME IV.1.5. Soit G un groupe localement compact aménable, 1 < p < o,
% + % =1 . Le dual de 1'espace de Banach Ap(G) g'identifie isométriquement & CVq(G)

par la dualité

’ = (Z!‘: x
ey =2 jG g (x) m (x) ax

®K
N - O M P 14
o TeCVq(G) et feAp(G) , f—n=1gn*hn,gn€L(G) » b€ ie) .

DéFINITION IV.1.6. Avec les notations et hypothdses du théortme IV.1.4., nous appelle-

rons topologie ultrafaible de CVq(G) la topologie faible de dualité avec AP(G) ,
CV (G A (G .
o (@1 () , 4(6)

THEOREME IV.1.7. Soient G un groupe abélien, p et r deux réels tels que
1<r<p<2 ou 2<p<r<o , Alors AZ(G) c Ap(G) c Ar(G) et les inclusions
abaissent les normes et sont d'images denses.

(Ceci résulte du théordme IV.1.5. et du théordme d'interpolation de Riesz~Thorin).

Donnons enfin, dans le cas abélien, une version précisée de 1l'existence d'une
unité approchée dans AP(G) qui est, en fait, une propriété équivalente & 1'aménabili-

té.

TH]’EORinV[E} IV.1.8. Soient G un g.a.l.c., p un réel > 1 . Considérons une base

B = {Vig ieT de voisinages de O dans a , et, pour tout i€ I , une fonction a
intégrable, & support contenu dang Vi , non négative et d'intégrale 1 ; appelons « i
la transformée de Fourier de a . Alors les o(i constituent (lorsgue I est muni de

1'ordre filtrant associé & 1'inclusion des Vi ) une unité approchée de norme < 1 dans
Ap(G) , c'est-h-dire que

Vier, x; ea(e) et hotillAp(G)u ,

Vfea (), lim ||, f=Ff =0.
P ’i€I| i llAp(c)

Pour tout i€1, o, € Ae) = A(@) < AP(G) et “"‘i\lAp(c) < ||°‘1HA2(G) =1.

Scient maintenant f € AP(G) et €>0 ., I1 existe J € A2(G) telle que
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- Qi, < % , et telle que § =2 ol g est intégrable sur G . Alors «,d -9
tend verg 0 dans A,(G) (donc dems A ) car c'est la transformée de Fourier de

(ai*g)-g qui tend vers 0 dans ! (G) . I1 existe donc j € I tel que, pour tout
1€l telque V,CV,, onait |«;Q "-”Ap(e) <§ , d'ol |{¢if-f||Ap(G) <€,

ce qui signifie que 1lim | f-fy =0,
iel 1 Ap(G)

IV - 2. Représentation intégrale d'un produit.

Considérons deux groupes localement compacts G et H , un morphisme © de G
vers H , une fonction f = « *FS sur G , une fonction @ =uxV sur H, o «
et P sont continues & supports compacts sur G, u et v continues & supports com-
pacts sur H . Alors f € Ap(G) et e AP(H) pour tout réel p > 1 et on &,

1 1
avet =+ == 1,
P q

I ﬂlAp(G) € flalp Uplg - nénAp(H) < i, fivg -

Comme .
£(x) = jc alxy) B(y) oy,
et :
(e () = J (6 (x)2) v(z) 4z ,
H
on a

[£.(3 0 6] (x) qu(xy)@(y) ay jH u(0 (x)2) v(z) az

[ a@p @) e [ w8 G2 v (x)a) ez
G H

= ' A (x) dz ,
JH z
ol 1'on a posé, pour z €H,
v
A =a *b ,
z z z
a, et b étant les fonctions continues & support compact définies sur G par
a,(x) = a(x) u(0 (x)2) ,
bz(x) = P(x) v( 6 (x)2) .
LEMME IV.2.1. Soient deux g.l.c. G et H, © un morphisme de G dans H, « et P

deux fonctions continues & supports compacts sur G , u et v deux fonctions conti-

nues & supports compacts sur H, f =« * ("; , @ =u*v. Alors, pour tout réel
p >1, la fonction f.( @ o G) appartient & AP(G) et on a
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£.(9 0b) = jHAz a

v
ol 1'intégrale est b valeurs dans .A.p(c) et A, =a «b,, & ot b Etant les
fonctions continues & supports compacts définies par

a,(x) = *(x) u(®(x)e) , b (x) = P (x) v(0(x)e) .

101
De plusg, si 5+a=1,

N£C3 o), (gy € Nl o Bl g, Hol
AP(G) (ORI RT()) Lp(H)_ nV“Lq
Compte tenu de ce qui précdde et du fait que 1l'application 2z —> Az est conti-
nue de H dans Ap(G) , i1 suffit de montrer que

IH Al 2 o Haan(G) LT llulle(H) IMq gy -

Or
J’H nAzuAp dz < jH e, vyl 42 < (jH e 02 dz) Vpuﬂ o1 d,,)1/q

(] [ orPcotenle ) (] AL SERCSRIEES

1/q

soit

jH“AzuA dz < (lea(x)l P ax jHlu(ﬁ(x)n)lp dz) Vp.(JGIp(x)lqu '—[HW(B(I)B)' qdz>1/q
* P

=\« P(c) “LP(H) "MLQ(G) “"lqu(H) ’

ce qui établit le lemme.
Ce lemme a plusieurs conséquences intéressantes.

Indiquons, ici, l'une d'entre elles, qui est, en fait, un cas particulier d'un
théortme annoncé -sans démonstration- par Carl HERZ. Il nous faut d'abord une défini-

tion.

D]éFINITION IV.2.2. Soient G un groupe localement compact, p un réel > 1 . On appel-
lera B (G) 1'algdbre de Banach des multiplicateurs de A (G) Autrement dit, une
fonctlon f définie sur G appartient 2 Bp(G) si et seulement gi fueh (G)

quelle que soit la fonction u de A (G) , et la norme de f est

I flg_ = sup ﬂ fufy .
Bp W Ap .

Ap est évidemment un idéal de Bp , fermé et plongé dans Bp isométriquement
lorsque G est aménable.
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THﬁOREBE IV.2.3. Soient G et H deux g.l.c., @ un morphisme de G dans H, p

un réel > 1 . L'application $ —> P o 0 est un homomorphisme abaissant la norme de
A (H) dans B (G) .
(&) gams 2 (0)

Remarque IV.2.4. Si G=H et si 0 est 1'application identique, ceci donne une dé-
monstration du fait que Ap(G) est une algdbre. I1 peut 8tre intéressant de remarquer
que cette démonstration -contrairement & celle, antérieure, de C.S. HERZ- ne fait pas
appel & la notion de produit tensoriel.vLes deux démonstrations sont cependant trés

proches dans leur principe.

D'autre part, on déduit aisément du théordme IV.2.3. que § —> & o O applique
Bp(H) dans BP(G) si G est aménable et Ap(H) dahs Ap(c) si O est propre.

Démontrons maintenant le théoréme IV.2.3.

Soient f € Ap(G) , o€ Ap(H) : Pour tout €> 0, il existe des suites de fonc-
tions {-xng et ’tf’n} continues & supports compacts dans G , et i”ki et {v }

continues & supports compacts dans H , telles que

el By Dol M <hl gy

n=1
£ 4
8-5 ¥ L Dol inl, € 120, o) + ¢
Alors la fonction f.(J o) s'éerit
o0
£.(ob) = n,Z;=1 Fn,le: !

Y v
avec Fn,k = (O(n * Pn) [(u.k * vk) o 9:] , et le lemme IV.2.1. montre que f.(§ o8),
somme d'une série normalement convergente dans A _(G) , appartient & A_(G) , et que sa
norme est majorée par ("fllA @ * € ).(I]Q]]A (1) * €).Comme €>0 et fe AP(G)

sont quelconques, cela signifie que J o O appartient 2 Bp(G) et que || § oO“B (0)%
P

“ Q “ Ap(H) .

IV - 3. Le théortme de localisation pour les AP .

Si K est une partie compacte d'un g.l.c. G , appelons A (x) 1'algébre des
restrictions & K des éléments de AP(G) . On peut remarquer que l'algdbre A (K) est
aussi 1'algdbre des restrictions & K des éléments de B (G)

Nous désignerons par A (G) 1'algdbre des germes en O des éléments de AP(G) ,
c'est-a-dire le quotient de A (G) per 1'idéal (non fermé si G n'est pas discret)
des éléments nuls au voisinage de 1'élément neutre e de G .
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THﬁOR:EME IV.3.1. Soient G et H deux g.l.c., (U,G) un morphisme local de G
yers H, K un compact de G contenu dans U, K' = 8(k) , p un réel supérieur

2 1 . Alors 1'application & —> ¢ o G‘K est un homomorphisme de Ap(K') dans
AP(K) . C'est un isomorphisme si (U, 8) est un isomorphisme local.

En vertu du théoréme I.2.7., il suffit d'envisager deux cas particuliers : celui
d'un morphisme global -le résultat est alors une conséquence du théoréme IV.2.3.- et

celui d'un isomorphisme local.
Commengons par dégager le lemme suivant :
LEMME IV.3.2. Soit G un g.l.c., K un compact de G, W un voisinage compact de

1'é1ément neutre. Il exigte une constante C (dé@ndant de K etde W ) telle que
toute fonction § de AP(G) 4 support dang K .g'écrive

§=E' @nv

n=1

- .
avec ‘Pn JG $ 0,2 dz (intégrale b valeurs dans Ap(G) ) et
v
@ =8 * b ,
n,z n,z n,z
o, pour tout n € WN* et tout z€G, a et b sont des fonctions conti-

n,z2 — n,s
nues 3 supports dans KW et W respectivement, telles que

2 [jG ban, ol p 2 Mg 22] < C I a

n=1

I1 existe, en effet, des fonctions « et l% , continues et & supports dans KW
v

et W respectivement, telles que la fonction f = & *ﬁ prenne sur K 1la valeur 1.

Soit alors un élément de Ap(G) 4 support dans K ; § s'éerit

el e
1]
D8

o)
v v
un-)(-vn=nz_.;.1 f(un*vn) .

i

u et Vi conEoinues 3 supports compacts, telles que (par exemple)
N
2 1l 1%l s2|l?PuAp .

n=1

D'aprés le lemme IV.2.1., on a, en posant @n = f(uz1 * }Iln) ,
v
@n = JG &5 * bn,z dz
avec
an,z(x) = d(x) un(xz)

by 5D = () v (x2) ,



56

ce qui entratne le résultat avec
C=2| .
T

Du lemme IV.3.2., on déduit immédiatement le théoréme IV.3.1. dans le cas parti-
culier d'un isomorphisme local (U, 0) : si X estun compact contenu dans U , choi-
sissons le voisinage W de 1'élément neutre de G de telle sorte que KWWW"1 soit
contenu dans U . Si on pose XK' = O(K) , W' = ©(W) , le lemme permet d'écrire toute
fonction [ de A (H) , & support dans KX'W' , comme somme d'intégrales d'éléments de
Ap(H) de la forme &t ;n,z (nheN*, zeH), L.
dans K'W'W' , bn 2 continue & support compact dans W' , avec

continue & support compact

’

-

L[] ey e, glgaz] «eo

n H

La fonction \'f1 , qui vaut fo® sur U, O hors de U, s'éerit alors
®
v
[‘[H (cn,z * dn,z) dz ]

2

Tf1 =L
n=1

ol cn,z = an,z 08 sur U, O ailleurs et dn,z = bn,z ob sur U, O ailleurs,

et J, appertient 2 Ap(G) car
(-]
0 .
3:1 [ jH “cn,zlp“dn,z“q dz} < .,

Tout ceci résulte du fait (voir [B] , corollaire de la proposition 9, chap. VII, § 1)
qu'un isomorphisme local transforme la restriction & un ouvert d'une mesure de Haar en
la restriction 3 un ouvert d'une mesure de Haar, donc respecte, en particulier (i une
constente pr2s), les normes dans P et 12 et les convolutions de fonctions & sup~
ports assez petits.

Le théordme IV.3.1. est donc ainsi établi, car A(K) est aussi 1'algdbre des
restrictions & K des éléments de AP(G) 4 supports dans KW .

Ce résultat se traduit également en termes de germes de morphismes et de germes
d'éléments des algtbres Ap :
THEOREME IV.3.3. Soient G et H deux g.l.c., o un germe de morphisme de G yers

H, p unréel >1 . Alors, 1'application § —> o « est un homomorphisme de
Ap o(H) dans Ap o(G) . C'est un isomorphisme lorsque o est un germe d'isomorphisme
’ ?

local.

Ceci se déduit immédiatement du théordme IV.3.1.
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IV - 4. Un_théoréme sur les multiplicateurs.
Dans le cas desgroupes aménables, le théoréme IV.1.5., qui exprime la dualité

entre Ap et 1'espace des convoluteurs de P , conduit & penser que la théorie des
algtbres A_ doit domner des résultats sur les convoluteurs, donc sur les multipli-

cateurs de r LP dans le cas abélien.

Nous allons précisément donner ici des résultats sur les multiplicateurs. Il
s'agit d'une généralisétion de certains résultats dfis & K. de LEEUW (DL). Notons que
No¥1 LOHOUE a obtenu, indépendamment et simultanément, des résultats voisins de ceux

qui sont présentés ici.

Soit G un g.a.l.c. Nous désignerons par Mp(G) 1'algébre de Banach des mul=-
tiplicateurs de (% Lp)(G) , c'egt-a-dire 1l'algtbre des transformées de Fourier des
convoluteurs de Lp(a) . Autrement d_it, Q appartient &3 M (G) gi et seulement si
pour toute fonction a dans Lp(a) , il existe b € IP(8) telle que b= D43 . Rem
marquons que Mp(G) est formé d'éléments de L°(G) , donc en particulier de classes

de fonctions définies localement presque partout, localement intégrables.

Si @ et H sont deux g.a.l.c., o un morphisme de G dans H, § un élément
de MP(H) , on ne peut, en génézf&l, considérer la fonction composée § ox , car
1'égalité localement presque partout de J et ¢ sur H n'entratne 1'égalité locale=~
ment presque partout de P o et Yok sur G que si 1l'image réciproque par
d'une partie localement négligeable de H est une partie localement négligeable de

G . C'est le cas gi et seulement si le morphisme ot est ouvert.

Soient G et H deux g.a.l.c., o un morphisme de G dens H , {Vi,ai} ieT

1'ensemble des couples formés de voisinages de O dans H , Vi , constituant une
base de voisinages de 0 , et de fonctions nm négatives intégrables 8, d'intégrale
1, a étant & support dans Vi . L'ensemble des indices I est muni de 1l'ordre fil-
trant défini par i 2 J si et seulement si Vi < Vj .

Ceci étant, 1'application f —> Qi(f 0A) est (théortme IV.2.3.) une applica-
tion linéaire L, de A (C:) dans A _(B) de norme inférieure ou égale & 1 , pour
tout réel q > 1 . Soit P €M (H) , avec 1, :—1 =1: § est transformé de Fourier
d'un convoluteur T de CV (ﬁ . Appelons Ti l'image de T par tLi , application

AN,
. . i . A .
lindaire transposée de Li i Ti € C’VP(G) s |l TiuC'Vp(a) < |[ T“CVP(H) , et Ti est défini
par <T,,f 5 = ¢ T,ai(f 0d) > .

Y
Prenons, pour f , élément de Aq(G) , la transformée de Fourier d'une fonction
F intégrable sur G , et appelons Yi 1'é1ément de Mp(G) , transformé de Fourier
de Ti . On a alors

<Tf s = quriF .
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Si nous désignons par pF la mesure bornée sur H , image par o de la mesure
sur G de densité F, ai(f oc’x\) est la transformée de Fourier de la fonction som=

mable sur H 8 * PF,etona‘

«mE(rod)> = [ oy x g

d'olt
\fG ¥t SH $lag » pp) -

La famille {T } je1 est bornée dans CV (G) , donc ad.met wne valeur d'adhérence
U pour la topologie faible de dual de A (c) Appelons [ 1'élément de Mp(G) tel
que TLI' = U Pour toute fonetion integra‘ble F sur G, il existe une base de voisi-

nages {Vi} 1e J(F) extraite de {V.} telle que

i€l
JG?F 1€J(F)J Blog ) -

TEéORJ“JME IV.4.1. Soient G et H deux g.a.l.c., « un morphisme ouvert de G dans
"H . Alors § —> & o« est, pour tout réel p >1 , une application de Mp(H) dans
Mp(G) .

@ —> @ oo est bien définie de M _(H) dans L*°(G) , car si E est une
partie localement négligeable de H , o(-1(E est localement négligeable dans G : il
est aisé de vérifier que, pour un morphisme de groupes localement compacts, cette con=
dition équivaut & dire que le morphisme est ouvert.

Dens ces conditions, si F est une fonction intégrable sur G, j F possdde
une densité F par rapport & la mesure de Haar de H (il suffit de le vérifier en
supposant F > O . Si ce n'était pas le cas, il existerait une partie borélienne A
de H , négligeable, telle que p-F(A) > 0 ; alors J‘a_1 )

ce qui est impossible p'uisque o(—1 (A) eat localement négligea‘ble). On a donc, en po-
sant F, =a. *xF_,
i i 0

«Ic y,F = JH§Fi .

Or, on sait que, lorsque V parcourt une base de voisinages de 0 dans H ,

F, converge vers F_ dans L (H) C'est vrai en particulier pour la base
{vifieJ(F) et on a

JG‘IF- ua [ pr, = jH @Fosjg(§o“)F,

ieJ(F)

F= pF(A) gerait positif,

ce qui montre que Y =. @ 0 & localement presque partout, puisque F est un élément
. 1
arbitraire de L (G) .

Le théoréme IV.4.1. est donc ainsi démontré.
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Remarquons que ce théordme peut également s'établir & partir des deux faits sui-
vants : o est ouvert si et seulement si X est propre (lemme IIT.4.4.) et
f - fo& applique A (G) dans A (H) -et non seulement dans B (H)- lorsque Ot
est un morphisme propre de H dens & (remarque Iv.2.4. ), ce qui permet d'éviter le

passage & la limite selon l'ensemble I .

Dans le cas d'un morphisme ¢ non ouvert, on ne peut évidemment avoir le méme ré-
sultat, puisque, de toute manidre, H ox , pour P < Mp(H) , ne serait pas un élé=
ment bien défini de L°°(G) .

Pour une base de voisinages {Vi} de O dans H et des fonctions a, > o,

iel
intégrables et d'intégrale 1 & supports dans Vi , et pour une fonction localement

intégrable § sur H , nous appellerons point.de Lebesgue de 9 relativement & la fa-

mille (V ,a) iel tout point x de H tel quej @(x+y) ai(y) dy ait une 1li-
°H

mite lorsque i parcourt l'ensemble ordonné filtrant I . Nous noterons

B(Q,(Vyoay)ser
ensemble par la limite précédente. Notons encore E ( o} ) 1'ensemble des points ol

ie I)
quels que soient les voisinages de 0 , Vi , et les fonctions ai , et que @ Q 1

) 1'ensemble de ces points, et @ 1 la fonction définie sur cet
D est continue, et remarquons que E (§ ) est contenu dans E(Q , (V a8y ).

sur Ec( Q) . Dlailleurs, = 9 , localement presque partout sur
E(3,(v8); ) -
THEOREME IV.4.2. Soient H un g.a.l.c., p unréel >1 , § un élément de M (H) ,

tVidier r %) 1e1 0 Ec(@ VY, ,(Vi,a )161) , @1 définis comme c1-dessus
Soient encore G un g.a.l.c. et o« un morphisme de G dans H .

Alors la fonction ¢ o & cofncide sur o [_Ec( Q )] avec un é1ément de Mp(G).

Si H est métrisable, @1 oo cofncide sur o [E(@ (V ,8, )1eI)] avec un
é1ément de MP(G) .

. 1 - .
Soient, en effet, Fe L (G) , et une base de voisinages {Vi} i GJ(F) extraite

de 1V } s dénombrable si H est métrisable, telle que, ¥ désignant le multi-

icI’?
plicateur transformé de Fourier du convoluteur U € CV (G) , valeur d'adhérence ultra=

faible de la famille {Tl 3

ieT”’
IG &= ieli'?l“) LlH D-(og v o) -
Or, on a
[, B6e % @) ax = jH 3,(x) apg(x)
en posant

OENIECORCES
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Si on choisit F & support.compact dans o [2(® ’(Vi’ai)ie I)] , on peut
conclure grice au théoréme de convergence dominée de Lebesgue dans le cas ol on & une
suite de fonctions § 4 7 et si F est d support compact dens o« [EC(Q Y] s on
conclut en utilisant la convergence, uniforme sur le support de F , de § ; vers
@1 = (D ; dans un cas comme dans l'autre, on &

YFP= lim 3, app= | B8 =j(§ o )F,
jc sea(m) Ju PR T Jg B ¢
ce qui entratne que ¥ = Q1 0 & sur 1'un ou l'autre des ensembles indiqués dans
1'énoncé du théordme.

Nous pouvons enfin indiquer, en vue d'applications du théortme IV.4.2., un résul-
tat qui généralise la situation bien connue lorsque 1l'on prend sur ‘an la base de

voisinages de 0 formée de boules ouvertes de centre O .

TEE/ORﬁME Iv.4.3. Soit G un g.a.l.c., {Vig je7 une base de voisinages compacts
de O telle que

i) il existe une constante k >0 telle que, pour tout ieI,
w(V, +V, + 7, -V, = V,) = kn(v,) ;
ii) pour toute partie J de I , il existe io € J tel que, pour tout i&€J,

on ait Vic’\l':.L + V., .
o o

Alors, gour toute fonction Q localement intégrable, les fonctions Tj{ définies
par qf (x) = -W—’- j @(x+y) dy convergent localement presque partout vers §

lorsque Vi tend vers O

Pour établir ce théordme -dont nous ne donnons pas ici la démonstration ‘oompléte-,
il suffit d'adapter la démonstration du cas classique de ﬁn (telle qu'elle est
domnée, par exemple, dans [S] ) en introduisant un lemme du type de Vitali et ume

notion de fonction maximale associée aux {Vi $ jeT *
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CHAPITRE V

FONCTIONS RADIALES SUR LES GROUPES ABRLIENS LOCALEMENT COMPACTS TOTALEMENT DISCONTINUS.

Nous étudions ici une notion de fonction radiale sur les g.a.l.c. totalement dis-
continus. Nous caractérisons les fonctions radiales qui appartiennent & divers enseme
bles (algdbres Ap , espaces FFLP et M_) ce qui nous permettra, au chapitre VI, de

distinguer par les algdbres de germes Ap (étudides au chapitre IV) les groupes
’

0
totalement discontinus parmi tous les g.a.l.c.

V - 1. Définitions et notations.

Parmi les groupes abéliens localement compacts, nous considérons ceux qui possd-
dent 1'une ou 1l'autre des propriétés (P1) et ‘(Pz) ci-degssous :

(P1) il existe une suite strictement décroissante {Gh§ nel (I=WN, =N ou
Z) de sous-groupes ouverts, tels que Gn+1 soit d'indice fini dans Gn pour tout n
(n#g0 si T=-N);

(P2) méme condition que (P1) , les sous-groupes Gh étant de plus compacts et

tels que leur intersection soit {0} et leur réunion G .

Pour un groupe G satisfaisant & (P1) ou & (P2) , nous considérerons toujours
-sans le préciser chaque fois- des suites de sous-groupes ayant les propriétés exigées

en (P1) et (P2) . Nous appellerons encore de telles suites des suites adaptées.

Les groupes qui vérifient (P2) sont les groupes abéliens infinis localement
compacts totalement discontinus métrisables et dénombrables & 1'infini qui ont un sous-
groupe ouvert compact tel que le quotient soit (discret) de torsion. Ce sont

i) 1les groupes discrets dénombrables de torsion si I =- IN ;

ii) 1les groupes compacts métrisables infinis totalement discontinus si I = IN ;
iii) des groupes localement compacts, ni discrets ni compacts, totalement discon-
tinus si I = Z . Par exemple, les groupes additifs de nombres p-adiques sont de ce
type.

Parmi les groupes qui vérifient (P1) , figurent ceux qui vérifient (P2) . On
peut remarquer que tout groupe discret infini vérifie (P1) . De plus, tout groupe
dont un sous-groupe ouvert ou un groupe-quotient vérifie (P1) ,vérifie lui-méme cette
propriété.

DEFINITION V.1.1. Soient G un g.a.l.c. vérifiant (p) et $€,} une suite adaptée
de sous-groupes. On appelle couronne toute partie de G de la forme Gn\Gn+

1
DEFINITION V.1.2. Une fonction f définie sur un groupe vérifiant (P2) est dite

radiale si elle est constante sur chaque couronne.

DEFINITION V.1.3. Une fomction f définie sur un groupe vérifiant (P2) est dite
quasi-radiale si, pour tout n € I (n#o0 si I=-iN ) , elle est constante sur
toute classe de G dans G\G .

—_————— n+l —— n n+l
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Nous considérerons désormais, jusqu'au paragraphe V.4. inclus, un groupe G véri-

fiant (P2) , et une suite adaptée [Gns de sous-groupes. Le dual de G sera

nel
désigné par I, Pn étant le sous-groupe de I' orthogonal de G!1 . Nous munissons G
et T' des mesures de Haar pour lesquelles Go et I‘o ont pour mesure 1 ; la
mesure de Tn sera désignée par in et celle de Gn sera alors ]-.1- . Notons que
n

i, est, si n est positif, 1'indice de Gn dans Go et celui de l‘o jans I‘n
et que IL est, si n est négatif, 1'indice de Go dans Gn et celui de T

n
=
1

dans
0"
Vo as . . . -
Nous appellerons kn 1'indice de Gn +1 dans Gn , qui est aussi celui de T' n

- o0 . .
dans Ln+1 : c'est un entier 22 et on a i

= kn in .

Remarquons que I' vérifie la propriété (P2) , & ceci prds que la suite adaptée
{Tn} est croissante au lieu d'8tre décroissante. Nous appellerons encore fonction
radiale (resp. quasi-radiale) sur [ une fonction constante sur tout ensemble de la

ind ™ -
forme T 1,1“_1\ 'l‘n (resp. sur toute classe de Tn dans L 1_1_'_1\ Ln )

V = 2. Transformées de Fourier radiales.

Soient A et B deux groupes vérifiant (P2) , avec des suites adaptées respec-
tives {Ang nEIN (A est compac‘t) et {Bn} ne — N (B est discret de torsion). Alors

G = AXB vérifie (P2) avec la suite adaptée {an définie par

ne€ «
Gn=Aan°=Anx{OB} si n=0
G =A xB =AXB si n=<0.
n o n n

A N
Soient maintenant I"‘1 et F2 des fonctions définies sur A et B respective-

N
ment. Définissons F1' et F) sur ix3 par

Fi(y,2) =F(y)
et
Fi(y,}) = F(R) siy=0
=0 513’740.

Soit o un réel tel que 1<« <2 . Les conditions F, € L%(A) et 7! e 1% (K x3B)

. A
sont équivalentes, de mBme que les conditions F2 e (ﬁ) et Fé € L'x (K XB) . Sup-
posons réalisées ces conditions, et soient f1 = ?1 et f2 € }/3‘\2 . Si on définit, sur

AXB , f1' et fé par

f{(x,y) = f1(x) si y=0
=0 si y#0
et
£3(x,5) = £,(y) ,
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A
]

A
on voit que f1‘ = F1 et fé =F .

2
Si on désigne par FL*(G) 1'espace des fonctions sur G qui sont transformées de

Fourier d'éléments de L% (6) , on obtient le résultat suivant :

Soient f1 une fonction radiale sur A , valant u, sur An\An+1 (ne W), f2 une
-fonction radiale sur B valant v, sur Bn\ Bn+1 (ne - N* ). Définissons sur AXB
les fonctions radiales f1' et fé ¢ qui valent respectivement a, et 'bn sur

G\G (ne z) avec

n n+l
a =u si n=20
n n
=0 si n<?oO
et
bn=f2(0) si n20
=V si n< 0.
n

Alors f, € FL*(A) si et seulement si f1e FL*(AxB) et f, € F1*(B) et
et seulement si fé € (J“La (AXB) .

Cette remarque nous permettra, pour 1'étude des éléments de FL* (G) , et, en
particulier, des éléments radiaux, de ne considérer que des groupes G ayant une suite

adaptée de sous-groupes indexée par Z .

Appelons opérateur de radialisation sur un groupe G qui vérifie (P2) (ou dont
le dual vérifie (Pz)) 1'application &‘G qui, & toute fonction f localement somma-
ble, associe la fonction radiale dont la valeur sur toute couronne est égale & la

moyenne de f sur cette couronne.

Soit G un groupe vérifiant (P2) , T' son dual. Appelons o(n la fonction ca-
2. ] A
ractéristique de Gn , Pn celle de I'n (nez).ona (?:n =

i
n n
Soit F une fonction localement intégrable sur T' . Appelons bn la moyenne de

Fosur T_NT : gp { est la suite des valeurs de R F .
n+1 n n T

’ \ X
THEOREME V.2.1. 1°) Soit o > 1 . Alors (Rr applique L* (T ) dens 1%(T ) en
abaissant la norme.
20) 5i 1€« €2, ona, pour Fe 1°(T),
N A
(@ZFF) = lRGF.
Ona, si FelL*(T),

“@‘I‘F":: = ng';‘ (in+1-in)'bn‘q :

+==1 81 a>1,

S1=

Or, en posant

>l
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1
1 -
b & lFld -1 )P
nl ! ‘anﬂ n+1 " n (II'n+1\ T, )
d'ol
. o o
ig=i)e, 7 < _Irl
‘[Tn-n\ rn

(ce qui se vérifie également, directement, lorsque o =1 ), et on a bien

imi =||® (F* =|r®
né“a 5 )‘b ‘ I F"“ nez I'n_‘_1\I‘nF “Fu“

La premidre partie du théordme est donc démontrée. Pour la deuxidme partie, appelons f
la transformée de Fourier de F , a, la moyenne de f sur G \G 10 B la moyenne
de f sur Gn . On vérifie directement (c est un cas part:.cul:.er de la formule somma-
toire de Poisson) que

mn:sj F,
T

n

-1 i i
we(trnm) e fmm (@l )
n n+1 G\ Gn+1 n+1" n \'n I‘n n+l JT "

n

d'ol

Si, de méme, a1'1 est la moyenne de (@. F)A sur G\G 4o one

al _in 1n+1
n""——

1

n+1 e

d'oh a' =2 puisquej F=j &F,nez.
n n T T T

Le théortme est donc entidrement démontré si on remarque que la transformée de
Fourier d'une fonction radiale est radiale : c'est évident pour les fonctions radiales
ne prenant qu'un nombre fini de valeurs non nulles (combinaisons linéaires finies de
fonctions caractéristiques de sous-groupes ouverts compacts), et c'est vrai pour toute
fonction radiale de L(T) (1<« £2) qui s'approche par des fonctions du type
ci-dessus.

Soit maintenant Fe& L™ (I') , 1$®<£2 , une fonction radiale prenant les va-
leurs bn sur Tn+1\ Tn . Sa transformée de Fourier f est radiale sur G , et nous
P 1.1 R )
appelons an sa valeur sur Gn\ Gn+1 . Comme f el (G) s = +oT =1 si a>1, et
tend vers O & 1'infini si & =1 , on voit aisément que

lim a =0,
n-» =
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de méme que

lim b _=0.
n->+w©

SN b (poq-Py) » f= 2 e (o -x_ ).

T+l
nez nez n n

Comme F’n = ino(n , Oona

£= 24 b (i (Xl k), F= 2 a Pﬁ-ﬁ’ﬁ)

17 I
nez ° mHl ndl non nez n n TnH

ce qui donne, en calculant les valeurs sur les Eiiverses ‘couronnes,

o =-ib + 2 (4 -i)v ,
n nn p<n p+1 p° P

a

b o=+ O (11_;11_)3 ,
n+1  p>n P p+l P

les séries étant absolument convergentes puisque f et F sont localement intégrables,

propriété qui permet encore d'écrire

" 3—81
a=-2_\(b_b )i ,b=2_s B T ol
n p p1"7p

i
p&n p>n P
Or, les relations ci-dessus entre deux suites {an} nex et ibn} nez sont
équivalentes si on suppose que lim a =0 et lim bn =0 et que les
n-p = n—y +c@

séries sont convergentes : supposons, en effet, par exemple, la réciproque étant exac-

tement semblable, que an soit donné par la relation

by
a == L (bp—bp_1

Yi .
pen P

On en déduit

e (bn—1-bn) i

d'ol, puisque lim b =0,

n-=» +w n
a -a
b o= O =t
n . 1
p>n P

De 14, résulte que, pour une fonction radiale f localement intégrable sur G ,

prenant sur G \G la valeur & , les conditions
n n+l n

£ e F1*'(e) (1<as2)
et

(1) lim a_ =0
N - =W n
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a-a1°‘
2“_\_&1;1'-_“,0

P>n P

@ X i

nez n

sont équivalentes.

En effet, si on pose

a_-a
N 1
p o= Jy 2P

" opan p
!
(2) exprime que 2_\ i Ib 1,4 = Z. i 1lb \a( est fini, ce qui signifie que la
nez nin= nezz n+lln

fonction radiale F sur [' définie par les valeurs bn appartient 2 L°(( ") . or,
la condition (1) entratne, d'aprés ce que noué venons de voir, que F a pour trans-

formée de Fourier f .

THEOREME V.2.2. Soit G un g.a.l.c. vérifiant (P2) , une suite adaptée de sous-

groupes {Gn} necyz * e fonction radiale f sur G , valant a sur Gn\ Gn+1 ,

10) pour 1<¢d <2, f appartient 1> (@) si et seulement si

(1) 1im a =0
n-p» =co n
et o
. a -a
(3 5 lpqp:ﬂ <@ ;
pez ip ’

20) pour 1< <2, f appartient 3 O"L*(G) si et seulement si
a |%
4 A 1% < 0,

P
pez i

Remarquons que, pour « = 1 , 1la condition (3) gignifie que la suite {an3 est

4 variation bornée, et que, pour & = 2 , (4) exprime que f appartient 2 LZ(G) .
Montrons d'abord la premitre partie du théoréme, c'ést-d-~dire que
(1) et (2) &= (1) et (3).

Posons, pour tout n ,

1
N &8 =-a a =8 -
1 1 1 . AR
b = P _?_,12‘_ =T L —~2 = . L7 e,
p2n P n p2n T k

n<jep
ce qui permet d'écrire la relation (2) sous la forme

(5) L \cn\"‘ <o ,

ne-z

a_-a
e =f N PPt
n p2n TT k:j

n<j<p

avec
-1

O TN



ou encore

(6) o, = & —s

d
pzn('l_l" k.)

*
n<jep Y
ol on a posé 1
5~ 1
dn = 1n (an-an_1)

ce qui permet d'éerire (3) sous la forme équivalente
M AP <o .
ne z :

I1 s'agit de démontrer maintenant que

(1) et (5) &= (1) et (7),

étant 1iés par la relation (6).
or, (6) entratne que

les ¢ et d
n n

c

n+1
=t
&

k
n

done (5) implique (7) d'aprds 1'inégalité de Minkowski.
Récipxﬁquement, supposons (7)

-

AN ldn]o‘ < @ . Pour prouver (5), il suffit de
ne z
prouver que 2 cx'xd < , OLona

. d ' . |d|
‘nhp%n_;ljj:_ky L o2

£ = cr'l ;
& P2n 2a(P-n)

or, la suite {cr'l_} s'obtient en convolant la suite de puissance o -=idme sommable

2]

H dn“ avec la suite sommable qui vaut 2* pour n<£0 et O pour n > O, donc
oma b cl'l"‘ < .

La premidre partie du théoréme est donc établie.

Pour prouver la deuxidme partie, posons
X
La condition (4) est alors équivalente &
N A
(8) 2 leg|” < @
et il s'agit de prouver que

(1) et (7) &= (8).



Supposons (8) : lim ‘e =0, ce qui entraine (1) car lim i =0.

n n
Ny =0 Nep ~co
D'autre part, on a
1
;-1
d =e -k

n n -1 n-1 ’
-ce qui montre que (8) implique (7)

Réciproquement, montrons que (1) et (7) impliquent (8)
La relation (1) permet d'éerire
a = ), (a-a .Y,
n p=n P Pl
d'ol
d
e = Z; __._p__..T
n psn( TT kj>1 -

p<i<n

et il suffit de montrer que (7) implique

21» 'e'|°‘<oo,
ne z n
ol 1'on a \d‘ ‘d\
|enl < 2 T < "
n n<yp TTk)1——.
J a

psj<n

p<n (1 - =)(n-p) T
2

Or, la suite {er'lg s'obtient en convolant la suite de puissance o -itme somma-
n
) . R 1
ble {(dnU. avec la suite sommable qui vaut <T—T> pour n2 0, et O pour

2 o

n <0 . On a donc bien

Blogt « Dotc

Ceci démontre bien le théoréme V.2.2,

Remarque V.2.3. L'hypothése o £2 n'intervient pas explicitement dans la démonstra-
tion précédente. Sa seule utilité est d'assurer, pour Fe L% ( I" ) , 1l'existence

d'une fonction sur G qui en soit la transformée de Fourier. Or, elle n'est pas néces—
saire. On peut montrer facilement que, m#me pour « > 2 , une fonction radiale F qui
appartient & L*(T) posséde une transformée de Fourier f , et qu'une condition né-

cessaire et suffisante sur les valeurs &, d'une fonction radiale f sur G pour que

a &

A

f=F,FeL¥(T) estla condition (4) : 2. J—z—\l- < co . Ceci peut d'ailleurs
nez in-

se déduire du résultat connu pour o« < 2 en utilisant la dualité.

Dans le mBme ordre d'idées, un argument de dualité permet, & partir de la carac-
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térisation des éléments radiaux de A(G) , de caractériser les pseudo-mesures radiales
sur G (une pseudo-mesure radiale sur G est une pseudo-mesure qui s'annule sur toute
@ € A(G) telle que (28 ¢ ® =0). on voit aisément que ce sont des fonctions radia-
les et qu'une fonction radiale sur G , valant an sur Gn\ Gn+1 , est une pseudo-me-

A a
sure si et seulement si les sommes 2_\ — sont borndes lorsque A et B par-

courent Z . A<ns<B'n

V - 3. Multiplicateurs radiaux sur les groupes de type (P2) .

Soit G un g.a.l.c. vérifiant (P2) . Nous désignons, comme au chapitre précé-

dent, par Mo( (G) 1'espace des multiplicateurs de CJTLa(G) , pour leas2,

I1 résulte du théordme V.2.2. que l'espace des multiplicateurs des éléments ra-
disux de & LX (@) se compose des fonctions radiales bornées. Cet espace contient
évidemment le sous-espace des éléments radiaux de My (@) . I1 est remarquable qu'il

ne contienne rien d'autre.

THEOREME V.3.1. Pour qu'une fonction radiale f sur un g.a.l.c. G vérifiant (2,)

eppartienne b M (6) , 1« ¢ <2, il faut et il suffit qu'elle soit borne, et il
existe alors une constante K telle que [ff, < K |if|

Comme on a Md (G) (=} MZ(G) = 1% (G) , la condition est bien nécessaire.

Pour montrer qu'elle est suffisante, nous allons adapter & la situation présente
une idée classique dans le cas des groupes TRn (voir [CZ] ou [S] , chap. II). Le

fait de travailler dans un groupe totalement discontinu simplifie la technique.

Ici encore, il suffit de raisonner sur des groupes G qui possédent une suite

adaptée {Gn } , avec I = Z . Si on considére, en effet, que tout groupe véri-

nel
fiant (P2) qui est soit compact, soit discret, est un facteur direct d'un groupe

vérifiant (P2) avec I = Z , il suffit, pour établir le théoréme V.3.1. dans le cas
général, de 1'établir pour I = Z puis d'en déduire le cas général par application des

théortmes IV.4.1. et IV.4.2.

L'idée de Calderon et Zygmund est d'étudier une fonction sur des cubes de TRn
de plus en plus petits, se déduisant les uns des autres par dichotomie. Ici, les cubes
qui constituent le pavage de Tﬁn seront remplacés par des classes dans I' selon les

divers sous-groupes Tn , ou des réunions de telles classes.

Soit donc G un g.a.l.c. vérifiant (P2) , une suite adaptée {Gn} nez de sous=-
groupes ouverts et compacts, I' le dual de G , Pn 1'orthogonal dans T’ de G .

n
Rappelons que les Fn sont ouverts et compacts et que UT'n =T, N Tn = {0} .

Nous définissons une famille @ de parties ouvertes et compactes de T': ¢} con-

tient d'abord toutes les classes dans T' des sous-groupes Tn . Si 1'indice kn de
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I'n dans I‘n

T
n+l
chacune des parties obtenues est partagée de la méme manidre, et ainsi de suite jusqu'a

est > 3, on partage [ n en deux réunions de classes dans

+1 +1
de ‘[‘n , comportant & une unité prés le m8me nombre de classes de I‘n ; puis

ce qu'on obtienne toutes les classes de I‘n dans I‘n+1 .

On transfeére par transla-
tion cette famille de parties de Pn+1 4 toutes les classes de T a4y dens T.la

famille Q est constituée des parties de f‘n et de leurs translatées, obtenues 3

+1

chaque stade du découpage de I N ét ceci pour toutes les valeurs de n .

n+l
Si Q appartient & @ , soit Q' 1'un des deux‘ensembles de @ provenant du
partage de Q : il se peut que ces deux ensembles n'aient pas la m@me mesure, mais on

a, dans tous les cas,
3 u(Q) < u(@") < 3 a(Q) .

LEMME V.3.2. Soient Q un ensemble-de la famille ® , y et 2z deux points de Q,

x un point de [’ n'appartenant pas & Q . Alors =x-y et x~-z appartiennent & la
méme couromne de ['.

I1 existe un indice n bien déterminé tel que Q soit une réunion de classes de
['n contenue dans une classe de I’ 4l ° Appelons r 1le plus petit indice tel que
Q et x soient contenus dans la mme classe de I 41 Si r>n, x=y et x-z
appartiennent & I o I‘r .8 r=n, x-y et x-z appartiennent 3 [ att » €t il
s'agit de voir qu'ils n'appartiennent pas & I'n : cela résulte du fait que Q , réu~
nion de classes de I"n , est tel que Q + l"n =Q, et que 1'on a pris x extérieur

4 Q.

Pour prouver le théordme V.3.1., considérons, pour commencer, une fonction radiale
bornée M , appartenant & L2(G) et appelons K sa transformée de Fourier qui appar-
tient & L2( T).n s'agit de montrer que, pour 1< x <2, la convolution par X
applique L*(T ) dans 1L*(T) .

D'aprés le théordéme d'interpolation de Marcinkiewicz (voir, par exemple, [Z] ,
chap. 12), il suffit de voir que la convolution par K applique L dans L , et
applique faiblement L1 dans L1 . Plus précisément, s'il existe deux constantes A
et A, telles que 1'on ait, pour toute f & L1( r)n L2( ),

IE * £, < Al

A
1
n(By f,a)5 = Il pour tout a>o0

1

et

(ol EK % f.a désigne 1'ensemble des points ob (K # f| est >a ), alors pour tout «
i
tel que 1<kx2 et toute f€ L?( T), K#*f sera définie et telle que

LK * fly € & |fllg



T

o A o est une constante dépendant uniquement de A1 » A, et & et dont il nous

suffit de savoir qu'elle reste bornée lorsque A1 et A, restent bornés.

L'hypothdse que M est bornée entratne que, pour f € L2( '), 1K+ f, ¢
AslEl, 5 avee A, = M)y . Pour montrer la propriété de type L1—fai‘b1e, nous suivons,

en l'adaptant, la méthode de Calderon et Zygmund.

LEMME V.3.3. 'Soient F une fonction sommable sur ', a un nombre positif. Il exis-
te deux parties P et R de T' telles que
i) T =PUR,PONR=F;
ii) IFl £ a presque partout sur P ;
iii) R= () Q’k , les Q‘k étant des ensembles deux & deux disjoints appartenant

3 la famil1e¥§"™ tels que 1'on ait pour tout k

1
a(n—lr@ J‘Qk (Fl 23

(RN
d'ol, en particulier, m(R) < -

I1 existe, en effet, un indice n, tel que, si Q désigne 1'une quelconque des

classes de I'n dans T,
0

H%T JQlFlSa.

Considérons 1l'une, Q , des classes de ['n dans T : partageons Q en deux
(<]
parties selon le processus de construction de @ , et désignons par Q' 1'une des par—

ties obtenues. Si
! |
Fl< a
m(Q') JQ' ’

on répéte sur Q' 1'opération de partage, et on continue, pour chaque partie obtenue,
tant que c'est possible. On s'arr8te lorsque l'on obtient une partie Q" pour laquelle
1'inégalité ci-dessus soit en défaut, c'est-i-dire sur laquelle la moyenne de | Fl
soit >a . Une telle partie Q" provient par un partage d'une partie Qo bien déter-
minée appartenant & @ , et on a
1 m(Qo) 1
8 < zromy JQ"IF‘Ii Ty Iy . IFl £ 3a .

()
Appelons R 1la réunion de toutes les parties Q" du type ci-dessus, numérotées
arbitrairement, et soit P 1le complémentaire de R .

Soit x wun point de P ; considérons les éléments de @ qui contiennent x , en

particulier les classes x + E'n : on a, pour tout n ,



T2

1
H-lﬁ'-_;).j \F‘ <a.

X+
Tn

. . 1 1
Or, la suite des fonctions Fn = m-(f‘_n'f XI' * F converge vers F dans L (T )

lorsque -n tend vers 1'infini, donc une suite extraite de la suite tF ¢ converge
vers F presque partout. Comme on & sur P 1'inégalité [Fn\ < a, il en résulte que
IF| ¢ a presque partout sur P .
Pour étudier le produit de convolution K % F , on décompose F en une somme de
deux fonctions :
F= @ + \P‘ ’
P(x) =F(z) si ze€pP,

@(x)=5(g§7quﬁ‘ si xeq .

On a donc
¥ =0 sur P
f Y =0 pour tout Q  figurant dans R .

Nous cherchons & évaluer la mesure de l'ensemble des points ot K x F  dépasse

une valeur donnée. Remarquons que

m(EK * F,25) € m(EK * Q ,a) + m(EX * g ,a) *
or §eL2(P) , car

k&l@ﬁ=[;@ﬁ+jgéﬁ,

et .
2 -
jp@)<ajgm\ LU
2_» 1 2 2 -
le@l =% m(%)[mfgk Fl <9a° u(R) =9 afF], ,
d'ol
133 < 10 allr),
et -

) 1/2
Ik @, < Croapey )2 )y
d'oh 1'on déduit aisément que
2
. 1o,
m(EK *»® ,a) =3 I F“1 :

'Etudions maintenant K * § .

Pour x€P, ona
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* v = A f K(x-y) ¥ (v) ay
k Y0

et, d'aprés le lemme V.3.2., x-y reste dans une couronne fixe lorsque y parcourt
Q‘k . Comme f ¥ =0 et que K est radiale, on voit ainsi que X * Y s'annule

sur P .

Par conséquent,
’ 1
m(E ¥ ,a) < n(R) « |, .

On obtient donc finalement que

101M2 + 1
(B 4 p,20) < =— %, »

ce qui montre que F —> K * F est un opérateur de type L1-L1 faible, avec une

constante A1 majorée par 20 || Mlii+ 2.

Le théordme de Marcinkiewicz montre alors que F —<> K * F est un opérateur con-
timi de L*(T ) (12d4=<2), dont la norme est bornée lorsque || Mil est borné
A
(rappelons que K =M ).

Pour achever la démonstration du théordme V.3.1., il faut s'affranchir de la con-
dition M e L2(G) . Soit donec M une fonction radiale bornée. Considérons, pour tout
entier positif N , la fonction M'N qui cofncide avec M sur G \G , qui est nulle
ailleurs. Les normes “MN“co sont borndes, donc les opérateurs ‘1‘ F o> MN * ¥,
continus dans A ( I ) , ont des normes bornées. Pour toute F appartena.nt 3

* (T ) , la suite P’I\N * P est bornée dans L‘x( T ) , donc une suite extraite

MN * T converge vers F € L ¢ [‘) pour la topologie faible o (L*( I ), &:T( ).

Or(,l la convergence falble dans L ( [') 4d'une suite de fonctions implique, pour
<x

1<a €2 , 1a convergence faible dans I - (G) de la suite des transformées de Fourier,
tX

de sorte que la suite M. F converge d'we part faiblement (dans L. (G)) vers F ,

d'autre part ponctuellement presque partout vers MF , ce qui montre que MF = Fo ,

donc que M ‘est bien un multiplicateur de cJ'-LO‘(G) .

Mentionnons ici un résultat, d0 & Jacques PEYRIERE, qui est & la fois un cas par-

ticulier et une généralisation du théoréme V.3.1.
/
THEOREME V.3.4. Soit G un g.a.l.c. vérifiant (P2) , ian nep ume suite adaptée

de sous—groupes tels que 1'ensemble ikn $per des indices de deux sous-groupes succes-
sifs 1'un par rapport & 1'autre soit majoré. Alors, pour tout o réel tel que

1¢ <2 , une fonction quasi-radiale appartient 2 M°< (G) si et seulement si elle est
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bornée.

La démonstration est tout & fait analogue & celle du théordme V.3.1., mais ici
on peut prendre pour ® la famille des classes de tous les sous-groupes l"n sans
qu'il soit nécessaire d'introduire des ensembles intermédiaires ; une classe de I'n
sera partagée en kn clasges de I 4l ? et deux ensembles, dont 1'un provient de 1l'au-

tre par un partage, auront leurs mesures dans un rapport borné.

V - 4. Eléments radiaux de AP(G) .

Dans .Rn , la notion de fonction radiale permet, en considérant les fonctions
radiales qui.appartiennent & Ap , de se poser le problime suivant : soit fe A (lﬁ ),
radiale. Peut-on représenter f sous la forme f = Zgn * h , ou &, et h aont

assujetties aux conditions usuelles :
Pr— 1 - 1Q(m 1 1 1 _ a
g ¢ (R, B e L(RT) (G+z=1, Dlgh,inly <= »
et ol, de plus, les &, et hn sont radiales ? La réponse n'est pas connue.

En revanche, pour la notion de fonction radiale que nous avons sur les g.a.l.c.

qui vérifient (P2) , nous avons une réponse affirmative trés simple.

THEOREME V.4.1. Soit G wn g.a.l.c. vérifiant (P2) , 4G }nGI une suite adaptée

de sous-—groupes ouverts, f une fonction appartenant & A (G) pour p>1.8i f
est radiale, e11e appartient & A (G) = A(G) et s'écrit f =g * h , avec g€ P(e) ,

he Lq(G) (1 + a =1 ), oh g et h sont radiales. Plus Breclsement l'ogérateur de
rad:.ahsat:.on @’G applique A (G) dans A, (¢) .

Appelons T, 1'é1ément de CVq(C—) défini comme opérateur de convolution par la

fonction jk+1 - 1kx (a( : fonction caractéristique de Gk ). Le multiplica-

ket
teur transformé de Fourier de T, est M o= R~ P (P ¢ fonction caractéris-

tique de I'k , orthogonal de Gk dens 1le dual T de G ). Pour toute partie finie E
de l'ensemble d'indices I , 2.\ Tk eat un é1lément de CVq(G) , et les normes de ces
keEE

convoluteurs sont bornées supérieurement, en vertu du théordme V.3.1., par un nombre

K , puisque leurs transformées de Fourier sont bornées en norme L<°( I ) .

Posons Ak = (:Lk+1 - ik)-1 <Tk , £> , et appelons Q la fonction radlale sur '
valant A sur la couronne I'k+1\l" . La fonction ® appartient 2 1 (') : i1 suf-
fit de montrer que la série Sy |« T s f >| converge, ce qui résulte du fait que,

kel
pour toute partie finie E de I, A < Tk , £>|est majorée par K"f“A (G)
, kel
méme II<§|!1 < K“f"Ap(G) .-Posons J = 8 : gea, (@), \F“Az(G) K“f“AP(G) Si on

berit § =uv , avec u et v radiales, dont les valeurs respectives sur I'k+1 \I'k
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ont pour modules i, P ’Ak‘p et i, 1 ‘Akiq , le théordme V.2.2. (transcrit pour
et non son inverse) et la remarque V.2.3.
entratnent que 1 € Lp(G) et que Te La(G) , donc que T = g * ¥1 , 8 € LP(G) et
h e Lq(G) , & et h radiales. Pour achever la démonstration du théordme, il suffif

de prouver que ¥ = @.Gf .

T, oh i représente la mesure de T

Appelons 8 la valeur de ¥ sur Gn\Gn I On a (en faisant le calcul dans le

cas I = Z, les autres cas étant tout & fait aalogues),

o= D (i - b -4 4,

i

Z_' n
= 3o«Ty ) £ = gt (T s £
k<n k 1™ n

soit
" in
_ ) S o4 . 5 &
8, = J(lk“k :'k+1°‘k+1)f + i =1 j(ln“n e n+1)f
k<n n+l n

in in+1
O LI s Jf(og -a_,)
i =1 n n+1
n+l n

car 1lim fikmkf = 0 , puisque c'est la limite de la moyenne sur Gk de- £, qui
k= =0
est nulle puisque f tend vers O & 1'infini.
i in+1
Or em—e | f(st_ = _.,) est précisément la moyerme de f sur G\G
ENE n n+1 n n+
Ceci prouve donc compldtement le théordme.

"

V - 5. Multiplicateurs radisux sur les groupes de type (P1) .

Soit G un g.a.l.c. vérifiant (P1) avec une suite adaptée de sous-groupes
{Gn} nel’

L'inclusion de G, dans G domme une inclusion de (Gn+
d'aprés le théordme I.1.5.c), 1l'indice de (C )y
ce de Gn"_1 dans Gn . Considérons le sous-groupe de G. , réunion des (Gn)b ¢ nous

b
appellerons G' ce sous-groupe muni de la topologie de groupe pour laquelle les

1)b dans (Gn)b et,

dans (Gn)b est encore k ,indi-

(Gn)b en sont des sous-groupes ouverts. Appelons G" 1le sous-groupe fermé de G' ,
intersection des (cn)b . Soit H 1le guotient G'/G" , et appelons H le sous-groupe
ouvert de H , quotient de (Gn).b par G" . Posons encore Gr = UGn .

H est alors un g.a.l.c. qui vérifie (P,)) , la suite {H | .. étant une suite
adaptée de sous-groupes.
Nous appellerons @ le morphisme continu de Gr (sous—-groupe ouvert de G ) dans

H qui coTncide sur tout sous-groupe Gn , avec le composé de 1l'injection Gn —_— (Gn)b
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s . = =]
et de la surjection (Gn)b —> H . Ona évidemment (Hn) =G .

THRORINE V.5.1. Soit G un g.s.l.c. wérifiant (P,), {6} .  we suite adaptée
& sous-groupes, o un réel > 1 . Soit f ume fonction sur G , constante sur N Gy
hors de UGn , et _sur tout ensemble de la forme Gn\ Gn D Alors, pour que f appar-
tienne & M, (G) , il faut et il suffit qu'elle soit bornée.

Si ﬂGn n'est pas un sous-groupe ouvert de G , il est localement négligeable, .
et la valeur de f peut y 8tre quelconque. Si N Gn est ouvert, sa fonction caracté-
ristique appartient & M, (G) , de mBme que celle de Gr = UGn . I1 suffit donc de
prouver le théordme en supposant que/n Gn = {0} et UGn =G (si un convoluteur est
porté par un sous-groupe ouvert, c'est un convoluteur pour ce sous-groupe et récipro-
quement). Mais, dans ce cas, c'est une conséquence immédiate du théordme V.3.1. et du
théortme IV.4.2.

Exemple : Si nous prenons G = Z , et une suite décroissante de sous-groupes, nous
obtenons des multiplicateurs de WIL* (Z) d'un type bien différent de ceux, étudids
par Marcinkiewicz ( [M] ), qui sont constants sur des blocs dyadiques.

Comme corollaire de ce résultat, indiquons le théoréme ci-dessous, analogue & un
théoreme de Paley ( [Pal ) et dont la démonstration est tout & fait semblable (dans le

cas de Z, c'est un résultat apparemment nouveau) H

/ N
THEOREME V.5.2. Soit G un g.a.l.c. vérifiant (P1) y {Gn§ nez e suite adaptée
de_sous—groupes ouverts. Soit = un réel tel que 1<x <2 , I' le dual de G . Pour
Fel®(TI ), appelons

A VA .
F (ne I) la fonction telle gue P o=FXy\q
n n+l

A
F+co (g (\Gn est ouvert) la fonction telle gue Fo = FXAG ,

A

] 'y a
F (si G# ve, ) la fonction telle que P = ”G\UGH ;

alors Z_\ 12
2
IF et F
‘ “ot u nel n’ uox
n=%w

sont des normes équivalentes sur L% (T') .
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CHAPITRE VI

CARACTFRISATION DE _CERTAINES PROPRIE?TéS LOCALES DES GROUPES ABIE?LIENS LOCALEMENT COMPACTS.

Nous avons, aux chapitres II, IIT et IV, associé & tout g.a.l.c. G divers objets :
un groupe compact G¥ , des algtbres de germes de fonctions A (G) et A (G) ; ces
objets sont des invariants de la structure locale de G , en ce sens qu'ils sont les mé-

mes pour des groupes localement isomorphes.

I1 est naturel de chercher dans quelle mesure ces divers invariants sont caractéris-
tiques de la structure lpcale des g.a.l.¢. Nous avons déji vu (remarque 11.4.7.) que ce

n'est pas le cas pour G¥ ; en ce qui concerne les algtbres de germes A, o et A ,
’

p,0
la réponse n'est pas connue.

L'objet de ce chapitre est de présenter Yes résultats positifs obtenus dans cette
voie. Ces résultats sont malheureusement encore partiels et les méthodes qui permet-
traient de les étendre nous échappent.

VI - 1. Propriétés caractérisées par le groupe G* .

Nous avons vu, au chapitre II, que le groupe G* ne caractérise pas la structure
locale de G : les groupes (T&{ n)* , n >0, sont isomorphes entre eux. Il ne permet
pas non plus de distinguer les groupes totalement discontinus des groupes localement
connexes. Cependant, pour une vaste classe de groupes totalement discontinus, il carac=

térise compldtement la structure locale.

Commengons par un résultat négatif.

THEOREME VI.1.1. Soit le groupe G = (®/2)" , oh @ désigne le groupe additif des
nombres rationnels. Alors G* et TR * sont isomorphes, alors que G est totalement

discontinu et TR locelement connexe.

G est compact, et, d'aprés le lemme II.1.6., possdde la puissance du continu. Le
corollaire II.1.7. entratne que, pour montrer que G¥* et T&* sont isomorphes, il
suffit d'établir que le dual de G* est divisible et sans torsion, en vertu du théordme
I1.3.6. '

Posons T'= /2 = . T est discret, et (G*)A est isomorphe & de/r

Pour tout entier positif n , 1'application o(n : Yy =—> ny de T dans T' est surjec-
tive, et son noyau est un sous-groupe de I' qui possdde n éléments. L'application
(an)b de I‘b dans I'b est aussi de la forme ¥y —> ny (ce qui se voit par pas-
sage 3 la limite ou par dualité), cofncide aveec o n Sur le sous-groupe I de T' b

est surjective et a un noyau comportant n éléments. Le noyau de (« n)bd est donc le
noyau de « , restriction de (dn)bd 4 T , ce qui prouve, en passant au quotient

T bd /I' = (G*)A , que l'application ¥ ——> ny est un automorphisme de T
Ceci étant vrai pour tout ne€ N * , le théordme VI.1.1. est démontré.

vad/T
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Passons maintenant aux renseignements positifs que fournit le groupe G* .

TH]éOREME VI.1.2. Pour un g.a.l.c. G , les conditions guivantes sont éguivalentes i

i) G* est totalement discontinu ;

ii) G* est de torsion, donc d'ordre borné ;

iii) G est totalement discontinu, localement isomorphe & un groupe compact de
torsion, donc d'ordre borné.

ii) implique i) : cela résulte du théordme I.3.5.
i) implique iii) : appelons [’ le dual de G , et supposons G* totalement dis-

continu, c'est-a-dire T de torsion. Nous pouvons, en vertu du théoreme I.3.1.,

vd/T
supposer G compact, donc T' discret, Si T n'était pas de torsion, il posséderait

un sous-groupe isomorphe & 7Z , donc G aurait un quotient isomorphe & T et, d'aprés
le théoréme II1.4.2., G* aurait un quotient isomorphe au groupe connexe T * , ce qui
est impossible puisque G* est totalement discontinu. Par conséquent, T est de tor-

sion, donc aussi T et T - Donc T'.b est totalement discontinu (théortme I.3.

bd
5.), et par suite G, , donc G , est de torsion. Le théordme I.3.5. entratne & nouveau

que G est totalement discontinu 4'ordre borné.

Montrons enfin que iii) implique ii). Si G est localement isomorphe & un groupe
compact de torsion, nous pouvons supposer que G est lui-mfme compact de torsion, done
d'ordre borné (théordme I.3.5.). Il existe donc un entier x tel que, pour tt-)ut x de
G, nx =0.On a donc aussi nx = 0 pour tout x de Gd , donc aussi pour tout x

appartenant & G* . Donc G* est de torsion.

THﬁORE!ME VI.1.3. Soient G et H deux g.a.l.c. Moyennant 1'hypothdse du continu géné-

ralisée, les conditions
i) G* et H* gont isomorphes et totalement discontinus ;
.ii) @ et H. sont localement isomorphes entre eux, et localement isomorphes & un
groupe compact de torsion ;

sont équivalentes.
Autrement dit -et c'est le principal résultat de ce paragraphe- 1l'hypothese du

continu généralisée entratne que les groupes G* caractérisent la structure locale des

g.a.l.c. dont la classe d'isomorphie locale posséde un représentant compact de torsion.

Comme au chapitre I, nous désignons par Z(a) , pour un entier positif a , le
groupe cyclique d'ordre a .

LEMME VI.1.4. Soit a un entier positif de la forme a = pr y P premier, r >1.
Soit @ un cardinal infini. Si G est localement isomorphe & Z (a)® , G* est isomor-

phe 3 Z (a)® . Moyennant 1'hypothdse du continu généralisée,on peut affirmer, de plus,
que o' =22,
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Supposons donc G localement isomorphe & Z(pr)u . Comme il s'agit d'étudier
G* , on peut supposer que G est effectivement le groupe 1(pr)“ . Pour tout x de

G, prx =0, donc T' = g posséde la meme propriété, de méme que I‘b , et

T oa/r
G* ., Le théoréme I.3.5. montre alors que G* est isomorphe &

T @,

™ 207 3.

3=1
Pour achever la démonstration du lemme VI.1.4., il faut établir deux résultats préala-
bles.

r s W .
LEMME VI.1.5. Soit H un groupe de la forme TT l(p':') J . Posons Nj(H) =
. . =1
{xGH\pr=O§ et 1.(H) ={pjxlx€H} ,pour 1< js r-1, Pour que H ge ré-
auise d z(p")°T , il'feut et i1 suffit que 1'on ait N (K) = T,(8) .
@
La condition est nécessaire, car si x € Z (pr) T

est tel que pqu =0, on
[A)

a x=py avec y € Z (pr) T | La condition est également suffisante : si H ne se
réduit pas 3 une puissance de Z(p°) , H s'derit Z(pa)xH1 avec j<r; sl x|
est un générateur de Z (pj) , le point x = (xo,O) de Z (p’J))(H1 appartient 3

Nr—1(H) et non & I1(H) .

LEMME VI.1.6. Soient G wun groupe abélien compact, n un entier >0 , Q n 1'appli-
cation de G dans G définie par §n(x) =nx ., Si, pour tout morphisme « , on note
respectivement N(o( ) et I(o( ) le noyau et 1'image, on a

NE*) = e+ (g ),

I(gr) =ce*n I(Qn)b .

(De m8me qu'au chapitre II, )-Ib désigne 1l'adhérence dans Gdb d'une partie X

de G considérée comme plor:gée dans Gd ).
On a évidemment : N($ :) =GN N((Qn)db) . Or N((Qn)db) admet pour orthogo-
- Py
nal dans T, ., I((@n)bd) ; N((Qn)d) admet pour orthogonal dans Tb , I((@n)b)
Si on considdére N(( @n) d) comme une partie de Gdb , elle a m8me orthogonal que le
sous—groupe fermé N((Qn) db) qui est donc son adhérence. Ceci prouve la partie du

lemme relative aux noyaux.

Pour les images, on a de méme : I((Qn)db) = I(((_‘Pn)d)b : cela se voit encore en
remarquant que les orthogonsux dans L de ces deux sous-groupes fermés de Gd'b
coTncident. Reste & montrer que I( (én) db) 0N G* = I(@ 1*1') . On voit facilement que
(Q n)db(x) = nx (x (] Gdb') et que @:(x) = nx (x [ C—*) , de sorte qu'il s'agit de
prouver que 8i, pour x € Gdb , nx appartient & G* , il existe y dans G* tel que

nx = ny . Soit donc x € Gdb . Appelons x, son image par la surjection Gdb -—r G,
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et %, le point de Gd‘b , 61ément du sous-groupe Gd qui cofncide avec X 1'image
de Z, par la surjection Gdb —> G est encore Zy de sorte que y = %-X, appar-

tient & G* . Or, cette manidre de représenter tout élément =x de Gdb comme somme de
x, appartenant & Gd et de y appartenant & G* est unique (x2 coincide avec 1'ima-
ge de x dans G ), ce qui montre que Gdb est, algébriquement, somme directe de G
et de G* . Si un élément x de Gdb est tel que nx € G* , sa composante y dans G¥*

est bien telle que ny = nx . Ceci prouve bien le lemme VI.1.6.

Revenons au lemme VI.1.4. Le lemme VI.1.5. montre que Nr-1(G) =1, (@) , ce qui
entratne, par le lemme VI.1.6., que Nr_1(G*) = I1(G*) , donc que G* est isomorphe &

/4 (a)w . Le corollaire II.1.7. montre que
, 2|G| w
lo¥| =29 =2 =2 ,

20
d'ol, compte tenu de 1'hypoth®se du continu généralisée, ' = 2 .

On peut maintenant établir le théoreéme VI.1.3.
i) implique ii) : si G* et H* sont totalement discontinus, G et H sont loca-
lement isomorphes & des groupes compacts d'ordre borné (théordme VI.1.2.) ; on peut

donc supposer que

k r
G = TTl(pj 9

W

5=
£ s, ©j
g= 2\ z(a, 9)
j=1 J
ol les pj , qj sont des nombres premiers, r._j , 8 3 des entiers, 5 tj des car-
dinaux infinis. Le lemme VI.1.4. montre alors, avec la remarque II.4.4., que
k r. @
o = TT z(p, °)
3=t
et 9 s 'C‘j
=TT 2(q, Y .
3=1 J

L'isomorphisme de G* et H* et le fait que, dans la décomposition d'un groupe
d'ordre borné en produit de groupes cycliques, les ordres des facteurs cycliques et la
puissance & laquelle ils interviennent sont déterminés de manidre unique, entratnent
que k = )«, et que 1'on peut numéroter les facteurs de telle sorte que, pour j < k,
p.j = qj , rj = sj , m;j = f:') . Une double app]jcation ge 1'hypothése du continu géné-
ralisée montre d'abord (lemme VI.1.4.) que 22 ! 2 !

=2 , puis, que wj=1‘j,ce
qui établit bien la propriété ii).

L'implication ii) —>' i) résulte immédiatement des théordmes VI.1.2. et II.1.3.
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Remarque VI.1.7. Si on n'introduit pas 1'hypothése du continu généralisée, la connais-
sance du groupe G* , lorsqu'il est totalement discontinu, entraine celle des ordres
des facteurs cycliques 2(pr) d'un groupe compact de torsion localement isomorphe &

G , mais non celle des exposants infinis quiles affectent.

L'introduction de 1'hypothtse du continu généralisée est rendue nécessaire par le
corollaire II.1.7. qui montre que le passage de G (compact) & G* augmente de beau-

coup la cardinalité.

I1 serait évidemment souhaitable de disposer d'un invariant de la structure locale ’
des g.a.l.c. qui ait suffisamment de propriétés intéressantes mais ne présente pas 1l'in-

convénient ci~dessus.

VI - 2. Deux résultats auxiliaires.

Nous présentons ici deux résultats que nous utiliserons au m ragraphe suivant pour
obtenir des renseignements sur la structure locale des g.a.l.c. Ces résultats ne sont
pas dépourvus d'intér8t en eux-m8mes ; c'est pourquoi nous leur consacrons un paragra-
phe spéeial.

Voici d'abord une propriété des algébres Ap('iﬁ ) (p: réel supérieur & 1 ) et
Am(ﬁ{ ) (w : poids sur W ).

THEOREME VI.2.1. &b désigne soit 1'algdbre AP(TF{) , o p est un réel supérieur 3
1, soit 1'algtbre Aw("lﬂ ) , ot © est un poids sur R . Il existe une fonction f

appartenant & &, telle que f(O) =0, et que 1a fonction g définie par g(x) =
f(x) si x20, g(x) =0 si x <O n'appartienne pas & &, et que de plus O soit

pour f un zéro isolé.

Si p=2 et 0=1, Ap("!ﬁ) = A(R) =Aw(‘ﬂ{) , et, dans ce cas, c'est un
résultat classique. On a, quels que soient p et w ,

Lo(m)e AR )c & (R),
de sorte que Eca ou Ac c‘x ; mais, de ces inclusions, on ne peut évidemment dé-
duire le résultat annoncé.
Supposons que nous ayons une fonction f,' 2 0, appartenant & & , telle que

1

isolé, f1 répond aux conditions posées. Si ce n'est pas le cas, on obtient une fonc-

tion qui convient en ajoutant & f1 une fonction f, >0 , admettant en 0 un zéro

> 2
[0+l appartiennent 2 &,
’
I1 suffit donc de construire une fonction f >0 (il suffit m8me qu'elle soit
2 0 sur un voisinage de O ) telle que f(O) =0, que fe 3: et que
fx [0,+( ¢ & .

_ ' . . p
f1(0) =0 et que f1 X [0,+co[ n'appartienne pas & &.si 0 est pour f, un zéro

is0lé, telle que f, et fzx



Appelons T 1'application qui, & toute fonction f mnulle en O , associe la
fonction T(f) =f %

[0,40[ * Le théortme du graphe fermé montre que si on a une suite

’

"y g

{T,} ppo 4'6léments de &Lmnuls en O tels que T(fn) e & pour tout n et que

12N . )
ne goit pas borné, il existe dans le sous-espace de Banach de éb engendré

I£allct

par {fn} une fonction f telle que 7(f) ¢ J; ; d'ailleurs, on peut méme choisir f
~pprochable par des combinaisons linéaires & coefficients positifs des fn .

I1 suffit done, finalement, de trouver une suite {fn} 030 d'é1éments de ¢k,
nuls en 0, >0 sur un méme intervalle ouvert contenant O , tels que la suite

12E) et
ENE

I1 est équivalent de résoudre ce probléme ou le probléme obtenu en remplagant 1'o-

ne soit pas bornée.

pérateur T =f ~> fX [0, +oo[ par 1'opérateur T' qui & f associe
’
X0, rcf “F% 72,07

Appelons g? la fonction qui vaut 1 sur f[a, a+1:| U [ -a-t, —a] -2 sur
[— 5 ZJ 0 ailleurs, a étant wn para.métre > 2- La fonction 3 appartient &
{,t(Tq ) , quel que soit le choix de &, et est égale & 4 E‘—n{—t smztat , donc 20

sur [-1,+1] et nulleen O .

(x-a) (x+a+1)(2x=1 ) l

N A (x+a)(x-a~1)(2z+1 )
et Q'a est, & un facteur numérique prés, égale & éa sur [0, +c0], & -

Soit  , 1la fonction Qa * vp ; : ¥, est dgale % 1ogl

a
[-m,O] . Un calcul direct montre que ‘qa est intégrable et que, pour a assez

grand,
log a éjw (R J [ ¥al -

Traitons d'abord le cas ol & est une algdbre & poids A (®) . i, pour une
valeur de a , ’\y © n'est pas intégrable, il n'y a rien & démontrer. Si Y"aw est
intégrable pour toute valeur de a , on peut remarquer, puisque | @ et pl? I sont
paires, que les normes de é\ a et ’gg dans A ( ® ) sont les mémes que dans
Ay (TR) , ou w1 est le poids déﬁni par @ (x) = 2- [Q(x) + c.)(-x)] , ce qui per-
met de supposer que la fonction (y est paire.

I1 existe une suite {ans n20°’ tendant vers 1l'infini, telle que, pour tout n ,

on ait
;- co(an+1)é inf  w(x) .
x24a +1
n
Alors Jiéa lo < 2¢ [o(a +1)+1] ,avec C= sup w(x), etona, pour n
n n O=xel
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assez grand,
J | Tg |02 %0(& +1)Jw \\}' )0 > Liloga.wa +1)
&y n an+1 &, 2 5 oga. n !

A R Y
ce qui montre que la suite {f} .., ol £ = Qa , est telle que -.—I.n—“’(&-)-
= n | n\\Aw(ﬁ)
tende vers 1'infini.
A P
Passons maintenant au cas des algdbres Ap(“ﬁ{ ) . Pour tout & > 0 . Qa et ‘@‘ «

appartiemnent & Ap(wg ) , puisqu'elles appartierment 3 A(W ) . Ona ua da <

2 11
\]@a\\A=4 et, pour tout Tecvq(m)zcvp('n{) (515+5=1) , ona

A 1 A
1l Mor, l<® ¥y -

Soit T 1'élément de CV_ ayant pour transformée de Fourier la fonction caractéris=

tique de [a+1,+oo[ . Tous les Ta ont méme norme é , et

©
a+1

“.@.a“A = C ‘<Ta ’ \Ya>‘ =Cl5 ~Q‘a\ *
P

Comme '\f‘a est de signe constant sur [a+1,co[ , on déduit des évaluations précédentes
que

“'@‘a Az C log a (pour a assez grend)
P

)
et il suffit, pour conclure, de prendre une suite {fn} nz0°* oh fn = "Q‘a , la suite

a  tendant vers 1'infini. n

Le deuxitme résultat que nous avons en vue est une propriété caractéristique des

g.a.l.c. totalement discontinus.

THEOREME VI.2.2. Pour un g.a.l.c. G, les propriétés

i) G n'est pas totalement discontinu ;
ii) G est localement isomorphe 3 WM X H, oh H est un g.a.l.c. ;

sont équivalentes.

I1 est clair que ii) implique i).

Réciproquement, i) implique ii). Soit donc G un g.a.l.c. non totalement discon=
tinu. A un isomorphisme local prés, on peut supposer que G est compact. Le dual T de
G est un groupe discret qui contient des éléments d'ordre infini.

D'aprés le corollaire I.3.8., il existe un morphisme non nul h de T dans G,
dont le morphisme dual ?1 de T dans W est défini par

~
2it h(y ).x ,
ARG Ty )

quels que soient y dans I' et x dans G . On peut choisir h de telle sorte que,
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pour un certain é1ément & (qui sers désormais fixé) de T , h(a) =1 . Le sous-groupe
de T engendré par a est isomorphe & Z et nous le désignerons par az .

Appelons H 1le sous-groupe fermé de G , orthogonal de a , donc aussi de a z .
Le quotient G/H , dual de aZ , est alors isomorphe 3 T .

Considérons maintenant 1'application § de WX H dane G définie par
d(x,t) =h(z)+t , x€W et teH;

® est un morphisme de g.a.l.c., et nous allons montrer qu'il définit en fait un iso~
morphisme local.

Remarquons d'abord que § est surjectif. Soient, en effet, y € G, et B réel tel
que 2A%0 <a,y> ; alors P (0,t) =y, avec t =y =h(8) : il suffit de véri-
fier que ceci a un sens, c'est-a-dire que y = h(e )e H , soit encore que ¢ a,y> =
“<a,h(8)> , ce qui résulte du choix de O .

Le noyau de $ est le sous-groupe XK de W X H formé des éléments de la forme
(n,-h(n)) , n € Z . C'est un groupe isomorphe & Z , donc discret, engendré par 1'é~
1ément (1,~h(1)) de R xH . Comme K est discret, les groupes R X H et B =
(W x H)/X sont localement isomorphes ; le morphisme § passe au quotient et permet de
définir un morphisme continu bijectif Q o de Ho dans G . Il reste & montrer que
Q o est un homéomorphisme, et, pour cela, il suffit d'établir que le groupe Ho est
compact, ou encore que son dual est discret. Or, le dual de Ho est 1'orthogonal I‘o
de K dens le dual W x(T /aZ) de RXH. Soient yeT , et y son image dens
le quotient T /aZ . ILe couple (t, x) appartient & I' si et seulement si
<(t,%),(1,-n(1))> =1, soit eziw't <y ,h(1 =1, x désignant un représentant
quelconque de ¥ . Donc, pour tout 1{ dans T /aZ , les éléments de To qui appar-
tiennent & TR x{;}g , partie ouverte de W X(T /aZ ) homéomorphe & W , y consti-
tuent un ensemble discret puisque leurs composantes sur W forment une progression arith-
métique.

I1 en résulte que To est discret, et ceci achdve la démonstration du théordme.

En itérant ce procédé, on démontre que tout g.a.l.c. de dimension finie n est
localement isomorphe au produit de T n par un groupe compact totalement discontinu.
C'est 14 un cas particulier d'un théoréme que Glukov obtient par des méthodes bien
différentes ( [ G1.], th. B ; voir aussi [P] , th. 69).

VI - 3. Caractérisation de la dimension.

Soient G un g.a.l.c., b(G) 1'une des algdbres A (G) , o p est un réel
supérieur & 1, ou A (G) , 81 @ est un poids régulier sur le dual T de G . Nous
désignerons par & (G) 1'algdbre des germes en O des éléments de &E(G) , ou encore
le quotient de l'algébre régulidre X par 1'idéal des éléments nuls au voisinage de O .
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Nous savons (théortmes III.4.7. et IV.3.3.) que $ O(G) est un invariant de la
structure locale de G . Nous allons examiner dans quelle mesure on peut extraire de

1'algdbre de germes &TO(G-) des renseignements sur G .
Commengons par un résultat simple.

TE!E‘.OR}\L'ME VI.3.1. Pour un g.a.l.c. G, les conditions

i) 370 (G) est isomorphe 4 €, co des nombres complexes ;
ot .

ii) G est discret ;

gont équivalentes.
L'implication ii) => i) est évidente.

Réciproquement, supposons que G satisfasse & i) pour 1'une quelconque des algd-
bres a—:o considérées. On peut suppoéer, en remplagant au besoin G par un groupe qui
1lui soit localement isomorphe, que G est compact. Tout élément de 3: (6) est cons-
tant au voisinage de 0 , donc de tout point, donc prend un nombre fini de valeurs.
C'est le cas, en particulier, pour tout caractire continu sur G , ce qui montre déja
que G est totalement discontinu. Il résulte de i) que tout G8 est ouvert puisque
c'est le noyau d'un élément de 1l'algtbre régulidre & (6) . En particulier, toute inter-
section dénombrable de sous-groupes ouverts est un sous-groupe ouvert. En passant aux
orthogonaux dans le dual I' de G , on voit que toute réunion dénombrable de sous-grou-

pes finis de T est finie, d'oh il résulte que T est fini, donc G également.

Lorsque & est 1'algtbre A(G) , et G un groupe métrisable localement connexe,
un résultat df & JERISON ( [ J] ) montre que a:o(G) caractérise la dimension de G ,
donc G & un isomorphisme local prés (un groupe métrisable localement connexe est loca-

lement isomorphe & un tore T* oh la dimension & est finie ou dénombrable).

Une simple lecture de la démonstration de Jerison permet d'étendre ce résultat &

toutes les algdbres %(G) que nous considérons. On a donc 1'énoncé suivent :

’
THEOREME VI.3.2. Soit G un g.a.l.c, localement connexe métrisable. Il est localement

igsomorphe & un tore Td dont la dimension (finie ou dénom‘brable) & est parfaitement

déterminée par toute algdbre de germes du type ét;(c) .

Remarquons que la démonstration de Jerison est de nature topologique, et ne fait
intervenir & aucun moment la structure de groupe de G : elle consiste simplement &

déterminer la dimension.

I1 en est de mBme pour les résultats que nous donnons ci-dessous et qui permettent
de distinguer, par certaines algdbres de germes, les g.a.l.c. totalement discontinus de
ceux qui ne le sont pas : on caractérise, en fait, la dimension 0 , c'est-a-dire une
propriété purement topologique. Nos méthodes, cependant, contrairement & celles de
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Jerison, utilisent des idées de théorie des groupes.

Nous considérons quatre propriétés portant sur un groupe G ou une algtbre c‘,to(G)

du type Ap ou AQ s

. P(G) : le groupe G est totalement discontinu ;

. P 8\:0 , G) : tout é1ément non nul f de JEO(G) , nul en O , peut s'écrire
f=gth, ol g et h sont des éléments de ét;o(G) , nuls en O, non nuls, tels
que gh =0 ;

. P"(&o , G) : tout é1ément de éto(G) , nul en O, est divisible dans Jto(c)
par un élément de 3:0((}) admettant, pour tout entier positif p , une infinité

de racines p-idmes ;

. P& , @) : pour tout élément £ do & (@) , milen 0, il existe un entier
positif p tel que f soit divisible par un &lément de b o(G) admettant plus de

p2 racines p-idmes.
Nous avons alors les résultats suivants :

TBII!ORiEIME VI.3.3. Soient G un g.a.l.c. non discret, w un poids régulier sur '& ,
& (6) = a,(e) . Alors

p(& ,6) = o)
et

(g, Q) = B(0) .
THﬁORi‘IVE VI.3.4. Soient G un g.a.l.c. non discret, p un réel supérieur & 1,
& (a) = AP(G) . Alors les propriétés P(G) , P'( 3:0 , 6, P S{,"’o , G) et
p (a;o , @) sont équivalentes.

Soit d'abord G un g.a.l.c. non totalement discontinu : on peut supposer, d'aprés
le théordme VI.2.2., ‘et en remplagant éventuellement G par un groupe localement iso-
morphe, que G est de la forme TR x H, ol H est un groupe abélien compact.

si &) = Ap(G) , p réel > 1, prenons une fonction § appartenant a A (W ),

telle que P (0) =0 et que x [0,4[ R'appartienne pas 3 AP(R) ; si & (6) =
’
A Q(G) s ol w est un poids régulier sur | x e, désignons par w 1 1le poids régulier
sur g obtenu par restriction de w , et prenons une fonction @ appartenant & A w (nl),
= 1

telle que ¢ (0) =0 et que @ X [0’_'_00[ n'appartienne pas a AQ1(TQ ) . Dens les
deux cas, un tel choix est possible en vertu du théordme VI.2.1., et de telle sorte que,

sur un voisinage V de 0, § ne s'annule qu'en O .

Définissons f sur G par f(t,x) = § (t) (te ® et xeH)., I1 est aisé
de vérifier que f appartient 2 & (a) . Supposons que f s'éerive, sur un voisinage
de O ,sous la forme g+h , avec gh = O sur ce voisinage de 0 , et g et h dans



[x(G) , non nuls. Alors & et h1 , restrictions de g et h & W x40} , colnci-
dent au voisinage de O avec des fonctions § " et Q 2 appartenant, selon le cas, &
Ap('ﬁ{) ou a Au1(13) (théorémes ITI.4.2. et IV.3.1._)\, etona § = Q1 + @2 ,

§1 oy 5 =0.80it h>0 tel que ceci ait lieu sur [-h,j-h] , et que § ne s'annule
pes sur [-h,+h] , sauf en O . Il est alors clair que §'1 s'annule, par exemple,

sur [o,n] et &, sur [-h,0] , doncque §, et Pxy [0,+cof
nage de O, ce qui entralne que (P)LLO +°°[ e &(a) , contralrement au choix de @

coincident au voisi-

que nous avons fait.
Ceci prouve que, dans tous les cas, P'( JC 0’ G) implique P(G) .
Prouvons, de méme, que, dans tous les cas, P" (& 0! @) implique P(G) .

Soit encore G = R XH, H compact, et prenons @ € St('lq ) , ne s'annulant
qu'en O ; on pose encore f£(t,z) = @ (t) pour te® et xe EH . Soit £, le germe
en 0 de f, g, un élément de U(CO(G) , nul en O , diviseur de f , x et Fo
deux racines p-iémes de g, dont on appelle « et |?> des représentants, de m8me que g
est un représentant de g, Sur un certain voisinage de 0 dans G , de la forme
J]-h,+b[ XV (ol V est un voisinage de O dans H ), on a «P = Bp=g ; et g ne
s'annule ni sur ]0,h[ x V ni sur ] -h,0[ X V. Alors, en multipliant au besoin p par
1'une des p racines p-iémes de 1'unité, on a, pour un nombre x tel que O<x<h,
a (x,0) = i&(x,o) ce qui entraine l'existence d'un voisinage W de O dans H , tel
que x et B colncident sur §x}X W . Montroms que %« et P coincident sur [O,h[ X W,
Pour cela, il suffit de voir que si « et B cofncident au point (x,t) , 0<x<h et
t € W, elles cofncident sur {0,h[ x {t} . Or, cela résulte immédiatement de la con-
tinuité de « et B , du fait que sur un tel ensemble, elles ne peuvent s'annuler qu'au
point (0,t) , et du fait que leur quotient est une racine p-idme de 1'unité. Ceci mon-

k
2i% =
tre que, pour un certain voisinage W de O dans H, p =e P , (12 k= P

X flxe) sur [0,h[ X W . Il en est de mBme sur un ensemble de 1a forme J]-h,0] x wr,w
vo:.nnage de O dans H , de sorte qu'il ne peut y avoir plus de p déterminations
de p .

On a donc prouvé que P*( éto , G) implique P(G) . Remarquons que cette démons-
t-ation s'applique & bien d'autres algdbres, comme celle des fonctions continues, ce qui

n'est pas le cas pour la premidre implication démontrée.
Le théoréme VI.3.3. est ainsi établi.

Comme P"( .Sto , G) implique trivialement P"( Eb’o , G) , il suffit, pour S$tablir
le théoréme VI.3.4., de prouver que P(G) implique PY( wo , G) et P( Jto , G) .
Remarquons d'abord que, pour tout groupe G , une fonction appartenant & Cx((})

est en particulier continue, donc constante sur les classes dans G d'un sous-groupe H



qui estun Gg . I1 suffit donc d'établir le résultat en supposant G métrisable,
puis de passer au cas général en relevant de G/H dans G 1les germes d'éléments de
& , ce que permettent les théordmes III.4.2, et IV.3.1.

Nous supposons don¢ G métrisable et compact. Soit iGnS nso U0 suite stricte-
ment décroissante de sous-groupes ouverts de G qui forment une base de voisinages de

C . Nous appellerons, pour n 20, « n la fonction caractéristique de Gn .

LEMME VI.3.5. Soit p unréel >1, f€ Ap(G) .81 £(0) =0, la suite foi | tend
vers O pourl norme de AP(G) .

Dans le cas p = 2, cela se voit directement et on peut en déduire le résultat pour
p # 2 . Mais cela résulte immédiatement du fait que les normes []Okn“ , sont bornées

P
(en fait, égales & 1 ) et que tout point d'un g.a.l.c. est un ensemble de synthdse
spectrale pour toute algdbre Ap (Le1]).

On prend désormais \\\f%'(G) = Ap(G) » P21

Prouvons maintenant P'(éto B G) lorsque G est totalement discontinu : on peut
le supposer métrisable. Soit fE€ Ap , nulle en O ; d'apres le lemme VI.3.5., on peut

trouver une suite o, d'entiers positifs tels que, pour n 2> o s Kf“ nl A ES 2'(k+1)
. P

o

Posons é‘= Z‘_\ fox'nk - fx nk+1 ¢ le choix de la suite {n.k} entraine que la série con-
k=1

verge dans Ap(G) , donc définit bien un élément de AP(G) . Onaalors f =g+,

gh=0, g et h non nulles au voisinage de 0O si f n'est pas nulle au voisinage
de O et si on a choisi, ce qui est possible, la suite {n.k} de telle sorte que, pour
tout k, on ait LR nk+1 . Par passage aux germes, on déduit de ce résultat la pro-
priéts (L, 0) .

Supposons toujours G compact, totalement discontinu, métrisable. Nous allons éta-
vlir P, @) .

Soit fe€ AP(G) , nulle en O . On associe & f 1la méme suite {nk} que précédem—
ment, et on définit une nouvelle suite décroissante {Hk} k20 de sous-groupes ouverts :
Ho =G, ;Ik = ank
valeur 2 ; elle appartient & AP(G) comme on le voit, soit directement, soit par
application des théordmes V.4.1. et V.2.2. La fonction h telle que h(0) =0,
h= 2 hors de O appartient aussi 2 Ap(G) , car c'est la somme de la série

pour k 21, Soit g 1la fonction radiale prenant sur Hk\Hk+1 la

0
(e -f £-foh_
L ey, -tay Jrr-ty

sommable dans A_(G) d'aprds le choix des n_ . Donc g est bien un diviseur de £
dans AP(G) , et il est clair qu'il admet, pour tout entier p , une infinité de racines
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p-itmes, et que c'est encore vrai pour le germe de g dans éto(G) . On a donc bien

(L, 0.
Le théortme VI.3.4. est ainsi établi.

Remarque VI.3.6. Nous ne savons pas si le théortme VI.3.4. est vrai lorsque 1l'on prend
pour X (@) une algdbre & poids. La démonstration faite pour AP(G) ne s'étend pas 3
tous les cas, car on peut trouver des groupes G et des poids w tels que le lemme

VI.3.5. soit faux lorsque l'on remplace Ap(G) par A (G) .

VI - 4. Quelques résultats complémentaires.

Soient G un g.a.l.c. & 1'une des algdbres A (G) ou A (G) . Nous savons déja
distinguer par l'algdbre des germes AO(G) (au moins dans le cas des algibres Ap ) les

groupes totalement discontinus, c'est-i-dire ceux de dimension O .
Nous allons voir que la considération de certains sous-ensembles de ?ﬁo permet

de caractériser la dimension de G .

Dﬁ!FINITION VI.4.1. Nous appellerons polynSme trigonométrique local (resp. germe de
polyndme tr:i.ggnométrigue) toute combinaison linéaire finie de caractdres locaux (resp.

de germes de caractires) sur G.

Soit P un polyndme trigonométrique local : il résulte' du théoréme I.2.7. que 1l'on
peut remplacer G par un groupe G' localement isomorphe & G tel que P soit défini
par un polyndme trigonométrique global sur G' ; pour un ensemble fini de polynfmes tri-
gonométriques locaux, on peut méme trouver un groupe G' , localement isomorphe & G ,
sur lesquels ils soient définis globalement (il suffit de le faire pour un nombre fini
de caractéres ; pour cela, on applique le théoréme I.2.7. au morphisme local de G dans

bl défini par la domnée de N caractires locaux).

Appelons PTO(G) 1'algtbre des germes de polynSmes trigonométriques sur G ; c'est
un invariant de la structure locale de G , et on a 1'inclusion P'I‘O(G)C &t’ O(G) quel
que soit le choix de 1l'algdbre & (@) .

LEMME VI.4.2. Soit P un germe de polyndme trigonométrique sur G , inversible dans
PTO(G) . Alors P est un germe de caractere.

En utilisant les remarques"faites plus haut, on voit qu'il suffit de montrer que
si P et Q sont deux polyn8mes trigonométriques globaux sur un g.a.l.c. G dont le
produit soit 1 , ce sont des caractéres, au moins sur un sous-groupe ouvert de G . Il
suffit, en fait, de montrer que c'est vrai sur la composante connexe de 10} B Go ’
dans G , car cela entraine que P et Q sont définis en fait sur le quotient totale-
ment discontinu G/Go , ou ils sont localement constants. Soit, donc, G , H 1'inter-

section des noyaux des caractires qui interviennent dans P et Q : il suffit de démon~
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trer le résultat sur G/H qui est un groupe de dimension finie, dont localement iso-
morphe & 'I?Ln X K, K étant un groupe totalement discontinu ; seule, la composante

'TQn est & considérer et pour 'Tlin le résultat s'obtient facilement.

~

Considérons maintenant le groupe G des germes de caractdres continus. C'est, en
fait, un espace vectoriel réel si on le munit de la loi interne définie par le produit
des germes de caractdres, et de la loi externe définie par l'exponentiation : pour
Nemw et Xeab,ona (A, %) — x A ith

sur les fonctions numériques, passe aux germes et induit un isomorphisme de 1'espace

. L'application h —> e , définie
vectoriel réel des germes de morphismes de G dans T§ sur l'espace vectoriel des ger—
mes de caractéres continus.

La structure d'espace vectoriel des germes de morphismes de G dans TR est connue
dés que 1l'on connatt la structure d'algdbre de & O(G) . Le résultat suivant montre
~ce qui n'est pas évident a priori- qu'il en est de meme pour l'espace vectoriel des
caractéres (bien que 1'exponentiation ne soit pas liée directement & la structure de
1algebre & (6)).

LEMME VI.4.3. La donnée de G et de 1'application d'inclusion canonique de ’6 dans
& o(G) permettent de déterminer, pour tout réel A et tout germe de caractdre X, le
germe de caractére r? .

En effet, si on désigne encore par X un caractére local dont le germe est celui
que nous considérons, X A est, au voisinage de O , somme d'une série entilre de
‘X -1 , dans une algtbre de restrictions de & (¢) & un compact. On &, en particulier,
avec £(0) =0,

X

Xh=1 4+ A(K=1) + (X=1)F,

et cette relation passe aux germes. Or, elle suffit & caractériser Lx , car il existe
au plus un caractdre local qui la satisfasse : supposons qu'il y en ait deux, Y 1 et
X 5 - Si h est un morphisme de R dans G , on &, pour t réel assez petit,

2i‘|th1t
¥, (n(t)) = e ,

2iv t
RO PP

ot 2ith,t 2iTh.t
) - G m) e e 2

= (X (n(t)) = 1) @ (¢)

ol @ ( t) est une fonction continue nulle en O . En considérant les dérivées en O,
on voit que h1 =h,, donc que Y 1 et ¥ 2 cofncident sur chaque sous-groupe & un
parametre, donc sur la composante comnexe de G , donc sur un sous-groupe ouvert de G
(on peut supposer ¥ g et 2 définis globalement). Ceci démontre donc le lemme.
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Comme la dimension de 1l'espace vectoriel '(:‘: est, par définition, celle du groupe
G lorsque cette dimension est infinie, et, d'aprds le théortme I.3.12, lorsqu'elle est

finie, on arrive au théortme ci-dessous :

THEOREME VI.4.4. Soient G, et G, deux g.a.l.c., &(G,) une algdbre du type
a(e) o ag(e), F(6,) wne algdbre du type A (G,)) om A,(0) , & (6) et
& o(GZ) leurs algébres de germes respectives ; soient, d'autre part, E, et E, des
partieg de f.to(G1) et J:O(G2) respectivement, telles que

~ .
G CEC PTO(G,') ,

G, CE,c PTO(GZ) .

S'il existe un homomorphisme de cfo(G1) dans 3,’ o(GZ) dont la regtriction &
E1 soit une bijection de E1 sur E2 , les groupes G1 et G2 ont méme dimension.

Cela résulte du lemme VI.4.3. et du lemme VI.4.2. qui permet d'obtenir 6'1 (resp.

~
G2) 4 partir de E1 et E, en considdrant les é1éments dont 1l'inverse éventuel dans
é,'t o appartient & E1 ou E2 .

Remarque VI.4.5. Remarquons que, lorsgue G1 et G2 sont deux .groupes dont la dimen-
sion est au moins égale & la puissance du continu, la donnée d'un isomorphisme entre les
groupes multiplicatifs des germes de caractdres (ou entre les algdbres de germes de
polyndmes trigonométriques) suffit & Erouver 1'égalité des dimensions de G1 et G2 .
En effet, la structure de groupe de G 1le caractérise en fait comme espace vectoriel
sur ® , et dans le cas que nous considérons, les dimensions sur | et sur ® cofnci=-

dent.
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CONCLUSION

Nous avons, au cours de cette étude, introduit divers invariants de 1la structure
_locale des groupes abéliens localement compacts, et obtenu, & partir de ces invariants,
quelque information sur la structure locale que nous étudions. Ces résultats sont malheu-

reusement bien incomplets.

Notons, cependant, que la considération simultanée de plusieurs de ces invariants
améliore grandement la situation. Par exemple, la donnée simultanée soit de G* et de
a (considéré avec sa structure d'espace vectoriel), goit de G* et de xo(G) carac=
térise la structure locale d'un bon nombre de g.a.l.c. de dimension finie, localement
isomorphes & Rn x H, o H est compact de torsion. En effet, la dimension n est
caractérisée par [ (ou ﬁo((}) R dens le cas localement connexe) et le groupe H par
H* qui est défini intrinsdquement & partir de G* , puisque G* se décompose sous la
forme du produit cartésien (W n)* X H* d'un groupe divisible sans torsion et d'un
groupe d'ordre fini.

Pour les groupes G¥* , il semble peu plausible qu'il soit possible d'obtenir des
résultats beaucoup plus précis que ceux que nous avons présentés. Pour les algtbres de
germes, il en va sans doute autrement, mais les méthodes d'investigation restent & éla-

borer.

L'obstacle actuel réside dans le fait que, mise & part 1'étude du groupe G* dans
le cas totalement discontinu, les méthodes dont nous disposons permettent d'atteindre la
dimension des groupes, c'est-i-dire un invariant de la structure topologique locale,
mais ne fournissent pas d'information sur la structure de groupe proprement dite, lorsque
celle-ci ne se déduit pas de la topologie.
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