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INTRODUCTION

Le titre de ce travail indique assez clairement la direction générale de nos re-
cherches. Il s*agit de définir et d'étudier des objets attachés aux groupes abéliens
localement compacts et qui permettent d*obtenir des renseignements sur la structure
locale des groupes étudiés. Il est naturel de mettre en évidence des invariants de cette
structure locale, c'est-à-dire des objets qui soient isomorphes pour des groupes loca-
lement isomorphes. Une étape ultérieure consiste à étudier dans quelle mesure ces inva-
riants sont caractéristiques.

Plus précisément, nous considérons la catégorie dont les objets sont les groupes
abéliens localement compacts (dans un cas, les groupes peuvent être non abéliens) et
dont les morphismes sont les germes d'homomorphismes continus de groupes ; nous définis-
sons ensuite divers fondeurs de cette catégorie dans certaines autres, ce qui nous pe]>-
met d'obtenir les invariants cherchés.

Le chapitre 1 est un chapitre de référence où sont rassemblés divers résultats,
en général bien connus, qui seront constamment utilisés par la suite.

Au chapitre II, est introduit un premier type d'invariant : un groupe compact G*
attaché à tout groupe abélien localement compact. Trois caractérisations équivalentes
de G* sont données, et on étudie comment les germes d'homomorphismes locaux d'un grou-
pe G vers un groupe H se représentent à l'aide d'homomorphismes globaux de G*
vers H* . Un exemple montre que l'extension de ceci au cas non abélien est impossible.

Les chapitres III et IV sont consacrés à l'étude d'invariants d'un autre type, cons-
titués par certaines algèbres de germes de fonctions. Au chapitre III, on étudie les
algèbres de transformées de Fourier relatives à un poids sur le groupe dual. On commence
par montrer, après une étude générale des algèbres A^ , comment tout germe d'homomor-
phisme de G vers H induit une application bien déterminée de l'ensemble des classes
de poids définis sur le dual de G dans 1 ' ensemble des classes de poids définis sur le
dual de H . En utilisant cette correspondance, on définit ensuite un homomorphisme de
toute algèbre de germes de A ̂ ,(n) dans l'algèbre des germes de A (G) , où <») '
est le poids associé à ûi .

Au chapitre IV, on étudie les algèbres A , et on démontre que les algèbres de
germes de A sont des invariants de la structure locale, même dans le cas non abélien.
Nous utilisons, pour ce faire, une propriété de représentation intégrale d'un produit
qui nous donne certains autres résultats intéressants. Ce chapitre se termine par un
théorème concernant les multiplicateurs, conséquence d'un résultat obtenu pour les A .P

Notons que, dans le cas abélien, les algèbres du type A et celles du type A
ont un cas particulier commun : l'algèbre A . Nous retrouvons donc, de deux manières
totalement différentes, le fait que l'algèbre des germes des transformées de Fourier de
fonctions sommables est un invariant de la structure locale des groupes abéliens loeâ .



lement compacts.
Au chapitre V, on définit une notion de fonction radiale sur les groupes totalement

discontinus. On caractérise les fonctions radiales qui sont transformées de Fourier de
fonctions de puissance c< -ième somma'ble sur le dual, celles qui sont des multiplicateurs
de ̂ L^ , et celles qui appartiennent à A . On obtient de nouvelles classes de mul-P
tiplicateurs sur les groupes totalement discontinus, en particulier sur les groupes dis-
crets, TL. par exemple.

Le chapitre VI est une approche de la réciproque : dans quelle mesure les invariants
introduits sont-ils caractéristiques ? On montre que c'est le cas des groupes G* , lors-
que les groupes G appartiennent à une classe assez vaste de groupes totalement discon-
tinus. Pour les algebres de germes d'éléments de A ou de Aç, , elles permettent de
distinguer les groupes totalement discontinus ; elles permettent aussi, mais les résul-
tats sont à cet égard fragmentaires, de caractériser la dimension topologique.

Une partie importante des résultats présentés ici a été publiée antérieurement
( [^Sp. 1 , 2, 5, 4, 5, 6 " ] et [.PSj ) ; ils sont, de toute manière, présentés ici d'une
manière totalement refondue, grandement améliorée par rapport à |^Sp. 1] et [ S P . 2"! >
et complétés.

Ce travail n'aurait pas été possible sans les encouragements que m'a constamment
prodigués Monsieur J.-P. Kahane ; qu'il en soit ici remercié. Ma reconnaissance est éga-
lement acquise à Monsieur P. Eymard avec qui j'ai eu plusieurs entretiens fructueux et
qui s'est chargé de la tâche ingrate de relire le manuscrit. Je remercie vivement Mon-
sieur P. Leiong qui m'a proposé un intéressant sujet de thèse complémentaire et je suis
très heureux que Monsieur J. Deny ait "bien voulu accepter la présidence de mon jury de
thèse.

Je tiens, de plus, à exprimer mes remerciements à Messieurs les Professeurs Herz,
Jerison, Malliavin et Eudin, ainsi qu'à tous mes amis et collègues du Département de
Mathématiques de la Faculté des Sciences d'Orsay qui ont, à des titres divers, leur part
à ce travail, en particulier à Messieurs M, Gatesoupe, N. Lohoué et J. Peyrière.

Enfin, je désire exprimer à Madame Maynard et à Madame Gérard ma gratitude pour le
dévouement et le soin avec lesquels elles ont assuré la réalisation matérielle de ce
texte.



CHAPITRE 1

NOTIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES.

L'objet de ce chapitre est de fournir une base de référence commode pour des résul-
tats qui seront fréquemment utilisés par la suite, souvent même sans être explicitement
rappelés.

Bien des théorèmes donnés ici sont d'usage courant, et se trouvent par exemple
dans | R] ou dans j^HR J . Nous donnons aussi, avec démonstration, quelques résultats
moins familiers.

Tous les groupes que nous considérons sont des groupes localement compacts ( g . l . c . )
notés multiplicativement, dont l'élément neutre est désigné par e . Lorsque nous trai-
terons explicitement de groupes abéliens localement compacts ( g . a . l . c . ) , ils seront -
sauf exception - notés additivement et l'élément neutre sera désigné par 0 .

1 - 1 . Rappels sur la dualité et la compactification de Bohr.
THEOREME 1 . 1 . 1 . Soit G ̂  g . l . c . Il existe un groupe compact G , unique à un iso-
morphisme près, et un morphisme ( c . à . d . un homomorphisme algébrique continu) h de G
dans G, , tels que pour tout morphisme ̂  de G dans un groupe compact H il existe
un morphisme unique $, ê G- dans H tel que ^ = ï - o h .

Si le groupe G est abélien, h est une injection dans G. , et G, a pour dual
le dual de G , rendu discret ; dans tous les cas, l'image de G par h est dense dans
G- . Bien qu'il ne s'agisse pas réellement d'une compactification (sauf lorsque h est
une injection, en particulier lorsque G est abélien), on appellera G. le "compacti-
fié presque-périodique" de G , et, dans le cas abélien, le "compactifié de Bohr" de
G . (Voir [ï] , pp.125-126).

Pour un g . l . c . G , nous noterons G, le groupe G rendu discret. G- le com-
pactifié presque-périodique de G , et nous aurons à considérer G— et G , dont la
définition est claire. Soient G et H deux g . l . c . , h., (resp. h- ) le morphisme
canonique G —> G- (resp. H -—> H- ) . Si nous désignons par ̂  un morphisme de G
dans H , 5. sera le morphisme de G, dans H, , dont 1 ' existence est assurée par
le théorème 1 . 1 . 1 . , tel que h g 0 ^ = $ - o h ^ . Nous désignerons par ^ le mor-
phisme ̂  considéré en topologies discrètes, et par ^- le morphisme de G-- dans
H, , déduit de ^ - comme ^ - se déduit de S . D e même, 6 . - sera $ en topolo-
gies discrètes.

Soit maintenant G un g. a . l . c . Noua désignerons son dual par G ou par (c)^ .
Soit H un sous-groupe fermé de G , H1 l'orthogonal de H dans î . On sait (voir
par exemple [R] , th. 1 1 . 1 . 2 . , p. 55) que (G/H)^ est isomorphe à H1 et que S est
isomorphe à G/H . Ceci entraîne en particulier que tout caractère continu sur H se
prolonge en un caractère continu sur G .



THEOREME 1 .1 .2 . Soient G .ejb H deux g.a.l.c. ^ejb A un morphisme de G dans H .

Notons ^ fou (Ç)^ ) I1 application de îî dans î qui à tout caractère X- sur H

associe le caractère X- o ^ sur G . Alors

i) $ est un morphisme de H dans Q .

ii) ($)" = $ .

iii) Si K est un troisième g.a.l.c. et \f un morphisme de H dans K , on a

( Y O ^ ^ - ^ O ^ .

iv) Les conditions

"b) ô damage dense

sont équivalentes.

(Voir par exemple ^3 ) .
s -»%,

DEFINITION 1.1 .5 . Avec les hypothèses du Théorème 1.1.2. . nous dirons que $ est le

morphisme transposé Cou dual) de (& .

DEFINITION 1.1.4. Nous dirons que

0 ——> A ——> B -£-^ C ——> 0

est une suite exacte si B est un g.l.c», A un sous-groupe distingué fermé de B ,

i l* infection canonique de A dans B , C le quotient de B par A j^ p la sur-

.iection canonique de B sur C .

THEOREME 1.1.5. Soit 0——> A -——> B -£—> C——^ 0 une suite exacte de

g.a.l.c. Alors les suites

a) 0 ——> Ç -1^ S JL^ S ——^ o
i p

-b) 0 ——^ A, ——î> B, ——> C, ——^ 0d , d d
c) 0 ——ï> JL --S-> B —^ C ——^ 0

d) 0——^ A,, À B,,A C, ,——^ 0db . db db
e) 0 ——^ A,, -îâ> B,, -̂ Sâ> C,, ——=> 0bd bd bd

sont exactes.

L*exactitude de a) exprime les relations de dualité des sous-groupes et des grou-

pes-quotients ; pour b), il n*y a rien à démontrer ; c) est, par dualité, conséquence

de a) et b) ; d) se déduit de b) et e), et e) se déduit de c).

En général, nous n* écrirons pas les noms des morphismes figurant dans une suite

exacte ; il sera alors entendu que pour les suites exactes associées, selon le Théorème

I.1.5.» à une suite exacte donnée, les morphismes seront bien ceux qui se déduisent des

morphismes donnés.



1 - 2. Morphismes locaux et germes de morphismes.
/

DEFINITION 1 . 2 . 1 . Soient G b̂ H deux g . l . c . Nous appellerons morphisme local de G
vers H la donnée (iT, ̂  ) d'un voisinage ouvert TJ de l'élément neutre de G ̂
d'une application continue $ .âe, U dans H , telle que les conditions x fc U , y €- U
et xy e TJ entraînent

$ (xy) = $ (x) $ (y) .
DÉFINITION 1 . 2 . 2 . Un morphisme local (ïï, ̂  ) ^e, G vers H est dit isomorphisme
local si ̂  est un homéomorphisme de U sur un voisinage de l'élément neutre de H .
DEFINITION I . 2 . 5 . Deux isomorphismes locaux (u, Sf ) ^ G vers H ̂  (V» T ) âe.
H vers G sont réciproques l'un de l'autre si y o "^ (resp. $ o y ) coïncide avec
l'identité au voisinage de l'élément neutre dj9 G (résp. de H ) (On considère *Ç" o $
comme défini sur U oy (v) , ̂  ̂  o ~f sur VU ^^(ir)).
DEFINITION 1 . 2 . 4 . On appelle germe de morphisme de G vers H toute classe d'équiva-
lence de morphismes locaux de G ''vers H , pour la relation "coïncider sur un voisina-
ge de l*élément neutre".
DEFINITION 1 . 2 . 5 . On appelle caractère continu local de G (resp. germe de caractère
continu de G ) tout morphisme local (resp. germe de morphisme) ^e, G vers le groupe
TT des nombres complexes de module 1 muni de la topologie usuelle.
Remarque 1 . 2 . 6 . Il est faux que tout germe de caractère continu soit le germe de fonc-
tion associé à un caractère (global) de G . C^est le cas cependant pour les g . a . l . c .
totalement discontinus et les groupes de la forme "iïÇ n ("TF^ : groupe additif des réels,
n entier positif). Encore le cas des g . a . l . c . totalement discontinus est-il a, cet
égard inintéressant puisque tout caractère local continu est constant (égal à 1 ) au
voisinage de 0 . A ce sujet, notons que le théorème 1.2.7. entraîne que tout germe de
caractère continu provient d'un caractère glooal sur un groupe localement isomorphe au
groupe donné.

Nous allons maintenant donner une décomposition des morphismes locaux qui générali-
se un résultat classique (voir LP^ , th. 18) et qui nous sera utile dans la suite.
THEOREME 1.2.7. Soient G ̂  H deux g . l . c . . (U, ^ ) un morphisme local de G vers
H . Il existe un g . l . c . G , un isomorphisme local (ïï, * y ) j ^ e G vers G et un
morphisme glopal $^ âê. Ĝ  dans H tels que $ = ^ o ̂  . De plus -y se décompo-
se lui-même en y = ̂  o Y^ , ̂  ̂2 est lm ̂ ô n̂ isme local de G vers un
g . l . c . G^ , ̂  G^ est un sous-groupe ouvert de G ̂  "y ̂  un isomorphisme local
réciproque de l'in.lection canonique de G, dans G , et où G, est également le quo-
tient de G^ par un sous-groupe distingué discret. ̂  y un isomorphisme local réci-
proque de la sur.lection canonique de G sur G. .



1 0

Appelons en effet G, le sous-groupe ouvert de G engendré par U : "y., sera
alors l'application identique de U , partie de G , sur TJ , partie de G, . Considé-
rons maintenant la partie V = ^(x, ̂  ( x ) ) I x e. TJ } de G, x H ; x —> (x, ̂  ( x ) ) est
une "bijection de TT sur V et nous appellerons G le sous-groupe de G. x H engen-
dré par V , muni de la topologie localement compacte pour laquelle V est un voisina-
ge de l'élément neutre homéomorphe à U . Appelons (ïï, y . ) 1 ' isomorphisme local de
G^ vers Ĝ  défini par x —> (x, ̂  ( x ) ) . Il est clair que, sur V , l* isomorphisme
local réciproque coïncide avec la restriction de la projection G, x H —> G res-
treinte à V ; d1ailleurs, cette projection restreinte à G est continue et surjec-
tive, "biunivoque au voisinage de l'élément neutre : c'est donc le passage au quotient
par un sous-groupe discret de G . Quant au morphisme glopal & de G vers H ,
c'est la restriction à G de la projection G, x H —> H , manifestement continue
pour la topologie envisagée sur G .o
1 -• 3. Structure des groupes apéliens localement compacts.

Nous rappellerons, dans ce paragraphe, quelques résultats classiques sur la struc-
ture des g . a . l . c . et sur les relations qui peuvent exister entre la structure d'un
g . a . l . c . et celle du groupe dual. (Voir en particulier [ïffl] , [r] et ̂ 3 ) • ôus
étaolissons également quelques résultats nouveaux à notre connaissance, ou pour les-
quels nous ne connaissons pas de référence commode.

/ ,
THEOREME 1 . 5 . 1 . Tout g . a . l . c . possède un sous-groupe ouvert isomorphe au produit car̂
tésien d'un groupe de la forme 'iï(n (n € î  ) et d'un groupe compact.
THEOREME 1.5 . 2 . Soit {G^ç^ une famille de g . a . l . c . . parmi lesquels il n'y a qu'un
nombre fini de groupes non compacts. Alors le produit TT G- a pour dual la somme
directe C (G )^ des duals des G . <À é A

ITçytation : Si u est un cardinal quelconque et G un groupe compact, G° désigne le
produit direct de o exemplaires de G . Si G est un groupe discret, G®^ désigne *
la somme directe de u exemplaires de G ,
THÉORÈME 1 . 5 . 5 . Soit G un groupe compact apélien.

i) Les trois conditions
a) G est connexe
Ts) G est divisiple
c) G est sans torsion

sont équivalentes.
ii) Les trois conditions

a) G est totalement discontinu
^) ^ admet une "base de voisinages de 0 formée de sous-groupes ouverts
c) S est de torsion



1 1

sont équivalentes.

THÉORÈME 1.5.4. Tout groupe abélien discret d'ordre 'borné est isomorphe à
r.

<ê> S-Çp. 1) , ̂  Ï.W est le groupe cyclique d'ordre a , et ou les p sont des
ici 1 —————

nombres premiers, dont -un nombre fini seulement sont distincts, et les r. des entiers

positifs, dont un nombre fini seulement sont distincts.
/ \

THEOREME 1.5.5. Tout groupe abélien compact de torsion est d'ordre "borné, et isomor-

phe à 1 1 ^(p. ) , où -un nombre fini seulement des nombres premiers p. et des
tel 1

exposants r. sont distincts.

THEOREME 1.5.6. Tout groupe discret divisible sans torsion (c'est-à-dire tel que.

pour tout entier n ^ 0 , x —> nx soit une bi.tection) est isomorphe à (^e^ jo^

^ est le groupe des rationnels et Cj un nombre cardinal.

THEOREME 1.5.7. Soit un g.a.l.c. G . La réunion des images des morphismes de TR dans

G a pour adhérence la composante connexe de 0 dans G .

COROLLAIRE 1.5.8. Pour tout g.a.l.c. G non totalement discontinu, il existe un mor-

phisme non nul de Tî? dans G .

THEOREME 1.5.9. Soit G un groupe abélien compact.

Alors il existe une suite exacte

0 — — > H——î> G——^T^——> 0

£Î1 H est un groupe compact totalement discontinu et Tu> le tore de dimension û> ( (*)
peut être un cardinal quelconque).

Par dualité, montrons que pour tout groupe abélien discret, A , il existe une
suite exacte

<8o>
0 ———> ZL ——> A ———> B ———> 0

où B est un groupe de torsion. Pour cela, il suffit de considérer un système libre

maximal dans A : le quotient B du groupe A par le sous-groupe libre 2.̂  engendré

par ce système est alors de torsion, et le théorème est démontré.

Remarque 1.5.10. La suite exacte du théorème 1.5.8. peut être choisie de multiples

façons. Mais le cardinal u est bien déterminé : c'est le cardinal d'une famille libre
maximale dans le dual de G .

/
DEFINITION 1 . 5 . 1 1 . Pour un groupe abélien localement compact G , nous appellerons

dimension de G la dimension de l'espace vectoriel réel des germes de morphismes de G
dans "Iï̂  .

Il est clair que la dimension d'un groupe ne dépend que de sa structure locale.
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THEOREME 1.5.12. i) Pour un groupe abélien compact, la dimension est égale au cardi-

nal d'une famille libre maximale dans le dual.

ii) Si la dimension d'un groupe est finie, elle coïncide avec sa di-

mension to-pologique.

La dimension, telle que nous l'avons définie, est manifestement invariante par les

isomorphismes locaux. Il en va de même de la dimension topologique, de quelque manière

qu'elle soit définie, les diverses définitions classiques étant équivalentes pour les

groupes localement compacts. Il en résulte que la partie ii) du théorème 1 . 5 . 1 2 . est à

démontrer seulement en supposant le groupe compact. Or il est connu que, dans ce cas,

la dimension topologique est égale au cardinal d'une famille libre maximale dans le

dual (voir, par exemple, ['HR'] , th. 24.28). Il reste donc à démontrer en fait la par̂ -

tie i) du théorème. Soit alors un groupe compact G , o le cardinal d'une famille

libre maximale dans le dual de G , u1 la dimension de G . D'après le théorème 1 . 5 . 9 » »

il existe une suite exacte, où H est totalement discontinu,

0 ——> H ——> G ——;> T° ——> 0 .

Montrons d'abord que G et T^ ont même dimension. Par relèvement de TT^ dans G,

tout germe de morphisme de TT dans "̂  donne un germe de morphisme de G dans "ffÇ , et

la correspondance est linéaire et mjective. Elle est également surjective, car tout

germe de morphisme de G dans îiî s'obtient de cette manière : soit (U, a) un mor-

phisme local de G dans ̂  ; il existe alors un sous-groupe ouvert H de H sur

lequel c< est nul ; H = H f\ V , où V est un ouvert de G , voisinage de 0 ; soit

W un voisinage de 0 dans G , tel que W C U et W-W C V ; alors (W,CT| ) est un

morphisme local qui définit le même germe que (U, <x) et qui définit, par passage au

quotient, un morphisme. local - donc un germe de morphisme - de T dans 1»^ .

ix
Soit x = (e <xl ) IAI=LJ le P013^ g r̂ique de T° . Définissons ^ ,

germe de morphisme de T^ dans TÏ^ , par $.^(x) » x . e "ïï^ pour x assez voisin de 0 ,

et montrons que les ^ forment une base de l'espace vectoriel des germes de morphis-

mes de TC^ dans Tî\ . Les $. sont indépendants, car lorsque x parcourt un voisinage

quelconque de 0 , il n'y a aucune relation entre les coordonnées. Les $„ engendrent

l'espace des germes de morphisme : soit d> un germe de morphisme, représenté par un

morphisme local 'tt* défini sur un ouvert V de T ° ; V peut être pris de la forme
ix

1^ x ... x 1^ x G' , où I. = {e J , (x j < E. < ^ }, et où G' est un tore entier

(isomorphe à 'IT^si o est infini) ; comme G' est compact, '$* s'y annule, de sorte

que y ne dépend que des j coordonnées x. ;
J

y(z) » L \, x
j=1 3 3



ce qui s'exprime, en passant aux germes, sous la forme

$ " L n- $,
.3=1 ^ t)

Ceci achève la démonstration du théorème 1.5.12.
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CHAPITRE II

LE GROUPE COMPACT ATTACHE A T3H GROUPE ABELIEN" LOCALEMENT COMPACT.

Ce chapitre est consacré à la définition et à l'étude d'un invariant de la struc-

ture locale des groupes abéliens localement compacts. Nous montrons par un exemple que

cette théorie n'admet pas de généralisation au cas non abélien.

II - 1 . Définition du groupe corn-pact G attaché au g.a.l.c. G .

DEFINITION II. 1 . 1 . Soit G n̂, g.a.l.c., e^ i l'in.lection continue G, ——> G .
^ .̂ 0.

Nous appellerons "groupe compact attaché à G ", et le noterons G , le noyau du mor-

phisme î  : G^ -—> G^ défini en I - 1 .

Il est clair que i, est une surjection.

Dorénavant, nous ne donnerons pas de nom aux applications G, —> G , G,. —> G-

etc ...

THEOREME 11 .1 .2 . Soient G ^ H deux g.a.l.c. ̂  .̂  un morphisme de G vers H ;
•%• -x- -x-

on peut alors associer à >Â , de manière canonique, un morphisme o< _de_ G dans H .

Si K est un troisième g.a.l.c. et A un morphisme de H dans K , on a

/ \* n* *
( j i O t Â ) = ? 0 (X .

Si pt est l'application identique de G dans G , ^
•M- -M-

G dans G .
est l'application identique de

A tout morphisme c< ; G —> H , nous associons le morphisme o(.

diagramme ci-dessous, où les lignes extrêmes sont exactes ;

défini par le

db

-> H

"db
\

G,

Ĥ.
^d
TT

^b

/
G

^
H
V

—————^ B

•̂

La seule propriété à démontrer, c'est que ex. , restriction de db à G , applique

'r., : l'image dans H, de iX—fx) coïncide avec l'imageG dans H

par
. Or, soit x € Gdb D db

dans G- ; si celle-ci est nulle, c'est-à-dire en particu-o( de l'image de x
D M

lier si x fe G , il est clair que o^-.(x) appartient à H . Quant au caractère

"fonctoriel" de <?c , il se déduit immédiatement des propriétés analogues évidentes

concernant les morphismes <^- , o(. et oc,., .
•}(•

^db^

est un invariant de la structure localeNous allons démontrer maintenant que G
de G .
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.» \ -X- •%•
THEOREME 11.1 .5 . Si G et H sont localement isomorphes, G _ej^ H sont isomor-

phes.
•M" %

D'après le théorème 1.2.7., il suffit de montrer que G et H sont isomorphes

dans les deux cas :

i) G est un sous-groupe ouvert de H ;

ii) H est le quotient de G par un sous-groupe discret.

(Remarquons à cet effet que tout morphisme global qui définit, par restriction à un

voisinage de 0 , un isomorphisme local, est le produit de composition du passage au

quotient par un sous-groupe discret et de l'injection d'un sous-groupe ouvert).
•x" /\ .

Comme le dual de G coïncide avec le quotient G,-/^ , il suffit de montrer
d<f\ i /\ *

que les groupes ^.a/ft e^ ^h/q/$ sont isomorphes.
d d

LEMME II.1.4. Soit une suite exacte

0 ——> A ——> B ——> C ——> 0 .

Alors. dans le diagramme commqtatif

0 0 0
^ ^ ^

o ——> ^ ——. ^ ——;> ^ ——. o

0—> ^—> fhd—^ ^—>
 °

0 —> \d4, -> 44, -^ ^d/c, — °4 d ^ d ^ d
0 0 0

les lignes et les colonnes sont exactes.

En effet, les colonnes sont exactes par construction, et les deux premières lignes

en vertu du théorème 1.1.5. C'est un résultat classique (voir par exemple C^J >

exercice 1 , page 16) que l'exactitude de la troisième ligne découle de l'égalité

A s ̂ d0 ̂  ? or ±1 s^^ de vérifier que A, - H B - c A , c'est-à-dire que tout ca-

ractère de S qui donne, par composition avec la surjection B —> ^ , un caractère

continu de B , est en fait un caractère continu de A .

Appliquons maintenant le lemme dans la situation i) ; G est un sous-groupe ou-

vert de H , donc H/G est un groupe discret. Si on pose A = (HÂ^ , B = H et

C »? , A est compact, donc A^ = A^ , et A^ = [01 , d'où B^ = C^/ç ,
d ' d d

qui équivaut à G = H . Pour la situation ii), H = G/- avec D sous-groupe discret

de G . Posons alors A = î @ , B = G , C = = 6 . 0 n a ici C compact, donc C , a C ,^ ^ DÛ, d.
d'où C^/ç = {0} , soit A^/^ a ̂ /B » ce qui é(luivaut à G = H .

d d d
Le théorème 11.1.5. est donc ainsi démontré.
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Le résultat ci-dessous montre que l'invariant de la structure locale que nous
avons construit n'est pas illusoire :
THEOREME 1 1 . 1 . 5 . Le groupe G* est réduit à ^01 si et seulement si G est discret.

D'après le théorème 1 . 5 . 1 . , tout g . a . l . c . est localement isomorphe à un groupe
compact. Il suffit donc^ en vertu du théorème 1 1 . 1 . 5 . , de démontrer le résultat cherché
en supposant G compact. Si G est discret (c'est-à-dire fini), G = {01 . Soit
alors G compact infini.
LEMME I I . 1 . 6 . Soit X un̂  groupe abélien discret infini. Si on désigne par ÎEI ^
cardinal de l'ensemble E , on a lîl = 2 ' .

Ce résultat se trouve établi en [K] , théorème 1 .
Appliquons le lemme aux groupes G- et G , - :

l^d' n l 8b l s sl^l s 3 2' ( î â l s 3 2' G l

IG 1 |(â ) - ! 21^1 22101^dbl ï= '^bd^ 1 " 2 a3 2

ce qui montre que le morphisme G— —> G- = G ne saurait être injectif, donc que
G ne se réduit pas à \0\ .

De cette démonstration, nous pouvons dégager le
. ^ JG|

COROLLAIRE 11.1.7. Soit G un groupe compact infini. Alors IG | = 2
i . 2^Cela résulte immédiatement de l'égalité 1 G , , 1 = 2 établie plus haut et de l'é-

galité IG.J = Ici x|G*| .db
11-2. Nouvelle définition du groupe G .

Nous donnons dans ce paragraphe une seconde définition du groupe compact G atta-
ché à un g . a . l . c . G . Cette définition nous permettra d'associer à tout germe de mor-

•X- -X- -X-phisme oc de G vers un g.a . l . c . H un morphisme <X ; G —> H , coïncidant avec
la définition introduite en 11.1.2. dans le cas où << est un morphisme global.

Si nous considérons une partie X de G comme plongée dans G-, par l'injection
(non continue sauf si G est discret) G —> G, , nous désignerons par S13 son
adhérence dans G,- .db^ \ * -hTHEOREME 11.2.1. Soit G 3̂  g . a . l . c . Alors G « Ou , U parcourant le filtre des
voisinages de 0 dans le groupe localement compact G .

Il est facile de voir a priori que l'intersection ci-dessus est un sous-groupe
fermé de Ĝ  . Mais cela découle de toute manière du théorème 11 . 2 . 1 .

Nous aurons besoin du lemme suivant qui généralise le théorème d'approximation de
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Hevitt et Zuckermaim (voir [p] , th. 1.8.5. ou [HZ] ) .
LEMME 11.2.2. Soit G ^ g . a . l . c . , H im sous-groupe de G muni d'une topologie
localement compacte plus fine que celle induite par G (de sorte que l'in.lection de H
dans G est continue). Soit X. un caractère de G dont la restriction à H est con-
tinue pour la topologie de H . Alors, pour tout choix d'un nombre positif 6 , d'un
compact K ô^ H et d'une suite finie îx. > ' . . . > x \ de points de G , il existe un
caractère -y continu sur G tel que I X.- Ç 1 < £ sur K U ̂ x, , . . . , x X .

Appelons G le groupe G muni de la topologie localement compacte pour laquelle
H , avec sa topologie, est un sous-groupe ouvert. Alors l'injection identique i de
G dans G est continue. Les caractères % satisfaisant aux hypothèses du lemme ne
sont autres que les caractères continus de G . D'après le théorème 1 . 1 . 2 . , iv), le
morphisme dual de i est une injection d'image dense de G dans (G )^ , ce qui
équivaut au type d'approximation indiqué dans l'énoncé du lemme.

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème II. 2 . 1 . Remarquons d ' abord que
C\ ̂  = C\ (U+V) , U parcourant le filtre des voisinages de 0 dans • G , et V celui
des voisinages de 0 dans G— .

Soit alors x € C\ (U+V") ; quels que soient le voisinage U de 0 dans G ,et le
voisinage V de 0 dans G-, , on peut écrire x ss y+z avec y € U et z e V .
Appelons h l'application canonique de G dans G, , h, l'application canonique de
G- dans G-. , i l'injection de G- dans G , i- l'application de G , , dans G.
déduite de i . (En fait, on identifie ici les points de G- avec leurs images par
h , ) . Soit W un voisinage de 0 dans G— W. un voisinage de 0 dans G, tel
que W, + W. c W . Comme h et i, sont continues, on peut choisir U et V tels
que h(u) C W^ et i-(v) c W^ . Comme ^(x) = L h^(y) + i-(z) , ou encore i^(x) =
h(y) + i^(z) , on a i,(ac) €. W . Ceci a lieu quel que soit W , voisinage de 0 dans
G , d'oîi ii,(x) " 0 ce qui signifie que x 6 G . Réciproquement, supposons x 6 G ;
x est un caractère sur G— constant sur G- ; considérons en fait x comme un carac-
tère sur G. , constant -donc continu— sur le sous-groupe G muni de sa propre topolo—
gie. Il s'agit de montrer que, si €. est un nombre positif, K un compact de G ,
Î.Ï1 > • • • > \ \ une suite finie de 8, , alors x = yz , (nous utilisons la notation

multiplicative pour les caractères considérés comme fonctions) avec y caractère con-
tinu sur G tel que I y-11 < £ sur K , et z caractère sur G, tel que I z-11 < 6
sur ^, , . . . , ^ \ . O r , pour tout \ > 0 , le lemme 11.2.2. entraîne l'existence
d'un caractère continu sur G- , x , tel que ( x-x 1 < ̂  sur K U Î Y ^ > • • • » ^ l .D o o - i . ° 1 ' ' S n j
Alors, en prenant •T) assez petit, on aura le résultat cherché avec y = x et
Z - I X;1 .

La caractérisation de G donnée par le théorème 1 1 . 2 . 1 . permet d'associer à
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tout morphisme local de G vers H , et même à tout germe de morphisme, un morphisme
* * *

global Q( de G dans H . Pour le voir, établissons d1abord le

LEMME 11.2.5. Soit (TT,o<) un morphisme local d'un g.a.l.c. G vers un g.a.l.c. H .

^ U est un voisinage ouvert de 0 dans G assez petit. c< considéré comme applica^

îon de U , partie de G^ , dans H^ , se prolonge en une application continue de ^

^ .dans, H^ .

En vertu du théorème 1.2.7., il suffit de prouver le lemme dans trois cas parti-

culiers :

i) OC est un morphisme global de G vers H . Alors le morphisme oC-, de G,,

dans H-, , restreint à ÎJ , fournit le prolongement cherché.

ii) H est un sous-groupe ouvert de G , U un ouvert de H , <X 1 * application

identique de U , ouvert de G , sur U , ouvert de H . Appelons V l* ensemble U

considéré comme un ouvert de H , et i l* injection canonique de H dans G . Il ré-

sulte du théorème 1.1.5. que i— est une injection de H,, dans G— , donc i-,- db db , db db
applique bijectivement V sur un compact de G,, qui contient tî (et, en fait,

coïncide avec !î ). L'application réciproque définie sur ÏÏ fournit le prolongement

cherché de oc .

iii) G est le quotient de H par un sous-groupe discret D , et la surjection ca^

nonique p de H sur G est un homéomorphisme d'un voisinage ouvert de 0 dans H ,

V , sur le voisinage ouvert de 0 , TJ , dans G . De manière semblable à ce que nous

avons vu en ii), il suffira de montrer que p.- , restreinte à ^ , est bijective,

c ' est-à-dire, puisque p,- admet pour noyau D,- = D , que (V - V ) 0 D, as 50l .

Or, puisque p restreinte à V est bijective, on a ("V-V) n D a ^0 } . Comme de plus

^b - ï13 • (CT)13 (cela se vérifie aisément), il suffit de vérifier que, pour un ouvert

W de E contenant 0 , la condition V n D " ^0} entraîne que W 0 D- s S(U .

Soit donc S" un élément de D- appartenant à W , c'est-à-dire tel que, pour tout

voisinage de 0 , £t , dans H- , on ait S a x + û> , x e ¥ et c^GÛ.. Désignons

par D"1' l'orthogonal de D dans H ; D est le groupe dual du groupe H/-J. (compact

puisque D est discret) et S est un caractère, continu ou non, sur 5/-j. » B-//-i\

L'hypothèse entraîne alors que, quels que soient le nombre positif £ et la suite finie

\ Y i > • • • > y \ de points de H, , il existe x € W tel que 16" -x 1 < € sur

^ ' ^ - 1 ' » • • • > Y } .Or, puisque y-pJL est compact, il existe un compact L de ê tel
que H s L + D - 1 - ,d'où Ê » L + (D-*- ) . Quitte à restreindre W (donc aussi V et

U ), on peut supposer que, pour tout x appartenant à W , on a |x-l| < 1 sur L .

Soit alors ^ un point de B, , qui s ' écrit ^ sa ^ + y . , avec ^ €, L et

^ ^ fe ÇT)^ ) ; pour tout 6 > 0 , il existe x e W tel que l £ ( y ) - x( ^ )| < S ,
d'où IS'( ^ ) - 1 l < 1 + ê ; comme S est constant sur (r1)^ > il en résulte que,



quel que soit y élément de H , i&'( y ) - 1 \ <: 1 . L'ensemble des valeurs prises par
S sur H est un sous-groupe de 'IT , groupe multiplicatif des complexes de module 1 ,
et le seul sous-groupe de TT dont tous les éléments sont à une distance de 1 infé-
rieure ou égale à 1 , est j_1J . D'où il résulte que 8 est constant sur H- , ou
encore, en notation additive, ? =s 0 .
DEFINITION II.2.4. Soient G ̂  H deux g . a . l . c . , ̂  ̂  un germe de morphisme de G

• ) ( • • ) ( • •M'vers H . Nous appellerons morphisme associé à a , le morphisme c< de G- dans H
obtenu en restreignant à G le prolongement à t? d'un morphisme local (u, o< ) à^
G vers H dont le germe est o( .

Pour être assuré de la validité de cette définition, il faut montrer d'une part
que la restriction à G du prolongement à !î de d< est à valeurs dans Ho
(ceci découle de la continuité de oC et du théorème 1 1 . 2 . 1 . ) , d'autre part que le mor-.̂
phisme oC obtenu ne dépend pas du choix du représentant (U, c< ) du germe c< : il
suffit de voir que l'on peut restreindre l'ouvert U sur lequel est défini o< sans•x- omodifier cC

Remarque 11.2.5. Lorsque le germe de morphisme oC provient d'un morphisme global de^,
G vers H , la définition 11.2.4. redonne le morphisme oC mentionné au théorème
1 1 . 1 . 2 .

II - 5. Troisième définition du groupe G .
.̂

La définition de G donnée en 1 1 . 1 . 1 . ne permet pas d'associer à tout germe de
morphisme de G vers H un morphisme de G dans H . La caractérisation de G
vue au théorème 1 1 . 2 . 1 . nous donne cette possibilité. Mais aucune des deux caractérisa-

* *fions de G que nous avons vues ne montre immédiatement que G est un invariant de
la structure locale de G , car elles font appel à des propriétés du groupe G tout
entier.

.̂
L'objet de ce paragraphe est de caractériser le groupe G en s'appuyant unique-

ment sur les propriétés locales de G ; nous retrouverons au passage une manière natu-
relle d'associer à tout germe de morphisme oC un morphisme o<

Pour un groupe G (dont le dual est noté $ , S, coïncidant alors avec ( G ^ ,
groupe de tous les caractères sur G ) , nous désignerons par S" l'ensemble des germes
de caractères continus sur G et par S, l'ensemble de tous les germes de caractères
(on appelle ici germe de caractère, non forcément continu, toute classe d'équivalence -
pour la relation "coïncider au voisinage de 0 " - de caractères locaux, c'est-à-dire
d'applications, continues ou non, définies au voisinage de 0 dans G , à valeurs
dans T , respectant les relations algébriques) ; ? et G- sont munis des structuresb
de groupes naturelles et de la topologie discrète.
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Soit (iT, & ) -un morphisme local de G vers un g . a . l . c . H ; si JL est un carac-
tère local de H défini sur un voisinage V de 0, % $ est alors un caractère
local de G défini sur U H $ " (v) . Il est immédiat de vérifier que si les morphis-
mes locaux (u, $ ) et (U* , <^' ) coïncident au voisinage de 0 dans G , et que si
les caractères locaux Ji et X' coïncident au voisinage de 0 dans H , les caractè-
.res locaux X. $ et X/ $' coïncident au voisinage de 0 dans G . De là résulte
que tout germe de morphisme, <X , de G vers H , définit une application - en fait'-\/ i^tun homomorphisme de groupes - de H, dans G, ; il est clair que cet homomorphisme
applique H dans G , ce qui permet de définir un homomorphisme (morphisme de groupes
discrets) S de H./ç' dans G,/^ .

r \THEOREME 11. 5 . 1 . Soient G ̂  H deux g . a . l . c . , <x un germe de morphisme de G vers
H .

\ ^ i *±) Le groupe discret G,/^ a pour dual G .
ii) Le morphisme 3' a pour dual oC
Remarquons que ce théorème nous montre de façon naturelle que G est un inva-

riant de la structure locale de G .
* ^ .Utilisons la remarque déjà faite que G est le dual de G-a/P • L'application

d
qui à tout caractère sur G associe son germe est un morphisme de S— dans G- , qui
applique G- dans G ; on peut donc définir, par passage au quotient, un morphisme dev^ dans v^-

La partie i) du théorème 11.5.1. est donc équivalente au
TBEORÈME 11.5.2. L'application naturelle de Ĝ /̂  dans G./p- est un isomorphisme.

d
Désignons par u cette application. Si deux caractères sur G définissent deux

germes dont le quotient est un germe de caractère continu,leur quotient est un carac-
tère continu. Ceci étahlit que u est une injection. Le fait que u soit une surjec-
tion s'exprime par la relation

<̂ ' ^ y / \ \
\ = G + ̂0

où ( G . , ) désigne le sous-groupe de G- formé des germes des caractères glolsaux sur
G . C'est ce qu'exprime le
LEMME 11.5.5. Soit un g . a . l . c . G . Tout caractère local sur G coïncide, au voisina-
ge de 0 , avec le produit d'un caractère local continu et d'un caractère glo'bal.

Remarquons que si ce lemme est vrai pour un sous-groupe ouvert de G , il est vrai
pour G aussi, car le caractère glo'bal sur le sous-groupe se prolonge en un caractère
sur G . D'autre part, si le lemme est vrai pour deux groupes, il l'est encore pour leur
produit cartésien. Enfin, le lemme est vrai pour TK11 car tout germe de caractère pro-



vient d'un caractère global. Compte tenu de ces remarques et du théorème 1 . 5 . 1 . , il
suffit de démontrer le lemme en supposant que G est compact.

Pour un groupe G compact, il existe une suite exacte

où H est un groupe abélien compact totalement discontinu (théorème 1 . 5 . 9 . ) .
Soit U un voisinage ouvert de 0 dans G , ̂  un caractère local de G défini

sur U . U contient un sous-groupe ouvert H de H ; la restriction de $ à Ho o
est un caractère sur H , et se prolonge en un caractère global $ sur G . Ecri-
vons <[> a <|^ ̂  , où $^ est un caractère local défini sur V , constant sur
H . Si nous désignons par K le quotient G/p. , par V l'image de TJ dans K ,

o
(V, (J)^) définit un caractère local sur K . D'autre part, on déduit du morphisme
G —> G/- =TC un morphisme K —> *3T dont le noyau est le sous-groupe fini H/_

Q

de H , ce qui permet (au "besoin en restreignant le domaine de $ ̂  ) de transporter
$^ en un caractère local défini sur IT^. Si nous établissons le lemme 11.5.5. pour
les groupes de la forme TP̂  , nous pouvons alors retendre au cas général en relevant
dans G les caractères, locaux ou globaux, de T^. Or un caractère local sur T^est
défini sur le produit cartésien d'un ouvert d'un tore de dimension finie et du produit
des autres tores coordonnés, sur lequel ce caractère local induit un caractère global.
Il suffit donc de démontrer le lemme pour un tore de dimension finie, et on se ramène
immédiatement au cas de T . On voit alors qu'il suffit de démontrer le résultat sui-
vant, en identifiant T à Tî?/2. ; tout caractère local sur 1̂  est le produit d'un
caractère local continu et d'un caractère global de période 1 .

Or, on voit immédiatement que tout caractère local sur Tî̂  provient d'un caractère
global. Il s'agit donc de montrer que tout caractère sur ̂  est le produit d'un carac-
tère continu et d'un caractère de période 1 . Soit X un caractère sur 1»̂  ; posons

-?C(1) = ê  ; on peut alors écrire X» X^ X^ , avec X^(t) = ê  ,
X ̂ s X. X ̂  î % ^ est un caractère continu et X. ̂  est périodique de période 1 .

Ceci démontre le théorème 1 1 . 5 . 2 . , donc la partie i) du théorème 11.5.1. Pour la
partie ii) de ce théorème, il suffit, d'après le théorème 1 . 2 . 7 . , de l'établir :

1 ) dans le cas où oc est un morphisme global ; alors la composition avec î défi-
nit un morphisme, dual de oC , de ê̂ /g dans S-̂ /g- , morphisme qui coïncide

^ d davec <x d'après le théorème 11.5.2. ;
• 2) dans le cas où vi est réciproque soit du morphisme A d'injection d'un sous-

groupe ouvert, soit du morphisme ̂  de passage au quotient par un sous-groupe discret,
^ a pour dual A , et S , morphisme réciproque de 1 ' isomorphisme A , a pour dual^. jj I
le morphisme réciproque de fe , c'est-à-dire o<
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.̂ .̂
11-4. Propriétés des groupes G et des morphismes çC

Nous avons donné, dans les paragraphes précédents, diverses définitions des grou-
* *pes G et des morphismes o(
Alors que les caractérisations vues en IF.5. sont évidemment invariantes par les

isomorphismes locaux, et que celles introduites enll.1. ne le sont pas à première vue,^
qu'au surplus nous n'avons défini, en 1 1 . 1 . , le morphisme o( que pour un morphisme
gloDal (X , c'est cependant sur les notions du paragraphe 11. 1 . que nous nous appuie-
rons principalement.
THEOREME 11.4. 1 . Soient G, H, K trois g . a . F . c . . cX un germe de morphisme de G vers
H » P» un germe de morphisme de H vers K . Alors ( f t o a ) s s p o o (

Cela résulte immédiatement du théorème 11.5.1. et de la remarque que ( f t o o ( ) ^ ' =
S o ? .
THEOREME II.4.2. A la suite exacte

correspond la suite exacte
•M. >*• JL ft^ JL

0 ——> A ——> B JL> c ——> 0 .

C'est une conséquence directe du lemme 11.1.4. et du théorème 1.1.5.

THEOREME II.4.5. Soient G et H deux g.a.l.c.
, .* ———— — * —5T

Alors (GxH) est isomorphe à G ^ H . Plus précisément, si <X désigne la pro.iection
4fr ^ •^ "I—— - _—fc»^——^—«^*^——

G ̂  H -—> G , la pro.tection (G X H) —> G est <X .

Le produit cartésien commute avec le passage au groupe dual (les projections deve-

nant par dualité les injections des groupes facteurs);ce théorème est une conséquence

immédiate de 1 ' isomorphisme entre (AxB). et A . X B , lui-même conséquence, par dua-

lité, de 1 ' isomorphisme entre (AXB), et A ' X B , pour deux g.a.l.c. quelconques A

et B . Passant au quotient, on oclient, à partir des isomorphismes

(@xâ)^ ^xâ^
et

(̂ Ê), ^XH,,

1'isomorphisme

^od/g- - ^od/g^d/g
/^^d ^d ^

d'où le résultat cherché, si l'on remarque encore quêtes morphismes de projection se

comportent convenaDiement, ce qui est immédiat.

Remarque 11.4.4. Le théorème précédent s*étend sans difficulté au cas d'un produit



cartésien fini. Mais il est en défaut pour un produit infini de groupes compacts. Con-
sidérons le groupe G = TT G. , oîi G. = î. / ^ . Alors G est totalement discon-

ie,\) 1 1 c- <-"X" •M" ^tinu non discret, de sorte que G ^ ^0} . Mais TT G. == ^0} , car G. == \0\ ,
G. étant discret. . ^'^

Considérons maintenant deux g . a . l . c . A et B , et un morphisme v ; A •—> B
qui est une injection d'image dense.

Dans le diagramme

db

"d-b

Y•"a 7 •

^[
T) ^^ —«————. "»t 1

[^
"R

/
A

v
^
B

\ï

-> 0

il est clair que v- et v , , sont des injections, que v, est surjeotif et que v
est injectif. Si de plus v est un isomorphisme, limage d'un élément de A , , par

•X- •}(• ' uu

v̂ - ne peut appartenir a B que si cet élément appartient a A , ce qui entraîne
que v, est un isomorphisme.

Soit alors o<. un morphisme d'un groupe G dans un groupe H . Appelons A le
quotient de G par le noyau N de d. , B le sous-groupe fermé de H adhérence de
l'image du morphisme û( . On peut alors décomposer UL de la manière suivante ;

^ ^ B -> H

où u est la surjection canonique G —^ G/̂  et v l'injection canonique du sous-
groupe B dans H . De plus A, B et le morphisme v ont les propriétés décrites à
l'alinéa précédent.

Nous allons maintenant considérer le morphisme cL = (wvu)
•x- -x- •)(•

•• w v u
*on peut décomposer o< sous la forme

S* -^ 8%* » A* -L^ B* .£» H*
•X' -X-

où, d'après le théorème II.4.1.» u est la surjection canonique G
•x-, -x- •x- -x-

G /-» , et w l'injection canonique du sous-groupe B dans H .
^

THEOREME 11.4.5. Soit oc un germe de morphisme de G vers H tel que j^ = 0 .
Alors o< " 0 .

En vertu des théorèmes 1.2.7. et 1 1 . 1 . 5 . , on peut supposer que c< est défini par
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un morphisme global, que nous notons encore oi . Il s* agit alors de montrer, avec les
notations introduites plus haut, que N est un sous-groupe ouvert de G , ĉ st-à̂ -dire

* .. * * * * -M- -M-que A s» {0} . Or v et w sont des injections, de sorte que oC = w v u ne
•X- -M-peut être égal à 0 que si u ss 0 , donc A = ^0} .

/ \ -x-THEOREME 11.4.6. Soit o( un germe de morphisme de G vers H tel que <X soit un
•M- •M-isomorphisme de G sur H . Alors oC est un germe d'isomorphisme local.

Comme plus haut, on peut considérer que o( est un morphisme global. Considérons
la décomposition de ùC

G ——> ̂  = A -̂  B, ̂  B ——> H
où, comme précédemment, N est le noyau du morphisme oC , B l*adhérence dans H de
l* image de G par ai , mais où le morphisme v : A —> B a été factorisé en passant
par B qui est le groupe B muni de la topologie de g . a . l . c . pour laquelle l* image
de A est un sous-groupe ouvert ; u est l* injection de A dans B , v la bijec-0 A» 0 0
tion identique de B dans B . On a alors une décomposition de <X ;

* v* * ^o * ^ * v* *G ——> A ——> B̂  ——> B -.!—» H .
* -X- -N- * •X-Si w v u u est un isomorphisme, w est surjectif, donc B est un sous-groupe0 0 j»,

ouvert de H et u est injectif, donc N est un sous-groupe discret de G . Donc* * -x-v u est un isomorphisme et, comme A et B sont localement isomorphes, u est
un isomorphisme. Par conséquent v est un isomorphisme, donc (d*après les remarques
faites plus haut) (v ), est un isomorphisme, ce qui montre que Qv ) - est un iso-
morphisme de B- sur (§ ) , . Autrement dit, les caractères continus sur B et surd o d o
B sont les mêmes. Or, un théorème dû à Hewitt ( (^Hj ) affirme que si un groupe est
muni de deux topologies de groupe localement compact te. et ̂  , et que V. soit
strictement plus fine que Ï^ , il existe des caractères continus pour "Ï. , non
continus pour p̂ . Comme ce n*est pas le cas, on en déduit que la bijection continue
v de B dans B est un isomorphisme, ce qui entraîne que oC est un isomorphisme
local.
Remarque 11.4.7. Il n'est pas vrai que tout morphisme de G vers H soit de la•N- •%•forme o( , où <X est un germe de morphisme de G vers H . Bien pis, les groupes G•M-et H peuvent être isomorphes sans qu*il existe d* isomorphisme local entre G et H .
THEORÏIME 11.4.8. Pour tout entier positif n . les groupes ( TÇ n) sont isomorphes.

Le groupe T̂  est le dual de 1î̂  ̂/ . Or le groupe 1F{ , groupe divisible
"^d

A ̂
sans torsion, est, d*après le théorème 1 . 5 . 6 . , de la forme Q (où c désigne la
puissance du continu). ̂  - , groupe dual de Tî̂  , , est également sans torsion et divi-
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sible car, pour tout entier positif n , l'application h de TR dans "Ï?{ définie par
h (x) = nx est un isomorphisme, et détermine une application (h )- de ̂  dans
TFÇ qui est aussi un isomorphisme, et évidemment telle que, pour tout x e. TR ,

'(h ) , ( x ) = x + x + . . . + x (n termes). De sorte que TF[ , , est de la forme (IIe0
x , coù 0 est le cardinal de "Tî^. , égal à 2 d'après le lemme 1 1 . 1 . 6 . De là résulte que
^ .-/ est aussi de la forme <ît u) , et que, pour tout entier positif n ,

^d
( T ^ , , , )11 ^ (ŒL^ )11 est isomorphe à ̂ a) .Da/-̂ d.
Remarque 11.4.9. Le théorème 11.4.8. nous fournit un contre-exemple à la conjecture

•M- •N-selon laquelle 1'isomorphisme de G et H correspondrait à 1'isomorphisme local de^
G et H . Mais on peut malgré tout obtenir à partir de G des renseignements sur la
structure locale de G , pour une vaste classe de groupes totalement discontinus. (Voir
chapitre VI).

1 1-5. Remarques sur le cas non abélien.
Soit G un groupe localement compact. Considérons les compactifiés presque-pério-

diques G- de G et G-, de G- . L'injection continue de G, dans G , composée
avec l'application d'image dense de G dans G, , permet de définir, en vertu du théo-
rème 1 . 1 . 1 . , un morphisme surjectif de G-, sur G, , dont on peut, par analogie avec
le cas abélien, appeler G le noyau.

On peut donc, à tout groupe localement compact G , attacher un groupe compact G .
De plus, un diagramme, semblable à celui construit pour démontrer le théorème 1 1 . 1 . 2 . ,
permet d'attacher à tout morphisme (global) c< de G dans un autre groupe H , un mor-•x- -x- •)(•phisme c< de G dans 5 .

Si, d'autre part, nous appelons h l'application canonique de G- dans G-. ,
nous pouvons considérer l'intersection 0 hCU) des adhérences dans G des imagesdb xxh(u) des voisinages de 0 dans G . Cette intersection est un sous-groupe G de
% , •

Dans le cas abélien, l'égalité de G et G est exprimée par le théorème
1 1 . 2 . 1 .

On peut donc chercher à édifier, dans le cas général, une théorie analogue à celle
du cas abélien, à partir des groupes G et G . Nous allons voir qu'une telle tenta-
tive est vouée à l'échec.

Exactement comme dans le cas abélien, on démontre l'inclusion G C G . Mais la
démonstration de l'inclusion réciproque ne s'étend pas du cas abélien au cas non abé-
lien (la question est ouverte).
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.̂
Nous pouvons voir aisément que, si G est un groupe discret, . G = ÏO} . Mais

* / ** \ /,nous montrons ci-dessous que ni G (ni a fortiori G } n'ont les propriétés satis-
faisantes que nous avons vues pour les groupes abéliens.

<• \ * -îwTHEOREME 11 . 5 . 1 . Il existe un groupe G non discret tel que G = G = .[01 .
THEOREME 11.5.2. Il existe deux groupes localement isomorphes G ̂  H tels que G

•X- •ÎW -X-X-et H ne soient pas isomorphes, non plus que G et H
Nous nous appuierons sur la remarque (voir ["VNj ) que le groupe SL(2,Tî{) muni

de la topologie discrète ne possède aucune représentation unitaire non triviale de di-
mension finie, d'où il résulte que son compactifié presque-périodique se réduit à ï0\ .
On en déduit donc le théorème 11.5.1. en prenant pour G le groupe SL(2,TF[) muni•%• -»H(-de sa topologie usuelle ; G n'est pas discret, mais G =s G s= 501 .

Pour le théorème 1 1 . 5 . 2 . , considérons le sous-groupe G de GL(2,^) formé des
matrices ( x y) (x € TF( - ^0} , y e ̂  ) et le sous-groupe distingué H de G
formé des matrices L y) . On sait (voir [VN-Wj ou [ H . R ] , p. 550) que toute re-
présentation unitaire de dimension finie de G , continue ou non, est constante sur
les classes de H . Or H est isomorphe à tÏ̂  ; soit H le groupe H muni de la
topologie qui le rend isomorphe et homéomorphe à Tî̂  ; il existe une topologie de groupe
localement compact sur G , pour laquelle H soit ouvert ; appelons G le groupe G
muni de cette topologie. Toutes les représentations unitaires de dimension finie de G

"M* ^ ^sont alors continues, de sorte que G =» (01 ; mais H , isomorphe à "IiF[ , n'est
pas réduit à [0} . Comme G et H sont localement isomorphes, ceci prouve le théo-
rème 11.5.2. Remarquons encore que le groupe G considéré ici permet d'obtenir à nou-
veau le théorème 1 1 . 5 . 1 .
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CHAPITRE III

POIDS ET TRANSFORMEES DE FOURIER.

Nous étudions ici certaines sous-algèbres de A(c) pour un groupe G , abélien
localement compact, formées des transformées de Fourier des fonctions sommables par
rapport à certains poids sur le dual de G . Ceci nous permettra de construire certains
invariants de la structure locale des groupes abéliens localement compacts.

III - 1 . Poids et algèbres de transformées de Fourier associés.
Soient un groupe abélien localement compact G , et G le groupe dual de G .

DEFIITITION I I I . 1 . 1 . Une fonction à valeurs réelles o>> définie sur & est appelée
poids si elle est mesurable, "bornée sur tout compact, bornée intérieurement par un nom"
bre strictement positif, et s'il existe une constante k telle que ^ (a+b) ^
kûï(a) o ) ( b ) quels que soient les éléments a ê  b de G .
DEFINITION III.1.2. Deux poids, définis sur le même groupe, sont équivalents si leur
quotient est borné supérieurement, et intérieurement par un nombre strictement positif.
PROPOSITION III.1.5. Tout poids est équivalent à un poids continu.

Le procédé de démonstration utilise une idée classique de régularisation ; il suf-
fit de voir que, si <x désigne la fonction caractéristique d'un voisinage compact de 0 ,
a) et <*) -x- o( sont des poids équivalents et que le second est continu.

Il est facile de vérifier que si f et f sont des fonctions sur G dont les
produits avec dj sont somma'bles, il en est de même de f -x- f . De sorte que l'ensemble
des transformées de Fourier de telles fonctions forme une algèbre (pour la multiplica-
tion ponctuelle) de fonctions définies sur G . Nous noterons A (G) cette algèbre
qui, munie de la norme ||g|( = [ ^Ifitj , avec g = f , est une algèbre de Banach semi-
simple .

Si K est un compact de G , l* ensemble des éléments de A (c) à support dans
K est une sous-algèbre fermée que nous désignons par S (K) ; elle peut se réduire à
^01 même si l'intérieur de K n'est pas vide.

Pour un compact K de G , nous noterons A^(K) l'algèbre des restrictions à K
des éléments de A (G) : c'est l'algèbre quotient de A^(c) par l'idéal fermé des
éléments nuls sur K . A (K) sera munie de la norme quotient ||f|| -- s= inf ^g\\ .

0?K gêAjG) "
^

M^ (G) est l'espace vectoriel des mesures de Radon sur G muni de la norme
H ̂ -\\ A ss 1 ' j l ̂  f M (K) est le sous-espace des mesures à support dans le compact K ,

&3
muni de la norme induite.
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Enfin, nous désignerons par B^ (&) l'algèbre de Banach des transformées de

Fourier-Stieltjes des mesures ^ sur 5 telles que (vp. soit une mesure bornée,

munie de la norme llp.U^ = F Gs d l^ i . Il est clair que A^(&) ^ A((î) 0 B (G) et
V G

que c'est un idéal fermé de B^(G) . Si K est un compact de G , la sous-algèbre

des éléments de B^(G) à support dans K coïncide avec S^(K) . Quant à l'algèbre

B^(K) des restrictions à K des éléments de B^(o) , munie de la norme d'algèbre

quotient, elle coïncide avec A^(K) lorsque le poids c. est tel que A^((î) soit
une algèbre régulière.

Il est évident que si ^ et G)^ sont deux poids équivalents sur 8 , A (&)

(resp. B^(G) , S^(K) , A^(K) , B^(K» et A^(o) (resp. B^ (G) , S^(K),

A^ (K) » B^ (K)) coïncident et possèdent des normes équivalentes.

Nos premiers résultats donnent en quelque sorte une réciproque de cette remarque.
/ \

THEOREME III. 1.4. Soient ûj ^ ^ co^ deux poids sur le dual d'un g.a.l.c. G . Les
conditions ci-dessoua sont équivalentes ;

i) <^ ^ 0^ sont des poids équivalents ;

ii) B^ (G) =B^ (G) ;

iii) A^ (G) = A ^ (G) .

Il est clair que i) ==> ii) et que ii) ==» iii). Pour montrer que iii) ^> i),

remarquons d'abord que l'égalité des ensembles A^ (c) et A^ (&) implique l'équi-

valence des normes, car il s'agit d'algèbres de Banach semi-simples. De sorte que le
théorème résultera du lemme ci-dessous.

LEMME III. 1.5. Soit <u un poids sur le dual d'un g.a.l.c. G . A tout caractère con-

.fĉ u. •% .sur G , associons l'application p.̂  : f —> Zf , automorphisme de l'espace

vectoriel A^(c) . Alors la fonction (définie sur S ) j| p )| est un poids équiva-
lent à ûJ . "

En remplaçant au besoin u. par un poids équivalent, on peut supposer que l'on a

un poids continu et tel que û) (y + X) $ a) (^ ) u) (X) quels que soient ^ et )L dans
ô .

Soit alors f e A^ (G) , f == g . Alors Ïî est la transformée de Pourier de la

fonction g^ définie sur S par g . ( ) ( )= g(^ - X-) , et

11 ̂ IL -Jgl^-^l^)^ =J\lg(x)M^)d^

^ f jg(î()lu)(^)û)(;C)d^ ,
J G
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d'où

KP^II ^ (*i(}0 ,

ce qui établit, entre autres, que p., est linéaire continue de A (G) dans A (G).

Le lemme résultera de l'inégalité

o)(x) ^ 0(0) Up^ ||

que nous établissons maintenant : soient € un réel positif et U un voisinage com-

pact de 0 tels que, quel que soit ^ dans U , on ait :

lu ) ( ï ) -^(0)|<6 et lû)(^+%) -^()C)|< € ;

prenons pour g la fonction caractéristique de U , et soit f = g . Alors

^'L = L l^)|(^)<iy ^ [0(0)+6] f lg( î ( ) |^ ,

IÎ IL = L 1^-^)1^)^ - f ig(<)iû)(^x)dyw J G u U

>. | :o ( îC) -£ ] [ lg(x) l dy ,
d*où ».= 1. u

||p H. "^ >±ill_EI P -y II ^ ^7— ^ —7-——— »
•fc llfll^ u>(o) + £

et ceci pour tout S > 0 . Cela démontre l'inégalité ci-dessus, donc le lemme III.1.5.

Les deux théorèmes ci-dessous sont analogues au précédent.
/ N

THEOREME III. 1.6. Soient G un,g.a.l.c., û) ^ ^ £^ deuz poids sur le dual de G ,

K un compact de G . Si les algèbres S^ (K) ^ S^ (K) sont identiques et non

réduites à {0} , les poids <^ ^ ^ sont équivalents.

THEOREME III. 1.7. Soient G un,g.a.l.c., <o, je^ 0^ deux poids sur le dual de G,

K un compact de G tel que

i) il existe un compact K contenu dans l'intérieur de K tel que S ̂  (K )

ât ^ (K ^ ne soient pas réduites à {0} ;

ii) il existe des éléments o( ^ sî. o<2 ^ ̂  ̂  ^- A ̂  ̂  respectivement.

à supports dans K , valant 1 sur K .

Si les algèbres A (K) ^ A (K) sont identiques, les poids (̂  ^. ̂
1 2 ——""

sont équivalents.

De même qu'au théorème III. 1.4., il s'agit d'algèbres de Banach semi-simples, et

l'identité implique l'équivalence des normes. Les théorèmes III.1.6. et III.1.7. dé-

coulent donc respectivement de deuz lemmes ci-dessous :
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LEMME III. 1.8. Soit un g.a.l.c'. G , û) im poids sur le dual de G , K un compact de

G tel que S (K) ne soit pas réduit à ^0} . Alors, pour tout % € G , f —> Xf

est un endomorphisme continu de l'espace de Banach S.. (K) , dont la norme est un poids

sur G équivalent à c*> .

LEMIYTE III. 1.9 . Soit un g.a.l.c. G , G) un poids sur le dual, K un compact de G .

On suppose que

i) il existe un compact K contenu dans l'intérieur de K , tel que S^(K ) ne

soit pas réduite à ^Oj. ;

ii) il existe un élément <X de A^(c) , à support dans K , égal à 1 sur K .

Alors, pour tout caractère continu X de G , f —> î-î est un endomorphisme

continu de l'espace de Banach A (K) , dont la norme est un. poids sur G équivalent

i o .
Remarquons d'abord qu'il faut "bien imposer des conditions au compact K du théo-

rème III.1.7. ou du lemme III.1.9. Si on prend K réduit à un point de G , K = ^xj ,

A ( ^xl ) est isomorphe à € , 1 * endomorphisme considéré est la multiplication par

< X,x ^ , dont la norme, égale à 1 , n'est équivalente à û) que si 0 est borné sur

G ; d'ailleurs A ( ^ x ^ ) ne dépend pas du poids eu .

Appelons q 1 * endomorphisme considéré au lemme III. 1.8., r ̂  celui du lemme
7C ^

III.1.9.

Comme au lemme III.1.5.» on démontre que q et r sont des endomorphismes

continus de normes majorées par t*i(x') î cela résulte aussi du fait que l'on a dans

un cas un sous-espace, dans l'autre un espace quotient de A^(c) .

Dans le cas du lemme III. 1.8., considérons un élément f de S^(K) de norme 1 .

On a, avec f = ^ ,

f i ^ n ^ i i ^ - L i ê ^ - ^ i a C K ) ^ = L w ^ W ) i + ) O c ^ ;
comme û ( ̂  + X) est supérieur ou égal à -^—— , on a

«q^ ^Jg-ife^'
ce qui établit le lemme III.1.8. puisque la fonction g est choisie indépendamment

de )G .

Pour le lemme III. 1.9., soit g é S . (K ) telle que l lg/,U = 1 , et soit

• o ^ € A ^ ( G ) , û< à support dans K , égale à 1 sur K . Appelons f l'élément de

A^(K) défini comme ]a restriction à K delà fonction g . Soit 6 ^ 0 , h € A^(c)

tel que h|y = f et que || Zf|| „ ï (1- c) l iXh(l , . On a Xg = ^Zh , d'où
l rL 4)ff- w
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H îh|| ^ ——g—^ , ce qui entraîne que

ïlV^^>Jrl J^
1 ' llf11^ ' lt(x11" ^"o

d'où en fait ^-s ..
ftr II > ——— "xg"" ,

1L "^ M,

et, la fonction g étant choisie indépendamment de X y on achève comme pour le

lemme III.1.8.

III - 2. Caractérisation des éléments de B^(G) .

Nous allons donner des propriétés caractéristiques des fonctions appartenant à

B^(G) ou B^(K) .

On considère dans ce paragraphe, un poids 0 continu et tel que <»î ( ̂  + X) ̂

cù(^ )ù)(3C) .

THÉORÈME III.2.1. Soit G ^ g.a.l.c., ùî un poids sur le dual 8 ^ Gr . Pour une

fonction f continue sur G , les conditions suivantes sont équivalentes ;

i) f 6B^(G) ;

ii) l'application linéaire f : u -—> f LL est un endomorphisme continu de

M ^ ( G ) ;
x 4^

iii) la restriction f. ô^ f au sous -espace de M^ (G) formé des mesures

définies par les fonctions sommft'bles sur G est un endomorphisme continu.

Si ces conditions sont remplies, on a de plus

ftf^ll ^ llf^ll ^ «fll^ ^ (.(0) llf l̂) .

i) entraîne ii) : soit <x une mesure bornée sur G , telle que f = $ ,

fcj dt^l < oo . On a, pour IL 6 M (.G) , et X e G ,

f^(x) - f ?.(X+^) d o ( ( ^ ) ,

d'où, tenant compte de l'inégalité

__^_dlL ,
oï(-X) o (^+X)

ĵ.llfll, H^ ,
û)(%)

ce,qui établit ii).

ii) implique iii) trivialement.

Il reste à montrer que iii) entraîne i) et que
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\\î\\ ï <û(o) (If* 11 .
-\

La condition iii) implique que g —> g^ est une forme linéaire continue de
„ ^,. 1 , . oW ^

norme ^ llf^ll sur L (G) muni de la norme dg|f ^ = j 2 ||̂  . L'ensemble des fonctions

ê 1 ^
de la forme 6 , avec g e L (G) , est un sous-espace vectoriel de C (c) , espace des

fonctions continues tendant vers 0 à l'infini sur 3 , muni de la norme de la conver-

gence uniforme. D'après le théorème de Hahn-Banach, il existe sur S une mesure bornée

<T de masse totale inférieure ou égale à ttf, U , telle que, pour toute g € L1 (G) ,
on ait

fg(o) = 0(0) f J d<r - o; (0) f g d^) ,
^ G J G

en appelant -î> la mesure produit de <r par - .
OÏ

Comme

| ^ g diï = gS dx ,
v G J G

on a
fg(û) = <a(o) [ gî dx ,

^ G

ou encore

f f(x) g(x) dx = 0>(0) f g(x)S(x) dx .
v G J Gv G ^ (}

A

Comme f et i) sont continues, on en déduit

f =<*>(0)S ,

d'où feB^ (G) et llfll^ ^ ^(O)llf^ll ,

puisque

f, o d i ^ t == f dl<rl$|/f*|| .
Jg J 8 1

THEOREME III.2.2. Soit K un compact d'un g . a . l . c . G , V uifroisinage compact de K ,
f une fonction continue a support dans K . Les trois propriétés ci-dessous sont équi-

i) f^ €B^(K) ;

ii) l'application linéaire f^. : ^—> f^ est un endomorphisme continu de M (v).

iii) la restriction f^.^ ^e, f^. aux mesures à support dans V définies par des
fonctions somma'bles est un endomorphisme continu.

^ plus, ai ces conditions sont remplies. l|f|l , \\f*A et (If* J sont des
(*) ,A. V —— V , 1

normes équivalentes sur B (K) .

Les implications i) ==^> ii) ss .̂ iii) se démontrent comme précédemment. Supposons

donc que iii) soit vérifiée : nous pouvons faire un raisonnement analogue à celui du
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théorème III. 2 .1 . : la forme linéaire g —> î^0^ est continue sur l'espace des fonc-u)\u/ ^
fions sommables à support dans V , muni de la norme II g||, = l}6!! . 1 1 existe donc,

i (u QO

comme précédemment, une mesure <r sur S telle que f d lo- l^ l i t H et que
J • » 1

fg(o) = f f(x) g(x) d x = 0(0) L j d c r ,
J G v G -

soit, en posant -i) = - <r~ ,

f f(x) g(x) dx= û(o) f gdi> = 0(0) f gî dx
J G J 8 . J G' G

ce qui montre que l'on a, au voisinage de K , f » ^(0)5 où ^ est une mesure sur S
telle que fo) 1 d-»)| < co . Donc f 6 B (K) . *que

De plus, on a évidemment
lif;^ 11411 .< Hft^

et la fin du raisonnement montre que

"^K-^0) " < 1 " •

Remarquons qu'il n'a pas été démontré que f , fonction définie sur G , à support
dans K , appartient à By(c) , mais simplement que f coïncide, sur un voisinage de
K , avec une fonction appartenant à B^(c) . Cette distinction disparaît si l'algèbre
B^(&) est régulière, situation que nous serons amenés a, considérer ultérieurement.

D'autre part, la caractérisation ci-dessus fait intervenir des mesures dont le sup-
port est contenu dans un voisinage (arbitraire) de K , mais ne permet pas de raisonner
uniquement à partir du compact K .

Le théorème suivant répond à cette objection. Il faut le faire précéder d'une défi-
nition.

DEFINITION III. 2.5. Un compact K d'un g . a . l . c . est dit de type <ô-M ( o étant un
poids sur le dual de G ) ^3., pour tout point x ê. K et tout voisinage V ê. x ,
il existe une mesure bornée positive ̂  portée par VU K , telle que î tende vers 0

Exemples : a) Si le poids o) tend vers l'infini à l'infini, tout compact est de type
u-M .

b) Tout compact égal à l'adhérence de son intérieur est de type o-M
pour tout poids Q . Plus généralement, il en est ainsi de tout compact qui est de mul-
tiplicité stricte au voisinage de chacun de ses points (au sens de ce terme dans la théo-
rie classique de la transformation de Fourier qui correspond à un poids constant égal à
1 ) .
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Nous désignerons par M°(K) le sous-espace vectoriel de M (K) , muni de la norme

induite || IL H . , formé des mesures "bornées à support dans K , telles que & tende
5

vers 0 à l'infini sur G- .

THéoBÈME III.2.4. Soit G ur^g.a.l.c., o un poids sur le groupe dual de G , K un,

compact de G de type o -M . Pour une fonction f continue sur K , les propriétés

ci'-dessous sont équivalentes :

i) f e B^ (K) ;

ii) l'application linéaire f ^ ; u — > f^ est un endomorphisme continu de M^(K)?

iii) la restriction f^ ^Ê, f* à M°(iC) est un endomorphisme continu de M°(K) .

Il est facile de vérifier que i) ==> ii) et ii) s=s> iii). Pour démontrer que

iii) ==s> i), nous faisons encore un raisonnement analogue aux précédents.
^ / \

La propriété iii) entraîne que ^ —?• ""̂ ToT" est une forme linsaire continue sur
M°(K) . Le théorème de Bàhn-Banach entraîne alors l'existence d'une mesure bornée sur
3 , cr , telle que

f^(o) = 0(0) L^do- = 0(0) [ , { ld-S> ,
J G^ J G

en posant ^ = - o~ ; d'où il résulte que

f^(o) = [ f du. =0(0) LlLdï> = 0(0) [ ^ dLL ;
JG ' J G ' VG '

-^
comme f et -»> sont continues et que l'on peut choisir, pour tout point de K et tout

voisinage de ce point, une mesure ^ positive et portée par ce voisinage, on en déduit

que f = 0(0) î j ^ , d»où f € B^ (K) .

III - 5. Action des morphismes locaux sur les poids.

Pour un groupe abélien localement compact G , considérons la famille des poids sur

G . La notion d'équivalence de poids introduit une relation d'équivalence.

Nous désignerons par "U (G) l'ensemble des classes d'équivalences de poids sur le
A

dual G de G .

Soient H un autre groupe, ^ un morphisme de G dans H . Si o est un poids sur
A ^ ^
G , <o o ç est un poids sur H , et il est clair que si o et cj ' sont deux poids

équivalents sur S , o o $ et o ' o (| sont deux poids équivalents sur Ê .
f\

, Ceci nous permet de définir sans ambiguïté -CL o ^ , pour un élément IL de ̂  (c) :

on associe donc à $ une application de ̂  (c) dans ^(îî) . Nous allons voir que l'on

peut étendre ceci lorsque ^ est un germe de morphisme, pas nécessairement défini par
un morphisme global.
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/ \ .
THEOREME III. 5.1 . a) A tout germe de morphisme c< ^m, g.a.l.c. G dans un g.a.l.c.

H , on peut associer de manière unique ime application o( de ^ (c) dans ^(H) ole^

telle aorte que

i) Q^_ o( est un germe de morphisme de G- dans H jej^ fo un germe de morphisme de

H dans K ,

((S oc<)* = ^ o ^ ;

ii) ̂  <^ provient d'un morphisme glo'bal $ j3je, G dans H , on ait. pour tout

SL € ^(G) ,

^CQ.) = Ao| .

"b) Dans ces conditions, si ot est -un germe d*isomorphisme local. <i

est une application Di.lective.

La partie b) est iimnédiate si a) est réalisée : soit o^ un germe d'isomorphisme

local de G vers H , ft le germe d*isomorphisme local réciproque de H vers G ,

e., (resp. e- ) le germe du morphisme identique I (resp. I- ) de G (resp. de H ).

Alors

P O C < =e^ ,

d*où f t o ^ = e , soit, pour -Cl.̂ ^ (c) ,

( ̂ oà )(!>-)= e (̂-0.) =^o î^ = ^Lo Ig = ^- ,

de sorte que p o à est 1 * application identique de ̂  (G) dans t^ (&) . De même,

à o ^ est l* application identique de ^ (H) dans c^ (H) . Ceci montre que o< et jî>

sont "bijectives (et réciproques l'une de l*autre).

Pour la partie a), nous procéderons par étapes.

LEMME III.5.2. Soient G ^ H deux g.a.l.c.. ^ un morphisme de G dans H qui est

un isomorphisme local. Alors 1 T application ^ ô^ ^(û) dans ^(H) définie par

|> (û.) = û. o 1 est pi.iective.

Il s'agit de montrer que, pour tout poids ûî „ sur H , il existe un poids û) sur
A îG tel que (ù ^ soit équivalent à 0 o $ , et que ce poids G) est unique à une équiva-

lence près.

L'image de G par $ est un sous-groupe ouvert de H , isomorphe au quotient de G

par le noyau de ^ qui est un sous-groupe discret. Il suffit donc de démontrer le lemme

III.5.2. dans les deux cas particuliers suivants ;

3 = G/̂  , N sous-groupe discret de G , ^ étant la surjection canonique ;

G sous-groupe ouvert de H , $ étant l'injection canonique.

Dans le premier cas, H est un sous-groupe fermé de S tel que le quotient S^
H
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soit compact, et $ est l*injection canonique de ê dans S . Il existe un ouvert rela-

tivement compact P de S tel que S s P + H . Soit alors 6>. un poids sur ê , que
A '

nous supposerons continu. Pour x e G , posons

û>(x) s SUp eu (y) .
yeCx-P)^ '

On voit facilement que la fonction c») est mesurable (car semi-continue intérieurement),

"bornée supérieurement sur tout compact de 8 , "bornée intérieurement par un nombre stric-

tement positif. Si x et x* appartiennent à $ , il existe a , a* et "b dans F ,
/s,

y , y* et z dans H tels que

x » a+y , cj(x) s ûl^(y) ,

x* = a'+y* , <*)(x1) = û>^(y») ,

x+x' = b+z , o(x+x') = O.(z) ,
d'oîi

en posant

en effet,

Cj(x+x») ^ K o(x)o(x«) ,

supK = sup o. ;
^••"^nê 1(P+P-P)n@

û)(x+x*) = o (z) = ^-(y+y' + a+a* - b)'

^ oi(x)cj(x*) tJ^(a+a»-b).$. KoCx î^Cx») .

On a donc bien défini un poids a . Reste à montrer que û> , et (ù(û sont équivalents ;

pour cela, appelons P. l* ouvert relativement compact de î? , trace de P sur H .

Alors, pour z eH , il existe y € H et u dans 5, tels que o (z) = (o (y) , et
z = y+u ; d*oîi

^ (u)^/2) ^ û)(z) ^ <»ï/-u)<^(z) ,

ce qui établit 1 ' équivalence cherchée puisque û) est "borné sur le compact ? de H .

Si maintenant CD l est un autre poids sur $ dont la restriction à H soit équi-

valente au poids n), , il est facile de voir que ce poids û)l est équivalent au poids

û) défini plus haut : cela résulte encore du fait que S = H + P , où P est une par-
tie relativement compacte de @ .

Dans le second cas, G est le quotient de H par un sous-groupe compact K , $
la surjection canonique H —> H/y =s $ .K

/\ ^
Soit f^ ^ un poids sur H . La fonction définie sur H par

°p(y) = f ^ (y+k) dk
J K '

est (cela se vérifie immédiatement) un poids sur ê équivalent à <^ , , et on a
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o = Q) o $ , où û) est un poids sur G . Si de plus o * est un autre poids sur $
tel que G») * o ̂  soit équivalent à co. , il est facile de voir que û) et co ' sont
équivalents.

Ceci achève la démonstration du lemme III. 5.2.
Nous pouvons maintenant, grâce au théorème 1.2.7. définir les applications o( .

Soient o< un germe de morphisme d'un g . a . l . c . G vers un g. a . l . c . H , et a un mor-
phisme local représentant <Â .

Introduisons d'abord les notations suivantes : soit (u,a) un morphisme local d'un
g . a . l . c . G dans un g.a . l . c . H , TT étant un voisinage ouvert de 0 . Appelons Ga, u
le groupe considéré au théorème 1 . 2 . 7 . , sous-groupe de GXH engendré par TJ »
^ ( x , a ( x ) ) 1 x é TJ^ , muni de la topologie de groupe pour laquelle z —> (x, a ( x ) ) est
un homéomorphisme de U sur U . Appelons P -- la restriction à G -, de la projec-a a, u a, u
tion GXH —> G et a* la restriction à G -- de la projection GXH —> H . Eap-a, u
pelons que P -, définit un isomorphisme local dont 1'isomorphisme local réciproque,
composé avec a* , redonne sur TT le morphisme local a .
LEMME III. 5.5. Soient oC un germe de morphisme d'un g . a . l . c . G vers un g . a . l . c . H ,
(U,a) ̂  (v,b) deux morphismes locauz gui représentent o< . Alors les applications

â' ° W^ et il °W

.de. ̂  (G) dans ^(H) sont égales.
(Pour un morphisme glooal ̂  , nous appelons ̂  l* application définie par ^ (û.) = no$).

Appelons W un voisinage ouvert de 0 dans G sur lequel a et D coïncident ;
soit ̂  le morphisme local ootenu en restreignant a ou b à W . Dans le diagramme

(resp. i- ) est l'inclusion naturelle de Gi - dans G (resp. G, ) engen-v ï > " a-,U D , V
d̂rée par l'inclusion de Wx. dans

^ '
î par l'inclusion de Wx dans TĴ  (resp. V ) . S'agissant de sous-groupes ouverts,
et i-- sont des isomorphismes locaux.
On a évidemment ;

.• o î  = l. o î  et P^ o î  » P^ o ̂  ,
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d'où
àl ° ̂ [^V 0 ̂  0 V ]

L, o (i,)-1 o (p^)-1

: à* o

ss a' o i ou
r o ^ o (iy)-1 o (p^y)-1

ro(p^)-1 ,

ce qui établit le lemme:.
Les conditions du théorème III.5.1. entraînent l'unicité de o( dont la seule défi-

nition possible est ̂  = a» o (P t , ) " " 1 > P0̂  '[m morphisme local (U,a) qui représentea, U \
oc . Le lenime III.5.5. montre que cette définition de A est cohérente, puisqu'elle ne
dépend pas du morphisme local choisi pour représenter o< .

Il reste à montrer que les applications ainsi définies satisfont bien à la condi-
tion i) du théorème III.5.1. C'est l'objet du lemme ci-dessous.
LEMME III.5.4. Soient trois g . a . l . c . . G , H ̂  K , o( un germe de morphisme de G
dans H , ft un germe de morphisme de H dans K , ^ le germe, de morphisme de G
dans K , composé de o( et de p> . ̂ i ̂  , p êî. Ï sont définis comme ci-dessus, on a

^ » p» o ̂  .
Soient (U,a) , (v,b) et (W,c) des morphismes locaux qui représentent respecti-

vement < ? < , | ^ e t ' ^ s s p > o o ( . O n peut supposer que V 3 a(u) , que W = U , et que
c = b o a . Dans ces conditions, considérons le g . a . l . c . G ainsi défini ; G est
le sous-groupe de GxHxK engendré par Û  = { ( x , a(x) , o ( x ) ) l x e U } , muni de la
topologie de groupe pour laquelle x —> (x , a(x) , c ( x ) ) est un homéomorphisme de
TT sur U . Appelons a
G -A H ; a applique G

la restriction à G de la projection de G X H x K sur

b la restriction à G de la projection deo odans G ?

G X H X K sur H X K ; b applique G dans H. y ; c^ la restriction à G^ de la

projection de G x H x K sur G X K ; c^ applique G^ dans Gc,U •

c.U
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II est immédiat de vérifier que ce diagramme est cofflinutatif, c'est-à-dire que

\TJ ° ̂  ° \V ° % '

\V ° ̂  ° al ° ̂  '

c* o c = 'b1 o "b ,o o

et que, de plus, a et c sont des isomorphismes locaux.

On a donc
p o^ = •b1 o (P^y)" o a* o (P^'y)

et

^ - ̂ c:!?0^0,1^

Comme on a les relations

W ° W W
et

\ ° ̂ l̂ " ° at 0 \

on obtient

ï . c.(P^)-1 » c. c^a -̂̂ P,;,)-1 . t. V^"1^;!?"1

^•(P^a.CP^)-1» ̂  ,

et le lemme est démontré.

Ceci achève également la démonstration du théorème III. 5.1.

Nous allons maintenant introduire une nouvelle notion, celle de poids régulier.

Rappelons q^une algè"bre de Banach semi~simple est dite régulière si, pour tout point

a de son spectre A et pour tout fermé F de Û ne contenant pas a , il existe un

élément dont la transformée de Gelfand s* annule sur F et non en a . Cette propriété

est équivalente à la suivante ; pour tout fermé F de à et tout compact K de ù ,

disjoint de F , il existe un élément de l1algèbre dont la transformée de Gelfand vaut

1 sur K et 0 sur F .

DEFINITION III.5.5. Un poids û> sur le dual d'un g.a.l.c. G- est dit régulier si

l» algèbre de Banach semi-simple A (G) est régulière.
Il est clair que tout poids équivalent à un poids régulier est régulier.
Les poids réguliers ont été caractérisés par Y. DOMAR ( (ID'J ) ;

THÉORÈME III. 5 . 6 . (DOMAR). Pour qu'un poids o sur le dual d^ g. a . l . c . soit régulier,
il faut et il suffit Que. quel que soit l'élément y de $ ,
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L ^Î2ê^IL.il ̂ .
n e iM n

Notation ; Nous déaignerona par <^» (G) le aoua-enaemble de ^ (G) formé dea claasea

d*équivalence de poida réguliera aur G .

TBEORàME III.5.7. Soit (À. un germe de morphiame d'un g.a.l.c. G- vers un g.a.l.c. II .

Alora à applique ^ (G) dana ^ (il) . En particulier. ̂  o< eat un germe d'iaomor-

phiame local. o( (-0.) eat une claaae de poida réguliera aur H ai et aeulement ai 0-

eat une claaae de poida réguliera aur G .

Le caa particulier de 1 ' iaomorphiame local eat une conaéquence immédiate de la pre-

mière partie du théorème.

D*âpre a la définition de o< , il auffit de démontrer

1°) que ai o< eat un morphiame global de G vera H , et que ai 0 eat un poida
, ^ • y\

régulier aur G- , G) o û< eat un poida régulier BUT H .

C^eat immédiat : aoit ^ un élément quelconque de Ê :

^ ^ log(ooy(n^) _ ^ ^ log^(n^(y)) ^
ncl^ n n^iM* n

et la deuxième expreaaion eat finie puiaque o eat régulier ;

2°) que ai o( eat un morphiame global de G vera H qui définit un iaomorphiame
A ^

local, et ai u eat un poida aur G , G) eat régulier ai et aeulement ai o o <x eat

régulier.

Que la condition aoit néceaaaire, cela réaulte du premier caa étudié.

Pour voir que la condition eat auffiaante, il auffit, en vertu de la correapondance

entre lea poida aur lea duala de groupea localement iaomorphea, de vérifier lea deux

cas particuliers auivants ;

i) H eat un aous-groupe fermé de G tel que G/g aoit compact, <a un poida
/\ /\ •"• ^

sur G dont la restriction à H eat un poida régulier aur H . Alora û) eat régulier
sur G ;

ii) G est le quotient B/- de H par un aoua-groupe compact K , <•) un poida

sur G tel que ûî o S (où S déaigne la surjection canonique de H sur S ) soit un

poids régulier sur H . Alors û) est régulier sur G .

Le cas ii) est presque évident : soit X € G , et ^ e H tel que 5 ( X ) ss ^ .
Alors

L^îSê^Lîl» 7. ^log(<*)o$)(nÀ)
n € <N n n 6 W n

et le deuxième terme est fini puisque <*) o 5 est régulier.
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Pour le cas i), il nous faut appliquer le théorème de structure I.5.1.» en le

transformant par dualité ; on obtient ainsi que le groupe G possède un sous-groupe

compact A tel que G-/, soit isomorphe à Tt^ X D , où n est un entier positif ou

nul et D un groupe discret. On peut supposer que le poids 0 est constant sur les

classes de A , et considérer le poids ainsi défini sur G/. , qui, d'après ce que nous

venons de voir, est régulier si et seulement si c^ est régulier ; de même, d restreint

à - H est constant sur les classes de A H ê et définit un poids sur H/. -. ̂  , régulier
A fiil

dans les mêmes conditions que ct) | g • De plus, H/AHH est uïl sou!3-g ôllpe fermé de
G/, tel que le groupe quotient (S/*)//-^/ ^\ soit compact. On se ramène donc à la

démonstration du

LEMME III. 5.8. Soit D un groupe abélien discret, n e î  , T un sous-groupe fermé

^ "R^XD tel Que le quotient ("n^ ^X D)/-p soit compact, o un poids sur Tï^xD

dont la restriction à T soit un poids régqlier sur T . Alors ci est un poids régulier

sur TF^XD .

Désignons, pour abréger, par Tï[ et D respectivement les sous-groupes

'̂ n x \0\ et [0^ X D de "ff^xD , et posons T. = m "i^11 ; d'autre part, nous

appellerons ^ la surjection canonique de Tî X D sur (iR^x,!))/,,

Le groupe "n /̂T est compact ; il est en effet en bijection naturelle avec

^ ('^n) et la bijection de T^11/-? sur ^("IT^11) ,'qui se déduit par passage au

quotient de l'application continue ^ restreinte à Ti{ n , est elle-même continue. Or,

•-ij?11 est ouvert dans ''n^XD , donc $ ( T^ n) est un sous-groupe ouvert du groupe

compact ("ff^Xl))/? î par conséquent, $ ( 1^ n) est compact. Il suffit donc de mon-
trer que la "bijection continue de TR ^/-p sur & C'iR11) est un homéomorphisme, ou

encore qu'elle est ouverte ; soit U un ouvert de '1^n/-p , V son image réciproque
1

dans "î^11 ; alors l'image de ïï dans $ ( Tî(n) coïncide avec l'image de V , ouvert

de. "îi^XD , par ^ , et est donc un ouvert de ("n^XD)/? , et également de ^O^11).

De plus, $ (l^ n) étant un sous-groupe ouvert du groupe compact ("ïi^xD)/-, ,

le nombre des classes de Ç ('^n) dans ('ïi^xD)/? est fini.

Comme ces classes sont en correspondance "biunivoque avec celles de Tî^11 + T dans

•TO x D , il en résulte que le nombre des classes de "ÎF^11 + T dans "R^XD est fini.

Posons I'̂  = ("Ïh( n + F) 0 D : c'est la projection de T sur le facteur D de

~!f[ x F . Ce qui précède entraîne que T est un sous-groupe d'indice fini de D .

Soient (^ et 0 p les restrictions du poids ^ au groupe "n^11 et au groupe D

respectivement, co ^ la restriction de 0, (et aussi de U ) à T , <<i ' la res-
triction de 0^ à Ip .
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ûj.[ , restriction du poids o à un sous-groupe de T , est régulier. Si nous sa-

vons que 0, est régulier, il en résultera que la restriction de eu à (iF? ̂  T)

est un poids régulier, donc que Co ' , restriction de CJ à un sous-groupe de TP^T,

est régulier. Nous sommes donc ramenés à démontrer les deux propriétés suivantes ;

A) T ^ est un sous-groupe de Ti^11 , n <= (M , tel que ^ ̂ -p soit compact,

ûj. est un poids sur T^11 dont la restriction à P, est un poids régulier G) * .

Alors G) est régulier'..

(0 T^ est un sous-groupe d'indice fini d'un groupe discret D , a- un poids

sur D dont la restriction à T? est un poids 0' ; régulier. Alors ùj est régu-

lier.

En effet, si ÛJ „ et O? sont réguliers, le poids G) est régulier, car <*>(x,d)^

(O^(x) .o^(d) pour xe-^1 1 et d € D .

Remarquons d'autre part que si nO , la démonstration du lemme III.5.8. se ramène
uniquement à la propriété p ) ci-dessus.

Prouvons o( ). On sait que tout sous-groupe fermé de "iï?n est isomorphe à
P q1̂  X ï > P-KI ^ n , et que si le quotient est compact, p4-q =• n . Un changement de

variables permet de supposer que le facteur 1^^ est le produit des p premiers fac-

teurs "iï̂  dans Tï^11 , et que 7^- est plongé dans te produit ^ des autres facteurs

de la manière usuelle. Autrement dit, 1î^ ,..., 1^ >..., 1F[ sont n modèles de

[̂ » ^ p+1 » • • • » ^ v, son'b des modèles de ï. plongés dans "î^ ,,..., 1F[ de la

manière usuelle, et on identifie Ti{n à TFg, X.. . x TF[ x iF[ -, x irç > et T à

T F [ ^ x . . . 1 R X : ^ ^ . . . x 2 . ^ . Appelons o- la restriction de tj à

Tî  ^ X ... x'ïï^ ; 0" est un poids régulier car c'est aussi la restriction de oî ' ; ap-

pelons T (pi-1 ^ j ^ n) la restriction de <J, à Tff . , T '. celle de D ' à
J i 3 »3 '

^ s -
Pour montrer que tu ^ est régulier, il suffit de montrer que T . est régulier

pour tout j compris entre p4-1 et n ; or X '. est régulier comme restriction de
3

û) ^ . On est donc ramené à montrer que si T est un poids sur ^ dont la restriction à

ï est un poids régulier, alors F est régulier. Pour cela, soit x 6 TF{ . Il s'agit
de montrer que

^ log^(nx) ^ ^ ^

n

Comme T restreint à -2. est régulier, on a

^ WW < „ ,
k

et on peut supposer 0 < x < 1 . Il existe alors un entier s tel que 1 ^ x < —r .

En désignant par [aj le plus grand entier inférieur ou égal au nombre réel a , on a,
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pour tout entier n ,

En i- ^ nx = m + x < n ,s J n n f

avec m = [nx] et 0 <$' x < 1 . Puisque X, est "borné sur (]0,1^) , il suffit de mon-

trer que
logT(m^)

L ——^—— < 09 .

Or m < n , donc
n « logT(m^) logT(m^)

L. ——3—— < ^—^——7 ~ T
et, dans la suite ^m l. , aucun entier n'est répété plus de s fois. On a donc

£^<.^i^<..
Prouvons maintenant p>). Soit p l'indice de T ? dans D , x un élément de

D ; alors y s» px appartient à D . Pour un entier positif n , posons n = pq+r , q

et r entiers, 0 ^ r ̂  p-1 . Alors w (nx) ^ to(qy). t»)(rx) et

^ logû^(nx) o flog(*)p(qy) log(^(r )
^ ———2—— ^ ̂  -7———^+—.———^-/-3 —————^———— ^ -̂» ^ ———————^—— + ————————^-
n^p n qê ^ (pq+r) (pq+r)

O^r^p-l L

-j y logu^(qy)
^5 " * ———2—— + a »' q € IN q

2
avec a = -,- sup (logo^(rx)) . Ceci montre que <*)^ est régulier, puisque

0 O^r^p-1 "
y € D et que ô) ^ , restriction de o ? à D , est régulier.

Ceci achève la démonstration du lemme III. 5.8., donc aussi celle du théorème

III.5.7.

Dans la suite, si « désigne un morphisme glo'bal ou un morphisme local dtun g.a.l.c.

G vers un g.a.l.c. H , nous appellerons o< l'application de '•"ib (&) dans U (n) asso-
ciée au germe de morphisme défini par <x .

III - 4. Action des morphismes locaux sur les algebres régulières à poids.

Nous considérons dans ce paragraphe deux g.a.l.c. G et H , un morphisme local as.
de G vers H , défini sur un ouvert U , voisinage de 0 dans G , un poids o sur le

dual de G . Nous désignerons par a> le poids (défini à une équivalence près) sur H

dont la classe d'équivalence est c< (n) , H. étant la classe d'équivalence de LJ . Nous

pouvons ^ouj-ours supposer que o^ = u o à si (À est un morphisme global, et que

o s ( o^ ) si (X est un isomorphisme local dont l'inverse ft peut être défini globa-
lement.
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THÉORÈME III.4.1. Soient G et- H deux g.a.l.c.. o< un morphisme global de G dans

H , 0) un poids sur le dual $ jde. G . Alors si f € B^ (H) , f o « €= B^ (G) .
c^

Soit, en effet, une mesure LL sur H telle que f a» ^ , et ^(ooiA) dl^l < oo .
, H^ y<

Si iï est la mesure sur G , image de U» par o(, , il est clair que -P s f o <^ , et
f e B^(G) car F od|ç(.((L)l$ (\(^ o <?0 dl)JLl < oo .

Si nous voulons un résultat valable pour des morphismes locaux, il faut supposer

que le poids est régulier.

THÉORÈME III.4.2. Soient G ^b. H deux g.a.l.c.. o^ un morphisme local de G vers H

défini sur un voisinage ouvert TJ à^ 0 dans G , Cs> un poids régulier sur le dual de

G , K un compact contenu dans TJ , K^ s <x(K) . Alors

a) A t < = A^ (K^) , f oo^ €A^(K) ,

b) si le morphisme local (TJ, o< ) est ouvert (c'est-à-dire si ^ est une applica*»
tion ouverte de TJ dans H) et si K est de type o -M , K est de type 6^ -M .

Si >x est un isomorphisme local, on peut légèrement améliorer ce résultat.
^ •»

THEOREME III.4.5. Soient G et H deux g.a.l.c.. c< un isomorphisme local de G vers
H défini sur un voisinage ouvert U ^e, 0 dans G , co un poids régulier sur 8 , K
un compact de G , K = o< (K) . Alors « en désignant par u la fonction caractéristi-

que de TJ , définie sur G ,

a) f ê S^ (K^ ) si et seulement si u.(f o «x) é S^ (K) ;

b) f € A^ (K^) si et seulement si f oo^<£A^(K) ;
c) K^ est de type <^-M si et seulement si K est de type o-M .

La décomposition déjà utilisée des morphismes locaux permet de se ramener, pour le

théorème III. 4.2., au cas où <x est un morphisme global, et pour le théorème III. 4.5.,
au cas oîi c< est un morphisme global dont la restriction à un ouvert U est un isomor-
phisme local : la démonstration de ces deux cas particuliers donne immédiatement celle

des théorèmes III.4.2. et III.4.5.

Soit donc a un morphisme global de G dans H , K un compact de G , K =<^(K).
Soit f e A (K ) ; il existe g €B (H) telle que f » g\ . Alors, d'après

c^ ^ o ^
le théorème III. 4.1 . , g o ex 6 B^ (G) , donc f o<^ | ~ qui en est la restriction à K ,
appartient à A (K) . Ceci établit la partie a) du théorème III. 4.2. dans le cas paa>-
ticulier que nous envisageons.

Pour la partie b), nous utiliserons le lemme suivant ;

LEMME III.4.4. Pour un morphisme <x d»un g.a.l.c. G dans un g.a.l.c. H , les condi-
tions
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a) c< est une application ouverte de G dans H ,

b) c< est ime application propre de H dans G ,

sont équivalentes.

La décomposition d'un morphisme en le produit de composition de l'injection d'un sous-

groupe et du passage au quotient par un sous-groupe fermé, applications qui doivent

être ouvertes (resp. propres) si le morphisme considéré est ouvert (resp. propre) pe3>-

met de se ramener à ces deux cas particuliers, pour lesquels la vérification du lemme

III.4.4. est immédiate.

Soient alors y € K , et un voisinage V de y dans H ; soient x e: K tel

que <x (x) = y , W un voisinage de x dans G tel que oi (w) C V . Alors c< (W(^ K)

est contenu dans V C\ K. . Si LL est une mesure positive à support dans W H K , IÈIç\ ' '
mesure ^ , image de u. par <y. , est positive et à, support dans V 0 K . Par hypo—

1 <A 1 ^ (A,^

thèse, K est de type cô -M donc on peut choisir \^ telle que t e C (G) ; comme^ r o> o

^ est égale à (^) o S. , il suffit de vérifier que la condition $ & C (G) impli-

que <^ o S. € C (S) ; or, ceci résulte du fait que l'application H est propre si on

suppose c< ouverte.

Passons maintenant à la démonstration du théorème III. 4.5. où l'on peut supposer

que o< est un morphisme global qui définit sur U un isomorphisme local. Nous nous

appuierons sur le lemme fondamental ci-dessous :

LEMME III.4.5. Soient G ^ H deux g.a.l.c.. o( un morphisme de G dans H , U

un voisinage de 0 dans G sur lequel ç( définit un isomorphisme local, K un compact

contenu dans G , K^ = o<> (K) , o un poids régulier sur G . Si. pour une mesure bor-

née LL portée par U , nous appelons |̂  l'image de n, par c< , l'application n —^ p^

définit un isomorphisme bicontinu des espaces vectoriels normes M (K) ^b M (K ).

Appelons T l'application ^ —> ̂  . Comme la restriction de o< à K est un

homéomorphisme sur K . , T est un isomorphisme algébrique. De plus, u.. = a o o<> , dew i <^» '
sorte que

l lMIr lè 1 1^ 1 1^ 0 5 ' 1 - ' 1 1^ 1 - '"^ 1 -
^oC ol s

ce qui montre que T est continue. Il suffit de vérifier que T~ est continue dans

deux cas particuliers familiers ;

i) G est un sous-groupe ouvert de H , ol l'injection canonique ; d^ est alors

surjective, de sorte que Y (ij) o à ||̂  = ft ^ iloo f ce qui ^Touve <ïae» dans ce cas» T

est une laométrie.

ii) II est le quotient de G par un sous-groupe discret, <X la surjection canoni-

que ; o( est alors l'injection dans G du sous-groupe fermé H tel que G/̂  soit com-
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pac-b. Il s'agit de prouver l'existence d'une constante M telle que, pour toute mesure

'bornée ^ portée par l'ouvert U de G sur lequel c< définit un isomorphisme local,
on ait

sup |^M|<M sup |Hlh
^eâ1^7 1 ^ê'^^'

II existe un compact P de $ tel que H-P s S . Soit ^ € G? un point où | £ 1
0- v ' tu '

est, par exemple, supérieur à la moitié de son maximum : on peut écrire 7L a -y -X
^ 0 * 0

^ € H et X C P . Appelons a la restriction à K du caractère sur G défini

par X , et i> la mesure a ^ ^ L . Alors ï (^ ) a ^( ^ -'À.) et

1. « I l^^l 1 ̂ n^l ^x +^y UL M < 2 1 - °- -, ? | ___o o
" • " 1 l'^T^I I ̂ (x^l u)(^)

I^Yn)^1^ ^II^HI'^
en posant A = sup Cu('^) . Il reste à montrer maintenant l'existence d'une constante

^ep
B telle que

)S^=l|(a.,o.-1) Ml̂ <Bl|̂  ,

^ ^ ^
B ne dépendant pas, en particulier, de ^ . Pour cela, il suffit de trouver, pour tout

X <= P , une fonction h appartenant à A (H) , telle que, pour x e K ,

h ocA(x) =<X,x> , et de telle sorte que les normes ((h \\ soient bornées.
k ^

Soit V un voisinage relativement compact de 0 dans G tel que V et K-V

soient contenus dans U et que, pour tout ^ e P et tout x ç V , on ait

(ft/e(<.̂  , x > ) > w .

Posons ok(v) = V^ ; on a <^(K-v) » K^ -V^ . Il existe, puisque ^ est régulier,

une fonction non nulle <y dans A^ (il) dont la partie réelle est ï 0 , à support
dans ^ - -̂ PP^ons ^ la fonction, définie sur G , à support dans V , égale à
9 o a sur U : il est clair que $ €A^(c) . Définissons la fonction ̂  par

^(y) = <^,x > si x € K-V et y == ^(x) , -g^(y) = 0 si y ^ K^ -V^ , et posons,
pour A é P ,

y *î?.
^ '-ÎTO-

expression qui a 'oien un sens car, par construction ^ ( X ) ^ 0 si ^ < £ p .

Si y = c<(x) , x € K , on a

h. (y) = ——— [ ^(z) y (y-z) dz ,
$(îl) J Y r<

ot>
d'où, puisque la mesure de Haar se transporte par les isomorphismes locaux (à une cons-
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tante multiplicative près, que l'on peut ajuster),

h . (y )=-——— [ Ç(2)</V,x> ,<T7z> dz = <^,x> .À- |()<) y v
II reste donc à montrer que les fonctions h-, appartiennent à A (il) , et que

leurs normes sont "bornées. Or

J^(-<)i ̂ )^^f^(-.)^W^
a^ -^ )

^-ÎI^Tf^-^^
^:^^^_

Ulf l$(- l )>
\ 6 P

ce qui prouve que h <- A (H) , et que l'on aÀ. ^
Hh^ ^ B .

Ceci achève la démonstration du lemme III.4.5.

Passons maintenant à la démonstration du théorème III. 4.5. K y compact contenu

dans U , étant donné, on pose K = o<(K) ; soient L un voisinage compact de K

contenu dans TJ , et L = <^.(L) . Supposons que L soit égal à l'adhérence de son

intérieur : il en est de même pour L , et L est de type <J-M , de même que L,
3\ ^ Ç(

est de type (̂  -M . Alors le lemme III.4.5. et le théorème III.2.4. montrent que les

conditions f ë A^ (L^ ) et f o o. 6 A „ (L) sont équivalentes. La propriété "b) se

déduit immédiatement, par restriction, de ce qui précède (sans hypothèse sur K ), de

même que la propriété a) pour laquelle on utilise la régularité des algèbres A^(o)

et A^ (H) : si f e S^ (K^) , la restriction de f à L^ appartient à A^ (l̂  )

donc (f o o0|^ <=• A ̂ (L) : il existe donc g ê A^((î) telle que g = f o c< sur L ; il

suffit de voir que l'on peut supposer que g est à support dans K , et pour cela, il

suffit, au "besoin, de multiplier g par un élément de A . ( G ) valant 1 sur K et
0 hors de L .

Reste à montrer la propriété c). On sait (démonstration déjà faite dans le cas plus

général où <x est une application ouverte) que si K est de type (*î -M , K . est de

type (̂ .-M . Réciproquement, supposons K de type ^-M . Soit x & K , W un voi-

sinage de x contenu dans U , il existe une mesure positive UL portée par W H K

telle que, si u désigne la mesure image de IL par l'application d< , Ï-SL € C (Ê) .

? ^ ^ °Montrons que - <= C (G) . Il suffit de faire la démonstration dans les deux cas parti-

culiers fondamentaux. Si o^ est la surjection de H sur G , quotient de H par un

sous-groupe compact, l'équivalence des propriétés t 6 C (û) et -t^ = (^) o S 6 C (ê)
ol
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est une conséquence immédiate du fait que o( est un morphisme propre surjectif. Si à

est l* injection de H , sous-groupe fermé de G tel que S/-" soit compact, posons
-- A Ù.
^ = S ' ̂  =s T '̂ î $«. est la restriction de ^ au sous-groupe fermé H de G . Il

suffit de montrer que, pour tout ^ € G , $ (^+'^) tend vers 0 à l'infini lorsque

À parcourt H . En effet, si c*est le cas, appelons, pour tout ^ 6 G , K . ( ^ ) l'en-

l* ensemble des points X de H tels que 1 $ ( ̂ +^)l^ ^ , £ étant un nombre positif

donné. Remarquons que $ est uniformément continue sur S , à condition de choisir le

poids ù> continu, de sorte qu'il existe un voisinage compact 0- ( ^ ) de ^ tel que

l'on ait, quel que soit X , 1 $ ( ^ '+À)- K^+\)l < J pour ^ ' e Q-(^ ) . Il ré-

sulte de là que l'ensemble des points de û-()( )+H où 1 $ 1 est ^ ^ est un compact

(contenu dans n. ()$ )-tKç (^ )). Or G/g est compact, donc S est recouvert par un

nombre fini d'ensembles de la forme n.(^ )+H . On en déduit que l'ensemble des points

de G où 1 ^ 1 est supérieur ou égal à € est compact, donc que î ^ C (S) .

Nous sommes donc ramenés au problème suivant : ^ étant définie comme ci-dessus,

de telle sorte que ^ € C^(â) , montrer que, pour tout ^ <=- 8 , ^^ e C (S) , en po-

sant <$^ (X) » $ ( < + â ( X ) ) pour À 6 H , ou encore ^ = ̂  o'5 , avec

î (X.) = $(^+^) , x e S . Si nous appelons, pour ^ fixé dans G , î> la mesure
produit de ^ par le caractère î sur G , nous avons

^(X).4lU-
-^ 0^ +À; '

d'où (^ étant la mesure image de ^ par <?< )

t^O) ..(-,) |̂ | ..(-,) ̂
û< l û \ A , ^ l û > \ > À /

A <<

et il suffit de montrer que .̂ 6 C^(H) . Or, la fonction ^ appartient à B . (&) , de

sorte que, d'après la partie déjà démontrée du théorème, on peut écrire ^ = h »JL ,

avec h ê A ̂  (K^ ) . Or, il résulte de la partie du théorème III. 2.4. que l'on peut

démontrer sans hypothèse particulière sur le compact K , que h <= A (K ) et
ù A ^
•^ € C^(H) entraînent que ^- e C^(ê) , et ceci achève la démonstration du théorème
III.4.5. dt

Remarque III.4.6. Dans la partie b) du théorème III.4.2., l'hypothèse que le morphisme

local soit ouvert est bien nécessaire. Voici un contre-exemple ; soit G s Tî  , H =TR2

o< l'injection (non ouverte) x —> (x,0) . Mors S est la surjection de 1^ 2 sur

-ÎF[ définie par (ç,^) —> Ç . Prenons K » \0\ C 1F[ , d'où K » l0jc^2 ,

G)( t )= '1+m sur 1^ , d'où ^ (ç ,^ )= 1 + 1 ^ 1 .Alors K est de type o-M mais
K^ n'est pas de type ^ -M .

Pour un poids régulier, l'algèbre A^ (G) est régulière, de même que A^ (H)

si d est un germe de morphisme de G vers H . On peut donc considérer l'algèbre des
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germes en 0 de A (G) , quotient de A . ( ( î ) par l1 idéal des éléments nuls au voi-

sinage de 0 . Notons A°((î) cette algè'bre de germes.

Si- (U, o( ) et ("V, p> ) sont deux morphismes locaux de G vers H qui coïncident

sur W , voisinage de 0 dans G , on a, pour K compact contenu dans W et

K' = d(K) = fi>(K) , jetant un poids régulier sur 8 ,

f € A ^ (K*) <^> f ^ A ^ (K*) ,

car Q. = Op. , et ceci entraîne »c( p

f o a ( ^ = f o ^ ^ ç A ^ ( K ) .

D'autre part, si f et g appartiennent à A^ (K ) et coïncident au voisi-

nage de 0 , alors f o « et g o o( coïncident au voisinage de 0 . De sorte que nous

pouvons, en remarquant que l'algè'bre A (&) coïncide avec l'algè'bre des germes en 0

des éléments de A^(K) où K est un voisinage compact de 0 dans G , énoncer le

théorème ci-dessous, qui traduit les théorèmes III.4.2. et III.4.5. sous forme locale ;

THEOREME III.4.7. Soient G ^ H deux g.a.l.c.. o( un germe de morphisme de G

vers H , o un poids régulier sur G . Alors ^ € A (H) entraîne ^ o <^ G A ((î) ,

et ces deux conditions sont équivalentes lorsque o( est un isomorphisme local.
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CHAPITRE IV

SUR LES ALGÈBRES A .———————————— p

Nous étudions dans ce chapitre quelques propriétés des algèbres A , et montrons,
en particulier, que l'algèbre des germes en un point des fonctions de A est un in-

P
variant de la structure locale d'un groupe localement compact. Contrairement aux inva-
riants étudiés aux chapitres II et III, ceux que nous introduisons ici concernent tous
les groupes localement compacts, abéliens ou non.

La théorie, récente, des algèbres A est due, en particulier, à P. ETMARD,
A. FIGA-TALAMANCA, C. HERZ, etc... Les principaux résultats actuels sont rassemblés
dans [E1] et [E2] .

Le premier paragraphe de ce chapitre est consacré au rappel des principaux faits
de la théorie des algèbres A que nous aurons à utiliser.

IV - 1 . Les algèbres A (G) .

DÉFINITION IV. 1.1. Pour un groupe localement compact G , muni d'une mesure de Hàar
à gauche, on appelle A (G) l'ensemble des fonctions f qui s'écrivent

f = z k Sn^nn==1

avec g^ <=. L^G) , ĥ  e L^G) , 1 <. p < oo , 1 + 1 == 1 , (h étant'la fonction défi-
00

nie par hjx) = h^z-')) et L H gj Kh^ «o .
n^l

THEOREME TV.1.2. Muni de la norme

MA = ln f^ Kllp IPnlIq

(où la borne inférieure est prise sur toutes les représentations de f de la forme
00 W' oû

ZA 8^ * \ » Zl» ll^nllp Pnllq < 00 ^ lten^emble A (G) est une algèbre de Banachn=1 n=1 P i P

régulière semi-simple pour la multiplication ordinaire* formée de fonctions continues
tendant vers 0 à l'infini.

Remarque IV.1.'5. Pour p=2 , A^(G) coïncide avec l'algèbre A(G) étudiée en QE5]
qui, dans le cas abélien, n'est autre que l'algèbre des transformées de Fourier des
fonctions tntégrables sur le groupe dual.

DEFINITION IV. 1.4. Un groupe localement compact est appelé aménable s'il possède la
propriété suivante : pour tout compact K ^_ G et tout nombre positif ç / il exis-
te un compact V de mesure positive tel que m(KV) s- ( l+£ )m(v) .

Il existe de nombreuses propriétés équivalentes à l'aménabilité. Celle que nous
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avons prise comme définition est la plus commode pour l'usage que nous ferons de cette
notion.

Tout groupe abélien est, en particulier, aménable, de même que tout groupe compact.
Appelons, pour 1 < q < oo , CV (G) l'ensemble des opérateurs linéaires bornés

de L-(G) dans L ((ï) qui commutent avec les translations à droite (ce sont les con-
voluteurs de I/^G) ) . CV (&) est un espace de Banach.

/ -,
THEOREME IV. 1 . 5 . Soit G un groupe localement compact aménable. 1 < p < oo ,
- + - = 1 . Le dual de l'espace de Banach A (&) s'identifie isométriquement à CV (&)
par la dualité

00 n
<T,f> = 2. f g f x ) Th (x) dx

n=1 J G il n

oo

^ T € CV^(G) sS. f e A (G) , f = Z . g ^ i ^ , g ^ € L^G) , ĥ  e L^G) .

DEFINITION IV.1.6. Avec les notations et hypothèses du théorème IV. 1.4.. nous appelle-
rons topologie ultrafaible de CV (G) la topologie faible de dualité avec A (&) ,

<T (CV^G) , A (G)) .

THEOREME IV.1.7. Soient G un groupe abélien. p ^ r deux réels tels Que
1 ^ r < p < 2 ^ 2 < p < r < o o . Alors A^(&) c A (G) C A (&) et les inclusions
abaissent les normes et sont d'images denses.

(Ceci résulte du théorème IV. 1.5 . et du théorème d'interpolation de Riesz-Thorin).

Dormons enfin, dans le cas abélien, une version précisée de l'existence d'une
unité approchée dans A (G) qui est, en fait, une propriété équivalente à l'aménabili-
té.

THEOREME IV. 1.8. Soient G .an, g.a.l.c., p un ré.el ^ 1 . Considérons une base
B s* {V^} ^ ̂  ^ de voisinages de 0 dans G , et. pour tout i € I , une fonction a.
intégrable. à support contenu dans V. , non négative et d'intégrale 1 ; appelons <À^- i
la transformée de Fourier de a. . Alors les ^ . constituent (lorsque I est muni de
l'ordre filtrant associé à l'inclusion des V. ) une unité approchée de norme ^ 1 dans
A (G) , c'est-à-dire que

fV i € I , ^ € Ap(G) et || ^BA (G) ^ 1 »

^ V f e A ^ G ) , îm ||̂ f-f||̂  = 0 .

Pour tout i ^ I , 0^ € A(G) = A,(o) C Ap((î) et ||ô  ̂  ^ \\^\^ - 1 .

Scient maintenant f € A (G) et € > 0 . Il existe $ <= A (G) telle que
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||f- ^(| ̂  < | , et telle que ^ = g où g est intégrable sur G . Alors «.$ -$

tend vers 0 dans A^(c) (donc dans A ) car c'est la transformée de Fourier de
f \ 1 f^\ ^\a.*e)-g qui tend vers 0 dans L (G) . Il existe donc j € 1 tel que, pour tout

iel tel que V^ C V^ , on ait || <x^ $ - $ y ̂  ̂  < j , d'où H^f-f^ ̂  < € ,

ce qui signifie que lim H.^.f-fu / ^ = 0 .
iel 1 V^

IV - 2. Représentation intégrale d'un produit.

Considérons deux groupes localement compacts G et H , un morphisme 0 de G

vers H , une fonction f = ^ * (̂  sur G , une fonction $ = u * v sur H , où ^

et p> sont continues à supports compacts sur G , u et v continues à supports com-

pacts sur H . Alors f <= A (G) et $ C A (H) pour tout réel p > 1 et on a,

avec 5 + 5 = 1 ,

l l^ACG) ^ IHIp Ill^llq ' ll$llA(H) ^ Nip llvllq .

Comme
f(x) = f «(xy) ^(y) dy ,

J G

et

$ (e (x ) ) = f u(e(x)z) v(z) dz ,
"H

on a

[f.($ oe)](x) = f oi(xy)6(y)dy f u( & (x)z) v(z) dz
^ G JH

= F o((xy) ^ (y) dy J u( C (xy)z) v( & (y)z) dz

= f A (x) dz ,
J H 2

où l'on a posé, pour z € H ,

^ ° \ * \ '
a et "b étant les fonctions continues à support compact définies sur G par

a^(x) = o((x) u(e(x)z) ,

bjx) = ^(x) v(6(x)z) .

LEMME IV.2.1. Soient deux g.l.c. G ^ H , 6 un morphisme de G dans H , oi ̂  p

deux fonctions continues à supports compacts sur G , u e^_ v deux fonctions conti-

nues à supports compacts sur H , f = c < * p , $ = u * v . Alors, pour tout réel
p > 1 , la fonction f.( ̂  o ô) appartient à A (c) et on a
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f . (5 0 6 ) « [ A dz
J H z

où l'intégrale est à valeurs dans A^((î) si \ » \ * \ » &g lî. \ étant les
fonctions continues à supporta compacta définies par

a^(z) = ^(z) u(&(z)z) , b^(z) - fî>(z) v(0(z)z) .

De plus. gi - + - s 1 ,

«,.({.. 'S(«)'|«»^).H^ •»•„(„ i,iî .
Compte tenu de ce qui précède et du fait que 1 * application z —> A est conti-z

nue de H dans A (&) , il suffit de montrer que

[ H A 11 dz ^ ||<x|| _ ||B|1 ^ |]u|| , ||v|)
^H ^p ""L^G) "• '^((î)1 ' "L^H)11 "L^H)

Or

Jjl^ dz ^.ll^p^Jlq âz ^(Jjl^ dz)1/p(I^ M d2)1/q

" f j dzJl^z)|I)|u(e(z)zlpdz)1/p.[f dzJlp(z)lq|v(e(z)z)|qdzy /q,

soit

[ HA l| dz ^ f f l^zîlP dz f luCeCzîzîlP dz) 1 ^f f l^z^dz f lv(8(z)z)l ̂ zV q

•JH z p ^ G ^H / \JG JH /

° ^"^(0) "'"^(H) «^^(0) " (̂H) •

ce qui établit le lemme.

Ce lemme a plusieurs conséquences intéressantes.

Indiquons, ici, l'une d'entre elles, qui est, en fait, un cas particulier d'un

théorème annoncé -sans démonstration- par Cari BERZ. Il nous faut d'aoord une défini-
tion.

DEFINITION IV.2.2. Soient G un groupe localement compact, p un réel > 1 . On appel-

lera B (G) l'algèbre de Banach des multiplicateurs de A (&) . Autrement dit. une

fonction f définie sur G appartient à B (û) si et seulement si fu € A (&)

quelle que soit la fonction u .de, A (&) , et la norme de f est

11% = , .^I I^UA •
P HA $ 1 p

P

A est évidemment un idéal de B , fermé et plongé dans B isométriquement
lorsque G est aménable.
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THEOREME IV.2.5. Soient G ^ H deux g.l.c., 9 un morphisme de G dans H , p
un réel > 1 . L'application ^ —> ^ 0 6 est un homomorphisme abaissant la nonne de
A (H) dans B (&) .

P ——— P
Remargue IV.2.4. Si G == H et si 6 est l'application identique, ceci donne une dé-
monstration du fait que A (&) est une algèbre. Il peut être intéressant de remarquer
que cette démonstration -contrairement à celle, antérieure, de C.S. HERZ- ne fait pas
appel à la notion de produit tensoriel. Les deux démonstrations sont cependant très
proches dans leur principe.

D'autre part, on déduit aisément du théorème IV. 2.5. que $ —> $ o 0 applique
B (H) dans B (&) si G est aménable et A (H) dans A (&) si & est propre.

P P P P
Démontrons maintenant le théorème IV.2.5.

Soient f e A (G) , $ € A (H) : Pour tout € > 0 , il existe des suites de fonc-
P P

fions [À ^ et ^ ft î continues à supports compacts dans G , et ^u..^ et { v, }
continues à supports compacts dans H , telles que

^-^^h ' ^ WM^ 11^(0)^ •
00 cO

^ \-\ ' ^ Kllp "^ é 11^\(H) + £ •

Alors la fonction f.(^ o tî) s'écrit
oo

f.(<i) o & ) = 2L F ,
n,k=1 Tlf&

avec F = (o< ^ f t ) . [(u^ * v.) o G") , et le lemme IV. 2.1. montre que f .( $ 0 6 ) ,n,& n ' n ic K. —
somme d'une série normalement convergente dans A (û) , appartient à A (&) , et que sa

norme est majorée par (l|f|l« (n\ + £ )*(||$ll A (v} + e ) • Comme € > 0 et f e A ((?)
P P

sont quelconques, cela signifie que <Ç o & appartient à B (û) et que || $ oô||- / - \<
. .x i . p " B W -
ll^lAdî) •

IV - 5. Le théorème de localisation pour les A .

Si K est une partie compacte d'un g.l.c. G , appelons A (K) l'algèbre des
restrictions à K des éléments de A (&) . On peut remarquer que l'algèbre A (K) est
aussi l'algèbre des restrictions à K des éléments de B (&) .

Nous désignerons par A (&) l'algèbre des germes en 0 des éléments de A (û) ,
P>° P

c'est-à-dire le quotient de A ((?) par l'idéal (non fermé si G n'est pas discret)
des éléments nuls au voisinage de l'élément neutre e de G- .



THEOREME IV. 5 . 1 . Soient G ̂  H deux g . l . c . . (u, (? ) -un morphisme local de G
vers H , K im compact de G contenu dans U , K' = Q (K) , p un réel supérieur
à 1 . Alors l'application $ —> $ o e^ est un homomorphisme de A ( K ' ) dans
A (K) . C'est un isomorphisme si (U, 6 ) est un isomorphisme local.

En vertu du théorème 1 . 2 . 7 . , il suffit d'envisager deux cas particuliers : celui
d'un morphisme global -le résultat est alors une conséquence du théorème IV.2.5.- et
celui d'un isomorphisme local.

Commençons par dégager le lemme suivant ;
LEMME IV.5.2. Soit G u n , g . l . c . , K un compact de G , W un voisinage compact de
l'élément neutre. Il existe une constante C ^dépendant de K et de W ) telle que
toute fonction $ ̂ e. A^(c) à support dans K s'écrive

$^ Ï^
n=1

î n ' J ^ n z dz ^intégrale à valeurs dans A (G) ) j^^ ïn 3 ^ în.z

v
(I) = a •X- b «^-TifZ n,z n,z *

où. pour tout n € 1M * et tout z € G , a ^ b sont des fonctions conti-————— n»z ^^~ n^z ——————•«——————
nues à supports dans KW ^i W respectivement, telles que

J^JjlVJpllYJ^2]^^-
II existe, en effet, des fonctions o( et jî> , continues et à supports dans KW

et V respectivement, telles que la fonction f = (A -x- ft prenne sur K la valeur 1.

Soit alors ^ un élément de A (G) à support dans K ; $ s'écrit
03 ÛO

$ = ̂  \ * \ = ̂  ^n * ̂ ) »n=1 n=1

u et v continues à supports compacts, telles que (par exemple)n n oo
?. i| u H j j v U < 2 U $ l| .^ " n11 p " n" q ^ 11 •l- " A

D'après le lemme IV.2.1., on a, en posant $ = f(u * v ) ,

î»-L •̂
a * b dz••n J^ n,z n,z

avec

a^(z) = «(x) ujxz)

-M= K^V") .
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ce qui entraîne le résultat avec

^MpilHq •

Du lemme IV. 5.2., on déduit immédiatement le théorème IV. 5.1. dans le cas parti-

culier d'un isomorphisme local (U, 0) : si K est un compact contenu dans U , choi-

sissons le voisinage V de l'élément neutre de G de telle sorte que KWWW" soit

contenu dans U . Si on pose K* » 0(K) , W = 9(v) , le lemme permet d'écrire toute

fonction y de A (H) , à support dans K'W , comme somme d'intégrales d'éléments de
P y

A (H) de la forme a * b (n e M* , z e. H ), a continue à support compact
P H, Z H, Z H, Z

dans K'W'V , b continue à support compact dans W , avecn.z

? [jl^V^V2^;• LJ^I'^V'nA^-l"00 •

La fonction ^. , qui vaut ^ o © sur U , 0 hors de U , s ' écrit alors

(<- * d ) dz 1Y = L [ [ (c * d ) dzl
1 r,-1 ^ J H n>z n>z -n=i ^<JH 11»»

où c s a 0 6 sur U , 0 ailleurs et d = b 0 6 sur U , 0 ailleurs,n,z n,z n.z n.z
et ^ , appartient à A (G) car

^[îj^p^nA^^Ip^nA^J <00
n-1 - u H

Tout ceci résulte du fait (voir [^Bj , corollaire de la proposition 9, chap. VTI, § 1 )
qu'un isomorphisme local transforme la restriction à un ouvert d'une mesure de Hàar en
la restriction à un ouvert d'une mesure de Haar, donc respecte, en particulier (à une
constante près), les normes dans 1̂  et I/1 et les convolutions de fonctions à sup-
ports assez petits.

Le théorème IV.5.1. est donc ainsi établi, car A(K) est aussi l'algèbre des
restrictions à K des éléments de A (G) à supports dans KW .

Ce résultat se traduit également en termes de germes de morphismes et de germes
d'éléments des algèbres A :P
THEOREME IV.5.5. Soient G ̂  H deux g . l . c . . o( un germe de morphisme de G vers
H , p un réel ̂  1 . Alors, l'application ̂  —^ ̂  o a est un homomorphisme de
A (/5) dans A (&) . C'est un isomorphisme lorsque o( est un germe d ' isomorphisme
local.

Ceci se déduit immédiatement du théorème IV.5.1.
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IV - 4. Un théorème sur les multiplicateurs.
Dans le cas dœ groupes aménables, le théorème TV. 1 . 5 . » qui exprime la dualité

entre A et l'espace des convoluteurs de L̂  , conduit à penser que la théorie des
algèbres A doit donner des résultats sur les convoluteurs, donc sur les multipli-
cateurs de T̂L̂  dans le cas abélien.

Nous allons précisément donner ici des résultats sur les multiplicateurs. Il
s'agit d'une généralisation de certains résultats dûs à K. de LEEUW (DL). Notons que
Noël LOHOUE a obtenu, indépendamment et simultanément, des résultats voisins de ceux
qui sont présentés ici.

Soit G un g . a . l . c . Nous désignerons par M (G) l'algèbre de Banach des mul-
tiplicateurs de (^FL^)^) , c'est-à-dire l'algèbre des transformées de Fourier des
convoluteurs de L^((î) . Autrement dit, ^ appartient à M (&) si et seulement si
pour toute fonction a dans L^G) , il existe b ê L^Ô) telle que b = ̂  a . Re-
marquons que M (G) est formé d'éléments de L^CG) , donc en particulier de classes
de fonctions définies localement presque partout, localement intégrables.

Si G et H sont deux g . a . l . c . , ai un morphisme de G dans H , ^ un élément
de M (H) , on ne peut, en général, considérer la fonction composée $ o « , car
l'égalité localement presque partout de ̂  et Ç sur H n'entraîne l'égalité locale-
ment presque partout de ^ o o< et Ç o çk sur G que si l'image réciproque par jçx
d'une partie localement négligeable de H est une partie localement négligeable de
G . C'est le cas si et seulement si le morphisme « est ouvert.

Soient G et H deux g . a . l . c . , o< un morphisme de G dans H , J V . , a . l . -
l'ensemble des couples formés de voisinages de 0 dans H , V. , constituant une
base de voisinages de 0 , et de fonctions noi négatives intégrables a. , d ' intégrale
1 , a. étant à support dans V. . L'ensemble des indices 1 est muni de l'ordre fil-
trant défini par i ̂  j si et seulement si V. c V . .

Ceci étant, l'application f —> â . ( f o 5) est (théorème I V . 2 . 5 . ) une applica-
tion linéaire L. de A (c) dans A (H) de norme inférieure ou égale à 1 , pour
tout réel q > 1 . Soit ^ ê M (H) , avec - + - ss 1 ; <Ç est transformé de Fourier
d'un convoluteur T de CV (H) . Appelons T. l'image de T par L. , application
linéaire transposée de ̂  : T̂  6 CV (G) , j|T^ ,^ ̂  ||T||^ ̂  , et T̂  est défini

p p
par <T^,f > = < T,â^(f o5) > .

Prenons, pour f , élément de A (&) , la transformée de Fourier d'une fonction
F intégrable sur G , et appelons T̂ . l'élément de M (o) , transformé de Fourier
de T. . On a alors

, T , , f . ' J j ^ .
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Si nous désignons par (tp la mesure "bornée sur H , image par ol de la mesure

sur G de densité F , a.(f oo() est la transformée de Fourier de la fonction som-

mable sur H a. » p-- , et on a '

< T , â ^ ( f o â ) > » J $(a^ * ^L? ,

d'où

J, Ti^I^i^'
La famille ^T.l . .-- est 'bornée dans CV (G) , donc admet une valeur d'adhérence

- l - lc l /^ P
U pour la topologie faible de dual de A (û) . Appelons Y l'élément de M (&) tel ,

que "Ç* ss U . Pour toute fonction intégrable F sur G , il existe une base de voisi-

nages {7^} ^j(p) extraite de t^i ^çi "belle ̂ e

[ Ç F = lim f $(a ^ ^ ) .
< J G i6j(F) JH 1 rF

THEOEEME IV.4.1. Soient G j^ H deux g.a.l.c.. o< un morphisme ouvert de G dans

H . Alors $ —> ^ o <x est, pour tout réel p > 1 > une application de M (H) dans

M^(G) . p

g> —.> ^ o û( est bien définie de M (H) dans L°° (û) , car si E est une

partie localement négligeable de H , o< ~ (E) est localement négligeable dans G : il

est aisé de vérifier que, pour un morphisme de groupes localement compacts, cette con-

dition équivaut à dire que le morphisme est ouvert.

Dans ces conditions, si F est une fonction intégrable sur G , k - possède

une densité F par rapport à la mesure de Hàar de H (il suffit de le vérifier en

supposant F ^ 0 . Si ce n'était pas le cas, il existerait une partie borélienne A

de H , négligeable, telle que p-p(A) > 0 ; alors f ^ F = p--n(A) serait positif,
_ A u ^ (A)

ce qui est impossible puisque o<~ (A) est localement négligeable). On a donc, en po-

sant F. = a. * F ,

J^'J^r'
Or, on sait que, lorsque V. parcourt une base de voisinages de 0 dans H ,j ^>

F. converge vers F dans L (H) . C'est vrai en particulier pour la base

^ieJ(F) e t o n a

[ ÇF» lim f $F = [ $P » f (§) ooOF ,
J G i€j(F) JH z JH ° J G

ce qui montre que y =-. $ o <A localement presque partout, puisque F est un élément

arbitraire de L\G) .

Le théorème TV.4.1. est donc ainsi démontré.
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Remarquons que ce théorème peut également s'établir à partir des deux faits sui-

vants : o< est ouvert si et seulement si o< est propre (lemme III.4.4.) et

f —> f o a applique A (G) dans A (H) -et non seulement dans B (lî)- lorsque ce

est un morphisme propre de H dans G (remarque IV. 2.4.)» ce qui permet d'éviter le

passage à la limite selon l'ensemble 1 .

Dans le cas d'un morphisme ot non ouvert, on ne peut évidemment avoir le même ré-

sultat, puisque, de toute manière, ^ oa , pour $ € M (s) , ne serait pas un élé-

ment bien défini de L^CG) .

Pour une base de voisinages ^V. \ . - de 0 dans H et des fonctions a. > 0 ,

intégrables et d'intégrale 1 à supports dans V. , et pour une fonction localement

intégrable ^ sur H , nous appellerons point, de Lebesgue de Ç relativement à la fa-

mille (V.,a.). _ tout point x de H tel que | $(x+y) a. (y) dy ait une li-i i i s i JTT ^~

mite lorsque i parcourt l'ensemble ordonné filtrant 1 . Nous noterons

E(^) ,(v.,a.) ) l'ensemble de ces points, et $. la fonction définie sur cet

ensemble par la limite précédente. Notons encore E ( ̂  ) l'ensemble des points où

$ est continue, et remarquons que E ($ ) est contenu dans E( $ ,(V.,a.). )

quels que soient les voisinages de 0 , V. , et les fonctions a. , et que $ = $ -

sur E ( $ ) . D'ailleurs, ^ = $ . localement presque partout sur

E( ï ̂ i.\)̂ ) .

THÉORÈME IV.4.2. Soient H un,g.a.l.c., p un réel > 1 , $ un élément de M (lî) ,

î̂  i(?I ' ̂ iî iei ' ̂  ̂  ^ ' E^ '^i^i^içi^ ' ^ 1 définis connne ci-dessus.
Soient encore G n̂, g.a.l.c. ^b cK un morphisme de G dans H .

Alors la fonction ^ o cfc coïncide sur ^'^[E^^)'] avec un élément de M(&).

^L ^- est métrisable. <p „ o o< coïncide sur c< ~ rE(^,(v.,a.).^-.)1 avec un

élément de M (&) .

Soient, en effet, F e L (G) , et une base de voisinages ^V. } . -/.p,\ extraite

de ^V. } . ̂ - , dénombrable si H est métrisable, telle que, 'Ïjf désignant le multi-
1 /^\plicateur transformé de Fourier du convoluteur U € CV (G) , valeur d'adhérence ultra-

faible de la famille ^T . } ,

f ^F= lim [ $.(a^ ^ ) .
^ i€j(F) "H 1 ' ^

Or, on a

[ Ç(x)(a^ * ^)(x) dx = J $Jx) d[.p(x) ,
^ H H

en posant

$^(ï) " f $(x+y) a^(y) dy .W » <P^x+y; a,
J H
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-1
Si on choisit F à support. compact dans o( ~ ^E(^ ,(v. ,a.). -)1 , on peut

conclure grâce au théorème de convergence dominée de Lebesgue dans le cas où on a une

suite de fonctions ^ . ; et si F est à support compact dans <K ~ f^ ( î )3 » on

conclut en utilisant la convergence, uniforme sur le support de F , de ^ . vers

î i = î î dans un cas comme dans Vautre, on a

f Y F = lim f $ d^ » f $ d^ = f ( $ o o( )F ,
J G i€J(F) JH 1 £ ^H ' ' ^ G •

ce qui entraîne que 'Ç = $ . o o< sur l'un ou l'autre des ensembles indiqués dans

l'énoncé du théorème.

Nous pouvons enfin indiquer, esn vue d'applications du théorème IV. 4.2., un résul-

tat qui généralise la situation bien connue lorsque l'on prend sur T^11 la base de

voisinages de 0 formée de boules ouvertes de centre 0 .

THEOREME IV. 4.5. Soit G un^g.a.l.c., ^V. ^ . .- une base de voisinages compacts

ââ 0 telle que

i) il existe une constante k > 0 telle que. pour tout i 6 1 ,

m(V^ + V^ + V^ - V^ - V^) s k m(v^) ;

ii) pour toute partie J .de, I , il existe i e J tel que. pour tout i fe J ,

on ait V. c V. + V. .
o o

Alors, pour toute fonction $ localement intégrable. les fonctions Ç . définies
JBar Ï-i^ =ï mîT"T f î^y) ̂  convergent localement presque partout vers $1 "^j/ J y.

lorsque V. tend vers 0 .

Pour établir ce théorème -dont nous ne donnons pas ici la démonstration complète-,

il suffit d'adapter la démonstration du cas classique de TR11 (telle qu'elle est

donnée, par exemple, dans [Sj ) en introduisant un lemne du type de Vitali et une

notion de fonction maximale associée aux { V . ^ . - .
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CHAPITRE V

FONCTIONS RADIALES SUR LES GROUPES ABELIMS LOCALEMENT COMPACTS TOTALEMENT DISCONTINUS.
Nous étudions ici ime notion de fonction radiale sur les g . a . l . c . totalement dis-

continus. Nous caractérisons les fonctions radiales qui appartiennent à divers ensem-
bles (algèbres A , espaces O^L^ et M ) ce qui nous permettra, au chapitre "VT, de
distinguer par les algèbres de germes A (étudiées au chapitre TV) les groupes
totalement discontinus parmi tous les g . a . l . c .

V - 1 . Définitions et notations.
Parmi les groupes abéliens localement compacts, nous considérons ceux qui possè-

dent l'une ou l'autre des propriétés ( P . ) et * (Pp) ci-dessous :
(P, ) il existe une suite strictement décroissante { G \ -,- (l = IN , - (ht ou

Ï. ) de sous-groupes ouverts, tels que G , soit d'indice fini dans G pour tout n
(n ̂  0 si 1 = - l(^ ) ;

(P?) même condition que ( P . ) , les sous-groupes G étant de plus compacts et
tels que leur intersection soit [0 _ j et leur réunion G .

Pour un groupe G satisfaisant à ( P , ) ou à (Pp) , nous considérerons toujours
-sans le préciser chaque fois- des suites de sous-groupes ayant les propriétés exigées
en (P. ) et (P^) . Nous appellerons encore de telles suites des suites adaptées.

Les groupes qui vérifient (Pp) sont les groupes abéliens infinis localement
compacts totalement discontinus métrisables et dénombrables à l'infini qui ont un sous-
groupe ouvert compact tel que le quotient s-oit (discret) de torsion. Ce sont

i) les groupes discrets dénombra'bles de torsion si 1 = - Ih) ;
ii) les groupes compacts métrisa'bles infinis totalement discontinus si I = ir^ ;

iii) des groupes localement compacts, ni discrets ni compacts, totalement discon-
tinus si I = & . Par exemple, les groupes additifs de nombres p-adiques sont de ce
type.

Parmi les groupes qui vérifient ( ? . ) , figurent ceux qui vérifient (P^) . On
peut remarquer que tout groupe discret infini vérifie ( P , ) . De plus, tout groupe
dont un sous-groupe ouvert ou un groupe-quotient vérifie (P. ) , vérifie lui-même cette
propriété.
DEFINITION V. 1 . 1 . Soient G un g . a . l . c . vérifiant (P^) ̂  ̂G } une suite adaptée
de sous-groupes. On appelle couronne toute ijartie de G de la forme G \G . .
DEFINITION V. 1 . 2 . Une fonction f définie sur un groupe vérifiant (P^) est dite
radiale si elle est constante sur chaque couronne.
DEFINITION V . 1 . 5 . Une fonction f définie sur un groupe vérifiant (P?) est dite
quasi-radiale si. pour tout n&I ( n ^ O si I = = - i ^ ) , elle est constante sur
toute classe de G . dana G\G . .^ - ' n+l '~~~~ n n+l
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Nous considérerons désormais, jusqu'au paragraphe V.4. inclus, un groupe G véri-
fiant (P^) , et une suite adaptée ^G ^ p- de sous-groupes. Le dual de G sera
désigné par F , F étant le sous-groupe de T orthogonal de G . Nous munissons G
et V des mesures de Haar pour lesquelles G et T ont pour mesure 1 ; la
mesure de I* sera désignée par i et- celle de G sera alors — . Notons que

n
i est, si n est positif, l'indice de G dans G et celui de i* dans Fn „ r 7 n o o n
et que — est, si n est négatif, l'indice de G dans G et celui de T' dans

I - o . ln

Nous appellerons k l'indice de G . dans G , qui est aussi celui de T
dans F 4 ; c'est un entier ^ 2 et on a i < == k i .n+1 n+1 n n

Remarquons que T vérifie la propriété (P^) , à ceci près que la suite adaptée
[ T } est croissante au lieu d'être décroissante. Nous appellerons encore fonction
radiale (resp. quasi-radiale) sur T une fonction constante sur tout ensemble de la
forme F .\ P (resp. sur toute classe de T dans P .\T ).n+1 n n n+1 n

V - 2. Transformées de Fourier radiales.

Soient A et B deux groupes vérifiant (P?) , avec des suites adaptées respec-
tives { A \ ç. ^ (A est compact) et {B } ^ (B est discret de torsion). Alors
G = A K B vérifie (P^) avec la suite adaptée [G i ç ̂  définie par

^n'V^'V^ si n ^ 0

G = A X B = A X B s i n ^ O .n o n n
A A

Soient maintenant F et F^ des fonctions définies sur A et B respective-1 <- A A
ment. Définissons F' et F' sur A A B par

F^ ,À) -F^)
et

F^( ) ( , ^ ) = F^(^) si ^ = 0
= 0 si ^ ^ 0 .

Soit ^ un réel tel que 1 «^ < 2 . Les conditions F, e: L^ (î) et F' e L^ (î ^Ê)
sont équivalentes, de même que les conditions F? ê L^ (B) et F ' f e L (AXB) . Sup-
posons réalisées ces conditions, et soient f. = î1 et f p feF^ . Si on définit, sur
A X B , f et fp par

f^(x,y) = f^(x) si y = 0
= 0 si y ^ 0

et
f^(x,y) = f^(y) ,
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on voit que f '̂ = F' et f p=T 1 ? .

Si on désigne par ^1^(0) l'espace des fonctions sur G qui sont transformées de

Fourier d'éléments de L^ (&) , on obtient le résultat suivant :

Soient f. une fonction radiale sur A , valant u sur A \ A , (n € »^ ) , fp une

• fonction radiale sur B valant v sur B \ B . (ne-IN*) . Définissons sur A ̂  B

les fonctions radiales f et fp : qui valent respectivement a et b sur

^^1 (ne 2L) avec

a s u si n ^ 0n n
= 0 si n < 0

et

b = f^(o) si n ̂  0n d.
== v si n < 0 .n

Alors f. € ^FL^CA) si et seulement si f ' € ^L^CAXB) et f € ^L^ (B) si

et seulement si f? ê <? L^ (AK B) .

Cette remarque nous permettra, pour l'étude des éléments de ^L^ (û) , et, en

particulier, des éléments radiaux, de ne considérer que des groupes G ayant une suite

adaptée de sous-groupes indexée par 2: .

Appelons opérateur de radialisation sur un groupe G qui vérifie (Pp) (ou dont

le dual vérifie (P^)) l'application Si^ ci111» ^ toute fonction f localement somma-

"ble, associe la fonction radiale dont la valeur sur toute couronne est égale à la

moyenne de f sur cette couronne.

Soit G un groupe vérifiant (P?) , T son dual. Appelons o( la fonction ca-

ractéristique de G , P celle d e T ( n e 2 : ) . 0 n a ft = i < x .n < n - n * n n n

Soit F une fonction localement intégraUe sur F . Appelons b la moyenne de

F sur T ,\ T ; .̂b ^ est la suite des valeurs de (ft-p F .

THEOREME V .2 .1 . 1° ) Soit a. -> 1 . Alors $1 applique L^ ( T ) dans L0'( T ) n̂,

abaissant la norme.

2o) ̂  1 .$ o< & 2 , on a, pour F e L0' ( F ) ,

( f t ^P) ' = ^F.

On a, si F ̂  L^ ( F ) ,

ll^C- ^^l-n^nl' •n v- w.

Or, en posant - + - = 1 si c\ > 1 ,
a P
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1 1

d'où

I \\ ° r—r I f F l ̂  r—r ( f l̂  ̂ 1-^ •l n l ^i^'Jr^Tj ^-^Jr^^ ; n+1 n

^M -< J^ ^'^/T , ̂
-ïi+1 n

(ce qui se vérifie également, directement, lorsque o( = 1 ) , et on a bien

{, 'v,-Ar -t^'iC ' ̂  J î"' -fien €

La première partie du théorème est donc démontrée. Pour la deuxième partie, appelons f
la transformée de Fourier de F , a la moyenne de f sur G \G- . , m la moyenne
de f sur G . On vérifie directement (c'est un cas particulier de la formule somma-
toire de Poisson) que

^ ' L ' -
^n

d'oîi

a - ( - - — — ^ " 1 f f»:2-^f^r P - — — 1 F^^i^r p - — r F\
^1 ^ ^n-Jr ^1 J r - ;n \\ \^} J^e^ \^\[\-h, ^1 Jr^

Si, de même, a' est la moyenne de ( (8, F) sur G \G . , on a

a^^l(^[ V — — f S-^'n ^r^^nJr, ^ ^r^ r ^

d'où a' = a puisque F = ^•^^ , n 6 2r .n n J -p J j ' r
n n

Le théorème est donc entièrement démontré si on remarque que la transformée de

Fourier d'une fonction radiale est radiale : c'est évident pour les fonctions radiales

ne prenant qu'un nombre fini de valeurs non nulles (combinaisons linéaires finies de

fonctions caractéristiques de sous-groupes ouverts compacts), et c'est vrai pour toute

fonction radiale de L^T) ( 1 ^ < X ^ 2 ) qui s'approche par des fonctions du type

ci-dessus.

Soit maintenant F é L ^ ( P ) , 1 $ « $ 2 , une fonction radiale prenant les va-

leurs b sur T .\ T . Sa transformée de Fourier f est radiale sur G , et nous

appelons a sa valeur sur G ^ G , . Comme f e L ' ( & ) , ' + - = 1 si o( > 1 , etn n n"t"i p ç^
tend vers 0 à l'infini si <^ = 1 , on voit aisément que

lim a = 0 ,
n-> -co
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de même que
lim b = 0 .nn->- -h oo

On a

F= ^ V^n+1-^ • f = Â ^n-^-ne& n e «S.

Comme ^ = î  , on a

f = Z i b \ i , o ( , - ! < ? < ) , F = Z. a f ^ - ^ 1 ^ ,„ — n' n+1 n+1 n n' ' -• n \, i i , / f
n 6 î. n 6 2 ; \ n n+1 /

ce qui donne, en calculant les valeurs sur les diverses -couronnes,

a" ° -i-+ piçi^ '? •
^"À'p^1;-1^)6?'

les séries étant absolument convergentes puisque f et F sont localement intégrables,
propriété qui permet encore décrire

« n - - L ^p-Vl^p ' \- L ^2=1.p$n r r y p > n p

Or, les relations ci-dessus entre deux suites [a { _ et {'b \ sontn n 6 < z : n n Ê î f c
équivalentes si on suppose que lim a = 0 et lim "b = 0 et que les

n-^-oo n n-»+ce> n

séries sont convergentes : supposons, en effet, par exemple, la réciproque étant exac-
tement semblable, que a soit donné par la relation

—i'vv-".-
On en déduit

^ - Vi ° ̂ n-r̂  ^ '
d^ù, puisque lim b = 0 ,

n -̂  + oo n

^-^•^.p > n p

De là, résulte que, pour une fonction radiale f localement intégrable sur G ,
prenant sur G \G , la valeur a , les conditionsn n+1 n

f 6 ^L^CGO (1 < . < X $ 2 )
et

f(l) lim a ^ 0
| n-^-uo n
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L 2. . 1 2. Xs=l
ne^ jpï -n p

sont équivalentes.

En effet, si on pose
a -a ,

\- ^ -^ 'p > n p

<X
< o&

(2) exprime que Zx i ( b ^ = ZA i .Jb l̂  est fini, ce qui signifie que la
n <£ À n n"' n e a. n+l ln l

fonction radiale F sur F définie par les valeurs b appartient à L^ ( P ) . Or,

la condition (i) entraîne, d'après ce que nous venons de voir, que F a pour trans-
formée de Fourier f .

THEOREME V.2.2. Soit G un g.a.l.c. vérifiant (P^) , une suite adaptée de sous-

gro^es {.G^ ^ ̂  ̂  , une fonction radiale f sur. G , valant a^ sur G^\G ,

1 °) pour 1 ^ <X ^ 2 , f appartient à Î/ (G) si et seulement si

(1 ) lim a = 0
n^-œ n

et

(5) z, ^04^
p6^ 1

< 00 ;

p

2°) pour 1 < o < ^ 2 , f appartient à c^ L^ fG^ si et seulement si

(4) L v^ < ce .

Remarquons que, pour o( = 1 , la condition (5) signifie que la suite [a ^ est

à variation bornée, et que, pour o< = 2 , (4) exprime que f appartient à L2^) .

Montrons d'abord la première partie du théorème, c'est-à-dire que

(1 ) et (2) ^=> (1) et (5) .

Posons, pour tout n ,

b . L ^^1,1 ZL W1 -^ e
n p^n ^ ^ p^n TT k. n n '

n$j<p tï

ce qui permet d'écrire la relation (2) sous la forme

(5) L IcJ^ < oo ,
n e •>&.

avec 1
û-^ -. \ T - 1

L P P-1 \ ^
n \ p ^n TT kj n

YL P P - I \ i<
\ p à n TT k. } '•

v n ^.^ ^-n ^ /n^j<p l)



ou encore
^ d

(6) c - Z . ————2——,
p^n / TT k^

\n^<p ^
où on a posé ,

- - 1
d = i^ (a-a ,)n n N n n-1/

ce qui permet d'écrire (5) sous la forme équivalente

(7) L (dĵ  < œ .
né 2.

Il s'agit de démontrer maintenant que

(1) et (5) <â=p> (1 ) et (7) ,

les c et d étant liés par la relation (6).

Or, (6) entraîne que

^n^.

n̂
donc (5) implique (7) d'après l'inégalité de Minkowski.

Réciproquement, supposons (7) : Z» |d j^ < oo . Pour prouver (5), il suffit de
nç s

prouver que 2^ c'^ < oo , où on a

ic^. L I'P' , , L -^i-=c';
1 nl p^n ( TT k \ ^ pî^n ^(p-n) n

^^J<P 7 2°'

or, la suite { c ' } s'obtient en convolant la suite de puissance u( -ième somma'ble
n

[ ( d^ | } avec la suite somma'ble qui vaut 2^ pour n $ 0 et 0 pour n > 0 , donc
on a 2-» c'^ < oo .n

La première partie du théorème est donc établie.

Pour prouver la deuxième partie, posons

..,1-.1..n n n

La condition (4) est alors équivalente à

(8) 2. (ej^ < co ,

et il s'agit de prouver que

(1) et (7) <^> (8) .
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Supposons (8) : lim •e = 0 , ce qui entraîne (l) car lim i = 0
n-^-oo n n^-co n

D'autre part, on a

^ - 1

^ = ̂  - -̂1 -̂1 >

. ce qui montre que (8) implique (?).

Réciproquement, montrons que (l) et (?) impliquent (s).

La relation (l) permet d'écrire

'"'p^V^'
d'où

= 2 L __i
-n pTn ^ TT k,\

Ip^j^n J }

et il suffit de montrer que (?) implique

L ie'
nezi ' "

^ < 00n 1

où l'on a

^__- . 2L __iJle l $: —————-£-————. ^ ^ ——— ' y .—— = e'
n^p / TT k M - ' p^n • ( I -^)(n-p) n

\,p.$j<n ^ ^ 2 w

Or, la suite [ e^\ s'obtient en convolant la suite de puissance o< -ième somma^

/ 1 \ n
'ble ^n^ avec la !suite sommable qui vaut ( —'—T\ pour n ï 0 , et 0 pour

\^ "^
n «^ 0 . On a donc "bien

&|e^.Z^^.

Ceci démontre bien le théorème V.2.2.

Remarque V.2.3. L'hypothèse o< $ 2 n'intervient pas explicitement dans la démonstra-

tion précédente. Sa seule utilité est d'assurer, pour F e L0' ( F ) , l'existence

d'une fonction sur G qui en soit la transformée de Fourier. Or, elle n'est pas néces-

saire. On peut montrer facilement que, même pour <^ > 2 , une fonction radiale F qui

appartient à L0' ('F ) possède une transformée de Fourier f , et qu'une condition né-

cessaire et suffisante sur les valeurs a d'une fonction radiale f sur G pour que

f = F , F ç L^ ( F ) est la condition (4) : ^ Î -_ < co . Ceci peut d'ailleurs
n e S, i 'n

se déduire du résultat connu pour çt < 2 en utilisant la dualité.

Dans le même ordre d'idées, un argument de dualité permet, à partir de la carac-
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térisation des éléments radiaux de A(c) , de caractériser les pseudo-mesures radiales
sur G (une pseudo-mesure radiale sur G est une pseudo-mesure qui s'annule sur toute
$ € A(G) telle que î̂ ç $ = 0 ) . On voit aisément que ce sont des fonctions radia-
les et qu'une fonction radiale sur G , valant a sur G\G „ , est une pseudo-me-n n n+1<r\sure si et seulement si les sommes Z-̂  -2 sont 'bornées lorsque A et B par-
courent 2 i . A^n^B^

V - 5. Multiplicateurs radiaux sur les groupes de type (P^) .
Soit G un g . a . l . c . vérifiant (P^) . Nous désignons, comme au chapitre précé-

dent, par MQ, (G) l'espace des multiplicateurs de Î^L^CG) , pour 1 < <x ̂  2 .
Il résulte du théorème V . 2 . 2 . que l'espace des multiplicateurs des éléments ra-

diaux de ÎF L^ (G) se compose des fonctions radiales "bornées. Cet espace contient
évidemment le sous-espace des éléments radiaux de M^ (G) . Il est remarquable qu'il
ne contienne rien d'autre.
THEOREME V. 5 . 1 . Pour qu'une fonction radiale f sur un g . a . l . c . G vérifiant (P.,)
appartienne à M^ (G) , 1 < ç< ̂  2 , il faut et il suffit qu'elle soit bornée, et il
existe alors une constante K telle que || f() ^ K J|f(|oo .

ri

Comme on a M^ (c) C M^(G) == L̂  (û) , la condition est bien nécessaire.
Pour montrer qu'elle est suffisante, nous allons adapter à la situation présente

une idée classique dans le cas des groupes Tî 11 (voir QCZ'] ou ^S"] , chap. II). Le
fait de travailler dans un groupe totalement discontinu simplifie la technique.

Ici encore, il suffit de raisonner sur des groupes G qui possèdent une suite
adaptée ̂ } ̂ ^ , avec 1 = 2L . Si on considère, en effet, que tout groupe véri-
fiant (P?) qui est soit compact, soit discret, est un facteur direct d'un groupe
vérifiant (P^) avec 1 = 2- , il suffit, pour établir le théorème V . 5 . 1 . dans le cas
général, de l'établir pour 1 = 2 : puis d'en déduire le cas général par application des
théorèmes IV.4.1. et IV.4.2.

L'idée de Calderon et Zygmund est d'étudier une fonction sur des cubes de "Tî^ n
de plus en plus petits, se déduisant les uns des autres par dichotomie. Ici, les cubes
qui constituent le pavage de T̂ 11 seront remplacés par des classes dans F selon les
divers sous-groupes P , ou des réunions de telles classes.

Soit donc G un g . a . l . c . vérifiant (P ) , une suite adaptée {G } de sous-
groupes ouverts et compacts, F le dual de G , V l'orthogonal dans T de G .n nRappelons que les F sont ouverts et compacts et que UP -s 1' , C\ V = ï 0 \n n n - -

Nous définissons une famille Q. de parties ouvertes et compactes de V : .̂ con-
tient d'abord toutes les classes dans T des sous-groupes F . Si l'indice k den n
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F dans r . est ̂  5 , on partage F „ en deux réunions de classes dans
T . de T » comportant à une unité près le même nombre de classes de F ; puis
chacune des parties obtenues est partagée de la même manière, et ainsi de suite jusqu'à
ce qu'on obtienne toutes les classes de T dans F . . On transfère par transla-n n"n
tion cette famille de parties de F „ à toutes les classes de T . dans F . Lan+i n+i
famille î̂  est constituée des parties de F . e t de leurs translatées, obtenues a.
chaque stade du découpage de F „ , et ceci pour toutes les valeurs de n .

Si Q appartient à Q, , soit Q' l'un des deux ensembles de ̂  provenant du
partage de Q : il se peut que ces deux ensembles n'aient pas la même mesure, mais on
a, dans tous les cas,

- m(Q) ̂  m ( Q ' ) ̂  2 m(Q) .
LEMME V . 5 . 2 . Soient Q un ensemble' de la famille <Q , y ̂  z deux points de Q ,
x un point de L* n'appartenant pas à Q . Alors x-y et x-z appartiennent a. la
même couronne de F .

Il existe un indice n bien déterminé tel que Q soit une réunion de classes de
F contenue dans une classe de .F , . Appelons r le plus petit indice tel que
Q et x soient contenus dans la même classe de T „ . Si r > n , x-y et x-z
appartiennent à F ^ V . S i r = n , x-y et x-z appartiennent à F , , et ilr4"i r n"H
s'agit de voir qu'ils n'appartiennent pas à F* î cela résulte du fait que Q , réu-
nion de classes de F , est tel que Q + F = Q , et que l'on a pris x extérieur
à Q .

Pour prouver le théorème V . 5 . 1 . , considérons, pour commencer, une fonction radiale
bornée M , appartenant à L (&) et appelons K sa transformée de Fourier qui appar-o
tient à L ( T ) . Il s'agit de montrer que, pour 1 C-^ $. 2 , la convolution par K
applique L0' ( T ) dans L0' ( F ) .

D'après le théorème d'interpolation de Marcinkiewicz (voir, par exemple, [z] ,? ?chap. 1 2 ) , il suffit de voir que la convolution par K applique L dans L , et
applique faiblement L dans L . Plus précisément, s'il existe deux constantes A.
et A^ telles que l'on ait, pour toute f é L1 ( F ) H Î C F ) ,

l |K* fl|^ A^f||^
et A

m(Eg ^ ^ ̂  ^ \\î^\\ pour tout a > 0

(où E_ „ désigne l'ensemble des points où l K * f | est > a ), alors pour tout <x
tel que 1 < cX ^ 2 et toute f e L ^ ( F ) , K ^ f sera définie et telle que

ii^o^ îmia
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où A . est une constante dépendant "uniquement de A, , A^ et o< et dont il nousc< i à
suffit de savoir qu'elle reste bornée lorsque A, et Ap restent "bornés.

?
L'hypothèse que M est "bornée entraîne que, pour f é: L ( F ) , ||K ^ fy^ -é

^ <-
A^|lfj|^ , avec A^ = ||M||ûo . Pour montrer la propriété de type L -faible, nous suivons,

en l'adaptant, la méthode de Calderon et Zygmund.

LEMME V.5.5. Soient F une fonction sonimnble sur F , a un nombre positif. Il exis-

te deux parties P ^t_ R jie. F telles que

i) T = P U R , P 0 R = i ;

ii) iFl ï: a presque partout sur P ;

iii) R == LJ Q. , les Q. étant des ensembles deux à deux dis .1 oints appartenant

à la famille (Q , tels que l'on ait pour tout k

a< -,7—r f IFI $ 3a
^V JQ^

IPlIl
d'où, en particulier, m(R) -à —— .

Il existe, en effet, un indice n tel que, si Q désigne l'une quelconque des

classes de P dans F ,
^

A J ' ^ -
Considérons l'une, Q , des classes de F dans T : partageons Q en deux

o
parties selon le processus de construction de ûî , et désignons par Q' l'une des par-
ties ootenues. Si

smJo,'"^'
on répète sur Q' l'opération de partage, et on continue, pour chaque partie obtenue,
tant que c'est possible. On s'arrête lorsque l'on obtient une partie Q" pour laquelle
l'inégalité ci-dessus soit en défaut, c'est-à-dire sur laquelle la moyenne de 1 Fi
soit >a . Une telle partie Q" provient par un partage d'une partie Q bien déter-
minée appartenant à <Q. , et on a

i r ^s.7 1 rm(Q,)
<mmJ,.. lF^SWmWJ, m^a•y ^

Appelons R la réunion de toutes les parties Q" du type ci-dessus, numérotées
arbitrairement, et soit P le complémentaire de R .

Soit x un point de P ; considérons les éléments de <û, qui contiennent x , en
particulier les classes x + C : on a, pour tout n ,
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^Lr,,"" " •
Or, la suite des fonctions F̂  = ^r ^ ^ * F converge vers F dans L1 ( F )

n n
lorsque -n tend vers l'infini, donc une suite extraite de la suite ^F ^ converge

vers F presque partout. Comme on a sur P l'inégalité | F | ̂  a , il en résulte que
l F I ̂  a presque partout sur P .

Pour étudier le produit de convolution K * F , on décompose F en une somme de
deux fonctions ;

F = $ + ̂  ,

$ (x) = F(x) si x € P ,

^'ndpL F si x e Q k •K "k
On a donc

y = 0 sur P

f Y = 0 pour tout a figurant dans R .
J Y

Nous cherchons à évaluer la mesure de l'ensemble des points où K * F dépasse
une valeur donnée. Remarquons que

"•̂  » F^ ^ -^ * $ ̂  + m^ * TJ- ̂  •
Or $ el2^!') , car

Jr '^ -JpW 2 *^ 2 .
et

J^l'-J^^a)^,

J Jîl 2 4 m^ l STO J l̂2 ^ 9 a2 B1(R) i: 9 ^111 .
Te

d'où

ll$ll^10a||F^

et

llK^ll^dOallFll^)1/2^!!^ ,

d'où l'on déduit aisément que

10||M|i2

^^.a^'———— 11^1 .

Etudions maJLntenant K * Ç .
Pour x € P , on a
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K * y (x) = 2 f K(x-y) ^ (y) dy
k \

et, d'après le lemme V.5.2., x—y reste dans "une couronne fixe lorsque y parcourt

Q, . Comme ( W = 0 et que K est radiale, on voit ainsi que K -x- ̂  s'annule

\
sur P .

Par conséquent,

m(EK * >? ,a) é m^ * 5 l̂ lll •

On obtient donc finalement que

10||Ml|2+ 1

^ .F^———a——U^l l '

ce qui montre que F —> K * F eat un opérateur de type L -L faible, avec une
p

constante A, majorée par 20 || M( + 2 .

Le théorème de Marcinkiewicz montre alors que F —•> K * F est un opérateur con-

tinu de L (T ) (1 ^c<^ 2) , dont la norme est "bornée lorsque I ^ M H ^ est borné

(rappelons que K = M ).

Pour achever la démonstration du théorème V.5.1., il faut s'affranchir de la con-

dition M € L (&) . Soit donc M une fonction radiale bornée. Considérons, pour tout

entier positif N , la fonction M_ qui coïncide avec M sur G \G , qui est nulle

ailleurs. Les normes llKJIco sont bornées, donc les opérateurs T ; F —> M * F ,

continus dans L ( F ) , ont des normes bornées. Pour toute F appartenant à

L01 ( F ) , la suite M_ * F est bornée dans L^ ( F ) , donc une suite extraite
o(

M^ * F converge vers F € L^ ( F ) pour la topologie faible /T (L^ ( P ),L ( F )).

Or, la convergence faible dans L ( F ) d'une suite de fonctions implique, pour
-2L,cTUT/

1 < o< ^ 2 , la convergence faible dans L (G) de la suite des transformées de Fourier,
o(

de sorte que la suite K- F converge d'une part faiblement (dans L ~ (&)) vers F ,
<1

d'autre part ponctuellement presque partout vers MF , ce qui montre que MF = F ,

donc que M est bien un multiplicateur de ^ L (G) .

Mentionnons ici un résultat, dû à Jacques PEYRIERE, qui est à la fois un cas par-

ticulier et une généralisation du théorème V.5.1.

THEOREME V.5.4. Soit G un g.a.l.c. vérifiant (P^) , <.G } ^- une suite adaptée

de sous-groupes tels que l'ensemble ^k ^ - des indices de deux sous-groupes succes-

sifs l'un par rapport à l'autre soit majoré. Alors, pour tout o(. réel tel que

1 < o( ̂  2 , une fonction quasi-radiale appartient à M^ (c) si et seulement si elle est



74

"bornée.

La démonstration est tout à fait analogue à celle du théorème V.5.1. , mais ici

on peut prendre pour Q, la famille des classes de tous les sous-groupes T sans

qu'il soit nécessaire d'introduire des ensembles intermédiaires ; une classe de F

sera partagée en k classes de .F , , et deux ensembles, dont l'un provient de l'au-

tre par un partage, auront leurs mesures dans un rapport "borné.

V - 4. Eléments radiaux de A (&) .

Dans "ÎR n , la notion de fonction radiale permet, en considérant les fonctions

radiales qui. appartiennent à A , de se poser le problème suivant : soit f ^ A (î?[n),
/ 5^ ^radiale. Peut-on représenter f sous la forme f = ^ - * g -x- h , où g, et h sont

assujetties aux conditions usuelles :

g^ LPQiî n) , h^e L^ n) (|;4=l),2>l|<ypl|h^<» ,

et où, de plus, les g. et h sont radiales ? La réponse n'est pas connue.

En revanche, pour la notion de fonction radiale que nous avons sur les g.a.l.c.

qui vérifient (Pp) , nous avons une réponse affirmative très simple.

THEOREME V. 4 .1 . Soit G un g.a.l.c. vérifiant (Pp) , [G } ^ - une suite adaptée

de sous-groupes ouverts, f une fonction appartenant à A (G) pour p > 1 . Si f

est radiale, elle appartient a A^(G) = A(G) et s'écrit f = g * n , avec g € L^G) ,

h C L^G) (- + - s 1 ), joù g je^ h sont radiales. Plus précisément, l'opérateur de

radialisation fô p applioue A (û) dans A?((?) .

Appelons T, l'élément de CV (G) défini comme opérateur de convolution par la

fonction i , . o < , . - i , 3 < , ( ^ - i * fonction caractéristique de G, ). Le multiplica-

teur transformé de Fourier de T est M!, as (^.1 - Pz,. ^T/^ fonction caractéris-
tique de T, , orthogonal de G, dans le dual T dp G ). Pour toute partie finie E

de l'ensemble d'indices 1 , ZA T est un élément de CV (&) , et les normes de ces
k6E K q

convoluteurs sont bornées supérieurement, en vertu du théorème V.5 .1 .» par un nombre

K , puisque leurs transformées de Fourier sont bornées en norme L°°( .F ) .

Posons A^ = (\.4 - 3-)" <:T , f> , et appelons $ ]a fonction radiale sur F ,

valant A^ sur la couronne ^i-.^î'i- • La fonction $ appartient à L ( F ) : il suf-

fit de montrer que la série 2Ï» |<T. , f>| converge, ce qui résulte du fait que,
k6l K

pour toute partie finie E de 1 , | 2-x <T , f> est majorée par K||f|| /,,\ . On a
Ik 6l K * -p'̂

même 11$^ ^ 1^ ̂  .Posons ^ = § : ^ ç A^(?) , |(lp|)^ ̂  ^ K||f||̂  ,̂  . Si on
p 2 p

écrit y s uv , avec u et v radiales, dont les valeurs respectives sur F, - \r1
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S=P 1 . 2=â 1
ont pour modules î  p (A^jP et î  q jA^ , le théorème V.2.2. (transcrit pour

I* , où î  représente la mesure de T , et non son inverse) et la remarque V.2.5.

entraînent que û e L^G) et que v € L^G) , donc que 'Ç = g * Ïi , g e L^G) et

h € I-(G) , g et h radiales. Pour achever la démonstration du théorème, il suffit
•de prouver que ^ =s ûî-^f .

G

Appelons a^ la valeur de y sur G \̂G , . On a (en faisant le calcul dans le
cas 1 ss IL, les autres cas étant tout à fait analogues),

an ° i£(lï+1 'i1A "in An

= Z. <T^ , f> -I—^T ^n ' f >

k<n K ' ' ^+1-^ < n

aoit

^--^J^k-^i-k+i^-^r^rJ^n-^i^i^

J^n-^
1̂

'•n+l̂ n

lim i ,«f=0, puisque c^est la limite de la moyenne sur G, de f , qui
•̂  — yo v —

car
k-^ -<.o

est nulle puisque f tend vers 0 à ̂ infini.

Or n ^ [f(c< -o( ) est préc
\^~\ u n n+l

Ceci prouve donc complètement le théorème.

———y- f C ^ - ^ . - i ) est précisément la moyenne de f sur G \ G
n+l"̂  J n n+l n n+1

V - 5. Multiplicateurs radiaux sur les groupes de type (P, ) .
Soit G un g . a . l . c . vérifiant (P, ) avec une suite adaptée de sous-groupes
n̂̂ r
L* inclusion de G . dans G donne une inclusion de (G , ) dans (G ) et,

d*après le théorème 1 . 1 . 5 . c ) , l'indice de (G J dans (G ) est encore k .indi-
ce de Ĝ  dans G . Considérons le sous-groupe de G , réunion des (G ) ; nous
appellerons G* ce sous-groupe muni de la topologie de groupe pour laquelle les
(G^)^ en sont des sous-groupes ouverts. Appelons G" le sous-groupe fermé de G* ,
intersection des (G^ . Soit H le retient G*/G" , et appelons H le sous-groupe
ouvert de H , quotient de (G ) par G" . Posons encore G = UG .n D r n

H est alors un g . a . l . c . qui vérifie (?„) , la suite 1H \ . _ étant une suite<- " n3 ïik ïadaptée de sous-groupes.

Nous appellerons $ le morphisme continu de G (sous-groupe ouvert de G ) dans
H qui coïncide sur tout sous-groupe G , avec le composé de l* injection G —> (G )n n n "b
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et de la surjection (G ), —> 5 . On a évidemment <& ~ (H ) = G .

THEOREME V. 5 .1 . §2lt G un g.a.l.c. vérifiant (P.,) , {G^} ̂ ^ une suite adaptée

de sous-groupes. o( un réel > 1 . Soit f une fonction sur G , constante sur 0 G^ ,

hors de UG , et sur tout ensemble de la forme G V G . - l • Alors, pour que f appar̂ -

tieime à M^ (G) , il faut et il suffit quelle soit bornée.

Si OG n'est pas un sous-groupe ouvert de G , il est localement négligeable,

et la valeur de f peut y être quelconque. Si F» G est ouvert, sa fonction caracté-

ristique appartient à M^(G) , de même que celle de G = UG . 1 1 suffit donc de

prouver le théorème en supposant que ÏÏG = ^0} e t U G = G (si un convoluteur est

porté par un sous-groupe ouvert, c'est un convoluteur pour ce sous-groupe et récipro-

quement). Mais, dans ce cas, c'est une conséquence immédiate du théorème V.5.1. et du

théorème IV. 4.2.

Exemple : Si nous prenons G = 2 .̂ , et une suite décroissante de sous-groupes, nous

obtenons des multiplicateurs de ^L^ ( 2L) d'un type bien différent de ceux, étudiés

par MarcinkLewicz ( CMJ ), qui sont constants sur des blocs dyadiques.

Comme corollaire de ce résultat, indiquons le théorème ci-dessous, analogue à un

théorème de Paley ( CPa] ) et dont la démonstration est tout à fait semblable (dans le

cas de 2- , c ' est un résultat apparemment nouveau) :

THEOREME V. 5.2. Soit G un g.a.l.c. vérifiant (P.) , {G ^ une suite adaptée

de sous-groupes ouverts. Soit o( un réel tel que 1 < « •$ 2 , J' le dual de G . Pour

F e L^ ( F ) , appelons

F (n€l) la fonction telle que F = $% ^ ̂
n n+1

ï^ (ai p^ est ouvert) la fonction telle que F^ = FX^ ,
n

î.^ (a G ^ UG^) la fonction telle que F_^ = ?^oç î
n

alors 1

m. W^ Ki2^
\ n = ± oo /

sont des normes équivalentes sur L ( P ) .
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CHAPITRE VI

CARACTERISATION DE CERTAINES PROPRIETES LOCALES DES GROUPES ABELIENS LOCALEMENT COMPACTS.
Nous avons, aux chapitres II, III et IV, associé à tout g . a . l . c . G divers objets :

un groupe compact G* , des algèbres de germes de fonctions A (G-) et A (c) ; ces
objets sont des invariants de la structure locale de G , en ce sens qu'ils sont les mê-
mes pour des groupes localement isomorphes.

Il est naturel de chercher dans quelle mesure ces divers invariants sont caractéris-
tiques de la structure Ipcale des g . a . 1 . 6 . Nous avons déjà vu (remarque 11.4.7.) que ce
n'est pas le cas pour G* ; en ce qui concerne les algèbres de germes A et A ,
la réponse n'est pas connue.

L'objet de ce chapitre est de présenter les résultats positifs obtenus dans cette
voie. Ces résultats sont malheureusement encore partiels et les méthodes qui permet-
traient de les étendre nous échappent.

VI - 1 . Propriétés caractérisées par le groupe G* ,
Nous avons vu, au chapitre II, que le groupe G* ne caractérise pas la structure

locale de G- : les groupes (fff11) , n > 0 , sont isomorphes entre eux. Il ne permet
pas non plus de distinguer les groupes totalement discontinus des groupes localement
connexes. Cependant, pour une vaste classe de groupes totalement discontinus, il carac-
térise complètement la structure locale.

Commençons par un résultat négatif.
THÉORÈME V T . 1 . 1 . Soit le groupe G =s ((R/^-)'^ , où Œ^ désigne le groupe additif des
nombres rationnels. Alors G* ^ T!\* sont isomorphes, alors que G est totalement
discontinu et Tî  localement connexe.

G est compact, et, d*après le lemme 1 1 . 1 . 6 . , possède la puissance du continu. Le
corollaire 11.1.7. entraîne que, pour montrer que G* et it^* sont isomorphes, il
suffit d'établir que le dual de G* est divisible et sans torsion, en vertu du théorème
1 . 5 . 6 .

Posons F = ^i/'Z- = G . T est discret, et (G^ est isomorphe à 1 ' - , / • ?
Pour tout entier positif n , l* application oC ; ^ —> n-^ de T dans T est surjec-
tive, et son noyau est un sous-groupe de r qui possède n éléments. L'application
(01 ) de T, dans F- est aussi de la forme ^ —> ny (ce qui se voit par pas-
sage à la limite ou par dualité), coïncide avec o( sur le sous-groupe T de T1 ,
est surjective et a un noyau comportant n éléments. Le noyau de (o( )„ est donc le
noyau de c< , restriction de (a ) , - à T , ce qui prouve, en passant au quotient
T , = (G*)'^ , que l'application ^ —> n^ est un automorphisme de I* - /
Ceci étant vrai pour tout n € M * , le théorème V T . 1 . 1 . est démontré.
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Passons maintenant aux renseignements positifs que fournit le groupe G* .
/ »

THEOREME VI. 1 . 2 . Pour un g . a . l . c . G . les conditions suivantes sont équivalentes ;
i) G* est totalement discontinu ;

ii) G* est de torsion, donc d'ordre borné ;
iii) G est totalement discontinu, localement isomorphe à un groupe compact de

torsion, donc d'ordre "borné.
ii) implique i) : cela résulte du théorème 1 . 5 . 5 .
i) implique iii) : appelons F le dual de G , et supposons G* totalement dis-

continu, c'est-à-dire F / de torsion. Nous pouvons, en vertu du théorème 1 . 5 . 1 . ,
d

supposer G compact, donc F discret. Si T n'était pas de torsion, il posséderait
un sous-groupe isomorphe à 7jL , donc G aurait un quotient isomorphe à T et, d'après
le théorème 1 1 . 4 . 2 . , G* aurait un quotient isomorphe au groupe connexe TP * , ce qui
est impossible puisque G* est totalement discontinu. Par conséquent, T est de tor-
sion, donc aussi T „ et T . Donc I , est totalement discontinu (théorème 1.5.
5 . ) , et par suite Ĝ  , donc G , est de torsion. Le théorème 1 . 5 . 5 . entraîne à nouveau
que G est totalement discontinu d'ordre borné.

Montrons enfin que iii) implique ii). Si G est localement isomorphe à un groupe
compact de torsion, nous pouvons supposer que G est lui-même compact de torsion, donc
d'ordre borné (théorème 1 . 5 . 5 . ) . Il existe donc un entier x tel que, pour tout x de
G , nx = 0 . On a donc aussi nx = 0 pour tout x de G, , donc aussi pour tout x
appartenant à G* . Donc G* est de torsion.

THEOREME VI. 1 . 5 . Soient G b̂. H deux g . a . l . c . Moyennant l'hypothèse du continu géné-
ralisée, les conditions

i) G* .et H* sont isomorphes et totalement discontinua ;
• ii) G si H sont localement isomorphes entre eux. et localement isomorphes à un

groupe compact de torsion ;
sont équivalentes.

Autrement dit -et c'est le principal résultat de ce paragraphe- l'hypothèse du
continu généralisée entraîne que les groupes G* caractérisent la structure locale des
g . a . l . c . dont la classe d'isomorphie locale possède un représentant compact de torsion.

Comme au chapitre I, nous désignons par '7L (a) , pour un entier positif a , le
groupe cyclique d'ordre a .

LEMME VI . 1 . 4 . Soit a un entier positif de la forme a = p1' , p premier, r ̂  1 .
Soit o un cardinal infini. ̂  G est localement isomorphe à ̂  ( a ) " , G* est isomor-
ĥe à '2 (a) 0 . Moyennant l'hypothèse du continu généralisée, on peut affirmer, de plus.

que G)' a 22" .



Supposons donc G localement isomorphe à 2.. (p11)0 . Comme il s'agit d'étudier

G* , on peut supposer que G est effectivement le groupe ^.(p11)^ . Pour tout x de
r A

G , p x =s 0 , donc F = G possède la même propriété, de même que F , r / et
b bd/r

G* . Le théorème 1.5.5. montre alors que G* est isomorphe à
r o

TT À(p13) 3 .
J=1

Pour achever la démonstration du lemme VI. 1.4., il faut établir deux résultats préala-
bles.

r . o .
LEMME VI.1.5. Soit H un groupe de la forme TT ^(p") J . Posons N.(lï) =

- .. J=1 J

^ x € H l p^x = 04 ^ 1 (H) = ^x | x € H } , pour 1 < j $, r-1. Pour que H se ré-
duise à 2l (p1')01' , il faut et il suffit que l'on ait N . (H) = 1 (H) .

La condition est nécessaire, car si x e. 2 (p1*) r est tel que p^x = 0 , on
(j

a x = py avec y €. 'Z. (p11) r . La condition est également suffisante : si H ne se
réduit pas à une puissance de 2 (p^ , H s'écrit ^(p^xH, avec j < r ; si x
est un générateur de & (p0) , le point x a (x ,0) de Z. (p^XH, appartient à
N .(H) et non à 1 (H) .

LEMME VT. 1.6. Soient G un groupe abélien compact, n un entier > 0 , $ l'appli-
cation de G dans G définie par $ ̂ (x) = nx . ^_, pour tout morphisme o( , on note
respectivement N(a ) ^ I^ ) le noyau et l'image, on a

N($ ^) = G* n i^y ,
i($ *) = G* n i(<g )13 .

(De même qu'au chapitre II, X désigne l'adhérence dans G-, d'une partie X
de G considérée comme plongée dans G- ).

On a évidemment : N($ ^) = G* ̂ N(($^) . Or N(($^) admet pour orthogo-
nal dans T^ , l((î^)^) î N(($^) admet pour orthogonal dans T , l((^ ) )
Si on considère ^(^D comme une partie de G , elle a même orthogonal que le
sous-groupe fermé ^(î^)^) <iui est donc son adhérence. Ceci prouve la partie du
lemme relative aux noyaux.

Pour les images, on a de même : l(($^)^) = ^^n^d^ : cela se voit encore en

remarquant que les orthogonaux dans 1— de ces deux sous-groupes fermés de G-.
DO. QD

coïncident. Reste à montrer que l((^ ) ) C\ G* = l($ *) . On voit facilement que

^nW^ = nx (x 6 ̂  et que ^ ̂  =: nx (x € G*) , de sorte qu'il s'agit de
prouver que si, pour x € G^ , nx appartient à G* , il existe y dans G* tel que
nx s ny . Soit donc x € G ,̂ . Appelons x. son image par la surjection G-- —> G ,
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et Xp le point de G, , élément du sous-groupe G- qui coïncide avec x, ; l'image
de Xp par la surjection G-. —> G est encore x. , de sorte que y = x-x? appar̂ -
tient à G* . Or, cette manière de représenter tout élément x de G,- comme somme dedb
x? appartenant à G, et de y appartenant à G* est unique (x? coïncide avec l'ima-
ge de x dans G ) , ce qui montre que G-, est, algébriquement, somme directe de G
et de G* . Si un élément x de G— est tel que nx € G* , sa composante y dans G*
est "bien telle que ny = nx . Ceci prouve "bien le lemme VI. 1 . 6 .

Revenons au lemme VI. 1 . 4 . Le lemme VI. 1 . 5 . montre que N , ( c ) = I. (G) , ce qui
entraîne, par le lemme VI. 1 . 6 . , que N ..(G*) = I^(G*) , donc que G* est isomorphe à
~ZL (a) . L e corollaire 11.1.7. montre que

JGI ^
|^| , 2 ° =22 =22 ,

2<*>d'où, compte tenu de l'hypothèse du continu généralisée, o' = 2
On peut maintenant établir le théorème VI. 1 . 5 .
i) implique ii) : si G* et H* sont totalement discontinus, G et H sont loca-

lement isomorphes à des groupes compacts d'ordre "borné (théorème V T . 1 . 2 . ) ; on peut
donc supposer que

k r. j
G » TT2L(p. J)

J=1 3

H = L ̂ (q 3 0) °
J=1 t3

où les p_ , q_ sont des nombres premiers, r , s. des entiers, 0 . , T . des ca]>-J J J J J Jdinaux infinis. Le lemme VI.1.4. montre alors, avec la remarque 11.4.4., que
k r. ĵ

G* = TT 2.(p_ ° )j=1 3

et n T ( .< s. j
H* » TT 2L(q a) .

J=1 °
L'isomorphisme de G* et H* et le fait que, dans la décomposition d'un groupe

d'ordre borné en produit de groupes cycliques, les ordres des facteurs cycliques et la
puissance à laquelle ils interviennent sont déterminés de manière unique, entraînent
que k a ̂ , et que l'on peut numéroter les facteurs de telle sorte que, pour j ̂  k ,
Pj = q- , r = s , û ) . » ̂  ' . Une double application de l'hypothèse du continu géné-

<y- ^.
O u 0 *Jralisée montre d'abord (lemme V T . 1 . 4 . ) que 2 =2 , puis, que G) = T . , ce

qui établit bien la propriété ii).
L'implication ii) —> i) résulte immédiatement des théorèmes VI. 1 . 2 . et 11.1.5.
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Remarque VI.1.7. Si on n'introduit pas l'hypothèse du continu généralisée, la connais-

sance du groupe G* , lorsqu'il est totalement discontinu, entraîne celle des ordres

des facteurs cycliques ^(p11) d'un groupe compact de torsion localement isomorphe à

G , mais non celle des exposants infinis qui les affectent.

L'introduction de l'hypothèse du continu généralisée est rendue nécessaire par le

corollaire 11.1.7. qui montre que le passage de G- (compact) à G-* augmente de "beau-

coup la cardinalité.

Il serait évidemment souhaitable de disposer d'un invariant de la structure locale

des g.a.l.c. qui ait suffisamment de propriétés intéressantes m-aas ne présente pas l'in-

convénient ci-dessus.

VI - 2. Deux résultats auxiliaires.

Nous présentons ici deux résultats que nous utiliserons au îaragraphe suivant pour

obtenir des renseignements sur la structure locale des g.a.l.c. Ces résultats ne sont

pas dépourvus d'intérêt en eux-mêmes ; c'est pourquoi nous leur consacrons un paragra-

phe spécial.

Voici d'abord une propriété des algèbres A ("Tî  ) (p : réel supérieur à 1 ) et
A ̂  ( ̂  ) ( <io : poids sur 1 .̂ ).

THEOREME VI.2.1. <SÈ" désigne soit l'algèbre A (TÏ? ) , ̂  p est un réel supérieur à
1 » soit l'algèbre A^(TF( ) , ̂  o est un poids sur 'ÎF[ . Il existe une fonction f

appartenant à ^, telle que f(o) = 0 , et que la fonction g définie par g(x) ==

f(x) Q^ x ^ 0 , g(x) = = 0 Q^ x < 0 n'appartienne pas à <Sf , et que de plus 0 soit

pour f un zéro isolé.

Si p = 2 et (ù == 1 , A (T[ ) = A(^Ç ) = A^(-ï^ ) , et, dans ce cas, c'est un

résultat classique. On a, quels que soient p et G) ,

Aj ï rç)c A(-^)c Ap(-^) ,

de sorte que £k C A ou A c <5t ; mais, de ces inclusions, on ne peut évidemment dé-

duire le résultat annoncé.

Supposons que nous ayons une fonction f . ^ O , appartenant à îh , telle que

f^(o) = 0 et que f^ %TQ ̂ ^ n'appartienne pas à ^ . Si 0 est pour f un zéro

isolé, f répond aux conditions posées. Si ce n'est pas le cas, on obtient une fonc-

tion qui convient en ajoutant à f. une fonction f ^ ^ O , admettant en 0 un zéro

isolé, telle que f^ et f ^X- p appartiennent à et'.

Il suffit donc de construire une fonction f ï 0 (il suffit même qu'elle soit
•^ 0 sur un voisinage de 0 ) telle que f(o) = 0 , que f e ëk et que

^lA+coC^ •
6
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Appelons T l'application qui, à toute fonction f nulle en 0 , associe la

fonction T(f) = f X. ,•- r • ^ théorème du graphe fermé montre que si on a une suite
[ j j f + 00 ^ ^^

\ f } ^ /s d'éléments de «S&nuls en 0 tels que T(f ) 6. <^ pour tout n et que

J|T(f )||̂
-—•—2——— ne soit pas "borné, il existe dans le sous-espace de Banach de çk engendré

II Ucf
par {î \ une fonction f telle que T(f) ^ çk ; d'ailleurs, on peut même choisir f

'.pprochable par des combinaisons linéaires à coefficients positifs des f .

Il suffit donc, finalement, de trouver une suite \î \ ^ „ d'éléments de fk ,

nuls en 0 , ^ . 0 sur un même intervalle ouvert contenant 0 , tels que la suite

——2——— ne soit pas "bornée.

11^11^
II est équivalent de résoudre ce problème ou le problème obtenu en remplaçant l'o-

pérateur T s f —> f )L r,. r par l'opérateur T' qui à f associeLU,+oo|_

^[o^col:"^:!-^] •
Appelons Ç la fonction qui vaut 1 sur |^a,a+1^ U [-a-ly-al , -2 sur

[- w , w ] , o ailleurs, a étant un paramètre > w . La fonction ^ appartient à

5t ( "î'î ) > çtuel que soit le choix de <5C , et est égale à 4 s ".y.1-" sin X at , donc -ï 0

sur [_ -1 ,+1 ] et nulle en 0 .

Soit W la fonction $ * vp 1 ; -Œf est égale à log | Cx-a)(x+a+1 )(2X"1) (
. 'a î '(x^Cx-a-l^x+l)^

et "Uf est, à un facteur numérique près, égale à $ sur ^ 0,+co], à - (D sur~ a a — — a
[^-œ,0'] .Un calcul direct montre que "ûT est intégrable et que, pour a assez

grand,

lo.a.j^,yj,j^,l .

Traitons d'abord le cas oîi X est une algèbre à poids A^("^ ) . Si, pour une

valeur de a , 'Ç' G) n'est pas intégrable, il n'y a rien à démontrer. Si y <j est

intégrable pour toute valeur de a , on peut remarquer, puisque ( ^ | et l'y 1 sont

paires, que les normes de $ et "Çf dans A^(^ ) sont les mêmes que dans

^•cj ('ff^) > °̂  ^i est le poids défini par <o . (x) = w [o(x) + o(-x)1 , ce qui per^-
met de supposer que la fonction GS est paire.

Il existe une suite [a. ^ ^ o » tendant vers l'infini, telle que, pour tout n ,
on ait

1 o (a +1 ) ^ inf ^ (x) .
n x s a + 1n

Alors 1$ . l<*> -S' 2C [c»)(a +l)+l1 , avec C =; sup <*>(x) , et on a, pour nJ n •- n -» 0 ^ x $ 1



assez grand,

Jlïa^^n^jYj... ,10^.^1) ,
n n

hT'f'f l̂l
ce qui montre que la suite [f^} ̂ .^ , où f^ a ̂  , est telle que . n n û> ̂  ^

n tt nÏA C^)
tende vers l'infini.

Passons maintenant au cas des algèores A (ll̂  ) . Pour tout a > 0 , ^ et 1C

appartiennent à A (lï{ ) , puisqu'elles appartiennent à Â-C'fff ) . On a ||$ ( . ^
« P H aX A

S $aÏA ss 4 et> pour tout T € ^q^'^ ^ ss ̂ p^ ^ (si 1 + 1 = 1 ) , on a

>l^Vff^l^ia>l •

Soit T^ l'élément de CV ayant pour transformée de Fourier la fonction caractéris-

tique de L^^0^ • ^us les T^ ont même norme « , et

II?JA ï c l < T a > Y a > l ' ' i j^^al •

Comme Ç'^ est de signe constant sur [a+1,oo[ , on déduit des évaluations précédentes
que

H'y^(^ ï C log a (pour a assez grand)
P

et il suffit, pour conclure, de prendre une suite {f \ ^ ^ , o ù f = ' y ,la suite

a tendant vers l'infini. n
n

Le deuxième résultat que nous avons en vue est une propriété caractéristique des

g.a.l.c. totalement discontinus.

THEOREME VI.2.2. Pour un g.a.l.c. G . les propriétés

i) G n'est pas totalement discontinu ;

ii) ^ est localement isomorphe à Tî^ X H , ̂  H est un g.a.l.c. ;

sont équivalentes.

Il est clair que ii) implique i).

Réciproquement, i) implique ii). Soit donc G un g.a.l.c. non totalement discon-

tinu. A un isomorphisme local près, on peut supposer que G est compact. Le dual T de

G- est un groupe discret qui contient des éléments d'ordre infini.

D'après le corollaire 1.5.8., il existe un morphisme non nul h de "ff( dans G ,
dont le morphisme dual n de T dans "̂  est défini par

^Xh(>).^ ̂ ^

quels que soient y dans T et x dans G . On peut choisir h de telle sorte que,
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pour un certain élément a (qui sera désonnais fixé) de T , h(a) s 1 . Le sous-groupe
de T engendré par a est isomorphe à 7L et nous le désignerons par a 2l .

Appelons H le sous-groupe fermé de G , orthogonal de a , donc aussi de a 2fc .
Le quotient G/H , dual de a 2l , est alors isomorphe à T .

Considérons maintenant l* application $ de Tt^x H dans G définie par
$ (x,t) » h(z)+t , 2 € "n^ et t € H ;

$ est un morphisme de g . a . l . c . , et nous allons montrer qu'il définit en fait un iso-
morphisme local.

Remarquons d'abord que $ est surjectif. Soient, en effet, y € G , et 6 réel tel?_ __ A
que e = < a,y > ; alors $ ( 6 , t ) a y , avec t « y - h( ô ) : il suffit de véri-
fier que ceci a un sens, c'est-à-dire que y - h(ô ) € H , soit encore que < a,y^ =
< a,h( 6 ) > , ce qui résulte du choiz de 6 .

Le noyau de $ est le sous-groupe K de 1̂  X H formé des éléments de la forme
(n,-h(n)) , n e 2; . C'est un groupe isomorphe à ~2L , donc discret, engendré par l'é-
lément ( l , - h ( l ) ) de ^.XH . Comme K est discret, les groupes Ti^XH et H =
(Ti^ X H)/K sont localement isomorphes ; le morphisme $ passe au quotient et permet de
définir un morphisme continu bijectif $ de H dans G . Il reste à montrer que
$ est un homéomorphisme, et, pour cela, il suffit d'établir que le groupe H est
compact, ou encore que son dual est discret. Or, le dual de H est l'orthogonal To o
de K dans le dual '^ x ( T /a 7L ) de ̂  x H . Soient ^ £ T , et y son image dans
le quotient T /a ï. . Le couple ( t , ̂  ) appartient à T si et seulement si
< ( t , ^ ) > 0 , - h ( l ) ) > = 1 , soit e ̂ ^̂ ThTT̂  » 1 , y désignant un représentant
quelconque de ^ . Donc, pour tout ^ dans T/a'2^ , les éléments de T qui apparu
tiennent à ̂  K{^ , partie ouverte de ̂  X ( T /a 'Z. ) homéomorphe à 1̂  , y consti-
tuent un ensemble discret puisque leurs composantes sur "^ forment une progression arith-
métique.
Il en résulte que T^ est discret, et ceci achève la démonstration du théorème.

En itérant ce procédé, on démontre que tout g . a . l . c . de dimension finie n est
localement isomorphe au produit de T n par un groupe compact totalement discontinu.
C^est là un cas particulier d1^! théorème que Gluskov ottient par des méthodes bien
différentes ( CGI.]» th. B ; voir aussi ^P"] , th. 6 9 ) .

VI - 5. Caractérisation de la dimension.
Soient G un g . a . l . c . , c^(G) l*une des algèhres A (G) , oîi p est un réel

supérieur à 1 , ou A^(c) , si o est un poids régulier sur le dual T de G . Nous
désignerons par ét^(c) l* algèbre des germes en 0 des éléments de oÈ'(c) , ou encore
le quotient de l* algèbre régulière otT par l'idéal des éléments nuls au voisinage de 0
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Nous savons (théorèmes III.4.7. et IV.5.5.) que çf (G) est un invariant de la
structure locale de G . Nous allons examiner dans. quelle mesure on peut extraire de
l'algèbre de germes ïk (G-) des renseignements sur G .

Commençons par un résultat simple.
THEOREME " V T . 5 . 1 . Pour un g . a . l . c . G , les conditions

i) <̂  (G) est isomorphe à C , corps des nombres complexes ;
âî

ii) G est discret ;
sont équivalentes.

L'implication ii) ==> i) est évidente.
Réciproquement, supposons que G satisfasse à i) pour l'une quelconque des algè-

bres ^ considérées. On peut supposer, en remplaçant au "besoin G par un groupe qui
lui soit localement isomorphe, que G est compact. Tout élément de ct'(c) est cons-
tant au voisinage de 0 , donc de tout point, donc prend un nombre fini de valeurs.
C'est le cas, en particulier, pour tout caractère continu sur G , ce qui montre déjà
que G est totalement discontinu. Il résulte de i) que tout G , , est ouvert puisque
c'est le noyau d'un élément de l'algèbre régulière ctT(G) . En particulier, toute inter̂ -
section dénombrable de sous-groupes ouverts est un sous-groupe ouvert. En passant aux
orthogonaux dans le dual r de G , on voit que toute réunion dénombrable de sous-grou-
pes finis de F est finie, d'où, il résulte que T est fini, donc G également.

Lorsque 3» est l'algèbre A(c) , et G un groupe métrisable localement connexe,
un résultat dû à JERISON ( [. <T ] ) montre que cÎT (c) caractérise la dimension de G ,
donc G à un isomorphisme local près (un groupe métrisable localement connexe est loca-
lement isomorphe à un tore TC^ où la dimension o( est finie ou dénombrable).

Une simple lecture de la démonstration de Jerison permet d'étendre ce résultat à
toutes les algèbres <^(G) que nous considérons. On a donc l'énoncé suivant ;
THEOREME VI.5.2. Soit G un, g . a . l . c . localement connexe métrisable. Il est localement
isomorphe à un tore TT01 dont la dimension (finie ou dénombrable) ai est parfaitement
déterminée par toute algèbre de germes du type ét' (G) .

Remarquons que la démonstration de Jerison est de nature topologique, et ne fait
intervenir à aucun moment la structure de groupe de G : elle consiste simplement à
déterminer la dimension.

Il en est de même pour les résultats que nous donnons ci-dessous et qui permettent
de (ii.stingu.er, par certaines algèbres de germes, les g . a . l . c . totalement discontinus de
ceux qui ne le sont pas ; on caractérise, en fait, la dimension 0 , c'est-à-dire une
propriété purement topologique. Nos méthodes, cependant, contrairement à celles de



86

Jerison, utilisent des idées de théorie des groupes.

Nous considérons quatre propriétés portant sur un groupe G ou une algèbre cî& (&)
o

du .type A ou A , , ;p i*/

P(G) : le groupe G est totalement discontinu ;

P*( <St^ , G) : tout élément non nul f de oÇ (c) , nul en 0 , peut s'écrire

f = g+h , où g et h sont des éléments de Q; (c) , nuls en 0 , non nuls, tels

que gh = 0 ;

P'»(^t^ , G) ; tout élément de cf (G) , nul en 0 , est divisible dans Jf (&)

par un élément de 3^(G) admettant, pour tout entier positif p , une infinité
de racines p-ièmes ;

?*"( <$t̂  , G) : pour tout élément f de 5^ (G) , nul en 0 , il existe un entier

positif p tel que f soit divisible par un élément de !K (G) admettant plus de
p racines p-ièmes.

Nous avons alors les résultats suivants ;

THÉORÈME VI.5.5. Soient G ^ g.a.l.c. non discret. Ci) un poids régulier sur S ,
a: (G) »A^(G) . Alors

P*(St^ , G) <==> P(G)

âî

P"» ( ̂  , G) =-> P(G) .

THEOREME VI. 5.4. Soient G un g.a.l.e. non discret, p un réel supérieur à 1 ,

St(G) =Ap(G) . Alors les propriétés P(c) , P^^ , G) , P"( ̂  , G) ^
P"* (SÈQ , G) sont équivalentes.

Soit d*abord G un g.a.l.c. non totalement discontinu : on peut supposer, d'après

le théorème VI.2.2., et en remplaçant éventuellement G par un groupe localement iso-

morphe, que G est de la forme -^ y H , où H est un groupe abélien compact.

Si §C(G) = A (G) , p réel > 1 , prenons une fonction ^ appartenant à A (li? ) ,

telle que $ (o) = 0 et que $ X ^ _^ n'appartienne pas à A ( H^ ) ; si St̂ G) =

A^(G) , où G> est un poids régulier sur -n^x S , désignons par cj le poids régulier

sur 1^ obtenu par restriction de (̂  , et prenons une fonction ^ appartenant à A , (ïp),

telle que $ (o) = 0 et que $X r^ _^.- n'appartienne pas à A^ ( -^ ) . Dans les

deux cas, un tel choix est possible en vertu du théorème VI.2.1., et de telle sorte que,
sur un voisinage V de 0 , ̂  ne s'annule qu'en 0 .

Définissons f sur G par f(t,x) » $ (t) (f <= ̂  et x € H ). Il est aisé

de vérifier que f appartient à ct'(G) . Supposons que f s'écrive, sur un voisinage

de 0 ,sous la forme .̂h , avec gh = 0 sur ce voisinage de 0 , et g et h dans
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ct(G) , non nuls. Alors g. et h, , restrictions de g et h à Tï^x ^0^ , coïnci-

dent au voisinage de 0 avec des fonctions $ . et <D ^ appartenant, selon le cas, à

A ( T F [ ) ou à A^ (-1^) (théorèmesIII.4.2. et IV.5.1.), et on a $ a $ i + $ o >

é I $ p = 0 . Soit h > 0 tel que ceci ait lieu sur [-h,+h] , et que ^ ne s'annule

pas sur [-h,+hj , sauf en 0 . Il est alors clair que (̂  , s*annule, par exemple,

sur 1_0, h] et <J) ̂  sur [-h,OJ , donc que $^ et Ç X j o r coïncident au voisi-

nage de 0 , ce qui entraîne que $ X r^ ^ r £ <££(&) , contrairement au choix de ^
que nous avons fait.

Ceci prouve que, dans tous les cas, P'(^C , &) implique P(G) .

Prouvons, de même, que, dans tous les cas, P"' ( (^ , &) implique P(o) .

Soit encore G = 'ff[ X H , H compact, et prenons $ € <5C(lÇ ) , ne's ' annulant

qu'en 0 ; on pose encore f(t,x) = $ (t) pour t € Tî  et x fe H . Soit f le germe

en 0 de f , g. un élément de <St (&) , nul en 0 , diviseur de f , o( et ft
0 0 0 ' 0

deux racines p-ièmes de g dont on appelle ^ et (î des représentants, de même que g

est un représentant de g . Sur un certain voisinage de 0 dans G , de la forme

] -h,+h[ X V (où V est un voisinage de 0 dans H) , on a <x p = ^p = g ; et g ne

s'annule ni sur ] 0,h [ X V ni sur j -h,0[ X V . Alors, en multipliant au besoin ft par

l'une des p racines p-ièmes de l'unité, on a, pour un nombre x tel que 0 < x < h ,
ç< (x,0) = p> (x,0) ce qui entraîne l'existence d'un voisinage W de 0 dans H , tel

que ex et p coïncident sur ^ x } X V . Montrons que ^ et ^ coïncident sur [0,h[xV .

Pour cela, il suffit de voir que si c< et p coïncident au point (x,t) , 0 < x < h et

t é V , elles coïncident sur [0,h [ x {t^ .Or, cela résulte immédiatement de la con-

tinuité de « et f> , du fait que sur un tel ensemble, elles ne peuvent s'annuler qu'au

point (0,t) , et du fait que leur quotient est une racine p-ième de l'unité. Ceci mon-

2i7C^
tre que, pour un certain voisinage W de 0 dans H y ^ s e ^ , ( l ^ k ^ p ,

k fixé) sur [0,h[ X W . Il en est de même sur un ensemble de la forme ] -h,o3 X V ,W

voisinage de 0 dans H , de sorte qu'il ne peut y avoir plus de p déterminations
de ?» .

On a donc prouvé que ?•"( ft ^ , G) implique P((î) . Remarquons que cette démons-

tration s'applique à bien d'autres algèbres, comme celle des fonctions continues, ce qui
n'est pas le cas pour la première implication démontrée.

Le théorème VI.5.5. est ainsi établi.

Comme P"( HE^ , G) implique trivialement ?'"( £t , G-) , il suffit, pour établir

le théorème VI. 5.4., de prouver que P(&) implique P'( % , &) et P"( X , &) .
o o

Remarquons d'abord que, pour tout groupe G , une fonction appartenant à ot(&)

est en particulier continue, donc constante sur les classes dans G d'un sous-groupe H



qui est un G c . 1 1 suffit donc d'établir le résultat en supposant G métrisable,

puis de passer au cas général en relevant de G/H dans G les germes d'éléments de

5K* , ce que permettent les théorèmes III.4.2. et IV. 5.1.

Nous supposons donc G métrisable et compact. Soit ^G \ . „ une suite stricte-

ment décroissante de sous-groupes ouverts de G qui forment une "base de voisinages de

0 . Nous appellerons, pour n ^ 0 , c^ la fonction caractéristique de G .

LEMME VI.5.5. Soit p un réel > 1 , f e A (G) . S^ f(o) = 0 , la suite fc*^ tend

vers 0 pourla norme de A (c) .

Dans le cas p =s 2, cela se voit directement et on peut en déduire le résultat pour

p ^ 2 . Mais cela résulte immédiatement du fait que les normes [|<^ |1. sont bornées
p

(en fait, égales à 1 ) et que tout point d'un g.a.l.c. est un ensemble de synthèse

spectrale pour toute algèbre A ( C E 1 3 ) •

On prend désormais \<5E'(G) = A (G) , p > 1 .
\ P

Prouvons maintenant P'(t$fe , G) lorsque G est totalement discontinu ; on peut

le supposer métrisable. Soit f € A , nulle en 0 ; d'après le lemme VI. 5.5.» on peut
P —fk+1)

trouver une suite n. d'entiers positifs tels que, pour n - î - n - , l l f c x l . - ^ S ' ' .
oo P

Posons g = Z-x f<x - f<Â . ; le choix de la suite ^n -^ entraîne que la série con-
k?=1 K K

verge dans A (G) , donc définit bien un élément de A (G) . On a alors f = g+h ,
P P

gh = 0 , g et h non nulles au voisinage de 0 si f n'est pas nulle au voisinage

de 0 et si on a choisi, ce qui est possible, la suite [ n - î de telle sorte que, pour

tout k , on ait n , . > n,+1 . Par passage aux germes, on déduit de ce résultat la pro-

priété P'(^ , G) .

Supposons toujours G compact, totalement discontinu, métrisable. Nous allons éta-

blir P"( <St̂  , G) .

Soit f € A (G) , nulle en 0 . On associe à f la même suite ^ n.1 que précédem-

ment, et on définit une nouvelle suite décroissante { H.J , „ de sous-groupes ouverts :

H =s G , H, s» G pour k ^ 1 . Soit g la fonction radiale prenant sur HAH. , la
1r

valeur 2"" ; elle appartient à A (G) comme on le voit, soit directement, soit par

application des théorèmes V.4.1. et V.2.2. La fonction h telle que h(o) = 0 ,

h s - hors de 0 appartient aussi à A (G) , car c'est la somme de la série
8 oo P

^ 2k(f^ -^n. ) ̂ "^n 'k?=1 "2k ^+2 ^2

sonnnable dans A (c) d'après le choix des n, . Donc g est bien un diviseur de f

dans A (G) , et il est clair qu'il admet, pour tout entier p , une infinité de racines



p-ièmes, et que c'est encore vrai pour le germe de g dans <A (G) . On a donc bien
P"( X^ , G) .

Le théorème VI.5.4. est ainsi établi.
Remarque VI. 5 . 6 . Nous ne savons pas si le théorème VI. 5.4. est vrai lorsque l'on prend
pour <X (G) une algèbre à poids. La démonstration faite pour A (c) ne s'étend pas à
tous les cas, car on peut trouver des groupes G et des poids o> tels que le lemme
VI. 5.5. soit faux lorsque l'on remplace A (c) par A (c) .

VT - 4. Quelques résultats complémentaires.
Soient G un g . a . l . c . X l'une des algèbres A (c) ou A (c) . Nous savons déjà

distinguer par l'algèbre des germes A (( ? ) (au moins dans le cas des algèbres A ) les
groupes totalement discontinus, c'est-à-dire ceux de dimension 0 •

Nous allons voir que la considération de certains sous-ensembles de et permet
de caractériser la dimension de G .
DEFINITION V T . 4 . 1 . Nous appellerons polynôme trigonomé trique local (resp. germe de
polynôme trigonométrique) toute combinaison linéaire finie de caractères locaux (reap.
de germes de caractères) sur G .

Soit P un polynôme trigonométrique local : il résulte du théorème 1.2.7. que l'on
peut remplacer G par un groupe G' localement isomorphe à G tel que P soit défini
par un polynôme trigonométrique global sur G' ; pour un ensemble fini de polynômes tri-
gonométriques locaux, on peut même trouver un groupe G' , localement isomorphe à G ,
sur lesquels ils soient définis globalement (il suffit de le faire pour un nombre fini
de caractères ; pour cela, on applique le théorème 1.2.7. au morphisme local de G dans
^ défini par la donnée de N caractères locaux).

Appelons PT (G) l'algèbre des germes de polynômes trigonométriques sur G ; c'est
un invariant de la structure locale de G , et on a l'inclusion PT (c)c <X (G) quel
que soit le choix de l'algèbre <Ï(c) .
LEMME VI. 4.2. Soit P un germe de polynôme trigonométridue sur G , inversible dans
PT (c) . Alors P est un germe de caractère.o ———

',En utilisant les remarques faites plus haut, on voit qu'il suffit de montrer que
si P et Q sont deux polynômes trigonométriques globaux sur un g . a . l . c . G dont le
produit soit 1 , ce sont des caractères, au moins sur un sous-groupe ouvert de G . Il
suffit, en fait, de montrer que c'est vrai sur la composante connexe de \ O ? G- J o
dans G , car cela entraîne que P et Q sont définis en fait sur le quotient totale-
ment discontinu G/G , où ils sont localement constants. Soit, donc, G , H l'inter^
section des noyaux des caractères qui interviennent dans P et Q : il suffit de démon-
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trer le résultat sur G/H qui est un groupe de dimension finie, dont localement iso-
morphe à Tt̂  n X K , K étant un groupe totalement discontinu ; seule, la composante
TO11 est à considérer et pour TR11 le résultat s'obtient facilement.

^MConsidérons maintenant le groupe G des germes de caractères continus. C'est, en
fait, un espace vectoriel réel si on le munit de la loi interne définie par le produit
des germes de caractères, et de la loi externe définie par l'exponentiation : pour
XGT^ et X ê G , on a ( A . , X ) —> X^ . L'application h —> e11711 , définie
sur les fonctions numériques, passe aux germes et induit un isomorphisme de l'espace
vectoriel réel des germes de morphismes de G dans Tr[ sur l'espace vectoriel des ger-
mes de caractères continus.

La structure d'espace vectoriel des germes de morphismes de G dans "ï?[ est connue
dès que l'on connaît la structure d'algèbre de S^ (G) . Le résultat suivant montre
-ce qui n'est pas évident a priori- qu'il en est de même pour l'espace vectoriel des
caractères (bien que l'exponentiation ne soit pas liée directement à la structure de
l'algèbre ̂  ( G ) ) .
LEMME VI.4.5. La donnée de G et de l'application d'inclusion canonique de G' dans
3̂  (G) permettent de déterminer, pour tout réel À. et tout germe de caractère 'jL , ̂
germe de caractère X

En effet, si on désigne encore par X- un caractère local dont le germe est celui
que nous considérons, X est, au voisinage de 0 , somme d'une série entière de
X -1 , dans une algèbre de restrictions de 5T (G) à un compact. On a, en particulier,
avec f(o) =0 ,

X^ = 1 + ^ ( ) L - 1 ) + (X-l)f ,
^

et cette relation passe aux germes. Or, elle suffit à caractériser X , car il existe
au plus un caractère local qui la satisfasse : supposons qu'il y en ait deux, ^ et
^ ? . Si h est un morphisme de "ff[ dans G , on a, pour t réel assez petit,

2iTî h. t
• ^ ( h ( t ) ) = e • ,

et

2iTî; lL?t
^ ^h(t)) = e

2iiî;h,t 2i-n:M
^(n(t))- ^(h(t))=e 1 - e '

= (X(h(t)) - 1 ) $(t)

où (J) (t) est une fonction continue nulle en 0 . En considérant les dérivées en 0 ,

on voit que h^ = h? , donc que ^ „ et ^ ? coïncident sur chaque sous—groupe à un

paramètre, donc sur la composante connexe de G , donc sur un sous-groupe ouvert de G

(on peut supposer ^ . et ^p définis globalement). Ceci démontre donc le lemme.
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Comme la dimension de 1 espace vectoriel G est, par définition, celle du groupe

G lorsque cette dimension est infinie, et, d'après le théorème 1.5.12, lorsqu'elle est

finie, on arrive au théorème ci-dessous :

THEOREME VI.4.4. Soient G. t̂, G? deux g.a.l.c.. 5f(G,) une algèbre du type

Ap(G^) ^u A^(G^) , 3 )̂ une algèbre du type A^) ^u A^(G^) , Sf^) ^

^o^) leurs algè-bres de germes respectives ; soient, d'autre part. E^ ^1 ^ àêâ.

parties de ^(G^) êl^S^G^) respectivement, telles que

^ C E^ CPT^(G^) ,

^ C E^ C PT^G^) .

S'il existe un homomorphisme de ^(^) dans ^ Q^) dont la restriction à

E^ soit une bi.lection de E^ ^u£ E^ , les groupes G^ ^ G^ ont même dimension.

Cela résulte du lemme VT.4.5. et du lemme VT.4.2. qui permet d'obtenir G. (resp.
r^ '
G^) à partir de E, et E? en considérant les éléments dont l'inverse éventuel dans

£K appartient à E, ou E? .

Remarque VI.4.5. Remarquons que, lorsque G. et Gp sont deux .groupes dont la dimen-

sion est au moins égale à la puissance du continu, la donnée d'un isomorphisme entre les

groupes multiplicatifs des germes de caractères (ou entre les algèbres de germes de

polynômes trigonométriques) suffit à prouver l'égalité des dimensions de G. et G? .

En effet, la structure de groupe de G le caractérise en fait comme espace vectoriel

sur (Q, , et dans le cas que nous considérons, les dimensions sur "ff[ et sur (̂  coïnci-

dent.
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CONCLUSION

Nous avons, au cours de cette étude, introduit divers invariants de la structure
locale des groupes abéliens localement compacts, et obtenu, à partir de ces invariants,
quelque information sur la structure locale que nous étudions. Ces résultats sont malheu-
reusement "bien incomplets. -

Notons, cependant, que la considération simultanée de plusieurs de ces invariants
améliore grandement la situation. Par exemple, la donnée simultanée soit de G* et de
G (considéré avec sa structure d'espace vectoriel), soit de G* et de <̂ b (&) carac-
térise la structure locale d'un "bon nombre de g . a . l . c . de dimension finie, localement
isomorphes à îî̂  x H , où H est compact de torsion. En effet, la dimension n est
caractérisée par G (ou cÏ (o) , dans le cas localenîent connexe) et le groupe H par
H* qui est défini intrinsèquement à partir de G* , puisque G* se décompose sous la
forme du produit cartésien (Tî^.11)* X H* d'un groupe divisible sans torsion et d'un
groupe d'ordre fini.

Pour les groupes G* , il semble peu plausible qu'il soit possible d'obtenir des
résultats beaucoup plus précis que ceux que nous avons présentés. Pour les algèbres de
germes, il en va sans doute autrement, mais les méthodes d'investigation restent à élâ -
borer.

L'obstacle actuel réside dans le fait que, mise à part l'étude du groupe G* dans
le cas totalement discontinu, les méthodes dont nous disposons permettent d'atteindre la
dimension des groupes, c'est-à-dire un invariant de la structure topologique locale,
mais ne fournissent pas d'information sur la structure de groupe proprement dite, lorsque
celle-ci ne se déduit pas de la topologie.
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