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INTRODUCT ION

Ce travail a, entre autres, pour objet de montrer L'intér&t qu'il peut y
avoir & considérer des applications multivoques dans certaines questions
d'algébre ou elles n'apparaissent pas de fagon évidente.

Nous avons déja utilisé un pareil point de vue dans un travail préliminaire,
[20] en montrant que l'on peut introduire dans L'étude des groupoides la
notion de demi-hypergroupe.

Un demi-hypergroupe est un ensemble H muni d'une loi de composition qui
associe & tous x,y € H, un complexe (c'est-a-dire une partie non vide) de
H, noté x # y, et telle que

Vx, y,z € H, (x* y)* 2z = x * (y » 2z).

Une telle structure généralise celle de demi-groupe.

Dans ce qui suit, H (resp. D) est un demi-hypergroupe (resp. un demi-groupe)
fixé,

Notons que H est dit un hypergroupe si

Vx,y € H, 4 z,2' € H tels que x € (y  z)n (z' * y).

Cette structure a été étudiée par plusieurs auteurs (par exemple, [8],[24])

Dans notre travail préliminaire, [20] nous avons généralisé aux demi-hyper-
groupes et aux groupoides des résultats de la théorie des demi-groupes.

L'examen des méthodes utilisées dans ce travail et dans certains mémoires
traitant des demi-groupes [5],[9],[16] montre le rdle essentiel joué par les
ensembles de translations. (Par exemple, une translation & droite de H
est une application de H dans .9D(H) de la forme y f—>y * x,x étant
un élément fixé de H).



Ceci suggére les définitions suivantes <

On appelle hypertas (resp. EEE) la donnée d'un ensemble E et d'un demi-
groupe :b d'applications de E dans fTD(E)(resp. de E dans E). Une telle
donnée est notée (E, $ ).

On appelle bi-hypertas (resp. bi-tas) la donnée d'un ensemble E, et de deux
demi-groupes 31 et $2 d'applications de E dans ?(E) (resp. de E
dans E) tels que

V91€$1,926$2, 6,0 8, = 6, o 8,.

Exemples

Soit jé (resp.ezg ) le demi-groupe engendré par les translations & droite
(resp. & gauche) de D ou de H(D, 3? ) est un tas, (H, ﬂ?,) est un hypertas,
(o, .k , O'G ) est un bi-tas, (H, ‘% , £ ) est un bi-hypertas.

Dans ce qui suit, (E, 35 ) est un hypertas fixé, (E, %1, $2) est un
bi-hypertas fixé.

Nous étudierons dans ce travail un certain nombre de propriétés des hypertas
et bi-hypertas, puis nous appliquerons Les résultats obtenus a L'étude des
demi-groupes et des demi-hypergroupes.

Le point de vue consistant & étudier un demi-groupe & L'aide d'ensembles de
translations semble avoir été considéré pour Lla premiére fois par notre
camarade P.Grillet [16]. Nous avons défini indépendamment de Lui (mais
postérieurement) La notion de tas et d'autres notions annexes. Toutefois
un exposé qu'il fit au séminaire Dubreil-Pisot en 1962 [16] joue un rdle
particuliérement important dans L'élaboration de nos idées. Signalons pour
terminer que nous avens en général utilisé les notations de P.Grillet [17] $
certaines différences peu importantes apparaissent parfois : ainsi ce que
nous désignons par tas est appelé tas stable par P.Grillet.

Dans le chapitre 1, aprés avoir donné des exemples d'hypertas et bi-hypertas,

nous définissons la notion d'hypertas inverse. Etant donnée 8 € , hous
définissons une application QF de E dans (E), en posant
¥x € E, y € eI“(x) <==> x € o(y).

)
L'ensemble des applications de Llaforme ' est un demi-groupe noté % .

f ]
L'hypertas (E,$) est appelé hypertas inverse de (E,% ).

Cette construction permet de définir de nouveaux hypertas et bi-hypertas
Ry, R &5

(H, )9 (H’ ’ ) etc'

A L'origine du chapitre II sont Lles études des équivalences réguliéres ou

simplifiables de D [14], [16],[26],[32]

Une équivalencepdéfinie sur E est dite
- compatible, si x py, u € 8(x) => g v € 06(y) tel queup v
quasi-fortement &b - compatide, si x p y, u € 8(x), v€ o(y) =>up v




% - simplifiable,si up v, u € 6(x), v € 6(y) => xp y.
Lorsque (E,ﬁ) est L'un des hypertas (H,,ﬁ ), (D,.ﬁ)..., ces définitions

fournissent les notions classiques d'équivalence réguliére ou simplifiable.

On établit que si p est une équivalence - compatible, on peut définir

un hypertas quotient noté

(& 3 -
p

On montre en olitre Les points suivants :

Une équivalence est %- simplifiable si et seulement si elle est quasi-
fortement ﬁ' - compatible.

La condition pour une équivalence de laisser indivisibles des complexes
de E s'interpréte en termes de quasi-forte compatibilité.

Nous donnons en outre une construction de la plus fine équivalence quasi-
fortement $ - compatible, et nous caractérisons Lles classes modulo une
équivalence quasi-fortement j— compatible.

Tous Les résultats obtenus sont appliqués & L'étude des équivalences de
D ou de H.

Le chapitre III est consacré a L'étude de parties remarquables de E. Une
partie A de E est dite

$—nette, si‘v’xEE,-s xNAZs

5 - fortement nette, si \}x, y€E, o9, 9'E€ g‘teLs que
8(x)N A # 8,0 00'(y) N A£D
i - génératrice si E = A

,33 - forte, si 8(x) NAZ&, 0" (x) NAZLé,08(y) NA£e=>0'"(y) NA{£Gs
un B - idéal, si Paca

5 - consistante, si jx n A ;é ¢ =—> x € A

On définit tout de suite les % - idéaux minimaux ou maximaux, les complexes

i - nets minimaux, etc.

Une partie est % - nette (resp. est unzs - idéal) si et seulement si elle
est %' - génératrice (resp. si elle est$' - consistante).

Un complexe distinct de E est unfg - idéal minimal si et seulement si son
comp Lémentaire est un 35' - idéal maximal.

Toutes ces définitions s'appliquent & D ou & H. Par exemple, une partie A
de H, - génératrice est une partie qui est telle que H = H * A, Une

telle partie est dite génératrice & gauche.

L'étude faite par P. Dubreil [9] des groupes homomorphes & D est & L'origine
du chapitre IV.

La notion de groupe est ici remplacée par les suivantes :



(5, D) est dit :

injectif, si 8(x) N 6(y) # ¢ => x=y

stationnaire, si 8(x) N 8'(x) # & =—> 68 = g’

transitif, si Vx, y € E, y € ;ﬁ X

A étant une partie de E, nous définissons une équival.ence,_’eA (dite princi-
pale) en posant :

Vx, y € E, (x,fA y) <= (Vv 8 623, a(x) N A £ 8 <=>0(y)NAit @)
Nous montrons entre autres la

Proposition

Si A est un complexe de Eﬁ - fort etc% - fortement net, ;ﬁ,\ estz-
compatible, et (E,;gL)ué est un hypertas transitif et injectif.

A

Dans le chapitre V, nous caractérisons certains hypertas au moyen de

propriétés de leurs équivalences. Ainsi nous montrons la

Proposition

Supposons que (E,;ﬁ ) soit injectif, stationnaire, et vérifie :
Ver,eeﬁ, 9(x) £ @

Alors pour que ﬁs soit un groupe de bijections de E, il faut et il suffit

que toute équivalence ;6 - simplifiable soit quasi-fortement ;5 - compatible.

On déduit de Lla des résultats relatifs a D.
Proposition (G. Thierrin)[35]

Un demi-groupe simplifiable est un groupe si et seulement si toute équiva-

lence simplifiable & gauche est réguliére 4 gauche.

Proposition

Un demi-groupe simplifiable & gauche et stationnaire a g&uche(ﬂest simple

3 droite si et seulement si toute équivalence réguliére & gauche est simpli-

fiable 4 gauche.

Dans le chapitre VI nous étudions les complexes éﬁ - nets minimaux et

:6 - générateurs minimaux de E.

Nous utilisons des techniques de la théorie générale de L'indépendance [1],
[38]

Ainsi ncus donnons la

Définition
Un complexe A de E est dit :6 - libre si
va, b € 4, ae Bb —> a=-h.

(1) D est dit stationnaire & gauche s'il vérifie :

ax = bx ==> Vy € D, ay = by



Nous introduisons également dans notre étude l'axiome suivant, dit
d'échange :

¥x, y € E, x6$y —_ yéjx u{ x}

Nous montrons alors le

Théoréme

Supposons que pour tout x € E, ;6 x soit non vide. Soit alors T la réunion

des &5 - idéaux minimaux de E, Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) Z est un complexe B - net de E.

2) Il existe un complexe de E,§§ - net minimal.

3) Tout ;5- idéal propre de E contient un 56 - idéal minimal.

Lorsqu'elles sont réalisées, les complexes de E, JS - nets minimaux sont

les complexes de 8,56 - libres, maximaux. Chacun de ces complexes est

équipotent & L'ensemble des éb - idéaux minimaux de E.

Les résultats de ce chapitre découlent directement ou indirectement de ce
théoréme. Citons en quelques uns.

a) En faisant (E,:b Yy = (D,R), on retrouve les résultats de P. Lefébvre [26]
sur les complexes nets a droite minimaux de D, en particulier, L'équipotence
entre un tel complexe, et L'ensemble des idéaux & droite minimaux.

On généralise ces -ésultats au cas de H, en faisant (E,;B ) = (H,J@).
Notons cependant une différence importante entre les deux cas, due au fait
que la réunion des idéaux & droite minimaux de D, si elle n'est pas vide, est

un complexe net & droite (car c'est un idéal bilatére), mais qu'il n'en est
pas ainsi dans le cas de H, en général.
b) En appliquant le théoréme & L'hypertas (E,ﬁb'), on montre,entre autre,
L'équipotence entre L'ensemble deséﬁ - idéaux maximaux de E, et tout complexe
:5 - générateur minimal. Plus précisément, Llorsque (E,;5 )y = (5,2'), on
établit la '

Proposition

Si H* H = H, pour qu'il existe un complexe générateur & droite minimal,

il faut et il suffit que tout idéal & droite propre de H soit contenu dans

un idéal & droite maximal, Un tel complexe est équipotent & L'ensemble des

idéaux & droite maximaux de H.

c) Pour que le tas (D,JQ,) vérifie L'axiome d'échange, il faut et il suffit
que D soit simple et posséde un idéal & droite minimal. (Il en est ainsi
lorsque L'intersection des idéaux & droite maximaux de D est vide). Un tel
demi-groupe posséde un complexe qui est simultanément net & droite minimal
et générateur 4 droite minimal.

d) Soit W un P - idéal de E, distinct de E.

On dit qu'un complexe A de E admet W pour SS - résidu si on a



W={x€E: JSx: CE - A}

On peut étudier Lles complexes de E - W gui admettent W pour ;5 - résidu et
qui sont minimaux pour cette condition@) de La fagon suivante : on associe
4 tout €lément 6 de ;5 , une application Oy de E - W dans jb(E - W) de la
fagon suivante :

¥x € E - W, ew(x) =8(x)n (E -w).

L'ensemble des applications de lLa forme GW est un demi-groupe noté jw. Les
complexes de E - W, jw - nets, sont ceux qui admettent W pour 5- résidu.
e) Supposons que E posséde un compLexeéﬁ - net minimal K, et un complexe

- générateur minimal G. On peut, dans certains cas, comparer card(K) et
card(G), soit,les cardinaux de L'ensemble des §ﬂ - idéaux minimaux et de

L'ensemble des - idéaux maximaux.

Par exemple, on a card(K) < card(G), si la condition suivante est vérifiéde :

X 65511, y E’J§ll:=:$>§b x Flj5y £ @

Dans ce cas, il y a dans E, moins deéﬁ - idéaux minimaux que de:b - idéaux
maximaux.

On déduit de la, entre autres, la

Proposition

Si D posséde un complexe net & droite minimal et un complexe générateur

3 droite minimal@)et vérifie la condition

x€uD, yéuD=—>xD Ny D#£2d (RA)

il y @ moins d'jgéaux & droite minimaux que d'idéaux & droite maximaux.

Remarque

Soit N la réunion des idéaux & droite minimaux de D (Si N est non vide,
c'est le noyau de D c'est-a-dire un idéal bilatére minimum de D).
Supposons qu'il existe un homomorphisme de D sur N, dont la restriction
4 N est L'identité.

(On dit dans ce cas que N est un rétract algébrique de D). Dans ce cas Lle

demi-groupe vérifie la condition (Rd).

A L'origine du chapitre VII sont Les études de A.H. ClLifford et D.D. Miller
du noyau et des éléments zéroids d'un demi-groupe[2],[3],[4]. Nous entre-
prenons ici une étude similaire, en nous plagant dans le cadre:plus général

des bi-hypertas. Nous donnons Les

(1) Dans le cas ou (E,:b) = (D,Jé ), ces complexes sont les complexes

W - minimaux & droite de P. Lefébvre. [26]

(2) Ceci est par exemple vérifié si D est fini (ou compact) et si 22 =D
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Définitions

On appelle idéal-bilatere de (E, 361, ;SZ), une partie de E qui est simulta-
nément un $1 - idéal et un$2 - idéal.

L'intersection des idéaux bilatéres propres de (E,;ﬁ 1,;52) est appelée
noyau de ce bi-hypertas.

(8, D 1 32) est dit régulier, si un $1 - idéal propre et unj2 - idéal
propre ont toujours une intersection non vide.

D'autre part,nous introduisons certaines conditions susceptibles d'&tre
vérifiées par (E, $1, 352), notamment

xeB,uved,u= xed, v vyl (5,

Ces notions d'appliquent & H ou D. Ainsi le bi-hypertas (H,Jé,,l; ) vérifie
la condition Sé1, si et seulement si H posséde la propriété suivante :

X € a, ¥*,,, % &,y € a, * ... % a => x €(y * H) U {y} (D2)

1 1

On définit de méme une condition D1

On a le

Théoréme

Supposons que (E,$1,_@2) vérifie la condition 821, et que la famille :#1{
des ;51 - idéaux minimaux de E soit non vide. Alors UL est un idéal

L efl

bilatere de (E, 561,;50) ; c'en est méme Le noyau si le bi-hypertas est

régulier.

Citons quelques applications de ce théoréme

1. La proposition suivante généralise des résultats de A.H. Clifford et
D.D. Miller [2]. [ 4]

Proposition

Supposons que H vérifie les conditions D, et D,

a) Si H posséde des idéaux 4 droite minimaux et des idéaux & gauche minimaux,

la réunion des premiers coincide avec la réunion des seconds et avec le

noyau de H.

b) Si H posséde des éléments nets & droite et des éléments nets & gauche,

L'ensemble des premiers coincide avec L'ensemble des seconds et avec le

noyau de H.

2. Soit I1(resp IZ) L'ensemble des x € H tels que H = x ¥ H (resp H = H * x).
On a le

Théoréme

Si H est simplifiable d'un cdté et si I1 et I, sont non vides, on a 11;2_

22 3 I1 est un complexe consistant de H, c'est également un groupe Llorsqu'on
le munit de la Loi de composition définie par
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VX’YEI1' x ® y = (x» y)n I

Pour montrer ce théoréme, on utilise entre autres le résultat suivant : [22]

Tout hypergroupe simplifiable d'un c3té est un groupe.

Je tiens a exprimer ici ma-profonde reconnaissance & Monsieur Le Professeur
P.DUBREIL, dont les conseils et Les encouragements qu'il m'a prodigués dés
le début de ma recherche m'ont été infiniment précieux.

Je suis également trés heureux de remercier Messieurs les Professeurs
C.PISOT et L.LESIEUR pour L'intérét qu'ils ont bien voulu me porter,
Messieurs les Professeurs M.KRASNER et J.NEVEU qui ont accepté de faire
partie de mon Jury, mes collégues de Brest enfin, et notamment Monsieur Le
Professeur J. QUERRE, pour L'appui qu'ils n'ont cessé de me prodiguer.

Je remercie enfin Mademoiselle THIBAULT de la Faculté des Sciences d'Amiens
qui a dactylographié mon manuscrit, ainsi que Monsieur lLe Professeur GENIN
de la faculté des Sciences de Brest, Directeur de L'école Nationale

d'ingénieurs de Brest, pour L'aide matérielle qu'il a bien voulu me fournir.

Notations
Dans cet exposé, nous utiliserons systématiquement les notations suivantes :
D est un demi-groupe, H est un demi-hypergroupe(1), G est un groupoide.
"
(E, 125) est un hypertas(1), (E, Jisl)(resp. (E,ézj ) est son hypertas
. 1 1
inverse(1) (resp. stable(1). (E,$1,32) est un bi-hypertas(1), (E%V.@Z)

" n
(resp. (E,.35 1 :27 2) est son bi-hypertas inverse(1) (resp. stable(1)

(1) Le sens de ces expressions sera défini au chapitre I
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Chapitre T

Généralités.

On appelle hypertas La donnée d'un ensemble E, et d'un demi-groupej-h)
d'applications de E dans P (E).

Une telle donnée est notée (E,$)

Un hypertas (E,i) est appelée pseudo-tas (resp. tas) si, quelque soient

] 65 y X € E, 8(x) a au plus un élément (resp. exactement un élément).
On appelle bi-hypertas la donnée d'un ensemble E et de deux demi-groupes
51,$2, d'applications de E . dans ,?(E) tels que

Ve, €Dy 8, €D, 8,08, = 8, 0 8,

Une telle donnée est notée (E,$1, ﬁz).

On définit immédiatement La notion de bi-tas.

Exemples

a) Soit F un ensemble dont. p est une relation d'ordre ou d'équivalence.
Soit & la fermeture associée &4 p. Elle est définie par :

Yy € F, 8 (y) = {x€ F tels que xp y}.

L'ensemble {ep} est un demi-groupe, et donc (F, {8 }) -est un hypertas.

b) Rappelons la définition d'un demi-hypergroupe[20] et d'un hypergroupe.[B]
Définitions

On appelle demi-hypergroupe un ensemble H muni d'une loi de composition

qui associe & tout couple d'éléments de H, x et y, un complexe (c'est-a-dire
une partie non vide) de H, noté x # .y, et telle que L'on ait

¥x, y,2z € H, x #*(y* z) = (x#y)* gz,

H est appelé hypergroupe si

VYx,y € H, 4 z,2' € H telsque x€(y* z)n (z'#*y)

En général, nous noterons i L'aide de L'étoile % Lla Loi de composition de
H. Mais il nous arrivera de faire exception a cette regle, par exemple dans

ce qui suit ¢ Soit S un demi-groupe, ou un demi-hypergroupe, ou un groupoide.

(la Loi de composition étant notée dans tous les cas multiplicativement).

(1) Etant données deux applications 8, ©, de E dans f(E), leur composée
91 o 92(notée aussi 91 62) est L'application définie par
91 X
vy € E, 0, 0 8,(y) = Yooy
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On appelle translation & gauche de S +toute application { de S dans f(s)

définie par

Yy € S, ¢ (y) = xy (x éLément fixé de S).

On définit de méme les translations & droite de S.

On désigne par& (resp.,%) Le demi-groupe engendré par les translations &
gauche (resp. & droite) de S, par MM e demi-groupe engendré par ‘ﬁ, Uoﬁ .
(0, R),0,8),, M), G, K),G,db),(G, M) sont des tas,

(1, &),H, B),H, M) sontdes hypertas, (D, K ,b) est un bi-tas,
(H,d,»,£) est un bi-hypertas.

Nous supposons maintenanl que S est un demi-groupe, ou un demi~hypergroupe.
Nous désignons par %1 Le demi-groupe engendré par les applications ( de S
dans ‘?(S) du type suivant :

Yy € 8, ¢ (y) = xy z(x, z éléments fixés de 8).

Soit d'autre part M un complexe multiplicativement fermé de S. (Cela
signifie que m n est contenu dans M dés que m et n sont deux éléments

de M).

Nous notons IM le demi-groupe engendré par les translations & gauche de S,
définies par des éléments de M, c'est-a-dire par Lles translations & gauche
C de S définies par

Yy € s, C(y) = my (m élément fixé de M).

On définit de méme JZM, m, 77L1M .

Notons que si N est un autre complexe de S multiplicativement fermé,
(s"ﬁ’M’IN) est un bi-hypertas.

On peut également associer & M et N un autre hypertas, en considérant le
demi-groupe engendré par les applications { de S dans f(s) définies par
Yy € 8, c (y) = myn ( mélément fixé de M, n élément fixé de N)

¢) Nous désignons par le demi-groupe constitué par Les applications (

de D dans D, définies par
Vy € D, c(y) = y® (n entier positif fixé)
(D,j)\ est un tas.
d) Nous désignons par,nLe demi-groupe engendré par les applications ¢ de
D dans J¥ (D) définies par
¥y € D, t(y) = fuy, y v}l (u, v éLéments fixés de D).
(D,In) est un hypertas.
e) Soit G' un quasi-groupe.
Notation

Etant donnés des éléments x4, ... x, de G', et un groupement g des
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indices 1, ... n, respectant leur ordre, lLe produit des x; groupés suivant
g est noté n
n M
i=1
(&)
Une partie A de G' est dite associative si quelque soient Les éléments
XqgeeesXpy de G', et lLes groupements g et g' des indices 1,... n, respectant
leur ordre, on a :
n n
121"1 € A =->i5xie A
(8) (e")
(En particulier, on a :
a(bc) € A ==> (ab)c € 4).
On montre [20] que l'ensemble des parties associatives de G' est une
famille de Moore. Si © est lLa fermeture associée, on établit que L'on a :
Ya, b € G', 8(ab) = a 9(p) = @(a)b.
Donc (G',ﬁ, ,{01) et (G6', o, {6}) sont des bi-hypertas.
f) Supposons D ordonné (L'ordre est noté <).
Etant donnés A <D, x € D, on appelle quasi-résiduel & droite de A par
x, la partie < A -'—x> de D définie par :
<A . x> = {u € D tel que Ha € A, vérifiant x u < a}.
On définit de méme Le symbole < A . x >.
Nous désignons par ,Ld L'ensemble des applications de D dans f(D) de la
forme :
y p——> <y.° % (x éLément fixé de D).
On définit de méme n, « On montre [13] que /l etll sont des demi-groupes,
et que (D, ,ld’ /L ) est un bi-hypertas.
Toutes Lles notatlons qui viennent d'&tre introduites ici seront systémati-
quement employées dans la suite de cet exposé. Par exemple, on parlera sans
précisions supplémentaires du tas (D,‘ﬂ,) etc.

Hypertas et bi-hypertas inverse

Nous allons associer a (E,ﬁ) (resp. & E,$1,2§2) un hypertas (resp. un
bi-hypertas).
Soit © E¢ Nous définissons une application, notée 1" de E dans f (B),

en posant :

¥x, y € E, y € JT(x) <=> x € o(y).
Si 8' est un autre élément de é , On a
(0" o o) = o o 8T

Nous notons $ L'ensemble des applications de E dansf(E) de la forme

1 .
er. On vérifie tout de suite que % est un demi-groupe anti-isomorphe a .
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L'hypertas (E,ZS') s'appelle hypertas inverse de (E,ﬁ)

Notons que L'hypertas inverse de (E, ﬁ') est (E,$ ).

Designons maintenant parvﬁ"Le demi-groupe engendré par 5 U ﬁ '. L'hypertas

(g, %") est appelé hypertas stable de (E,ﬁﬁ). \

Considérons enfin (E, 251,332). On peut définir, d'aprés ce qui préceéde, les

hypertas inverses (E,zﬂ) et (E,%é) (resp. les hypertas stables (E,is';) et
"

&,3,) Do .

On vérifie tout de suite que (E,%“ %2) (resp. (E,%.],iz) ) est un bi-

hypertas. On L'appelle bi-hypertas inverse de (E"ﬁﬂ $2) (resp. bi-

hypertas stable de (E, ‘%1,1)2) ).

En appliquant ces opérations aux exemples donnés plus haut, on obtient de

nouveaux hypertas et bi-hypertas, qui nous seront utiles par la suite,

' [ ' 1 1 ' ' '
notamment (D,x ), (D9 Og )v (Dv‘% ,£ )9 (H,ﬁf )’(Hv£ )v(Hv ‘ﬂ’ 1£ )
etc.

Morphismes des hypertas

On peut définir sur la classe des hypertas(1) une structure de catégorie.
Définition

On appelle morphisme de L'hypertas (E, %) dans Ll'hypertas (E, $ 1), tout
couple (f,n) oh f est une application de E dans E1,. ¢ un homomorphisme
du demi-groupe $dans le demi-groupe $1, tel que L'on ait

veed, x e & £8(x) = w(e) (£(x)-

On montre sans peine que la composée de deux morphismes peut &tre définie
(c'est un morphisme "). On définit tout de suite les isomorphismes.

Opérations de résiduation dans (E, )

Nous notons J L'application canonique de ﬁ sur ﬁ ',
Soiemt A < E, B = E, AC % . Nous posons :

a(A) = ue(x) (Cette partie sera parfois notée A 4).
x € A
€ &
Aa‘so_ B = {0 coDtel que 0(B)N A £ & }.
Agb'. B = e eﬁtet que 6(B) c. A} .
A:BA = fx € E tel que 8(x)N A £ &, quelque soit & € A}.
A:g‘SA = {x € E tel que A x & A}

(1) Et aussi Sur celle des bi-hypertas. Pour ne pas alourdir L'exposé, ce

cas n'est pas considéré ici.
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Nous ne donnons pas les propriétés -trés simples & établir- de ces parties.

Plus importante est La transformation par hypertas inverse. On a 1

J (2 5 B) = B"ﬂ-, A
A .B 6 = (F )
re J(a)
J(a°y B) = (E-B)°, (E-A)
D

A ‘.:‘6 b = E-@(A)) (E-A)).
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Chapitre II.

Equivalences compatibles ou simplifiables

Notations et conventions

a) Nous notons 5 Le demi-groupe % auquel on adjoint L'application
identique de E.

b) Nous appellerons complexe de (E, % ) un complexe de E. De méme, nous
dirons qu'une re lation binaire (par exemple une équivalence) est définie
sur (E, a ) si elle est définie sur E. Nous parlerons alors d'une relation
binaire de (E, & ) ou de E.

¢) Les opérations de réunion et d'intersection du treillis des relations
d'équivalence sont respectivement notées V et A. La relation d'ordre
naturellement définie sur ce treillis est notée <. (deux équivalences

R et R' vérifient R &€ R' si R impligque R').

d) Soit F un ensemble sur Llequel est défini une relation binaire p. Nous
étendons p & 5‘ ( F') de deux fagons, en posant pour toutes parties

A, B de F :

Ap B si Va € A, T b€ B tel que a p b, et
Vb€ B, Ba € A tel que a p b.
AP B si Va € A, b € B, ap b.

On a A f §, quelque soit A S F.
1) - Equivalences $ - compatibles (1)

Définition

Une.équivalence R de E est dite j 'MtM si

vee D xRy =>8(x) Ro(y).

Nous notons ﬁr L'ensemble des équivalences j- compatibles.

Exemples

a) Soit F un ensemble dont R et p sont des équivalences. Soit @ la
fermeture associée & p. Posons (5' ={9p} - R est g'- compatible si et
seulement si R permgte avec p.

b) Les équivalences ﬂ,— compatibles de D sont celles qui sont régulieres
&4 droite. On interpre¢te de méme les équivalences - compatibles. Si M est
un sous demi-groupe de D, on interprete trés facilement Les équivalences -

M
compatibles de D.

(1) Dans de précédents exposés nous avons employé Le mot "régulier" au lieu

du mot compatible",
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c) Nous dirons qu'une équivalence R définie sur H est régulieére &
droite si

Va € H, xRy =—> (x*a)R (y* a).

Les équivalences ﬂ - compatibles de H sont celles qui sont régulieres a
droite. On interprete de méme les équivalences - compatibles de H

ainsi que les équivalences m- compatibles.

d) Supposons un moment que soit un demi-groupe engendré par un ensemble
A d'applications de E dans ? (B).

Une équivalence R de E est 35 - compatible si et seulement si :

Ve € A, xRy => 0(x) T o(y).

e) Soit p une relation binaire réflexive et symétrique, définie sur E,
vérifiant :

voed , xRy => 08(x) p 8(y).

La fermeture transitive de p est alors une équivalence $ - compatib[e.
Remarque

Nous définissons sur E une équivalence O en posant

x 0y si 6(x) et 6(y) sont simultanément vides, quelque soit 6 € 5 .
Si R est une équivalence 35 - compatible de E, ona R & O.

Premier théoréme d'isomcrp hisme

Les notions de morphisme d'un hypertas et d'équivalence j - compatible sont
liées par la

Proposition 1 -

a) Si R est une équivalence % - compatible de E, on peut définir cano-
niquemen: un demi-groupe 5 d'applications de E/H dans ?(E[R) de

telle sorte qu'il existe un morphisme de (E, 5 ) dans ('E/R, 5 ).

(E/R’ 3 ) est noté (E, o) )/P.'

b) Si (f,p) est un morphisme de (E,a) dans (E°, z.) tel que f et o

soient surjectives, L'équivalence R associée & f est as - compatible,
& ', i

et les hypertas (E, )/R et (E?, g’ ) 'sont isomorphes.

Démonstration

Nous nous bornons & quelques indications , La démonstration étant triviale.
a) Soit f L'application de E sur E/R. Soit 8 € & . On définit une
application © de E/R dans ?(E/R) en posant
ve(x) € B/ , 8(f(x)) = f£(8(x)).
(8 (£(x)) est indépendant du choix du représentant x de la classe £(x). Nous
désignons par L'ensemble des 6—, par ¢ Ll'application de ngans 5 ’

) O | 9. 5 est un demi-groupe, (f,cp) est un morphisme
d'hypertas.
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b) Montrons simplement que R est ;25 - compatible. Soient x, y des éléments
de E équivalents modulo R (c'est-a-dire vérifiant f(x) = f£(y)). Soient
8 € :5 , u € 08(x).

ona f£(8(x)) = ¢(8) (£(x)) = @(0) £f(y) = £(6(y)).

Il existe donc u' € 8(y) tel que f(u) = f£(u'). etc.

Proposition 2.
Et est un ensemble V - stable, donc un treillis complet. Son plus fin

élément est L'égalité. Son plus grossier élément est L'équivalence univer-
selle si (E, & ) vérifie Lla condition (1)

vo €&, x€ E, 8(x) £ @.
La démonstration, trés simple, découle de La forme de la borne supérieure

d'une famille d'équivalences de E, et de L'exemple e) de la page 19.
Remarque )
Soit R une équivalence de E. Il n'existe pas, en général, de construction

explicite de la plus grossiére des équivalences de E plus fines que R

(équivalence notée R).
Toutefois, si 6(x) est un ensemble fini (peut-&tre vide) quelque soit

e € N g € E, ona
R = A R
R n=1 n

les R, ¢étant des relations binaires définies sur 'E par récurrence, de la

fagon suivante 3

R = R H ~7

1 % _
x R ., ¥y <=> Ve € ’ 8(x) R o(y).
(On a
Ry, 2 R, 2 ...R 2 R ., D ..)

2) - Equivalencesggié - simplifiables .
Définition

Une équivalence R de E est dite ;6 - simplifiable si
uRv,u €8(x), v € o(y) => xRy
Nous notons s L'ensemble des équivalences j‘- simplifiables (On voit

tout de suite que J'g est A - stable).
On peut interpréter ainsi Les équivalences ig - simplifiables.

(1) Un hypertas vérifiant cette condition est dit plein.
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Définition }
(E,ﬁS) est dit injectif si
v €D, xy € E, e(x)ne(y) # ¢ => x = y.

On vérifie tout de suite que pour gu'une équivalence R, ﬁ— compatible,
soit 5 - simplifiable, il faut et il suffit que (E,%)/R soit un hypertas
injectif.

Exemples d'équivalences 5 - simplifiables

Une équivalence R de H est dite simplifiable & droite si

u€(x#*a), v €(y » a), uw R v=—> x R y.

Les équiwlialences.% - simplifiables de H sont celles qui sont simplifiables
a droite. '

On intefpréte de méme Les équival.encesog ~ simplifiables de H, et on
particularise ces remarques au cas de D

3) - Equivalencem- fortement compatibles .

Définiti

Une équivalence R de E est dite

quasi-fortement %- compatible si

vee$ , xRy => G(X):ﬁ 8(y).

fortement 5— compatible si

Ve € % ’ xRy = G(x)—ia(y) et 8(x) R o(y).

Nous désignons parjl'. (resp. ;) L'ensemble des équivalences quasi-forte-
ment - compatibles (resp. fortement - compatibles). On a ; = Jr re
Remarquons que si (E,.ﬁ) est ple:}n, 1" = ; .

Les équivalences appartenant & r jouent un rdle important, comme nous
allons le voir.

Exemples

a) Soit F un ensemble dont p et R sont des équivalences. Soit BP
la fermeture associée & p. Posons $= [Gp}. Pour que R soit fortement

QS’- compatible, il faut et il suffit que L'on ait p < R.
b) Supposons $ engendré par un ensemble A d'applications de E dansf(E).

Pour qu'une équivalence de E,@soit quasi-fortementz- compati ble, il faut

et il suffit que L'on ait

¥e € A, xRy == 6(x) R a(y).

c¢) Soit F un ensemble dont (Ai)i €1 est une famille de complexes. Pour
tout 1 € I, nous définissons une application ei de F dans ;(F) en
posant :

91(") - {x si x €E = Ai}

{Ai si x € Ai}
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.
Soit $ le demi-groupe engendré par Lles ei. Pour qu'une équivalence R
de E soit fortement - compatible, il faut et il suffit qu'elle Llaisse
les complexes 4 indivisibles.

d) Une équivalence R définie sur H est dite fortement réguliére & droite

si
XRy =—> (x* a) R (y * a).
Les équivalences fortement ,‘R/ - compatibles de H sont celles qui sont
fortement réguliéres a droite.
B .
e) Soit © la fermeture associative [20) associée & G. Posons $ ={9} .

[
Une équivalence R de G est fortement $ - compatible si et seulement

1
et g' des indices 1, ..., n, respectant leur ordre, Lles produits des x.
i

si, quelque soient les éléments X, ,..., x, de G et lLes groupements g

suivant Lles groupements g et g' sont équivalents modulo R.
(On a, en particulier : (ab)e R a(bc), quelque soient a,b, ¢ €, G).

De telles équivalences sont dites associatives. [20]
"

£) 51 (¥, &) esf un tas, f‘r = T; - j‘r .

g) Si R € e (B, \/R est un pseudo-tas. Inversement si (f,p) est

un morphisme de (E, ) dans un pseudo-tas (E°, 23'), L'équivalence

associée & f est fortement 5 - compatible.

h) Cet exemple est important car il permet de ramener L'étude des équiva-

lences simplifiables a celles des équivalences quasi-fortement compatibles.

Plus précisément, on a les résultats suivants

Les équivalences - simplifiables sont celles qui sont quasi fortement
5 - compatibles.

Les équivalences $ - simplifiables et quagi-fortement 2- compatibles

"
sont celles qui sont quasi-fortement £ - compatibles.

i) Les propriétés de régularité et de simplifiabilité des équivalences
du demi-groupe D sont donc des propriétés de quasi-forte compatibilité.
Wous donnons un tableau qui fournit lLe demi-groupe d'application que L'on
doit considérer Lorsque L'on veut ramener une propriété d'équivalence de D
4 une propriété de gquasi-forte compatibilité. Ce tableau est évidemment

incomplet, on pourrait aussi considérer le cas de M.

Propriété Demi-groupe d'applications 4 considérer
Régularité a droite £
Simplifiabilité a droite R!
Régularité & droite et ﬂ!)

Simplifiabi lité & droite
Régularits ne

Simplifiabilité etc. m’
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j) Soit p une relation binaire réflexive, symétrique de E, vérifiant

vee D, xy => e(x)F 8(y).

On ne peut en général affirmer que la fermeture transitive appartienne a

r{ IL en est cependant ainsi si (E,:b) est plein. On peut se demander si,
moyennant certaines hypothéses simples, (E,:Z ) n'est pas plein lorsque la
fermeture transitive de p appartient a ;F;. A cette interrogation sont lLiées
la proposition et la conjecture suivantes :
Proposition 3

Si D est abélien et simplifiable, et si La fermeture transitive de toute

relation binaire réflexive, symétrique et simplifiable, est une équivalence

simplifiable, alors D est un groupe.

Démonstration

Supposons que D ne soit pas un groupe. Alors il existe a, u € D tels que

ug (aD) U fa}. On a alors a® £ a.

Soit la relation symétrique et réflexive définie sur D par L'égalité
201

et a pyu, 8 Py U

Soit p Lla relation définie par

(xp y) <=> (x Py ¥y ou il existe o € D tel quea xp, & y)e.

P4 est réflexive, symétrique, simplifiable. Sa fermeture transitive R n'est

3

2
pas simplifiable, car on a a2 R a’, mais pas a R a cq fd.
Conjecture

Si D est simplifiable, et si lLa fermeture transitive de toute relation

binaire réflexive symétrique, simplifiable & gauche, est une équivalence

simplifiable & gauche, alors D est simple & droite (1)
0 ™
Etude des ensembles J‘r et 1r .

Nous ne donnerons aucune démonstration des propositions suivantes, celles-ci
étant évidentes.

Proposition 4

fr est A - stable, et contient L'équivalence universelle. C'est donc un

treillis complet.

Nous allons maintenant donner La construction du plus fin élément de jr;. Bien
entendu, cette construction permet d'obterir la plus fine équivalence simpli-
fiable ou réguliére de D (ou de H), laissant éventuellement indivisibles
certains complexes. [26],[32].

Proposition 5

1 -]
Le plus fin élément de]v; est p = nV1 pns» Ou p, est une relation binaire

appartenant & la suite p, gpzc... an...-, définie par récurrence ainsi :

(1) c'est-a-dire ne posséde pas d'idéal propre & droite.
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Py est L'égalité

f./
(x Pon y) <= (du, v € E, 8 La tels que x € 8{u} y € 8(v) u °2n-iv)

est la fermeture transitive de Pon *

Pon+1
Si (E, P ) est plein, p est la fermeture transitive de p, -

Proposition 6
I
Si ,f n'est pas vide, c'est un ensemble V - stable et A - stable.

"
La proposition suivante permet de caractériser les éléments de Tr ; elle
” 1

montre, en outre, lLe cemportement de o Par rapport a > et .

r
Proposition 7 (1)

a) Pour qu'une équivalence R appartienne a jr’ il faut et il suffit que
1
L'on ait + RS 0, R €N .

" r
o) v ef!, wr, eJL, R,CR => R, e kos
vne}'r, R1Ej’;, R,SR => R Efr'
[

J
¢) Pour quej’r soit non vide, il faut et il suffit que le plus fin élément

"

de ‘F;,P, vérifie p < 0.

1]
d)VRGFr,R1E}'r, RﬂR1€I'r.

Prozosition 8

»
"
Une condition nécessaire pour que Tr soit non vide est que

V9€5,UEE' x € 0(u), y € 8(u) => x0 y.
y 1
Cette condition est suffisante Lorsque (E, é) = (D,% ).

Indiquons comment on montre la suffisance de lLa condition.

Notation
si a,b € D, nous posons a\b si b€ alD.
On peut interpréter facilement L'équivalence O ; On a :
(x 0 y) <=> (Yue€e D, u\x <=> u\y).
(Dans Le cas o D posséde une unité a droite, O coincide avec L'équivalence
de Green & droite).
La condition x,y € 6(u) => x 0y, s'éerit
ax = ay, u\f = u\y
Pour montrer que - est non vide, Llersque cette condition est réalisée,

il suffit-en vertu de la proposition 7.c)- de montrer que la plus fine

N

équivalence simplifiable & gauche est plus fine que O.

(1) Cette propesition appliquée au cas ol (E,ﬁ) est L'hypertas associé

r il
4 une relation d'équivalence de E redanne certains résultats de L12J
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o0
Cette équivalence s'éorit sous la forme , ol Py est L'égalité,
L

Pons est la fermeture transitive de Pons ot Po, e8t définie par :

(x p2ny) <=> (x Pop_q¥s Ou il existe a € D tel que a x pzn_1ay)
On montre par récurrence sur n que chacune des équivalences fn est plus fine
que 0.

c.q.f.d.
] "
4)-Classes modulo une équivalence appartenant & Fr U.]?: U r

Soit A wun complexe D de F. Quelles sont lLes conditions qu'il doit

vérifier pour qu'il, soit une classe modulo une équivalence appartenant selon
] "

le cas a . Nous allons indiquer sommairement comment on peut

r’Jr’/ r
résoudre ce probléme qui a été étudié par plusieurs auteurs.[14],[17,[26],
[32]

1 - Cas des équivalences quasi-fortement - compatibles

Ce cas est Le plus important car les résultats qui Lui sont relatifs
peuvent 2tre appliqués aux équivalences réguliéres ou simplifiables de D
(ou de H) Laissant éventuellement indivisibles certains complexes. (Nous ne
donnerons cependant aucune applicatien de ce genre, car il n'y a aucune
difficulté & le faire).
Progosition 9

si (&, ) est plein, pour que A soit une classe modulo une équivalence de

, iL faut et il suffit que L'on ait :

veeis,er, e(x) N A £& => o(x)c A
AL ej, 8(A) N A#8 —=> 0(h)C A.
Démonstration

Dans un sens c'est évident. Supposons les conditions de La proposition

vérifiées. Nous définissons sur E une équivalence , ©n posant

(x ﬁA y) <> (A"g.x = 2y ¥)-

A 2
D ~
On vérifie sans peine que A€ F;, et que A est une classe modulo ﬁA'
c.q.f.d.
Nous allons maintenant examiner lLe cas général (oh(E,éﬁ ) n'est pas forcé-
ment plein). IL est en effet bien connu que les conditions de la propositien

précédente ne sont pas suffisantes pour que A soit clausse modulo un élément

1
de .(Elles ne le sont pas, par exemp.e, dans lLe cas ol (E,JB ) =

(0, R .[14]
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Notations

1
Nous désignerons par Pa le plus fin élément de :] r qui laisse indivisible A.

(pA peut 8tre construit par le procédé de la proposition 5). On a la
Proposition 10

!
Pour que A soit une classe modulo un élLément de jfr, il faut et il suffit

que sature A.
que p, savure -

On peut par exemple appliquer cette proposition pour déterminer une condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu'un complexe de H ou de D soit classe
modulo une équivalence simplifiable d'un c6té (laissant éventuellement cer-
tains complexes indivisibles).

2 - Cas des équivalences fortement i - compatibles

Proposition 11

Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

"
a) A est une classe modulo un élément de ?f,. .
[ n
b) A est une classe modulo un élément defr. Il existe un élément deJl -

qui laisse A indivisible.

”n
c)_&A € ! nr_Py s8ture A.
Proposition 12

"
Pour que A soit classe modulo un élément defr, il faut et il suffit que

Les conditions suivantes soient réalisées :

ve € D, x€ E, a(x) N A £8 => o(x) < A.
e €, 0(A) N A £% —> a(A)c Al
va, b€ A, 8 e, s€o(a), t €0(b) => s0 t.
ve €P , x € E, s €0(x), t € 0(x) = s0 t.

Les conditions écrites $tant trivialement nécessaires, indiquons comment
on peut montrer qu'elles sont suffisantes.
z 3 s z ) ! '
Nous définissons une équivalence ‘%A’ en posant xﬁA y 8i lLes conditions
suivantes sont satisfaites :
Vo € s 8(x) c A&> o(y) c A
Ve € ’ s € 06(x), t €0(y) => s0t.
1
IL est immédiat que A est cLasse_mod?o .
1 ] " A 1 L
On aﬁAE O. Pour montrer quexA € 0 il suffit d'établir que ﬂﬁ. Efr.
Ceci est immédiat.
c.q.f.d.

Remarque
AL LA "

”
Si A est classe modulo un élément de ]’r, L'ensemble des éléments de fr

!
qui admet A comme classe est L'intervalle fermé [PA’i A]' (On retrouve
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ici un résultat classique en théorie des demi-groupes [14]).

3 - Cas des e'quivaLencesﬁ— compatibles

Le résultat suivant est immédiat.

Pour que A soit une classe modulo un élément de .F: il faut que L'on ait
¥o Ej,a,bEA, 8(a) N A£8 => o(b) N A£a.

L) eﬁ,aeA, p(a) c A =—> 6(A) < A.

Ces conditions ne sont pas suffisantes dans le cas général. Elles lLe sont
toutefois Lorsque (E,m) est L'hypertas (F, {6 }) associé & une équivalence
o définie sur un ensemble F.(voir exemple a) p. 13 :

Nous avons déja vu que les équivalences {Op} - compatibles sont celles qui
commutent avec p.

Le fait que Lles conditions précédentes soient nécessaires et suffisantes se
traduit par le résultat suivant :

Pour qu'un complexe B de F soit classe modulo une équivalence qui commute

avec p, il faut et il suffit que B soit saturé modulo p, ou ne contienne

aucune classe modulo p.

Revenons au cas général. On a la
Proposition 13

A est une classe modulo un élément de ]"t si et seulement si A est indi-

visible modulo le plus grossier élément de ‘Fr’ plus fin que L'équivalence

définie par la partition A, E - A.




28

Chapitre III.

Parties remarquables de E

Dans ce chapitre, A désigne une partie fixée de E.

1 - Idéaux et parties consistantes

Définitions

A est dit

un £ - idéal, si %AE A

m- consistant, si $(x) NAZL & =>x €A

On a immédiatement Les résultats suivants :

A est un i-— idéal si et seulement si E - A est z- consistant

A est un a— idéal si et seulement si A est g' - consistant
L'ensemble des m- idéaux de E est un sous-treillis complet de ?(E).
Exemples

Soit S un demi-groupe,ou un demi-hypergroupe, (la Loi de composition est

notée multiplicativement).

Soient M wune partie multiplicativement fermée de S, et B ‘une partie de
S.

B est dit un M-idéal & droite si B M < B.

Les M-idéaux a droite de S sont les ﬁM --idéaux.

- idéaux, les 72” - idéaux, Lles

On interpréte de La méme maniére les g]ﬁ
%M - idéaux.

D'autre part, B est dit M - consistant a gauche si
XMNB#£ & => x€ B.

Les parties M - consistantes & gauche sont celles qui sont ﬁm - consis-

tantes.

On interpréte de méme Les partiesoZM - consistantes, etc.

Dans le cas particulier ou M = S, ces définitions se simplifient :
LesﬂM - idéaux (resp. y - idéaux) sont appelés idéaux a droite(resp. &
gauche) de S.

Un idéal & gauche et & droite de S est appelé idéal bilatére de S.(Les
idéaux bilatéres de S sont les 773- idéaux).

D'autre part, les m1 - idéaux de S sont lLes parties B de S, telles que
S BS C B. De telles parties sont appelées idéaux médians de S.
(terminologie de P. Grillet). (7]

Les parties M- consistantes (J:'esp.ozM - consistantes) sont dites
consistantes & gauche (resp. a droite).
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s

Une partie consistante & gauche et & droite est dite consistante.

2 - Parties nettes et génératrices

Définitions
on appelle SD- résidu de A la partie
= ®e -
W, = {x € E tels que Aﬁ. X = §}.
WA est un 2,- idéal.
Cette notion s'interpréte aisément Llorsque (E, j) est L'un des hypertas
(D,ﬂ), (H,m), etc, Ainsi, le 3— résidu d'une partie B de D est

L'ensemble

L ={x € D tels que x D < D - B}.

W. est appelé Lle résidu & droite de B.[9]

B
Revenons au cas général
A est dit :
ﬁ--net si \VA = &, autrement dit si
Vx € E, s Dxnat s
i - net de premiére espéce si1
¥x € E, 3 €SP tel aue o(x) < A
$ - fortement net si
Vx,y € E, d0, 0 ed tels que 6(x)N A4 #£ 8,0 00'(y) N A£4s.
Enfin A est dit g- générateur de E ( z-générateur, s'il n'y a pas
de risque d'ambiguité) si E = &b A.
Exemples

a) Soit S wun demi-groupe, ou un demi-hypergroupe dont M est urme partie
multiplicativement fermée. Une partie B de S est dite s

M-nette & droite si ¥x € 8, WMNn BE @,

M-génératrice a droite si S = BM.

Les parties M-nettes a droite(resp. M-génératrices a droite) sont celles
qui sent iu - nettes. (resp. xM_ génératrices).

On interpréte de méme les parties oﬁM- nettes,ogM—génératrices., etc. Dans
le cas particulier o M = S, ces définitions se simplifient :

Les parties ﬁM' nettes (resp. - nettes) sont dites nettes a droite[9]
fesp. & gauche). Une partie nette & droite et & gauche est dite nette.
D'autre part, les parties %1 - nettes de S, sont les parties B de S qui
sont telles que 3

¥x € S qu, v € S tels que uxv € B.
De telles parties sont dites médianement nettes. (¥ous suivons la termino-

Logie de P. Grillet [17], et non celle de R.Croisot [5 ] qui parle dans ce
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cas de partie bilatérement nette).

Toujours dans le cas M = S, les parties ‘ﬁM -~ génératrices (resp.gt7

o géné-
ratrices) sont dites génératrices & droite (resp. & gauche). Une partie
génératrice a4 droite et & gauche est dite génératrice.

Enfin les parties B de S, ’WZ1 - génératrices vérifient S = S B 8.

De telles parties sont dites médianement génératrices.

b) Les parties B de D qui sont 5%— fortement nettes sont celles qui
sont fortement nettes a droite (1).
c'est-a-dire qui vérifient :
VYx,y € D, da, b€ D tels que xa € B, y ba € B.
¢) Si B = D, nous posons
rad B= {x € D tels qu'il existe m entier positif vérifiant xm € B}
§n) {x € D tels qu'il existe y € B vérifiant x = y" },
(n entier positif fixé).
B est ﬂp— nette (resp.iFL génératrice) si et seulement si
D = rad B. (resp. D = G B(”)),
d) Supposons D ordongz1 (par =).
Une partie B de D est dite :
pseudo-nette a droite si ¥x € D, Hy € D, a € B tels que xy s a.
pseudo-génératrice a droite si Vx € D, dy € D, a € B tels que a y < x.

Les parties Ré - nettes (resp. ‘é - Génératrices) sont celles qui sont

pseudo-génératrices a droite (resp. pseudo-nettes & droite).
e) On vérifie enfin que les parties nettes de D sont celles qui sont OZ -
nettes de premiére espece.

3 - Parties fortes ou présentes

Définitions

A est dit :

%-fort si A."XQA .-.y £ ¢ => A.a'x = A.‘cy .
= 2 ? 3 D

gé-présent si xoé',A N y;b"A £ @ :T—>x.:$"A = y;b.'A .

Les parties jﬂ- fortes sont celles qui sont jﬁ - présentes.

Exemples

a) Une partie B de D est dite :

22522[9] si xu€B,yu€B, xvEB=> yveDB

médianement forte [17] si uxw € B, uyv € B, u' xv' € B=>u'yv' € B

présente & droite si u BN v B £ & =>uB = vB.

(1) Cette notion a été introduite par R.Desq.[ 6 ]
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Les parties i— fortes (resp.du;— présentes) sont celles qui sont fortes.
(resp. présentes a droite). »

Les parties ("l1 - fortes sont celles qui sont médianement fortes.

b) Une partie B de H est dite :

forte a droite si

(x*eFx 2 uINBAS, (xp*uitx *vINBAS, (¥ *olyp*u)NBA => (yo*.u¥y *v)N B £ &
(Contrairement & ce qui se passe dans le cas des demi-groupes, il y a ici
deux notions distinctes, celle de force & droite et celle de force & gauche).

présente & droite si
(ull""...""un * B) N (v

*, % * %y * B = W, ey #
g Few* v B);é@=>u1 efu * B o= v, Foov ¥ OB,

Les partiesaﬁ'- fortes (resp.j- présentes) sont celles qui sont fortes a
droite (resp. présentes & droite).

4 - Parties complétes

Définitions

A est dit g-compLet si

voed , x € E, 6(x) N A4e => o(x) < A.

Nous désignons par g L'ensemble des parties $ - complétes.
Exemples

a) Si 8 est la fermeture associative [20] associée & G, Les parties {8} -
comp Letes sont celles qui sont associatives.

b) Les parties a - complétes de H (qui sont aussi les parties X- complétes)
sont les parties B qui vérifient :

x1*...* x, NB#I=> x, *, L x < B.

De telles parties sont dites complétes dans H.[ZOJ

c) A est $' - complet si et seulement si on a

veeﬁ,xe E, a(x) No(4) £& => x¢€ A.

d) Toute classe modulo une équivalence quasi-fortement %- compatible, est
une partie .% - compléte.

Remarque

Lorsque (E,%) est plein, la notion de partie o% - compléte permet de con:;-
truire lLe plus fin élLément de ; Plus précisément, soit p L'équivalence
définie sur E par

(xp y) <=> (Va¢ , X € A<=>y€ A

p est la plus fine équivalence fortement i - compatible.

5 - Parties parfaites

A est dit D - parfait si

Ya, b € A, As,a 0 As,b £ 8.
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Exemg Les

Soit B une partie de D

B est ﬁ - parfaite si et seulement si on a :
va,b € B, Be'a NB o b #£ 3.

(B est alors dite parfaite & droite [ 9]).

B est £l - parfaite si et seulement si on a :
Ya, b € B, Hu € D tel que a € u By,b € u B

(B est alors dite bien & droite).
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Chapitre IV

Equivalences principales

Nous désignerons, dans ce chapitre, par A un complexe de E.
Définition

On appelle équivalence $- principale associée a4 A(1), L'équivalence ‘W’A

-

définie sur £ par :

X %A y <=> As'x = Aé-.y.
1

1
(Remarquons que si L'on désigne par ‘ﬂA L'équivalence i - principale

associée & A, on a :

) .
X Yy <=> X *,A = y ., A
‘%A 2 D
Exemples

Soit B une partie de D. On peut associer & B un certain nombre d'équi-

valences. Nous posons :

XﬂB y <= B ,"x = By

x&ﬂ, y <=> B*.x = B', ¥y

(x %y) <=—> (Yu, v € D, uxveE€ B <> uyv € B).
(xZ;3 y) <=—> (Yue€ D, x€ uB<=> y€ uB).
(xBZy &> (Yu€ D, x € BU <> y € BWw ).

On interpréte tout de suite ces équivalences en termes d'hypertas. Par

exemple B

est L'équivalence .% - principale associée a B,[9} é est
L'équivalence x' - principale associée & 3.

On généralise évidemment toutes ces considérations au cas de H.

Dans ce qui suit, nous allons généraliser aux hypertas Les résultats concer-
nant les équivalences principales de D et de H, établis par P.Dubreil [9],
R.Croisot [5] et nous méme. [20]

Proposition 14

Supposons Aﬁ- fort. Alors :

(1) Lorsqu'il n'y a pas de risque d'ambiguité, nous parlons simplement

d'équivalence principale.
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Si WA est non vide, c'est une classe moduLofA, etﬂA est 23- simpli-
fiable sur E - W,.

Ve € $ ’ ;c;')tA y ={e(x)n (E- W{%},%A fe(y) n CE =Wl

En particulier si A estol - net, L, € .

T
T

Démonstration

Soient x, y € E, 8 Gﬁ, ufoa(x)n (E - WA)' v € o(y)n (- WA)'

il existe 9! e:b , tel que 8'(u) N A # 3.

Supposons u et v équivalents modulo %A' Alors 8'(v) N A £ &, et donc
on a

' @6 € A "¢ . xnN Aéo,y. On a donc Aag,x = Ai-. ¥y X et y sont équiva-
Lents modulo ﬁ.

On déduit de La que ﬁA est i- gsimplifiable sur E - WA(En particulier,
si A est $- net,ﬁA est %- simplifiable).

Les autres assertions de la proposition sont triviales ou aussi faciles

4 montrer.

c.q.f.d.

Nous ne ferons que citer Lla proposition suivante, tres facile & établir.
Proposition 15

A étant supposé ﬁ- fort, soit X wune classe (différente de WA) moduLo%A.
Xeat%-fort,etona:ﬁ [ w, < W,.

A X' A X

De plus 31\ et X coincident sur E - WX'

Enfin, si A< X, on a A= X
Proposition 16
Si A est une classe modulo une équivalence R € ‘J;r’ onalR ¢ ﬂﬂ.

Si de plus R est 5- simplifiable, & est % - fort et R coincide avec

% sur E - W, .

Sy sur By
La oD - compatibilité de R entraine L'inégalité R < ?A.

Supposons R ﬁ- simplifiable.
Soient x,y € E, 6 € Ay xN A y. X et y sont équivalents modulo R, donc
aussi modulo xA' et donc Ale,x = A%, y.

D D
A est 5 - fort.
La derniére assertion est trés facile a établir.
c.q.f.d.
Définitions
X € E est ﬁ- net si Le complexe {x} L'est :
(E, D) est dit
injectif si 8(x)Ne6(y) £& = x=1y
transitif si Vx, y € E, 40 €F: y € o x.
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Proposition 17

a) Si A est 3- net, @- fort, @- Barfait,gA est@- compatible,
et L'hypertas (E,@)/\%A = (B, ) est injectif et posséde un
él.ément@’ - net.

b) Soit (E',@’) un hypertas injectif, possédant un élément net, et soit
(f,9) un morphisme de (E;@) dans (E,g) tel que f et @ soient
surjectives. Il existe alors un complexe de E,@- fort,J- net, Q_Z.—

parfait, A', tel que L'équivalence R associde & f soit égale & QA'

Démonstration

Montrons d'abord a).

Il résulte de ce qui précéde que ‘%A est g- compatible et 3— simplifia-
ble. Donc (E,@)/,%A est injectif. De plus A étant @- parfait est
indivisible modulo $A' Soit a® € E° la classe qui contient A. On vérifie
tout de suite que a’ est @ - net.

Montrons b)

IL est clair que R est $- compatible ete.Z- simplifiable.

Soit a° € E',Qz‘° - net. Soit A' = f_1(a’). A' est une classe modulo R.
On vérifie tout de suite que A! estcﬁ— net.
La proposition 16 entraine que R = E

Enfin on établit immédiatement que A' est az— parfait. c.q.f.d.
Proposition 18

a) Si A est Q%— fort et @'— fortement net, 2 est Q- compatible et
(E,@) A est un hypertas transitif et injectif.

b) Soit (E°, &F°) un hypertas transitif et injectif, et soit (f,p) un mor-
phisme de (E,&J ) dans (E'@'), f et @ étant surjectives. R étant alors
L'équivalence associée & f, toute classe A' modulo R, est@- forte et
ez‘- fortement nette, et on a R = .%'.

Démontrons d'abord a).

La proposition précédente entraine que QA est @‘— compatible et@- sim-
plifiable, donc que (E,@)/ s est injectif.

Soient d'autre part x, y € E. Il existe 8,0' € @tels que 9(x)N A #B,
oo'(y)N A#£s

On en déduit immédiatement que (E,@)/%A est transitif.

Montrons maintenant b)

Soient A' wune classe modulo R. La transitivité de (E,Qz') entraine que
A' est 02'- net. La proposition 16 entraine que A! est@- fort et que
R = a1+ Soient x, y € E. IL existe @' e@ tel que f(x) €p(&V(£(y) =
(8 y)). Donc il existe u € 8'(y) équivalent a3 x
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modulo xA"

Soit & € 35 tel que 0(x) N A' £ 3.

On a aussi 8(u) N A' £ &, c'est & dire ® (8'y) N A' £ 8.

A' est ﬁ- fortement net.

c.q.f.d.

Proposition 19

(®, é) étant supposé plein et A, .% - complet, ﬁA est fortement
& - compatible et (1, F)/AR, _est un tas.

Soient x et y équivalents modulo ‘%A’ 0 GQ) , u€ 0e(x), veoly).
Soit 8' € 5 , tel que 8'(u) N A £ 8. Alors, on a 8' @ 8(x) N A £ 3,
donc-8'o 6(y) N A ;é %, ce qui entraine 6'0 8(y) ¢ A. On a donc aussi

8'(v) N A ,1. ¢. 'u et v sont par suite équivalents modulo wA' c.q.f.d.
Des propositions 18 et 19, découle la

Proposition 20

Supposons (E, &) plein :

a) Si A est & - fort, & - fortement net, 5- complet, (E’,s)/&A est

un tas transitif et injectif.

b) Soit (E°, g') un tas transitif et injectif, et soit (f,») un morphisme
de (E,&) dans (E*, &), f et p étant surjectives. R étant L'équivalence
associée & f, toute clagse A' modulo R est & - forte, &5'- fortement
nette et & - compléte, et on a QA' = R.

On peut donner différentes applications des propositions précédentes.
Citons en quelques unes.

a) Groupes homomorphes & D (Résultats de P.Dubreil [9]) (1).

b) Equivalences principales bilatéres de D (Résultats de R.Croisot [5])-
¢) Groupes homomorphes & H [20]

d) On peut appliquer les propositions 14 & 17 a l'hypert&sb(D, .z'). Dans
ce qui suit B est un complexe de D. On montre aisément les résultats
puivants. @

- Si B est présent & droite et si D - DB est non vide, c'est une classe

modulo 3, , et de plus Z, est réguliére a gauche sur DB.

Ce résultat découle de la proposition 14.
- B étant supposé présent & droite, soit X une classe modulo Ty dis-
tincte de D - DB. X est présent & droite, et on & %y S Ly, DX < DB. En

outre EB et z;x coincident sur DX. Si de plus B est contenu dans X,
on & t‘B = ):x et DB = DX.
(Ceci découle de la proposition 15).

1 La questiop 4 upes_homomorph & D a été étudié d'aut
(1) autgurs.l f26j?[§gj.f31]~ momorphes & é étudiée par d'autres



- Soit R wune relation d'équivalence définie sur D, vérifiant i
usRy => T t€ D tel que sRt, y = ut.
Si B est une classe modulo R, ona R < Z:B.
Si de plus, R est réguliére & gauche, B est présent & droite, et
R et I coincident sur DB. (Ce résultat découle de La proposition 16).
- Si B est présent & droite, bien & droite, et vérifie
Bp = g% D = DB = BD

Alors T, est réguliére et o/ %. possdde un élément net.
B B

(Ce résultat découle de la proposition 17).

On pourrait citer d'autres applications des propositions de La théorie
1

générale 3 L'hypertas (D, ot ).

Nous Llaissons au lecteur lLe soin de Le faire.

37
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Chapitre V

Caractérisation de certains hypertas

au moyen de lLeurs équivalences.

Convention

Lorsque nous dirons que $est un groupe, cela voudra dire que $ est un
groupe de bijections.

G. Thierrin [35] & montré le résultat suivant :

Si D est simplifiable, lLes conditions suivantes sont équivalentes :

D est un groupe

Toute équivalence de D simplifiable & gauche est réguliére a gauche

Toute équivalence de D réguliére & gauche est simplifiable & gauche.

D'autre part, P. Lefébvre [26] a établi que,

Pour qu'un demi-groupe stationnaire (1) soit inversé (1), il faut et il

suffit que toute équivalence simplifiable & gauche soit réguliére & gauche.

Nous généralisors dans ce chapitre ces résultats aux hypertas.

Définitions
(E, &) est dit stationnaire si 8(x) N8'(x) £ & => & = o'
D est dit stationnaire & droite [26] si xa = xb =>Vy € D, ya& = yb.

(On définit de meme la stationnarité & gauche : un demi-groupe stationnaire

a4 gauche et & droite est dit stationnaire).

D est dit médianement stationnaire [17] si

uxv = u' xv'= ¥y€ Dy,uyv = u'yv'

(D,{i,) est un tas stationnaire si et seulement si D est stationnaire 3

droite.

Evidemment, on peut interpréter aussi en termes d'hypertas la notion de
stationnarité médiane.

1 - Théorie générale

1
Lorsque $est un groupe, on a fr = 'qu = 7:, et de plus il y a iden=-

tité entre Lles - idéaux de E et Les parties 425- consistantes. Nous

allons établir différentes réciproques de ces résultats.

(1) Ces notions sont définies plus Loin.
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Proposition 21

si (E, é) est plein, injectif, stationnaire, pour que ﬁ soit un groupe,

il faut et il suffit que L'une des conditions suivantes soit réalisée :
Tout P - idéal est g - consistant.
Toute partie & - consistante est un 5 - idéal.

Dans ce cas, (E, & ) est un tas.

Démonstration
Puisque Lle complémentaire d'un J- idéal est g - consistant, les condi-
tions écrites sont équivalentes.
Supposons Lles réalisées.

E est alors 5- consistant, donc E = .ﬁm.
Soit alors X, € E. Il existe 91 € £ , ¥y € E, tel que X, € 31(y).
Soit W Le oﬁ - résidu de (xo}. C'est un ﬁ - idéal de E, donc une

partie ¢$ - consistante. Ona x_ ¢ W car si x/ appartient a on,

o X0
il en est de méme de y, ce qui est absurde.
Donc il existe 65 tel que x_ € 8(x0). On peut écrire 8 o 8(x,)D &xch

L'hypothése de stationnarité entraine que © o0 6 = 0. Soit alors a € E.

Ona ® o98(a) = oa.
L'hypothése d'injectivité entraine que 6(a) = a. 8 = 1g. D'autre part
on a :

xEWy_-—_—>y€Wx.

En effet si y § Wy, il existe 8' € ﬁ tel que x € 9'(y).

Donec 8'(y) N Wy ;é 3 et y € Wy . Cette derniére conséquence est
impossible d'aprés ce qui préceéde.

Soient alors 8, € D, ue 8(xo). On a x, § W, donc u § Wy - Par
suite,il existe 9} € D tel que x, € 83(u) c 83 0 0,(x).

L'hypothése de stationnarité entraine que 92' o 8, = 1E'

1 3 1 —_ _ 1 —_
De méme il existe 93 € $ tel que e5 o © o = 1E' On a 92 = 950 62092_95.
On a donc 1E = eé o 8, = 9, 0 8J

5 est donc un groupe de bijections de E.
c.q.f.d.
N ' z . .
On peut appliquer cette proposition a (E, .25 ). On vérifie tout de suite que
1

(8, D) et (E, D) sont simultanément stationnaires.

!
(B, o ') est injectif si et seulement si (E, D ) est un pseudo-tas.

1
(8, D) est plein si et seulement si, pour tout 8 € 5 , ona 8(E) = E.
(B, &B ) est alors dit surjectif).
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On a alors immédiatement la

Proposition 22
Ssi (E, 3 ) est un pseudo-tas stationnaire et surjectif, aﬁ est un groupe

8i et seulement si tout 5 - idéal est cﬁ- consistant (ou toute partie
& - consistante est un D - idéal).
ProBosition 23

si (E, 5 ) est plein, injectif et stationnaire, les conditions suivantes

sont équivalentes f

est un groupe

J' .
)_‘—_j’

Démonstration
b) —_— a)o
Soit A un 3 - idéal. Nous définissons.sur E une équivalence R, en

posant :
xRy < x,y€4& ou x = Y.
R est $ - compatible donc aussi ﬁ - simplifiable.
Ceci dit supposons que l'on ait 8(x)N A # &. Soient a € B(x)ﬂ A, a' € 8(a).
On a a Ra', donc aussi (puisque R € )x R a. Par suite x € A.
A est $ - consistant. La proposition 21 permet alors de conclure.
c) => a).
Nous supposons que aﬁ n'est pas réduit a {1E} (autrement il n'y a rien &
démontrer).
Montrons tout d'abord que E = U8(E) , et pour cela raisonnons par
5 e
8 # 1y
L'absurde, en supposant qu'il existe u € E, ug¢ U e(E) Soient alors
0 ed
0 # 1p
BE.ﬁ , 8 £ g v eEo(u). (Ona v £u).

Nous définissons sur E une équivalence R de lLa maniére suivante

R est L'égalité sur E - {u,v}, et ona uR v.

R est %- simplifiable, donc R € ;_. Par suite; on a 6(u) El;e(v). On en
déduit aisément u € O(E), ce qui est sbsurde. Donc, ona E = U o (E)

)
e;é1E
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Soit alors un complexe A, ¢:5- consistant. Soit X, € A. IL existe
9 e,‘b , 8 £ g0 et ¥ € E tel que xoge(yo).

(on a x, # y,» car L'égalité x = y  entraine 6 = )

Evidemment Y, appartient & A.

Ceci dit, nous définissons une équivalence R sur E, en posant :

XRy<=>x=y ou x,y € A.

R est 35 - simplifiable, donc R € Jﬂ;. On a d'autre part, x, R ¥, o Donc
si 8'¢€ D , on a aussi 9'(xo) T e'(yo).

Comme 9'(x0) ne peut rencontrer 9'(yo) (car X # yo), on a 9'(xo) c A.
A est un 5- idéal

c.q.f.d.

En appliquant la partie c) de la proposition précédente, on obtient la
Proposition 24

si (E, g) est un ﬁseudo-tas stationnaire et surjectif, ﬁ est un groupe si
1

et seulement si on a = ;ﬁt.

2 - Applications aux demi-groupes

A) Définitions et résultats préliminaires

Définitions

D est dit :

un groupe droit [2] s'il est simplifiable & gauche et simple & droite
inversé si ¥Yx € D, Hx' € D tel que xx' et x'x sont idempotents.

rectangulaire [33],[34] (resp. médianement rectangulaire) si tout complexe

réduit & un point est fort. (resp. médianement fort).

rectangulaire au sens de Kimura [19] si Va, b€ D, aba = a.

un anti-semi groupe & droite [2] si Va, b € D, ab = b.

On peut énoncer un certain nombre de résultats classiques ou évidents.

a) Tout demi-groupe stationnaire (resp. médiannement stationnaire) est

rectangulaire (resp. médianement rectangulaire).

b) Si D est rectangulaire, il vérifie :

Vx,y € D, Ve € D,idempotent, Xey = XY.

Tout demi-groupe inversé vérifiant cette condition est stationnaire.

¢) Pour un demi-groupe idempotent les notions de rectangularité et de rectan-

gularité au sens de Kimura coincident. [19]

Les demi-groupes idempotents rectangulaires sont ceux qui sont produit direct

d'un anti-semi-groupe & droite et d'un anti-semi-groupe & gauche. [19]

d) Les demi-groupes inversés,rectangulaires, globalement idempotents sont

ceux qui sont produit direct d'un groupe et d'un demi-groupe idempotent
rectangulaire. [34], [36]
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e) Les groupes droits sont les demi-groupes qui sont produit direct d'un

groupe, et d'un anti-semi-groupe & droite. [3]

f) Si D est médianement rectangulaire, il vérifie :

¥x, y, y' € D, Ye € D,idempotent, xeyy' = xyy'.

En effet, on a : xeyy' = (xe)y(y') = (xe)(ey)(y') = x(ey)y'.

g) Les résultats f), b), d) entrainent que tout demi-groupe inversé globa-
Llement idempotent, médianement stationnaire, est stationnaire, donc est
produit direct d'un groupe et d'un demi-groupe idempotent rectangulaire.

On voit aisément d'autre part qu'un groupe médianement stationnaire est
abélien.
On a donc le résultat :

Les demi-groupes inversés, globalement idempotents, médianement stationnaires

sont ceux qui sont produit direct d'un groupe abélien et d'un demi-groupe

idempotent rectangulaire.

B) Etude des demi-groupes stationnaires

Nous définissons sur D une relation binaire o, en posant
¥Yx,y € D, X0,y <==> ¥a € D tel que ax = ay.
Le résultat suivant, du & P. Lef&bvre [26], est évident :

Si D est stationnaire, o, est la plus fine équivalence simplifiable & gau-

che de D, et de plus est réguliére, et D/c est simplifiable & gauche
2

et stationnaire a gauche.

Nous désignons par s L'homomorphisme canonique de D sur D/(3 . On peut
lui appliquer le premier théorsme d'isomorphisme de P.Dubreil. [10]
Il vient :

Si D est stationnaire, il existe une correspondance biunivoque entre

L'ensemble des équivalences simplifiables & gauche de D, et L'ensemble des

N

équivalences simplifiables 3 gauche de D/°2.

N

Pour que toute équivalence simplifiable & gauche de D soit réguliére & gau-

che, il faut et il suffit que toute équivalence simplifiable & gauche de
D/02 soit régulidre & gauche,

L'introduction de la relation o5 est justitiee par la

Proposition 25

Si D est stationnaire, c'est un demi-groupe inversé si et seulement si

_D[Oz est un groupe droit.

Démonstration
Sgit a € D, tel que @2(a) soit idempotent, Montrons que a2 L'est auss..
On a a2 o, 8 donc il existe u € D, tel que u a2 = u a, on a donc 33 = a2,

4

et aussi a’ = a .
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Ceci dit supposons que D/o soit un groupe droit. Soit x € D. Il existe

2
x' € D, tel que mz(xx') soit idempotent. Alors xx' xx' L'est aussi. D est
inversé.

Réciproquement supposons D inversé. Soit x,y € D. Il existe x' € D,

tel que x'xx'x = x'x
On a aussi x'xx'y = x'y.
Par suite, on a Qz(y) = ¢2(x) 92(x'y). D/c2 est donc simple & droite,

et est un groupe droit.
c.q.f.d.

C) Etude des demi-groupes médianement stationnaires

Nous définissons sur D wune relation binaire o en posant :

3

xo0, y <> da,b € D2 tels que axb = ayb.

3
Si D est médianement stationnaire, il est clair que L'on a x o3 y 8i et
seulement si onauxv=uy v, quelque soient u, v € D2. Donc dans ce cas,

o est une équivalence.

gn vérifie sans peine que c'est méme la plus fine équivalence. simplifiable
et réguliére de D.

Nous notons ¢3 L'homomorphisme canonique de D sur D/o,. IL découle
immédiatement du premier théoréme d'isomomorphisme de P.Dubreil [10] le
résultat s

Si D est médianement stationnaire, il existe une correspondance biunivoque

entre L'ensemble des équivalences simplifiables de D, et L'ensemble des

équivalences simplifiables de APZQB.

Pour que toute équivalence simplifiable de D soit régyliére, il faut et

il suffit que toute équivalence simplifiable de D/o3 soit réguliére.

Si enfin, toute équivalence simplifiable & gauche de D est réguliére &

gauche, alors toute équivalence simplifiable & gauche de D/o3 est réguli&e

4 gauche.
L'introduction de L'équivalence o3 est justifiée par la
Proposition 26

Si D est médianement stationnaire, c'est un demi-groupe inversé si et

seulement si ;ybz est un groupe.

On montre aisément que si a est un élément de D, a? est idempotent dés
que ¢3(a) l'est. On en déduit tout de suite que D est inversé Lorsque
D/o3

Pour montrer la réciproque considérons un idempotent e de D.

est un groupe.

Si x € Dy,onas: exe=-e(ex)e = e(xe)e. On a done x O3 © X, X 03X °'?§@
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eat un élément neutre de D/c .

On conclut tout de suite.

c.q.f.d.

D) Utilisation des prepositions 21 & 24.
Proposition 27

Si D est stationnaire & gauche et simplifiable & gauche, lLes conditions

suivantes sont équivalentes :

a) Tout idéal 3 gauche est consistant a droite.

b) Toute partie consistante & droite est un idéal & gauche.

¢) Toute équivalence régulidre & gauche est simplifiable & gauche.

d) Toute équivalence simplifiable a4 gauche est réguliére & gauche.

e) D est un groupe droit.

(o, ;t;) est un tas stationnaire et injectif. Les propositions 21 et 23
entrainent que les conditions a), b), ¢), d) sont vérifides si et seulement
si est un groupe de bijections. On établit aisément que ceci est
réalisé si et seulement si e) L'est.

Proposition 28

Si D est stationnaire & gauche et simple & droite, les conditions a), b),

c) et e) de la proposition précédente sont équivalentes.

(o, ;ﬁ) est un tas stationnaire et surjectif ; il suffit de Lui appliquer
les propositions 22 et 24.

Proposition 29

Si D est simplifiable, c'est un groupe si et seulement si une des condi-

tions a), b), c¢), d) de la proposition 27 est vérifiée.

Cette proposition, qui est une conséquence immédiate de la proposition 27,
contient en particulier les résultats de G.Thierrin [35] cités au début du
chapitre. Venons en maintenant au résultat mentionné de P. Lefébvre : [26]

Proposition 30

Si D est stationnaire, c'est un demi-groupe inversé si et seulement si

toute équivalence simplifiable & gauche de D est réguliére & gauche.

D étant inversé si et seulement si D/cz est un groupe droit, et DAU
2

étant stationnaire a gauche et simplifiable & gauche, cette proposition est

une conséquence d'un résultat de la partie B).et de La proposition 27.

c.q.f.d.

ProEosition 31

Si D est médianement stationnaire, alors

a) Si toute équivalence simplifiable & gauche de D, est réguliére & gauche,
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D est inversé.

b) Si D est inversé, toute équivalence simplifiable de D est réguliére.

La démonstration est immédiate, compte tenu des propositions 26 et 29, et
des résultats de lLa partie C). v

Nous allons, pour terminer ce chapitre, donner quelques compléments & la
proposition 30.

IL est clair que si D est stationnaire, et si chacun de ses idéaux &
gauche est consistant & droite, D est alors inversé (car D/'o2 vérifie
une condition analogue, donc est un groupe droit). Par contre, tout demi-
groupe stationnaire et inversé ne posséde pas cette propriété. Cherchons
a4 caractériser Les demi-groupes inversés et stationnaires dont tout idéal
a4 gauche est consistant & droite.

Lenmme

a) Si tout idéal i gauche de D est consistant & droite, D est globale-

ment idempotent, et vérifie la condition
ua = ub ==> b € Da U{a} (c,) (1)

b) Si D est stationnaire, inversé, et vérifie (02), chacun de ses idéaux

4 gauche est consistant a droite.

a) est évident, montrons b).

Soit I wun idéal & gauche de D. D/c2 étant un groupe droit, ¢2(I) est
consistant 4 droite. IL en est de méme de ¢£1 ¢2(I).

Mais la condition (02) entraine I = ¢51 0,(I).
Proposition 32

Si D est stationnaire et inversé, Les conditions suivantes sont équiva-

Lentes :

a) Tout idéal & gauche est consistant & droite
») (c, )

c) D2 = D

d) Tout idéal a droite est consistant & gauche

e) (C1 ).

Lorsque L'une de ces conditions est vérifide, D est complétement simple(2)

(1) Nous notons C, la condition :
au = bu ==> b € - ad U{sa}
Ces conditions ont été introduites par P.Lefébvre [26].
(2) La notion de demi-groupe compldtement simple a été définie et étudide

par D.Rees. [30].
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Démonstration

Le Lemme précédent montre que a) est équivalent & b) et entraine c¢). D'autre
part si D2 = D, D est produit direct ‘d'un groupe et d'un demi-groupe
idempotent rectangulaire (cf. p. 30). On montre aisément que D vérifie
alors (02 ) et est complétement simple (2)

On conclut alors aisément. c.q.f.d.

Autre application de la théorie générale : Le groupe de Schiitzenberger
d'une %- classe.

J.A. Green a défini [15] sur D une relation d'équivalence qu'il note

% , de la fagon suivante : deux éléments de D sont équivalents modulo
% s'ils engendrent les m@mes idéaux & gauche et & droite.
Soit alors A une 96- classe (c'est-a-dire une classe d'équivalence
modulo .
Soit T(A) ={t € "{ tAts At . ('1‘)' est le demi-groupe D auquel on
adjoint éventuellement un élément neutre.)
Pour tout t € T(A), soit v, L& restriction a A de la translation &
droite définie par +t. Désignons par TI'(A), L'ensemble des Py (t € T(4)).
On voit sans peine (en utilisant par exemple lLe Lemme de Green [15]) que
(A, T(4)) est un tas stationnaire, injectif et que toute équivalence I'(A)-
compatible de A est TI'(A) - simplifiable.
Donc, en vertu de la proposition 23, I'(A) est un groupe.
Ce résultat a été établi directement par M.P. Schiitzenberger.(voir par
exemple [3]).
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Chapitre VI

Comp Lexes ﬁ - nets minimaux. Applications

L'étude des complexes nets minimaux d'un demi-groupe inaugurée par P.Dubreil
[11], a été poursuivie par P.Lefébvre. [26 |
Dans ce chapitre nous généralisons cette étude aux hypertas (cette structure
parait 8tre le cadre le plus naturel).

L'intérét d'une pareille généralisation est multiple. D'une part elle permet
de retrouver Lles résultats de P.Lefébvre, d'autre part elle permet L'obten-
tion de résultats nouveaux, ceci soit directement (par exemples, résultats
concernant les demi-hypergroupes), soit indirectement en utilisant L'hypertas
inverse.

Définitions

Un comp lLexe a- net (resp. j - générateur) de E est dit ﬁ- net minimal

(resp. é- générateur de E minimal, ou 5- générateur minimal s'il n'y

a pas d'ambiguité) si c'est un élément minimal de la famille des complexes
D - nets (resp. D - générateurs) de E.

Un ;a— idéal propre de E est dit minimal (resp. maximal) si c'est un

élément minimal (resp. maximal) de L'ensemble des ;ﬁ - idéaux propres de E.

Nous convenons en outre que lorsqu'il n'existe pas de §6 - idéaux propres,

E est a la fois un m- idéal minimal et maximal.

On voit sans peipe qu'un complexe de E est un ;5 - idéal minimal si et

seulement si son complémentaire est un 251— idéal maximal.

Les définitions données ici s'appliquent tout de suite aux cas des demi-

groupes et des demi-hypergroupes et fournissent entre autres Les notions

de complexes nets d'un cdté minimaux, de complexes médianement nets minimaux,

etc. Nous n'insistons pas.
p
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1) - Complexes $ - nets minimaux et 25- générateurs minimaux

La proposition suivante généralise un résultat de P. Dubreil |11]
Prozosition 33

Pour qu'un complexe K de E, 25- net (resp. 5 - générateur de E) soit
_g- net minimal (resp. ﬁ - générateur minimal), il faut et il suffit que

L'on ait :

Yk, k' € K, ke Pk = k=x'.
On peut manifestement se borner au cas ot K est 5 - net.
Si K vérifie la condition écrite, pour tout k € K, K - {k} n'est pas
ﬂ- net, donc K est 3— net minimal.
Réciproquement supposons K ﬁ- net minimal et soient k et k' € K
tels que k € @ k'« K - {k'} n'étant pas g- net, il existe
u€ E tel que &5 u ne rencontre pas K - {k‘j. K étant cﬁ- net,
k' appartient donc a ﬁu, et il en est de méme de k. On a nécessairement
k = k'.
c.d.f.d.
Corollaire 33 - a
a) Si K est s- net minimal et si k' € K, on a :
y€ Drx=—> k € Dy.
b) Si L est S - générateur minimal et si k € L, ona:
k € By—> y ¢ D x.
5) est une conséquence de &), moyennant un passage & L'hypertas inverse.

Montrons a) :
Soit y € ﬁk. Soit k' € my N K. On a k' € zk, donc k = k'.

Progositi on 34

a) S'il existe un complexe g— net minimal, tout complexe 5- net contient

un comp Lexe x- net minimal.

b) S'il existe un complexe S- générateur minimal, tout complexe - géné-

rateur contient un complexe - générateur minimal.

b) est une conséquence de a). Montrons a).

Soient K wun complexe ﬁ - net minimal, A un complexe 3 - net. A tout

k € K, nous associons un élément Lk de A N %k.

On définit ainsi une application h de K dans A, en posant pour tout

k € K, h(k) = e € n(A).
(k' € K) telsque L, € Di.oma L, € Hrn D

Soit alors k"€ &L N K. Ona k=k"=k', et dono L, = L, = h(k) = h)
H(A) est donc o - net minimal

h(k) est manifestement - net. Soient L., L,

c.q.f.d.
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Pour faire L'étude des complexes g - nets minimaux, nous donnons les
définitions suivantes (suggérées par la proposition 33 et Le corollaire
33 - a).
Un complexe A de E est dit §5 - Libre (1) si
Ya, b € A, a€ J5k:’ => a = b.
Les complexes 5 - nets minimaux ou $ - générateurs minimaux sont Qf-
libres.
IL est naturel d'étudier les complexes %- Libres maximaux.
Pour cela nous donnons la
Définition
L'hypertas (E, &5 ) est dit vérifier L'axiome d'échange si
ce Bro>ye Scu 1.
(IL est clair que (E, % ) vérifie L'axiome d'échange si et seulement si
(E, D) Le vérifie.)

Proposition 35

Pour que (E, ﬁ ) vérifie L'axiome d'échange, il faut et il suffit que E

soit réunion de ses S- idéaux minimaux.

La démonstration est évidente. On montre sans peine que si E vérifie
L'axiome d'échange, Le Q- idéal é25xu {x} est minimal.

Proposition 36

Supposons gque (8, %l vérifie L'axiome d'échange.
a) Tout compl xe de E, oﬁ-— Libre est contenu dans un complexe o%- Libre

maximal ; celui-ci a m@me cardinal que L'ensemble des & - idéaux minimaux
de E.

*b) Supposons en outre que pour tout x € E, gx soit non vide, et soit A

un complexe.de E. Les conditions suivantes sont équivalentes. :

A est $_ Libre maximal.

A est 35- net minimal

A est &B- générateur minimal.

Démonstration
Montrons a).
Nous définissons sur E wune relation d'équivalence en posant :
X ~ Yy<=>yE€ gxu {X} .
Il est immédiat que les classes d'équivalences sont Les - idéaux minimaux
de E.
On voit d'autre part qu'un complexe est 5- libre (resp. 5- Libre
maximal) si et seulement s'ilrencontre chaque classe d'équivalence en au

(1) Cette notion est invariante par passage a4 lL'hypertas inverse. A est ﬁ -

libre si et seulement si c'est un complexe '-Llibre.
4
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plus un point (resp. exactement un point). On conclut tout de suite.

La partie b) de la proposition s'établit sans difficulté.

c.q.f.d.

Nous passons maintenant au cas général.

Nous désignons par ¥ La réunion des ﬁ- idéaux minimaux de E. On voit

sans peine que L'on a :
2={xEE:y€3x=>x€§yU{y}}.

Le corollaire 33 - a entraine donc que tout complexe - net minimal est

contenu dans X.

L est un &- idéal (éventuellement vide), par suite on peut parler de

L'hypertas (%, g ) 3 il vérifie, bien sfir, L'axiome d'échange, et donc on

peut appliquer la proposition %6. Par suite, tout complexe de %, ;— Libre,

est contenu dans un complexe &- libre maximal (1) ; Le cardinal de ce

dernier complexe est égal & celui de L'ensemble des x— idéaux minimaux

de E.

Théoréme 37

Supposons que pour tout x € E, gx soit non vide.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) £ est un complexe de E, & - net.

b) IL existe un complexe de E, & - net minimal.

¢) Tout g - idéal de E, propre contient un &S_ idéal minimal.

Dans ce cas les complexes & - nets minimaux de E sont lLes complexes

de I, g - Libres maximaux.

Démonstration

b) => a).

Soit X un complexe de E, ‘%- net minimal. KX est contenu dans T.

¥ est donc ﬁ— net.

a) =—> b).

Soit K wun complexe de I, 5— Libre maximal. Montrons que K est un
complexe 5- net minimal de ®.

Soit x € E. Soit y € ﬁ xNT. 8% y€ K, XU y} est un complexe
de T contenant strictement K donc non ﬁ- libre. Par suite Sy N K # @,
et de méme 3xﬂ K # 3.

(1) Un complexe de I, - libre, maximal est un élément maximal de

L'ensemble des complexes de T, 3- Libres.
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Supposons maintenant y € K. Alors $x N K contient y, donc est non
vide. X est donc ﬁ- net, et étant g- libre, est 5- net minimal.
a) ==> c¢)

Soit L wun oﬁ- idéal propre. ¥ étant j- net, rencontre L, et par
suite, il existe un 3- tdéal minimal M rencontrant L. Bien sfir, on

a M c L

c) => a)

Soit x € E. 5){ contient un o%- idéal minimal M, donc rencontre ¥.
Nous avons donc démontré que a), b), ¢) sont équivalentes, et nous avons
établi en cours de démonstration que tout complexe de %, cﬁ‘ libre maxi-
mal est g - net minimal dans E. La réciproque s'établit immédiatement.
(On voit méme qu'un complexe ; - net minimal de E est un complexe de T,

$- libre, qui n'est contenu strictement dans aucun complexe de E, g -
Libre, (2).
c.q.f.d.
Corollaire 37 .- a

Tout complexe 5 - net minimal de E a méme cardinal que L'ensemble des

& - idéaux minimaux de B,

Corollaire 37 - Db

S'il existe des complexes 5- nets minimaux de E, les complexes de E

qui peuvent &tre plongés dans un complexe & - net minimal sont les comp Lexes
de_%, SB- libres.

Corollaire 37 - ¢

Soit R la réunion supposée non vide des complexes B - nets minimaux de

E. Ona R = E.

Nous allons maintenant appliquer les résultats obtenus & L'hypertas inverse

€ &'

Nous désignons par T' La réunion des 5' - idéaux minimaux de E, par W

I'intersection des ﬁ - idéaux maximaux de E.
S'il existe des g- idéaux propres de E, ona .f' = E - W.
On voit d'autre part tout de suite que L'on a :
! ={x€E : x € _ﬁy => y € ij {x}}
Le corollaire 33 - a entraine donc que tout complexe 5- générateur

mnimal de E est contenu dans §'.

(2) Donc est un complexe J- libre maximal de E.
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Le théoréme 37 entraine immédiatement le
Théoréme 38

Supposons que L'on ait E = ﬁE

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
a) E = Px'.

b) IL existe un complexe 3- générateur de E minimal.

c) Tout cﬁ— idéal propre de E est contenu dans un eﬁ— idéal maximal,

Dans ce cas les complexes 55— générateurs minimaux de E sont les com-
plexes de §', J - lLibres maximaux.

Corollaire 38 - a

Tout complexe &' - générateur minimal de E a méme cardinal que L'en-

semble des 5 - idéaux maximaux de E.

Corollaire 38 - b

S'il existe des complexes 5 - générateurs minimaux de E, les complexes

de E qui peuvent &tre plongés dans un complexe J- générateur minimal

de E sont les complexes de §', 3B - Libres.

Corollaire 38 - ¢

Soit R' la réunion supposée non vide des complexes 25- générateurs

minimaux de E.

Ona R' = %',

Applications des résultats précédents

N (E&) = (o, R).

¥ est dans ce cas la réunion des idéaux & droite minimaux. Il est bien
connu que 8i % est non vide, c'est un idéal bilatére de D, donc un
comp Lexe at - net (c'est-a-dire net a droite).

Par suite pour qu'il existe des complexes nets & droite minimaux, il faut
et il suffit que D contienne des idéaux & droite minimaux. De tels
comp lexes sont équipotents & L'ensemble des idéaux & droite minimaux de D.
La théorie fournit des résultats de P.Lefebvre[26] concernant Les complexes
nets d'un cdté minimaux de D. l

Notons que lorsque D est compact ou artinien & droite, il existe des
complexes nets & droite minimaux. (Pour le cas compact, nous renvoyons par
exemple & L'exposé de P.Grillet et A.Gérente [18]).

2) (5, ) = (H, &).

L'existence d'idéaux & droite minimaux n'entraine pas, en général, celle
de complexes nets & droite minimaux. En effet, la réunion des idéaux a
droite minimaux de H n'est pas nécessairement un idéal bilatére de H.

(IL en est pourtant ainsi, comme nous le verrons au prochain chapitre,
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lorsque quelque soit L'idéal a droite de H, L, on a

* * — * »
X, * .o *x N L & => X, * oo *x cL).

Pour qu'il existe des complexes nets & droite minimaux de H, il faut et

il suffit que tout idéal & droite propre de H contienne un idéal & droite

minimal. Le cardinal de tels complexes est égal & celui de L'ensemble des

idéaux & droite minimaux de H.

5 (B @) = (B ®).

Ici La théorie permet de généraliser au cas de H des résultats de

P.Lefebvre concernant les complexes médianement nets minimaux de D.

Plus précisément, on voit que H posséde un complexe bilatérement net
minimal K, si et seulement si tout idéal médian non vide de H contient
un idéal médian minimal ; et K est équipotent & L'ensemble des idéaux
médians minimaux de H. Or cet ensemble possede au plus un élément. (Car
deux idéaux médians non vides contiennent leur produit qui est un idéal
médian non vide.

On en déduit aisément Le‘résultat suivant :

Pour que H posséde un complexe médianement net minimal K, il faut et

il suffit qu'il contienne un idéal bilatére minimum. Dans ce cas, K est

réduit & un élément.

Dans le cas particulier oh H est abélien (1), et posséde un complexe net
minimal, ce dernier résultat entraine L'existence d'un élément net ; On voit
sans peine que H posséde alors un idéal qui est un hypergroupe. On a donc
établi que :

Tout demi-hypergroupe abélien qui posséde un complexe net minimal contient

un idéal qui est un hypergroupe.

Ce résultat a ét€ établi par P.Lefébvre dans le cas particulier oi H est
un demi-groupe.[26]

Un demi-groupe qui posséde un idéal qui est un groupe est dit un
homogroupe. [35]

On sait depuis G.Thierrin qu'un demi-groupe abélien fini est un homogroupe.
(35]

4) (&, &) = 0,P).

Citons un des résultats que la théorie permet d'obtenir dans ce cas.

Deux complexes de D admettant D pour radical, et minimaux pour cette

condition sont équipotents.

5) (8,8) = 0, %) o (&D) = @, ).

Nous laissons au lLecteur le soin d'obtenir les résultats relatifs a ces cas.

(1) c'est-a-dire vérifie x * y = y * x, pour tous x, y € H.
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]
6) (5, &) = (1, K.
La théorie générale fcurnit le résultat suivant :

Pour que H possede un complexe générateur & droite minimal 9 il faut et

il suffit que L'on ait H * H = H, et que tout idéal & droite propre de H

soit contenu dans un idéal & droite maximal. Dans ce cas, tout complexe

générateur & droite minimal de H est équipotent 4 L'ensemble des idéaux

IS

& droite maximaux de H.

On particularise tout de suite ce résultat & D.

Notons qu'il existe des complexes générateurs & droite minimaux lorsque D
est compact [18] ou noethérien & droite et que D2 = D. Il en existe aussi
lorsque D est réunion de ses idéaux & droite minimaux.

(Nous consacrons un paragraphe spécial a ce cas).

Donnons quelques résultats supplémentaires lorsque H est remplacé par D.
L'application du théoréme 38 au tas (D, 3%, ) entraine que

Si D = D2, pour qu'il existe des complexes générateurs & droite minimaux,

il faut et il suffit que pour tout x € D, il existe a € D, tel que x €aDd

et que L'on ait :

On peut appliquer ce résultat a un cas particulier.
Soit D' wun demi-groupe réunion de groupes, dont les idempotents commutent.
On définit classiquement [3] une relation d'ordre sur L'ensemble des
idempotents de D', en posant si e et f sont deux idempotents

e € f<==> ef = e.
On déduit alors aisément du précédent résultat que

D' contient un complexe générateur d'un c6té minimal si et seulement si

chacun de ses idempotents est inférieur & un idempotent maximal. (L'ordre

étant celui défini plus haut).

Dans ce cas, L'ensemble des idempotents maximaux de D' est un complexe

générateur a gauche et & droite ninimal.

Remarque

On voit facil ement que si D' posséde un idéal d'un cdté minimal, il n'en
posséde qu'un.

7) Supposons que D soit simple et posséde des idéaux & droite minimaux.

On sait [2] qu'alors tout idéal & droite de D (donc D lui-méme) est
réunion d'idéaux & aroite minimaux. Par suite, le tas (D, 55») vérifie L'axio-
me d'échange, et en vertu de la proposition 36. D possede un complexe qui
est simultanément net & droite minimal et générateur & droite minimal. Par

suite, il y a dans D, auta:t
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d'idéaux & droite minimaux que d'idéaux & droite maximaux.

En outre, il résulte de la forme des idéaux & droite de D, gque le treillis
qu'ils forment est booléen.

Enfin notons que si D n'est pas simple a droite, Les idéaux & droite
maximaux sont ceux qui sont réunion de tous les idéaux & droite minimaux de
D, sauf de L'un d'entre eux. Par suite, dans ce cas, L'intersection des
idéaux & droite maximaux de D est vide.

On peut donner quelques réciproques de ces résultats.

Si le treillis des idéaux & droite de D est booléen, D est simple.

En effet, dans ce cas, le complémentaire d'un idéal & droite est un idéal

4 droite, par suite Le tas ( D, jé') vérifie L'axiome d'échange qui s'écrit :
x € y D => y € x D U {1&} .

D est donc réunion de ses idéaux 4 droite minimaux. On conclut tout de suitae

Si l'intersection des idéaux & droite maximaux de D est vide, D est

simple.

1 '
Dans ce cas, D est réunion de ses ﬁ, - idéaux minimaux. Le tas (D,@ )y

donc aussi le tas (D, ft,), vérifie L'axiome d'échange, etc.

2) - Complexes [W] - nets minimaux et [4LJ - générateurs minimaux.

P.Lefébvre [26] a généralisé la notion de complexe de D, net d'un cdté,
minimal, en considérant les complexes de D qui admettent un résidu d'un
cdté, fixé,W, qui sont disjoints de W, et qui sont minimaux pour ces condi-
tions.

L'auteur montre que les résultats relatifs aux complexes nets d'un cdté
minimaux peuvent &tre généralisés & de tels complexes.

Nous expliquerons en particulier dans ce paragraphe la possibilité d'une
telle généralisation en appliquant la théorie des hypertas. Disons tout

d'abord quelques mots sur les complexes de E qui admettent un 55 - résidu
fixé W, et qui sont disjoints de W.

La proposition suivante est évidente :

Proposition 39

Pour qu'un éﬁ - idéal W distinct de E soit le ¢25 - résidu d'un complexe

de E, disjoint de lui, il faut et il suffit qu'il vérifie la condition

:ﬁx c W =——> x € W.

Dans ce cas, W est dit 56 - fortement Llarge.

Exemples
&) Supposons que L'on ait E = &FB. soit Clun & - idéal distinct de

E, maximal, CA est $ - fortement large.
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En effet O est contenu dans le 35 - idéal A défini par
A = {x € E : 5x < a,}.
QU étant supposé distinct de E, coincide avec A.
Plus généralement, une intersection de 06- idéaux maximaux distincts de
E est un 3— idéal & - fortement large.
b) Les R-— idéaux j,- fortement larges de D sont lLes idéaux & droite

de D distincts de D, qui sont résidu & droite d'un complexe disjoint

d'eux. De tels idéaux sont dits fortement larges a droite. L9]

Un idéal fortement large a droite et & gauche est dit fortement large.

Tout ceci est généralisable au cas ou D est remplacé par H.

c) Donnons tout d'abord la notion de résidu médian d'une partie B de D.

(Notion due & R. Croisot [5]). On nomme ainsi L'idéal médian W défini par :
v = {‘xeD:DxD_c_D-B}. B

Les idéaﬁx médians de D, distincts de D, qui sont résidu médian d'un

complexe de D disjoint d'eux sont dit médianement fortement larges.

On interpréte tout de suite cette notion gréce au tas (D, ',1).

On généralise évidemment ces considérations au cas ol H remplace D.

d) Nous laissons au lecteur le soin d'interpréter Les ? - idéaux T -
fortement Larges de D.

e) On peut appliquer la proposition 39 & L'hypertas (E, 5').

Soit W' un B'- idéal distinct de E. Soit = E-W. d‘_est un

ﬁ— idéal non vide.

On vérifie tout de suite qu'un complexe A de E admet W' pour 5. -
résidu, et est disjoint de W' si et seulement si on a VL = aA, A Ea‘,.
La proposition 39 entraine alors que

Pour qu'il existe un complexe A . contenu dans d{, et vérifiant ,ﬁ_ = gA,
il faut et il suffit que L'on ait A = B - (résultat évident !).

Un g- idéal 71, non vide vérifiant cette condition est dit 05 - surjec-
#isf. '
Si ﬁx est non vide quelque soit x € E, toute réunion de 5- idéaux

minimaux est un idéal g - surjectif.
Cette notion permet de nouvelles définitions dans le cadre des. demi-groupes
et des demi~hypergroupes.

Par exemple un idéal & droite L de H non vide est dit surjectif & droite

si L = L* H. Un idéal surjectif & gauche et & droite est dit surjectif.
Un idéal médian J de H non vide, est dit médianement surjectif si
J = H*J*H,
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Dans tout ce paragraphe, W désignera un 5 - idéal, $ - fortement large
de E( W4# E, W peut 8tre vide), et d_désignera un 5- idéal, £ - sur-
jectif. ( 0‘, £ @, d(,peut dtre égal a4 E).

Définitions

Un complexe de E est dit & - [W] - net (ou [W] - net s'il n'y a pas
d'ambiguité) s'il est disjoint de W, et admet W pour D - résidu.

Un complexe de E, A, est dit $ - [dl_] - générateur (ou [d‘,_l - généra-
teur s'il n'y a pas d'ambiguité) s'il est contenu dans d\, , et vérifie

A= B

Evidemment Llorsque W = § ou./l, = E, ces définitions redonnent des
notions déja connues (celles de oﬁ— netteté et de $ - générateur).

Notons Le résultat évident suivant :

Les complexes oD - [ A ] - générateurs sont ceux qui sont Qﬁ ' [E —A]
- nets. ’

(IL est clair que E -J{/est un j' - idéal, 5- - fortement large).
Ainsi tout résultat sur les complexes [W] - nets fournit par passage a
L'hypertas invers‘e, un résultat sur les complexes [d(/] - eue'a,a,fe«ws.

Nous nous proposons, dans ce paragraphe, d'étudier Les complexes [W] - nets

minimaux, puis par passage a L'hypertas inverse, les complexes [/L/J -
génératelurs minimaux. Enfin nous donnerons des.applications aux demi-groupes
et demi-hypergroupes. (Nous retrouverons en particulier des résultats de
P.Lefébvre[26]).

‘NouslaLLons tout d'abord interpréter la notion de [W] - netteté en définis-
sant une notion essentielle.

Soit L un B - idéal de E.

A  toute appliéation (% Gz , nous agsocions une application de E dans
? (E), notée 8, définie de la fagon suivante :

Vx € E, 0, (x) = o(x)Nn (E - 1).
Si e,e'Ej,pna 6, 0 08| = (e oe')L.

L

IL résulte de La que L'ensemble - noté - des applications de E dans

d’(E), de la forme 8 (8 € $ ) est unL'lemi-g-roupe. On voit en outre
que E - L est un §L - idéal.

L'hypertas (E - L, jl_) est noté (B, o )L'

Proposition 40

Les complexes de E,[W] - nets (resp. [W] - nets minimaux) sont les complexes

de E - W, Sw - nets (resp. SW - nets minimaux).
Démonstration

Soit A un complexe de E, [W] - net. A est contenu dans E-W. Soit x € E -W.
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il existe 8 € g tel que 8(x) N A # &. On a aussi ew(x) NAa#e.
A est donc gw - net.

La réciproque se montre sans aucune difficulté.

c.q.f.d.

On peut donc appliquer Lles résultats du paragraphe précédent.

Il découle tout de suite de la proposition 33 la

Proposition 41

Soit A un complexe [W] - net. A est [W] - net minimal si et seulement

c'est un complexe §5 - Llibre.

Nous laissons au soin du lecteur de traduire la proposition %4.

Remarque

Supposons que W soit intersection de & - idéaux maximaux distincts de
E, et que E = gE.

Nous avons déja vu que W est 5 - fortement large. E - W est une réunion
de ﬁ - idéaux minimaux. Par suite L'hypertas (E, 5)w vérifie L'axiome
d'échange. La proposition %6 entraine alors qu'il existe des complexes

[W] - minimaux.

Revenons & la situation générale. Nous désignons par T, la réunion des
$W - idéaux minimaux de E - W. Le théoreme 37 et Le corollaire 37 - ¢
entraine que

Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Ty

b) Il existe un complexe [W] - net minimal de E.

est un complexe §rw - net de E - W.

c) Tout JW‘ - idéal propre de E - W contient un 5‘” - idéal minimal de
E - W,

Alors les complexes [ﬂ] - nets minimaux de E sont Les complexes de §

__g - libres maximaux.

Si Rw est leur réunion, et si R, # &, ona: ):v = Ry

Afin de pouvoir appliquer & cette étude Le théoreme 37, nous donnons la

‘va’ ’

Définition
Etant donné un é- idéal W1 £ E, un $- idéal L non contenu dans Wy,
est dit 5 - [W1] - minimal (ou [W1] - minimal s'il n'y a pas de risque
d'ambiguité) si :

va, & - idéal de E, INW, CACT=> & = INW,

IL est clair que les $- idéaux [QJ - minimaux sont Lles J - idéaux

ou A = I.

minimaux.
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Progosition 42
a) 8i I est un i - idéal [ﬂd - minimal, I N (B - W1) est un 31"1 -

idéal minimal.
b) Si J est un ﬁm - idéal minimal de E - W., et si A est un ﬁ'idéal_
contenant J, J U (A ﬂ v, ) est un 3- idéal [\N” - minimal.

¢c) Si I est un 2.5 - 1deaL—[E1} - minimal, il en est de méme de I U W1.

Démonstration
a)
In(e-w 1) est un % - idéal non vide. Soit I' un %W - idéal non

1
vide, contenu dans I N (E W )

in (E - W1) L'ensemble A =TIW (I N W ) est un % - idéal, et on a :
In w1 cAcCI.

I' étant non vide, A est différent de I N W.l, donc A = I, et par suite
I' = I1n (E - w).In (B - W,) est donc un Jﬁw - idéal minimal.

b)

Nous posons I = JU (A n W1). I1 est un z— idéal non contenu dans

1

W1. Soit B un j-idéal tel que I1ﬂ W1/g B < I1. On a I,lﬂ\‘l,l:_-

AN W1, donc aussi A N W,‘ B < JuU (an '»’11). J N B est donc non vide,

et comme un zw - idéal, ona J = JN B, donc J< B.
Par suite,on a 1J U (an W1) = B.

Ju (an w1) est donc [w1] - minimal.

c)

IL découle de a) que I N (E - W) est un ;ZSW - idsal minimal.
IL suffit d'appliquer c) pour conclure. !
c.q.f.d.

Corollaire 42 - a

Il existe une correspondance biunivoque entre L'ensemble des zw - idéaux

minimaux de B - W, et L'ensemble des o - idéaux [1” - minimaux Ae E, qui

contiennent W1.
Nous pouvons a présent établir Lla
Proposition 43

Pour qu'il existe un complexe [W| - net minimal, il faut et il suffit que

tout a - idéal de I, non contenu dans W, contienne un $ - idéal [W] -

minimal.

Alors tout complexe UiJ - net minimal & m@me cardinal que L'ensemble des

D - iasaux [W] - minimaux qui contiennent W.

Démonstration
W étant fortement large, pourtout x € E - W, il existe 8 € 9 tel que

o(x) £ ¢.
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Nous pouvons donc appliquer (compte tenu de la proposition 40) Le théoreme
37 a4 L'hypertas (E, Ks) Jw

Supposons tout d'abord qu'il existe un complexe [W] - net minimal.

Si A est un ﬁ- idéal non contenu dans W, AN (E - W) est un ﬁw - idéal
non vide, il contient donc un ;w - idéal minimal J. On a ADJU (Anw.
La proposition 42 entraine que J U(A N W) est un @ - idéal [W] - minimal.
Inversement, supposons que tout x-' idéal de E non contenu dans W

contienne un 0'25 - idéal [W] - minimal.

Soit B un $W - idéal non vide. BU W est un 5- idéal non contenu

dans W ; il contient donc un ;5- idéal [W] - minimal I. On a I N(E - W)c B.
La proposition 42 entraine que I N (E - W) est un W - idéal minimal. Le
théoréme 37 permet de conclure tout de suite.

La seconde assertion de la proposition est une conséquence immédiate du
corollaire 37 - a et du corollaire 42 - a.

c.q.f.d.

Remarque
Supposons que E posséde des complexes g- générateurs minimaux. Soit W!

le D- idéal de E défini de la fagon suivante :
S'il existe des %- idéaux propres de E, W' est L'intersection des ﬁs -

idéaux maximaux de E, autrement W' = .

On a la

Progosition 44

Pour qu'un complexe L de E soit %- générateur de E minimal, il faut

't il suffit que ce soit un complexe [W'] - net minimal.

Démonstration
L ﬁ - générateur de E minimal. Alors L est contenu dans

Supposons
5 - W'. Donc si a € W', %a_ﬂ L est vide.

Soit a € W'. Il existe I € L tel que & € $I.L‘axiome d'échange étant
vérifié dans E - W', I appartient & $ a, donc %a N L est non vide.

L admet W' pour résidu, donc est [W'] - net. Etant z— libre, L est

[W'] - net minimal.

La réciproque s'établit aussi simplement.

ceq.f.d.

Nous allons maintenant dire quelques mots sur les complexes Ld,] - généra-
teurs minimaux.

Définition

Soit oL, un & - idéal non vide de B. Un o - idéal A de E est dif

- [AJ - maximal (ou [4'1] - maximal s'il n'y a pas de risque
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d'ambiguité), s'il est non vide, ne contient pas dt'w et vérifie la condi-
tion :
VB, &-idéaldeE, ACBCAU%1=>A=BOU.B=AU¢.1.

Nous convenons également que lLorsque d,1 est un J- idéal minimal,
clest aussi un oF - idéal [%1] maximal. (Notons que dans ce cas, tout

& - iasal non vide ne contenant pas JL‘I’ est [ d‘—1] - maximal).

On voit immédiatement que les - idéaux [E] - maximaux sont les -
idéaux maximaux.

En outre, on a le résultat suivant :

Supposons que %1 ne soit pas un i - idéal minimal. Posons Wy =E 'dﬁ

W; est un 5' - idéal de E. Soit A un complexe de E.

Pour que A soit un $ - idéal D - [ 1] - maximal, il faut et il
] 1

suffit que E-A soit un .$ - idéal K - (W,] - minimal.

Ceci dit, on a la

Proposition 45

Pour qu'il existe un complexe [_é‘] - générateur minimal, il faut et il
suffit que tout ﬁ- idéal ne contenant pasda goit contenu dans un $ -
idéal fﬂf/] - meximal. Alors le cardinal de tout complexe [&] - générateur
minimal est égal a& celui de L'ensemble des eﬁ- idéaux L&] - maximaux
contenus dans dL.

Démonstration

Dé.ne Le cas ou M' est un j - idéal minimal, il existe des complexes [ﬂ]-

générateurs minimaux, ce sont lLes complexes de lLa forme {a} . (a Gdb)

En outre tout j - idéal non vide ne contenant pas est un - idéal
[A ] - maximal. On conclut tout de suite.

Dans Lle cas 0\‘10‘. n'est pas un oZ - idéal minimal, la proposition 43
appliquée a L'hypertas (E, g ') et au 5' - idéal E—Md permet de
conclure immédiatement.

c.q.f.d.

Nous allons maintenant appliquer Les résultats du paragraphe 2 au demi-
hypergroupe L et au demi-groupe D. (Dans ce dernier cas, nous retrouverons
bien entendu entre autres des résultats de P.Lefébvre [26]).

Dans ce qui suit, W1 est un idéal 3 droite, fortement lLarge & droite, 1

est un idéal a droite, surjectif a droite. (On pourrait traiter de la méme
maniére les cas & gauche et médians).

Définitions

Un complexe A de H est dit :

[W1] - net ‘a4 droite s'il est disjoint de W, et admet W, pour résidu a droite.
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rd.,1] - générateur a droite, s'il est contenu dans d7,1 et si d1 =

A% H.

Les complexes [W1] - nets & droite (resp. [ dqj - générateurs a droite) sont
ceux qui son‘cﬂ-[w1 J-nets. (resp. ﬁ - ¢.4|_j - générateurs).

Notons que Lorsque H est un demi-groupe, P.Lefebvre [26J dit "W,I - minimal
4 droite" au lieu de “[W1] - net & droite minimal".

D'autre part, un idéal a droite I est dit :

[-W‘I] - minimal & droite s'il n'est pas contenu dans W, et vérifie

"
YA, idéal & droite de H, IﬂW1GA;I=> A=INW, ou A=1I.

[l\,,l] - maximal & droite s'il n'est pas vide, ne contient pas /\.], et véri-

fie

VA, idéal 4 droite deH, IcAcIUA =—> A=1 ou A = qu,l.
Mous convenons en outre que lorsque d~1 est un idéal & droite minimal, c'est
aussi un idéal & droite, [0{-1] - maximal & droite.

Les idéaux & droite [W,] - minimaux & droite (resp. LAJ - maximaux & droit¢
sont les ﬁ, - idéaux é- [W1] - minimaux (resp. j - [ dd - maximaux).

IL résulte des propositions 43 et 45 Les résultats suivants (dont lLe premier
est dfi & P.Lefébvre [26]).

Pour qu'il existe un complexe [EJ - net a4 droite minimal, il faut et il

suffit que tout idéal 4 droite non contenu dans W1 , contienne un idéal

4 droite [EJ - minimal & droite. Alors un tel complexe est équipotent &

L'ensemble des idéaux & droite [ﬂ]] - minimaux qui contienne W, .

Pour qu'il existe un complexe [AJ - générateur & droite minimal, il faut

et il suffit que tout idéal & droite ne contenant pas d—1, soit contenu dans

un idéal & droite [é,l ] - maximal & droite. Alors un tel complexé est équi-

potent & L'ensemble des idéaux a droite Ldﬂ] - maximaux & droite qui sont

contenus dans d(/ 1

Nous allons, pour terminer ce paragraphe, donner quelques compléments rela-
tifs au cas des demi-groupes.

Nous donnons tout d'abord les

Définitions
Un idéal I de D est dit :
premier si ab € I => a€I ou b€ I.

premier au sens de Lesieur - Croisot [27] si adDbe I =—>ac¢€Tl ou

b € I.
Evidemment, un idéal premier L'est au sens de Lesieur - Croisot ; en outre,
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un idéal i droite distinct de D, premier au sens de Lesieur - Croisot, est

fortement Large a droite.
Ceci dit, nous avons Le résultat suivant :

Si W, est an idéal bilatére distinct de D, premier au sens de Lesieur -

Croisot, et s'il existe des idéaux & droite de D, [ﬂz] - minimaux & droite,

alors D posséde des complexes [ﬂe] - nets & droite minimaux.

Démonstration

IL résulte de La proposition 42 que la réunion 2 desﬂ& - idéaux
minimaux de D - W2 est non vide. Nous verrons au prochain c%apltre, et
pour L'instant L'admettons que EW U W2 est un idéal bilatére de D. Soient
x€ D - W2, a€%qn W2.

x D a est contenu dans zw U W2, mais pas dans W2. x D a rencontre donc
zw qui est donc un complexe W2 - net de D - W2. On conclut tout de
suite.

c.q.f.d.

Nous appliquons maintenant la proposition 44 a (D, 33').

Supposons que D posséde des complexes générateurs & droite minimaux ; soit
' leur réunion. D - gL' = W' est, soit lLa partie vide, soit L'intersec-
tion des idéaux & droite maximaux de D.

En outre, les complexes générateurs & droite minimaux de D sont Lles
comp Lexes [W'] - nets 3 droite minimaux.

Dans le cas o W' est réflectif (c'est-a-dire vérifie ab € W' => ba € W!'),
on peut préciser la structure de %', en appliquant le théoréme suivant du
4 P. Lefébvre : [26]

Théoréme

Soit W, un idéal bilatére, réflectif, fortement large de D. Si R est

L
la réunion supposée non vide des complexes [Wz] - nets & droite minimafix de D,

on a la partition

Ry = 2 U Uc.
Ny — e 1t

avec : ZR, € W, ; Ry z;wz;i,ge'l,i;éj=>(:icgc W

2 2

Chaque Ci est un sous-demi-groupe simple de D, réunion de ses idéaux a

droite minimaux.

3) Comparaison du cardinal de L'ensemble des éQS - idéaux minimaux de E,

et de L'ensemble des 66 - idéaux maximaux de K.

Supposons que E posséde un complexe JE - net minimal K, et un complexe

é5 - générateur minimal L. Comparer Les cardinaux de K et de L revient
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en vertu des corollaires 37 -'a et 38 - a a comparer les cardinaux de
L'ensemble des - idéaux minimaux de E et de L'ensemble des 5 -
idéaux maximaux de E. C'est cette comparaison que nous nous proposons de
faire.
Pour cela remarquons que K et L sont des complexes $" - nets. (Rappe-
Lons que (E, $") est L'hypertas stable associé a (E, $ )).

Supposons un moment que L'on ait montré moyennant certaines hypothéses que
K est un complexe in - net minimal de E. Il résulte alors de la propo-
sition 34 que L contient un complexe $ - net minimal de E, lequel est
équipotent & X, donc que L'on a card K < card L. Nous dirons qu'il y a
moins de - idéaux minimaux dans E que de % - idéaux maximaux.

Bien sfir, si L'on avait supposé L ﬁS" - net minimal, on aurait eu L'iné-
galité inverse card L < card K.

Théoréme 46

si (E, ) vérifie la condition notée (R)

x € ﬁu,ye %u———>§xﬂ iy ;éQ.

Tout complexe K & - net wminimal est % - net minimal.

Démonstration

On utilise la proposition 33. Il faut montrer que K est $" - Llibre
Soient k,k'€e K, P € %u tels que k € @(k'). On doit montrer que
k = k'. ‘

¢ est composée de n applications appartenant a %U $ On va faire
une récurrence sur n.

n=1

Onak€6(k') ou k'€ o(k), avec O € 25 .

K étant oD - Libre, on a k = k'.

n=2

Aucune difficulté car la relavion c%k n @ k' £ & entraine k = k',

On suppose Le résultat vrai pour n, on va lLe montrer pour n + 1.

Compte tenu ae la relation T o O'F = o1 0 91“ (e, 8 €£ ), deux cas
peuvent se présenter "
P = er1‘ 092 o eg 0q74 O eee °¢n+1 (91,92903 € $ ’ (P4 1"'9(Pn+€1$)
ou bien

(91,92995€ g-, ?4 geeey Pn+1 €z ")

Ces deux cas se traitent de la m@me fagon. Supposons par exemple le premier

= 910 ego 030 qa4 0 .er 09

réalisé.
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Il existe alors x, y, 2€ E tels que 3
x € 01(k) n Oz(y), 2z € 93()’) n (&:p4 0 eee ocpn+1(k')).
La condition (R) appliquée & x et z entraine que L'on a x N 5 z ,1. [ B

Donc il existe @, 8' € tels que 0(x) N o8'(z) £ ¢.
On peut écrire :
' R < ' = r ' .
xéer‘oe(z),keel;(x) e1'1'061"0 e'(2) 6061o 8'(2)
1 1
k € 9091; o 8 09, 0 .00 cpn+1(k).
L'hypothése de récurrence entraine k = k'.
c.q.f.d.
Remarques

On voit tout de suite que (E, 56 ) vérifie lLa condition (R) dans lLes deux
cas suivants :

(g, ﬁ ) est un tas, g est un demi-groupe abélien.

E est réunion de ses - idéaux minimaux, et pour tout x € E, gx ;é [ 8
Notons d'autre part que (E, %') vérifie la condition (R) si et seulement
si (E, @) vérifie la condition notée (R') :
ﬁx n gy;é $ => du € E tel que x € géu, y € 3 Ue

Il découle donc du théoréme précédent, par passage a L'hypertas inverse la
Proposition 47

Si (E,g ) vérifie la condition (R'), tout complexe 05 - générateur de E

0

minimal est $ - net minimal.

(E, D) vérifie la condition (R') dans les deux cas suivants :

(g, =3 ) est surjectif et injectif, cﬁest un demi-groupe abélien.

E est réunion de ses 3- idéaux minimaux, et E = E.

Nous allons maintenant appliquer ces résultats au cas de H et de D.

Le tes (D, f ) vérifie la condition (R). IL en résulte tout de suite que

Si A est un complexe de D tel que rad A = D, A étant minimal pour cette
condition, et si B est un complexe de D tel que D = (.oj B(n) B

n=1
étant minimal pour cette condition, on a card A < card B.

D'autre part, on remarque que L'hypertas (H, & ) vérifie la condition (R) si
& seulement si

x€u*H, y€u*H=—>(x*HDNn(y*H £8s. (Rd).

On voit aussi que (H,ﬂ) vérifie la condition (R') si et seulement si
(x*HYN(y*H £ & = Tu€Htel que x € u® H, y € u* H. (R(‘l)

Il découle alors du théoréme 46, de la proposition 47, et des remarques

faites au début du paragraphe, le
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Théoreme 48

Supposons que H posséde un complexe net & droite minimal et un complexe

générateur 4 droite minimal. (1)

a) Si H vérifie la condition (Rd), il y a moins d'idéaux & droite mini-

maux que d'idéaux a droite maximaux.

b) Si H vérifie la condition (R!), il y a moins d'idéaux & droite maxi-

maux que d'idéaux a droite minimaux.

Nous allons donner quelques compléments relatifs au cas oh H est remplacé
par D.

Evidemment un demi-groupe abélien vérifie la condition (Rd)’ un demi-groupe
simple réunion de ses idéaux a droite minimaux vérifie les conditions (Rd)
et (Ré). Mais Lle théoréeme 48 n'apporte rien d'intéressant dans ces cas, car
un demi-groupe abélien possede au plus un idéal minimum, et un demi-groupe
simple réunion de ses idéaux & droite minimaux posscde autant d'idéaux a
droite minimaux que d‘'idéaux & droite maximaux ! (voir p.54).

Pour mieux analyser la condition (Rd), rappelons la définition suivante,due
4 P.Dubreil [9] :

D est dit réversible a droite si

Vx, y€ D, xDN yD#a.

(Evidemment, si D est réversible & droite, il vérifie la condition (Rd).

Mais L'application du théoréme 48 n'offre ici aucun intéreét, car il est
évident que dans un tel demi-groupe, il existe au plus un idéal & droite
minimal).

Le résultat suivant est évident :

Pour qu'un demi-groupe vérifie la condition (Rd), il faut et il suffit qu'il

soit réunion d'idéaux & droite dont chacun est un demi-groupe réversible a

droite.

Nous allons maintenant caractériser lLes demi-groupes & noyau qui vérifient
la condition (Rd).

Proposition 49

Supposons que D posséde des idéaux & droite minimaux ; Soit N Lleur

réunion (2).

Pour que D vérifie la condition (Rd), il faut et il suffit que

Yu € D, dn € N tel que uN = n N.
(1) Ceci est réalisé par exemple Lorsque H est noethérien et artinien &
droite (en particulier fini) et H* H = H, ou bien lorsque H est
un demi-groupe compact et H* H = H.

(2) N est Le noyau de D ; c'est Le plus petit idéal bilatéere non vide
de D.
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Démonstration
Supposons que D vérifie la condition (Rd).

Soient u € D, x, y € u N. x et y appartiennent a N, et ona x DN y D £ 3.
Par suite, x et y appartiennent a un méme idéal & droite minimal de D,
lequel s'éerit n N. (n € N).

OnaulN=nN.

Inversement, supposons réalisée la condition de la proposition. Soient
X, ¥y € uD., Soit n € N tel que u ¥ = n N.

xn et yn appartiennent & u N, donc &4 n N, donc & un méme idéal & droite
minimal de D.

Par suite xn D N yn D est non vide, eV i| en est de méme de x D N y D.

c.q.f.d.

Conservons les notations de la proposition 49. Supposons qu'il existe un
homomorphisme ¢ de D sur N, dont la restriction & N est L'homomorphis-

me identique : (N est dit alors un rétract algébrique de D).

Dans ce cas, la condition de Lla proposition 49 est vérifiée car si u est
un élLément de D, on a :

ulN = 9 (ulN) =9(u) o(N) =¢9(u) N = n XN (en posant ¢(u) = n).
Il découle alors des remarques qui précédent et des propositions 48 et 49

la

Progosition 50

Si D posséde des idéaux & droite minimaux, donc un noyau N, s'il existe

des complexes générateurs & droite minimaux, et si la condition suivante

est vérifiéde : V u€ D, I n €N : ulN=nQN. (ELle L'est Lorsque N est

un rétract algébrique de D), alors il y a dans D moins d'idéaux & droite

minimaux que d'idéaux & droite maximaux.

Remarques

a) Si D est un demi-groupe compact, et si D2 = D, il existe des idéaux

o

droite minimaux, (1) donc un noyau N, il existe des complexes générateurs

g

droite minimaux, et de plus il existe une application continue de D sur

N est L'identité. (2). (N est dit un rétract topologique de D).

Mais cette application n'est pas en général un homomorphisme (il serait
intéressant de caractériser les demi-groupes compacts pour lesquels c'en est

un), et donc la conclusion de La proposition précédente n'est pas valable.

{1) Voir par exemple [18]
(2) Ce dernier résultat est dft & A.D. Wallace. [37]

5*
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b) G.Lallement [25] a caractérisé les demi-groupes dont le noyau est un

rétract algébrique ; en montrant que ce sont les demi-groupes qui sont

bandes rectangulaires d'homogroupes.

(Une bande rectangulaire est un demi-groupe
les propriétés suivantes :
Ya, b € B,

Ya, b € B, £ 0,

B avec zéro, qui possede

aba=0 ou aba=a.
@x € B tel que axb £ O.
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Chapitre VII

Noyau des bi-hypertas

Nous allons dans ce chapitre définir et étudier Le noyau d'un bi-hypertas,
puis nous appliquerons les résultats obtenus & L'étude de D et de H.

1 - Régularité . Condition S.

Définition
Le bi-hypertas (E, 51, 3‘2) est dit régulier si :

Va ,, $i-idéal non vide de E, non vide (i = 1,2), a, N a, est non vide.

Exemples de bi-hyper.as réguliers

a) Les bi-hypertas (H, A ng ) et (D, 2 , £) sont réguliers

b) Soit M wun sous-demi-hypergroupe de H, rencontrant tout idéal & gauche
non vide de H. (H, ‘%M’ og) est régulier.

c) Soit W un idéal bilatére de D, distinct de D

Nous savons associer a W, deux hypertas (D, ﬁ)w = (D-w, ﬂw), et

(Dv ot ) = (D - wv £ )'
w w
On vérifie tout de suite que (D - W, &w, ogw) est un bi-hypertas. On Le

note (D, ﬁ/, 08 )w.

On montre sans difficulté que si W est premier, ou premier 'au sens de

Lesieur - croisot, (D, ﬂ , £ )W est régulier.

Les conditions S.

Nous définissons sur E deux relations d'équivalence Py et Pos en posant

pour i =1 ou 2 :

Vx, y € E, xXp; ¥ <=> xESiyU{y} etyéwixu{x}.
(Lorsque (E, ¢1, $2) est le bi-hypertas (D, 1,£), p, et p, sont Les

équivalences de Green [15] & gauche et & droite).
Nous allons maintenant définir sur E un certain nombre de conditions,

appelées conditions S, éventuellement vérifiées par (E, %1, $2)'

x€eo (W, ye0,(w) —> xp,5 (5, (6, €B )
x €0,(u), y€0,(u) => Xp,y (8510 (6 652)-
91(x) n 91(y) £ @ — Xpy ¥ (852). ( 6_, € %4)~

(B, $1; ﬁg) vérifie la condition S12 (resp. 821) si et seulement si
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1 1
(g, 5 1 $2) vérifie la condition 8}, resp. (Sé1).
si (E, $1) est un pseudo-tas, (E, 51 ; ﬁz) vérifie la condition 515

si (E, $1) est un hypertas injectif, (&, %1, S 2) vérifie la condition

Si2

Exemples

a) (D, d, £) vérifie toujours Lles conditions S;p et S,,. Ce bi-
hypertas vérifie la condition 8%2 si et seulement si D vérifie la condition:
xa =ya —> DxU {x} = Dpyu {y} . (cy).

On définit et interpréte de méme La condition

ax = ay =—=> xDJ {x} = ybuU {y} . (Cé).

Ces conditions généralisent respectivement les conditions de simplifiabilité
3 droite et a gauche.

b) Le bi-hypertas (H, ﬁ, ,é ) vérifie la condition S,, si et seulement si
x € a1* e ¥ a, y € a, oL a, == (H* x) U {x} = (H * y) U{y} (D,')

On voit sans peine que la condition D est équivalente au fait que Les

1
idéaux & gauche de H sont complets).
On définit et interpréte de méme la condition

x € a, * ... " a,y€a ¥ ... * &, => (x * H) U {x}: (y* H)U {y}(Dz)
Remarquons d'autre part que (H, “z , ag) vérifie la condition Saz si et

seulement si

1
(x * ag* oo an) n (y* a, * ... %a) £& => (H* x) U_{x}:(H_*y)U{y}(C,,)
On définit et interpréte de méme la condition 02'.

Ces conditions C% et C'2 généralisent respectivement Lles conditions de

simplifiabilité & droite et & gauche.

2 - Noyau

Définitions

On appelle idéal bilatére de (E,°§1, 062) toute partie de E . qui est
un &, - 1déal et un D, - idéal.

On appelle noyau de (E, $1, 52) L'intersection de tous les idéaux
bilatéres propres de (&, @1, gz). (ce peut &tre La partie vide !).

On dit que (E,og1, gz) est simple si ‘E coincide avec le noyau, autre-

ment dit, s'il n'existe pas d'idéaux bilatéres propres.
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On Peut particulariser ces définitions au cas ou (E, 51, £2) = (H,d,%)

On obtient en particulier la notion de noyau de H (et de D).

Le théoreme qui suit est fondamental dans ce chapitre.

Théoréme 51

Supposons que (B, 51,_22) vérifie la condition 521, et que la famille
7'1 des gr’i‘déaux minimaux de ¥ soit non vide. Alors,

a)U L est un 52 - idéal de E, donc un idéal bilatére de (E,$1,32)-

L e 1

B) Si de plus, (E, &1, ﬁz) est simple ou régulier u L1 est le noyau
L 674

de (E, aV%Z)’ et en outre tout %1 - idéal propre de E contient un

élément de ‘;i 1

Démonstration

Pour montrer que U L est un $2-idéaL, nous allons établir que si

€Sy

L
92 € 32, L € \}:, et si 92(L) est non vide, alors c'est un 51 - idéal
minimal de E. eZ(L) est manifestement un $1 - idéal de E.

Soit A1 un 31 - idéal de E contenu dans BQ(L), non vide.

Soit B, = { beE L o: g,(b)s A Y.
On a manifestement

8,(B,) s 4, < ez(L) ; B, < L.

B1 n'est pas vide car si a est un élément de A., il existe I € L

1’

tel que a € 92(1). La condition S entraine que 92(1) est contenu

21
dans A1, donc que I € B1.
On voit aisément que B, est un 51 - idéal de E. Donc B, est égal a

1
L, et A, est égal & 8, ().

1
Supposons maintenant (Z, 5 1 g 2) régulier (le cas ol (E,g_l,g 2) est
simple est trivial) .

Soit A un idéal bilatére de (E, &1, &2) non vide. Soit L wun 31'

jdéal minimal de E. Puisque (E, 551, ) ,) est régulier, AN L est non
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A contient L, et par suite A contient U

vide, donc
LeF, L Eﬁ; ;

est donc le noyau de (E, $1, % 2).

Soit alors 4, wun %ridéaL de E, non vide. Puisque (E,$1, $2) est
régulier, A,l n ( UL ) est non vide, donc il existe L € .7;'1
L€ i

tel que A1 N L est non vide. Bien sfir, A1 contient L.
c.q.f.d.

Nous désignons maintenant par Zi =

(i = 1,2) L'ensemble des élLéments 3i-nets

de E. (Zi est peut &tre vide).

Théoréeme 52

si (E, $1, %2) vérifie la condition '521, et si Z1 est non vide, Z1 est

Le noyau de (E, 51, %2) et il contient Z,.

Démonstration
e ——

Il est clair que Z, est le seul 51- idéal minimal de E, c'est méme

L'élément minimum de lLa famille des &1 - idéaux non vides de E. Le théo-
réme précédent entraine que Z,l est un idéal bilatére de (E, 51, Jz).
Donc Z1 contient Z2. De plus tout idéal bilatere de (E, $1, 52) contient

Z1 qui est, par suite, le noyau de (E, 51, 2).
c.q.f.d.
Corollaire 52 - a

si (®, 51, $2) vérifie les conditions §,,

et 321, et si Z1 et 22 ne

sont pas vides, on a :

Z, = %, = noyaude (g, $1, 52).
3 - Applications du théoreme 51

Le théoréme 51 entraine immédiatement la

Proposition 53
a) Si D posséde un idéal & droite minimal, son noyau est réunion de ses

idéaux a4 droite minimaux, et de plus tout idéal & droite non vide contient

un idéal & droite minimal. (1)

(4) Ce résultat est dfi & A.H. Clifford. [2]
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b) Si H vérifie la condition D, et posséde un idéal & droite minimal,

2

son noyau est réunion de ses idéaux & droite minimaux, et de plus tout idéal

a droite non vide contient un idéal & droite minimal.

Remarque

Soit M wun sous-demi-hypergroupe de H, rencontrant tout idéal & droite
non vide de H, et vérifiant : ¥Yx € H, m€ M, m* x est réduit & un

seul élément. Alors, Le bi-hypertas (H, 1, J‘;M) est régulier et vérifie
la condition 521.
On pourrait donc lui appliquer Lle théoréme 51. (Nous ne le ferons pas !).
Proposition 54

a) Si_W_est un idéal bilatére de D, distinct de D, la réunion T, des

idéaux & droite, [W] - minimaux & droite de D est un idéal bilatére de D.

b) Si W est un idéal bilatére de D, distinct de D, premier ou premier

1
au sens de Lesieur-Croisot, et si ZJJ et T __sont non vides, on a

Rl

Démonstration
a) Si )_'J‘W est vide, il n'y a rien a montrer. Supposons E;V ;é . Soit
Zw la réunion des jw - idéaux minimaux de D - W. La proposition 42
Ll
entraine que L'on a 2"N = Ty U W. De plus Le bi-hypertas (D - W,ﬁw,cév)

vérifie la condition 821, donc en vertu du théoréme 51, EW est un idéal

bilatére de ce bi-hypertas. On conclut tout de suite.

b) Le bi-hypertas (D - W, W w) est régulier, la seconde partie du

théoréme 51 entraine L'égalité entre Ty et . etc.

c.q.f.d.

Proposition 55

Soit A un idéal bilatére non videde H. Si H vérifie lLa condition CJ,

l'intersection Pd’ des idéaux & droite de H, [d_/_] - maximaux & droite est

un idéal bilatére de H.

Démonstration
Eliminons les cas triviaux ol af,est un idéal & droite minimdl (PO(/ =d, )

ou bien ol il n'existe pas d'idéaux & droite [4'] - maximaux & droite.
(PA/ = H).
Soit W' = H —0‘. . Les idéaux 3 droite [0‘,] - maximaux & droite de H

1
sont les complémentaires de x - idéaux [ W'] - minimaux. Si nous désignons
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1
par %

W la réunion de ces derniers, on a donc Eﬂ’ = H - Z%.,
{
1
Désignons d'autre part par ZW, la réunion des ﬂ?,w. - idéaux minimaux de
- Wt
. Ona }:'w. = WU .

(proposition 42).
: ' 1
On a done By =dn(H - 5,,). Nais le bi-hypertas (A. , R g A o)
vérifie la condition 821, donc ZW' en est un idéal bilatere, on conclut
alors aisément.
c.q.f.d'
Remarque

Nous ne savons pas dans quels cas on a ‘i_P = Eﬂf'

Corollaire 55 - a

Si H vérifie la condition C/), L'intersection de ses idéaux a droite

maximaux est un idéal nilatere.
Proposition 56

Si H vérifie la coadition C! et possude au moins un idéal a droite

maximal, pour qu'il scit simple, il faut et il suffit qu'il soit simple &
droite.

Démonstration

Si H est simple 4 droiie, il est simple. Pour montrer Lla réciproque, nous
faisons un raisonnement par L'absurde, en supposant H simple, mais non
simple & droite. Alors Ll'intersection de ses idéaux & droite maximaux est
vide, donc L'hypertas (H, ﬂtv) vérifie L'axiome d'échange. Comme
H=H%*H, il existe un complexe générateur & droite de H minimal A,

Soit a € A. Il existe h € H tel que a € a ¥ h.

Soit x € H. Ona a * x < a®* h* x. Il existe donc u € h ¥ x, tel que
a® xNa*uifs.

La condition Cé entraine que x appartient & u ¥ H, donc h * H.

Donc H = h * H. {}1} est générateur & droite de H minimal, donc il
n'y a dans H qu'un seul idéal & droite maximal, ce qui contredit le fait
que L'intersection des idéaux a droite maximaux de H est vide.

c.q.f.d.

Remarque
On peut, bien sfir, particulariser cette proposition au cas ot D remplace
H.

Corollaire 56 - a

Tout demi-hypergroupe simple & gauche, vérifiant la coundition C! et possé-

dant au moins un idéal & droite maximal est un hypergroupe.




75

Corollaire 56 = b

Tout demi-hypergroupe simple . gauche, simplifiable & gauche et possédaut

au moins un idéal s droite maximal est un groupe.

Ln effet, nous avons établi qu'un hypergroupe simplifiable d'un cdté est
un groupe |22 |.

4 - Applications du théoreme 52

Il résulte immédiatement du corollaire 52 - a le résultat suivant

Si D possede des éléments nets a droite et des éléments nets a gauche,

L'ensemble des premiers coincide avec L'ensemble des seconds, et est le
noyau de D. (1)

Nous allons indiquer sommairement comment on peut généraliser ce théoreme.
Plusieurs généralisations sont du reste possibles :

a) Eléments M - nets de D

Notation .
Si M est un sous demi-groupe de D, nous désignons par Z1(M) (resp. ZZ(M»
l'ensemble des éléments M - nets & droite (resp. & gauche) de D.

Nous posons de plus zi(n) = Zi(i = 1,2).

Progosition 57

Si_M et N sont deux sous demi-groupes de D tels que Z,(M) et Zz(NZ
sont non vides, on a Z1(M) = ZE(N) =z, =7

o°
Démonstration

Il suffit d'appliquer le corollaire 52 - a aux bi-tas (D,QM, ogN),

0, R, B, 0,4, L.

b) Cas du demi-hypergroupe H

On peut, si M est un sous demi-hypergroupe de H, étudier les éléments

M - nets & gauche et & droite de H.

Nous nous bornons au cas M = H,.

Progosition 58

Si H vérifie Les conditions D, et D2, et posséde des éléments nets a

gauche et des éléments nets & droite, L'ensemble des premiers coincide avec

L'ensemble des seconds, et est lLe noyau N de H. N est un sous-hypergroupe
de H.

(1) Ce résultat est di & A.H. CLifford et D.D. Miller [4]. Ces auteurs
utilisent Le mot "zéroid" au Lieu du mot "net".
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Démonstration

Le bi-hypertas (H,d, N oﬁ ) vérifie les conditions 512 et 321. Le corol-
laire 52 - a entraine la premiére partie de la proposition. N est en outre
un hypergroupe car pour tout n € N, on a N =N ¥ n =n * N,

c.q.f.d.

Remarque

La proposition 58 fournit une généralisation naturelle aux demi-hypergroupes
de la notion d'homogroupe.

(Un homogroupe est un demi-groupe qui posséde un groupe comme idéal. Cette
notion est due & G.Thierrin[35]). ' \
Nous allons maintenant appliquer Lle théoréme 52 au bi-hypertas (H,QQ ,Jg ).
Définitions

Un élément a de H est dit inversible & droite au sens de Ljapin (1) si on a i

H = a* H., (Cela équivaut & dire que le complexe {a} est générateur &

droite de H)
On définit de méme lLes éléments de H inversibles & gauche au sens de Ljapin.

Un élément inversible au sens de Ljapin des deux cdtés est dit inversible au

sens de Ljapin.

Nous désignons par I1 (resp. 12) L'ensemble des éléments de H, inversibles
4 droite (resp. & gauche) au sens de Ljapin.
Enfin, nous posons ¢+ I = I1 n 12

Lemme 59 - a
¥x, y € I, (i =1,2), (x*yn 1, £ e.

Si x et y appartiennent par exemple a 11, onaH=x%H = x%y*H,
Il existe u € x * y tel que H = u * H, u appartient donc & I, ete.

Lemme 59 - b

I, (resp. I,) est consistant & droite (resp. & gauche).

Lemme 59 - ¢
Si H vérifie la condition C} (en particulier si H est simplifiable &

gauche), et si 11 est non vide, I1 est consistant et contient 12.

' CQ;‘ , ,
En effet, le bi-hypertas (H, 5{ , ) vérifie la condition 321’ le théo=-

réme 52 entraine alors tout de suite ce lLemme.

1 Ljapin a défini ces notions dans le cas o H est un demi-groupe. |29
P
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Lemme 59 - d
Si H est simplifiable & gauche et si I1 est non vide, I1 peut &tre muni

N

d'une structure de demi-hypergroupe simplifiable & gauche et simple &

droite, en posant
Vx,y€I1, X®y = (X*y)ﬂI1.

N

En outre, tout élément de I,2 est inversible & gauche au sens de Ljapin dans

I1.

Démonstration

Remarquons d'abord que si X et y appartiennent a I1, x®y est non
vide. (lemme 59 - a).

Soient alors X, y, z € I,. Montrons que L'on a (X@y) & z = (K*y*z)ﬂI1)‘

(On montre de iLa méme fagon que L'on a x®@ (y@®@ z) = ( X¥*y*z) n I,).
IL est évident que ( X @ y) © z est contenu dans (X * y * z) n I,.
Soit u €(X * y * z) n I,. IL existe v €X* y tel que u appartient & (v * z)‘\I_'.

I1 étant consistant (lemme 59 - c), v appartient a I1 donc & X®@y, et

d'autre part u appartient 4 v@®z donc a2 (X ®@y) & z. etc.

Ainsi I1 muni de la loi x est un demi-hypergroupe.

Celui-ci est manifestement simplifiable & gauche. Soient X , y € I1. IL
existe z € H tel que X appartient a y * z. I, étant consistant, z appartient
a I1, donc X appartient 4 y ® z, soit & y@I1. I1 est simple & droite.

12 est d'autre part contenu dans I1 (l.emme 59 - ¢).

Montrons que tout élément z de I2 est inversible & gauche au sens de

Ljapin dans I1. Soit X € I1. IL existe y € H tel que X appartient a

y * z. I, étant consistant, y appartient & I,, donc X appartient & y® z.
Ainsi nous avons I, = I, ® z.

c.q.f.d.

Lemme 59 - e

N

Tout demi-hypergroupe K simplifiable & gauche, simple & droite, contenant
des éléments inversibles a gauche au sens de Ljapin est un groupe.
Démonstration

Nous avons déja remarqué qu'un hypergrowe simplifiable d'un c6té est un

groupe. Il faut donc établir que K est un hypergroupe.
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Montrons d'abord que K posséde une unité.
Soit X, € K. IL existe e € K tel que x
Soit y € H. On a Xy
vertu de la simplifiabilité a gauche).

. s *
~ appartient & Xq €.

*ye x, * ¢ % y donc y appartient 2 e * y (en

Soit alors a un élément inversible & gauche au sens de Ljapin. Il existe

b € K tel que Xy appartient 32 b * a. On a :
»

€ x. * e;x. * ecb*a*e; (b*a)n (b*a*e)fs.

X 0 0 ’

0

Par suite a appartient &2 a ¥ e.

Soit alors y € K. IL existe f € K tel que y appartient & y * f. On montre
par le méme raisonnement que a appartient 3 a * f ; donc (a * Nn(a*f)£ &,
et par suite e = f.

Donc pour tout y € K, onay €(e* y) N (y * e).

e est unité de K.

Ceci dit soit x € K. Il existe x' € K unique tel que e appartient a x ¥*x',

-1
Nous posons x' = x .

1*x.

Onax€e*x; e®xcx¥*x
Donc il existe u € 1-1 * x, tel que x appartient & x * u. Il est clair que
u = e.

Par suite, pour tout x € K, e appartient a (x #* x-1) n (:at'1 * x).

Soient alors x, y € K, On a e € y.1 *yi; x€Ex¥e;

e y. Donc x appartient a K* y. On a K ¥ y = K

x*ecx*y
K -est simple & gauche.
c.q.f.d.

Théoréme 59

a) Si H est simplifiable d'un cdté, et si I, et I, sont non vides, on a

I1 = 12 = I. Muni de la loi &l I est un groupe dont L'élément neutre est

unité d'un c6té de H_ et est un complexe consistant de H.

b) Supposons que H posséde un complexe consistant H' qui possdde les

propriétés suivantes :

H=H*H' = H'*H,

¥x',y' € H', dz,2' € H tels que x' €(y' * 2) N (2' * y').

Dans ce cas, on a H! = I1 = 12. Muni de la Loi(:),H' est un hypergroupe.

Démonstration
La partie b) est évidente. Montrons la partie a), et supposons par exemple
H simplifiable & gauche. Les lemmes 59-c, 59-4 ; 59 - e entrainent que I1

est consistant, contient I2, et est un groupe par rapport & la Loi(gl Montrons
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que I1 = 12. Soient X € I1, a € 12. IL existe y € I, tel que

a = y@®x ; I2 étant consistant & droite, contient X , etc.

Soit e L'élément neutre du groupe I .. On a e@D e = e.
Si X€ Hyona:(e*e* X)>(e* ), donc X appartient a e #X ;
e est unité & gauche de H.
c.q.f.d.
Nous examinons maintenant le cas o D remplace H.
Théoréme 60

a) Si D vérifie une des conditions C; ou Cé, et si I, et I, sont non

vides, on a

I1 = 12 = I. I est un sous-groupe consistant dont L'élLément neutre est

élément neutre de D.

b) Si D posséde un sous-groupe consistant g, et un élément neutre, on a

1

Démonstration
La partie b) est évidente, montrons la partie a). Nous supposons, par exemplg

la condition Cé vérifiée.

Le lemme 59 - ¢ entraine que I1 est consistant et contient 12. On a

donc I = I1 n I = I

2 2°

Mais il est bien connu(1) que lorsque I est non vide c'est un groupe dont
L'élément neutre, e, est élément neutre de D.

Soit alors x € I,. Il existe x' € D tel que e = xx'.

I étant consistant, contient x'. Donc il existe x" € D tel que e = x' x%
Oha x = xe = xx'x" = ex" = x".
Donc e = x' x € 12. I est consistant & droite, contient x.

2
On a donc I1 = 12.
ce.q.f.d.
Remarque
Si D est un demi-groupe compact et si I1 et 12 sont non vides, on
montre que lL'on a I1 = 12.

(1) Voir par exemple R. Desq. [7]
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Nous terminons ce chapitre par quelques notions et résultats concernant Lles
éléments grossissants.
Définitions

Un élément x de D est dit grossissant & gauche (1) s'il existe un

complexe M de D, distinct de D, tel que D = xM.
Un élément x de D est dit fortement grossissant & gauche s'il existe un
sous-demi-groupe M de D, distinct de D, tel que D = xM.

On montre que (2)

Tout élément grossissant & gauche de D est inversible & droite au sens

de Ljapin, mais pas & gauche.

On a alors le résultat suivant

Si D vérifie C;

Ljapin, il ne contient pas d'éléments fortement grossissants & gauche.

et posséde des éléments inversibles & gauche au sens de

Nous faisons un raisonnement par L'absurde.
Soit & un élLément fortement grossissant & gauche de D.
Il existe un sous demi-groupe propre M, tel que D = a M.

] ]
Le bi-hypertas (p, ja o ) vérifie la condition S1 . Le théoréme 52

2
entraine que a est inversible & gauche au sens de Ljapin, ce qui contredit
Le précédent résultat.

c.q.f.d.

(1) Cette notion est due & E.S. Ljapin [29]
(2) Voir R. Desq. [7]
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