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INTRODUCTION

Ce travail a, entre autres, pour objet de montrer L'intérêt qu'il peut y
avoir à considérer 'des applications multivoques dans certaines questions
d'algèbre où elles n'apparaissent pas de façon évidente.
Nous avons déjà utilisé un pareil point de vue dans un travail préliminaire,
[20] en montrant que L'on peut introduire dans L'étude des groupoïdes la
notion de demi-hypergroupe.
Un demi-hyper groupe est un ensemble H muni d'une loi de composition qui
associe à tous x , y ç H, un complexe (c'est-à-dire une partie non vide) de
H, noté x » y, et telle que

V x , y , z € H, (x » y) » z = x » (y » z ) .
Une telle structure généralise celle de demi-groupe.
Dans ce qui suit, H (resp. D) est un demi-hypergroupe (resp. un demi-groupe)
fixé.
Notons que H est dit un hypergroupe si

Yx,y € H, 3 z , z ' € H tels que x € (y » z)n ( z ' » y ) .
Cette structure a été étudiée par plusieurs auteurs (par exemple, [ 8 ] » [ 2 4 ] )
Dans notre travail préliminaire, [20] nous avons généralisé aux demi-hyper-
groupes et aux groupoïdes des résultats de La théorie des demi-groupes.
L'examen des méthodes utiLisées dans ce travaiL et dans certains mémoires
traitant des demi-groupes [ 5 ] » [ 9 ] » [ t 6 ] montre Le rôLe essentieL joué par Les
ensembLes de transLations. (Par exempLe, une transLation à droite de H
est une appLication de H dans 3 ( H ) de La forme y [——> y * x,x étant
un éLément fixé de H ) .



Ceci suggère Les définitions suivantes •:
On appeLLe hyper tas (resp. tas) La donnée d'un ensembLe E et d'un demi-

groupe 3& d'app Lications de E dans ^'(E^resp. de E dans E) . Une t e L L e

donnée est notée (E, ^p )•
On appe L Le bi-hypertas (resp. bi-tas) La donnée d'un ensembLe E, et de deux

demi-groupes 5^ et 3)^ d'app Lications de E dans ^^(E) (resp» de E

dans E) teLs que

^ 9 ^ ç 2^, 9^ € 5^, 9 ^ o 9^ = e^ o 9 ^ .

ExempLes
Soit ji (resp. J^ ) Le demi-groupe engendré par Les transLations à droite

(resp. à gauche) de D ou de H,(D, $^ ) est un tas, (H, ,% ) est un hypertas,

( D » »% » o& ) est un bi-tas, (H, ^ , oê ) est un bi-hypertas.
Dans ce qui suit, (E, ^ ) est un hypertas fixé, (E, §/., ^0^) est un

bi-hypertas fixé.
Nous étudierons dans ce travai L un certain nombre de propriétés des hypertas

et bi-hypertas, puis nous appLiquerons Les résuLtats obtenus à L 'é tude des
demi-groupes et des demi-hypergroupes.

Le point de vue consistant à étudier un demi-groupe à L'aide d 'ensembLes de
transLations sembLe avoir été considéré pour La première fois par notre
camarade P . G r i L L e t [to]. Nous avons défini indépendamment de Lui (mais
postérieurement) La notion de tas et d'autres notions annexes. Toutefois
un exposé qu ' iL fit au séminaire DubreiL-Pisot en 1962 [16] joue un. rôLe
particuLièrement important dans L'éLaboration de nos idées. SignaLons pour

terminer que nous avons en généraL utiLisé Les notations de P . G r i L L e t [17] î
certaines différences peu importantes apparaissent parfois ; ainsi ce que
nous désignons par tas est appeLé tas stabLe par P .Gr iLLet .
Dans Le chapitre 1, après avoir donné des exempLes d'hypertas et bi-hypertas,

nous définissons La notion d'hypertas inverse. Etant donnée 9 ç JÏ , nous
définissons une appLication F de E dans y (E) , en posant

Vx ç E, y € F (x ) <==> x ç e (y) .
^L'ensembLe des appLications de La forme F est un demi-groupe noté oD •

,f 9 ç^
L'hypertas (E, ^p ) est appe Lé hypertas inverse de (E ,S ) ) .
Cette construction permet de définir de nouveaux hypertas et bi-hypertas

(H, ^ /) , (H,^' ,^) etc.

A L'origine du chapitre II sont Les études des équivaLences réguLières ou
simpLifiabLes de D [14], [ t6] ,[26],[$2]
Une équivaLencepdéfinie sur E est dite

35 - compatibLe, si x py, u ç 9(x) =====> a v ç 9 (y) t eL que u p v
quasi-fortement j6 - compati'bie, si x p y, u ç 9 ( x ) , v ç. 9 (y) ====> u p v



^D - simplifiab Le,si u p v, u ç © ( x ) , v ç 9(y) ====> x p y.

Lorsque (E, p6 ) est L'un des hypertas (H,J^ ), (D,J^)..., ces définitions

fournissent Les notions cLassiques d'équivaLence réguLière ou simp LifiabLe.

On étabLit que si p est une équivaLence 2)- compatibLe, on peut définir

un hypertas quotient noté

(E,an, .p
On montre en outre Les points suivants :

Une équivaLence est 3- simpLifiabLe si et seuLement si e L L e est quasi-

fortement 5$' - compatibLe.

La condition pour une équivaLence de Laisser indivisibLes des compLexes

de E s'interprète en termes de quasi-forte compatibiLité.

Nous donnons en outre une construction de La pLus fine équivaLence quasi-

fortement oD - compatibLe, et nous caractérisons Les cLasses moduLo une

équivaLence quasi-fortement 2)- compati'bLe.

Tous Les résuLtats obtenus sont appLiqués à L'étude des équivaLences de

D ou de H.

Le chapitre III est consacré à L'étude de parties remarquabLes de E. Une

partie A de E est dite

^S - nette, si Vx ç E,. 2 x 0 A ^ $

3$ - fortement nette, si Vx, y ç E, 3 6 , 9 ' ç 3$ teLs que

9(x)H A ^ $, 9 o 9 ' (y) n A ^ î

3b - génératrice si E = oÛA

^ - forte, si 9(x) n A ^ $, 9 ' ( x ) n A ^ $, 9(y) n A ^ $ ===> 9 ' ( y ) n A ^ $

un 3> - idéaL, si SS A ^ A

ff - consistante, si 3&x n A ^ $ ——$> x ç. A

On définit tout de suite Les ^0 - idéaux minimaux ou maximaux. Les comp Lexes

3^ - nets minimaux, etc.

Une partie est 2) - nette (resp. est un3) - idéaL) si et seuLement si eLLe

est 5^' - génératrice (resp. si e L L e est^' - consistante).

Un compLexe distinct de E est un SS - idéaL minimaL si et seuLement si son

compLémentaire est un ç& ' - idéaL maximaL.

Toutes ces définitions s'appLiquent à D ou à H. Par exempLe, une partie A

de H, ofc - génératrice est une partie qui est teLLe que H = H * A, Une

teLLe partie est dite génératrice à gauche.

L'étude faite par P. DubreiL [9] des groupes homomorphes à D est à L'origine

du chapitre IV.

La notion de groupe est ici rempLacée par Les suivantes :



(E, 55 ) est dit :

injectif, si 9(x) n e(y) ^ $ ==> x = y

stationnaire, si 9(x) n 9 ' ( x ) ^ $ ——> 9 = 9'

transitif, si Vx, y ç. E, y ç. ^Q x.

A étant une partie de E, nous définissons une équivalence»^« (dite princi-

pale) en posant :

Vx, y (= E, (xj^ y) <==> (V 9 ç5Î, 9 (x ) n A -f. $ <==> 9(y)H A / $).

Nous montrons entre autres La

Proposition

Si A est un complexe de E oj - fort et où - fortement net, J^ est 3) -
^ "•

compatible, et (E,j& ),^ est un hypertas transitif et injectif.

Dans Le chapitre V, nous caractérisons certains hypertas au moyen de

propriétés de Leurs équivaLences. Ainsi nous montrons La

Proposition

Supposons que (E, SQ ) soit injectif, stationnaire, et vérifie ;

Vx ç. E, 9 ^ ^6 , 9(x) ^ $

A Lors pour que 3) soit un groupe de bijections de E, iL faut et iL suffit

que toute équivaLence ff - simpLifiabLe soit quasi-fortement 2 - compatib L e.

On déduit de La des résuLtats reLatifs à D.

Proposition (G. Thierrin)[$5]

Un demi-groupe simpLifiabLe est un groupe si et seuLement si toute équiva-

Lence simpLifiabLe à gauche est réguLière à gauche.

Proposition

Un demi-groupe simp Lifiab Le à gauche et stationnaire à gauche(l)est simp Le

à droite si et seuLement si toute équivaLence réguLière à gauche est simpLi-

fiabLe à gauche.

Dans Le chapitre VI nous étudions Les compLexes où - nets minimaux et

S& - générateurs minimaux de E.

Nous utiLisons des techniques de La théorie généra Le de L'indépendance f i ] ,

DB-I

Ainsi nous donnons La

Définition

Un compLexe A de E est dit 3) " Libre si

Va, b ç. A, a ç 56 b =====> a == b.

Cl) D est dit stationnaire à gauche s ' iL vérifie :

ax = bx ===> Vy ç D, ay = by



Nous introduisons également dans notre étude L'axiome suivant, dit

d'échange :
Vx, y ç E, x ç Sby ==> y € 3^ x U[x}
Nous montrons a Lors Le
Théorème
Supposons que pour tout x ç. E, ^D x soit non vide» Soit aLors Z l-o' réunion

des ^Q - idéaux minimaux de E g Les conditions suivantes sont équivaLentes :
1 ^ ^ est un compLexe j6 - net de E.
2) I L existe un compLexe de E,^Q - net minimaL.

$) Tout S - idéaL propre de E contient un 5b - idéaL minimaL.
L o r s q u ' e L L e s sont réaLisées, Les compLexes de E, ju - nets minimaux sont

Les compLexes de ^,5}- Libres, maximaux. Chacun de ces compLexes est
équipotent à L ' e n s e m b L e des oQ - idéaux minimaux de E.
Les résuLtats de ce chapitre découLent directement ou indirectement de ce

théorème» Citons en queLques uns.

a) En faisant (E,^D ) = ( D , < ^ ) , on retrouve Les résuLtats de P. Lefèbvre [26]
sur Les compLexes nets à droite minimaux de D, en particuLier, L'équipotence
entre un t e L compLexe, et L ' ensembLe des idéaux à droite minimaux.

On généraLise ces résuLtats au cas de H, en faisant (S, 55 ) = (H ,^ ) -
Notons cependant une différence importante entre Les deux cas, due au fait

que La réunion des idéaux à droite minimaux de D, si e L L e n'est pas vide, est
un compLexe net à droite (car c'est un idéaL biLatère), mais q u ' i L n 'en est
pas ainsi dans Le cas de H, en généraL.
b) En appLiquant Le théorème à L'hypertas (E ,5b ) , on montre, entre autre,
L'équipotence entre L ' ensembLe des 55 - idéaux maximaux de E, et tout compLexe

5j - générateur minimaL. P Lus précisément, Lorsque (E,5i ) = (H,JE . ' ) , on
étabLit La
Proposition
Si H ^ H = H. pou1' q ^ ' iL existe un compLexe générateur à droite minimaL,

i L faut et i L suffit que tout idéaL à droite propre de H soit contenu dans
un idéaL à droite maximaL, Un t e L compLexe est équipotent à L ' ensembLe des

idéaux à droite maximaux de H.

c) Pour que Le tas (D,^^, ) vérifie L'axiome d'échange, i L faut et iL suffit
que D soit s impLe et possède un idéaL à droite minimaL. ( I L en est ainsi
Lorsque L'intersection des idéaux à droite maximaux de D est vide). Un t e L
demi-groupe possède un compLexe qui est simuLtanément net à droite minimaL
et générateur à droite minimaL.

d) Soit W un jS- idéaL de E, distinct de E.
On dit qu'un compLexe A de E admet W pour 5b - résidu si on a
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W = {x ç E : jQx C E - A}

On peut étudier Les complexes de E - W .qui admettent W pour ^D - résidu et

qui sont minimaux pour cette condition^) de La façon suivante î on associe

à tout élément 9 de 2) , une application e,y de E - W dans ^ (E - W) de La

façon suivante :

Vx ç E - W, 9^(x) = 9(x) n (E - W) .

L'ensemble des applications de La forme 8,y est un demi-groupe notéçU^. Les

complexes de E - W, JQ - nets, sont ceux qui admettent W pour §) - résidu.

e) Supposons que E possède un complexe 5$ - net minimal K, et un complexe

oD - générateur minimal G. On peut, dans certains cas, comparer card(K) et

card(&), soit,Les cardinaux de L'ensemble des S - idéaux minimaux et de

L'ensemble des 3)- idéaux maximaux.

Par exemple, on a card(K) ^ card(G), si la condition suivante est vérifiée :

x ç3u, y Co6u ==>S6 x n^&y ^ ^

Dans ce cas, il y a dans E, moins de 55 - idéaux minimaux que deeD - idéaux

maximaux.

On déduit de Là, entre autres, La

Proposition

Si D possède un compLexe net à droite minimaL et un compLexe générateur

à droite minimaL^et vérifie La condition

x C u D, y €u D ===>xD H y D ^ $ (Rd)

iL y a moins d'idéaux à droite minimaux que d'idéaux à droite maximaux.

Remarque

Soit N La réunion des idéaux à droite minimaux de D (Si N est non vide,

c 'est Le noyau de D c'est-à-dire un idéaL biLatère minimum de D).

Supposons qu'iL existe un homomorphisme de D sur N, dont La restriction

à N est L'identité.

(On dit dans ce cas que N est un rétract aLgébrique de D). Dans ce cas Le

demi-groupe vérifie La condition (R.i)-

A L'origine du chapitre VII sont Les études de A.H. CLifford et D.D. MiLLer

du noyau et des éLéments zéroïds d'un demi-groupe[2j,[5],[4]. Nous entre-

prenons ici une étude simiLaire, en nous pLaçant dans Le cadre*pLus généraL

des bi-hypertas. Nous donnons Les

(1) Dans Le cas où (E,2)) = (D,J^), ces complexes sont Les compLexes

W - minimaux à droite de P. Lefèbvre. [26]
n

(2"> Ceci est par exemple vérifié si D est fini (ou compact) et si D = D
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Définitions

On appeLLe idéaL-biLatère de (E, 5û., 5^?), une partie de E qui est simuLta-
nément un ^Q - idéaL et unj$ - idéaL.

L'intersection des idéaux biLatères propres de (E,^$. ,5)o) est appelée
noyau de ce bi-hypertas.

(E, SS - i » ^ ^ ) e^ di^ réguLier, si un 2)^ - idéaL propre et un2f - idéaL
propre ont toujours une intersection non vide.

D'autre part,nous introduisons certaines conditions susceptibLes d'être
vérifiées par (E, 'y , S D 9 ) » notamment

x Ç 2$2 u, y ç 3^ u ==> x ç 3^ y IJ {y} (S^)

Ces notions d'appLiquent à H ou D. Ainsi Le bi-hypertas (H,<% , J^ ) vérifie
La condition S^ , si et seuLement si H possède La propriété suivante :

x ç a^ * . . . * a ^ , y ç a ^ * . . . ^ a^ ==> x ç(y » H) U {y} (D^)
On définit de même une condition D,

On a Le
Théorème

Supposons que (E,jS /3Sg) vérifie La condition Sg., et que La f amiLLe J '
des ÎS A - idéaux minimaux de E soit non vide. A Lors UL est un idéaL^^ ————
bi Latère de (E, 3^»oQn ) ; c 'en est même Le noyau si Le bi-hypertas est
réguLier.

Citons queLques appLications de ce théorème
1. La proposition suivante généraLise des résuLtats de A.H. CLifford et

D.D. M i L L e r [2J. f 4]
Proposition

Supposons que H vérifie Les conditions D^ et D^
a) Si H possède des idéaux à droite minimaux et des idéaux à gauche minimaux,

La réunion des premiers coïncide avec La réunion des seconds et avec Le
noyau de H.

b) Si H possède des éLéments nets à droite et des éLéments nets à gauche,
L 'ensembLe des premiers coïncide avec L 'ensembLe des seconds et avec Le
noyau de H.

2. Soit 1 (resp I-) L 'ensembLe des x ç H t eLs que H = x * H (resp H = H * x).
On a Le

Théorème

Si H est s impLifiabLe d'un côté et si I. et 1̂  sont non vides, on a 1^ =
L^_J_3L est un compLexe consistant de H, c'est égaLement un groupe Lorsqu'on
Le munit de La Loi de composition définie par
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Vx, y 6 I-,, x ®y = (x # y) fi I-)

Pour montrer ce théorème, on utilise entre autres Le résultat suivant î [22]
Tout hypergroupe simpLifiable d'un côté est un groupe.

Je tiens à exprimer ici ma'prof onde reconnaissance à Monsieur Le Professeur
P.DUBREIL, dont Les conseiLs et Les encouragements qu ' iL m 'a prodigués dès
Le début de ma recherche m'ont été infiniment précieux.
Je suis égaLement très heureux de remercier Messieurs Les Professeurs

C.PISOT et L.LESIEUR pour L'intérêt q u ' i L s ont bien vouLu me porter,
Messieurs Les Professeurs M.KRASNER et J.NEVEU qui ont accepté de faire
partie de mon Jury, mes coLLègues de Brest enfin, et notamment Monsieur Le
Professeur J. QUERRE, pour L'appui qu ' iLs n'ont cessé de me prodiguer.
Je remercie enfin MademoiseLLe THIBAULT de La FacuLté des Sciences d'Amiens

qui a dactyLographié mon manuscrit, ainsi que Monsieur Le Professeur GENIN
de La facuLté des Sciences de Brest, Directeur de L ' é c o L e NationaLe
d'ingénieurs de Brest, pour L'aide matér ieLLe qu ' iL a bien vouLu me fournir.

Notations
Dans cet exposé, nous utiLiserons Systématiquement Les notations suivantes :
D est un demi-groupe, H est un demi-hypergroupe(1), G est un groupoïde.
(E, 3D ) est un hypertas(l), (E, e2) )(resp. (E,<Sy ) est son hypertas

inversed) (resp. stabLed). (E,!^,^) est un bi-hypertas( 1 ). (E^'^5)

(resp. (E,<3 -î » S) o) est son bi-hypertas inverse(l) (resp. stabLed)

( 1 ) Le sens de ces expressions sera défini au chapitre 1
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Chapitre I

GénéraLités.

On appeLLe hypertas La donnée d'un ensembLe E, et d'un demi-groupe ^b \V
d'appLications de E dans y(E).

Une teLLe donnée est notée (E,j6).

Un hypertas (E,5&) est appelée pseudo-tas (resp. tas) si, quelque soient

9 € ^D » x € E, 9(x) a au p Lus un élément (resp. exactement un élément).

On appeLLe bi-hyper tas La donnée d'un ensembLe E et de deux demi-groupes

Ï i 'JOp' d'appLications de E dans ^(E) teLs que

v ® 1 ç 56r ^ ̂ 2' ^ ° ̂  = ^2 ° ^
Une teLLe donnée est notée (E,S5.,56^)»

On définit immédiatement La notion de bi-tas.

Exemp Les

a) Soit F un ensembLe dont p est une reLation d'ordre ou d'équivaLence.
Soit 9 La fermeture associée à p. EL Le est définie par :

P
Vy ç. F, 9 (y) = Çx 6 F teLs que x p y}.

L'ensembLe {9 } est un demi-groupe, et donc (F, {,9 }) -est un hypertas.

b^ RappeLons La définition d'un demi-hyper groupe]"20] et d'un hyper groupe.F 8 J

Définitions

On appeLLe demi-hyper groupe un ensembLe H muni d'une Loi de composition

qui associe à tout coup Le d'éLéments de H, x et y, un compLexe (c'est-à-dire

une partie non vide) de H, noté x -M- y, et teLLe que L'on ait

V x , y , z Ç H , x *(y * z) = (x <y)* z.

H est appeLé hypergroupe si

Vx,y ç H, 3 z ,z ' ç H teLs que x ç ( y » z) n ( z ' * y)

En généra L, nous noterons à L'aide de L'étoiLe •»• La Loi de composition de

H. Mais iL nous arrivera de faire exception à cette règLe, par exempLe dans

ce qui suit ; Soit S un demi-groupe, ou un demi-hyper groupe, ou un groupoïde.

(La Loi de composition étant notée dans tous Les cas muLtipLicativement).

( 1 ) Etant données deux appLications 9., 9? de E dans ^(E), Leur composée

9 ^ o 9^(notée aussi 9. 9p) est L'appLication définie par

Vy 6 E. ^ o 9,(y) = Je^fyj
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On appeLLe translation à gauche de S toute application Ç de S dans y(s)
définie par
Vy ç. S, Ç (y) = xy (x élément fixé de S).
On définit de même Les translations à droite de S.
On désigne par o& (ï'esp.,^,) Le demi-groupe engendré par Les transLations à

gauche (resp. à droite) de S, par TTC Le demi-groupe engendré par <A» U o& .
(D,^ ) , (D ,<Ê ) , ( D , X ) , ( G , ^ L ) , ( G , o ê ) , ( G , TU) sont des tas,
(H,^ ) , ( H , £ ) , ( H , X) sontdes hypertas, (D,^ ,<^) est un bi-tas,
( H , % / , o & ) est un bi-hypertas.

Nous supposons maintenant que S est un demi-groupe, ou un demi-hyper groupe.

Nous désignons par W, Le demi-groupe engendré par Les appLications r de S
dans ^r(S) du type suivant :

Vy ç S, Ç, (y) = x y z(x, z éLéments fixés de S).
Soit d'autre part M un compLexe muLtipLicativement fermé de S. (Ce La

signifie que m n est contenu dans M dès que m et n sont deux éLéments
de M). .

Nous notons ^r Le demi-groupe engendré par Les transLations à gauche de S,
définies par des éLéments de M, c'est-à-dire par Les transLations à gauche
Ç de S définies par
Vy ç. S, Ç (y) = m y (m éLément fixé de M).
On définit de même <^, 7%^, 7H^ •

Notons que si N est un autre compLexe de S muLtipLicativement fermé,

^^M'^N^ est un ^•^yp®1^^*
On peut égaLement associer à M et N un autre hypertas, en considérant Le

demi-groupe engendré par Les appLications Ç; de S dans <?(S) définies par
Vy ^ S, ç (y) = m y n ( m éLément fixé de M, n éLément fixé de N)
c) Nous désignons par J^ Le demi-groupe constitué par Les appLications C,

de D dans D, définies par
v y € D, Ç;(y) = y" (n entier positif fixé)

(^»y) es^ un tas.
d) Nous désignons par ]v Le demi-groupe engendré par Les appLications Q de

D dans^ (D) définies par

^y ^ D, C(y) = l^y» y v 5 (u» v éLéments fixés de D).
(D , / t / ) est un hypertas.

e) Soit G' un quasi-groupe.

Notation

Etant donnés des éLéments x^, ... x^ de G ' , et un groupement g des
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indices 1 , •.. n, respectant Leur ordre. Le produit des x^ groupés suivant
g est noté n

n x!
i=1

(g)
Une partie A de G* est dite associative si queLque soient Les éLéments

x^,...,x^ de G' , et Les groupements g et g* des indices 1,... n, respectant
Leur ordre, on a :

iJ1 Xi € A ==$> .fî x^ ç A

(^) tf)
(En particuLier, on a :

a(bc) ç. A =a=> (ab)c ç A).

On montre [20] que L'ensembLe des parties associatives de G' est une

famiLLe de Moore. Si 9 est La fermeture associée, on étabLit que L'on a :

Va, b € G' , 9(ab) = a Q<ft) == 9(a)b.

Donc (G',^ ,[9)) et (G',c6, [9}) sont des bi-hypertas.

f) Supposons D ordonné (L'ordre est noté ^).

Etant donnés A c^D, x ç. D, on appeLLe quasi-résidueL à droite de A par

x. La partie < A •• x> de D définie par :

< A .» x > = fu ç D t e L que Sa ç A, vérifiant x u <; a).

On définit de même Le symboLe < A '. x >.

Nous désignons par f^^ L'ensembLe des appLications de D dans J^D) de La
forme :

y \————> <y . ' 0 (x éLément fixé de D).

On définit de même /^.. On montre [ 15 ] que ̂  et H sont des demi-groupes,

et que (D,/^,/fc ) est un bi-hypertas.

Toutes Les notations qui viennent d'être introduites ici seront systémati-

quement empLôyées dans La suite de cet exposé. Par exempLe, on parLera sans

précisions suppLémentaires du tas (D,jf^) etc.

Hypertas et bi-hypertas inverse

Nous aLLons associer à (E,^6) (resp. à E,^,^) un hypertas (resp. un
bi-hypertas).

Soit 9 ç§). Nous définissons une appLication, notée r , de E dans^ (E) ,
en posant :
vx. Y ̂  E, y ç ^r(x) <===> x ç 9(y).

Si 9 ' est un autre éLément de ^6 , on a

( 9 « o 9^ = ^ o 9•^

Nous notons j^' L'ensembLe des appLications de E dansiT^E) de La forme

9 . On vérifie tout de suite que 9) est un demi-groupe anti-isomorphe à 2$ .
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L'hypertas (E, ç0 ) s 'appel le hypertas inverse de ( E , p P ) .

Notons que L'hypertas inverse de (E, oÛ ) est (E,(Z$ ).

Désignons maintenant parj5"Le demi-groupe engendré par oD U o0 ' • L'hypertas
(E, 35 ") est appelé hypertas stable de (E,§3). ,

Considérons enfin (E, S$^,35^). On peut définir, d'après ce qui précède, Les

hypertas inverses (E,^) et (E,g^) (resp. Les hypertas stabLes (E,2^') et

(E,2^)).

On vérifie tout de suite que ( E , 3 - j » 2 > 2 ) (^SP- (E»S)'p3S^) ) est un bi-

hypertas. On L ' a p p e L L e bi-hypertas inverse de (E,çQ > 55 ) (resp. bi-

hypertas stabLe de (E, ,2$ , ̂  ) ) .

En appLiquant ces opérations aux exempLes donnés pLus haut, on obtient de

nouveaux hypertas et bi-hypertas, qui nous seront utiLes par La suite,

notamment (D,^/), (D,oê'), (D,^' ,oé') , (H, ̂ ') ,(H, oê') .(H, ̂ ', oê ' )
etc.

Morphismes des hypertas

On peut définir sur La cLasse des hypertas(l) une structure de catégorie.
Définition

On a p p e L L e morphisme de L'hypertas (E, §5 ) dans L'hypertas (E-,, 5$ .), tout
coup Le (f. '-n) où f est une appLication de E dans E., cp un homomorphisme

du demi-groupe çDdans Le demi-groupe 3j-, » t e L que L ' o n ait
V 9 ç 55 , x ç E t ( 9 ( x ) ) = c p ( e ) ( f ( x ) ) .

On montre sans peine que La composée de deux morphismes peut être définie

(c 'est un morphisme \). On définit tout de suite Les isomorphismes.

Opérations de résiduation dans ( E , ^ Q )

Nous notons J L 'appLicat ion canonique de SQ sur 5$ *
Soient A ^ E , B c E , A ^ â $ . Nous posons ;

A(A) = U9(x) (Cette partie sera parfois notée A A).
x ç-. A
© Ç A

A » B = [9 < = o & t e L que 9 ( B ) n A ^ $ }.

A '. B = f 9 ç5 t e L (lue ^W E A) •

A À A = ^ x ç E t e L que 9 (x ) 0 A ^ $ , queLque soit 9 € A ) .

A .̂  A = Ç x ç E t e L que A x c A } *

( 1 ) Et aussi Sur c e L L e des bi-hypertas. Pour ne pas aLourdir L'exposé, ce
cas n'est pas considéré ici.
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Nous ne donnons pas Les propriétés -très simples à établir- de ces parties.
Plus importante est la transformation par hypertas inverse. On a i

J (A ^. B) = B ̂  A

^ A = r̂ (A)A .-

re J(A)
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Chapitre II.

Equivalences compatit» Les ou simpLifiabLes

Notations et conventions

a) Nous notons fl< Le demi-groupe ^J auqueL on adjoint L'appLication

identique de E.

b) Nous appeLLerons compLexe de (E, §5 ) un compLexe de E. De même, nous

dirons qu'une reLation binaire (par exempLe une équivaLence) est définie

sur (E, o0 ) si e L L e est définie sur E. Nous parLerons aLors d'une reLation

binaire de (E, §5 ) ou de E.

c) Les opérations de réunion et d'intersection du treiLLis des reLations

d'équivaLence sont respectivement notées V et A. La reLation d'ordre

natureLLement définie sur ce treiLLis est notée c. (deux équivaLences

R et R' vérifient R £ R' si R impLique R ' ) .

d) Soit F un ensembLe sur LequeL est défini une reLation binaire p. Nous

étendons p à j ( F) de deux façons, en posant pour toutes parties

A, B de F ;

A p" B si Va ç A, S b 6 B teL que a p b, et

Vb € B, 3a 6 A teL que a p b.

A y B si Va ç A, b € B, a p b.

On a A p" î, queLque soit A c F.

1 ) - Equivalences gD - compatibLes (l)

Définition

Une.équivaLence R de E est dite ft - compatibLe si

V9 € 2$ , x R y => 9(x) 5 e(y).

Nous notons J^ L'ensembLe des équivaLences 3) - compatibLes.

Exemp Les

a) Soit F un ensembLe dont R et p sont des équivaLences. Soit Ô La

fermeture associée à p. Posons ^9 = ^ @ ^ . R est ^O- compatibLe si et

seuLement si R permute avec p.

b) Les équivaLences %- compatibLes de D sont ceLLes qui sont réguLières

à droite. On interprète de même Les équivaLences dû - compatibLes. Si M est

un sous demi-groupe de D, on interprète très faciLement Les équivaLences ̂  -

compatibLes de D.

( 1 ) Dans de précédents exposés nous avons empLoyé Le mot "réguLier" au Lieu
du mot "compatibLe".
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c) Nous dirons qu'une équivalence R définie sur H est régulière à
droite si

Va ç H, x R y ==> (x * a) I (y * a).

Les équivalences jC - compatibles de H sont cel les qui sont régulières à
droite. On interprète de même Les équivalences oto - compatibles de H
ainsi que les équivalences uU- compatibles.

d) Supposons un moment que oZ/ soit un demi-groupe engendré par un ensemble
A d'applications de E dans y (E).

Une équivalence R de E est 3> - compatible si et seulement si :
V9 € A , x R y => 9(x) ÏÏ ô ( y ) .

e) Soit p une relation binaire réflexive et symétrique, définie sur E,
vérifiant :

V9 € 5S , x R y => e (x) p' 9 (y ) .
La fermeture transitive de p est alors une équivalence ^P •" compatible.
Remarque
Nous définissons sur E une équivalence 0 en posant

x 0 y si 9(x) et 9 (y) sont simultanément vides, quelque soit 9 6 JD •
Si R est une équivalence çf) - compatible de E, on a R c 0.
Premier théorème d'isomorp hisme

Les notions de morphisme d'un hypertas et d'équivalence <jD - compatible sont
Liées par La
Proposition 1 -

a) Si R est une équivalence 3) - compatible de Ë, on peut définir cano-
niquemenî. un demi-groupe jp d'applications de g/p dans ^(E/p) de

te l le sorte qu' i l existe un morphisme de (E, jD ) dans (E/p, ^6 ).

(S/^, S' ) est noté (E, 35 )/^
b) Si ( f ,cp) est un morphisme de (E, 3^ ) dans (E*, S/^) tel que f et cp

soient surjectives, L'équivaLence R associée à f est 5$ - compatible,
et les hypertas (E, QS )/^ et (E^ S9) sont isomorphes.
Démonstration

Nous nous bornons à quelques indications , La démonstration étant triviaLe.
a) Soit f L'appLication de E sur E/^. Soit 9 € 3) . O n définit une_ .̂ ^

appLication 9 de E/ dans ^(E/-) en posant
V f ( x ) ç E/^ , 9"(f(x)) = f ( 9 ( x ) ) . ,

(9 ( f (x '» ' ) est indépendant du choix du représentant x de La c Lasse f (x ) . Nous
désignons par ^5 L ' ensembLe des 9, par çp L 'appLicat ion de ^J dans ^35 »

, 9 f • > 9. o0 est un demi-groupe, (f ,<p) est un morphisme
d'hypertas.
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b) Montrons simplement que R est où - compatible. Soient x, y des éléments

de E équivalents module R (c'est-à-dire vérifiant f(x) = f(y)). Soient

9 ç S) , u ç 9(x).

On a f(9(x)) = y (9 ) ( f ( x ) ) = <p (ô ) f ( y ) = f(9<y)).

IL existe donc u* ç. 9(y) tel que f(u) = f(u*). etc.

Proposition 2.

J^ est un ensemble V - stable, donc un treillis complet. Son plus fin

élément est l'égalité. Son plus grossier élément est l'équivalence univer-

selle si (E, % ) vérifie la condition ( 1 )

V9 ç S , x ç. E, 9(x) ^ $.

La démonstration, très simple, découle de La forme de La borne supérieure

d*une famiLLe d1équivaLences de E, et de L'exempLe e) de La page 19..

Remarque

Soit R une équivaLence de E. IL n'existe pas, en généraL, de construction

expLicite de La p Lus grossière des équivaLences de E plus fines que R

(équivalence notée R).

Toutefois, si 9(x) est un ensemble fini (peut-être vide) quelque soit

9 € QÛ , x ç E, on a
•R = X Rn=1 n

les R^ étant des relations binaires définies sur E par récurrence, de La

façon suivante »

RI = R ? ^
x ^+1 y <===> ve ç ̂  • QW\ Q(y) .
(On a

^ ? ^ ^ - • - ^ Ï ^1 ? • - • )
2) - ÉquivaLences g) - simpLifiabLes '

Définition

Une équivaLence R de E est dite ^J - simpLifiabLe si

u R v, u € 9(x), v ç. 9 (y) ====> x R y

Nous notons J^ L*ensemble des équivalences 3" simpLifiables (On voit
tout de suite que ^g est A - stable).

On peut interpréter ainsi Les équivalences w) - simpLifiabLes.

( 1 ) Un hypertas vérifiant cette condition est dit p Lein.
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Définition

(E,55) est dit injectif si

V9 ç 5S , x,y ç E, 9(x) H 9(y) ^ $ => x = y.

On vérifie tout de suite que pour qu'une équivalence R,<S^- compatible,

soit 5) - simpLifiabLe, iL faut et i L suffit que (E,3?)/ soit un hypertas
injectif.

Exemples d'équivalences 3) - simpLiftables

Une équivalence R de H est dite simpLifiabLe à droite si

u € (x * a), v ç(y * a), u R v ==> x. R y.

Les équivaLences^- simpLifiabLes de H sont ceLLes qui sont simpLifiabLes
à droite.

On interprète de même Les équivaLences ob - simpLifiabLes de H, et on

particuLarise ces remarques au cas de D

3) - EquivaLencepP- fortement compatibles •
Définitiona

Une équivaLence R de E est dite

quasi-fortement 5) - compatibLe si

^ ^ 5Î . x R y ==> 9(x) I 9 (y).
fortement S- compatibLe si

V9 ç 3$ , x R y ===> 9(x)lô(y) et 9 ( x ) " R 9(y) .

Nous désignons parj^r (resp.7^) L ' ensembLe des équivaLences quasi-forte-

ment y - compatibLes (resp. fortement 5Î- compatibLes). On aj^ = V ^ .

Remarquons que si (E,<25 ) est pLe in ,^ ' =J1" .

Les équivaLences appartenant à jT jouent un rôLe important, comme nous
aL Lons Le voir.

Exemp Les

a) Soit F un ensembLe dont p et R sont des équivaLences. Soit 9
P

La fermeture associée à p. Posons 3= [9 }. Pour que R soit fortement
^b - compatibLe, iL faut et iL suffit que L'on ait p c R.

b) Supposons ^j engendré par un ensembLe A d'appLications de E danS(^(E).

Pour qu'une équivaLence de E^ffysoit quasi-fortement^)- compatibLe, iL faut
et iL suffit que L'on ait

V9 € A, x R y ==> 9(x) 1 9(y).

c) Soit F un ensembLe dont (Ai)^ ç ^ est une famiLLe de compLexes. PourompLex<

^wtout i ç. I, nous définissons une appLication 9. de F dans y(F) en

posant î

ô^(x) = (x si x ç E - ^l}{x si x C E - A^}

(A^ si x ç A^}
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Soit 3D Le demi-groupe engendré par Les 9 . . Pour qu'une équivaLence H

de E soit fortement §5 - compatit» Le, i L faut et i L suffit q u ' e L L e Laisse

Les compLexes A^ indivisibLes.

d) Une équivaLence R définie sur H est dite fortement réguLière à droite

si
x R y ==> (x * a) 5 (y * a).

Les équivaLences fortement ^f\/ - compatibLes de H sont ce L Les qui sont

fortement réguLières à droite.

e) Soit 9 La fermeture associative ^ 20~\ associée à G. Posons J) = -j 9 ^ •^ ^ J
Une équivaLence R de G est fortement çD - compatibLe si et seuLement

si, queLque soient Les éLéments x ,..., x de G et Les groupements g

et g' des indices 1, ..., n, respectant Leur ordre, Les produits des x.

suivant Les groupements g et g* sont équivaLents moduLo R.

(On a, en particuLier : (ab)c R a(bc) , queLque soient a,b, c ç, G ) .
De t e L L e s équivaLences sont dites associatives. [20]
f^ Si (E, % ) es^ un tas, ^ . J; = ^ ^ .

g) Si R 6 J* ^ , (E, y )/^ est un pseudo-tas. Inversement si ( f ,cp) est

un morphisme de (E, S) ) dans un pseudo-tas (E\ 5^'), L 'équivaLence

associée à f est fortement 3^ -- compatibLe.

h) Cet exempLe est important car i L permet de ramener L ' é t ude des équiva-

Lences s impLif iabLes à c e L L e s des équivaLences quasi-fortement compatibLes.
PLus précisément, on a Les résuLtats suivants :

Les équivaLences eD - s impLif iabLes sont c e L L e s qui sont quasi fortement
^P - compatibLes.

Les équivaLences Sb - s impLif iabLes et quasi-fortement 3$ - compat ible

sont c e L L e s qui sont quasi-fortement g0 - compatibLes.

i) Les propriétés de réguLarité et de simp Lifiabi Li té de's équivaLences

du demi-groupe D sont donc des propriétés de quasi-forte compatibiLité.

Nous donnons un tabLeau qui fournit Le demi-groupe d 'appLication que L ' o n

doit considérer Lorsque L ' o n veut ramener une propriété d 'équivaLence de D

à une propriété de quasi-forte compatibiLité. Ce tabLeau est évidemment

incompLet , on pourrait aussi considérer Le cas de II.

Propriété Demi-groupe d 'appLicat ions à considérer
RéguLari té à droite ^Ç,

SimpLif iab iLi té à droite ^/

RéguLarité à droite et 0̂ tf

SimpLif iabiLi té à droite -
Ré^Larité H ^
Simp Lifiabi Lité etc. ^%/
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j) Soit p une relation binaire réfLexive, symétrique de E, vérifiant

m 55, xpy ===> QWj 9 (y).

On ne peut en général affirmer que La fermeture transitive appartienne à

Jl . IL en est cependant ainsi si (E,56) est pLein. On peut se demander si,

moyennant certaines hypothèses simpLes, (E, ^yQ ) n'est pas pLein Lorsque La

fermeture transitive de p appartient à Ji • A cette interrogation sont Liées

La proposition et La conjecture suivantes :

Proposition 3

Si D est abéLien et simpLifiabLe, et si La fermeture transitive de toute

reLation binaire réfLexive, symétrique et simpLifiabLe, est une équivaLence

simpLifiabLe, aLors D est un groupe.

Démonstration

Supposons que D ne soit pas un groupe. A Lors iL existe a, u ç D teLs que
o

u ^ (aD) U fa } . On a aLors a -fz a.

Soit p La reLation symétrique et réfLexive définie sur D par L'égaLité
2 5et a p u, a" p u.

Soit p La reLation définie par

(x p y) <——> (x p y, ou i L existe a ç D teL que a. x p . a y).

p est réfLexive, symétrique, simpLifiabLe. Sa fermeture transitive R n'est
2 5 2

pas simpLifiabLe, car on a a R a", mais pas a R a cq fd.

Conjecture

Si D est simpLifiabLe, et si La fermeture transitive de toute reLation

binaire réfLexive symétrique, simpLifiabLe à gauche, est une équivaLence

simpLifiabLe à gauche, aLors D est simpLe à droite ( 1 )

Etude des ensembLes Jft et f •

Nous ne donnerons aucune démonstration des propositions suivantes, ceLLes-ci

étant évidentes.

Proposition 4

f est A - stabLe, et contient L'équivaLence universeLLe. C 'es t donc un

treiLLis compLet.

Nous aLLons maintenant donner La construction du pLus fin éLément de J1 • Bien

entendu, cette construction permet d'obtenir La pLus fine équivaLence simpLi-

fiabLe ou réguLière de D (ou de H), Laissant éventueLLement indivisibLes

certains compLexes. ^26 ] , ( - 521•

Proposition 3—————————— <^ ^
Le pLus fin éLément àejf^ est p = V p^, où p^ est une reLation binaire

appartenant à La suite p ^p.c^p ^ .00, définie par récurrence ainsi :

(l) c'est-à-dire ne possède pas d'idéaL propre à droite.
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p est L'égalité
———————————— ^
(JE ?2n y^ <===> (au» v € E> 9 € 3) tels que x € 9(u|. y 6 e Cv). u p^ .v)
Pg ^ est La fermeture transitive de p? •

Si (E, S6 ) est plein, p est La fermeture transitive de p^ .

Proposition 6
•^ ».————

Si J' n'est pas vide, c 'est un ensemble V - stable et A - stabLe.

La proposition suivante permet de caractériser Les éléments de " f î ^ e L L e

montre, en outre. Le comportement de J9 par rapport à F et y * .
Proposition 7 ( 1 )

a) Pour qu'une équivaLence R appartienne à jT^ , iL faut et iL suffit que
L'on ait : R c. 0, R ç.ji * .

b) VR€^ ^ ̂ r ^cîi => ^1 ^r-

^€^> RI ̂  R ^ £ R => R ej;.

c) Pour quej^ soit non vide, iL faut et iLsuffit que Le pLus fin éLément

de f P vérifie p ^ 0,

<^) VR ^ î^ R1 ^r'________R H R^ g f^.

Proposition 8 ^

Une condition nécessaire pour que J- soit non vide est que

^ C^P , u ^ E,_________x € e(u), y G 9(u) ===̂ > x 0 y.

Cette condition est suffisante Lorsque (E, §8 ) = (D,Q&).

Indiquons comment on montre La suffisance de La condition.
Notation

Si a,b ç D, nous posons a\b si b ç a D -

On peut interpréter faciLement L*équivaLence 0 ; On a :

(x 0 y) <==> (Vu C D , u\x <==> u\ y).

(Dans Le cas où D possède une unité à droite, 0 coïncide avec L'équivaLence
de Green à droite).

La condition x,y ç e(u) =i> x 0 y, s'écrit î

ax = ay, u \ x ==;> u \ y

Pour montrer que ^ est non vide, Lorsque cette condition est réaLisée,

iL suffit-en vertu de La proposition 7.c)- de montrer que La pLus fine

équivaLence simpLifiabLe à gauche est pLus fine que 0.

( 1 ) Cette proposition appLiquée au cas où (E,5$ ) est L'hypertas associé

à une reLation d'équivaLence de E redonne certains résuLtats de ^^J
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eft
Cette équivalence 8*écrit sous La forme \/E » où p. est L'égalité,

4^1

P2n+1 est La fe^m®ture transitive de pg , et p^ est définie par :

(x pg^y) <==> (x Pgn-i^ ou iL existe a ç I) teL (lu® a x po -lây)
On montre par récurrence sur n que chacune des équivalences o est pLus fine

que 0.

o...f.<i. ^ y.,
4)-CLasses moduLo une équivaLence appartenant à j U J UJ

Soit A un compLexe I> de F. QueLLes sont Les conditions qu'iL doit

vérifier pour qu'ils soit une cLasse moduLo une équivaLence appartenant seLon

Le cas à r »^ » j • Nous aLLons indiquer sommairement comment on peut

résoudre ce probLème qui a été étudié par plusieurs auteurs.[14]»[17]»[26],

m .
1 - Cas des équivaLences quasi-fortement ^P " compatit) Les

Ce cas est Le pLus important car Les résuLtats qui Lui sont reLatifs

peuvent être appLiqués aux équivaLences réguLières ou simpLifiabLes de D

(ou de H) Laissant éventueLLement indivisibLes certains compLexes. (Nous ne

donnerons cependant aucune appLicatian de ce genre, car iL n'y a aucune

diffieuLté à Le faire).

Proposition 9

Si (E, 3)) est pLein, pour que A soit une cLasse moduLo une équivaLence de

_2-» i L faut et i L suffit que L ' on ait ;

V9 € û̂ ,x ç E, e(x) 0 A ^ $ ===> ô(x) ^ A.

V9 ç^, 9 ( A ) n A ^ $ ==> 9(A) ^ A.

Démonstration

Dans un sens c 'est évident. Supposons Les conditions de La proposition

vérifiées. Nous définissons sur E une équivaLence ^/^. en posant

(x ̂  y) <===> ( A . x = A ,.. y).
©D ^D

•rf, y
On vérifie sans peine quft A ç. f , et que A est une c Lasse moduLo »/L««J r A
c.q.f.d.

Nous aLLons maintenant examiner Le cas généraL (où(E,50 ) n'est pas forcé-

ment pLein). IL est en effet bien connu que Les conditions de La proposition

précédente ne sont pas suffisantes pour que 'A soit cLasse moduLo un éLement

de </ . (ELLes ne Le sont pas, par exemple, dans Le cas où (E, o0 ) =

(D,X'^- [14J
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Notations •
———~,— TT'Nous désignerons par p . Le pLus fin éLément de J qui Laisse indivisibLe A,

( p . peut être construit par Le procédé de La proposition 5) . On a La
Proposition 10

Pour que A soit une cLasse moduLo un éLément de J , i L faut et i L suffit
que p . sature A.

On peut par exempLe appLiquer cette proposition pour déterminer une condi-
tion nécessaire et suffisante pour qu'un compLexe de H ou de D soit cLasse

moduLo une équivaLence simpLifiabLe d'un côté (Laissant éventueLLement cer-
tains compLexes indivisibLes).
2 - Cas des équivaLences fortement oZ) - compatibLes
Proposition 11

Les trois conditions suivantes sont équiva Lentes :———————————————————————^—^———————yïï——
a) A est une cLasse moduLo un éLément de ^r

^ — . ' " 1 S T l r Ty"
b) A est une cLasse moduLo un éLément dej* . I L existe un éLément deç/'

qui Laisse A indivisibLe»

^-Ê-A ç' J - c 9 ^A. 8ature A'

Proposition 12
Pour que A soit c Lasse moduLo un éLément de,/ , i L faut et i L suffit que

Les conditions suivantes soient réaLisées :
V6 ç S> , x ç. E, 9(x) H A ^ î ==> 9(x) 5 A.
V9 ç. 3& , 9 (A) 0 A ^$ ==> 9 (A) 5 A.
Va, b ç A, 9 ç3) , s ç 9 (a) , t ç e (b ) => s 0 t.

ve e3 , x ç E, s € e (x ) , 1 ç e(x) ===> s o i .
Lés conditions écrites étant triviaLement nécessaires, indiquons comment

on peut montrer q u ' e L L e s sont suffisantes.

Nous définissons une équivaLence Jb, , en posant xjJ1 y si Les conditions
suivantes sont satisfaites ;

VÔ € M , e(x) C_ A<==> 9 ( y ) 5 A .

V9 ç ^6 , s ç e(x) , t ç 9(y) ====> s 0 t.
IL est immédiat que A est c Lasse. moduLo < A . «

On aj(^5 0. Pour montrer que Ji^ ç J* , i L suffit d 'étabLir que Jf. ç^f .

Ceci est immédiat,

c.q.f.d.
Remarque ^
————— "T?" T"Si A est c Lasse moduLo un éLément de j , L 'ensembLe des éLéments de Jr

qui admet A comme cLasse est L'intervaLLe fermé[p. ,J^ , ] . (On retrouve
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ici un résultat classique en théorie des demi-groupes f l 4 | ) .

5 - Cas des équivalences^^- compatit) Les
Le résuLtat suivant est immédiat. 9

Pour que A soit une cLasse moduLo un éLément de J i L faut que L ' o n ait ;
V9 ç 5 ) , a , b ( = A , 9 ( a ) n A ^ $ ===> 0 ( b ) n A ^ $ .

Vô Ç < Â , a ^ A , 9(a)^ A ==>9(A)^A .

Ces conditions ne sont pas suffisantes dans Le cas généraL. E L Les Le sont
toutefois Lorsque (E, ̂  ) est L'hypertas (F, [9 }) associé à une équivaLence
p définie sur un ensembLe F.(voir exempLe a) p. 1^ î

Nous avons déjà vu que Les équivaLences [9 } - compatibLes sont c e L L e s qui
commutent avec p •

Le fait que Les conditions précédentes soient nécessaires et suffisantes se
traduit par Le résuLtat suivant :

Pour qu'un compLexe B de F soit cLasse moduLo une équivaLence qui commut e
avec p , i L faut et i L suffit que B soit saturé moduLo p , ou ne contienne
aucune cLasse moduLo p .
Revenons au cas généraL. On a La
Proposition 13

A est une cLasse moduLo un éLément de y si et seuLement si A est indi-
visibLe moduLo Le p Lus grossier été-nent de jft^, p Lus fin que L * équivaLence

définie par La partition A, E - A.
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Chapitre III.

Parties remarquabLes de E

Dans ce chapitre, A désigne une partie fixée de E.
1 - Idéaux et parties consistantes
Définitions
A est dit

un jb - idéal, si SA ^ A

ff) - consistant, si 2)(x) H A ^ $ ——> x ç. A

On a immédiatement Les résultats suivants :

A est un pD - idéal si et seulement si E - A est eS - consistant

A est un 3) - idéal si et seulement si A. est ^ - consistant

L'ensemble des çQ - idéaux de E est un sous-treillis complet de S ^ ( E ) .

Exemp Les

Soit S un demi-groupe, ou un demi-hyper groupe» (La Loi de composition est
notée muLtipLicativement).

Soient M une partie muLtipLicativement fermée de S, et B une partie de
S.

B est dit un M-idéaL à droite si B M 5 B.

Les M-idéaux à droite de S sont Les ̂ ,- — -idéaux.
— — — — — — — — ^ _ _ _ _ _ — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — — - « » « _ _ « _ _ _ « — — — — — — — — — M ^ . . A -

On interprète de La même manière Lesç^ - idéaux. Les fH^ - idéaux, Les
V\ - idéaux.

D'autre part, B est dit M - consistant à gauche si

x M H B ^ t ===> x ç B.

Les parties M - consistantes à gauche sont ceLLes qui sont Je - consis-

tantes. ^

On interprète de même Les partiesW - consistantes, etc.

Dans Le cas particuLier où M = S, ces définitions se simpLifient ;
Les^^ - idéaux (resp.oS^ - idéaux) sont appeLés idéaux à droite(resp. à

gauche) de S.

Un idéaL à gauche et à droite de S est appeLé idéaL biLatère de S.(Les

idéaux biLatères de S sont Les 7%- idéaux).

D'autre part. Les l i t / - idéaux de S sont Les parties B de S, te L Les que

S B S ^ B. De teLLes parties sont appeLées idéaux médians de S.

(termineLogie de P. GriLLet). [ 1 7 ] »

Les parties ̂ ^ - consistantes (resp.çfr^ - consistantes) sont dites

consistantes à gauche (resp. à droite).



Une partie consistante à gauche et à droite est dite consistante.

2 - Parties nettes et génératrices

Définitions

On appeLLe SD- résidu de A La partie

W = [ x Ç E teLs que A ,» « x = $ j .A s>
W est un 5- idéaL.

Cette notion s'interprète aisément Lorsque (E, ^0 ) est Llun ^s hypertas
(D,î?l), (H,^l), etc. Ainsi, Le Si - résidu d'une partie B de D est

L'ensembLe

W- = Jx ç D teLs que x D c D - B}.
•b L —

W- est appeLé Le résidu à droite de B.|'9'|

Revenons au cas généraL

A est dit :

55- net si. W . = ^, autrement dit si

Vx ç. E, • j6 x H A ^ $

Sb - net de première espèce si

Vx ç E, 3e € <§S 1e 1 - ^^ ^^ 5 A*

j) - fortement net si
Vx,y € E, 39, e ' ç 5S teLs que 9(x) n A ^ t , 9 o 9*(y) H A ^,$.

Enfin A est dit 3b- générateur de E ( Si-générateur, s' iL n'y a pas

de risque d'ambiguïté) si E = §S A»

ExempLes
a) Soit S un demi-groupe, ou un demi-hyper groupe dont M est une partie

muLtipLicativement fermée. Une partie B de S est dite :

M-nette à droite si Vx ç S, xM 0 B ^ ^ .

M-génératrice a droite si S = BM.

Les parties M-nettes à droite(resp. M-génératrices à droite) sont ceLLes

qui sont^ - nettes, (resp. Ht^- génératrices)^
On interprète de même Les parties ç5^- nettes, cO^-génératrices., etc. Dans

Le cas particuLier où M = S, ces définitions se simpLifient :

Les parties^- nettes (resp. o5^- nettes) sont dites nettes à droite[9"|

(•esp. à gauche). Une partie nette à droite et à gauche est dite nette.
Aft

D'autre part. Les parties %. --nettes de S, sont Les parties B de S qui

sont teLLes que î
Vx ç S Su, v ç S teLs que u x v € B.
De teLLes parties sont dites médianement nettes. (Nous suivons La termino-

Logie de P. GriLLet [17] , et non ceLLe de R.Croisot [5 ] qui parLe dans ce
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cas de partie biLatèrement nette) .

Toujours dans Le cas M =: S, Les parties JCyr - génératrices (resp.^A,, - géné-
ratrices) sont dites génératrices à droite (resp. à gauche)« Une partie

génératrice à droite et à gauche est dite génératrice.
Enfin Les parties B de S, nL. - génératrices vérifient S = S B S.
De t e L L e s parties sont dites médianement génératrices.
b) Les parties B de D qui sont % - fortement nettes sont c e L L e s qui

sont fortement nettes à droite ( 1 ) .
c'est-à-dire qui vérifient :
Vx,y ç D, 3a, b ç D t e L s que x a ç B, y b a ^ B .

c) Si B c D, nous posons
— m

rad B = [x ç. D t e L s q u ' i L existe m entier positif vérifiant x ê B}
B = [x ç D t e L s q u ' i L existe y ç B vérifiant x = y11 }«

(n entier positif fixé).
B est \j - nette ( r e s p » » / - génératrice) si et seuLement si
D = rad B. (resp. D = U B^).
d) Supposons D ordonne (par $).
Une partie B de D est dite :
pseudo-nette à droite si Vx ç; D, 3y ç D, a ç-. B teLs que xy <. a.
pseudo-génératrice à droite si Vx ç D, 3y ç D, a ç B t eLs que a y <. x.

Les parties & - nettes (resp. jy - Génératrices) sont c e L L e s qui sontg g
pseudo-génératrices à droite (resp. pseudo-nettes à droite).

e) On vérifie enfin que Les parties nettes de D sont c e L L e s qui sont i L -
nettes de première espèce.

3 ~ Parties fortes ou présentes
Définitions
A est dit :

3k - fort si A • • , x n A _ ^ y ^ $ ===> A _ X n A ^- Y •

î) - présent si '̂̂  n y ^î ' A ^ ^ ==$> x J&'^ := ^^ a

Les parties ^6- fortes sont c e L L e s qui sont ^S - présentes.

ExempLes
a) Une partie B de D est dite :
fortel'91 si x u ç. B, y u ç B, x v ç-. B ===> y v ç B
médianement forte [1?] si uxw € B, uyv ç B, u' xv« ç B => u 'yv ' ç B

présente à droite si u B H v B ^ $ ==> u B = v B.

( 1 ) Cette notion a été introduite par R.Desq.[6]
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Les parties ofc - fortes (resp.oÈ- présentes) sont ceLLes qui sont fortes.

(resp. présentes à droite).

Les parties 7Hi - fortes sont ceLLes qui sont médianement fortes.

b) ïïne partie B de H est dite :

forte à droite si

(x^x^u)OB^, (x^-.A^v)nB^, (y^-.îym^nB^ => (y^.^*y^v)n B ^ ^

(Contrairement à ce qui se passe dans Le cas des demi-groupes, iL y a ici

deux notions distinctes, c e L L e de force à droite et c e L L e de force à gauche).

présente à droite si

(u .̂..̂ u^ * B) H (v^ *...* v^ * B) ^ $ =^> u^..*u^ ^ B = v^ *.. ,*v * B.

Les partieso&- fortes (resp.aô- présentes) sont ceLLes qui sont fortes à

droite (resp. présentes à droite).

4 - Parties compLètes

Définitions

A est dit y-compLet si

V9 ç À , x ç E, 9(x) H A ^ $ => 9(x) 5 A.

Nous désignons par y L'ensembLe des parties S - compLètes.

Exemp Les
a) Si 9 est La fermeture associative [20] associée à G, Les parties f 9 } -

conpLètes sont ceLLes qui sont associatives.

b) Les parties Ui - compLètes de H (qui sont aussi Les parties ofe- compLètes)

sont Les parties B qui vérifient :

x^...* x^ H B ^ $ ===> x^ *...* x ^ B.

De teLLes parties sont dites compLètes dans H.f20|

c) A est <^' - compLet si et seuLement si on a

V9€ <2$ ,x ç E, 9(x) H 9 (A) -f. $ ==> x ç A.

d) Toute cLasse moduLo une équivaLence quasi-fortement^)- compatibLe, est

une partie 3) - complète.

Remarque

Lorsque (E,SS) est pLein, La notion de partie 2 - compLète permet de cons-

truire Le pLus fin éLément de J^. P Lus précisément, soit p L'équivaLence
définie sur E par

(x p y) <==> (VA ç {Q , x ç A <==> y ç A).

p est La pLus fine équivaLence fortement 5$ - compatibLe.

5 - Parties parfaites

A est dit 5) - parfait si

Va, b ç A, A '^a 0 A •»,b ^ $.
<? t2
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Exemples
Soit B une partie de D

B est yC - parfaite si et seulement si on a :

Va,b ç B, B ,' a n B •* b ^ ^.

(B est alors dite parfaite à droite [ 91) .
^pl L J/

B est ofo - parfaite si et seulement si on a î

^a» b ç B, Su ç D tel que a ç u B,b € u B

(B est alors dite bien à droite).
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Chapitre IV

Equivalences principaLes

Nous désignerons, dans ce chapitre, par A un complexe de E.
Définition

On appeLLe équivalence <S- principale associée à A ( t ) , L'équivalence ^f

définie sur E par :

^A y <==> A * < • x = A • • y •oD Q&

(Remarquons que si L 'on désigne par Jf^ L'équivaLence 5^ - principaLe

associée à A, on a :

x^ y <=> ^ = ' sa - ' -
Exemples

Soit B une partie de D. On peut associer à B un certain nombre d 'équi-
valences. Nous posons :

x ^B y <:=$> B . • x = B . • y

x A<%-- v <=> B • . x = B • , y

(x 3^ y) <===> (Vu, v 6 D, u x v € B <==^> u y v € B).

(x/^ y) <===> (Vu ç D, x € U.B <=> y 6 uB).

(x^ 24 y <===> (Vue D, x ç BU <==> y ç BU. ).

On interprète tout de suite ces équivalences en termes d'hypertas. Par
exemple ^fC^ est L'équivalence 31 - principale associée à B,[9] T est

L'équivalence o& - principale associée à 3.

On généralise évidemment toutes ces considérations au cas de H.

Dans ce qui suit, nous allons généraliser aux hypertas Les résultats concer-

nant Les équivaLences principaLes de D et de H, étabLis par P.DubreiL r9|,
R.Croisot r5] et nous même. f20]

Proposition 14

Supposons A^?- fort. A Lors :

( 1 ) Lorsqu'iL n'y a pas de risque d'ambiguïté, nous parLons simpLement
d'équivaLence principaLe.
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Si W. est non vide, c 'est une classe moduLo j(^, e'tJÇ^ est 3)" simpLi-

fiable sur E ~ W . __

V9 € ̂  , x^ y ==,>[9(x) H (E- W^)} ̂  {ô(y) 0 (. E - W^)}.

En particulier si A est S - net, Jt „ ç, ^/r •

Démonstration

Soient x, y ç E, 9 ç 55 , u (= 9(x) H (E - W^), v ç 9(y) n (E- W^).

iL existe 9 ' ç <$Ô , teL que ô'(u) n A ^ $.

Supposons u et v équi va Lents moduLo,^^" A Lors 9 ' ( v ) n A ^ ^, et donc

on a

9 ' ô 9 € A ». x H Ao<y . On a donc A ^ x = Ao,»» y, x et y sont équiva-
.CD SD J& 3)

Lents moduLo^..

On déduit de Là que 91. est 5)- sirapLifiabLe sur E - W.(En particuLier,

si A est 3- net, ̂ . est Sb - simp Lifiab Le).

Les autres assertions de La proposition sont triviaLes ou aussi faciLes

à montrer.

c.q.f.d.

Nous ne ferons que citer La proposition suivante, très faciLe à étabLir.

Proposition 1^

A étant supposé ©D- fort, soit X une cLasse (différente de W . ) moduLovw**

X est 3$ - fort, et on a : €? cjL, W. c W .
^^JL t̂ A A. À Ai

De p Lus U[ . et ,îty coïncident sur E - Wy.

Enfin, si A c X, on a ̂  . = <%y»

Proposition 16 ^

Si A est une cLasse moduLo une équiyaLence R ç, ̂  , on a R £ JC^ •

Si de pLus R est 3) - simpLifiabLe, A est % - fort et R coïncide avec

%. s u r E - W . .—— A ——————————A ^L
La oQ - compatibiLité de R entraîne L'inégaLité R £ ^A. ..

Supposons R ^0 - simpLifiabLe.

Soient x,y € .E, 9 € •^•.x H A-. y. x et y sont équivaLents moduLo R, donc
rù WD v^*aussi moduLo </€•*, et donc A "<, x = A'••y.

or A c8 S>
A est e0 - tort.

La dernière assertion est très faciLe à étabLir.

c.q.f.d.
Définitions

x ç E est y- net si Le complexe (,x) L*est :

(E,3S) est dit

injectif si 9 (x) H 9 (y) ^ $ => x = y

transitif si Vx, y ç. E, 3 9 €<2Î ; y € C x.
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Proposition 17
a) Si A est <S) - net,o2)~ fort, -Sb - parfait, 5^^ est S) - compatible,

et L'hypertas (E,<^)/<%^ = (E*, S^') est injectif et possède un

élément oZ) ' " net.

b) Soit (E'ygQÎ*) un hypertas injectif, possédant un élément net, et soit

(f,cp) un morphisme de (E^ST) dans (E* ,^ :^ / ) tel que f et cp soient

surjectives. IL existe alors •on complexe de E, ̂ ?~ fort,*^^- net, S/ -

parfait, A ' , tel que L'équivalence R associée à f soit égale à ^tn '

Démonstration

Montrons d'abord a).
IL résulte de ce qui précède que </^« est ^2^- compatible et 0^9- simpLifia-

ble. Donc (E»^) )/<%.» est injectif. De p Lus A étant c^7- parfait est

indivisible moduLo ffi, . • Soit a' € E* La cLasse qui contient A. On vérifie
^T»

tout de suite que a" est e<7* - net.

Montrons b)

IL est c Lair que R est o2^- compatibLe et^Z/- simp LifiabLe.

Soit a* € E*,<Z)* - net. Soit A* = f~ (a*). A* est une c Lasse moduLo R.

On vérifie tout de suite que A* est<û^?- net*

La proposition 16 entraîne que R = uC^»

Enfin on étabLit immédiatement que A* est o^) - parfait, c.q.f.d.

Proposition 18

a) Si A est 0 )̂ "- fort et <S)- fortement net, i>y. est Q^)- compatibLe et

(E.q^Vt^A est un hypertas transitif et injectif.

b) Soit (E*, @f') un hypertas transitif et injectif, et soit (f»(p) un mor-

phisme de (E.^T) dans (E'ya^*), f et cp étant surjectives. R étant a Lors

L * équivaLence associée à f, toute c Lasse A' moduLo R, este^S/^ forte et

^)~ fortement nette, et on a R = ÎTC^ ' •

Démontrons d*abord a).

La proposition précédente entraîne que %/. est <Ç^- compatibLe et ̂ Q - sim-

p LifiabLe, donc que (E,0)/,%^ est injectif.

Soient d'autre part x, y € E. IL existe 9,9' € ça^îteLs que 9(x)n A ^$,

9 o 9*(y)n A -f. $

On en déduit immédiatement que (E,o^)/&^. est transitif.

Montrons maintenant b)

Soient A' une c Lasse moduLo R. La transitivité de (E*,^T*) entraîne que

A' estc^'- net. La proposition 16 entraîne que A* est ̂ /- fort et que

R = ^»,. Soient x, y 6 E. IL existe 9 ' € <0 teL que f(x) €cp(e)(f(y)) =

^^y)). Donc iL existe u € 9 * ( y ) équivaLent à x
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moduLo Uv h » •
Soit 0 € 55 t e L que 9 (x ) n A ' ^ $.
On a aussi 9 (u ) H A * ^ $, c 'est à dire ô ( ê ' y ) 0 A * ^ $.
A' est §6- fortement net.
c.q.f.d.

Proposition 19
(E, gp ) étant supposé plein et A, §b - complet , ^A?. est fortement

S - compatible et (E, $6 )/«jé'A est un tas.
Soient x et y équivalents moduLo »%^» 9 € 3) » u ç 9 (x ) , v ç 9 (y ) .
Soit 9 ' ç 5S , t e L que 9 ' (u) H A ^ $. ALors , on a 9 ' 0 ô(x) 0 A ^ $,

donc 9 '0 9 (y) n A ^ $, ce qui entraîne 9*0 9 (y) £ A. On a donc aussi
9 ' ( v ) n A ^ $. u et v sont par suite équivalents moduLo^* . c.q.f.d.

Des propositions 18 et 19» découLe La
Proposition 20
Supposons (E, jQ ) plein ;

a) Si , A est S5 " fort, SE - fortement net, §6 - complet, (E;<2T)/jg est
un tas transitif et injectif.
b) Soit ( E * , 8?*) ^n tas transitif et injectif, et soit ( f , rp ) un morphisme

de (E ,^) dans (E* , é6* ) » t et cp étant surjectives. R étant L'équivalence
associée à f , toute classe A * moduLo R est S - forte, SS ^ fortement
nette et Sb - complète, et on a ̂  . , ^ R.

On peut donner différentes applications des propositions précédentes.
Citons en quelques unes.
a) Groupes homomorphes à D (Résultats de P.Dubreil [9]) (1).
b) Equivalences principales bilatères de D. (Résultats de R.Croisot [5]).

c) Groupes homomorphes à H [20]
d) On peut appliquer Les propositions 14 à 17 à l'hypertas ( D y db ) • Dans

ce qui suit B est un complexe de D. On montre aisément Les résuLtats
Buivants. î
- Si B est présent à droite et si D ~ PB est non vide, c^st une c Lasse

ïaoduLo ZÎ-Q » et de p Lus S^ est réguLière à gauche sur PB.

Ce résuLtat découLe de La proposition 14.
- B étant supposé présent à droite, soit X une cLasse moduLo I^-p, dis-
tincte de D - PB. X est présent à droite, et on a ^ £ g..,, DX c PB. En
outre ^ et ^y coïncident sur DX. Si de pLus B est contenu dans X,

J, et PB = DX.

(Ceci découLe de La proposition 1 5 ) .
( 1 ) La question des groupes homomorphes à D a été étudiée par d'autresauteurs. [ 2 6 ] , [ 2 8 ] , [ 5 1 ] , p



- Soit R une relation d' équivaLence définie sur D, vérifiant :

us R y ==> 3 t ç D teL que sRt, y = ut.

Si B est une cLasse moduLo R, on a R c S-o*
D

Si de pLus, R est régulière à gauche, B est présent à droite, et

R et Ç-Q coïncident sur DB. (Ce résuLtat découle de La proposition 16) .

- Si B est présent à droite, bien à droite, et vérifie

Ç^ = ^ç, D = DB = BD

A Lors S-g est réguLière et D/ S-n possède un éLément net.

(Ce résuLtat découLe de La proposition 17) .

On pourrait citer d'autres appLications des propositions de La théorie
généra Le à L'hypertas (D, J^ ).

Nous Laissons au Lecteur Le soin de Le faire.
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Chapitre V

Caractérisation de certains hypertas

au moyen de Leurs équivalences»

Convention

Lorsque nous dirons que ouest un groupe, ce La voudra dire que 5D est un

groupe de bijections.

G. Thierrin f$5"| o- montré Le résuLtat suivant :

Si D est sinpLifiabLe, Les conditions suivantes sont équivaLentes ;

D est un groupe

Toute équivaLence de D simpLifiabLe à gauche est réguLière à gauche

Toute équivaLence de D réguLière à gauche est simpLifiabLe à gauche.

D*autre part, P. Lefèbvre [26] a étabLi que,

Pour qu'un demi-groupe stationnaire ( 1 ) soit inversé ( 1 ) , iL faut et iL

suffit que toute équivaLence simpLifiabLe à gauche soit réguLière à gauche.

Nous généra Lisons dans ce chapitre ces résuLtats aux hypertas.

Définitions

(E,j5) est dit stationnaire si e(x) 0 Ô ' ( x ) ^ $ ==> 0 = 9 '

D est dit stationnaire à droite [26] si xa = xb ==> Vy ç. D, ya = yb.

(On définit de même La stationnarité à gauche : un demi-groupe stationnaire

à gauche et à droite est dit stationnaire).

D est dit médianement stationnaire [17 ] si

u x v = u' x v* ==> V y ç D , u y v = u * y v 1

(D, f^ ) est un tas stationnaire si et seuLement si D est stationnaire à

droite.

Evidemment, on peut interpréter aussi en termes d*hypertas La notion de

stationnarité médiane.

1 - Théorie générale ^ ^ ^

Lorsque 3u est un groupe, on a Jl = »/• = </ , et de p Lus iL y a iden-

tité entre Les S - idéaux de E et Les parties ^0 - consistantes. Nous

aLLons étabLir différentes réciproques de ces résuLtats.

( 1 ) Ces notions sont définies pLus Loin.
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Proposition 21

Si (E, jQ ) est plein, injectif, stationnaire, pour que b0 soit un groupe,

il faut et iL suffit que L'une des conditions suivantes soit réalisée :

Tout 5& - idéal est S - consistant.

Toute partie SS - consistante est un w - idéal.

Dans ce cas, (E, S ) est un tas.

Démonstration

Puisque Le compLémentaire d'un àD - idéaL est cD - consistant, Les condi-

tions écrites sont équivaLentes.

Supposons Les réaLisées.

E est aLors ç0 - consistant, donc E = j8 E.

Soit aLors x^ ç E. IL existe 9 ̂  ç-. e& , y € E, teL que x ç 9.(y).

Soit W^ Le o0 - résidu de f x ). C 'es t un 2 - idéaL de E, donc une

partie jQ - consistante. On a x Ç W car si x appartient à W ,

iL en est de même de y, ce qui est absurde.

Donc iL existe 9 ç «6 teL que x^ ç. 9(xo). On peut écrire 0 o 9(xo)? 9(xoL

L'hypothèse de stationnarité entraîne que 9 o 9 = 9 . Soit aLors a ç E.

On a 9 o 9 (a) •= 9a.

L'hypothèse d'injectivité entraîne que 9(a) = a. 0 = 1g. D'autre part

on a :

x 6 W => y ç Wx.
e/

En effet si y f. W^, iL existe 9 ' € ̂  teL que x ç 8 ' ( y ) .

Donc 9 ' ( y ) 0 Wy ^ $ et y ç Wy . Cette dernière conséquence est

impossibLe d'après ce qui précède.

Soient aLors 9^< ç S) , u ç. 9 (xo) . On a x^ ^ V/^» donc u f ^ • par

suite,iL existe 9^ ç <^ t e L que x ç 9^(u) s Q. o 9 ^ ( x Q ) .

L'hypothèse de stationnarité entraîne que 9 ' o 9^ = 1-»
C. d. £j

De même i L existe 9, ç ^0 t e L que 9. o 9 ' ^ = 1g. On a 9^ == 9.o 9^o9?=9z.

On a donc 1g = 9^ o 9^ = 9^ o 9^

5-) est donc un groupe de bijections de E.

c.q.f .d.

On peut appLiquer cette proposition à (E, <S5 ). On vérifie tout de suite que

(E, o0 ) et (E, 56 ) sont simuLtanément stationnaires.

(E, 36 ) est injectif si et seuLement si (E, Sj ) est un pseudo-tas.

(E, S } est pLein si et seuLement si, pour tout 9 ç 5b , on a 9 (E) == E.

(( E, SB ) est aLors dit surjectif).
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On a alors immédiatement La
Proposition 22
Si ( E , S6 ) est un pseudo-tas stationnajre et surjectif, q?$ est un gr
si et seulement si tout ^- idéal est pg ~ consistant (ou toute partie

CD " consistante est un o?f - idéal).
Proposition 23
Si ( E , <3S ) est plein, injectif et stationnaire, Les conditions suivant

sont équivalentes ;

a) fj0 est un groupe

^ fr c X

) X c J?^ Js c Jr-

Démonstration

b) ==> a).

Soit A un 3 - idéaL. Nous définissons sur E une équivalence R, en
posant ;

x R y <===> x, y ç A ou x = y.

R est W - compatibLe donc aussi ^6 - simpLifiabLe.

Ceci dit supposons que L'on ait 9(x)n A ^ $. Soient a ç 9(x)0 A, a* ç 9(a).

On a a Ra', donc aussi (puisque R ç ^f )x R a. Par suite x ç. A.

A est 5> - consistant. La proposition 21 permet alors de concLure.
c) =====> a).

Nous supposons que 3> n'est pas réduit à { 1 g } (autrement iL n'y a rien à
démontrer).

Montrons tout d'abord que E = 09(E) , et pour ce La raisonnons par

9 ç.d

^E
L'absurde, en supposant qu'iL existe u € E, u ({ U 9(E). Soient aLors

ô ç.^

^ 9 ^ \
9 € •D , 9 ^ 1g, v ç 9(u). (On a v -/. u).

Nous définissons sur E une équivaLence R de La manière suivante ;

R est L'égaLite sur E - lu.v), et on a u R v.

R eât gî- simpLifiabLe, donc R ç J .̂ Par suite, on a e(u) ^(v). On en

déduit aisément uç 9(E), ce qui est absurde. Donc, on a E = u 9(E)

9 €<§$

e ^\.
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Soit alors un complexe' A, j5 - consistant. Soit x ç- A. IL existe
<A ' ^^ °

9 Ç JD , 9 7^ 1g, et y^ ç E teL que x^ ç © ( V ç ) -

(On a x^ ^ y^, car L 'égaLi té x = y entraîne 9 = 1 .)
Evidemment y appartient à A.
Ceci dit, nous définissons une équivalence R sur E, en posant :

x R y <=====> x = y ou x,y ç A.
R est M - simpLifiabLe, donc R ç 7 . On a d'autre part, x R y ; DoncQ» ^ r o o

si 9 ' ç. S) , on a aussi Ô ' ( x ) R Q * (y ).

Comme © ' ( x ) ne peut rencontrer 9 ' (y ) (car x ^ y ), on a 9 ' (x ) £ A.

A est un Sb - idéaL

c.q.f .d.
En appliquant La partie c) de La proposition précédente, on obtient La

Proposition 24

Si (E, j6 ) est un pseudo-tas stationnaire et surjectif, JQ est un groupe si

et seuLement si on a Jr c J1 .

2 - AppLications aux demi-groupes

A) Définitions et résuLtats pré Liminaires

Définitions

D est dit :
un groupe droit [ 2 ] s ' i L est simpLifiabLe à gauche et simpLe à droite
inversé si Vx ç D, Sx' ç D teL que xx* et x'x sont idempotents.
rectanguLaire [ 5 5 ] » | " 5 4 ] (resp. médianement rectanguLaire) si tout compLexe
réduit à un point est fort. (resp. médianement fort).
rectanguLaire au sens de Kimura [ 1 9 ] si Va, b ç. D , aba = a.
un anti-semi groupe à droite [ 2 ] si Va, b ç D, ab = b.
On peut énoncer un certain nombre de résuLtats cLassiques ou évidents.
a) Tout demi-groupe stationnaire (resp. médiannement stationnaire) est

rectanguLaire (resp. médianement rectanguLaire).
b) Si D est rectanguLaire, iL vérifie ;

Vx,y ç. D, Ve ç D,idempotent, xey = xy.
Tout demi-groupe inversé vérifiant cette condition est stationnaire.
c) Pour un demi-groupe idempoteut Les notions de rectanguLarité et de rectan"

guLarité au sens de Kimura coïncident. [ 1 9 ]
Les demi-groupes idempotents rectanguLaires sont ceux qui sont produit direct

d'un anti-semi-groupe à droite et d'un anti^semi-groupe à gauche. [ 1 9 ]
d) Les demi-groupes inversés,rectanguLaires, gLobaLement idempotents sont
ceux qui sont produit direct d'un groupe et d'un demi-groupe idempotent
rectanguLaire. [341« [ 5 6 ]
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e) Les groupes droits sont Les demi-groupes qui sont produit direct d'un
groupe, et d'un anti-semi-groupe à droite. [5 J
f) Si D est médianement rectangulaire, il vérifie :

V x , y, y' ç D, Ve ç. D,idempotent, xeyy' ~ xyy1.
En effet, on a : xeyy1 = ( x e ) y ( y ' ) = ( x e ) ( e y ) ( y ' ) = x ( e y ) y ' .
g} Les résuLtats f ) , b ) , d) entraînent que tout demi-groupe inversé gLoba-
Lement idempotent, médianement stationnaire, est stationnaire, donc est
produit direct d'un groupe et d'un demi-groupe idempotent rectanguLaire.
On voit aisément d'autre part qu'un groupe médianement stationnaire est
abé Lien.
On a donc Le résuLtat ;
Les demi-groupes inversés, gLobaLement idempotents, médianement stationnaires
sont ceux qui sont produit direct d'un groupe abéLien et d'un demi-groupe
idempotent rectanguLaire.
B) Etude des demi-groupes stationnaires
Nous définissons sur D une reLation binaire CT^ en posant

Vx,y C D , x o^ y <=====> Sa ç D teL que ax = ay.
Le résuLtat suivant, du à P. Lefèbvre [ 2 6 j , est évident :
Si D est stationnaire, q^ est La pLus fine équivaLence simpLifiabLe à gau-
che de D, et de pLus est réguLière, et / est simp Lifia'bLe à. gauche(7^
et stationnaire à gauche.
Nous désignons par œ^ L'homomorphisme canonique de D sur D/ . On peut

°2Lui appLiquer Le premier théorème d'isomorphisme de P.DubreiL, [ 1 0 ]
IL vient :
Si D est stationnaire, iL existe une correspondance biunivoque entre
L'ensembLe des équivaLences simpLifiabLes à gauche de D, et L'ensembLe des
équivaLences simpLifiabLes à gauche de ^/gp»
Pour que toute équivaLence simpLifiabLe à gauche de D soit réguLière à gau-
che, iL faut et iL suffit que toute équivaLence simpLifiabLe à gauche de

D/o- soit réguLière à gauche.
L'introduction de La reLation a^ est justifiée par La
Proposition 2Ç)
Si D est stationnaire, c'est un demi-groupe inversé si et seuLement si
D/ est un groupe droit.
Démonstration- f^
Soit a ç-. D , teL que cp^(a') soit idempotent. Montrons que a L'est aussj.

2 2 ^ ?On a a (j a, donc iL existe u ê D, teL que u a = u a, on a donc a' = a ,
et aussi a = a .
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Ceci dit supposons que /a^ soit un groupe droit» Soit x ç D. IL existe

x' ç D, tel que cp^(xx') soit idempotent. A Lors xx' xx' L 'est aussi, D est

inversé.

Réciproquement supposons D inversé. Soit x,y ç D. IL existe x' ç D,

t e L que x ' xx * x = x ' x

On a aussi x 'xx 'y = x'y.

Par suite, on a <p (y) == cpo(x) tp^(x'y). D/o? est donc simpLe à droite,

et est un groupe droit.

c.q.f.d.

C) Etude des demi-groupes médianement stationnaires

Nous définissons sur D une reLation binaire o^ en posant :
2 'x o, y <==> 3a,b ç D teLs que axb = ayb.

Si D est médianement stationnaire, iL est cLair que L'on a x a, y si et
2 "seuLement si o n a u x v = u y v , queLque soient u, v ç D . Donc dans ce cas,

o, est une équivaLence.

On vérifie sans peine que c 'est même La pLus fine équivaLence. simpLifiabLe

et réguLière de D.

Nous notons cp, L'homomorphisme canonique de D sur D/o^. IL découLe

immédiatement du premier théorème d'isomomorphisme de P.DubreiL [10] Le

résuLtat ;

Si P est médianement stationnaire, iL existe une correspondance biunivoque

entre L'ensembLe des équivaLences simpLifiabLes de D, et L'ensembLe des

équivaLences simp LifiabLes de D/a-z •

Pour que toute équivaLence simpLifiabLe de D soit réguLière, iL faut et

iL suffit que toute équivaLence simpLifiabLe de D/q, soit réguLière»

Si enfin, toute équivaLence simpLifiabLe à gauche de D est réguLière à

gauche, a Lors toute équivaLence simpLifiabLe à gauche de D/g-g est réguLiae

à gauche.

L'introduction de L'équivaLence a, est justifiée par La

Proposition 26

Si D est médianement stationnaire, c 'est un demî groupe inversé si et

seuLement si D/c^ est un groupe •

On montre aisément que si a est un éLément de D, a est iàempotent dès

que <p,(a) L'est. On en déduit tout de suite que D est inversé Lorsque

D/CT^. est un groupe.

Pour montrer La réciproque considérons un idempotent e de D,

Si x € D, on a t e x e = e(ex)e = e(xe)e. On a donc x o- e x , x o^x e.cpJe)
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est un éLément neutre de /
°5

On cône Lut tout de suite.
c . q . f . d . "
D) Utilisation des propositions 21 à 24.
Proposition 27
Si D est stationnaire à gauche et simplifiât) Le à gauche. Les conditions
suivantes sont équivalentes ;
a) Tout idéal à gauche est consistant à droite»
b) Toute partie consistante à droite est un idéal à gauche.
c) Toute équivalence régulière à gauche est' simpLifiabLe à gauche.
d) Toute équivalence simpLifiabLe à gauche est régulière à gauche.
e) D est un groupe droit.

U)
( D , c&) est un tas stationnaire et injectif. Les propositions 21 et 25

entraînent que Les conditions a ) , b ) , c ) , d) sont vérifiées si et seuLement
si 06 est un groupe de bijections. On étabLit aisément que ceci est
réaLisé si et seuLement si e) L ' e s t .
Proposition 28
Si D est stationnaire à gauche et simpLe à droite. Les conditions a ) , b ) ,

c) et e) de La proposition précédente sont équivaLentes.
(^> cw ) e^ un "^s stationnaire et surjectif 5 iL suffit de Lui appLiquer
Les propositions 22 et 24.
Proposition 29
Si D est simpLifiabLe, c'est un groupe si et seuLement si une des condi-
tions a ) , b ) , c ) , d) de La proposition 27 est vérifiée.
Cette proposition, qui est une conséquence immédiate de La proposition 27,
contient en particuLier Les résuLtats de G.Thierrin [55] cités au début du
chapitre. Venons en maintenant au résuLtat mentionné de P. Lefèbvre : [ 2 6 ]
Proposition 0̂
Si D est stationnaire, c'est un demi-groupe inversé si et seuLement si
toute équi vaLence simpLifiabLe à gauche de D est réguLière à gauche.
D étant inversé si et seuLement si 1)/̂  est un groupe droit, et D/̂
étant stationnaire à gauche et &impLifiabLe à gauche, cette proposition est
une conséquence d'un résuLtat de La partie B ) . e t de La proposition 27.
c . q . f . d .
Proposition 31
Si D est médianement stationnaire, a Lors
a) Si toute équivaLence simpLifiabLe à gauche de D , est réguLière à gauche,
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D est inversé.

b) Si D est inversé, toute équivalence simpLifiabLe de D est régulière.
La démonstration est immédiate, compte tenu des propositions 26 et 2 9 , et
des résultats de La partie C ) .
Nous aLLons, pour terminer ce chapitre, donner quelques compléments à La
proposition $0.
IL est cLair que si D est stationnaire, et si chacun de ses idéaux à
gauche est consistant à droite, D est a Lors inversé (car D/Op vérifie
une condition anaLogue, donc est un groupe droit). Par contre, tout demi-
groupe stationnaire et inversé ne possède pas cette propriété. Cherchons
à caractériser Les demi-groupes inversés et stationnaires dont tout idéaL
à gauche es~c consistant à droite.
Lemme
a) Si tout idéaL à gauche de D est consistant à droite, D est gLobaLe-

ment idempotent, et vérifie La condition
ua = ub ———> b ç Da U[ a} (C^) ( 1 )

b ) Si D est stationnaire, inversé, et vérifie ( C p ) » chacun de ses idéaux
à gauche est consistant à droite.
a) est évident, montrons b ) .
Soit 1 un idéaL à gauche de D. D/o? étant un groupe droit, cpo(l) est
consistant à droite- 1 L en est de même de cp~ c p « ( l ) «
Mais La condition ( C ^ ) entraîne 1 = cp~ c p ^ ( l ) .
Proposition ^2
Si D est stationnaire et inversé. Les conditions suivantes sont équiva-
Lentes :
a) Tout idéaL à gauche est consistant à droite
b) (C^ )
c) D2 = D
d) Tout idéaL à droite est consistant à gauche
e) ( C ^ ) .
Lorsque L'une de ces conditions est vérifiée, D est compLétement simpLe(2)

( 1 ) Nous notons C, La condition ;
au = bu =====> b € BD U{a}

Ces conditions ont été introduites par P.Lefèbvre [ 2 6 ] •
( 2 ) La notion de demi-groupe compLétement simpLe a été définie et étudiée
par D.Rees. [50].
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Démonstration

Le Lemme précédent montre que a) est équivaLent à b) et entraîne c). D'autre
2

part si D = D, D est produit direct d'un groupe et d 'un demi-groupe

idempotent rectanguLaire (cf. p. $0). On montre aisément que D vérifie
aLors (C^ ") et est complètement simple (2 )

On cône Lut aLors aisément, c .q.f .d.

Autre appLication de La théorie généra Le : Le groupe de Scnutzenberger
d'une 'jfo- c Lasse.

J.A. Green a défini [15] sur D une reLation d'équivaLence q u ' i L note
^ , de La façon suivante : deux éLéments de D sont équivaLents moduLo

Ï^s ' iLs engendrent Les mêmes idéaux à gauche et à droite.
Soit aLors A une -j^ - cLasse (c'est-à-dire une cLasse d'équivaLence

moduLo yÇ? .

Soit T(A) = { t ç D : A t c A } . (D est Le demi-groupe D auqueL on
adjoint éventueLLement un éLément neutre.)

Pour tout t ê T(A) , soit ^ La restriction à A de La transLation à

droite définie par t. Désignons par T(A) , L 'ensembLe des p (t € T ( A ) ) .
On voit sans peine (en utilisant par exemple Le Lemme de Green [15]) que

(A, r (A) ) est un tas stationnaire, injectif et que toute équivaLence F(A)-
compatible de A est F(A) - simpLifiabLe.

Donc, en vertu de La proposition 2$, F(A) est un groupe.
Ce résuLtat a été établi directement par M.P. Schûtzenberger.(voir par

exemple [$])•
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Chapitre VI

Complexes 55- nets minimaux. AppLications

L'étude des complexes nets minimaux d'un demi-groupe inaugurée par P.DubreiL
[ 1 1 ] , a été poursuivie par P.Lefèbvre. [261
Dans ce chapitre nous généralisons cette étude aux hypertas (cette structure
paraît être Le cadre Le pLus natureL).
L'intérêt d'une pareiLLe généraLisation est muLtipLe. D'une part eLLe permet
de retrouver Les résuLtats de P.Lefèbvre, d'autre part eLLe permet L'obten-
tion de résuLtats nouveaux, ceci soit directement (par exempLes, résuLtats
concernant Les demi-hyper groupe s ) , soit indirectement en utilisant L'hypertas
inverse.
Définitions
Un compLexe S- net (resp. 3) - générateur) de E est dit jQ- net minimaL

(resp. §b - générateur de E minimaL, ou 2 - générateur minimaL s ' i L n'y
a pas d'ambiguïté) si c'est un éLément minimaL de La famiLLe des compLexes

SS - nets (resp. 2) - générateurs) de E.
Un oQ- idéaL propre de E est dit minimaL (resp. maximaL) si c'est un
élément minimaL (resp. maximaL) de L'ensembLe des 5b - idéaux propres de E.
Nous convenons en outre que Lorsqu'iL n'existe pas de 35 - idéaux propres,
E est à La fois un &̂- idéaL minimaL et maximaL.
On voit sans peine qu'un compLexe de E est un 55 - idéaL minimaL si et
seuLement si son compLémentaire est un §S - idéaL maximaL.
Les définitions données ici s'appLiquent tout de suite aux cas des demi-
groupes et des demi-hyper groupe s et fournissent entre autres Les notions
de compLexes nets d'un côté minimaux, de compLexes médianement nets minimaux,
etc. Nous n'insistons pas.
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1 ) " Complexes pP - nets minimaux et pO " générateurs minimaux

La proposition suivante généra Lise un résultat de P. DubreiL [il]

Proposition ^

Pour qu'un complexe K de E, S5 - net (resp. S - générateur de E) soit

Sû~ ne^ nlinimal (resp. Sb - générateur minimal), il faut et i L suffit que

L'on ait ;

Vk, k* € K, k € S^k' ==> k = k ' .

On peut manifestement se borner au cas où K est o& - net.

Si K vérifie La condition écrite, pour tout k ê K, K - / kj n'est pas

JD - net, donc K est S~ net minimal.

Réciproquement supposons K ^0- net minimal, et soient k et k' € K

teLs que k ç S) k 1 . K - 4 k ' r n'étant pas ^0 - net, iL existe

u € E teL que <35 u ne rencontre pas K - •/k'^. K étant ^0 - net,

k 1 appartient donc à S)u, et iL en est de même de k. On a nécessairement

k = k'. •

c.q.f.d.

CoroLLaire ̂  - a

a) Si K est S- net minimal et si k € K, on a :

y € g5 k ==> k 6 o& y.

b) Si L est §S - générateur minimaL et si K € L, on a ;

k 6 g y ==> y € ^ k.

b) est une conséquence de a), moyennant un passage à L'hypertas inverse.

Montrons a) ;

Soit y ç â6 k. Soit k' ç <5&y Fl K. On a k' € SÔ k, donc k = k».

Propositi on 34

a) S'IL existe un compLexe àD - net minimaL, tout compLexe 50 - net contient

un compLexe j6 ~ net minimaL.

b) S'IL existe un compLexe pO " générateur minimaL, tout complexe §6 - géné-

rateur contient un compLexe §D -• générateur minimaL.

b) est une conséquence de a). Montrons a),

Soient K un compLexe S)- net minimaL, A un complexe oO - net. A tout

k € K, nous associons un éLément L de A n <?0 k.
K.

On définit ainsi uneappLication h de K dans A, en posant pour tout

k € K, h(k) = l,. h(k) est manifestement S - net. Soient L , L ,€ h(A) .

(k.k'ê K) teLs que L^. ç S) L^. On a L^, ç 5îk' n <0k.

Soit aLors k" € SS^t0 K. On a k = k" = k 1 , et donc L = L , = h(k) = h(k*>

H(A) est donc S - net minimaL

c.q.f.d.
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Pour faire L'étude des complexes ffb - nets minimaux, nous donnons Les

définitions suivantes (suggérées par La proposition 5$ et Le coroLLaire

5$ - a).

Un compLexe A de E est dit §0 - Libre ( 1 ) si

Va, b 6 A, a ç <g b ==> a == b.

Les compLexes oD - nets minimaux ou ^0 - générateurs minimaux sont ®5j -

Libres.

IL est natureL d'étudier Les compLexes oÔ- Libres maximaux.

Pour ce La nous donnons la

Définition

L'hypertas (E, §b ) est dit vérifier L'axiome d'échange si

x € <9&y ==-=> y ê 35 x U {x} .

(IL est cLair que (E, eu ) vérifie L'axiome d'échange si et swiLement si

(E, ^6 ') Le vérifie.)

Proposition ^3

Pour que (E, ^6 ) vérifie L'axiome d'échange, iL faut et iL suffit que E

soit réunion de ses oO - idéaux minimaux.

La démonstration est évidente. On montre sans peine que si E vérifie

L'axiome d'échange. Le o0- idéaL <>Ux U "{^Ç es^ minimaL.

Proposition 36

Supposons que (E, y ) vérifie L'axiome d'échange.

a) Tout complexe de E, SQ- Libre est contenu dans un compLexe S) - Libre

maximaL ; ceLui-ci a même cardinaL que L'ensembLe des S - idéaux minimaux

de E.

' ^) Supposons en outre que pour tout x € E, çSQx soit non vide, et soit A

un compLexe<de E. Les conditions suivantes sont équivaLentes. ;

A est So - Libre maximaL.

A est S8 - net minimaL

A est S- générateur minimaL.

Démonstration

Montrons a)•

Nous définissons sur E une reLation d'équivaLence en posant :

x ^ y <====> y € 5^x U îxt .
L J Ç^IL est immédiat que Les cLasses d'equivaLences sont Les o9- idéaux minimaux

de E.
On voit d'autre part qu'un compLexe est cD- Libre (resp. 55- Libre

maximaL) si et seuLement s ' iL rencontre chaque cLasse d'équivaLence en au

( 1 ) Cette notion est invariante par passage à L'hypertas inverse. A est •0 -
Libre si et seuLement si c 'es t un compLexe S& '- Libre.
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pLus un point (resp. exactement un point). On cône Lut tout de suite.
La partie b) de La proposition s 'é tabLit sans diff icuLté.
c.q.f.d.
Nous passons maintenant au cas généraL.

Nous désignons par S La réunion des Sj- idéaux minimaux de E. On voit
sans peine que L ' o n a ;

E = -[x € E : y ç 5 $ x = > x 6 o 3 y U {y}j .
Le coroLLaire $$ - a entraîne donc que tout compLexe o0 - net minimaL est

contenu dans S.
S est un §Q - idéaL (éventueLLement vide), par suite on peut parLer de
L'hypertas (S, jB ) ; i L vérifie, bien sûr, L'axiome d 'échp^ge, et donc on
peut appLiquer La proposition $6. Par suite, tout compLexe de E, S- Libre,
est contenu dans un oompLexe 5)- Libre maximaL ( ' I ) ; Le cardinaL de ce
dernier compLexe est égaL à ce Lui de L ' e n s e m b L e des o0 - idéaux minimaux
de E.
Théorème $7
Supposons que pour tout x ç. E, §J x soit non vide.
A Lors Les conditions suivantes sont équivaLentes :
a) F est un compLexe de E, 35 - net.
b) I L existe un compLexe de E, SS - net minimaL.
c) Tout éO - idéaL de E, propre contient un §p - idéaL minimaL.
Dans ce cas Les compLexes pp - nets minimaux de E sont Les compLexes

de S, SS - Libres maximaux.
Démonstration
b) => a).

Soit K un compLexe de E, §0- net minimaL. K est contenu dans S.
S est donc S5 — net.

a) ==> b).
Soit K un compLexe de S, §5 - Libre maximaL. Montrons que K est un

compLexe S- net minimaL de "R.
Soit x € E. Soit y € ^6 x n S. Si y ( K, K U S y} est un compLexe

de S contenant strictement K donc non ^0- Libre. Par suite gîy H K ^ $,
et de même ^8x n K ^ $.

( 1 ) Un compLexe de S, S) - Libre, maximaL est un éLement maximaL de
L*ensembLe des compLexes de S, S6 - Libres.
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Supposons maintenant y ç. K. ALors j&x H K contient y, donc est non

vide. K est donc §Q - net, et étant <§$- Libre, est ^6r- net minimal.

a) ==> c)

Soit L un <55- idéaL propre. S étant 08- net, rencontre L, et par

suite, iL existe un 3- idéaL minimal M rencontrant L. Bien sûr, on

a M ^ L.

c) ==> a)

Soit x ê E. 35 x contient un o0 - idéaL minimal M, donc rencontre ^.

Nous avons donc démontré que a), b), c) sont équivalentes, et nous avons

établi en cours de démonstration que tout complexe de T., ^ - Libre maxi-

mal est c0 - net minimal dans E. La réciproque s'établit immédiatement.

(On voit même qu'un complexe 5$ - net minimal de E est un complexe de F

ç8 - Libre, qui n'est contenu strictement dans aucun complexe de E §6 -
libre, (2).

c.q.f.d.
Corollaire 57 — a

Tout complexe (g - net minimal de E a même cardinal que L 'ensemble des

___§8 - idéaux minimaux de E,

CoroLLaire 57 - b

S ' I L existe des compLexes o0 - nets minimaux de E, Les compLexes de E

qui peuvent être pLongés dans un compLexe 85- net minimaL sont Les compLexes

de S, <8S - Libres.

CoroLLaire 37 - c

Soit R La réunion supposée non vide des compLexes 55 - nets minimaux de
E. On a R == S.

Nous aLLons maintenant appLiquer Les résuLtats obtenus à L'hypertas inverse

Î3, <5Î ' ) .
Nous désignons par S' La réunion des Sf' - idéaux minimaux de E, par W

l'intersection des ^6 - idéaux maximaux de E.

S'IL existe des ^Q - idéaux propres de E, on a .5' = E - ,W.

On voit d'autre part tout de suite que L'on a ; ^

S' =^x € E : x € S)y => y ç o?x U {A\ •

Le CoroLLaire 55 - a entraîne donc que tout compLexe ^6 - générateur

ninimaL de E est contenu dans S' .

(2) Donc est un compLexe ^)- Libre maximaL de E.
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Le théorème $7 entraîne immédiatement Le

Théorème ^8

Supposons que L'on ait E = oPE.

Alors Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) s = a^'«
b) II existe im complexe SS- générateur de E minimal.
c) Tout pp - idéal propre de E est contenu dans un eu - idéal maximal,
Dans ce cas Les complexes 2)- générateurs minimaux de E sont Les com-

plexes de S', oi/- Libres maximaux,
CoroLLaire ^8 - a

Tout compLexe S! - générateur minimaL de E a même cardinaL que L 'en- .
sembLe des 3 - idéaux maximaux de E.

CoroLLaire $8 - b
S ' I L existe des compLexes 3 - générateurs minimaux de E, Les compLexes

de E qui peuvent être pLongés dans un compLexe S - générateur minimaL
de E sont Les compLexes de ^ ' , S5 - Libres.
CoroLLaire 8̂ - c
Soit R ' La réunion supposée non vide des compLexes Su - générateurs
minimaux de E.
On a R ' = S ' .
AppLications des résuLtats précédents
1 ) ( E , §k ) = ( D , c À ) .
S est dans ce cas La réunion des idéaux à droite minimaux» IL est bien
connu que si S est non vide, c'est un idéal bilatère de D, donc un
complexe % - net (c'est-à-dire net à droite).
Par suite pour qu'il existe des complexes nets à droite minimaux, il faut
et il suffit que D contienne des idéaux à droite minimaux» De tels
complexes sont équipotents à L'ensemble des idéaux à droite minimaux de D,
La théorie fournit des résuLtats de P.Lefèbvre[26] concernant Les compLexes
nets d'un côté minimaux de D.
Notons que Lorsque D est compact ou artinien à droite, iL existe des
compLexes nets à droite minimaux. (Pour Le cas compact, nous renvoyons par
exempLe à L'exposé de P.GriLLet et A.Gérente [ 1 8 ] ) .
2) ( E , ̂  ) = ( H , A ) .
L'existence d'idéaux à droite minimaux n'entraîne pas, en général, ceLLe
de compLexes nets à droite minimaux. En effet, La réunion des idéaux à
droite minimaux de H n'est pas nécessairement un idéaL biLatère de H.
( I L en est pourtant ainsi, comme nous Le verrons au prochain chapitre,
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x^ ... ^ x^ n L -^ $ ==> x^ * ... * x^ C L) .
Pour qu ' i l existe des complexes nets à droite minimaux de H, il faut et

il suffit que tout idéal à droite propre de H contienne un idéal à droite
minimal. Le cardinal de tels complexes est égal à celui de L'ensemble des
idéaux à droite minimaux de H.

3) (E, <$6 ) = (H, T^).
Ici La théorie permet de généraLiser au cas de H des résuLtats de

P.Lefèbvre concernant Les compLexes médianement nets minimaux de D.
PLus précisément, on voit que H possède un compLexe biLatèrement net

minimaL K, si et seuLement si tout idéaL médian non vide de H contient
un idéaL médian minimaL ; et K est équipotent à L 'ensembLe des idéaux
médians minimaux de H. Or cet ensembLe possède au pLus un éLément. (Car
deux idéaux médians non vides contiennent Leur produit qui est un idéaL
médian non vid^).

On en déduit aisément Le résuLtat suivant :

Pour que H possède un compLexe médianement net minimaL K, iL faut et
iL suffit q u ' i L contienne un idéaL biLatère minimum. Dans ce cas, K est
réduit à un éLément»

Dans Le cas particuLier où H est abéLien (1 ) , et possède un compLexe net
minimaL, ce dernier résuLtat entraîne L'existence d'un éLément net ; On voit
sans peine que H possède a Lors un idéaL qui est un hypergroupe. On a donc

étabLi que :
Tout demi-hyper groupe abéLien qui possède un compLexe net minimaL contient

un idéaL qui est un hypergroupe.
Ce résuLtat a été étabLi par P.Lefèbvre dans Le cas particuLier où H est

un demi-groupe.[26]
Un demi-groupe qui possède un idéaL qui est un groupe est dit un

homogroupe. [55]
On sait depuis G.Thierrin qu'un demi-groupe abéLien fini est un homogroupe.

[55]
4) (E ,5S) = (D.^) .

Citons un des résuLtats que La théorie permet d'obtenir dans ce cas.
Deux compLexes de D admettant D pour radicaL, et minimaux pour cette

condition sont équipotents.
5) (E ,5 Î ) = (D,^) ou (E, <35 ) = (D, ^).

Nous Laissons au Lecteur Le soin d'obtenir Les résuLtats reLatifs à ces cas.

( 1 ) c'est-à-dire vérifie x * y == y * x, pour tous x, y 6 H.
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6) (E, ^ ) == (H, 4^').
La théorie généra Le fcurnit Le résuLtat suivant :

Pour que H possède un compLexe générateur à droite minimaL f i L faut et
iL suffit que L ' o n ait H * H = H, et que tout idéaL à droite propre de H
soit contenu dans un idéaL à droite maximaL» Dans ce cas, tout compLexe

générateur à droite minimaL de H est équipotent à L ' e n s e m b L e des idéaux
à droite maximaux de H.

On particuLarise tout de suite ce résuLtat à D.

Notons q u * i L existe des compLexes générateurs à droite minimaux Lorsque D
0

est compact [18] ou noethérien à droite et que D == D. I L en existe aussi
Lorsque D est réunion de ses idéaux à droite minimaux.

(Nous consacrons un paragraphe spéciaL à ce cas).
Donnons queLques résuLtats suppLémentaires Lorsque H est rempLacé par D.
L'app Lication du théorème 58 au tas (D, !/{/ ) entraîne que

2Si D = P , pour q u ' i L existe des compLexes générateurs à droite minimaux,
i L faut et U suffit que pour tout x € D, i L existe a ç D, t e L que x 6 aD
et que L ' o n ait :

a € y D ===> y ç a D
On peut appLiquer ce résuLtat à un cas particuLier.
Soit D' un demi-groupe réunion de groupes, dont Les idempotents commutent.
On définit cLassiquement [5] une reLation d'ordre sur L ' e n s e m b L e des

idempotents de D ' , en posant si e et f sont deux idempotents
e ^ f <===;> et == e.

On déduit aLors aisément du précédent résultat que

D' contient un compLexe générateur d'un côté minimaL si et seuLemenxs i
chacun de ses idempotents est inférieur à un idempotent maximaL. (L'ordre
étant ce Lui défini pLus haut).

Dans ce cas, L ' ensembLe des idempotents maximaux de D' est un complexe
générateur à gauche et à droite ninimal.
Remarque

On voit facilement que si D' possède un idéaL d'un côté minimaL, i L n'en
possède qu'un.

7) Supposons que D soit simpLe et possède des idéaux à droite minimaux.
On sait f 2 ] qu'aLo.rs tout idéaL à droite de B (donc D Lui-même) est

réunion d'idéaux à droite minimaux. Par suite. Le tas (D, ^y ) vérifie L'axio-
me d'échange, et en vertu de La proposition $6. D possède un compLexe qui
est simuLtanément net à droite minimaL et générateur à droite minimaL. Par
suite, i L y a dans D, auta.t
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d'idéaux à droite minimaux que d'idéaux à droite maximaux.
En outre, iL résulte de La forme des idéaux à droite de D, que Le treiLLis

qu'iLs forment est booléen.
Enfin notons que si D n'est pas simpLe à droite. Les idéaux à droite
maximaux sont ceux qui sont réunion de tous Les idéaux à droite minimaux de
D , sauf de L'un d'entre eux. Par suite, dans ce cas, L'intersection des
idéaux à droite maximaux de D est vide.
On peut donner queLques réciproques de ces résuLtats.
Si Le treiLLis des idéaux à droite de D est booLéen, D est simpLe.
En effet, dans ce cas. Le compLémentaire d'un idéaL à droite est un idéaL
à droite, par suite Le tas ( D , !f\/ ) vérifie L'axiome d'échange qui s'écrit :

x € y D ===> y ç x D U ^xj .
D est donc réunion de ses idéaux à droite minimaux. On cône Lut tout de suite»
Si L'intersection des idéaux à droite maximaux de D est vide, D est

/ <"6 ' ' ^ 'Dans ce cas, D est réunion de ses 0\^ - idéaux minimaux. Le tas ( D , 0^ ) ,
donc aussi Le tas ( D , t̂̂  ) » vérifie L'axiome d'échange, etc.
2 ) - CompLexes |"W | - nets minimaux et f /f^\ - générateurs minimaux.
P.Lefèbvre [ 2 6 ] a généraLisé La notion de compLexe de D , net d'un côté,

minimaL, en considérant Les compLexes de D qui admettent un résidu d'un
côté, fixé,W, qui sont disjoints de V/, et qui sont minimaux pour ces condi-
tions.
L'auteur montre que Les résuLtats reLatifs aux compLexes nets d'un côté
minimaux peuvent être généra Lises à de teLs compLexes.
Nous expLiquerons en particuLier dans ce paragraphe La possibiLité d'une

teLLe généraLisation en appLiquant La théorie des hypertas. Disons tout
d'abord queLques mots sur Les compLexes de E qui admettent un 5j - résidu
fixé W, et qui sont disjoints de W.
La proposition suivante est évidente :
Proposition ^9
Pour qu'un §b - idéaL W distinct de E soit Le p0 - résidu d'un compLexe
de E, disjoint de Lui, iL faut et iL suffit qu'iL vérifie La condition

3$x ç W ———> x 6 W.
Dans ce cas, W est dit 5) - fortement Large.
Exemp Les
a) Supposons que L'on ait E = 5fE. Soit Q»un SB- idéaL distinct de
S, maximaL; CA^ est 5b - fortement large.
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En effet CM^ est contenu dans Le 5Î - idéaL A défini par

A = {x € E : g$x 5 EL'}.

C^étant supposé distinct de E, coïncide avec A.

PLus généralement, une intersection de §b - idéaux maximaux distincts de

E est un §b - idéaL §6 - fortement Large.

b) Les ^%- idéaux JC - fortement Larges de D sont Les idéaux à droite

de D distincts de D, qui sont résidu à droite d'un compLexe disjoint

d'eux. De teLs idéaux sont dits fortement Larges à droite. [9]

Un idéaL fortement Large à droite et à gauche est dit fortement Large.

Tout ceci est généraLisabLe au cas où D est rempLacé par H.

c) Donnons tout d'abord La notion dé résidu médian d'une partie B de D.

(Notion due à R. Croisot [5 l )« On nomme ainsi L'idéaL médian W défini par :

W = t x 6 D : Dx D ̂  D - B } . B

& L

Les idéaux médians de D, distincts de D, qui sont résidu médian d'un

compLexe de D disjoint d'eux sont dit médianement fortement Larges.

On interprète tout de suite cette notion grâce au tas (D, ML,).

On généra Lise évidemment ces considérations au cas où H rempLacé D.

d) Nous Laissons au Lecteur Le soin d'interpréter Les ^ - idéaux ^r -

fortement Larges de D.

e) On peut appLiquer La proposition $9 à L'hypertas (E, S )•

Soit V/' un 5$ - idéaL distinct de E. Soit ^L = E - Y / ' . L̂ est un

2)- idéaL non vide.

On vérifie tout de suite qu'un compLexe A de E admet W pour ^$5 -

résidu, et est disjoint de W si et seuLement si on a À^ == <2^A, A c^L.

La proposition 59 entraîne aLors que

Pour qu'iL existe un compLexe A contenu dans /^ et vérifiant /̂ , = <fiSA,

iL faut et iL suffit que L'on ait ^= §6^^ - (résuLtat évident i).

Un §^ - idéaL ^L^ non vide vérifiant cette condition est dit ç55 ~ surjec-

tif.

Si §Q x est non vide queLque soit x € E, toute réunion de û&- idéaux

minimaux est un idéaL §D - surjectif.

Cette notion permet de.nouveLLes définitions dans Le cadre des' demi-groupes

et des demi-hyper groupe s.

Par exempLe un idéaL à droite L. de H non vide est dit surjectif à droite

si L = L * H. Un idéaL surjectif à gauche et à droite est dit surjectif.

Un idéaL médian J de H non vide, est dit médianement surjectif si

J = H * J * H.
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Dans tout ce paragraphe, W désignera un ç0 - idéaL, 08 - fortement Large
de E( W ^ E, W peut être vide), et ̂  désignera un <S5 - idéaL, cîS - sur-
jectif. ( ^ ^ $, ^^ peut être égaL à E) .
Définitions

Un compLexe de E est dit fiS - [ W ] - net (ou [W] - net s ' i L n 'y a pas
d'ambiguïté) s ' i L est disjoint de W, et admet W pour <S5 - résidu.

Un compLexe de E, A, est dit ̂  - f ^L] - générateur (ou [y^L-] - généra-
teur s ' i L n'y a pas d'ambiguïté) s ' i L est contenu dans >f\^ , et vérifie
^= <S(A.

Evidemment Lorsque W = $ ou A^ = E, ces définitions redonnent des
notions déjà connues ( c e L L e s de o& - netteté et de 06 - générateur).

Notons Le résuLtat évident suivant :

Les compLexes eSu - F ^^ 1 - générateurs sont ceux qui sont ^Q - f E ^-^^\
- nets.

( I L est cLair que .E - ̂  est un oé - idéaL, §6 - fortement Large).
Ainsi tout résuLtat sur Les complexes fW] - nets fournit par passage à
L'hypertas inverse, un résuLtat sur Les compLexes \/A^\ - OelUZJL^USu^S •
Nous nous proposons, dans ce paragraphe, d'étudier Les compLexes [W] - nets

minimaux, puis par passage à L'hypertas inverse. Les compLexes [ /f^\ -
générateurs minimaux. Enfin nous donnerons des appLications aux demi-groupes
et demi-hyper groupe s. (Nous retrouverons en particuLier des résuLtats de
P.Lefèbvre[26]).

Nous a L L o n s tout d'abord interpréter La notion de [W] - netteté en définis-
sant une notion essentieLLe.

Soit L un ^ - idéaL de E.

A toute appLicat ionQ ^^8 , nous associons une appLication de E dans
^y (E) , notée 9 , , définie de La façon suivante ;

vx e E, e ^ (x) = e(x) n (E - L).
Si 9,8 ' € 35 , .on a 9 , 0 9; = (9 o 9 ' ) , .

j-î
IL résuLte de Là que L 'ensembLe - noté çD - des appLications de E dans
^P(E), de La forme 9 , (9 € 3b ) est un iemi-groupe. On voit en outre

que E - L est un ^ - idéaL.
L'hypertas (E - L, ^ ) est noté (E, §^ ) .
Proposition 40

Les compLexes de E,rw"| - nets (resp. fW| - nets minimaux) sont Les compLexes
de E - W, ^w - nets (resp. §̂  - nets minimaux).
Démonstration

Soit A un compLexe de E, [W] - net. A est contenu dans E-W. Soit x € E -W.
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i L existe 9 € <S5 t e L que e (x ) H A ^ $. On a aussi 9^(x) H A ^ ç.
A est donc ^b^r - net.
La réciproque se montre sans aucune difficulté.
c .q . f .d .

On peut donc appliquer Les résuLtats du paragraphe précédent.
I L découLe tout de suite de La proposition $$ La
Proposition 41

Soit A un compLexe [^( - net. A est [^ "j - net minimaL si et seuLement
c 'est un compLexe §S - Libre.

Nous Laissons au soin du Lecteur de traduire La proposition >4.
Remarque

Supposons que Y/ soit intersection de oD - idéaux maximaux distincts de
E, et que E = ^E.

Nous avons déjà vu que W est §^ - fortement Large. E - V/ est une réunion

de ^0 - idéaux minimaux. Par suite L'hypertas (E, ^ ) vérifie L'axiome
d'échange. La proposition $6 entraîne aLors q u ' i L existe des compLexes
FWJ - minimaux.

Revenons & La situation généraLe. Nous désignons par ^, La réunion des
5)y^ - idéaux minimaux de E - V/. Le théorème $7 et Le coroLLaire 5 7 - 0

entraîne que

Les conditions suivantes sont équivaLentes :

a) S^y est un compLexe SF - net de E - W.
b) I L existe un compLexe [Wj - net minimaL de E.
c ^ Tout o°Yj " idéaL propre de E - W contient un 2? - idéaL minimaL de

E - W.

ALors Les compLexes [^] - nets minimaux de E sont Les compLexes de S
S5 - Libres maximaux.

Si R^ est Leur réunion, et si R,^ ^ î , on a : î^. = R

Afin de pouvoir appLiquer à cette étude Le théorème ^7, nous donnons La
Définition

Etant donné un <0 - idéaL W^ ^ E, un ^)- idéaL L non contenu dans W.,

est dit <2) - [ W ^ J - minimaL (ou [ W ^ ] - minimaL s ' i L n 'y a pas de risque
d'ambiguïté) si :

VA, g) - idéaL de E, 1 0 W. C A C I =====> A = I n W, ou A == I.^f i — — I
I L est cLair que Les ^D - idéaux [ ^ J — minimaux sont Les ^ - idéaux

minimaux.
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Proposition 4^

a) Si 1 est un çQ - idéal [W J - minimal, I n (E - W ) est un Sf^r -

id-éal minimal,

b) Si J est un pb ̂  - idéal minimal de E - 'W , et si A est un 3/-idéal

contenant J, J U (A H W ) est un S& " idéal f V / j ~ minimal.

c ) Si 1 est un pu - idéaL- ['V[ ] - minimal, il en est de même de 1 U W .

Démonstration

a)

in (E - W ) est un où - idéal non vide. Soit I' un (Jb,,, - idéal non
i 1 ^ 1

vide, contenu dans 1 0 f£ — WL ) '

1 0 (E - W ^ ) . L'ensemble A = 1 *U (l n W ) est un 5$ - idéal, et on a :

I n W ^ A ç_ I.

I' étant non vide, A est différent de in W,, donc A = I, et par suite

I' = 1 n (E - W.^ ) . 1 n (E - W.p est donc un ^6 . - idéal minimal.

^)

Nous posons I. = J U (A 0 W ). 1 est un S6 - idéal non contenu dans

W . Soit B un 3 - idéal tel que 1 0 W, g B j= I . On a I. n V/ =

A n W , donc aussi A n W g B c J U (A n W. ) . J H B est donc non vide,

et comme un ^D ̂  " i^^L» on a J == J O B , donc Je B.

Par suite,on a ^J U (A H W ) -= B.

J U (A n W ) est donc fW ] - minimal.

c)

IL découle de a) que 1 H (E - VL ) est un ^ûw - idéal minimal.

Il suffit d'appliquer c) pour conclure.

c.q.f.d.
Corollaire 42 - a

II existe une correspondance biunivoque entre l'ensemble des pu ^ - idéaux

minimaux de E - W et l'ensemble des 55- idéaux [ W , J - minimaux de E, qui

contiennent W ^ •

Nous pouvons à présent établir La

Proposition 43

Pour qu'il existe un complexe []Vj " net minimal, il faut et il suffit que

tout j6 " idéal de E, non contenu dans W, contienne un SS - idéal fW j -

minimal.

Alors tout complexe [Wj - net minimal a même cardinal que l'ensemble des

35 - idéaux QVJ - minimaux qui contiennent Y/.

Démonstration

W étant fortement Large, pour-bout x ç E - W, iL existe 9 € §& teL que

9(x) ^ $.
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Nous pouvons donc appliquer (compte tenu de La proposition 40) Le théorème
57 à L'hypertas (E, <56 )^.
Supposons tout d'abord q u ' i L existe un compLexe [Wt - net minimal.
Si A est un Sj - idéaL non contenu dans W, A n (E - V/) est un vQnj - idéaL

non vide, iL contient donc un 55 „,, - idéaL minimaL J. On a A :D J U (A Fl W ) •
La proposition 42 entraîne que J Ll (A n W) est un ^ - idéaL [W] - minimaL. '

Inversement, supposons que tout oO- idéaL de E non contenu dans W
contienne un 08 - idéaL [W] - minimaL.

Soit B un 55 - idéaL non vide. B U W est un oO— idéaL non contenu
dans W ; i L contient donc un 2)- idéaL [W] - minimaL I. On a 1 n(E - W)c B.

La proposition 42 entraîne que 1 H (E - W) est un 35 w - idéaL minimaL. Le
théorème $7 permet de concLure tout de suite.

La seconde assertion de La proposition est une conséquence immédiate du
coroLLaire 57 - a et du coroLLaire 42 - a.
c. q. f. d.
Remarque

Supposons que E possède des compLexes oD - générateurs minimaux. Soit W
Le <S) — idéaL de E défini de La façon suivante :
S ' i L existe des 9^- idéaux propres de E, W est L'intersection des SD -

idéaux maximaux de E, autrement W = $.
On a La

Proposition 44
Pour qu'un compLexe L de E soit ^D - générateur de E minimaL, i L faut
ît i L suffit que ce soit un compLexe [W1 - net minimaL.
Démonstration

Supposons L ^D - générateur de E minimaL. ALors L est contenu dans
E - W » Donc si a € W , $îa n L est vide.
Soit a ^ W. I L existe 1 6 L t e L que a ç. ^I. L'axiome d'échange étant

vérifié dans E - V / ' , 1 appartient à §b a, donc 5$a H L est non vide.
L admet W pour résidu, donc est [W] - net. Etant SB- Libre, L est
[W j - net minimaL.

^a réciproque s 'é tabLi t aussi simpLement.
î .q .f .d.

Nous a L L o n s maintenant dire queLques mots sur Les compLexes [ /fL 1 - généra-
teurs minimaux.
Définition

Soit ^^ un o& - idéaL non vide de E. Un o3 - idéaL A de E est Mt
OL" " F ̂  ^ 1 - maxima L (ou f^.] - maximaL s ' i L n 'y a pas de risque
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d'ambiguïté), s' iL est non vide, ne contient pas ff^, et vérifie La condi-

tion :

VB, <SD- idéaL de E, A c B £ A U .̂. ==> A == B ou B = A U^L..

Nous convenons égaLement que Lorsque (JL^ est un ^8- idéaL minimaL,

c 'est aussi un <ST- idéaL [^J maximaL. (Notons que dans ce cas, tout

SD - idéaL non vide ne contenant pas ^<, 9 est [ ^^^~\ - maximaL),

On voit immédiatement que Les ^0 - idéaux [E] - maximaux sont Les oO -

idéaux maximaux.

En outre, on a Le résuLtat suivant :

Supposons que ^fL. ne soit pas un eft - idéaL minimaL. Posons W = E - /^. ;

W" est un j8 ' - idéaL de E. Soit A un compLexe de E.

Pour que A soit un 2) - idéaL éZ - [^{.] - maximaL, iL faut et i L

suffit que E-Â soit un ^S ' - idéaL ^ - [W* ] - minimaL.

Ceci dit, on a La

Proposition 45

Pour qu'iL existe un compLexe f /̂ "| - générateur minimaL, iL faut et iL

suffit que tout ^0 - idéaL ne contenant pas ̂ ^ soit contenu dans un j& —

idéaL \aL^ ~\ - maximal. ALors Le cardinal de tout complexe [^^1 - générateur

minimal est égaL à celui de L'ensemble des <S5 - idéaux |'̂ "̂| - maximaux

contenus dans fft^ •

Démonstration

Dans Le cas où ^L est un 06 - idéaL minimal, iL existe des compLexés [̂ L] -

générateurs minimaux, ce sont les complexes de la forme { a^ . (aê^^).

En outre tout ^D - idéal non vide ne contenant pas /J\^ est un Sb' " idéal

[^^] - maximal. On conclut tout de suite.

Dans Le cas oViffC. n*e8t pas un cSE - idéal minimal, La proposition 4$

appliquée à l'hypertas (E, §b ) et au ^D - idéal E -^^ permet de

conclure immédiatement.

c.q.f.d.
Nous allons maintenant appliquer Les résultats du paragraphe 2 au demi-

hypergroupe L et au demi-groupe D. (Dans ce dernier cas, nous retrouverons

bien entendu entre autres des résultats de P.Lefèbvre [26]).

Dans ce qui suit, W. est un idéal à droite, fortement Large à droite, ̂ l<.

est un idéal à droite, surjectif à droite. (On pourrait traiter de La même

manière Les cas à gauche et médians).

Définitions

Un complexe A de H est dit :
[W,] - net à droite s'il est disjoint de W et admet W. pour résidu à droite.
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r/^|1 - générateur à droite, s 'il . est contenu dans ^f et si /L =

A * H.
Les complexes [W^ J - nets à droite (resp. [ ^C ] - générateurs à droite) sont

ceux qui sont%-[W^ ]-nets. (resp. A - [ (f^] - générateurs).

., ^ J .L^U^ 1 ,̂ ^^-^U.UO ^.«.COp. (_ ^^^

,^]-nets. (resp. A - [ ̂  J -
Notons que Lorsque H est un demi-groupe, P.Lefebvre [26] dit "V/ - minimal.

à droite" au Lieu de "[W ] - net à droite minimaL".

D'autre part, un idéaL à droite 1 est dit :
[W^ ] - minimaL à droite s ' i L n'est pas contenu dans W et vérifie

VA, idéaL à droite de H, 1 n W £ A £ I =====> A = I n W ou A = I.

[W^ ] - minimaL à droite s ' iL n'est pas contenu dans W et vérifie

VA, idéaL à droite de H, 1 n W £ A £ I =====> A = I n W ou A

[^l-i] - maximaL à droite s ' iL n'est pas vide, ne contient pas ^rt., , et véri-

fie

VA, idéaL à droite de H, 1 £ A £ I U .̂ ===> A = I ou A == I uA^ .

Mous convenons en outre que Lorsque^-. est un idéaL à droite minimaL, c'est
aussi un idéaL à droite, [^•^] - maximaL à droite.

Les idéaux à droite [W.') - minimaux à droite (resp. [ ^L-. j - maximaux à droite
sont Les yC - idéaux %. - [W ] - minimaux (resp. ^% - [ (^^\ - maximaux).

I L résuLte des propositions 45 et 45 Les résuLtats suivants (dont Le premier
est dû à P.Lefebvre [26]).

Pour q u ' i L existe un compLexe [][ J - net à droite minimaL, i L faut et i L
suffit que tout idéaL à droite non contenu dans W , contienne un idéaL
à droite [^L ] - minimaL à droite. ALors un t e L compLexe est équipotent à
L 'ensembLe des idéaux à droite [W_ J - minimaux qui contienne W^, .

Pour q u ' i L existe un compLexe [ ̂ C^ "| - générateur à droite minimaL, iL faut
et i L suffit que tout idéaL à droite ne contenant pas ^C,, soit contenu dans
un idéaL à droite [^ '] - maximaL à droite. ALors un t eL compLexe est équi-

potent à L ' e n s e m b L e des idéaux à droite [^Ç^] - maximaux à droite qui sont
contenus dans ^/ ^ .

Nous a L L o n s , pour terminer ce paragraphe, donner queLques compLéments reLa-
tifs au cas des demi-groupes.

Nous donnons tout d'abord Les
Définitions
Un idéaL I de D est dit :
premier si ab ç. I ——> a 6 I ou b e l .

premier au sens de Lesieur - Croisot [27] si a D b £ I ====> a ç I ou
b € I.

Evidemment, un idéaL premier L 'es t au sens de Lesieur - Croisot ; en outre.
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un idéaL à droite distinct de D, premier au sens de Lesieur - Croisot, est

fortement Large à droite.

Ceci dit, nous avons Le résuLtat suivant î

Si W^, est un idéaL biLatère distinct de D, premier au sens de Lesieur -

Croisot, et S'IL existe des idéaux à droite de D, ["W^, ] - minimaux à droite,

aLors D possède des compLexes [^] - nets à droite minimaux.

Démonstration

IL résuLte de La proposition 42 que La réunion Sur des J?^ - idéaux
"r> «•^

minimaux de D - W est non vide. Nous verrons au prochain chapitre, et

pour L'instant L'admettons que S^ U W est un idéaL biLatère de D. Soient

x 6 D - W^, a € S W^. 2

x D a est contenu dans Sw U W , mais pas dans W,,. x D a rencontre donc
2 /^

Çy, qui est donc un compLexe ^^ - net de D - W^. On cône Lut tout de

suite»

c.q.f.d.

Nous appLiquons maintenant La proposition 44 à (D, JC ).

Supposons que D possède des compLexes générateurs à droite minimaux ; soit

T:' Leur réunion. D - S* = W 1 est, soit La partie vide, soit L'intersec-

tion des idéaux à droite maximaux de D.

En outre, Les compLexes générateurs à droite minimaux de D sont Les

compLexes [W] - nets à droite minimaux.

Dans Le cas où W est réfLectif (c'est-à-dire vérifie ab 6 W* ==> ba ê W * ) ,

on peut préciser La structure de S' , en appLiquant Le théorème suivant du

à P. Lefèbvre : [26]

Théorème

Soit W un idéaL biLatère, réfLectif, fortement Large de D. Si R est— — — — — — — , ^ — — — — — — — — — — — — ^^—»—

^La réunion supposée non vide des compLexes [W ] - nets à droite minimaux de D,
on a La partition

R,. = Z U U C. .
- 2 ——————————i ç I1

avec : Z R^y s; W^ ; R^ Z C; ^ ; ^, j ç |, i ^ j => Ci Cj £ W^

Chaque Ci est un sous-demi-groupe simpLe de D, réunion de ses idéaux à

droite minimaux.

5) Comparaison du cardinal de L'ensembLe des p5 - idéaux minimaux de E,

et de L'ensembLe des 06 - idéaux maximaux de E.

Supposons que E possède un compLexe ^S - net minimaL K, et un compLexe

çD - générateur minimaL L. Comparer Les cardinaux de K et de L revient
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en vertu des coroLLaires ^7 - a et $8 - a à comparer Les cardinaux de
L'ensemble des V - idéaux minimaux de E et de L'ensemble des Su -
idéaux maximaux de E. C 'es t cette comparaison que nous nous proposons de

faire.
Pour ceLa remarquons que K et L sont des complexes c0 - nets. (Rappe-

lons que (E, Sb ) est L'hypertas stable associé à (E, §0 ) ) .
Supposons un moment que L ' o n ait montré moyennant certaines hypothèses que

K est un compLexe 9 - net minimaL de E. I L résuLte aLors de La propo-
<aÇ K

sition 54 que L contient un compLexe dû - net minimaL de E, LequeL est
équipotent à K, donc que L ' o n a card K ^ card L. Nous dirons q u ' i L y a
moins de <?D - idéaux minimaux dans E que de §5 - idéaux maximaux.

oÇ "Bien sûr, si L ' o n avait supposé L ç0 - net minimaL, on aurait eu L'iné-
gaLité inverse card L ^ card K.

Théorème 46
Si (E, 9>) vérifie La condition notée (R)

x € d8.u, y € S6 u => S£>x H c3Sy ^ $.
Tout compLexe K 08 - net TninimaL est eu - net minimaL.

Démonstration
On utiLise La proposition 5$« I L faut montrer que K est ^D - Libre
Soient k ,k '€ K, CD € S) t eLs que k € c p ( k ' ) . On doit montrer que

k = k ' .
çp est composée de n appLications appartenant à oO 0 •O • On va faire

une récurrence sur n.

n = 1

On a k € ô ( k ' ) ou k' € 9 ( k ) , avec 9 € oO .
K étant 06 - Libre, on a k = k ' .
n == 2

Aucune difficuLté car La reLa-cion c2) k n OD k ' ^ $ entraîne •k = k ' .
On suppose Le résuLtat vrai pour n, on va Le montrer pour n + 1.

Compte tenu ae La reLation ,T o .. T = « , r (9, 9' 6 OU ).» deux casv o v o y
peuvent Se présenter ;

<p = çF o 9^ o çf o cp^ o ... o <p^ ( 9 ^ , 9 ^ , 9 ^ € 5^ , ̂  »---»^^)

ou bien

^^ l ^ 0 9 ? 0 ^ 0 - - ' ^n+l (9^9^,9^ 5S.,^ ,..., f^^£ ")

Ces deux cas se traitent de La même façon. Supposons par exemp Le Le premier

réaLisé.
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IL existe alors x, y, z € E teLs que »

x ç 9^ (k ) n 9^(y), z ç 9^(y) H (cp^ o ... o cp^(k')) .

La condition (R) appliquée à x et z entraîne que L'on a 2 x n QÛ z ^ t.

Donc iL existe 9, 9' € <3& teLs que 9 (x) n 9 ( ( z) ^ î.

On peut écrire :

x ç ^F o 9 « ( z ) ; k 6 çF(x) £ ^r o ^r o 9 « ( z ) = 9 o Q1' o 9 ' ( z ) .

k e 9 o^ ° 9 t ̂  ° • • • ° ^1 ( k t ) -

L'hypothèse de récurrence entraîne k = k'.

c.q.f.d.
Remarques

On voit tout de suite que (E, jO ) vérifie La condition (R) dans Les deux

cas suivants :

(E, cP ) es^ un ^s, où est un demi-groupe abéLien.

E est réunion de ses Sb - idéaux minimaux, et pour tout x ç E, 5)x ^ $.

Notons d'autre part que (E, çb ) vérifie La condition (R) si et seuLement

si (E, où ) vérifie La condition notée (R') :

5ibc n 5b y ^ $ ===$> Su € E teL que x € ^u, y ç <2^ u.

IL découLe donc du théorème précédent, par passage à L'hypertas inverse La

Proposition 47

Si (E, 2 ) vérifie La condition (R') , tout compLexe 08 - générateur de E

minimaL est §b - net minimaL.

(E, 3& ) vérifie La condition (R ' ) dans Les deux cas suivants :

(E, §b ) est surjectif et injectif, oÔest un demi-groupe abéLien.

E est réunion de ses S& - idéaux minimaux, et E = OÛE.

Nous aLLons maintenant appLiquer ces résuLtats au cas de H et de D.

Le tas (D, y ) vérifie La condition (R). IL en résuLte tout de suite que

Si A est un compLexe de D teL que rad A = D, A étant minimaL pour cette

condition, et si B est un compLexe de D teL que D = 1^ B^1 1^ B

étant minimaL pour cette condition, on a card A ^ card B.

D'autre part, on remarque que L'hypertas (H, « t̂ ) vérifie La condition (R) si

et seuLement si

x Ç u * H , y € u » H => (x » H) n (y » H) ^ t. (R^).

On voit aussi que (H,^) vérifie La condition (R' ) si et seuLement si

(x * R} n (y » H) ^ $ ==> Su € H teL que x € u * H, y ç u * H. (R.)

IL découLe a Lors du théorème 46, de La proposition 47, et des remarques

faites au début du paragraphe,Le
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Théorème 48
Supposons que H possède un complexe net à droite minimal et un complexe
générateur à droite minimal. ( 1 )
a) Si H vérifie La condition ( R j ) » iL y a moins d'idéaux à droite mini-
maux que d'idéaux à droite maximaux.
b) Si H vérifie La condition ( R ^ ) > il y a moins d'idéaux à droite maxi-
maux que d'idéaux à droite minimaux.
Nous aLLons donner quelques compléments re Là-bits au cas où H est rempLacé
par D.
Evidemment un demi-groupe abéLien vérifie La condition ( R . ) , un demi-groupe
simpLe réunion de ses idéaux à droite minimaux vérifie Les conditions (R )
et ( P . ) - Mais Le théorème 48 n'apporte rien d'intéressant dans ces cas, car
un demi-groupe abéLien possède au pLus un idéaL minimum, et un demi-groupe
simpLe réunion de ses idéaux à droite minimaux possède autant d'idéaux à
droite minimaux que d'idéaux à droite maximaux l (voir p . 5 ^ ) .
Pour mieux anaLyser La condition ( R . ) , rappeLons La définition suivante,due
à P.DubreiL [ 9 ] :
D est dit réversibLe à droite si
Vx, y ç. D , x D F! y D ̂  $.
(Evidemment, si D est réversibLe à droite, iL vérifie La condition (R ) .

Mais L'appLication du théorème 48 n'offre ici aucun intérêt, car iL est
évident que dans un teL demi-groupe, iL existe au pLus un idéaL à droite
minimaL).
Le résuLtat suivant est évident :
Pour qu'un demi-groupe vérifie La condition (R ) , iL faut et iL suffit qu'iL
soit réunion d'idéaux à droite dont chacun est un demi-groupe réversibLe à
droite.
Nous aLLons maintenant caractériser Les demi-groupes à noyau qui vérifient
La condition (R ) .
Proposition 49
Supposons que D possède des idéaux à droite minimaux ; Soit N Leur

réunion ( 2 ) .
Pour que P vérifie La condition (R ) , iL faut et iL suffit que

Vu ç D, 3n € N teL que u N = n N.

( 1 ) Ceci est réaLisé par exempLe Lorsque H est noethérien et artinien à
droite (en particuLier fini) et H » H = H, ou bien Lorsque H est
un demi-groupe compact et H ̂  H = H.

( 2 ) N est Le noyau de D ; c'est Le pLus petit idéaL biLatère non vide
de D.
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Démonstration

Supposons que D vérifie La condition ( K - i ) »
Soient u ç D, x, y € u N. x et y appartiennent à N , e t o n a x D n y D ^ $.

Par suite, x et y appartiennent à un même idéal à droite minimal, de D,

Lequel, s'écrit n N. (n ç. N ) .
On a u N == n N.
Inversement, supposons réaLisée La condition de La proposition. Soient

x, y € u D. Soit n ç N t e L que u N = n N.

xn et yn appartiennent à u N , donc à n N, donc à un même idéaL à droite
minimaL de D.

Par suite xn D H yn D est non vide, et j.^ g^i est de même de x D H y D.
c.q.f .d.
Conservons Les notations de La proposition 49. Supposons qu ' iL existe un

homomorphisme CD de D sur N , dont La restriction à N est L'homomorphis-

me identique : (N est dit alors un rétract aLgébrique de D) .

Dans ce cas. La condition de La proposition 49 est vérifiée car si u est
un éLément de D, on a :

u N = cp (u N ) = cp(u) c p ( N ) = cp(u) N == n N (en posant cp(u) = n).

I L découLe a Lors des remarques qui précèdent et des propositions 48 et 49
La

Proposition ^0
Si D possède des idéaux à droite minimaux, donc un noyau N, S ' I L existe

des compLexes générateurs à droite minimaux, et si La condition suivante
est vérifiée : V u € D , 3 i n € N : u N = n N. ( E L L e L 'es t Lorsque. N est
un rétract aLgébrique de D ) , aLors iL y a dans D moins d^idéaux à droite
minimaux que d'idéaux à droite maximaux.

Remarques--——————-— ^
a) Si D est un demi-groupe compact, et si D = D, i L existe des idéaux

à droite minimaux, (1) donc un noyau N, iL existe des compLexes générateurs

à droite minimaux, et de pLus i L existe une appLication continue de D sur
N est L'identité. (2 ) . (N est dit un rétract topo Logique de 'D) .

Mais cette appLication" n 'est pas en généraL un homomorphisme ( i L serait
intéressant de caractériser Les demi-groupes compacts pour LesqueLs c 'en est
un), et donc La concLusion de La'proposition précédente n'est pas vaLabLe.

/( 1) Voir par exempLe [16]
(2) Ce âe.'rnier résuLtat est dû à A.D. WaLLace . [57]
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b) G.LaLLement [25] a caractérisé Les demi-groupes dont Le noyau est un
rétract aLgébrique ; en montrant que ce sont Les demi-groupes qui sont
bandes rectanguLaires d'homogroupes.

(Une bande rectanguLaire est un demi-groupe B avec zéro, qui possède
Les propriétés suivantes :
Va, b € B , a b a = 0 o u a b a = a .
Va, b € B, ^ 0, Sx ç B t e L que axb ^ 0.
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Chapitre VII

Noyau des bi-hypertas

Nous a L L o n s dans ce chapitre définir et étudier Le noyau d'un bi-hypertas,

puis nous appliquerons Les résultats obtenus à L 'é tude de D et de H.
1 - RéguLarité . Condition S.

'Définition

Le bi-hypertas (E, â)^, §D^) est dit réguLier si :
v a !» 5^-idéaL non vide de E, non vide (i = 1 ,2) , a^ n a^ est non vide.

ExempLes de bi-hyperuas réguLiers

a) Les bi-hypertas (H, ̂  , oê ) et (D, ̂  , oê ) sont réguLiers

b) Soit M un sous-demi-hypergroupe de H, rencontrant tout idéaL à gauche
non vide de H. (H, J^, oê ) est. réguLier.

c) Soit W un idéaL biLatère de D, distinct de D

Nous savons associer à W, deux hypertas (D, ^)^ = (D - W, 3L), et
(D, <A )y = (D - W, o^y).

On vérifie tout de suite que (D - W, ̂  , c& ) est un bi-hypertas. On Le^A >P n n v r

note (D, J%^, W )^.

On montre sans difficuLté que si W est premier, ou premier -au sens de
Lesieur - croisot, (D, îfL , M ) est réguLier.

Les conditions S.

Nous définissons sur E deux reLations d'équivaLence p et p , en posant
pour i -= 1 ou 2 :

vx» y 6 E' x Pi Y <=> x ç 2T y U {y} et y ç ̂  x U {x\ .

(Lorsque (E, f6^, <5^) est Le bi-hypertas (D, ^,<^), p^ et p^ sont Les

équivaLences de Green [ 1 5 ] à. gauche et à droite).

Nous aLLons maintenant définir sur E un certain nombre de conditions,

appeLées conditions S, éventueLLement vérifiées par (E, À , 58 ).

x 6 9 / u ) , y ç e ^ ( u ) => x p^ y (S.^). ( 0^ € <2^ } •

x ç 9^(u), y ç e^u) => x p ^ y (s^). ( 6^ 6 Ïz).

Ô-,(x) 0 9.,(y) ^ $ => x p ^ y (S^). (^ê^j .

(E» ÔD-)» ^^^ vérifie La condition S^ (resp. S^ ) si et seuLement si
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(E, §b ^ , SD ̂  vérifie La condition S^ resp. (S^).

Si (E, ̂ ) ) est un pseudo-tas, (E, o& 1 î OÙ?) vérifie La condition S ^

Si (E, ^b.) est un hypertas injectif, (E, <B., 00 ?) vérifie La condition

q t

°12

ExempLes .
————?t ^a) (D, \/L , w ) vérifie toujours Les conditions S.^ et S^,.. Ce bi-

hypertas vérifie La condition S '^ si et seuLement si D vérifie La condition:

xa = ya ==> Dx U {x} == Dy U [y} • (C\).

On définit et interprète de même La condition

ax == ay ==> xDU {x} = yD U {y} . (C^).

Ces conditions généra Lisent respectivement Les conditions de simpLifiabiLité

à droite et à gauche.

b) L e h i-hyper tas (H, (f^. , tj^ ) vérifie La condition S.^ si et seuLement si

x ç a ^ * ... » a^, y ç. a^ » ... * a^ ===> (H * x) U {x} = (H * y) u{yj (D^ )

On voit sans peine que La condition D est équivaLente au fait que Les

idéaux à gauche de H sont compLets ) .

On définit et interprète de même La condition

x € a^ » ... » a ^ , y ê a ^ ... * a^==> ( x * H) U {^= ( y * H ) U (yjCD^)

Remarquons d'autre part que (H, 3\^ , tZ? ) vérifie La condition S '^ si etd'

seuLement si

( y » n ^ . . - »(x * a^ ... * a^) n (y » a ^ * ... * a^) ^ ^ ==> (H * x) U .{x} = (H^y)u{y}(C^)

On définit et interprète de même La condition C ' .

Ces conditions C * et G* généraLisent respectivement Les conditions de

simpLifiabiLité à droite et à gauche.

2 - Noyau

Définitions

On appeLLe idéaL biLatère de (E,ç2?,, OU;?) toute partie de E . qui est

un ® - idéaL et un 5b ^ - idéaL.

On appeLLe noyau de (E, oO-, 9 oO o) L'intersection de tous Les idéaux
<•< f*^

biLatères propres de (E, w » w^» (ce peut être La partie vide J ) .

On dit que (E,cSy,,oO^) est simp Le si E coïncide avec Le noyau, autre-

ment dit, s' iL n'existe pas d'idéaux biLatères propres.
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On Peut particulariser ces définitions au cas où (E, ^8 , o&^) == (H,JC»^2'7

On obtient en particuLier La notion de noyau de H (et de D) .
Le théorème qui suit est fondamental dans ce chapitre.

Théorème 51
Supposons que (B, o0^> ^o) vérifie La condition S?., et que La famil le

Ty-i des §) -idéaux minimaux de E soit non vide. Alors,

a) U L est un çD ^ - idéal de E, donc un idéal bilatère de (E,çC/ , , 3')"^^ <:. \ <!.Lgy,_____________
B) Si de plus, (E, 5)., o0^) est simple ou régulier U L. est Le noyau

___________ ' "- •-ïf1

————————————————————————————————————— L €^ ————————-

de ( E , o Ô . » o Û o ) , et en outre tout oO-i - idéal propre de E contient un————-_,————————————————————————
élément de ^

Démonstration

Pour montrer que U L est un oOo-idéal, nous allons établir que si

V^
®2 ^ ^^f L ^ ^ i » et si 9 2 ^ L ^ est non vide' 8-Lors c 'est un o0 - idéal

minimal de E. 9 ^ ( L ) est manifestement un o3 ^ - idéal de E.

Soit A un 50. - idéal de E contenu dans Q ^ ( L ) , non vide.

Soit B^ = { b ê L : 9 ^ ( b ) £ A^ } .

On a manifestement
e ^ ( B ^ ) £ A^ c e^(L) ; B ^ £ L.

B, n'est pas vide car si a est un élément de A , il existe 16 L

tel que a ç. © g ( l ) « La condition S entraîne que 9?(l) est contenu

dans A , donc que 1 € B .

On voit aisément que B, est un ^b . - idéal de E. Donc B.., est égal à
L, et A est égal à 9^ ( L ) .

Supposons maintenant (£, o0 ^ » eo ^) régulier ( l e cas où (E,âî ,oB ) est

simple est trivial) .

Soit A un idéal bilatère de (E, 5i., OÛ^) non vide. Soit L un o0 ~

idéal minimal de E. Puisque (E, <5Ô , o0 ) est régulier. A n L est non
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vide, donc A contient L, et par suite A contient U L » U L
L e Y, L e^ ,

est donc Le noyau de (E, 5^., o6 ^ ).

Soit aLors A un 2) -idéaL de E, non vide. Puisque (E,5^,, cO ) est

réguLier, A^ Fl ^ U L j est non vide, donc iL existe L 6 J^

L 6 Y,,

teL que A n L est non vide. Bien sûr, A contient L.

c.q.f .d.

Nous désignons maintenant par Z. (i = 1,2) L 'ensemble des éLéments 3.-nets

de E. (Z. est peut être vide).

Théorème 32

Si (E, §6^, Sb ̂ ) vérifie La condition'S^ , et si 2. est non vide, Z. est

Le noyau de (E, S^, S)^) et iL contient Z?.

Démonstration

IL est cLair que Z^ est Le seuL çD,- idéal minimaL de E, c 'es t même

L 'éLément minimum de La f a m i L L e des 5) - idéaux non vides de E. Le théo-

rème précédent entraîne que Z^ est un idéal biLatere de (E, ^5 , SS ) •

Donc Z^ contient Z^. De pLus tout idéaL biLatere de (E, 55 , ^ ) contient

Z^ qui est, par suite, Le noyau de (E, oD., ^Dr>).

c.q.f.d.

CoroLLaire 32 - a
s! (S, 3^, &^) vérifie Les conditions S.^ et S?., et si Z. et Z., ne

sont pas vides, on a ;

Z^ = Z^ = noyau de (E, §^, ̂ ).

^ " AppLications du théorème 31

Le théorème 51 entraîne immédiatement La

Proposition ̂
a) Si D possède un idéaL à droite minimaL, son noyau est réunion de ses

idéaux à droite minimaux, et de pLus tout idéaL à droite non vide contient
un idéaL à droite minimaL. ( 1 )

(A) Ce résuLtat est dû à A.H. CLifford. [2]
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"b) Si H vérifie La condition D et possède un idéal a droite minimal,

son noyau est réunion de ses idéaux à dr-oite minimaux, et de plus tout idéaL

à droite non vide contient un idéal à droite minimal.

Remarque

Soit M un sous-demi-hypergroupe de H, rencontrant tout idéal à droite

non vide de H, et vérifiant : Vx ç H, m € M, m * x est réduit à un

seul élément. Alors, Le bi-hypertas (H, ^, ^^) est régulier et vérifie
La condition S .

On pourrait donc Lui appliquer Le théorème 5 1 . (Nous ne Le ferons pas '.}.

Proposition 54
a) Si W est un idéal biLatère de D, distinct de D, La réunion S* des

idéaux à droite, rw"| - minimaux à droite de D est un idéal bilatère de D.

b) Si W est un idéaL biLatère de D. distinct de D. premier ou premier

au sens de Lesieur-Croisot, et si S*, et y^C sont non vides, on a

^—^-i
Démonstration

a) Si ET., est vide, iL n'y a rien à montrer. Supposons E,y ^ $• Soit

T, La réunion des ^m - idéaux minimaux de D - W. La proposition 42

entraîne que L'on a ?_ = T,^ U W. ^e pLus Le bi-hypertas (D - W ,JC ,ofo )

vérifie La condition S , donc en vertu du théorème 5 1 , Sry est un idéaL

biLatère de ce bi-hypertas. On cône Lut tout de suite.

b) Le bi-hypertas (D - W, ÎA^, ofc^) est réguLier, La seconde partie du

théorème 5 1 entraîne L'égaLité entre S,y et «S. etc.
c.q.f.d.

Proposition 55

Soit ^C- un idéaL biLatère non videde H. Si H vérifie La condition Cj>,

L'intersection P^ des idéaux à droite de H, \(/^~\ - maximaux à droite est

un idéaL biLatère de H.

Démonstration

ELiminons Les cas triviaux où ^^est un idéaL à droite minimàL (Ç^z =^C )

ou bien où i L n* existe pas d'idéaux à droite [^^J - maximaux à droite.

(p^ = H)-
Soit W = H - ^L . Les idéaux à droite [̂ C ] - maximaux à droite de H

^ <
sont Les comp Lémentaires de -̂» - idéaux [ W ] - minimaux. Si nous désignons
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par H, ̂  La réunion de ces derniers, on a donc Pi = H - 'S* i ,

Désignons d'autre part par I; . La réunion des ^uri - idéaux minimaux de

. On a rf^t = W U E^».

(proposition 42) .
On a donc P j =<^n(H - S^,) . Mais Le bi-hypertas ( Q^ , ^A. ^ , , 6Ê ^ , )

vérifie La condition S^, , donc E^,, en est un idéaL biLatère, on cône Lut

a Lors aisément.

c.q.f.d'

Remarque

Nous ne savons pas dans queLs cas on a A^ -- Ç4 *

CoroLLaire ^ - a

Si H vérifie La condition C^, L'intersection de ses idéaux à droite

maximaux est un idéaL biLatère.

Proposition ^6

Si H vérifie La condition C ', et possède au moins un idéaL a droite

raaximaL, pour qu'iL soit simpLe, iL faut et iL suffit qu'iL soit simpLe à

droite.

Démonstration

Si H est simpLe à droite, iL est simpLe. Pour montrer La réciproque, nous

faisons un raisonnement par L'absurde, en supposant H simpLe, mais non

simpLe a droite. A Lors L'intersection de ses idéaux p. droite maximaux est

vide, donc L'hypertas (H, v t ' ) vérifie L'axiome d'échange. Comme

H -= H ^ H, iL existe un compLexe générateur à droite de H minimaL A.

Soi. a ç. A. IL existe h (: H teL que a ç. a ^ h.

Soiz. x Ç H . O n a a * x S . a * h * x . IL existe donc u ç h * x, teL que

a * x H a * u ^ 'î .

La condition C ' entraîne que x appartient à u ^ H, donc h * H.

Donc H - h * H. •[ h j est générateur a droite de H minimaL, donc iL

n'y a dans H qu'un seuL idéaL à droite maximaL, ce qui contredit Le fait

que L'intersection des idéaux à droite maximaux de H est vide.

c.q.f.d.

Remarque

On peut, bien sûr, particuLariser cette proposition au cas où D rempLace

H.

CoroLLaire ^6 ~ a

Tout demi-hyper groupe simpLe à gauche, vérifiant La condition C ' et possé-

dant au moins un idéaL à droite maximaL est un hypergroupe•
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Corollaire 56 - b

Tout demi-hyper groupe simple .̂ gauche, si mpLifiable à gauche et possédant

au moins un idéal a droite maximal est un gr oup e.

2n effet, nous avons étabLi qu'un hyperg-roupe simpLifiabLe d'un côté est

un groupe j 22 |.

4 - Applications du théoreine 32

IL résulte immédiatement du coroLLaire ^2 - a Le résuLtat suivant :

Si D possède des éléments nets a droite et des éléments nets a gauche,

L*ensemble des premiers coïncide avec L'ensemble des seconds, et est Le

noyau de D. ( 1 )

Nous aLLons indiquer sommairement comment on peut généraliser ce théorème.

Plusieurs généralisations sont du reste possibles :

a) Eléments M " nets de D

Notation

Si M est un sous demi-groupe de D, nous désignons par Z,(M) (resp. Z-(M))

l*ensemble des éléments M - nets à droite (resp. à gauche) de D.

Nous posons de plus Z.(D) = Z.(i = 1 > 2 ) .

Proposition 37

Si M et N sont deux sous demi-groupes de D tels que Z.(M) et Z^(N)

sont non vides, on a Z (M) = Z^, (N) == Z. = Z^,.

Démonstration

II suffit d'appliquer le corollaire 52 - a aux bi-tas (D, % , c^,,),- M » v w ^ )

(D. î j i , ^), (D.^M* ̂

b) Cas du demi-hyper groupe H

On peut, si M est un sous demi-hypergroupe de H, étudier les éléments

M - nets à gauche et à droite de H,

Nous nous bornons au cas M = H,

Proposition 38

Si H vérifie les conditions D^ et D^,, et possède des éléments nets à

gauche et des éléments nets à droite, l'ensemble des premiers coïncide avec

l'ensemble des seconds, et est le noyau U de H. N est un s ou s"hyper groupe

de H.

( 1 ) Ce résultat est dû à A.H. CLifford et D.D. Miller [4]. Ces auteurs
utilisent Le mot "zéroîd" au Lieu du mot "net".
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Démonstration

Le bi-hypertas (H, d , ofc ) vérifie Les conditions S.^ et S^ . Le coroL-

Laire 52 - a entraîne La première partie de La proposition* N est en outre

un hypergroupe car pour tout n € N, o n a N = N ^ n = n * N .

c.q.f.d.

Remarque

La proposition 58 fournit une généraLisation natureLLe aux demi-hyper groupe s

de La notion d'homogroupe.

(Un homogroupe est un demi-groupe qui possède un groupe comme idéaL. Cette

notion est due à G.Thierrinf$51).
^ i \û \

Nous aLLons maintenant appLiquer Le théorème 52 au bi-hypertas (H, t7t Jo ),

Définitions

Un éLément a de H est dit inversibLe à droite au sens de Ljapin ( 1 ) si on a <

H = a * H. (Ce La équivaut à dire que Le compLexe fal est générateur à

droite de H)

On définit de même Les éLéments de H inversibLes à gauche au sens de Ljapin.

Un éLément inversibLe au sens de Ljapin des deux côtés est dit inversibLe au

sens de Ljapin.

Nous désignons par 1 (resp. 1^) L'ensembLe des éLéments de H, inversibLes

à droite (resp. à gauche) au sens de Ljapin.

Enfin, nous posons x 1 = I. f1 1^

Lemme 59 •" a

Vx, y € 1^ (i = 1,2) , (x * y) H 1^ ^ $.

Si x et y appartiennent par exempLe à I . y O n a H î s x * ! ! = x * y * H .

IL existe u 6 x * y teL que H = u * H. u appartient donc à I. etc.

Lemme 59 " ^

I- (resp. I.) est consistant à droite (resp. à gauche).

Lemme 59 - c

Si H vérifie La condition C ' (en particuLier si H est simpLifiabLe à

gauche), et si I. est non vide, I. est consistant et contient I-.

En effet. Le bi-hypertas (H, % , CÏ> ) vérifie La condition S^ , Le théo-

rème 52 entraîne aLors tout de suite ce Lemme.

( 1 ) Ljapin a défini ces notions dans Le cas où H est un demi-groupe. [291
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Lemme 39 - d

Si H est simplifiai) Le à gauche et si I. est non vide, I. peut être muni

d'une structure de demi-hypergroupe simplifiai) Le à gauche et simple à

droite, en posant î

Vx, y ç 1 ^ , X © y = ( X * y) n 1^ .

En outre, tout élément de 1^ est inversible à gauche au sens de Ljapin dans^

Démonstration

Remarquons d'abord que si ^ et y appartiennent ai., x<9y est non

vide» (lemme 59 - a)•

Soient alors ^ , y, z 6 I.. Montrons que L'on a ( A ® y) d) z = (A*y*z)ni.)

(On montre de La même façon que L'on a X ® ( y ( 5 p z ) = ( ><^y*z) n I-,).

IL est évident que ( X ^P y) ® z est contenu dans (X* y * z) n !..

Soit u €(X * y * z) n !.. IL existe v C X * y teL que u appartient à (v * z)nL.

I, étant consistant (Lemme 59 - c)» v appartient à I. donc à X(^y» et

d'autre part u appartient à v (5p z donc à ( X ® y) )̂ z» etc.

Ainsi I. muni de La Loi x est un demi-hyper groupe.

Ce Lui-ci est manifestement simpLifiabLe à gauche. Soient X » y € I.. IL

existe z € H teL que X appartient à y * z. I. étant consistant, z appartient

a i , donc X appartient à y (S) z, soit à y®I.. I. est simpLe à droite.

ly est d'autre part contenu dans I. (Lemme 59 - c)«

Montrons que tout éLément z de 1^ est inversibLe à gauche au sens de

Ljapin dans !.. Soit X ç. I.. IL existe y 6 H teL que X appartient à

y * z. I, étant consistant, y appartient à I., donc ^ appartient à y(^)z.

Ainsi nous avons I. = I. ^)z.

c.q.f.d.
Lemme 59 - e

Tout demi-hypergroupe K simpLifiabLe à gauche, simpLe à droite, contenant

des éLéments inversibLes à gauche au sens de Ljapin est un groupe.

Démonstration

Nous avons déjà remarqué qu'un hypergro^e simpLifiabLe d'un côté est un

groupe. IL faut donc étabLir que K est un hypergroupe.
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Montrons d*abord que K possède une unité.

Soit x^ 6 K. IL existe e ç. K teL que x appartient à x , * e.

Soit y € H. On a x- * y c x,. * e * y, donc y appartient à e * y (en

vertu de La simpLifiabiLité à gauche).

Soit a Lors a un éLément inversibLe à gauche au sens de Ljapin» IL existe

b € K teL que x- appartient à b * a. On a :

XQ 6 XQ » e 5 ^ * e £ b » a » e î ( b » a ) n ( b * a » e ) ^ $ .

Par suite a appartient à a * e.

Soit aLors y 6 K« IL existe f € K teL que y appartient à y * f. On montre

par Le même raisonnement que a appartient à a * f ; donc (a * ^n(a*f)^ $,

et par suite e = f.

Donc pour tout y € K, on a y ç(e * y) n (y * e)•

e est unité de K,

Ceci dit soit x € K. IL existe x' ê K unique teL que e appartient à x * x ' »
. -1

Nous posons x' = x •

O n a x C e ' ^ x î e ' ^ x S x ' ^ x " * x.

Donc iL existe u ç x~ * x, teL que x appartient à x * u. IL est cLair que

u = e.

Par suite, pour tout x € K, e appartient à (x * x~ ) n (x"" * x).

Soient aLors x, y € K, On a e 6 y"" * y ; x 6 x * e ;

x * e C x * y" * y. Donc x appartient à K * y. On a K * y = K

K est simpLe à gauche.

c.q.f.d.

Théorème ^9

a) Si H est simpLifiabLe d*un côté, et si I. et I- sont non vides, on a

I, = I- == !• Muni d e L a Loi ®» 1 e s t un groupe dontL*éLément neutre est

unité d'un côté de H^ et est un compLexe consistant de H»

b) Supposons que H possède un compLexe consistant H* qui possède Les

propriétés suivantes ;

H = H * H' = H1 » H.

Vx' .y ' € H»,_____gz.z» 6 H teLs que x» êÇy» » z) n ( z * * y 1 ) .

Dans ce cas, on a H* = 1 = 1 . Muni de La Loi(x)^H' est un hypergroupe.

Démonstration

La partie b) est évidente. Montrons La partie a), et supposons par exempLe

H simpLifiabLe à gauche. Les Lemmes 59-c, 59-d ; 59 - e entraînent que I.

est consistant, contient I-, et est un groupe par rapport à La io±Qi Montrons
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que 1 ^ = 1^. Soient X € I , a 6 I . IL existe y 6 I. teL que

a = y® > 5 I? étant consistant à droite, contient < , etc.

Soit e L'élément neutre du groupe 1 • On a eQ e = e.

Si X € H, on a ; (e * e » X ) ^ (e * ^ ), donc X appartient à e »X ?

e est unité à gauche de H.

c.q.f.d.

Nous examinons maintenant Le cas où D rempLace H,

Théorème 60

a) Si D vérifie une des conditions C î j ou C-, et si 1 et 1^ sont non

vides, on a

I-j = 1^ = I. 1 est un sous^-groupe consistant dont L'élément neutre est

é Lément neutre de D.

b) Si D possède un sous-groupe consistant g, et un élément neutre, on a
I! = ^ = «•

Démonstration

La partie b) est évidente, montrons La partie a). Nous supposons, par exemple

La condition C ' vérifiée.

Le Lemme 59 - c entraîne que 1 est consistant et contient 1^. On a

donc 1 = 1^ 0 1^ = 1^.

Mais iL est bien connu(l) que Lorsque 1 est non vide c'est un groupe dont

L'éLément neutre, e, est éLément neutre de D.

Soit aLors x € I.. IL existe x* € D teL que e = xx'.

1 étant consistant, contient x' • Donc iL existe x" € D teL que e = x' x*5
OÀ a x = xe = xx'x" == ex" = x".
Donc e = x' x € 1 . 1 est consistant à droite, contient x.

On a donc I. = 1^.

c.q.f.d.
Remarque
Si D est un demi-groupe compact et si I. et 1^ sont non vides, on

montre que L'on a 1 = 1 .

(1) Voir par exempLe R. Desq. [7]
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Nous terminons ce chapitre par quelques notions et résultats concernant Les
éléments grossissants»
Définitions
Un élément x de D est dit grossissant à gauche ( 1 ) s ' i l existe un
complexe M de D , distinct de D, tel que D = xM.
Un élément x de D est dit fortement grossissant à gauche s ' i l existe un
sous-demi-groupe M de D , distinct de D, tel que D = xM.
On montre que ( 2 )
Tout élément grossissant à gauche de D est inversible à droite au sens
de Ljapin, mais pas à gauche.
On a alors le résultat suivant :
Si D vérifie G " et possède des éléments inversibles à gauche au sens de

Ljapin, il ne contient pas d'éléments fortement grossissants à gauche.
Nous faisons un raisonnement par L'absurde,
Soit a un élément fortement grossissant à gauche de D.
Il existe un sous demi-groupe propre M, tel que D = a M.
Le bi-hypertas ( D , ji -un pfe ) vérifie la condition S.^o Le théorème 52
entraîne que a est inversible à gauche au sens de Ljapin, ce qui contredit
le précédent résultat.
c . q . f . d .

( 1 ) Cette notion est due à E.S. Ljapin [29]

(2) Voir R. Desq. [7]
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