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TRIVECTEURS DE RANG 6
par

Philippe REVOY

Soit E wun espace vectoriel de dimension finie n sur un orps commutatif
quelconque K. La classification des p-vecteurs est 1'étude de 1l'action du groupe
linéaire Gl(E) sur 1'espace vectoriel APR, si p = 2,il s'agit des bivecteurs
ot l'action de G1(E) sur A°E est bien connue. La dualité emtre APE ot A" Pg
ramene le problime général au cas o 2 <p = % . D&s que p > 2, les résultats
sont rares et le lecteur pourra se reporter & [2]. Pour p = 3, une classification
complete est connue pour n <8 et K algébriquement clos et pour n <6 si K=R
([11,03]). Notons que pour p=3 et n>8, ou p=4 et n =8, les orbites ne
sont pas en général en nombre fini,

Dans cet article, nous donnons une classification compléte pour le cas
p=23,n=6 sur un corps quelconque. La partie 1 est consacrée & des rappels et &
1'introduction de la notion de p-vecteurs scindables. Dans 2, nous donnons la clas=’
sification annoncée par plusieurs méthodes. Dans la partie 3, nous donnons en com-
plément la classification des sous-espaces vectoriels de A2F pour F de dimension
4 et d'autres résultats semblables en vue de la classification des trivecteurs de
rang 7 que 1l'auteur espeére publier prochainement.

Je profite de cette introduction pour remercier C. Contou-Carrére pour

les nombreuses conversations qui m'ont permis d'approfondir ces questions.
p pp!

1. Preliminaires

1.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur un corps quelconque
K et f un endomorphisme de E. L'application linéaire APe s APE 5 APE  définie
par AP f(X1""°Xp) = f(xﬂ,...gf(xp) est un endomorphisme de APE, L'action de
G1(E) est alors ainsi définie : f.w = Apf(w) pour f € GL(E) et wE€E APE. Si L
est une extension du corps K, on sait qu'il y a un isomorphisme naturel entre

b P
AL(E 8% L) et AK B Sk L et on notera w

L l'image du p-vecteur w de APE dans

b
A E Gk L.
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1.2. Définitions et propriétés

1.2.1 Soit w € APE ; on appelle support de w et on note Sw le plus petit
espace F de E tel que w € APR, La dimension de Sw s'appelle le rang de ® qu'on
note do(w). C'est un invariant par 1'action de Gl(E) et par extension des sca-
laires. On définit de m8me le support et le rang d'un sous-espace vectoriel de APE
(ce dernier est encore invariant par 1l'action de Gl(E) sur la grassmanienne de

dimension convenable de APE).

1.2.2 Le groupe des automorphismes de w, Aut(w), est le sous-groupe d'isotropie
de w dans l'action de GL(E) : Aut (w) = {f | £ € G1(E) et f.w = w}. L'orbite

de w par G1(E) est alors en bijection avec 1l'ensemble des classes & droite
G1(E)/Aut(w).

1.2.3 Un p-vecteur non nul ® est décomposable s'il existe x1,...,xp dans E
tel que w = x1.....xp. Le support de w est le sous-espace de dimension p engen-

dré par x1,...,xp qu'on notera {x1,...,xp}.

1.2.4 On appelle orientation de E 1le choix d'un générateur de 1l'espace vectoriel
AnE. Cela revient & se donner une classe de bases de E ; on obtient alors & 1l'aide

—p ¥ %
du produit dans AE un isomorphisme entre ApE et A" Pg , B dual de E.

1.2.5 On associe & un p-vecteur d'autres invariants numériques que son rang. Soit
Gr(E) la grassmanienne des sous-espaces de dimension r de E (G1(E) est 1l'espace
projectif P(E)) et considérons la projection Py ¢ £Pg AP(E/&) pour o € Gr(E)°
On appelle @(@) 1'image de w par py et on pose dr(w) = inf(rang o(@)), @
décrivant Gr(E)' Les entiers dr(w) forment une suite strictement décroissamte
do(w) = rang(w) > d1(w) >0 0> dk(m) = 0 d&s que k est assez grand. La suite
di(w) est invariante par 1'action de G1(E) mais n'est pas invariante par exten—
sion des scalaires, comme on le verra en dimension 6. Notons que d1(w) =0 signi-
fie que w est divisible par un vecteur.

Enfin, remarquons que pour classifier les p-vecteurs de E, il est loisi-
ble de se borner aux éléments de rang maximal, égal & la dimension de E (sauf si

p = n-1 !) cé que nous ferons désormais.

1.3. Polyvecteurs scindables

1.3.1 Soient E, et E, deux sous-espaces supplémentaires de E ; APE  s'identi-

1 2
k=p " p-k
fie canoniquement & @ (A E1 & A E2). Par exemple si x € E - {0}, posons
k=0

E1 = Kx et soit E2

un supplémentaire de Kx : APE = APE2 & Ap_1E2 ® Kx, si bien
que tout élément w de APE s'éerit de fagon unique w = xu + w' ou u € Ap_1E

2
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et w' € APEZ. On a alors W(Kx) = w' et d1(w) < rg w' et il existe x, dans
E-{0} tel que &(Kxo) = Mé est de rang d1(w). On voit clairement aussi que la
relation xw = 0 équivaut & w' = Q, c'est & dire w est divisible par x "dans
AE.

1.3.2 Définition : On dira que w € APE  est scindable s'il existe E, et E
p=
| © AT

Si p = dim E, tout p-vecteur w est scindable. De fagon plus générale

supplémentaires dans E et un entier k, 1 <k < p-k tel que w € AkE

si w est divisible par un vecteur x, w est scindable car dans E1 ® Ap_1 E2

avec E1 = Kx. La scindabilité est une généralisation de la divisibilité.
Si p =2, tout élément w de A2E est scindable. En effet dans une

base convenable, w s'éerit ig e e et il suffit de prendre

=1 "2i-1 "2i
E1 = {e1,93,...,e2p_1} et E2 un supplémentaire contenant {ez,e4,...,e

20l

1.3.3 Nous supposons maintenant p =3 ; w € A?E est scindable s'il existe

E, et B, supplémentaires dans E tels que w € E, ® A2E2
X € E1’4ui € A2E2. Comme nous imposons & ® d'8tre de rang maximal, la dimension
de E, il faut que r soit au moins égal & la dimension de E1. Soit alors e.,

. I1 s'écrit donc .E X, .,
i=1"1"4

1 <j<h une base de E1 ; en exprimant les Xi dans la base ej, on obtient

J=h
w = j§1 ejvj. Les vj sont linéairement indépendants dans A2E2 car si par exem-
- d j=h-1
j=h_1 J ;
le v, = .Z a.v.,w=_.% (e.+a.e )v..et w n'est pas de rang maximal. La clas-
P LI R J=1(J 507 P g

sification des éléments scindables revient donc & 1'étude des sous-espaces vecto-

riels de dimension h de A2F ou dim F + h = dim E (on a nécessairement h < Ci_ﬁ
j=h
De plus, si w= ¥ e,v., les vj sont déterminés de fagon unique par la base
3=
s . Vb
CEERETIN de E1 : il suffit de calc;ler e1.....ej_1.ej+1.....eh w ou d'utiliser
A°E,).

2 ~ *
1'isomorphisme E1 ® A E2 - Hom(E1,
On dira que o € ABE est h-scindable, s'il est scindable et si la dimen-

sion de E'1 est h. Un p-vecteur divisible est scindable ; un m@me p-vecteur peut-

8tre h1 et h2—scindable, h1 £ h2, et les sous-espaces E

minés de maniére unique.

1 et E2 ne sont pas déter

1.4, Trivecteurs de rang inférieur & 6

Le premier trivecteur non nul se rencontre en dimension 3 ; si dim E =3
et w € N’E - {0}, il existe une base (e1,e2,e3) de E telle que w = e e 5.
Aut(w) est le groupe spécial lihdaire 513(K)' Il n'existe pas de 3-vecteur de
rang 4 (de facon générale, il n'y a pas de p-vecteurs de rang p+l) car il y a un

isomorphisme entre 1\pr+1 et A1Kp+1.
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En dimension 5, le choix d'une orientation de E donne un isomorphisme
*
entre A3 E et A2E ; cela montre que tout é1lément w de A3E est divisible par
un vecteur. Il existe donc une base (e1,e2,e3,e4,e5) de E telle que

w = e1(e2e3+e4e5). Le groupe Aut(w) est formé de matrices de rang 5

3 oh u € sz(K), groupe
u

> M

0

i
M= |---n
1

*
symplectique de K4, A€EK et x€ K4. La droite Ke, est déterminé de manidre

0} et Gl(E) opere transitivement sur 1'ensemble

]

unique comme {@ | ® € B et ow

des 3-vecteurs de rang 5.

1.5. Soient K wun corps et L wune extension galoisienne finie de K de grou-
pe de Galois G. Si w est un tenseur défini sur L de groupe d'a$tomorphismes
AL, le groupe G opére sur AL : alors l'ensemble de cohomologie H (@, AL) est
en bijection avec 1l'ensemble E(L/K) des classes de K-isomorphismes de tenseurs
wy définis sur K, de mdme espice que w et tels que (mK)L = wL([S] Ch.X).Si on
suppose maintenant que L est une extension galoisienne infinie, le méme raisonne-
ment peut encore s'appliquer par passage & la limite suivant les sous-extensions
finies car deux tenseurs Uy et wk qui sont L-isomorphes sont déja isomorphes sur
une sous-extension finie XK' de X contenue dans L (il faut alors considérer G
comme un groupe topologique et les cochgines sont des cochaines continues, AL état

un G-module topologique).

1.6. Puissances divisées dans A'M

Si M est un module sur 1'anneau commutatif 4, on comstruit ([4]) 1le

2 . . .
systime des puissances divisées sur A'M = ® A (M).5i M est projectif de type
. n=0
. 2. % .2m
fini de rang 2m, on obtient une forme polyndme (de degré m) Fm : A'M - A

*
M* qui est le pfaffien : si u € A2M , u est non dégénérée si et seulement si

2m ¥
Fm(u) engendre le A-module A™ M .

Supposons M 1libre de rang 4 ; 1l'application F2 : A2M - A4M est une

application quadratique, qui se réduit & une forme quadratique si on choisit une

orientation de M. Cette forme est neutre (ou hyperbolique) : si M = {e1,e2,e3,e4L
S~ = = - A

les sous-espaces P, {e192,e1e3,e1e4}, P, {e384, eye, e2e3} de M sont

totelement isotropes et mis en dualité par T2. Notons encore que F2(u) =0 siet

seulement si u est décomposable.



Trivecteurs de rang 6 145

2. Trivecteurs de rang 6

Nous utiliserons deux méthodes pour obtenir une classification compléte
des trivecteurs de rang 6 sur un corps quelconque ; la premidre s'inspire de [1]
et la seconde utilise la notion de p-vecteurs scindables. Dans tout ce paragraphe,
dim E =6 et w € A3E est de rang maximal..Remarquons que d1 (w) £ 0 et donc est

soit 3, soit 5 car d1(w) = 0 implique que le rang de w est impair,

2.1 Lemme 1 : Si d1(w) =3, il existe une base e 1<i=<6, de E dans

laguelle w a l'une des deux formes non équivalentes suivantes :

0.)1 e1 9263 + 648566

(02 = e,l e2e4 + e2e385 + e1 6396

En effet w s'éerit xu + w' o x € E, u est un bivecteur de rang 2

ou 4 et w' est un trivecteur de rang 3 et donc décomposable.Si le rang de u est
2, les supports de xu et de w' sont deux sous-espaces de dimension 3, linéairement

- disjoints car w est de rang 6, de sorte de w est du type w,. Si le rang de u

1
est 4, les supports de u et de w' ont une intersection G de dimension 2 et

. . _ ' . " .
soit (e 3) une base de G. Si ezeju =0, u s'éerit e2e4 + 6386 et w _ezezeS,
s Si e2e3

dans le faisceau des formes A1u + h2eze3, il y a une forme, avec ,11 £ 0, qui est

27°

posant x = e, on voit que ®w est du type w u % 0, il est clair que

décomposable ; c'est & dire qu'en changeant e, et e3, on peut trouver y et z tel

| B -
+ yz et w' = e2e3t. On a alors w = x(e2e3 + yz) + e2e3t et donc

+ xyz qui est du type ®,. Pour achever notons que w, et w

que u = e,es
w = (x+t) e85 ° 5
sont pas équivalents car les ensembles Ri = {x|x € E et 0(x) est de rang 3}

différent.

ne

Lemme 2 : Tout trivecteur derang 6 est scindable.

C'est clair si d1(w) =73, & 1'aide du lemme 1. Pour m2 remarquons qu'il
1'est de deux fagons essentiellement différentes : w, est dans E, ® A E2 et dans
F1 ® A2F2 ot 1'on a posé E1

F2 = {e1,92,e3}. Supposons maintenant que d1(w) =5 ; d'aprés 1.3.1, w s'éerit

Huy + w' ou u et w' sont dans AE', E' un supplémentaire de Kx, dans E. Le

1
trivecteur w' est de rang 5 car d1(w) =5 : il s'éerit x2u2 ol Su est de
2

car alors 5(x2) serait de

= {e1,e5}, E, = {e2,e3,e4,e6} et F = {e4,e5,e6},

rang 4 ; de plus e n'est pas dans le support de u

rang 3 contrairement & 1l'hypothese d1(w) = 5. Comme Su et Su sont deux sup-

plémentaires dans E' de Kx2, on peut choisir Uy de so}te que2 Su = Su = E2.
2 1
2

Posant E, = Kx, © Kx2, on a exactement w € E1 ® AN°E

1 1 2°
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Lemme s Si d1(w) =5, il existe un corps KXK' extension quadratique de K
telle d1(wK,) =3,

En effet le lemme 2 montre que w s'éerit x,u, + X,y ol x1et x, sont
des vecteurs de E et uﬂu2 deux bivecteursde méme support F -et de rang 4.
Comme AR =~ X, F2(u2 - Xg1) = (AZ + b\ + c) Fz(u ) ; les éléments u, - Au,  de
rang 2 correspondent aux racines du polyn8me A~ + bA + c. Si ce polyndme avait

une racine u dans K, W, s'écrirait yz et w = X+ xz(uu1 + yz) =
(x1 + pxe) Uyt Xy vérifierait d1(w) = 3. I1 est donc irréductible, et il
existe un corps K', extension quadratique de K, dans lequel ce polyn8me a une
racine. Mais alors d1(wK,) =3, d'ou le lemme.

On déduit des lemmes précédents, la

Proposition : Sur un corps quadratiquement clos, tout trivecteur de rang 6 est

d'un des deux types w, et w, du lemme 1.

1

2.2 (Classification en dimension 6

2

N

Les éléments w de MNE tels que d1(w)=5 peuvent se classifier & 1l'aide
du lemme 3. Nous distinguons deux cas suivant la nature de 1l'extension quadrati-~

que K' et nous reprenons les notations du lemme 3.

2.2.1 K est de caractéristique différented 2 ou bien 2 =0 dans K' et K'
ingéparable.

Dans ces conditions, K' = K[x] avec x2=d, ot d n'est pas un carré dans K ;

u s'éerit bx+c avec b et c¢ dans K1 b % 0. Le bivecteur u, = by est un

produit (p+xq)(rfxs) ol p,q,r et s sont dans F support de wu, et de u.. En

1 2

développant, on trouve

g-uz - cu, = pr + d gs.

L - bu, =Dps + qr
Comme w, estderang 4, F = {p,q,T,s} et on a

~1 -1
w=x[-b (ps+qr)] + xz[(pr+dqs) - cb (ps+qr)]
t t = b_1 - cb—1 e, =X e, = e, =s,e.=qete. =1

sont en posant e, = x, Xy 5 €y = X5 €5 = D, =5, e5 = 6 =T

- . = 1
E = {e1,...,e6} et w e1(e3e4 + e5e6) + e2(e3e6 + de4e5), é1lément qu'on notera
;.

2.2.2 K est de caractéristique 2 et K' est séparable.

Dans ce cas, K' = K[x] avec x°+x+a = 0 o a est déterminé & 1'addi-
tion d'un élément y+y2 prés, y € K ; 1'élément p s'éerit encore bx+c, b £ 0

et u, - pu = (p+xq)(r+xs), ce qui donne
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u

, - Cu =Ppr+ agqs

- bu1 = ps + Qr + Qs

olu, comme en 2.2,1, F = {p,q,r,s}. Prenant une nouvelle base convenable de E, on
trouve :
w = e1(e3e4 + ae5e6) + e2(e3e6 +ege5 + e

type qu'on notera w.

2.2.3 Supposons que K' est une extension séparable de K et notons o 1l'unique
K-automorphisme différent de 1'identité de K'. Alors u, - Hu, et u, - G(u)u1
forment une base (y1 ,y2) sur K' du sous-espace de A2 F ® XK' engendré par u,
et u,, de sorte que ® peut s'écrire sur K' A 0(f1)0(y1) (c(y1) = y2)

et que w est du type w

X' 1°
Par contre, on voit que si K' est une extension inséparable de K,

alors est du type w,. On voit donc apparaltre les faits suivants : si X

w

X! 2°
est quadratiquement clos, il existe deux types de trivecteurs de rang 6 w, et w,
caractérisés par : pour w, , {51(x) est de rang 3} = v, U V, oh V, et V, sont
deux sous—espaces supplémentaires de dimension 3 ; pour w,, {=x | &E(X) est de

rang 3} est un sous—espace de dimension 3. Dans le cas général, on a le

Théortme 1. Les trivecteurs w de rang 6 sur un corps K de cl8ture quadratique

K se répartissent en deux classes C1 95_02 selon gue oz est du type w, ouw,.

L'ensemble C1 est formée de classes d'isomorphismes en bijection avec 1'ensemble

des_extensions quadratiques séparables de K. L'ensemble 02 est réduit & 1'41é-

ment w, si 2#£0 dans K ou si K est parfait. En caractéristigue 2, C

est

2
*, %
en bijection avec X /X 2 (extensions quadratiques inséparables).

En effet, on note que w, et ma, (cf. 2.2.1) ne sont isomorphes que si

d
o 1 ' 3 1 4
KVd] ~kKVd'] car (md)KE/ajj n'est pas w, si d n'est pas un carré dans

KVa'l.

2.3 Groupes d'automorphismes et cohomologie galoisienne

2.3.1 Supposons K quadratiquement clos et soient w1 et w2 les deux types de
trivecteurs vues en 2.1. Leurs groupes d'automorphismes se déterminent aisément.

. _ _ . oA N ‘14
Pour w,, §01t v, = {e1,e2,93} et V, = {e4,e5,e6} ; d'aprés 2.2.3, un élément de
Aut(w1) laisse stable V, UV, et donc permute V1 et V2 ou laisse chacun d'eux

1 2
globalement invariant. Dans 1é second cas, les automorphismes ont des matrices de

la forme (g g) oh @ et B € SlS(K) et dans 1l'autre cas de la forme (2 2)

ou & et B sont encore de déterminant 1. On a donc la suite exacte de groupes

(1) 1 o s1(K) x 515(K) - Autlwy) = 7,5y > 1
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Pour wz, soit V = {61,62,63} : ce sous—espace est invariant par chaque
automorphisme de w2 et on a un homomorphisme de Aut(wz) sur le groupe GlB(K)'
en envoyant f € Aut(wz) sur sa restriction & V dont la surjectivité est immé-

diate & démontrer. Le noyau de cet homomorphisme est un sous—-groupe de GlG(K)

1 U

formée des matrices triangulaires 3 ) ou U = (uij) € M3(K) vérifie
0 1

3

la condition Upy = Uy, + u33 = 0. C'est donc le groupe additif K8 et on a la
suite exacte de groupes :

(1) 1 - k® o hut(wy) - G1,(K) - 1

On vérifie que Aut(w1) est de dimension 16 et que Aut(wz) est de dimen-
sion 17 ; ainsi l'orbite de w

est de codimension 1 dans A3E (16 = dim G16(K) -
dim A3(K6)).

2

2.3.2 Supposons maintenant que K est un corps quelconque de caractéristique
différente de 2 ou un corps parfait dé caractéristique 2. Soit KS sa cl8ture sépa
rable et G 1le groupe de Galois de KS sur K. Comme KS est quadratiquement
clos, d'aprés 2.1 tout trivecteur de rang 6 sur KS est de 1'un des deux types w,
ou Ww,. Alors l'ensemble C des trivecteurs w de rang 6 sur K se divise en deux
classes C1 et C2 selon que e est du type w

1 ou w2 et chacune de ces classes
Ci est en bijection avec 1'ensefible de cohomologie HT(G, Aut(m.)). La suite exacte

de cohomologie appliqué 3 (II) montre immédiatement que H1(G, Aut(w2)) est réduit

N

4 un seul élément, 1'élément distingué.

2.3.3 Pour (I), la suite exacte de cohomologie ne donne pas beaucoup de résultats:
elle dit seulement que la fibre au dessus de 1'élément distingué de H'(G, Z/(2))
est réduite & un point. Il faut donc travailler directement avec les cocycles.

Nous allons en fait montrer que H1(G, Aut(m1)) s'identifie & Hi(G, Z/(2)) =
Hom(G, 27(2)) le groupe des homomorphismes continus de G dans 2Z modulo 2.

Ce sera la conséquence d'un fait plusgénéral : soit G un groupe et A

un G-module ; on considére le produit semi-direct B de AxA par le groupe 2/(2)
opérant sur AxA par permutation des facteurs. C'est un G-module de fagon naturelle

de sorte que la suite exacte de groupes

A > axa > B R z/(2) - 1

est une suite exacte de G-modules. Alors si H1(G,A) = {1} et si H1(G',A) = {1}
pour tout sous-groupe d'indice 2 de G, H1(G,B) s'identifie & H1(é,Z/(2)). Cette
hypothése sera automatiquement vérifiée dans notre cas. ' v

I1 existe un homomorphisme r : Z/(2) > B qui est une rétraction.obtenue en

envoyant 1'élément non nul de Z/(2) sur la "matrice" (? éA) (1es é1léments de B
A
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ont une représentation "matricielle" naturelle : ceux de AXA sous la forme

a 0 -1 0 aé i

0 ; ceux de p (1) sous la forme ' .), ce qui montre que 1'ap-
a, a, 0

plication " (¢,B) - g’ (6,2/(2)) est surjective. Il s'agit de montrer que la fibre

N

dans H1 (G»B) au dessus de chaque point est réduite & un élément. Au dessus de

IS

1'é1ément distingué de H1 (6,2/(2)), c'est clair & cause de la suite exacte de co-
homologie. Soit maintenant s S e, un 1-cocycle de G & valeurs dans Z/(2) et
soit s+ ag et s» aé deux 1-cocycles de Z1(G,B) qui ont pour image e dans
H1 (G,Z/(Z)). Soit H 1le noyau de e, sous-groupe d'indice 2 de G j; s v a et

s - aé restreints & H sont deux cocycles de Z1 (H, AxA) et par conséquent sont

des cobords, donc en modifiant le 1-cocycle ag, on peut se ramener au cas ou

a, = aé pour s € H. Il suffit de regarder ce qui se passe endehors de H ; soit
H = ' = 1 ]
alors s €H et t 9? H on_1a ats _1at t(as) et aJcs ay t(as) et, comme
- g 3 ' [ I | - >
a ,=al, onen déduit que ap ap = 8 g et donc agg=ca. . ou c est un
é1ément de AxA indépendant de 1'élément ts ¥ H choisi. Soit alors 1, et t,

deux &léments n'appartenant pas & H : ’c1 5 €H et ona

a =a, t, (a, ) =a =a' t,(at ) =ca, t(c)t, (a )
t1t2 t11 t2 t1t2 2 1 t2 t11 1 tg

soit aprés simplification par t1 (at ),
2

a,c1 =c at1 t1(c) ou encore
-1
L - -
at_cat—att(c )y (1)
3 1
Ecrivons 0 at,’l , 0 at,1 ¢ 0
a, = e = , c = ;
]
at’2 0 at,2 0 0 y
1'équation (1) donne le systéme (2) :
-1
1 - -
2,1 = %2 %1 T 3 t(e)
-1
al _
ap 5 = 8y 5 =8y o tley)
En utilisant la relation a! = a, t(c-1) pour t et ts, s € H, on trouve que pour
-1 c, O
s€x (3)ec 85 s(e) = ag i posoms alors b = <01 1 ): on voit immédiatement

4 1'aide de (2) et de (3) que al=ba_s (b_1) quel que soit s dans G et

donc que les cocycles ag et aé sont cohomologues. On a donc la

2.3.4 Proposition : L'ensemble de cohomologie I-I1 (@, Aut(w1)) est en bijection

naturelle avec le groupe des homomorphismes continues de G dans Z/(2).
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Ceci montre que, sauf si K est un corps non parfait de caractéristique

2, on peut retrouver par cettevoie cohomologique les résultats de 2.2,

2.4 Une deuxiéme approche :

Comme on.1l'a noté en 2.1, lemme 2, tout trivecteur de rang 6 est 2-scin-
dable. Cela montre que la classification de ces trivecteurs équivaut & celle des
sous-espaces de dimension 2 et de rang maximal de A2F, dim F = 4, que nous allons
entreprendre ici. La considération de 1'application F2 : A2F - A4F montre qu'il
s'agit d'abord de chercher les sous-modules quadratiques M de dimension 2 d'un

espace hyperbolique de rang 6.

2.4 Si 2 % 0 dans K, trois cas sont & considérer suivant que le rang de
TZIM est 0, 1 ou 2, Dans le premier cas M = {u1,u2} avec F2(u1) = 1"2(112)=u1 .
u, = 0, ce qui montre que Su1 et Su2 sont deux plans d'intersection non réduite
3 {0} de sorte que le support de M est de dimension 3 et M n'est pas de rang
maximal.

Si le rang de F2 est 1, il existe dans M une base {u1,y2} telle que
F2(u1) # 0 et Uy ey = F2(u2) = 0. On a donc u, = xy et u, = xz + yt avec
F = {x,y,2,t}, ce qui donne le trivecteur w

Py

Si le rang de F2 est 2, il existe dans M wune base orthogonale et un
scalaire d, déterminé & un carré prés tel que T2(u2) + d F2(u1) =0 et Uy eu, = 0.
Dans A2F, on peut trouver u{, ué orthogonaux aux uy et entre eux tels que

Tz(ui) = —F2(ui), de sorte que {u1,u{} et {uz,ué} sont deux plans hyperboliques
orthogonaux de A2F. Ainsi {u1+u{, u,
totalement isotropes mis en dualité par T

' ! ! -
+u2} et {u1 11 Uy u2} sont deux sous-espaces
2 Comme les sous-espaces totalement iso-
tropes maximaux de A2F sont bien connus (géométrie des droites de P(K4) !), on

voit qu'il existe une base {f1,f2,f3,f4} de F telle que

u1+u{ = 2f1f2 u2+ué = 2f1f3

u1—u{ = 2f3f4 uz—ué = 2d f2f4
soit Uy = f1f2 + f3f4

u, = f1f3 + d f2f4

ce qui donne les éléments Ww. vus en 2.2.1.

d
2.4.2 Supposons que 2=0 dans K. Le rang de la restriction de F2 a M est O
ou 2. Dans le premier cas, le défaut (rang de la partie quasilinéaire) est 1 ou 2.
Si le défaut est 1, on obtient le méme résultat que pour le rang 1 en caractéristi-
que différente de 2. Si le défaut est 2, il existe une base (u1,u2) de M avec

F2(u2) =4d F2(u1) et u1.u2=0 5 le calcul est encore le méme qu'en 2.4.1 : on
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obtient les éléments g de 2.2.1 (mais ils sont dans 02).

Sille rang de la restriction de F2 a4 M est 2, il existe une base
(u1,u2) de M avec F2(u2) =a Fz(u1) = a uy.u #0 (a est déterminé & 1'addition
d'un élément x+x2, x € K, pres). Mais alors 1l'espace hyperbolique (A2F, T2) de
rang 6 est la somme orthogonale de deux exemplaires de (M, F2) et d'un plan hyper-
bolique. Il existe donc u'! et u! dans A2F, orthogonaux & M et vérifiant

1 2
F2(u!) = F2(u ), w.u) = up.u,, et il existe ul' et uf isotropes et orthogonaux ¥

2
Uy, ug} sont deux sous-espaces totalement isotropes maximaux de A'F mis en dualité

{u1,u2,u1,u }. On vérifie alors que {u 1 Uy, u“} et {a(u wul) +ugy Uytul o+

par F2. Cela montre qu'il existe une base e 1<i<4, de F telie que
- | -
( w o+l o= e, uy +uy = ees
1 L - 1 -
Ia(u1+u1)+u2 = ez, uy +uh U= ege,
] —_ | -
soit o= e1e3 + e2e4 ul = e e, + o 3 + e e4
—_ | B
uy, = e e3 5e4 +aee, uy = ese, + ae e,

2.5 Exemples 1) Si K =R, il y a trois types de trivecteurs de rang 6 : card
%:2 ﬂcwd%:1.%m %,mtmwew1_%%%wef +%%%_eff6
en plus de w, .

2) Si K est un corps fini, on a encore trois types de trivec—
teurs. Si K est un corps local, on a un nombre fini de trivecteurs de rang 6.
3) Si K est un corps de nombres, l'ensemble C, est infini, en

4
*
bijection avec X /K 2

3. Sous—espaces de A2F

Nous avons vu en 1.3 que la classification des trivecteurs scindables
revient & 1'étude des sous-espaces vectoriels de dimension convenable et de rang
maximal d'un espace A2F.

Cela a été utilisé en 2.4 pour les trivecteurs de rang 6. Nous allons étudier ici
les sous-espaces vectoriels de A2F pour dim F =4 et donnér des indications sur
certains résultats en dimension supérieure. K est ici un corps quelconque.

2.4

3.1H désigne un sous-espace de rang maximalde A"K' et q 1la restriction de la

4.4

forme quadratique TI'. & H, une fois qu'on a choisi un générateur de A'K'. Si

2
dim H = 1, le probléme est trivial et H = Ku ou u est un bivecteur de rang

maximal : u = e18p + e5e,. Le cas ou dim H =.2 a été étudié complétement en 2.4.

574
Notons aussi que si H' est 1l'orthogonal de H par rapport & I, dim H + dim H'6;

2?
ainsi on déduit des résultats précédents ceux pour les sous-espuces H de dimensim

4 et 5. Ainsi
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Proposition 1 : Si dim H =5, il existe une base (ei), 1 <i=4, de F telle
que H posséde une base {u],uz,...,uB} de 1'un des deux types suivants :

u1 = e,l 82 + 6384 U.,I = 91 62
u2 = 61 83 u2 = 61 63
Uz = % Y5 = €%
u4 = e1 64 u4 = 91 64
115 = 6263 U.S = 6293

En dimension 4, on a

Proposition 2 : Si dim H = 4, il existe une base (ei), 1 <1i<4, de F telle
gue H a une base de 1'un des types suivants :

(a) si2;é0,

H1 U.1 =e162, 1,12—693 u.5=e1e4 u, = e, e

4 374
H2 Uy = ee, U.2=6384 1,13=e1e3 ut4=e1e4+leZe3
H3,d u, = ege, + e3e4 u, = e1e3 - de2e4
=ee, Uy = eyes ou d est déterminé & un carré prés.

(b) si 2 =0, on trouve les trois types précédents et

H u = e153 + e2e4 u2 = e1e3 + 8364 + ae1e2

Uz = eje, U, = ege

3.2 Le cas le plus intéressant est celui de la dimension 3 : on raisonne
suivant le rang de q et la caractéristique de K.
Si ce rang est 0, H est totalement isotrope et H est de l'un des deux types

suivants : u = e ey, u2=ee3 u3_ee ou bien u =e2e3, u, = ege

1 3747
u3 = e2e4 (ce dernier cas étant & exclure si on veut H de rang maximal) Suppo-

sons maintenant 2 ,4 0 dans K. Si.le rang de g vaut 1, il existe une base

(u1,u2,u3) de H tel que l"2(u3) ,‘é 0 et 1'2(u1) = Fz(uz) = 0 ainsi que tous les

1

produits ui.uj. Alors uy = e 85, u, = 1 3 u.3 = e1x + ey avec F={e1,e2,x,y}.
De plus uz.u3 =0 soit e e e3y =0 c'est a

dire y = ae1+be2+ce3 et 1'on trouve
ug = e (x—aez) + ceyeg. Qultte 3 multiplier ug par ¢ , on peut supposer que

=1 et on pose e4 =X - ae, d'ol la base

u =ee,, u, =ee

1 1 =e,e, + e.e

1937 U3 = €18 F C58se
Si maintenant le rang de q est 2, il existe une base (u1 ,u2,u.5) de H
telle que U engendre le radical de H et q est non dégénérée sur {u1 ’“2}‘ Si

{u1 ,u2} a une base formée de bivecteurs décomposables (ou encore q{{ } est

uy U,
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hyperbolique) il existe une base de P e 1 <1 =<4, et une base VyaVosV. de

3

- 3 1 1
H de la forme v &8, V, = e3e4 v3 = e1e3 Si q n'est pas hyperbolique,

1=
on fait une extension quadratique K' de K, K' K[x] , comme en 2,2, Dans K',

il existe p = bx+c, b £ 0 tel que

u, = Wy = (e1+xe2) (e3+xe4)

u, - c(p)u1 = (e1—xe2)(e3-xe4)

avec o(u) = -bx+c, conjugué de p dans K'. Alors uy est décomposable et ortho-
gonal & W, et U, donc & Uyhuy il est donc divisible par une combinaison liné-

aire de &, +xe, et de egtxe, , qu'on peut supposer &tre égale a e, +xe,. Mais

alors, comme u3: est défini sur X, il est aussi divisible par le congugué de

-xe2 et donc

ug = k(e1+xe2)(e1—xe2) = ke192 et,

en faisant une homothétie, on peut prendre u3 =

e, +xe,, €

1 1

e,e5e Pour wu, et Uy, on procede
comme dans 2.4 et on a donc une base (v1,v2,v3) de H de la forme
ﬂ’v1 =ee5 - de2e4
Vy = ege, t €03
172

Supposons enfin que le rang de q est 3. Il existe dans H une base orthogonale

= e€e,¢e

Uy plpsly 5 1'orthogonal H' de H est un supplémentaire de H dans A2F et comme

F2 est hyperbolique TZIH' = - F2| H. Ainsi il existe une base orthogonale

' ] 1 [ 1 - - . ]
(u1,u2,u3) de H' telle que Fz(ui) = Pz(ui) : alors les {ui,ui} sont des'
plans hyperboliques orthogonaux, si bien que la base (u1,u2,u3) de H peut s'écri-

re

uy = e1e2 + d1e3e4
u, f e1e3 - d2e2e4
u3 = e e + d3e2e3
et comme q est définie & un facteur preés, on peut supposer d, =1.

3
3.3 En caractéristique 2, le rang peut 8tre 0 ou 2 ; s'il vaut 0, le défaut
peut varier de 0 & 3 et on obtient des expressions formellement analogues a celles
obtenues en caractéristique différente de 2. Si le rang de q est 2, le défaut

peut &tre 0 ou 1 et on obtient :

Proposition 3 : S8i la caractéristique est 2, il existe une base (ei) de F et

une base (uj) de H gqui s'éerit

+ee

dans le cas de défaut 0O : g’u1

| 3
+ ege, + ae e

L 3%
U3—e

2
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d de dé 12 . i 4 = .
ans le cas de défaut u, et U, sont inchangés et u3 e1e4 + beze3

3.4 Sous—espaces de dimension 2 de A2F pour dim F =5 ou 6.

5

Les sous-espaces H de A2K de dimension 2 et de rang maximal sont de

deux types : u o= eey, Uy = egeg + e4e5 si H contient un bivecteur décomposa-
ble et u = e1e2+e3e4, u, = e1e3+e2e5 dans le cas contraire., Dans le premier cas,

c'est clair ; dans le second cas, on regarde Su nSu qui est nécessairement de
1 2

dimension 3, ce qui permet d'arriver aux formules annoncées.

Si F est de dimension 6, nous supposerons d'abord K élgébriquement
clos et on utilisera 1l'application polyn&me F2 : A2F - A6F ; en rang 2, cette

forme polyndme est de 1'une des 4 formes suivantes : 0, (x,y) - xa, (x,y) = x2y ,

(X,y) - xy(x+y). On obtient alors six classes d'isomorphisme de sous-espaces vecto-

riels de dimension 2 etde rang maximal de A2K6 données par une base (u1,u2)
H1 W= epeg tee, U, = eeg +oee F3 = 03
H2 u o= e, + e85 t ezep Uy = € e, 1"3 = x3
H3 u o= ee, + 6265 + e3e6 u, = e85 + e3e4 F3 = x2
% %=6F2+%% %=eﬁ3+%% %?xg
H5 u = e e, u, = eze, + e596 F3 =Xy
H6 u = e e, + 5% u, =e,e, + 93e4 F3 = xy(x+y).

On voit apparaitre ici le fait qu'd une méme fonction F3 peuvent corres—
pondre plusieurs types de sous—espaces. Sur uncorps non algébriquement clos de ca-
ractéristique différente de 2 et 3, seul le type H6 présente des formes variées.
gg ﬁa?actéristique 3,il en est de méme pour H4 & H5 et en caractéristique 3,pour2H2
On voit en fait ici que la classificatbn des sous-espaces de dimension “r de AF
est 1'étude de 1l'action de Gl(F) sur la grasmannienne Gr(AZF). On a, si F est
de dimandion paire 2n, une application naturelle F; : Gr(AzF) > P(Fn(Kr)*) ; il
est clair que F; est constante sur chaque orbite du groupe Gl(F). Si la dimen-
sion de F est 4, on voit que en fait 1l'invariant Fn suffit & classer les orbites
i.e. que si deux sous-espaces H1 et H2 de Gr(AZF) ont méme ?;, ils sont dans
la m8me orbite. Ce que montre le cas de dmension 6, c'est que ce n'est plus vrai

en dimension supérieure.
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