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FIBRE TANGENT A LA SPHERE ALGEBRIQUE

par

Philippe REVOY

On sait que c'est seulement pour n = 1 , 5 et 7 que le fibre tangent

à la sphère S est trivial ; c'est lié à l'existence sur |R , (R et (R. de struc-

tures d'algèbres : 8, Œî et 0 (octonions ou octaves de Cayley). Il serait intéres-

sant de voir ce qui, dans ces résultats, est de nature algébrique ou de nature

topologique. Pour cela, il faut dire-ce qu'on entend par trivialité du fibre tan-

gent à la sphère algébrique.

1 . Soit A un anneau commutât if avec unité dans lequel 2 est inversible et

soit (?,Q) un A-module quadratique : P est projectif de type fini et Q est non

dégénérée. A la forme Q correspond un élément q de la seconde puissance symé-

trique du dual P de P, à savoir la forme bilinéaire associée à Q : (x,y) ^

^T [Q(x+y) - Q(x) - Q(y)"|. On définit alors §(P,Q) = V (P,Q) = S (P*)/(q-l),
-x- ' •"•

quotient de l'algèbre symétrique de P par l'idéal principal engendré par q-1 .

On a alors, pour toute A-algèbre commutative B, une bijection naturelle entre

^A-al l^l^»^'3] et ^ «^ B, Q <8)̂  B) = {x 6 P <8>̂  B | Q^(x) = 1 } . A l'identité

de V,(P,Q) correspond en particulier l'élément générique de (?,Q) de longueur 1 ,

à savoir un élément x de P <8> V (P,Q) tel que Q ® V (?,Q)(x ) = 1^. / ^ qui

vérifie la condition suivante : si f : V (P,Q) -> B est un. homomorphisme d'alge-

bres, (1 ® f) (xjest l'élément de S(? <8> B, Q ® B) de longueur 1 qui correspond
p i A A

à 1 ' homomorphisme f.

L'équivalent T(P,Q) du fibre tangent à la sphère est le V,(P,Q)-modulé

des A-dérivations de V,(P,Q). Il s'identifie canoniquement à 1'. orthogonal dans

P <8> V. (P,Q) du sous-espace V (P,Q) x . On a donc r(p,Q) © V^ (P,Q) x^ ^ P ® V^'(P,

,Q) ; c'est donc un V.(?,Q)-module projectif de type fini de rang : rang de P

moins 1. Sa classe dans K ( V , ( P , Q ) ) est dans l'image canonique de K (A) . Leo 1 o
fibre tangent sera dit trivial s'il existe un A-module projectif de type fini P'

tel que P' ® V^ (P,Q) - i-(P,Q).

2. Résultats

Je ne sais donner que des résultats du type positif.

1 - * Si A est un corps et si Q a un zéro non trivial, le fibre tangent est

tspivial : c'est un V, (P,Q)-module libre de rang n-1 . Si Q ne représente pas
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0, on a au moins : T © T est libre (de rang 2 ( n - 1 ) ) .

2- SJ. A est un anneau quelconque et si ( P , Q ) possède en plus une structure de
A-algèbre unitaire non nécessairement associative» avec une norme multiplicative
égale à Q. ( i . e . Q(xy) = Q( x ) Q ( y ) ) , alors T est isomorphe à P (S> V , ( P , Q ) ^_
P est l'orthogonal dans P de l'élément unité de P.

5- .Sj. P est de rang 2, T ̂  A2? ® v ( ? , Q ) .

5. Démonstrations
. Le point 5 , est trivial car P ® V , ( P , Q ) ̂  T © v ( P , Q ) x et il

suffit de prendre les puissances extérieures des deux membres.
Le résultat 2 découle du lemme suivant :

Lemme : Dans les hypothèses du point 2, soit x 6 P un élément inversible. Alors
l'application y i-> xy induit un isomorphisme de l'orthogonal de l'élément unité
de P sur celui de x.

En effet comme Q(ab) = Q( a ) Q ( b ) , on a cp(xy, xz) = c p ( y , z ) Q ( x ) . quels
que soient y et z dans P. Donc dire que y est orthogonal à l'élément unité
revient à dire que xy est orthogonal à x.

Il suffit maintenant d'appliquer le lemme à l'élément x. de P 0 V , ( Ç Q )
qui est inversible car de longueur 1 . Pour pouvoir appliquer le point 2, il faut
chercher les A-algèbres unitaires P munies d'une norme multiplicative non dégé-
nérée. On a.alors la

Proposition : Dans les hypothèses du point 2 (2 inversible n'est pas nécessaire!)
P est une A-algèbre alternative cayleyenne. Si P est de rang constant sur A,
le rang de P est 1 , 2 , 4 .ou. 8.

Pour la démonstration, on pourra (DU suite r [1 ] ou [ 2 ] . Pour ce qui nous
intéresse, seuls les rangs 4 et 8 sont concernés. Supposons par exemple que A
soit un anneau local et que 2 est inversible. Alors en rang 4> P est une A-algè-
bre de quaternions dont Q est la norme réduite. En rang 8, P est une algèbre
d'octonions. La forme quadratique Q est de la forme «a,b» en rang 4 et
«a,b,c» en rang 8 où a,b et c sont des éléments inversibles ( « à , , . . . , a »
est le produit tensoriel des n formes bilinéaires symétriques <1 , a . > où <1 , a . >o o i i
( x , y ) == x + a . y ^ . On retrouve ainsi les résultats classiques sur tR.

Pour le point 1 , on va d'abord montrer le lemme suivant :
n , , n

Lemme : -Soit dans R un élément unimodulaire x = . S , a . e . ; pour que Rx ait
un supplémentaire libre dans R , il suffit que l'un des n-vecteurs x-a (————————————————————— ————————————————————————— j_ j_
aussi unimodulaire.
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La condition du lemme signifie que l'idéal engendré par n-1 des a.
n 1

est R tout entier. Supposons donc que l'on a la relation .1 = a.b. + 2 a b
n n i=^ i iet définissons l'application linéaire f : R -> R sur la base e. par :

f (e^ ) = (r+l)e^ + re^

f(e^) = e^ + e^

f (e ) = kb e^ + e pour j ^ 5 ;

k et r sont des scalaires que l'on choisira par la suite ; f est un automorphis-

me de R car son déterminant est 1 . La première composante de f(x) est

c = a (r+1) + a + k ( .^ a .b . ) soit a (r+1 - kb,) + a- + k. On choisit alors1 1 '- 3-^ J J ' 1 ^ n
k = 1 - a et r = (1-a )b - 1 si bien que f (x ) = e, + .S/-, c .e . , ce qui montre

-1 / \ -1 / \ J J t3
que f (e - ) , . . . , f (e ) est la base d'un supplémentaire de Rx.

Ce lemme entraine le résultat annoncé. En effet si Q représente 0,
on peut en changeant de base dans A si nécessaire, mettre Q sous la forme
Y^Y^ + Q ' ( Y ^ , . . . , y ) de sorte que T est un supplément aire dans V,(P,Q)11 de
^ = (y^ »y^» . . . ,y^) où y^y^ + q ' (y^ , . . . ,y ) = 1. Le lemme précédent s'applique
à x^ car l'idéal engendré par (y^ ,y,,,... ,y^) est V^ (P,Q) tout entier.

Si on ne suppose plus que Q représente 0, soit B une extension qua-
dratique du corps A telle que Q, ® B représente 0 : alors T ® B est un
" V - ( P » Q ) ®.B-module libre de rang n-1 et donc un V,(P,Q)-module libre de rang
2(n-1) et on a donc démontré le point 1.

Le point 1 se généralise sans difficultés au cas où (?,Q) est de la
forme H(A)-L ( ? ' ,Q ' ) où H(A) est un plan hyperbolique et A est un anneau
quelconque ; on a alors i"(p,Q) û= (A © P ' ) 0 V (P,Q).

4. En conclusion, on voit qu'il manque des critères pour affirmer la non-li-

berté d'un module de dérivation. Les seuls exemples que je connaisse sont ceux qui

proviennent directement du cas topologique , i.e. K est un corps réel et Q une

forme quadratique, de rang différent de 2,4 et 8, positive pour un ordre sur K.

Appendice 1 . Le lemme utilisé au point 1 peut se démontrer dans le cas général

de la façon suivante (démonstration due à M. Karou'bi) •

Les hypothèses signifient qu'on a le diagramme commutatif suivant, dont
les lignes sont exactes :
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^
où. la flèche verticale A © P' -> A © P' est l'injection naturelle :

(a,p ') t -»((a,0), p'), a 6 A, p' ê P'. Appliquant le leinme du serpent, on obtient

le diagramme commutatif suivant, où lignes et colonnes sont exactes»

0 0

î t
A = A 0

î î

^ A ^^

0 0 0

(c)
L'exactitude de (L) et de (c) donne que W et A © P' sont isomorphes,

ce qui est le résultat cherché. Le module P' n'a même pas besoin d'être projectiE.

Appendice 2. Soit (P,Q) un A-module quadratique qui possède un 2-produit vecto-
riel (cf. [2] Ch. IIl), notée cp. Alors la sphère algébrique V , ( P , Q ) possède une
structure presque complexe, i.e, il existe un automorphisme u du fibre tangent
f(P,Q) de carré -1. D'après [2] 5.2.2, cela équivaut à dire qu'il existe sur
T(P,Q) un 1-prod.uit vectoriel. Or soit x ' ç P ® V . ( P , Q ) , le vecteur canonique de
longueur 1 ; y »-» cp(y A x. ) restreint à ^PyQ) est un automorphisme orthogonal de

T dont le carré est bien -1 .
On obtient ainsi une structure presque complexe sur les sphères V. (P ,Q)

pour P de rang 5 et Q de déterminant trivial ([2] § 5»5) et dans le cas où
P est de rang 7 et où Q vérifie des conditions plus difficiles à préciser. Dans
le cas réel, on-trouve ainsi les structures presque complexes des sphères S et S .
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