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K-THEORIE ALGEBRIQUE ET

INVARIANTS DES FORMES QUADRATIQUES

par

Daniel GUIN

INTRODUCTION : Soit A wun anneau hermitien dans lequel 2 est inversible, ou,

plus généralement, dans le centre duquel il existe un élément A tel que A+h = 1
(o ~ est l'anti-involution de A). Grfce aux théordmes de périodicité de Karoubi
en K-théorie hermitienne (cf. [2], [3]), on montre que, quel que soit n =0, le
groupe de Witt €Wn(A) et le co-groupe de Witt eWI'I(A) peuvent &tre obtenus comme
1'aboutissement d'une suite spectrale définie & partir de la K-théorie algébrique
de A. En particulier, pour n = 0, on obtient une filtration de eWO(A) qui per-
met de définir une suite d'invariants des formes quadratiques sur A. En utilisant
la "suite exacte des douze", (cf. [27], [3]), analogue hermitien de la suite exacte
de chirurgie de Rothenberg et Shaneson, on explicite les trois premiers invariants.
On démontre que dans le cas d'un corps commutatif F, de caractéristique différen-
te de 2, muni de 1l'involution triviale, les trois premiers invariants cofincident
avec des invariants classiques. Plus précisément, cela implique que les trois pre-
miers termes de la filtration de 1Vb(F) donnée par la suite spectrale, sont

égaux aux puissances successives I, I7, I de 1'idéal fondamental I de 1WO(F).
Précisons le plan de cet article.

Le paragraphe 1 est un paragraphe de rappels de notions de K-théorie
hermitienne qu'on utilisera. En particulier, A étant un anneau hermitien, on con-
sidere 1'anneau A x A° (o A% est 1'anneau opposé de A) muni de 1'anti-involu-

tion (x,y) » (y,x) et l'anneau mz(A) muni de 1'anti-involution

a b d b '
(c d) »\s 3 ) . On montre que les foncteurs oubli et hyperbolique s'inter-

pretent simplement aux moyens des homomorphismes d'anneaux hermitiens suivants :

A Ax A° défini par ap (a,a) et A x A° 5 M,(4) aéfini par

(a,b) » (a O) (ef. [3]).

O b
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Le paragraphe 2 est consacré & la construction de la suite spectrale
dont le groupe eWO(A) est 1l'aboutissement. Plus précisément, si X est un
foncteur de la catégorie des anneaux hermitiens dans la catégorie des espaces topo-~
logiques, on définit une suite de foncteurs “X'?/ de 1a fagon suivante. L'homo-
morphisme d'anneaux hermitiens A x 2° 5 mZ(A) défini par (a,b) » (2 8\) ,

0 b
induit une application continue X(4 x 4°) - X(mz(A)) dont on note X(1)(A) la

fibre homoto%ique. Par ¥currence on note X pH (A) la fibre homotopique de 1'ap-~
plication X'P)(A x 8%) > X(p)(m2(A)). On établit le résultat suivant :

THEOREME : Soit X un foncteur de la catégorie des anneaux hermitiens dans la

catégorie des espaces topologiques. Si X est muni d'une transformation naturelle

. ]
de foncteurs X(4) 4 X(mz(A)) qui _est une équivalence d'homotopie faible, il
existe une suite spectrale convergente, de termes

| my (X(p)(AxAO)) si p=0 et q=0
B = '
P4 0 sinon

dont 1'aboutissement est

D, ~ coker (M a5 20 S m =) w))).
On en déduit le théoréme

THEOREME : Soit A un anneau hermitien dans le centre duguel il existe un.é1é-

*
ment A tel que MA =1 (c'est en particulier le cas si 2 € A ). Alors il exis-

te une suite spectrale convergente, de termes

[HP(Z/2Z, Kq(A)) si p>0 et g=0

2
B =
P Kq(A)/(1+t) Kq(A) si p=0 et g0
0 sinon
dont 1'sboutissement est
A si +q=0 mod4
ALNEY p+a :
Coker (KO(A) - ﬁo(eu(A))) si p+aq=1 mod4
D = - Wo(A i + 9 =2 mod 4
pHq = () si p+a
coker (Ky(4) - 7 (_u(4))) si p+q=3 mod4
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Dans le paragraphe 3 on utilise 1'isomorphisme canonique entre le groupe
E° et le groupe gradué associé & la filtration de 1'aboutissement eWO(A) pour
définir une suite d'invariants des formes quadratiques.

Dans le paragraphe 4, on montre que dans le cas d'un corps commutatif F,
de caractéristique différente de 2, muni de 1'involution triviale, les trois pre-
miers invariants "coincident"respectivement avec le rang modulo 2, le discriminant,
1l'invariant de Hasse-Witt. On montre également que le troisidme invariant peut
aussi s'exprimer & 1'aide de classes d'algébres de Clifford dans le groupe de Brauer
de F.

1 - RAPPELS. ([2], [3], [4], [53, [6], [12]).

Soit A wun anneau hermitien, c'est & dire un anneau unitaire muni d'une
anti-involution a a vérifiant atb = a + b et @b =b a, et soit e un élément
du centre de A telaie e.c = 1. On note KO(A) le groupe de Grothendieck de la
catégorie W dont les objets sont les A-modules (i droite) projectifs de type
fini et dont les morphismes sont les isomorphismes. Rappelons qu'un A-module
(3 droite) e-hermitien est un A-module (& droite) projectif de type fini M, muni
d'un isomorphisme ¢ : M - tM (oh tM est le dual de M) vérifiant t(p = €Q.

On note eKZ['IQ(A) le groupe de Grothendieck de la catégorie eI-=I(A) dont les objets
sont les A-modules (é droite) e-hermitiens et dont les morphismes sont les isomor—
phismes. On considdre les espaces K(A) = Ke(A) X BGL(A)+ et

cKZH(A) = eKHO(A) X BSO(A)+ dont les groupes d'homotopie sont respectivement les

groupes Kn(A) de K-théorie algébrique de A et eKHn les groupes de K-théorie
hermitienne de A (cf. [27).
Le foncteur hyperbolique H de P(A) dans eI_I(A) associe au module M

le module M @ 17M muni de la forme 6-hermitienne définie par la matrice

(¢ )

t o\ t
et & l'isomorphisme o, l'isomorphisme « & (o),

o étant définie par

(ta)ij = aji . Ce foncteur induit une application continue pointée

L : K(4) - eKH(A), dont la fibre homotopique est notée eu(A). I1 induit donc,
pour tout n =0, un homomorphisz?? de groupes hn 3 Kn(A) - eKHn(A) dont le
conoyau est, par définition, le n'="° groupe de Witt de A4, noté ewn(A).

De m&me, le foncteur oubli F de €I;I(A) dans m induit une applica-
tion continue f : eKH(A) - K(A), dont la fibre homotopique est notée eU(A).

I1 induit donc, pour tout n = 0, un homomorphisme de groupes £ eKHn(A) - Kn(A)
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dont le noyau est, par définition, le n*°%¢ co—groupe de Witt de A, noté €W£(A).

Les résultats exposés dans cet article, reposent sur le théoréme de

périodicité en K-théorie hermitienne dfi & Karoubi :

(1.1) -~ THEOREME ([2], [3]). S8i A est un anneau hermitien dans le centre duquel
il existe un élément A tel gque A+ =1, les espaces eU(A) et Q_€ u(A) ont

le méme type d'homotopie.n

Autrement dit, les longues suites exactes d'homotopie des fibrations

eu(A) > k(a) o eKH(A)

\eU(A) - ka(s) - x(a)

(1.2)

sont relides par les isomorphismes

vozo o T(u(a)~ T (L u(a)

Remarque : L'hypothese du théordme (1.1) est en particulier vérifide si 2 est in-
versible dans A. Rappelons que dans ce cas les formes e-hermitiennes et e-qua-

dratiques coincident.

Nous allons donner une autre description des applications K(A)— sKH(A:
et eKH(A)—-> K(A) induites par les foncteurs hyperbolique et oubli, au moyen des
homomorphismes d'anneaux

A — Ax2° Ax A° — m,(4)
a b— (a, E) (a,b) — (a f)
o b

ou A° désigne 1'anneau opposé de A([3]).

L'application A = mQ(A) (a > (a
. o 0
pseudo-anneaux (elle ne respecte pas 1'unité), définit un homomorphisme de groupes

¢ : GL(A) > GL(M,(4)). L'application induite & : BeL(A)" - BGL(WZ(A))+ est

une équivalence d'homotopie ([5] prop. 1.4.11). Les deux espaces K(A) et

O)) qui est un morphisme de

K(m2(A)) ont donc le m@me type d'homotopie.

D'autre part, soient A wun anneau hermitien et P wun A-module (é droite)
rrojectif de type fini, muni d'une forme 1-hermitienne : on a donc un isomorphisme
p: P> tP tel que tw = ¢. Alors 'EndA(P) est un anneau hermitien pour 1l'anti-
inviolution définie par 1'adjonction f » F = ¢_1o tf o ¢. Une démonstration analogue
4 la précédente, dans le cas hermitien, montre que les deux espaces eKH(A) et

eKH('EndA(P)) ont le m8me type d'homotopie. En prenant pour P 1le module A x A

muni de la forme 1-hermitienne [(x,y), (x',y')] - iy' + §x', 1'anneau hermitien
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EndA(P) est isomorphe & 1'anneau mZ(A) muni de 1l'anti-involution

[e¥]
ol

a b
' = -
c d c a
(dans toute la suite m2(A) sera muni de cette anti-involution), Les espaces
eKH(A) et SKEI(m2(A)) ont donc le mé&me type d'homotopie.

On déduit de ce qui préceéde que les espaces G;Lt(A) (resp. eU(A)) et
el.l.(m2(.l\.)) (resp. eU(mz(A))) ont le m8me type d'homotopie.
Considérons 1'anneau A x A° muni de 1'anti-involution (indépendante de celle de A)

(x,7) > (y,%x) (Dans toute 1la suite A x 4° sera muni de cette anti-involution).

(a,a") (b;p')
Si est une matrice appartenant & 0 (4 x Ao) la matrice
(cyet) (d,a") € mn
a b td' etb'
> appartient & GLG(A) et son inverse est . Inversement si
c d Etc' ta'

a b Xy
( )est une matrice de GLZn(A) ayant pour inverse la matrice ( ), la
c d Z u

[ ") (0,3%)

t t
(c,e’z) (4, %)
que les homomorphismes de groupes 0 (A X AO) —> GL (A) et
€ n,n 2n

matrice ) appartient & eon n( Aon). On vérifie facilement
’

GLZn(A) - eon,n(AXAO) ainsi définis sont inverses 1l'un de l'autre. Ces deux grou-
pes sont donc isomorphes et on en déduit que les espaces eKH(A X Ao) et K(4)
ont le mdme type d'homotopie.

Ceci implique que les espaces e1).(A X AO) et GU(A X AO) ont le méme
type d'homotopie que K(A).

L'homomorphisme d'anneaux hermitiens
o
A — AXA

a (ay"_i)
Induit une application continue T eKI-I(A)-—--) eKH(A X AO).

L'homomorphisme d'anneaux hermitiens

Ax A° — mQ(A)

(a,0) — (2 2)

induit une application continue h : eKH(A x A%)— eKH(mz(A)).
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(1.3) PROPOSITION ([3]). i) Le composé de 1'application T avec 1'équivalence

d'homotopie SKH(A X Ao) ~ K(A) est une application homotope & 1'application

induite par le foncteur oubli.

ii) Le composé de 1'application h avec les équivalen-

ces d'homotopie K(4) ~ eKH(A x 4°) et e:KEI(TT\‘z(A)) ~ eKZILI(A) est une application
homotope & 1'application induite par le foncteur hyperbolique.pn

2 - LA SUITE SPECTRALE

Si A est un anneau hermitien, le groupe 2/27 opére sur GLn(A) par
1'involution o= (Jtat)_‘l avec (td)i. = -51_.; . Cette involution induit, via la
stabilisation et la construction "+", une of)ération, que nous noterons t, de 2/22
sur les groupes (A), quel que soit q = 0. Dans toute la suite,c'est cette opé-

ration de 2/27 sur Kq(A) que nous considérerons.

Le but de ce paragraphe est d'établir le résultat suivant.

(2.1) THEOREME : Soit A un anneau hermitien vérifiant 1'hypothdse du théoreme (1.1.)

11 existe une suite spectrale convergente, d& termes

HP (2/22, (A)) si p>0 et q=0
qA)/1+t)K A) si p=0 et ¢g=0
l sinon
dont 1'aboutissement est -

c (A) si p+q=0 mod 4
Coker (Ko(A) = ﬂo( u(a))) si p+aq=1 mod 4
JO(A) si p+q=2 mod 4
Coker (K (4) - "O(_eu(A))) si p+q=3 mod 4

En fait, nous allons établir un résultat plus général (théorime (2.2))
dont ce théoreme sera un cas particulier.

Soit X wun foncteur de la catégorie des anneaux hermitiens et homomor-
phismes d'anneaux hermitiens dans la catégorie des espaces topologiques. Si A est
un anneau hermitien, considérons les anneaux A x A° et mZ(A) munis des anti-

involutions définies précédemment, c'est & dire (x,7) » (y,x) et

NREN-E
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L'homomorphisme d'anneaux hermitiens

Ax A° — mZ(A)

(a,0) +— (z g)

induit une application continue X(A x AO) - x(m (A)) dont on notera X(1)(A) la
fibre homotopique. Par récurrence on notera X L (A) la fibre homotopique de

1'application X p)(A x A°) - x(P)(mz(A)) induite par 1'homomorphisme ci-dessus.

On peut alors énoncer le théoréme suivant:

(2.2) - THEOREME. Soit X un foncteur de la catégorie des anneaux hermitiens

dans la catégorie des espaces topologiques. Si X est muni d'une transformation

naturelle de foncteurs X(A) S X(mz(A)) qui est uné équivalence d'homotopie

faible, il existe une suite spectrale convergente, de termes

ﬂq(X(p)(Ax 2°)  si p=0 et q=0
ol .
rq 0 sinon

dont 1'aboutissement est

b, ~ coker (m () (1a®)) =+ m(x® ) (w))).

Nous allons d'abord établir le lemme suivant.

(2.2.1) LEMME : Soit X un foncteur.e la catégorie des anneaux hermitiens dans la

catégorie des espaces topologiques. 8i X est muni d'une transformation naturelle

de foncteurs X(A)._;>A X(m2(A)) gui est une équivalence d'homotopie faible, il en

est de m8me pour les foncteurs X(p), quel que soit > 0.
D P

(1)

T1 suffit de démontrer le lemme pour le foncteur X' ’. Considérons le diagramme
commutatif suivant

x(4 x 8%) ——————=> x(n,y(4))

“pxa0 %Z(A)
J J
x(m, (4 x %)) ——————x(m,(m,(4)))

Puisque anAO et qn (A) sont: des équivalences d'homotopies faibley si on note
F 1la fibre homotoplque de l'appllcatlon x(m (& x £%))— Xﬂh (m (4))), on a une

équivalence d'homotopie faible (A)

Posons © (2 3) = (g Z) et notons ¢ 1'homomorphisme canonique
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mz(A x 2°) = mz(A) X mz(A°5

(2,a") (b,0") N
k(c,c'J) (d,da") - C d) , (c' Z'>

L'homomorphisme composé vy

(1d,0
.0 )
mz(A x 1% % TT\2(A) X m2(A°) > mZ(A) X mz(A)o est un isomorphisme
d'anneaux hermitiens. Considérons 1'isomorphisme d'anneaux hermitiens

5 2 m2(m2(A)) - m2(m2(A)) défini par la conjugaison par la matrice

o -0 O

0
0
0
1

o O — O

1
0
0
0

Ces deux isomorphismes induisent des équivalences d'homotopie
X(y) = x(my(axa®)) » x(my(4) x my(4)°) et x(8) &+ X(My(n,(4)) » x(m, (7, (4)))
qui font commuter le diagramme

F — x(n, (&xa%)) ———> x(m, (M, (4)))
x(y) x(s)
v N
) my(4)) —> XMy, (4)°) ———> X(My(M,(4)))
D'ol une équivalence d'homotopie faible F =z X(1 )(m2(A)). Le composé

X 1 (4) 3 F3X ! (mZ(A)) est 1'équivalence d'homotopie faible cherchée. i3

Démonstration du théordme (2.2) : Tout couple exact de groupes bigradués

avec deg i = (1,-1), deg j = (0,0), degk = (~1,0) détermine une suite spectra-

le. Pour définir la suite spectrale du théoréme (2.2) nous allons construire un tel

couple exact. Pour cela posons

1 S’nq (X(p)(AxAO)) si p=0 et q=0

Pa =
L 0 sinon
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ﬂq(X(p)(A)) sip=0etq=0
Coker (nO(X(n+1)(AxAO))—+ n (X(n+1)(A))) siptg =n =0 et g<0
D;q = - Hn(X(O)(A)) siprq =1n =0 et <0
0 sipta=-1 et q<0
Coker (ho(x(1)(A))-a nO(X(O)(AxAO))) siptqg = -1 et p <O
0 siprq < -2

Les fldéches 1i,j,k sont les homomorphismes intervenant dans les longues suites

exactes d'homotopie des fibrations

X(p+1)(A) . X(p)(AxAO) N X(p)(mz(A))

composés avec les isomorphismes ﬂn(X(p)(A)) ~om (x(p)(m (a))).

(2.2.2) PROPOSITION. Les groupes bigradués E1 t D

définis ci-dessus constituent un couple exact

D** = D-)(-*
,\
k J
1 v
*¥%

avec deg i = (1,-1), deg j = (0,0), deg k = (-1,0). @

Nous allons maintenant calculer 1'aboutissement de la suite spectrale
(du premier quadrant, donc convergente) définie par ce couple exact. Rappelons
que 1'aboutissemenf Dn est la limite inductive du systéme (DLq, i) avec
p+q = n.

I1 est évident que Dn =0 pour n < 0. Puisque E; q
’

D—k,n+k - D—1,n+1
quel que soit k = 1. L'aboutissement Dn est donc isomorphe

=0 si p<oO
ou q <0, on déduit du couple exact les isomorphismes ! et
D1 ~ D1

n+k, -k n+l, -1

au groupe Dn+1 1 qui est par définition le conoyau de 1'homomorphisme
-

2 G () o no(x<n+‘)<A>>. a
0 /

Dans toute la suite on supposera que 1l'anneau hermitien A +vérifie 1'hy-

pothdse du théordme (1.1), et donc qu'on a 1'isomorphisme de périodicité de Karoubi.
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(2.3) PROPOSITION. Si le foncteur X est le foncteur eKH’ les foncteurs X(p)

p = 0, sont périodiques de période 4, et on a

’

X iy Mo @l om Bl
€ € - -8 -

Cette proposition est une conséquence immédiate du théordme (1.1) et du

lemme (1.3) . g

Démonstration du théordme (2.1). Pour obtenir la suite spectrale annoncée au

théoréme (2.1), il suffit de prendre pour foncteur X, dans la suite spectrale
du théorsme (2.2), le foncteur _eu. D'aprds la proposition (2.3) 1'aboutissement

est périodique de période 4, et on obtient

Dy = COker(KO(A)—» €KHO(A)) = WO(A)
D, = Coker(K,(a)— m (. u(4)))
D, = Coker(Ko(A)—* _GKHO(A)) = _GWO(A)
Dy = Coker(K (8) > mo(_u(a)))

La proposition suivante achdve la démonstration du théoreme (2.1).

(2.4) PROPOSITION : La suite spectrale provenant du couple exact établi au théore-

me (2.2), dans lequel on fait X = —e U, a pour termes

2
o

(HP(Z/ZZ, Kq(A)) si p>0 et gq
2

v
(<]

Pp,a ~ IKq(A)/(Ht) K(8) si p=0 et q

0 sinon

En effet, les termes EIQ) a sont les groupes d'homologie des complexes
’

1 1 1
* —> B — B — E —
( ) P+1,q P4 p'1 24

ou les différentielles sont les homomorphismes composés j o k (j et k¥ étant les
homomorphismes définissant le couple exact). Dans notre cas, quel que soit gq =0,

les complexes (*) s'écrivent

oo 2 K (8) —> Kq(A) — K (&) > ... —>Kq(A) —>Kq(A) —>"0

TNANN N

s (a) o LG () (Cu(a) K (a)

On sait (cf. [2], [3]) que, quel que soit g = 0, 1'homomorphisme composé
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h f
K(4) —— (1) —— x ()

est la multiplication par (1+t) (t est 1'opération de /2% sur Kq(A) définie

au début du paragraphe 2), et que 1'homomorphisme composé

K (&) —>m o ( va)) ~ o (Lu(a) —>x ()

q-1

est la multiplication par (1—t). Les complexes (*) s'écrivent donc

(1-%) (1+%) (1-t) (1-%) (1+t)

_— Kq(A) Kq(A) Kq(A) Soeee o Kq(A)

>K(A) = O
)

Leurs groupes d'homologie sont, pour p > 0 HP(Z/27, Kq(A)), et p=0
Kq(A)/(Ht) Kq(A). o

Plus généralement, on peut énoncer le théordme suivant.

(2.5) THEOREME : Soit A un anneau hermitien vérifiant 1'hypothdse du théorzme(i.1.
Quel que soit a, €N, il existe une suite spectrale convergente, de termes

{HP(Z’/ZZ, K (8) s p>0 et qZq
B =

Kq(A)/(1+t) Kq(A) si p=0 et qg=gq

P,4 o
0 sinon

L'aboutissement D " de cette suite spectrale est périodique de période 4 et est

] ' :
égal d quO(A), - WqO(A), quo_1(A), _ewqo_1(A) suivant les valeurs de p+q

modulo 4.
La démonstration de ce théoréme est identique & celle du théoréme (2.1).

I1 suffit de tronquer le couple exact en pasant
1 B Kq(A) si p=0 et g=gq
Pa )

E [e]

sinon

L'aboutissement Dn est alors isomorphe au conoyau de 1'homomorphisme

1 1
E -—> D i > 1 = H i
n-qo+1,qo ?_§o’qo . Or, quel que soit n = qo—i, En_qo+1&; qu(A) ; puisque
p

les foncteurs X sont périodiques de période 4, 1l'aboutissement Dn est pério-
dique de période 4 et est égal &
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Coker (K (&) ——> «xH (A))=€Wq (4)

9 £ 9% o

Coker (X (4) — m (ua)) ~ m _(_ua))~ ' (4)

% o % € 4,
Coker (KqO(A) s _eKHqO(A))= _ewqo(A)
Coker (qu(A) — ﬂqo('e u(a)) =~ ﬂqo'1 (LN~ ewt'lo_1(A). D

3 - LES INVARTANTS DES FORMES QUADRATIQUES

(3.1) La suite spectrale du théoreme (2.1) étant définie par un couple exact,
' . . " .
1'aboutissement Dn est filtré par des sous groupes Fp(Dn)p € g Qui sont les
images successives dans D, du systéme inductif (Dp q,i) avec p+q = n. Puisque
’
la suite spectrale est convergente, il y a un isomorphisme entre le terme Eoo et
’ *
les groupes gradués associés aux filtrations Fp(Dn), n €W . Plus précisément, on

o
a F(D)/F_,(D)~ .
p( n)/ p—1( n) p,n-p

Nous allons nous intéresser & l'aboutissement D4n (n=1), qui est iso-

morphe & ng(A)' Soit Fp(st(A))p €z la filtration de ng(A) donnée par la

suite spectrale (noter que, en général N Fp # 0). Alors, quel que soit p =1, on
a une suite exacte P
]
PR
0— F__(Jo(4) — P (i6(4)) -3 E g ©

avec pt+q = 4n. On remarquera que, compte tenu de la périodicité des foncteurs X(p)
introduits au paragraphe 2, les premiers termes de la filtration Fp(D4n) de

D4n = SWO(A) sont indépendants de n. Plus précisément, on a les égalités suivantes

(3.1.1)  van=1, Yk>0, Vp, 0 <p =<4n, Py (i) -p (Wo(a)) = F4n_p(ewo(“)

I1 est évident que F4n(ew0(A)) = €WO(A). Nous pouvons donc interpréter les homomor

phismes ¢ en termes d'invariants des formes quadratiques, de la maniére sui-
?
vante. Soit X € 6WO(A) : on définit son premier invariant, noté eiO(X), par
. -5 L (%) = . s fos s
€10()() 4n,o(X)' Lorsque elo(X) 0, X appartient a F4n-1(ew0(A)) et on définit

sont deuxiéme invariant, noté €i1 (x), par ei1 (x) = 1(X). Par récurrence, si

4
4n_1 ?

(LWo(4)) et l'invarient eik(x)

Jdolx) = o= 1, (X) =0, X appartient a Py nace

X) = (x).

. foe s s
est bien défini par An-k,k

e e
(3.2) Nous allons maintenant, en calculant les trois premiers termes de la fitra-
tion Fp(eWO(A))’ expliciter les trois premiers invariants. Pour ce faire, nous

allons utiliser de fagon essentielle le résultat suivant
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THEOREME ([2] théordme 4.11). "Suite exacte des douze". Soit A un anneau hermi-

tien. On a une suite exacte & douze termes :

@ B d

Y. c
w n n n n
L= W)= e ()=t k(a) S w(a) — 0w (4)

— 1 — et — g —
v, (4) —swn(A) y. 1{n(A) d ewn'—1 (4) R —ewn+1 (4
n n n n n

avec kn(A) = HZP(Z/ZZ, Kn(A)) et kr'l(A) = Hzp”(z/zz, Kn(A)), 1'action du groupe

Z/2Z sur le groupe Kn(A) étant celle définie au début du paragraphe 2.

Remarquon si on pos =r o et d!' =4d
emarquons que, Si on pose bn it © % M i

deux complexes (kn,an) et (k;l,al'l) dont on notera kn et kr'1 les groupes d'homologie.

o Yy on obtient

Les groupes }r‘p(ewo(A)) sont les images successives dans ewO(A) du
systéme inductif suivant (ol on note eUp(A) (resp. evp(A)) le groupe np(eu(A))
resp. m (U (4)))) =
(vesp. 1 (1, (4)))

K}I4n(A) —_— eU4n—1(A) — (A)——e (A)—-) em{4(n_1)(A) —

—eU4n-3
(A) — eKH4p(A) — ...

-eKHA,n—Z
(4) —

€

R eU4p+3(A)_) -eKH4p+2 —eU4p+1

e 1, (0) — 0 u(a) - () — U (8) = m(a) — W ().

Les homomorphismes E:ICH (A) — (A) sont ceux intervenant dans la .longue suite

eUp
exacte d'homotopie de la fibration

€1;.(A)__> k(a) — eK}I(A)

Les homomorphismes eUp(A) — —eKHp-1 (A) sont les homomorphismes composés

U (A) ~

Up - _€Vp_1 (a) —

_eKI-Ip_1 (a)
ol les homomorphismes eVp-T(A) — €KI-IP_1(A) sont ceux intervenant dans la

longue suite exacte d'homotopie de la fibration

sU(A)——> eKH(A)—> K(4).

Puisque, quel que soit n =1, le groupe D4n est isomorphe a eWO(A)

et que les premiers termes de sa filtration sont indépendants de n, pour alléger
les notations, nous noterons, en vertu des égalités (3.1.1), Fk = F4n-k(ew O(A)).

(3.2.1) Détermination de F,. Considérons 1l'a plication r,.: W _(A)— k(A
TERIRALIOR 2 P 0%¢"0 0

induite par 1'application eK'.'-I O(A)-——> KO(A) provenant du foncteur oubli.
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(3.2.1.1) PROPOSITION. L'homomorphisme (ig estégal b r et F, est le
noyau de ro.

Le sous groupe F‘1 de ewO(A) est 1'image de 1'homomorphisme composé
_eU1(A) ~ eVO(A)—-> eKHO(A)——> ewO(A)

qui se factorise en

_eU1(A) ~ SVO(A) —_— €KHO(A) > W (a)

P

On a donc F, = Im (st(A)—> eKI-IO(A) —

. W (4))

€

Or cet homomorphisme est 1'homomorphisme cO de la suite exacte des douze, dont

1'image est le noyau de r.. On a donc la suite exacte

)

0O— F

0
, — swO(A) — ko(A). o

(3.2.1.2) PROPOSITION. Si on appelle rang d'un A-module projectif de type fini,

sa classe dans KO(A), 1l'invariant eiO est le rang médulo 2.

En effet, pour tout anneau A, on a kO(A) = KO(A)/2KO(A) et 1'homomor-
phisme eKHO(A)—_) KO(A), qui induit T associe & la classe d'un-module -quadrati-

que (M,q) 1la classe de M dans KO(A).D

(3.2.2) Détermination de F,. L'homomorphisme d, : ew'()(A)'—) k{(A) de la suite -

exacte des douze induit de manidére évidente un homomorphisme
T s ! _ (&)
dy ¢ €WO(A)/Im Yo k) A).

a

(3.2.2.1) PROPOSITION. L'homomorphisme ei1 est isomorphe & q et F2 est

isomorphe au noyau de d

1
Le sous-groupe F2 de e\ﬂb (A) est l'image de 1'homomorphisme composé
—eKH2(A) -

L)~ v(a) —  kEf4) — W (a)

qui se factorise en
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_ KH2(A) —> _U (a) =~ €vO(A) —_— eKHO(A) —_— ewO(A)

~ S N S

_ > h(4)
VANV

On a done F, = Im(W,(&)= Wi(A)— W (4)) Or 1'homomorphisme W,(4)— Wi(a)

est 1l'homomorphisme B

de la suite exacte des douze dont 1l'image est égale au

1é-

1

noyau de d, : 6:W'O(A)—> k{(A). Puisque F, est isomorphe 2 eWb(A)/Im Yo un

ment de ce groupe appartient & F_, s'il est dans 1'image de 1l'homomorphisme composé

[oN

2
B8
WZ(A)—‘J eW'O(A) — eWb(A)/Im Yor Cette image est égale au noyau ' N de 1'homo-

morphisme _dT. On a donc le diagramme commutatif suivant

R R -
0— F,— Bl T B — 0
i
9§ Sl _ !
J T, Y
o SN —s A)/Imvo K =

-

(3.2.3) Détermination de Fye L'homomorphisme T, : _ewz(A)-—> k{A) de la suite
exacte des douze induit un homomorphisme ;'; : _€W2(A)/Im 011——> k2iA5. D'autre

part, si on note Im k'(A) 1'image de k'(A) dans _QWZ(A)/Im 011 via les homo-

morphismes v et 51 , 1l'homomorphisme’ T, induit un homomorphisme

2
?2 : (_ (A)/Im o )/Im ki(a) —> Z S/r Im k}(A))

(3.2.3.1) PROPOSITION. L'homomorphisme ei2 est isomorphe & ';2 et F3 est iso-
morphe au noyau de '1-'\2’. .
Le sous groupe F3 de eWO(A) est 1'image de 1l'homomorphisme composé

UB(A) ~ _eVZ(A) — _£I<Ii2(A) — _eU1(A) ~ evO(A) - eKHO(A) — €wO(A)

qui se factorise en

JUs(8) ™ _V,(a) —> KHZ(A) —> _U(8)~ vi(a) —> xu(a)— W(4)

N 7
Nod Nl N
Y ui(4) ———>"W (a) s ew;)(A)

a

On a donc Fy = In (_6Wé(A)—> _€W2(A)—> ewz)(A) — ewo(A))
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L'homomorphisme ewé(A)—) _ewz(A) est 1l'homomorphisme 02 de la suite exacte
5 _eWZ(A)—> k2(A). or Im 51 est iso-

morphe a —ew2(A)/Im o 1'image de 1'homomorphisme composé

des douze dont l'image est le noyau de r

_FWé(A)_.g__Z_GWZ(A) — Im 51 est égale au noyau de 1'homomorphisme

A

-r; H _GWZ(A)/Im 01 —_— I{Z(A), induit par r2. Puisque F2 est isomorphe au quo-

tient Im 51/1111 31 N Im vg, un é1ément de ce groupe appartient i }3‘3 s'il est

dans 1l'image de 1l'homomorphisme composé
1
(A — _u,(4) — mB, — InB/ImB N Imy,

D'aprés ce qui précdde, cette image est égale au noyau N de 1'homomorphisme ';2

défini sur le quotient (_ewz(A)/Im o )/In 'kb(,a) et induit par g On adonc le

diagramme commutatif suivant

0 F5 o T 7 g =0
i
) $ N :
M N T v
0 —=> N —— {(_W,(4)/Tn )/In kfA—=> 1, (4)/r,(1n x3(4)) a

4 - IDENTIFICATION DE DANS LE CAS D'UN CORPS

1t 1t g

Soit T un corps commutatif, de caractéristique différente de 2, muni
de 1'involution triviale, et soit € = 1. (Dans la suite, nous ne mentionnerons

plus, dans les notations, le terme €, lorsqu'il vaudra 1).

(4.1) Rappelons briévement les définitions.des invarimts classiques définis sur
WO(F) (ef. [9] p. 76 et suivantes).

i) Le rang. C'est la dimension de l'espace vectoriel sous jacent. .
ii) Le discriminant. Soit X = (M,q) un module quadratique de rang r. Le discri-
. < r{r-1 . *,_¥2 N oz
minant de X noté 4a(X), est 1'élément (-1) aét(x) € 7 /F © (o aét (X)
est le déterminant de la matrice (q(ei,ej)) ol (e1 ,...,er) est une base de M).
Le discriminant ne dépend que de la classe de X dans W (F) (1e discriminant d'un
module hyperbolique est nul) 3 il définit une application, encore notée d, de
* *
W (F) dans F/F 2, 51 on mote I 1'idéal fondamental -de'W(F) constitué par

les classes de modules quadratiques de rang pair, on peut énoncer le théoréme

(4.1.1) THEOREME. ([9] théoréme 5.2). Le discriminant définit un homomorphisme
* * .
ad: I~>F/F 2 dont le noyau est 12. o
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* *
iii) L'invariant de Hasse-Witt : Soit ¢ un symbole défini sur F X F &

valeurs dans {*1}, c'est & dire une fonction bimultiplicative vérifiant
*
ole, 1-a) =1, quel que soit @ £ 1 appartenant & F . Tout module quadratique

X = (M,q) admettant une décomposition orthogonale X = <@,> ®,..® <otn>, on définit

1

1l'invariant de Hasse H(p(X) de X, 1ié au symbole ¢, par

H(X) = 1 ofa, @)

@ iy Y
Cet é1lément est indépendant du choix de la décomposition orthogonale, et deux
modules quadratiques ayant méme rang et méme classe dans WO (F) ont des invariants

de Hasse égaux. Soit WE I ; on choisit un module quadratique X = (M,q) dont la

classe dans WO (F) soit égale & w, vérifiant

rang (X) = 0 modulo 8.

On définit 1l'invariant de Hasse-Witt de W 1ié au symbole ¢, et noté h(p(‘w), par

vhcp(w) = HCP(X).

On peut énoncer le théoreme.

* *
4.1, THEOREME 9 héoreme 5.8). Pour chaque symbole ¢ défini sur F X F
(4.1.2) ([9] tnéoreme 5.8) gque sym éf

a valeu:"s dans {#1}, la restriction & 12 de la fonction de Hasse-Witt h(p est

un_homomorphisme 12 - {#f1}. Un é1ément W€ 12 est annulé par chacun de ces homo-

morphismes hcp’ quel que soit ¢, si et seulement si wE€ 13. a

(4.2) Nous allons montrer que les invariants io, i1, i2 "coIncident" respective-
ment avec le rang modulo 2, le discriminant, l'invariant de Hasse-Witt. Pour cela
nous allons utiliser les explicitations de igs iy ip données en (3.2.1), (3.2.2),
(3.2.3). Remarquons que dans le @s d'uncorps commutatif muni de 1'involution trivia-
le, les situations présentées dans ces trois paragraphes se simplifient considéra-—

blement car ]%‘(F) =0 et Im @ = 0.

(4.2.1) THEOREME : L'invariant i est le rang modulo 2. Son noyau est I.
C'est bien clair, car kO(F) = KO(F)/ZKO(F). a

(4.2.2) THEOREME : L'invariant i1 est isomorphe au discriminant. Son noyau est I2.

Puisque 'k'(gF) est nul, d'aprds la proposition (3.2.2.1) 1'invariant

i1 est isomorphe & d1, par G, ol % est 1'homomorphisme canonique

KIHO(F)—-) KO(F) restreint & W!(F). Rappelons la définition de d, (ef. [2]).
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L'homomorphisme A : V (F) > K1(F), qui associe au triple (E, g1,g2) la classe
dans K1(F) de 1l'automorphisme - g51, fait commuter le diagramme suivant

f

1 5

> K1(F) —_— VO(F) -—-—->~W'(F) — 0

b

49,(®) ———>"K1 (F)

ki, (F)

> K (F)

Nous avons déja observé (démonstration de la proposition(2.4)) que 1'application
composée A o & est la multiplication par (1-t). En relevant les éléments de
Wé(F) dans V (F) et en leur appliquant A, on obtient un homomorphisme bien dé-
fini d1 de W'(F) dans k{(F). Tout élément de KHO(F) peut, en stabilisant,
stécrire (B,g) - (H(F%),¥) avec ¢ = (? é) (cf. [4] théortme 1.4). Cet élément
appartient & Wé(F) si E est isomorphe & H(F"Y). On peut donc écrire tout é16-
ment de Wé(F) sous la forme (E(F%),g) - (H(Fn), ¥). Cet élément se reléve dans
VO(F) en (H(Fw,g,w) dont 1'image dans K1(F) est dét(¢_1g) = (—1)n det(g). En
posant =20, ona (<)% = (41) ZEL Ter 4 (cT'(x) = a(x) ob a(x) est le

discriminant défini en (4.1).

~ O =0

On en déduit donc que 1l'invariant i est canoniquement isomorphe au

1
discriminant. D'aprés le théoréme (4.1.1) son noyau est égal & I . o

Nous allons maintenant comparer 1'invariant i, & l'invariant de Hasse-

Witt. Examinons la construction faite en (3.2.3). Puisque hj(F) et Im(a1) sont
nils, le diagramme (3.2.3.1) devient

~ ~ oo

0 P Ty Bino,2 > 0
$ $
v ~ N

0 > N > W, (F) ——= k,(F) = K,(F)/2k,(F)

L'invariant 12 est donc défini sur 12 4 valeurs dans k_(F).
* *
Si @ est un symbole défini sur F X F & valeurs dans ({#1}, il

existe un tmique homomorphisme ¢ : kZ(F) - {#1} faisant commuter le diagramme

suivant
o/
-
K, (F) x K, (F) > K2(F) _— K2(F)/2K2(F) kZ(F)
a6 |5 .
ét x dét ¢
v
v
* *
F XF {+1}
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(g

1'homomorphisme K1(F) X K1(F) > K2(F) étant le cup-rpoduit. En effet,
d'aprés le théordme de Matsumoto (cf. [7]), tout symbole se factorise de manidre

unique par KZ(F)' Donec tout symbole d'ordre 2 se factorise de manidre unique par

.k.2(F).

L'invariant i2 "coIncide" avec l'invariant de Hasse-Witt de la fagon

suivante.

* *
(4.2.3) THEOREME : Soit ¢ un symbole défini sur F x F & valeurs dans {#1}.

Quel que soit X € I2, on a 1'égalité

$ o iZ(X) = hw(x).

‘ . 2 P
Pour démontrer ce théorime, remarquons que I est engendré par les

*
Da B = <of> + <> + B> + <I>, pour @ et B parcourant F . Il suffit donc de
’

démontrer 1'égalité des deux homomorphismes ¢ o 12 et h¢ sur les D, 8
’

Calculons 1l'expression de h¢(Da E). Nous devons considérer un module
, )
quadratique de rang congru & O modulo 8, dont la classe dans WO(F) soit Da g*
’

Considérons
~S

de=<da>+<ol>+<B>_+<1>+<1>+<—1>+<1>+<—1>.
’

N

En utilisant les propriétés élémentaires’ des symboles, i savoir bimultiplicativité,
-1
cp(a,1) = (9(1;5') = 11 CP(bya) = <P(a,b) ’ @(-1,3) = q’(a"1) = (P(aya) (Cfo [7], [8])

on trouve facilement

(Dy g) = E o~

(o) = 0(e8) 0(a,0) 0(8,8) o(-1,-1)

h
)

La démonstration du théordme (4.2.3) comporte trois étapes.

i) On démontre le théoréme pour F = Q2
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ii) En considérant 1'anneau Z{%] [t,u,t_1,u-1] on calcule 1l'expression

de i2(Dt u) avec D = <t> + <S> + <>+ <I>,
?

t,u

iii) On démontre le théortme dans le cas général.
(4.2.3.1) Démontrons le théoréme (4.2.3) dans le cas ou F est le corps local@b.

Dans [8],Milnor a défini, pour un corps, des groupes de K-théorie, que
nous noterons Kﬂ(F), et a montré que kg(F) qui est, par définition, le groupe
K%(F)/Z Kg(F), est isomorphe 3 12/13. Or pour un corps les groupes K2<F) et

2(F) coincident. De plus, F étant un corps commutatif muni de 1'involution tri-
viale, le groupe kZ(F) = H2p(2/22, K2(F)) est égal & K2(F)/2 KZ(F)' On en
déduit donc que kZ(F) est isomorphe a I2/13.

I1 est bien connuque sur Q2, il n'existe qu'un seul symbole ¢ non

(ef. [13]).

trivial, & valeurs dans {*1}, qui est le symbole local @(.,.) = (.,.)2

On en déduit que

i) kZ(Qz) est cyclique d'ordre 2, et donc aussi 12/13

ii) Il n'existe qu'un seul homomorphisme de Hasse-Witt hw G {£1} :
son noyau est donc égal & 13 (théortme (4.1.2)).

Or on sait que le rang, le discriminant est.1l'invariant de Hasse-Witt
caractérisent les modules quadratiques sur Q2 (ef. [11]p. 168-170). Ceci implique

3

que I° est nul. On en déduit que

iii) 12 est cyclique d'ordre 2 (d'aprds i) )
iv) L'homomorphisme h¢ est injectif (d'aprés ii))

L'homomorphisme h¢ est donc un homomorphisme injectif de 2/2Z dans lui-méme :
C'est 1'identité.

D'autre part, puisque l'homomorphisme r
tif (ef. [2]), 1'homomorphisme i

o _1W2(F)—» kZ(F) est surjec-
5 1'est également. De plus, d'aprds i), 1'homo-
morphisme ¢ est un isomorphisme. L'homomorphisme ¢ o i

de Z/27 dans lui-m8me : c'est 1'identité :

5 est donc surjectif
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On a donc démontré que, dans le cas F = Q2’ les homomorphismes @ o i2

et hcp sont égaux. o

(4.2.3.2) Considérons 1l'anneau A = Z' [‘t,u,t_1 ,u_1], avec 2' = 2[+] (afin que
2 soit inversible dans A), muni de 1'involution triviale. L'homomorphisme 12
est & valeurs dans m qui est un sous groupe de k2(A)/Im 31 , les notations
étant celles introduites au début du paragraphe (3.2).

Nous allons utiliser le lemme suivant dont la démonstration est en

appendice.

LEMME : Le groupe K2(A) est _engendré par les éléments (tuu), (tut), (uuu)(-1v-1)
(tw2), (2u).

En notant [a v b] la classe dans kz(A)/Im 3, de (aub) € KZ(A)’
a et b appartenant & A, on déduit du lemme précédent que kZ(A)/Im 31 est
engendré, en tant que Z/2Z-module, par [t wul, [t wt]l, [uuul, [-1 u-1],
[+ w2l, [2 Uul, (& priori, certaines de cesclasses peuvent &tre nulles). En
notant, de manidre générale, 12, 1'homomorphisme i2 quand 1l'anneau de base est
R, on peut écrire

ig\'(DJC u‘) =x[toul +ylt ut]l +zflucul +w[-1 u=1]+ r[tw2]+ s[2uul

Considérons 1'homomorphisme d'anneaux

A =2 e,

*
t — @B €a,
u /> 8

Rappelons que sur Q2 il n'existe qu'un seul symbole non trivial & valeurs dans

{11} qui est le symbole-local cp(.,.) = (.,.) , et que 5 est un isomorphisme.

2
Par fonctonalité nous avons

Q Q
P 1500 ) = 1% 0y (0 ) = 5,7 (0, )
ot % ox(l2 ub]) = 0(a,b) = (a,b),

D'ol

g .
® o i22(DC¥,B) = x(OI,B)Z + y(d,a)z + Z(B,B)E + W(—1y—1 )2 + r(O’,Z)Z + 3(2’5)2

Or d'apres (4.2.3.1) on suit que (en notation additive)
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Q
% 0 1,°(Dy 5) =1 (Dy g) = (2,8, + (3,0), + (B,8), + (-1,-1),

On en déduit donc, dans %/2%, 1'équation

x(0,8), + y(@,0), + 2(8,8), + w(-1,-1), + 2(2,2), + a(2,8), = (&,8),, + (,0), +

+

(B;B)Z + (—1 ,=1 )2

Nous allons calculer x,y,z,w,r,s en donnant & @ et B desvaleurs particulidres.
Pour cela, nous allons utiliser le calcul explicite des valeurs du symbole local

(.,.)2 (cf. [13] p. 219).

cas=t, 8= 3 fu(-,-1), = (A1), ) 5w =1

ca=5, =1 2 [(-,-1), +x(5,2), = (-1,1),]=>r =0
ca=1,8=5 [(1,-1), +(2,5), = (1,-1),]=>s =0

ca=1, B =13 [(-,-1), +a(,-1), = (,-1), 4 (4,4), )5 e =
co=t, B =t (A1), +y(H,-1), = (), + (H,11),] By =
ca=t, B == [a(H,-1), + (), 4 (A1), 5 (4,-1),

= (=1,=1), + (1,10, + (H,-1), + (<1,41),0 =2 x =1

Ce raisonnement prouve également que les classes [t wul, [t ot], [u wul,

[-1 U-1] ne sont pas nulles dans kZ(A)/Im 3,+ On a donc

(%) 34 (p

5 Y= [t uul + [tut] + fuuul + [« ;J-1] a

t,u

(4.2.3.3) Soit F un corps commutatif, de caractéristique différente de 2,
* * °
muni de l'involution triviale et soit ¢ wun symbole défini sur F x F & valeurs

dans {#1}. Considérons 1'homomorphisme d'anneaux

A=a2rd) Tt '] —— 7

*
t o o, €F
u b B

Par fonctonalité on obtient

oy (D, ) = Do » @ o p,(laubl) = ola,b)

)

t,u
- F = LA
® o 12(Da,5) =9 0Py i, <Dt,u

En appliquant la relation (*), on en déduit que

§ 01y (D, o) = 0(e,B) 0(x,2) 0(8,8) w(-1,-1)
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dtoh % 01, (Dyg) =1 (Dyg)

ce qui achéve la démonstration du théorime (4.2.3).a

(4.2.4) COROLLAIRE : Le sous groupe F3 de WO(F), qui est le noyau de i2, est
égaln T,
Ceci est une conséquence immédiate de 1'isomorphisme entre k2(F) et

i2/I3 démontré par Milnor dans [8]. o

(4.2.5) COROLLAIRE : Soit F un corps commutatif, de caractéristique différente

de 2, muni de 1'involution triviale. Le noyau N _de 1'homomorphime _1W2(F) - szO

est isomorphe & 13.

C'est une conséquence du corollaire précédent. p

(4.3) - Soit G un groupe abélien quelconque, et soit o : F xF 5 G un
symbole de Steinberg, c'est & dire une fonction bimultiplicative vérifiant

¢(x, 1-x) =1 quel que soit x € F*, b4 % 1. On supposera que ¢ est d'ordre 2.
Alors, d'aprés le théoréme de Matsumoto (cf. [7]), il existe un unique homomorphis-—

me @ : k2(F) - G faisant commuter le diagramme suivant

K (F) x K (F) —F—> K, (F) — k,(F)
aét x aét|y )
* A * \}
F XF > G

¢

En particulier, considérons le cas ol G est le groupe de Brauer de F, noté
Br(F). Rappelons que le groupe de Brauer de F est le groupe des classes d'équiva-
lence de F-algébres centrales simples de dimensions finies. Deux telles algebres,
qui, d'aprés le théoréme de Wedderburn sont du type mp(D), mq(D') ot D et D'
sont deux corps (non nécessairement commutatifs) contenant F, sont dites équiva-
lentes si D et D' sont deux F-algebres isomorphes. La loi de groupe sur Br(F)est
celle induite par le produit tensoriel de F-algébres.

Considérons 1'application' ¢ : FoxF oo Br(F), qui & tout (a,b) € F*xF*,
associe la classe, notée w(a,b), dans Br(F) de 1'algebre de quaternions engendrée
sur F par a et b, On sait (ef. [7] p 144) que 1'application ¢ ainsi définie

est un symbole de Steinberg d'ordre 2. On peut alors énoncer la proposition suivante:
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(4.3.1) PROPOSITION : Soit X € I2 la classe d'un module guadratigue (M,q). Alors
) i2(X), ol ¢ est le symbole défini ci-dessus, est égal & la classe dans Br(F)

de 1'algdbre de Clifford de (M,q).

Si on note M(F) le groupe des classes d'algdbres de Clifford (cf. [10]
p. 106), on sait que le foncteur qui, & un module quadratique (M,q), associe son
algdbre de Clifford C1(M,q) induit un homomorphisme de groupes WO(F) > ¥(F)
(ef. [10] theortme 2.8.4). Notons IIO(F) le sous groupe de H¥(F) formé des
classes d'algébre: de Clifford de modules quadratiques de rang pair. L'homomorphis-
me précédent induit donc un homomorphisme f : I - L’O(F). De plus, il est facile de
voir que, si (M,q) est un module quadratique de rang pair, la classe dans Br(F)
de Cl(M,q) ne dépend que de sa classe dans HO(F). D'ol une application
g HO(F) > Br(F) qui n'est pas en général, un homomorphisme de groupes.

On déduit donc de ce qui précdde que si X € WO(F) est la classe d'un
module quadratique de rang pair (M,q), la classe dans Br(F) de C1(M,q) est
1'image de X par l'application g o f : I - Br(F).

(4.3.2) LEMME : La restruction 3 12 de 1'application g o f est un homomorphisme
2
degroupe I - Br(F).

Soit X € 12. C'est la classe d'un module quadratique de rang pair et de
discriminant nul. Or le discriminant n'est autre que 1l'application composée
I L HO(F) - Q(F) ol Q(F) est le groupe des classes d'isomorphismes d'extensions
quadratiques de F. (Dans le cas d'un orps de caractéristique différente de 2,
Q(F) s'identifie & F*/F*Z, ce qui est bien k1'(F) si F est muni de 1'involu-
tion triviale). On en déduit donc que f£(X) appartient au noyau de HO(F) - Q(F).
Or on sait (cf. [10] théortme 2.8.6) que la restriction de g au noyau de
HO(F) » Q(F) est un homomorphisme. D'ou le lemme. s

D'aprés ce lemme, il suffit donc de prouver 1a proposition (4.3.1) pour

2 ‘s z
les générateurs D 5 = <oB> + <> + B> + 1> de I, On a déja montre que
a’
§ 0 i,(Dy 5) = 0(e,B) @(2,2) o(F,P) p(-1,-1)
’

Or on sait, d'apres [1] que la classe dans Br(F) de 1'algdbre & Clifford c1(M,q)

du module quadratique (M,q) = <a>+ ...+ <a>

! -1 ;( -2)
il (a.,aj) il (-1,ai) . . (=1,-1 )e(n)
i<yt i

e(n) = (mt1) n(g—1)(n-a, ol (ai,aj) désigne la classe dans Br(F), de

est égale &

fc1(M,q)] =

avec

1'algdbre & quaternons engendrée sur F par a; et aj. Un calcul immédiat donne,

avec nos notations
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[Cl(DCY,B):I = (P(Q’B) cp(Q',Cl) CP(Byﬂ) :P('T 9—1)

D'olr la proposition (4.3.1).a

APPENDICE

. -1 - '
LEMME : Soit 2; =~ 1'anneau 2'[t,u,t" ,u '] avec Z'= 2[4]. Le groupe Kz(z,'c’u)
est engendré par les éléments (t wu), (t ut), (wwu), (-1 u-1), (tw?2),
(2 Uu).

Ce lemme résulte du théoréme suivant :
THEOREME ([5] Corollaire 2.3.7) Soit A wun anneau : 1'élément t € Z[t,t_1]
PP -1
aérinit {t} € K1(Z[t,t J) et le produit par {t} induit une injection scindée
|
Kn(A)-—> Kn+](A[t’ t7' 7). Par conséquent, on a

K, (ALt £71) ~ K, (8) @K (4) @ (2) .

. On sait de plus (ce qui est le cas pour 1'anneau 7') que si A est
noetherien régulier on a (?) = 0.

On va appliquer plusieurs fois de suite ce théoréme pour calculer
K2(W1':,u)’ en écrivant Z{:’u = Z%[u,u-” avec 7} = Z[t,t—1].

On a KZ(Z;:,u) ~ KZ(Z%) @ K1 (Z%). De plus, on a K1 (Z%) ~ K1 (72') ® KO(Z').
or, K, (2') est isomorphe & 7'* (éléments inversibles de Z') et a pour générateurs
-1 et 2. D'aprés le théoréme ci-dessus, 1l'image dans K,((Z%) du générateur de
KO(Z') est t. Les générateurs de K1(Z1't) sont donc -1,2,t. D'aprés le théoreéme,
1l'injection K1(Z,‘C) —_— K2(Z"c,u) envoie respectivement ces éléments sur
(-1tow) = (uou), (2wu), (twu). D'autre part, on a K2(71",) ~ KZ(Z') @ K1(7‘).
De méme que précédemment, les générateurs de K1 (2'), qui sont -1 et 2, ont pour
images dans K2(Z’%) (donc dans K2(71';,u) par 1'inclusion canonique
Ky(2p) — 1,(7; ) (1ut) = (tot) et (2 t). De plus, on sait (cf. [7]) que

le générateur de Kz(Z') est (-1 o -1). D'ou le lemme. 5
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