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Col. sur les Formes Quadratiques ( 1 9 7 7 , Montpellier)
Bull. Soc. Math. France
Mémoire, 5 9 , 1 9 7 9 , p. 69-94

K-THEORIE ALGEBRIQUE ET

INVARIANTS DES FORMES QUADRATIQUES

par

Daniel GUIN

INTRODUCTION : Soit A un anneau hermitien dans lequel 2 e'st inversible, ou,
plus généralement, dans le centre duquel il existe un élément \ tel que X+Â. = 1
(où est 1'anti-involution de A ) . Grâce aux théorèmes de périodicité de Karoubi
en K-théorie hermitienne (c f . [ 2 ] , [ 5 ' ] ) , on montre que, quel que soit n ̂  0, le
groupe de ¥itt W ( A ) et le co-groupe de Witt ¥ ' ( A ) peuvent être obtenus connue
l'aboutissement d'une suite spectrale définie à partir de la K-théorie algébrique
de A. En particulier, pour n = 0, on obtient une filtration de ^Q^A) qui per-
met de définir une suite d'invariants des formes quadratiques sur A. En utilisant
la "suite exacte des douze", (cf. [ 2 ] , [ 5 ] ) , analogue hermitien de la suite exacte
de chirurgie de Rothenberg et Shaneson, on explicite les trois premiers invariants.
On démontre que dans le cas d'un corps commutatif F, de caractéristique différen-
te de 2/ muni de l'involution triviale, les trois premiers invariants coïncident
avec des invariants classiques. Plus précisément, cela implique que les trois pre-
miers termes de la filtration de ,^ ( F ) donnée par la suite spectrale, sont

? ^égaux aux puissances successives I, 1 , 1 de l'idéal fondamental 1 de W ( F ) .

Précisons le plan de cet article.

Le paragraphe 1 est un paragraphe de rappels de notions de K-théorie
hermitienne qu'on utilisera. En particulier, A étant un anneau hermitien, on con-
sidère l'anneau A x A (où A est l'anneau opposé de A) muni de 1'anti-involu-
tion ( x , y ) t-> ( y , x ) et l'anneau ÏTl ( A ) muni de l'anti-involution

/a b\ /S b^
[ ^ l - - l . On montre que les fondeurs oubli et hyperbolique s'inter-\c d / \̂ c a /
prêtent simplement aux moyens des homomorphismes d'anneaux hermitiens suivants :
A -> A x A° défini par a ̂  ( a , a) et A x A° -> Iîu(A) défini par

( a , b ) ̂  ( a °\ (.cf. [ 5 ] ) .
\0 b/
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Le paragraphe 2 est consacré à la construction de la suite spectrale

dont le groupe ¥ (A) est l'aboutissement. Plus précisément, si X est un
e o

fondeur de la catégorie des anneaux hermitiens dans la catégorie des espaces topo-

logiques, on définit une suite de fondeurs 'X p/ de la façon suivante. L'homo-

morphisme d'anneaux hermitiens A x A -> fU (A) défini par (a,b) i-> ( ) ,

f - n ° ^induit une application continue X(A x A ) -> X(în^(A)) dont on note X (A) la

fibre homotopique. Par lécurrence on note X - (A) la fibre homotopique de l'ap-

plication X^CA x A0) -> X^Qn (A)). On établit le résultat suivant :

THEOREME : Soit X un fondeur de la catégorie des anneaux hermitiens dans la

catégorie des espaces topologiques. Si X est muni d'une transformation naturelle
a

de fondeurs x(A) —» X(rn^(A)) qui est une équivalence d'homotopie faible, il

existe une suite spectrale convergente, de termes

P<1

fn ( X ^ ( A X A ° ) ) si p ^ O et q ^ O

I 0 sinon

dont l'aboutissement est

D - coker ( -TT (x^1 ) (A x A°) ) -> n (x^1 ) (A) ) ) .
n 0 ^

.ON
U ~ (^UJK-y-L" \ " ^-A. V-H. A A ) 1 —f ^
n 0 '̂

On en déduit le théorème

THEOREME : Soit A un anneau hermitien dans le centre duquel il existe un^élé-

ment À tel que X+À" = 1 (c 'est en particulier le cas si 2 6 A ). Alors il exis-

te une suite spectrale convergente, de termes

{ïf(.7./2'3, K (A) ) si p > 0 et q ^ O
E ==

pq ) K (A)/(1+1) K (A) si p = 0 et q ^ 0

\^ 0 sinon

dont l'aboutissement est

| Wj;A) si p + q = 0 mod 4

\ Coker (K^(A) ^ ^^^^^ si p + q ^ 1 mo(i 4

^q = \ . W (A) si p + q ^ 2 mod 4

Coker (K^A) -^ ^(-e^^^ si p + q = 5 mod 4
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Dans le paragraphe 5 on utilise l'isomorphisme canonique entre le groupe
E et le groupe gradué associé à la filtration de l'aboutissement W (A) pour
définir une suite d'invariants des formes quadratiques.

Dans le paragraphe 4, on montre que dans le cas d'un corps commutatif F,
de caractéristique différente de 2, muni de l'involution triviale, les trois pre-
miers invariants "coïncident"respectivement avec le rang modulo 2, le discriminant,
l'invariant de Hasse-Witt. On montre également que le troisième invariant peut
aussi s'exprimer à l'aide de classes d'algèbres de Clifford dans le groupe de Brauesr
de F.

I - RAPPELS. ([2], [5], [4L [5], [6], [12]).

Soit A un anneau hermitien, c'est à dire un anneau unitaire muni d'une
anti-involution a ^ a vérifiant a+b = a + ïï et "aï" = ^ ~a, et soit e un élément
du centre d e A tel qie e.e" = 1. On note K^A) le groupe de Grothendieck de la
catégorie gU) dont les objets sont les A-modules (à droite) projectifs de type
fini et dont les morphismes sont les isomorphismes. Rappelons qu'un A-module
(à droite) e-hermitien est un A-module (à droite) projedif de type fini M, muni
d'un isomorphisme cp : M -» \ (où Sî est le dual de M) vérifiant \ = ecp.
On note KH^(A) le groupe de Grothendieck de la catégorie ïï(A) dont les objets
sont les A-modules (à droite) e-hermitiens et dont les morphismes sont les isomor-
phismes. On considère les espaces K(A) = K (A) x BGLCA)'1" et

gKH(A) = ^KHç(A) x BçO(A)4 ' dont les groupes d'homotopie sont respectivement les

groupes K^(A) de K-théorie algébrique de A et KE les groupes de K-théorie
hennit ienne de A (cf. [2]).

Le fondeur hyperbolique H de g(A) dans g(A) associe au module M
le module M ® M muni de la forme 8-hermitienne définie par la matrice

( ° 1 )\ e 0 /

et à l'isomorphisme a, l'isomorphisme a © ( o')" , a étant définie par
( a) = a.. . C e foncteur induit une application continue pointée

h : K(A) -> KH(A), dont la fibre homotopique est notée U(A) . Il induit donc,
S 6

pour tout n ^ 0, un homomorphisme de groupes h : K ( A ) - » K E î ( A ) dont le
conoyau est, par définition, le n1^319 groupe de ¥itt de A, noté W (A).

De même, le fondeur oubli F de H(A) dans ?(A) induit une applica-
tion continue f : Ktî(A) ^ K(A) , dont la fibre homotopique est notée MA).

Il induit donc, pour tout n ^ 0, un homomorphisme de groupes f : KB (A) -> K (A)
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dont le noyau est, par définition, le n163^ co-groupe de ¥itt de A, noté W ' ( A )
e n

Les résultats exposés dans cet article, reposent sur le théorème de

périodicité en K-théorie hermitienne dû à Karoubi :

( 1 . 1 ) -THEOREME ([2], [5]). ^ A est un anneau hermitien dans le centre duquel

il existe un élément \ tel que À+Â- = 1 , les esmces ^r(A) ^ Q_ u(A) ^
le même type d'homoto-pie. a

Autrement dit, les longues suites exactes d'homotopie des fibrations

( 1 . 2 )
^U(A) -^ K(A) -^ ^KH(A)

} ^(A) -. ^KH(A) -> K(A)

sont reliées par les isomorphismes

V n ^ O ^V(A))^ n^ (_^ ^) )

Rema^^ : L'hypothèse du théorème (1 .1 ) est en particulier vérifiée si 2 est in-

versible dans A. Rappelons que dans ce cas les formes e-hermitiennes et e-qua-
dratiques coïncident.

Nous allons donner une autre description des applications K(A)-^ KH(A)

et ^KH(A)-. K(A) induites par les fondeurs hyperbolique et oubli, au moyen des
homomorphi sme s d'anne aux

A —^ A x A° A x A° —^ m^(A)

a \—^ (a, a) (a ,b) .—. / a ^
\o b /

où A désigne l'anneau opposé de A ( f 5 ] ) .

L'application A -> ^(A) (a ,-. (a 0\) qui est un morphisme de

pseudo-anneaux (elle ne respecte pas l'unité)0 dé°init un homomorphisme de groupes

$ : GL(A) -^ GL(^(A)) . L'application induite ^ : BGL(A)+ -> BGL(tn (A))+ est

une équivalence d'homotopie ([5] prop. 1 .4 .11) . Les deux espaces K(A) et
K(rn ( A ) ) ont donc le même type d'homotopie.

D'autre part, soient A un anneau hermitien et P un A-module (à droite.)

projecti^ de type fini, muni d'une forme 1-hermitienne : on a donc un isomorphisme

cp : P -> "P tel que cp = cp. Alors 'End^(p) est un anneau hermitien pour l'anti-

involution définie par l'adjonction f -> ? = cp-1 o ^ o cp. Une démonstration analogue

à la précédente, dans le cas hermitien, montre que les deux espaces KH(A) et

^KHCEnd^(p)) ont le même type d'homotopie. En prenant pour P le molule A x A

muni de la forme 1-hermitienne [(x,y), (x . ,y ' ) ] ^ ^ ^ ̂  ^ ̂ ^ hermitien
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End (P) est isomorphe à l'anneau ^(A) muni de 1'anti-involution
A d.

^ b \ ^ / d b-\

[ c d j \ c a /

(dans toute la suite ltl?(A) sera muni de cette anti-involution). Les espaces

^KEî(A) et KH(îTl ( A ) ) ont donc le même type d'homotopie.
On déduit de ce qui précède que les espaces U(A) (resp. V ( A ) ) et

U(H^ ( A ) ) (resp. lr(î^ ( A ) ) ) ont le même type d'homotopie.
G d. 6 f.

Considérons l'anneau A x A0 muni de 1'anti-involution (indépendante de celle de A)
(x,y) -> (y,'x) (Dans toute la suite A x A sera muni de cette anti-involution).

/ ( a , a ' ) ( b , b ' ) \
Si est une matrice appartenant à 0 (A x A°) la matrice

V c , c ' ) ( d , d ' ) / . e ^n

fa. b\ /t t \
| ) appartient à GL,, (A) et son* inverse est | ) . Inversement si
Ie d/ -t , ^ . y' \e c' a' /

(a b \ /x y \
) est une matrice de GrL (A) ayant pour inverse la matrice / ) , la

c d / 2n [ z u /

(/ t \ / -t \ \
matrice v a y u/ ' î e y ) \ appartient à 0 (AxA°). On vérifie facilement

+ 4 - 1 e n,n
(c,e\) (d.'x) /

que les homomorphismes de groupes 0 (A x A ) —•> G-L/-, (A) etG n y n ^n

GL (A) -» 0 (AxA ) ainsi définis sont inverses l'un de l'autre. Ces deux grou-t-i.\- s n y n -
pes sont donc isomorphes et on en déduit que les espaces KEî(A x A°) et K(A)
ont le même type d'homotopie.

Ceci implique que les espaces ll(A x A ) et 'b"(A x A") ont le même
type d'homotopie que K ( A ) .

L'homomorphisme d'anneaux hermitiens
A ——> A x A°

a \——> (a,a)

Induit une application continue f : KH(A)-—î- KEî(A x A ).

L'homomorphisme d'anneaux hermitiens

A x A° ——> HUA)

(a,b) ̂  (^ §)

induit une application continue h : KH(A x A°)—» KH(îTl (A)) .
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( 1 . 5 ) PROPOSITION ([5']). i) Le composé de l'application ï avec l'équivalence

d'homotopie KH(A x A ) ~ K(A) est une application homotope à l'application

induite par le fondeur oubli.

ii) Le composé de l'application h avec les équivalen-

ces d'homotopie K(A) ~ KEî(A x A°) ^ KH(în (A)) ^ KH(A) est une application

homotope à l'application induite par le fondeur hyperbolique. Q

2 - LA SUITE SPECTRALE

Si A est un anneau hermitien, le groupe Z/22' opère sur G-L (A) par
+ 1 "h —— ^"

l'involution a »-> ( a} avec ( oQ . . = o'.. . Cette involution induit, via la
—J J—

stabilisation et la construction "+", une opération, que nous noterons t, de Z/22

sur les groupes K (A), quel que soit q ̂  0. Dans toute la suite^c'est cette opé-

ration de '2/271 sur K (A) que nous considérerons.

Le but de ce paragraphe est d'établir le résultat suivant.

( 2 . 1 ) THEOREME ; Soit A un anneau hermitien vérifiant l'hypothèse du théorème (1.1.)

Il existe une suite spectrale convergente,de termes

( H^Z^, K (A) ) si p > 0 et q ^ 0
V2 = ) q

pq } K (A) / (1+t) K (A) si p = 0 et q ^ 0

0 sinon

dont l'aboutissement est
/ e^^ si p + q = ^ mod ^

Coker (K()(A) -^ ^^ ^î)) s! P + <1 = 1 mod 4
D = / e

p+q ] .^(A) si p + q ^ 2 mod 4
( "~o U

[ Coker (K^(A) -^ n (^U(A))) si p + q = 5 mod 4

En fait, nous allons établir un résultat plus général (théorème ( 2 . 2 ) )
dont ce théorème sera un cas particulier.

Soit X un fondeur de la catégorie des anneaux hermitiens et homomor-
phismes d'anneaux hermitiens dans la catégorie des espaces topologiques. Si A est
un anneau hermitien, considérons les anneaux A x A° et m ( A ) munis des anti-
involutions définies précédemment, c'est à dire ( x , y ) ,-> ( y , x ) et

( a 1 " (^ b) •\c d/ ^c a7
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L'homomorphisme d'anneaux hermitiens

A x A° —» î n ( A )

(a,b) <a 0 '

, 0 ^

induit une application continue X(A x A°) ->x(îTl (A)) dont on notera X / (A) la

fibre homotopique. Par récurrence on notera X p+ / (A) la fibre homotopique de

l'application X ^ (A x A ) -> X p (îTl ( A) ) induite par l'homomorphisme ci-dessus.

On peut alors énoncer le théorème suivant.

(2.2) - THEOREME. Soit X un fondeur de la catégorie des anneaux hermitiens

dans la catégorie des espaces topologiques. Sj_ X est muni d'une transformation

naturelle de fondeurs X(A) -^-x(^(A)) qui est une équivalence d'homotopie

faible, il existe une suite spectrale convergente, de termes

(rr (X^(A x A ° ) ) si p ^ O et q ^ O
E1 = {

P<1 0 sinon

dont l'aboutissement est

D^ coker (^(x^1 ^AxA0)) -» n^11-1-1 ^A))).

Nous allons d'abord établir le lemme suivant.

(2.2.1 ) LEMME : Soit X un fondeur Je la catégorie des anneaux hermitiens dans la

catégorie des espaces» topologiques, S^_ X est muni d'une transformation naturelle

de fondeurs X(A)—^A X(îU ?(A)) qui est une équivalence d'homotopie faible, il en

est de même pour les fondeurs X , quel que soit p > 0.

Il suffit de démontrer le lemme pour le fondeur X . Considérons le diagramme

commutatif suivant

X(A x A°) ————————————> X(ÎU^(A))

^AxA0 "ÎUp (A)
\y

x ( t î ^ ( A x A 0 ) ) —————————>x(^(t^(A)))

Puisque ^^p et "Tn (A) sontt des é(luiva•lences d'homotopies faible^ si on note
F la fibre homotopique de l'application X(în (A x A0))—^ X(1^ (îTl (A)) ) , on a une

équivalence d'homotopie faible X (A) ^ F.

Posons o l ) = / } et notons cp l'homomorphisme canonique
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H^(A x A°) -^ Î^(A) x n^(A0)

/ ( a , a ' ) ( b . b » ) \ / \
i-^ F '̂  f' b ^

^(^c';) ( d , d » ) / |c dj , [c* d'J/

L'homomorphisme composé y

^ ( A X A ° ) S ^ (A)x^^ (A° ) ̂  m^ (A )x^ (A ) ° est un isomorphisme
d* anneaux hermitiens. Considérons risomorphisme d* anneaux hermitienS
ô : în^(A)) -^în^(m^(A)) défini par la conjugaison par la matrice

/1 0 0 0 \
/ 0 0 1 0

0 1 0 0 '
^ 0 0 0 1 /

Ces deux isomorphismes induisent des équivalences d'homotopie

X(y) : XOTL/AXA0)) ^ X(în^(A) x în^(A)°) et x ( ô ) : x(în^(A)) - » X ( t n ^ ( ^ ( A ) ) )
qui font commuter le diagramme

F — — — — — > X ( t ^ ( A x A ° ) ) ————————> X^^(A)))

X(y) X ( ô )

(^ v ^
X^ ^(A)) ——> X^(A)xtn^(A)0) —————>X^(^ (A) ) )

D 'ou une équivalence d'homotopie faible F ^ X ^ 1 \lTl (A) ). Le composé
X (A) -^ F -» X ( îH^(A) ) est l'équivalence d'homotopie faible cherchée, û

Démonstration du théorème (2.2) : Tout couple exact de groupes bigradués

avec deg i = ( l , - l ) , deg j = (o ,0 ) , deg k = (-1,0) détermine une suite spectra-

le. Pour définir la suite spectrale du théorème (2 .2) nous allons construire un tel
couple exact. Pour cela posons

1 ( H (X^^AxA0)) si p > 0 et q ^ O
E )m = si0 sinon
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^(X^A)) si p ^ 0 et q =^ 0

Coker (n^X^1 ^AxA0) )^ n (x^-^A))) si p+q = n ̂  0 et q<D

n (X^^A))
si p+q = n >. 0 et

% = ^ I^X^^A)) si p+q = n ^ 0 et p<0

| 0 si p+q = -1 et q < 0

Coker (rr^X0 ^A))—. n^X^^AxA0) ) ) si p+q = -1 et p < 0

0 si p+q < - 2

Les flèches i , j , k sont les homomorphismes intervenant dans les longues suites
exactes d'homotopie des fibrations

X^^A))
,(p),

,(p+i) (A) —. X^^AXA

,(P)/composés avec les isomorphismes TT (x^^A)) ^ TT (x^^îîl ( A ) ) ) .

(2.2.2) PROPOSITION. Les groupes bigradués E^ ^ D^ et les homomorT)hismes.
définis ci-dessus constituent un couple exact

avec deg i = ( 1 , - 1 ) , deg j = ( 0 , 0 ) , deg k = ( - 1 , 0 ) . û

Nous allons maintenant calculer l'aboutissement de la suite spectrale
(du premier quadrant, donc convergente) définie par ce couple exact. Rappelons
que l'aboutissement D est la limite inductive du système (D , i) avec
p+q = n.

Il est évident que D = 0 pour n < 0. Puisque E = 0 si p < 0
ou q < 0, on déduit du couple exact les isomorphismes D - ^ D et-I -i ' -k,n+k -1,n+1
D̂ ^ _^ w I)-n+'\ -1 q.11®! q-ue soit k ̂  1 . L'aboutissement D est donc isomorphe
au groupe D1 , qui est par définition le conoyau de l'homomorphisme

(n+1(X ' (AXA0 ) ) -. ^^(A)). 0

Dans toute la suite on supposera que l'anneau hermitien A vérifie l'hy-

pothèse du théorème ( 1 . 1 ) , et donc Qu 'on a l'isomorphisme de périodicité de Karoubi
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(2.5) PROPOSITION. Si le fondeur X est le fondeur KH, les fondeurs X^ ,

p ^ 0, sont -périodiques de période 4» et on a

X^ = X = ^KH, X° ) = ^U, X^ = _^IS, X^ = _^U.

Cette proposition est une conséquence immédiate du théorème ( 1 . 1 ) et du

lemme (1 .5 ) . o

Démonstration du théorème (2.l). Pour obtenir la suite spectrale annoncée au

théorème (2 .1 ) , il suffit de prendre pour fondeur X^ dans la suite spectrale

du théorème (2.2), le fondeur U. D'après la proposition (2.5) l'aboutissement

est périodique de période 4» et on obtient

D^ = Cokerdc^A)-^ gKH^A)) = ^ W^(A)

D^ = Coker(K^A)-^ n^ (^U(A) ) )

D^ = Cokerdc^A)-^ _^KH^(A)) = ^^(A)

D = Coker(K (A)-^ TT ( U(A))).
^ 0 L' '~e

La proposition suivante achève la démonstration du théorème ( 2 . 1 ) .

(2.4) PROPOSITION : La suite spectrale -provenant du couple exact établi au théorè-

me (2.2), dans lequel on fait X = U, a pour termes

^H^Z^, K (A) ) si p > 0 et q ^ O

E2 - I K (A)/(1+1) K (A) si p = 0 et q ^ 0

[̂  0 sinon

En effet, les termes E sont les groupes d'homologie des complexes

M . . . — ^ E 1 -^ E1 -^ E1 -^ ...
' / P+1 ,q. P,^ P-l »q

où les différentielles sont les homomorphismes composés j o k (j et k étant les

homomorphismes définissant le couple exact). Dans notre cas, quel que soit q ̂  0,

les complexes (•x-) s'écrivent

On sait (c f . [ 2 ] , [ 5 ] ) que, quel que soit q > 0 , l'homomorphisme composé
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K^(A) ———L^> ^(A) -^———> ^)

est la multiplication par ( l+ t ) ( t est l'opération de TS/2.1 sur K (A) définie
au début du paragraphe 2), et que l'homomorphisme composé- q

K^(A) ———> n^ (^ V(A)) - TT^U(A)) ———> K^(A)

est la multiplication par (1-t) . Les complexes (^) s'écrivent donc

^-^ , , (1+ t) , , 0-^) . ( 1 -1 ) d-.t)
———> K^(A) ————> K^(A) ———> K^(A) ^ ... ^ K^(A) ———> K (A) - 0

Leurs groupes d'homologie sont, pour p > 0 H^^a-, K ( A ) ) , et p = 0
K^(A)/( l+t) K^A). o q

Plus généralement, on peut énoncer le théorème suivant.

(2.5) THEOREME : Soit A un anneau hermitien vérifiant l'hypothèse du thé crèmed il

Quel que soit q^ ç (N, il existe une suite spectrale convergente, de termes

/ H (J/2^, K ( A ) ) si p > 0 et q > q

E^ = ; K^(A)/ ( l+t ) K^(A) si p = 0 et q ^ q^

^ 0 sinon

L'aboutissement D^ de cette suite spectrale est périodique de période 4 et est
é£â3-a- e^^» ^ \ (A)' e^q -1^)» -^q -1^) suivit les valeurs de p+q

modulo 4.

La démonstration de ce théorème est identique à celle du théorème (2 .1 ) .

Il suffit de tronquer le couple exact en posant

^ (^(^ si P ^ 0 et q ^ q
E = ^ - °

p > q / 0 sinon

L'aboutissement D^ est alors isomorphe au conoyau de l'homomorphisme
•m1 -p.1

"-V1 ^o ' "-V^ • or' quel we soit n s îo-1 • ^-q +1a ^ (A) ; P"13^
( -n ) 0 > u 0

les fondeurs X sont périodiques de période 4, l'aboutissement D est pério-
dique de période 4 et est égal à
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Coker (K (A) ———> KH (A)) = W (A)
^o e % fî %

Coker (K (A) ———> TT ( l i ( A ) ) ^ n ( U ( A ) ) ) ^ W 1 (A)
q^ q^ e q^-I -e -e q^-1

Coker (K (A) ———> ^KH (A)) = _ W (A)
0 " 0 -0

Coker (K (A) ———> n ( _ ^ U ( A ) ) ^ n ^ ( ^ V ( A ) ) ) ^ ^W1 ^ (A) . 0
-0 -0 0 -0~

5 - LES INVARIANTS DES FORMES QUADRATIQUES

( 5 . 1 ) La suite spectrale du théorème ( 2 . 1 ) étant définie par un couple exact,

l'aboutissement D est filtré par des sous groupes F (D ) ç — qui sont.les

images successives dans D , du système inductif (D ,i) avec p+q = n. Puisque

la suite spectrale est convergente, il y a un isomorphisme entre le terme E et
' .̂

les groupes gradués associés aux filtrations F (D ), n € CN . Plus précisément, on

a F (D )/F , ( D ) w E°°
p n / p-1 n P?n-P

Nous allons nous intéresser à l1aboutissement D. (n ^ 1 ) , qui est iso-

morphe à Wç(A) . Soit F ( W^(A) ) ç la filtration de W.(A) donnée par la

suite spectrale (noter que, en général D F ^ 0). Alors, quel que soit p >- 1 , on

a une suite exacte

0- VlW»- ^Wo(A))^ E;̂ -. 0

avec p+q = 4n. On remarquera que, compte tenu de la périodicité des fondeurs X

introduits au paragraphe 2, les premiers termes de la filtration F (D ) de

D = W/JA) sont indépendants de n. Plus précisément, on a les égalités suivantes

(3.1 .1 ) V n £ 1 , V k > 0, Vp, 0 S p £ 4n, ^(^)_p (^(A)) = ̂ _^(A))

II est évident que F. ( ¥o(A)) = WQ(A) . Nous pouvons donc interpréter les homomoi1-

phismes $ en termes d'invariants des formes quadratiques, de la manière sui-

vante. Soit X € WQ(A) : on définit son premier invariant, noté io(x), par

i (X) = $ (X). Lorsque i -(x-). = 0, X appartient à F ( W (A) ) et on définit

sont deuxième invariant, noté i.(x), par i.(x) = $ _, .(x). Par récurrence, si

io(x) = ...= \^W = 0, X appartient à F ( WQ^)) ' et l'invariant ^i.(x)

est bien défini par çi^(x) = $ _ ^ ^(x).

(5.2) Nous allons maintenant, en calculant les trois premiers termes de la fitra-

tion F ( W Q ( A ) ) , expliciter les trois premiers invariants. Pour ce faire, nous

allons utiliser de façon essentielle le résultat suivant
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THEOREME ([2] théorème 4.11) . "Suite exacte des douze". Soit A mi agneau hermi-
tien. On a une suite exacte à douze termes :

^^ eVi^-^n-l^111^ ^ e^ -^ e^)"/>. ° t^- -t. ^1-1 n e n - ' e n

nl l
r |n| r

-^(A) ^--^ ^n )̂ r-^n-i^ r-.,̂ ) s )̂
^e^ k^(A) =E^W2^ KjA)) et k^(A) = H2^1 (j/2^, K/A», l'action du ^rouDe
2/2^ sur le groupe K^(A) étant celle définie au début du paragraphe 2.

Remarquons que, si on pose c^ = r^ o c^ et ô' = d o y , on obtient
deu^ complexes (k^,ô^) et (k^) dont on notera F^et ^les ^roupes^'homologie.

Les groupes ^(g^tA)) sont les images successives dans W (A) du
système inductif suivant (où on note U (A) (resp. V ( A ) ) le grouper ( U ( A ) )
(resp- ^c^»» : p s p p e

e^n^)- e^n-l^)- -m^- -^n-^ - ^(n-l ̂  -

•••- Ap^^)- -c^p^^)- -eVi^- e^p^^-
...-> ^(A)-. ^(A)-. _,KH,(A)-. _^(A)-. ^KH^(A) -> ^W^A).

Les homomorphismes gKH^(A) --. ^U^(A) sont ceux intervenant dans laLlongue suite
exacte d'homotopie de la fibration

^U(A) ——> K(A) —. KH(A)

Les homomorphismes ^ U ^ ( A ) - ^ .̂ p.i (A) sont les homomorphismes composés

^-.e\-^- .^W

où les homomorphismes J^ (A) -^ gKH^ (A) sont ceux intervenant dans la
longue suite exacte d'homotopie de la fibration

^(A)—^ ^CEî(A) -. K(A) .

Puisque, quel que soit n ^ 1, le groupe D est isomorphe à W (A)
et que les premiers termes de sa filtration sont indépendants de n, pour alléger

les notations, nous noterons, en vertu des égalités (5 .1 .1) , F = F ( W ( A ) )

(5.2.1) Détermination de F^ . Considérons ^application r : W (A) -»k (A)
induite par l'application ^KH^A)—. K ^ A ) provenant du fondeur oubli.0
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( 3 . 2 . 1 . 1 ) PROPOSITION. L'homomorphisme i est égal à r ̂  F est le
e 0 h 0 —- 1

Le sous groupe F, de W /.(A) est l'image de l'homomorph-isme composé

noyau de r .0

-^1'^,(A)- Jo(A)^ ^p( e^

qui se factorise en

^(A)-^(A) • A)^

On a donc P., = Im (^W^A)-» ^Q^) —> ^(^(A))

Or cet hoDiomorphisnie est l'homomorphisme c,. de la suite exacte des douze, dont
l'image est le noyau de !-• On a donc la suite exacte

^A)
kç(A). Q

(5 .2 .1 .2) PROPOSITION. Si on appelle rang d'un A-module •pro.-jectif de type fini.

sa classe dans K (A), 1'invariant i „ est le rang modulo 2.

En effet, pour tout anneau A, on a k^(A) = K,.(A)/2K^(A) et l'homomor-

phisme KH (A )—^K (A), qui induit r,,, associe à la classe d'un-module ^quadrati-

que (M,q) la classe de M dans K^A). a

(5.2.2) Détermination de F . L'homomorphisme d : ¥ ' ( A ) — » k ' ( A ) de la suite

exacte des douze induit de manière évidente un homomorphisme

^ : ^(A)/lmv,. î ro".
( 5 . 2 . 2 . 1 ) PROPOSITION. L'homomorphisme i. est isomorphe à d _e^ F est

e 1
isomorphe au noyau de d .

Le sous-groupe F de t̂, (A) est l'image de l'homomorphisme composé

^KH^A) .^(AÎ-Jo^) ^KHy(A) ^o^)

qui se factorise en
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KH^(A) ————> _^ (A) - J^(A) ————> ^(A) ————> ^(A)

On a donc F^ = Im(_^(A)^ ^(A)-> g W ^ A ) ) Or 1'homomorphisme W (A)-^ ¥ ' ( A )

est 1'homomorphisme 0 de la suite exacte des douze dont l'image est égale au

noyau de d^ ; ^W'^A)-^ k '̂ (A). Puisque F est isomorphe à W'(A)/ Im y » un élé-

ment de ce groupe appartient à F s'il est dans l'image de l1homomorphisme composé
^1

_^(A)—> g^g(A) —» ^WQ(A)/Im YQ* Cette image est égale au noyau - N de l'homo-
morphisme d . On a donc le diagramme commutatif suivant

° — — ;2- ^ -> ^-1,1 - °

|SS >s _ ;
Ny v ^ %y

0 — — — , N - ^ ^^(A)/ImYo-.1 ^ 0

(5.2.5) Détermination de F-. L'homomorphisme r : W (A)-^1&(A) de la suite

exacte des douze induit un homomorphisme r : W (A)/Im 0'.—^ k (A) . D'autre

part, si on note Im k ' ( A ) l'image de k ' ( A ) dans W (A)/Im a via les homo-_____ •~e c. \
morphismes YQ e^ 3 ^ , 1'homomorphisme' r induit un homomorphisme

^ : (.A^^111^^11111'^^ ———> ]ÇCT/^(lmko(A))

(5.2.5.1) PROPOSITION. L'homomorphisme i? est isomorphe à î _ej_ F est iso-
morphe au noyau de r̂ .

2 A

Le sous groupe F de ^(A) est l'image de 1 ' homomorphisme composé

^(A) - ̂ (A) ̂  _^(A) -* ^U,(A) - ^Vo(A) -. m^ ^ ^Q(A)

qui se factorise en

^(A) - _^(A) ——> _^(A) ——> ^U,(A) - ^o(A) ̂  ̂ KHo(A) -. ^W^A)

\ / \ ' r . \ /
^(A) ———> ^W^(A) -L^ ^^(A)

On a donc ^ = Im (_^(A)-> _^ ( A) ̂  ^W ̂ ( A) -. ^ W ^ A ) )
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L'homomorphisme ^ ' (A)—> ^/-/A) est l'homomorphisme c de la suite exacte
—g t- ~"6 c ^

des douze dont l'image est le noyau de r- : W (A)—> k (A). Or Im (3 est iso-

morphe à W (A)/Im a : l'image de l'homomorphisme composé
c —®

W ^ A ) — ? ^ W (A) —> Im (3, est égale au noyau de l'homomorphisme

r ; W (A)/Im cy —^ k (A) , induit par r . Puisque F est isomorphe au quo-
C. ~6 f. \ C- C. CL. A

tient Im P^/Im P. n Im YQ> un élément de ce groupe appartient à F^ s'il est

dans l'image de l'homomorphisme composé

_^(A)-^ _^(A)-^ Im {^ -> Im (^/Im P^ n Im YO

D'après ce qui précède, cette image est égale au noyau N de l'homomorphisme r^

défini sur le quotient ( W (A)/Im a )/Im kîï^.) et induit par r^. On adonc le

diagramme commutatif suivant

0 ———>^ —————> ^ ————————————> E^^ — — — > 0

S ^
^ ^ ro

(_^(A)/Im ^ : •
^/ ^ r _.y

0 ———>N —————> (_^(A)/Im ^ )/Im k^——> k^(A)/r^(lm ko(A) ) a

4 - IDENTIFICATION DE ^ i , ^ i^, ^ î  DANS LE CAS D'UN CORPS

Soit F un corps commutatif, de caractéristique différente de 2, muni

de l'involution triviale, et soit e = 1 . (Dans la suite, nous ne mentionnerons

plus, dans les notations, le terme e , lorsqu-'il vaudra 1 ) .

(4 .1 ) Rappelons brièvement les définitions.des invar jaits classiques définis sur

W^F) (cf. [9] p. 76 et suivantes).

i) Le rang. C'est la dimension de l'espace vectoriel sous jacent.

ii) Le discriminant. Soit X = (M,q) un module quadratique de rang r. Le discri-

minant de X noté d(x), est l'élément (-1 ) r(>r"1 ; dét(x) Ç F^/F^2 (où dét (x)

est le déterminant de la matrice (q(e. ,e . ) ) .où (e.,...,e ) est une base de M).

Le discriminant ne dépend que de la classe de X dans ¥ (F) (le discriminant d'un

module hyperbolique est nul) ; il définit une application, encore notée d, de

W^(F) dans F /F 2. Si on note I l'idéal fondamental .de 'W (^^ constitué par

les classes de modules quadratiques de rang pair, on peut énoncer le théorème

.(4.1.1) THEOREME. ([9] théorème 5.2). Le discriminant définit un homomorphisme
•^ / *2 2d : I* -> F /F dont le noyau est I . ci
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iii) L'invariant .de Hasse-Witt : Soit cp un symbole défini sur F x F à

valeurs dans {±1}, c'est à dire une fonction bimultiplicative vérifiant

^(a, 1-a) = 1 , quel que soit a ^ 1 appartenant à F . Tout module quadratique

X = (M,q) admettant une décomposition orthogonale X = <û,> ©.. .© <oc >, on définit

1' invariant de Hasse H (x) de X, lié au symbole cp, par

H (X) = n cp(c. a )
• i<J J

Cet élément est indépendant du choix de la décomposition orthogonale, et deux

modules quadratiques ayant même rang et même classe dans W (F) ont des invariants

de Hasse .égaux. Soit w 6 I ; on choisit un module quadratique X = (M,q) dont la

classe dans ^ (F) soit égale à w, vérifiant

rang (x) == 0 module 8.

On définit l'invariant de Hasse-Witt de w lié au symbole cp, et noté h (w), par

.V^ ^cpW-

On peut énoncer le théorème»

(4.1.2) THEOREME ([9] théorème 5.8). Pour chaque symbole cp défini sur F x F

à valeurs dans {±1} , la restriction à 1 de la fonction de Hasse-Witt h est——————————— ———————————— —-——————————————————;— çp ——
un homomorphisme 1 -> {±1}. Un élément • w € I est annulé par chacun de ces homo-

•z
morphismes h , quel que soit cp, si et seulement si w € I . Q

(4.2) Nous allons montrer que les invariants i , i,, î  "coïncident" respective-

ment avec le rang module 2, le discriminant, l*invariant de Hasse-Witt. Pour cela

nous allons utiliser les explicitations de i , i,, i? données en (5.2.1) , (5.2.2),

(5.2.5). Remarquons que dans le oas dtuncorps commutatif muni de l'involution trivia-

le, les situations présentées dans ces trois paragraphes se simplifient considéra-

blement car lc'(F) = 0 et Im o?, = 0.

(4.2.1) THEOREME : L'invariant i est le rang modulo 2. Son noyau est I.

C'est bien clair, car le (F) = K (F)/2IL(F). û

(4.2.2) THEOREME : L'invariant i, est isomorphe au discriminant. Son noyau est I,

Puisque 'k'ÏF) est nul, d'après la proposition (5.2.2.1) l'invariant

î  est isomorphe à d^ , par c , où c est l;'.homomorphisme canonique

KI^(F)—^ K^(F) restreint à W^(F). Rappelons la définition de d (cf. [2]).
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L'homomorphisme A : V (F) -> K.(F), qui associe au triple (E, g.,g^) la classe
' A \ £.

dans K, (F) de 1'automorphisme g g~ , fait commuter le diagramme suivant

KE^F) I^(F)

_^(F) — — — > K ^ ( F ) ———> ^ K H ^ ( F )

Nous avons déjà observé (démonstration de la proposition(2.4)) que l'application
composée A o 6 est la multiplication par (1-t). En relevant les éléments de
W ' ( F ) dans V (F) et en leur appliquant A, on obtient un homomorphisme bien dé-

fini d de ¥ ' (? ) dans k ' ( P ) . Tout élément de KH (?) peut, en stabilisant,
s'écrire (E,g) - (ï^P11),!);) avec ^ = (° 1) (cf. [4] théorème 1.4). Cet élément
appartient à ¥ ' ( ? ) si E est isomorphe à H(P ), On peut donc écrire tout élé-

ment de W ' ( P ) sous la forme (l^F^g) - (îî(F ), i f r ) . Cet élément se relève dans

V (F) en (l^F^g,^) dont l'image dans K, (F) est dét(^)^~1g) == (-1 )11 det(g). En
posant r = 2n, on a (-1 )11 = (-1 ) ^J"1 ; et d (c'^X)) = d(x) où d(x) est le

discriminant défini en (4 .1) .
On en déduit donc que l'invariant i. est canoniquement isomorphe aui o

discriminant. D'après le théorème ( 4 . 1 . 1 ) son noyau est égal à 1 . o

Nous allons maintenant comparer l'invariant i à l'invariant de Hasse-
Witt. Examinons la construction faite en (5.2.5), Puisque k()'(F) et Im^o^ ) sont
nuls, le diagramme (5 .2 .5 .1 ) devient

-"> Pô -> E'4n-2,2

-> ^^(F) k^(F) = K^(F)/2K^(F)

L'invariant î  est donc défini sur I à valeurs dans k ( F ) .
'- ^ * * 2

Si îp est un symbole défini sur P x F à valeurs dans { ± 1 } , il
existe un unique homomorphisme cp ; k^(r) -> {±1} faisant commuter le diagramme
suivant

K ^ ( F ) x K ^ ( F ) K^(F) --> K^(F)/2K^(F) = k^(F)

dét x dét

-X- -i
F x F

r
-> {±1 }
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1'homomorphisme IL (F) x K. (F) —^—> K^(F) étant le cup-rpoduit. En effet,

d'après le théorème de Matsumoto (cf. [7])> tout symbole se factorise de manière

unique par K^(r) . Donc tout symbole d'ordre 2 se factorise de manière unique par

^(F).
L'invariant i "coïncide" avec l'invariant de Hasse-Witt de la façon

suivante.

(4.2.5) THEOREME : Soit cp un symbole défini sur F x F à valeurs dans {±1}.

Quel que soit X ç. I , on a l'égalité

cp o i^(x) = n (X).

^
Pour démontrer ce théorème, remarquons que I est engendré par les

-x-
D = <oP> + <o> + <P> + <1>, pour a et P parcourant F . Il suffit donc de

démontrer l'égalité des deux homomorphismes cp o i? et h sur les D g,

Calculons l'ex-pression de h (D o) . Nous devons considérer un modulecp a,p
quadratique de rang congru à 0 module 8, dont la classe dans W^(F) soit D^ g.

Considérons
D^ = <c^> + <o> + <P> + <1> + <1> + <-1> + <1> + <-1>.o^P

En utilisant les propriétés élémentaires des symboles, à savoir bimultiplicativité,

cp(a,1 ) = cp(l ,a) = 1 , cp(b,a) = cp(a,b)~1 , cp(-1 ,a) = cp(a,-1 ) = cp(a,a) (cf. •[?], [8"])

on trouve facilement :

hp(D^p) == H^(Ç^) = cp (Œ,p ) cp(a,a) c p ( P , P ) cp(-1 ,-1 :

La démonstration du théorème ( 4 . 2 . 5 ) comporte trois étapes.

i) On démontre le théorème pour F = ̂
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ii) En considérant l'anneau ^[^-] [t,u,t ,u~ ] on calcule l'expression

de ijD ) avec D = <tu> + <-t> + <ù> + <1>.
f. "C , U U y U

iii) On démontre le théorème dans le cas général.

(4.2.5.1) Démontrons le théorème (4.2.5) dans le cas où F est le corps locale.

Dans [8],Milnor a défini, pour un corps, des groupes de K-théorie, que

nous noterons K v F ) , et a montré que k?(F) qui est, par définition, le groupe

K2(F)/2 iC,(F), est isomorphe à 1 /I . Or pour un corps les groupes K/-,(F) et
M

Kp(r) coïncident. De plus, F étant un corps commutatif muni de l'involution tri-

viale, le groupe k (?) == ^{'2/2'S, K.(F)) est égal à K.(F)/2 K^F). On en
— 5 "̂

déduit donc que k^(F) est isomorphe à 1 /I .

Il est "bien connu que sur ^, il n'existe qu'un seul symbole cp non

trivial, à valeurs dans {±1} , qui est le symbole local cp(.,.) = (.,.)? (cf. [15] ) .

On en déduit que

i) k»(^?) est cyclique d'ordre 2, et donc aussi 1 /I

ii) II n'existe qu'un seul homomorphisme de Hasse-Witt h : I -> {+1} :

son noyau est donc égal à I (théorème (4 .1 .2) ) .

Or on sait que le rang, le discriminant est .'l'invariant de Hasse-Witt

caractérisent les modules quadratiques sur ^- (cf. [n]p. 168-170). Ceci implique
5 /que I est nul. On en déduit que

iii) I2 est cyclique d'ordre 2 (d'après i) )

iv) L'homomorphisme h est injectif (d'après ii))

L'homomorphisme h est donc un homomorphisme injectif de Z/227 dans lui-même :

C'est l'identité.

D'autre part, puisque l'homomorphisme r^ î .W (F)—^k^(F) est surjec-

tif (cf. C2]), l'homomorphisme i? l'e'st également. De plus, d'après i), l'homo-

morphisme cp est un isomorphisme. L'homomorphisme y o î  est donc surjectif

de Z/2Î7 dans lui-même ; c'est-1'identité ;
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On a donc démontré que, dans le cas F = ^ , les homomorphismes ç o i
et h sont égaux, ù

(4.2.5.2) Considérons l'anneau A = Z"[t,u,t~ ,u~ ], avec T = 'S^'} (afin que
2 soit inversible dans A), muni de l'invol-ution triviale. L'homomorphisme i

est à valeurs dans k^(A) qui est un sous groupe de k (A)/Im ô , les notations
étant celles introduites au début du paragraphe (5.2).

Nous allons utiliser le lemme suivant dont la démonstration est en
appendice.

LEMME : Le groupe K^(A) est engendré par les éléments (tJu), (t^t), (u<Ju)(-1 ̂ \\
(t^2), (2uu).

En notant [a u b] la diasse dans k (A)/Im ô. de (a <J b) € K.,(A),
a et b appartenant à A , on déduit du lemme précédent que k (A)/Im à est

engendré, en tant que Z/22-module, par [t ^ u], [t ^ t"|, [ u ^ > u ] , [-1 <^-1],
[t iu2], [2 ^»u], (à priori, certaines de ces dasses peuvent être nulles). En

T? '
notant, de manière générale, i?, l'homomorphisme i quand l'anneau de base est
R, on peut écrire

.A
î^(D^ ^) = x[t ^ u] + y[t ^ t] + z[u ^> u] + w[-1 ^ -1 ] + r[t ^ 2] + s[2 ̂  u]

Considérons l'homomorphisme d'anneaux

t '—————> 0' ^,p ç ^

Happelons que sur ^ il n'existe qu'un seul symbole non trivial à valeurs dans
{±1} qui est le symbole-local cp( . , . ) = ( . , . )^, et que cp est un isomorphisme.

Par fonctonalité nous avons

^^ t .u^^^^t .u)-^ 2 ^)

<? P.x.([a^b]) = cp(a,b) = (a,b)^

D'où

^
cp o î  (D^ g) = x(cy,P)^ + y(cy,Q-)^ + z(P,3)^ + w(-1 ,-1 )^ + ^o^)^ + s(2,P)^

Or d'après (4 .2 .5 .1) on sait que (en notation additive)
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cp o î D^) = hp(D^) = (a, 3)^ + (^ + (3,3)^ + (-1,-1 )^

On en déduit donc, dans Z/2Z', l'équation

x(^)^ 4- y(a,o^ + z(3,3), + w(-1,-l)^ +'r(c^ + s (2 ,P )^ = ' ( a , p ) ^ + (c^ ^

+ (3,P)^ + ( -1 , -1 )^

Nous allons calculer x,y,z,w,r,s en donnant à c. et 3 desvaleurs particulières.

Pour cela, nous allons utiliser le calcul explicite des valeurs du symbole local
(.,.)^ (cf. [ 15 ] p. 219 ) .

. c . = i , 3 = i =,^(_^_^ ^ (-1,-1)^ =^=i

. Q- = 5, P- 1 ^ [(-1 ,-1 )^ + r(5,2)^ = (-1 ,-t )^ ^ r = 0

. a = 1 , p = 5 = (̂.i ,_, )^ ^ ,(^5)^ , (_^ ^ _ ^ )^ =, , , o

. . = 1 , P = - 1 =.[(-1,-l)^-z(-i,.i)^(.^)^ (_^.i) ^^^

. . = - 1 , P = 1 ^C(-1,-l)^y(-1,-l)^(.l^)^(^) ]=.,^

. . = -1, 3 = - 1 =. [x(-1,-l), . (-1,-^ , (.^.i)^ , (.^.^^

= (-1 ,-1 )^ + (-1 ,-1 \ + (-1 ,-1 )^ + (-1 ,-1 )^ =. x = 1

Ce raisonnement prouve également que les classes [t ^ u], [t ^t], [u ^u],
[-1 ^-1] ne sont pas nulles dans k^(A)/Im ô . On a donc

M A
^ (Dt,u) = ^^-u] + Ct^t] + [u^u] + [-1 ^-1] Q

(4.2.5.5) Soit F u^ corps commutatif, de caractéristique différente de 2,

muni de l'involution triviale et soit cp un symbole défini sur ^ x F" \ valeurs
dans {±1} . Considérons l'homomorphisme d'anneaux

A = 2[-^] [t.u.t'^u"1] ——2——>p

t •————-————————> a a, p ç p
u *———————————> 3

Par fonctonalité on obtient

p^ ^t,^ = \3 » ^ ° P ^ ( [ a ^ b ] ) = c p ( a , b )

^ ° i^I)^P) - y o p^ î  (D^^)

En appliquant la relation (*), on en déduit que

— "F1

^ ° ̂  ^Œ^) =CP(Q /^) ^(a^) Cp(?,P) Cp( -1 , - t )
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dloù ^"^Vp^VVp)
ce qui achève la démonstration du théorème (4.2.5).o.

(4.2.4) COROLLAIRE : Le sous groupe F ^e. W (F), qui est le noyau de i , est
égal à I5.

Ceci est une conséquence immédiate de l'isomorphisme entre k (F) et
2 / 5 ^i /I démontré par Milnor dans [8]. o

(4.2.5) COROLLAIRE : Soit F un corps commutatif. de caractéristique différente
de 2, muni de l'involution triviale:.. Le noyau N de 1'homomorphime W (-F) -> k (F)
est isomorphe à I .

C'est une conséquence du corollaire précédent, D

(4.5) - Soit G un groupe abélien quelconque, et soit cp : F x F -» G un
symbole de Steinberg, c'est à dire une fonction bimultiplicative vérifiant
cp(x, 1-x) = 1 quel que soit x € F , x ^ 1. On supposera que cp est d'ordre 2.
Alors, d'après le théorème de Matsumoto (cf. [?]), il existe un unique homomorphis-
me .cp : k?(P) -> G- faisant commuter le diagramme suivant

K^ (F) x K^ (F) ——^——> K^(F) —————> k^(F)

dét x dét î cp

^ ̂  ̂ -/
F -x F ——————————————————-> Gîp

En particulier, considérons le cas où G est le groupe de Brauer de F, noté
Br ( F ) . Rappelons que le groupe de Brauer de F est le groupe des classes d'équiva-
lence de F-algèbres centrales simples de dimensions finies. Deux telles algèbres,
qui, d'après le théorème de Wedderburn sont du type îî̂  ( D ) , ̂  ( D ' ) où D et D'
sont deux corps (non nécessairement commutatifs) contenant F, sont dites équiva-
lentes si D et D' sont deux F-algèbres isomorphes. La loi de groupe sur Br(F) est
celle induite par le produit tensoriel de F-algèbres.

Considérons l'application' cp : F x F -> B r ( F ) , qui à tout ( a , b ) 6 F xF ,
associe la classe, notée c p ( a , b ) , dans Br(F) de l'algèbre de quaternions engendrée
sur F par a et b. On sait (cf. [7] p 144) que l'application cp ainsi définie
est un symbole de Steinberg d'ordre 2. On peut alors énoncer la proposition suivante:
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(4 .5.1) PROPOSITION ; Soit X 6 1 la classe d'un module quadratique (M,q). Alors

cp o ip(x), où cp est le symbole défini ci-dessus, est égal à la classe dans Br(F)

de l'algèbre de Clifford de (M,q).

Si on note 34(F) le groupe des classes d'algèbres de Clifford (cf. [10]

p. 106) , on sait que le fondeur qui, à un module quadratique (M,q), associe son

algèbre de Clifford Cl(M,q) induit un homomorphisme de groupes W (F) -> îi(P)

(cf. [10] théorème 2.8.4). Notons ^(F) le sous groupe de M(F) formé des

classes d'algèbre,1 de Clifford de modules quadratiques de rang pair. L*homomorphis-

me.précédent induit donc un homomorphisme f : 1 ->^ (F). De plus, il est facile de

voir que, si (M,q) est un module quadratique de rang pair, la classe dans Br(F)

de Cl(M,q) ne dépend que de sa classe dans ït (?). D'où une application

g : M (?) -> Br(r) qui n'est pas en général, un homomorphisme de groupes.

On déduit donc de ce qui précède que si X € Wo(F) est la classe d'un

module quadratique de rang pair (M,q), la classe dans Br(F) de Cl(M,q) est

l'image de X par l'application g o f : 1 -> Br(r).

(4.5.2) LEMME : La restruction à 1 de l'application g o f est un homomorphisme

de groupe 1 -» Br(P).

Soit X ê 1 . C'est la classe d'un module quadratique de rang pair et de

discriminant nul. Or le discriminant n'est autre que l'application composée

1 ^ M (?) -> Q(F) où Q(P) est le groupe des classes d'isomorphismes d'extensions

quadratiques de F. (Dans le cas d'un corps de caractéristique différente de 2,
•x- ^o

Q(F) s'identifie à F /P , ce qui est bien k'(F) si F est muni de l'involu-

tion triviale). On en déduit donc que f(x) appartient au noyau de ^o(^) -> Q(r).

Or on sait (cf. [10] théorème 2.8.6) que la restriction de g au noyau de

ït (F) -> Q(F) est un homomorphisme. D'où le lemme.û

D'après ce lemme, il suffit donc de prouver la proposition (4.5.1) pour

les générateurs D^ p = <^> + <^> + ̂ > + ̂ > ^ I2. On a déjà montré que

cp o i^(D^ p) = cp(a,p) cp(a,a) cp(M) ^(-1 »-1 )

Or on sait, d'après [1 ], que la classe dans Br(F) de l'algèbre (te Clifford Cl(M,q)

du module quadratique (M,q) = <^> + ... + <^>, est égale à

(n-t)(n-2) g^)
[Cl(M,q)] = n ( a , a ) n (-1 , a ) " ^ 2 ( - 1 ,-1 )

i<j J i

, , ,/„>) _ (n+1) n(n-l)(n-2) ^ ^ ) désigne la classe dans Br(F), de
avec e \ i i / — g » l , )
1«algèbre ce quaternons engendrée sur F par a^ et a^. Un calcul immédiat donne,

avec nos notations
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[Cl(D^ p) ] =cp(a,P) cp(a,a) cp(P,P) cp ( - t , -1 :

B'OÏL la proposition (4 .5 .1 ) . Q

APPENDICE

LEMME : Spit ^ l'anneau ^ [t,u,t~1 ,u'"1 ] avec ^= 2^]. Le groupe K^ ^)

est engendré par les éléments ( t ^ u ) , ( t ^ » t ) , ( u ^ > u ) , (-1^-1), ( t02) ,

(2 ^u).

Ce lemme résulte du théorème suivant :

THEOREME ([5] Corollaire 2.5o?) Soit A un anneau : l'élément t € ^[t,t~1]

définit {t} € K^(^[ t , t~ ]) et le produit par {t} induit une injection scindée

K ( A ) — ^ K , (A[t , t ]). Par conséquent, on a

K^(.A[t, t~1]) ^ K^(A) ©K^(A) © (?) .

On sait de plus (ce qui est le cas pour l'anneau ^') que si A est

noetherien régulier on a (?) = 0.

On va appliquer plusieurs fois de suite ce théorème pour calculer

Kj^' ), en écrivant T. = Z"[u,u~1] avec ^ = /[t,t~1].d. u, u u , u " C "C
On a K^(^ ^) ^ K^(^) C K^(^). De plus, on a K (^) w K^(T) © 1^(2') .

Or, K. (2^') est isomorphe à '3'* (éléments inversi'bles de Z'1 ) et a pour générateurs

-1 et 2. D'après le théorème ci-dessus, l'image dans K, (^ ' ) du générateur del "c
K (^ ') est t. Les générateurs de K.(^ ' ) sont donc -1,2,1. D'après le théorème,
0 1 "
l'injection K.(Z' ' )—> K^Ç'S1 ) envoie respectivement ces éléments sur

(-1 ^ u) = (u ̂  u) , (2 ^ u), (t ^ u). D'autre part, on a K (Z7 . ) ^ K ( Z ' ) © K (Z"),

De même que précédemment, les générateurs de K,(^'), qui sont -1 et 2, ont pour

images dans K?(Z") (donc dans K^(Z7' ) par l'inclusion canonique

K (^') -^ K^T. )) (-1 ^ t) = ( t^ t ) et (2^t) . De plus, on sait (cf. [7]) que
c. \t d. \i, U

le générateur de K./^') est (-1 <^-1 ). D'où le lemme. y
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