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FORMES QUADRATIQUES ET FORMES NON TRACIQUES SUR LES ESPACES
DE DIMENSION DENOMBRABLE

par

Herbert GROSS

INTRODUCTION

Pour point de départ de notre démarche, nous choisissons le théoréme

suivant démontré dans [2] :

Théortme 1. Soit E un espace vectoriel avec dim E =< NO et muni d'une forme
bilindaire alternde. Soient V et U des sous-treillis ortho-stables et complets du
treillis £(E) de tous les sous—espaces de E. Soit T : U » ¥ un isomorphisme de
treillis commutant & la formation + : £ » & d'espaces orthogonaux et préservant
les indices. Alors, pour que T soit induit par une isométrie de E, il suffit que
U vérifie les conditions suivantes :

(1) 1les éléments compacts et sup-irréductibles engendrent des filtres premiers,

(2) 1es é1éments compacts sont des suprema d'éléments sup-irréductibles.

Remarque 1. Par exemple, les treillis distributifs noethériens vérifient les
conditions (1) et (2). Je ne sais pas, s'il existent des sous-treillis VU de S(E)
vérifiant (1) et (2) sans &tre distributifs *), par contre, des treillis plus géné-
raux peuvent trés bien &tre modulaires et vérifier (1) et (2) sans 8tre distribu-

tifs : [1] en contient un exemple.

(*) Note (ajoutée le 11.7.78). C. Herrmarn a démontré que tous les treillis algé-
briques modulaires avec (1) et (2) sont distributifs (On a condition sufficient for
the distributivity of lattices of linear subspaces. A paraftre). Comme U est sous-
treillis complet du &(E) algébrique VU est algébrique. Donc U est distribu-
tif d'aprés Herrmann. En utilisant un ¥sultat dans P. Pudlak/J. Tgma, Yeast graphs
and fermentation of algebraic lattices, Coll., Math. Soc. J. Bolyai, 14 (1976),
Lattice Theory 301-342 ed. by A.P. Huhn/E.T. Schmidt, North-Holland Publ. Co. Ams—
terdam, on déduit méme que les sous—treillis complet de &(E) avec (1) et (2)

sont précisément les sous-treillis complétement distributifs.
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Souvent, dans les applications que nous avons en vue, ¥ est le sous-
treillis ortho-stable de &£(E) engendré par une famille finie F’l ,...,}3‘n de sous-
espaces de E (notation : U(F1,...,Fn)). On rencontre des treillis de type diffé-
rent chez les formes guadratiques en caractéristique demx. Voir 31.

Or, il est évident que les treillis 'l.r(F1 ,...,Fn), dans beaucoup de cas
intéressants, manqueront d'8tre dstributifs. En outre, il est clair que 1'on ne veut
pas se restreindre aux formes bilinéaires alternées. Dans cet exposé, on se propose
de montrer & l'aide d'exemples les progrés qui ont été faits au-deld du cas alterné
et distributif. Les méthodes sent exposées en détail dans [2] et [5]. Par contre,

les théorémes qu'on va discuter ne se trouvent ni dans [2], ni dans [5].

1. DECOMPOSITION DE WITT

On suppose que le corps (commutatif) de base k soit de caractéristique
deux et que [k:k2] < ®, Soit ¢ wune forme bilinéaire symétrique sur 1l'espace
vectoriel E, avec dim E =X _ Soit F un sous-espace totalement isotrope et or-
thogonalement clos de E (i.e. Fc FY, P! = F), Notons E*: = {x € E | 8(x,x) = 0}.
Evidemment, 1l'ensemble E* est un sous-espace de E avec dm(E/E*) S[k:k2] et
en plus un invariant orthogonal de E. Pour chaque sous—espace X de E qu'on se
propose de transformer, l'espace X¥: = XN E¥ va jouer un r8le considérable. Ceci
se voit déji en remarquant que pour toyte isométrie de E sur lui-m&me, le sous-—
espace E*L reste fixe point par point. (Si x € Bxl, y € B, alors &(Tx-x,y) =
#(Tx,y) ~ #(Tx,Ty) = &(Tx,y-Ty) = 0, car y-Ty € E¥; donc Tx - x = 0), le treillis

Y(F,E¥) se présente comme suit :
*dL ixl * : * )
‘Si nous supposons que E nFr c E, le treillis 7V(F,E ) se présente somme

suit :



Formes quadratiques et formes non tracigues 57

*\ 1L
(FHE")

wdL
E Fig. 1

(F* =Fer)
) Ixlxd
i

(o)

Dans le cas, ou @& s'avdre tracé (ceci signifie que ¢ est alterné, dans notre cas

bilinéaire), F posséde une décompositionde Witt, i.e. il existe un autre sous-espace
totale!nen‘t isotrope F' avec FN F! =‘(0) et tel que F ® F' possdéde, dans E,
un supplément orthogonal, E = (F & F!) égE;. Si & n'est pas alterné, une telle
décomposition n'existe pas, engénéral. On tire immédiatemment les deux conditions
nécessaires suivantes.

(3) FL+ E¥ = E

(4) F o+ Exd = (FLn EX)*

Ces conditions, sont elles suffisantes pour l'existence d'une décomposition de Witt
pour F ? Sous les conditions supplémentaires (3) et (4), le treillis se présente
comme suit :

B n Pour obtenir une illustration aussi simplé que

possible de nos réflexions, nous supposons en

plus, pour le moment, que le cpvps soit parfait.

D'ol dim(E/E*) =1, Nous pouvons douc distin-
E*i guer les trois cas suivants :

ExL = (0), ExL ¢ B*, (0) £ E*¥* c EX,
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Du diagramme précédent, on tire sans peine les diagrammes

‘ E]\oF‘L
E*'\' =(O): . Fig.3

\o\ E*J'
*L * . N .
E < E, donc E=E¥PE* L Fig.4
%
B Q F E T o)
¥ [

(o) # E*! < E* Fig.5

F
(o)
Dans cette situation nous prétendons que ks conditions (3) et (4) sont
aussi satisfaisantes pour l'existence d'une décomposition de Witt.

Si 1'on a deux sous-treillis VU, U d'un des trois types et si T : U ¥
est un isomorphisme de treillis conservant les indices, tel que F i F, alors T
est induit d'une isométrié sur E. Car on initie la construction par récurrence en
transformant, dans les ler et 3%me cas, un supplément {de dimension 1) de Flx
dans F* sur un supplément correspondant de Fi* dans F'L, resp., dans.le 2me cas
en transformant E*L -5 E¥L par 1'identité. La suite de la construction par récur-
rence de T se passe dans E¥ ; on peut l'effectuer comme dans le cas alterné.

Le méme schéma d'argumentation s'applique aux corps non parfaits. Il n'est
s o= {8(x,x) | x €%})

car c'est une conséquence de (3). Pour les applications il est souvent avantageux

méme pas nécessaire de supposer que ||F“‘|| = HFLH (notons ||X

de remplacer un isomorphisme de treillis préservant les indices
T w(P,E*) o U(F,E*)
dans le cas de Fig. 2 par les conditions explicites
(5) dinF = dinF , dimPie/(P+E*Y*)= dinFi*/(Frpelx)
En somme on a le résultat suivant
Théoreme 2. Soient char(k) = 2, [k:k?] <o, : ExE~k symétrique et
dim E = }Co. Soient F et F des sous-espaces totalement isotropes et orthogonalement
clos de E et satisfaisant aux conditions (3) et (4). Pour qu'il existe une isomé-

trie T:E > E avec TF = F il est nécessaire et suffisant que (5) soit satisfait,

i.e. que les indices correspondants de VU(F,E*) et VU(F,E*) soient égaux.

La preuve est la suivante., F C E¥, d'ot F L E¥L, Donc E = C & ¢4
avec rad(E*L)® ¢ = B¥l et Fc cL, Comme F N rad B¢ = (0), pour rad E¥Lc ¢¥
. i
il existe un sous-espace X avec C+= (rad Ex:1 @ X) & E et avec FcC E.E =

A L
E ® (rad XL ® X) & C. A cause de E* L rad E¥L @ ¢, il s'en suit que
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E¥C B+ rad BXL, donc E* = E: + rad B¥L , B ¥LL = B . Dlow Fhn ExxL =
FJ'ﬂEOEB rad B¥L® ¢ et FL = (FLn E*i*l) ® X, mutatis mutandis par rapport a F.
Aprés tout, 3 cause de 1'égalité |[F|| = |IF|l, X peut 8tm changé (modulo F+n Exlxl
(voir Fig. 2.)) de sorte que “XH = ||)-(
(modulo rad E*L), Posons W= (rad E¥Lg X) @ C, V_JO: = (rad E¥+@ X) @ T. D'autre
part rad E¥L® ¢ = E¥L = rad E¥L® T, On peut changer donc C dans Wo de sorte

que C = C. Pour cela, il Bt de nouveau changer X. Conserve-t-on ||X” = ”}-{H ?

. Pour cela, il faut également changer C

De toute fagon, on a une isométrie X, = Wo et ¢ =0, "|x]| £ [Kl" conduit immé-

diatement & une ®ntradiction, car X,X L C et C est anisotrope. Donc HX” = ||}-(-
Si en outre, |x|| = |||, alors x-%X € E* n FL, donc ¥(x,r) £ 0, ssi &(X,r) £ 0

pour tout r € rad E*L . En d'autres mots : si nous décomposons, rad E¥L & X =

1%
n - -
b =
& k(ri,xi), alors on a ||X1H ”Xi
peut étendre 1'application identique sur 1'espace E*L = rad E¥:® C en une isomé-

l§1J‘ k(ri,xi), rad BxL © % = . Pour cela, on
trie To : WO -»Wo. Le triplet (TO,WO,WO) remplit les quatre conditions dans
PRINCIPLE I dans [57, et To peut donc s'étendre & une isométrie T:E - E avec

TF = F. Q.E.D.

Corollaire 1. (Décomposition de Witt) Supposons le k-espace (E,%) comme dans
le Théordme 2, et soit F un sous-espace de E orthogonalement fermé et totalement
isotrope. Pour que E ait une décomposition de Witt par rapport & F, il fant et

il ‘suffit que les conditions (3) et (4) soient remplies.

Démonstration. Nous construisons un e space (E,¥) isométrique & (E,%) et dans E
un sous-espace F orthogonalement fermé et totalement isotrope tel que E posside
une décomposition de Witt par rapport & F et telque (5) soit remplie. Alors, on
peut citer le Théoréme 2 et la preuve est compléte.

Comme F = F*:, il existe une décomposition E = (ror') $ Eo’ ou
F'= k(fi)J, F = k(fi)J
ne sont pas nécessairement hyperboliques. Sur le vectoriel E = E, nous définissons

et FO®F' est somme orthogonale des plans k(fi,f]!_) qui

une autre forme ¢ comme suit : Sur F @ Eo’ ¥ cotncide avec ¢, de méme, on pose’
¥(x,f') = #(x,f') pour tout x € F $EO et pour tout f' € F' ; par contre,

doit disparaitre sur F'. Evidemment, (E,¥) est décomposé & la Witt pour F. Pour

mieux répérer les espaces dans (E,%), on parle de F_‘,F", FL ete. D'apres (3), on

a [Ell = P4l = [IFY] = [Ell. pe (3) on tire B*L = E* + B¥n Fh=B* + F + B N EXY,
donc d'abord |[E¥Y| = ”Eo N ExW|, & cause de (4), on a P + B*L =

*L i* B 1 *lp L
F+E By, done E N E¥L= (P + Fr4Exd)L o (F4p'4E Y - E NE o =

o o o o o

*L L *L L
— %1l

E0 Eo Eo . Donc HE*“” = ”Eo Eo Eo” = HE * I . Pour obtenir 1'isométrie
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(,2) = (E,¥) d'apreés [4] Théordme 2, on a besoin de l'isométr%g_entre les espaces
de dimension finie E*+ et Exl | D'apii? (4), F+E*L = P + EO Eo e;l F N EXL =
(0), a'aprés (3), donc F®E*L=F®E "o, d'ow dim B*L = din B, o .

Soient Eo*L = Ro 5] CO et E¥XL =R ®C, ob Ro’R sont les radicaux. Co et C

sont anisotropes. Donc forcément C e CO. Donc aussi dim RO = dim R et donc
* L

Exl o Eo © e Exl | Ceci termine la preuve de 1'isométrie (E,?) = (E,3).
I1 nous reste & vérifier (5) : dim Fx/(F+E*xix) = din(F+B ¥) (PemxL)* =
*1 *{

. * Eo * o .
dlm(F+E0 )/(F+EO ) = dim EO*/EO ;5 la dimension dépend donc uniquement de
1'espace Eo' Elle cofncide donc avec la dimension correspondante de F. Ceci com—

plete la démonstration du corollaire.

Remarque 2. D'autre part, on peut sans peine déduire le Théordme 2 du Corollaire.
Des prémisses du théordme 2, on obtient d'abord les décompositions de Witt

B= (@) @5, B-(FOF) S5, aton en particulier [E || = 2] - IE | =
HEO*JL” = HE*lL” = Hﬁo*lL” , EO*J-= E*l = EO*J~. Si 1'on sait en plus que

in B = din EO, du Théortme 2 dams [4], on déduit 1'isométrie E_o Eo. or le

treillis U(E*) se présente comme suit :

q
Fig.6 prld

dim B*L |, p = dimradz®, r = earallgrtt||

E * %l p+a

card|Ell , s = dimE*/radE*

p r+p+q

Si 1'on applique (5) & E  en lieu de E, on a affaire avec la dimension s, s = s.
Donc dim Eo = (r+p+q)+p+s = dim Eo' Donc, d'aprés [47, Théordime 2, E0 = EO .
Finalement, on a une isométrie apparente T : E » E avec TF = F. Q.E.D.

Remargue 3. De (3), on déduit (3') F n E*L = (0). Par contre, de (3') et (4), on
ne conclut pas (3). (3') et (4) implique seulement E = E¥L4+ F (c'est d'ailleurs
trés plausible si 1'on regarde le diagramme 1). Il faut signaler qu'on a la possi-

bilité de remplacer (3) par une condition apparemment plus arithmétique, c'est &

dire
(6) o1 = [
Car d'aprds (6), pour tout f' € F', il existe un x € FY avec ”f'“ = ”x” ; donc

£f1 = (f'=x)+x € B* + P~ , donc EcC E* + P,

Corollaire 2. Supposons le k-espace (E,%) comme dans le Théordme 2, et soit T
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un sous espace de dimension finie et totalement isotrope. Si E* est dense

(E*’-L = E), alors F admet toujours une décomposition de Witt de E. Par contre,

si BE* est fermé (E*L = E*), alors F admet une décomposition de Witt si-et seu-
lement si F N E¥! = (0).

Démonstration. Si X est dense et si- dim F < oo, alors on a toujours (F"'n X)‘L =
F et rl + X est soit dense, soit fermé. Donc si E* est dense, (3) et (4) sont
toujours remplies. Par contre, si E¥ = ExL | alors vu que F + xt - (FPtn X"’L)'L
(4) est remplie et (3) est équivalent & (3') F n ExL= (0).

’

2. Sous—espaces totalement isotropes (cas général)

Maintenant, nous considérons le cas général d'un sous-espace totalement
isotrope F de E avec E¥& pixl — B* of Fll= F. On suppose toujours dim(E/E*)<® .

En scindant un supplément orthogonal de Exd x  gans E- , on peut supposer

(1) ExL = gpxlx

De plus, on peut décomposer E = ((rn E*-\-*) ®p) é E1. Comme plus tard,

nous aurons besoin de supposer
(8) Fn E*L = Fn el

on peut. de mdme supposer P isométrique & P dans cette décomposition, de sorte

que 1l'on peut donc supposer
(9) Fn et = (0).

Le treillis 'Lr(F,E*) prend la forme simple suivante dans le cas (7) et (9) :

Fig. 7
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Supposons maintenant donnés deux sous-espaces F,F de E avec des
treillis isomorphes,
(10) T W(F,E*) - U(F,E¥) (préservation des indices)

On essaye alors d'initier uneconstruction par récurrence d'une isométrie T : E - E
avec TF = F par la donnée d'une isométrie L Wo > V_\To o W_ est construit
o

de la maniére suivante :

, 51
(1) Vo= & 54
ou z . ez ix Lyll
S1 est un supplémentaire linéaire de F dans F
S2 " n n " n Fl*_l_l_ dans F.l n E*”‘
(1 2) S3 " " " " " PN ExY gans P
34 " " " " " E¥ + (F‘Lﬁ E*.lL) dans E*L
85 " " " " n ExL 4 Pl Qgans E.

De fagon analogue on construit Wo’ et To est supposé appliquer les Si

sur §i (1 <i= 5). Pour déterminer de tels Si’ il faut en bus cas supposer que

(13) et * i)l = F ], Jotn Bxd |l = [IF2n e, (05 = (7Y

par (13), on a alors || = HXTH pour tout X € U(F,E¥). On observe d'ailleurs que

X~ HX” est un isomorphisme du treillis VU(F,E¥) dans le treillis &( k) du

2
k
k2—vertoriel k. La condition (13) est équivalente & la commutation de 1'isomorphis—
me (10) & X ”X

Or, on peut choisir des suppléments provisoires Si’ §i de s orte que,

pour tout i, les espaces Si' §i soient engendrés par des bases orthogonalesu.
congrues, Pour i =2, on modifie les vecteurs de bases modulo F+* (resp. F )
1'un aprés l'autre tel que, & la fin, la réunion de toutes les 5 bases modifiées
des Si forme un systéme orthogonal, de m8me la réunion des bases modifiées des
§i' Ceci-est possible car HN (FL*)+ = (0) pour tout H de dimension finie et
ayant que O en commun avec F L%, Maintenant, il est clair qu'un TO : Wo -»WO
existe. En plus, toutes les conditions de PRINCIPLE I dans [4] sont remplies, d'ou
la possibilité d'étendre To 3 une isométrie T : E »E avec TF =F,

On a donc le
Théoréme 3. Soient char(k) = 2, [k:k2] < ¢ : EXE->k symétrique et non
dégénérée, dim E € NO F et F soient des sows -espaces totalement isotropes.de E
avec Fri- F, FLL= F et E*l-L n Ptk y Exlln F‘L*‘L des espaces traciques.

Pour qu'il existe une isométrie T : E~»E avec TF =F il faut et il suffit que
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(8) et (10) et (13) soient vraies.

Une discussion élémentaire & 1'aide du Théoréme 2 dans [4] donne le
Corollaire. On suppose que E vérifie les conditions de Théortme 3. Si le groupe
orthogonal opére transitivement sur les sous-espaces totalement isotropes de mémes
indices (nombres cardinaux définis par U(F,E¥)), alors E = E¥ @ E¥L of
dim E*d <1, (Sur ces espaces, le groupe orthogonal opére évidemment de la manidre

indiquée.)

3. Exemple d'un cas non distributif

Dans cet exemple, on suppose B nondégénéré, alterné, de dimension RO.

Soient F1,F2 des sous-espaces denses de E, F{L = (0) = FéL , avec intersection
de dimension finie. En général, U(F1,F2) a 19 éléments et n'est pas distributif.

B

Fig.8

G

On sait que dans les treillis modulaires non distributifs, le sous-

treillis W = <§> apparait. D'autre part la condition "dim F1 n F2 <o implique

que dans notre exemple les dimensions de quotients d'éléments adjacents de W

- indices de W - soient finies. Dans les exemples 1 et 2 les treillis étaient
. ¢ - 2
bien sfir distributifs, mais la forme n'était pas tracées La condition "[k;k~ ] <o

fait que la "partie non-alternée" d'éléments X du treillis, c'est & dire 1'indice
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dim(X/X*), était toujours finie (au plus [k:kzj). Donc, dans uncertain sens, dans
tous nos exemple, on est encore assez proche de la situation du Théordéme 1. En fait,
on peut appliquer les méthodes de récurrence qui sont au fond du Théoreme 1 & toute
une classe de tels cas ([5], Principles I et II). Appliquées & 1l'exemple présent,

on tire le résultat suivant :

Théoréme 4. Parmi tous les couples "presque disjoints" de sous-espaces denses
F1,F2 d'un espace alterné de dimension RO, ceux d'une orbite déterminée (sous le

groupe orthogonal) sont caractérisés par les indices du treillis U(F1,F2).

4. Le théoréme de Witt dans les vectoriels de dimension finie

Pour terminer, nous considérons le cas d'un vectoriel E de dimension
finie muni d'une forme bilinéaire ¢ non-dégénérée et d'un sous-vectoriel F ar-
bitraire. Il s'avere que le point de vue des treillis s'applique fort bien ici

(Théortmes 6 et 7). Nous posons toujours X*: = X N E¥, X é&tant un sous-espace de

E. Soit R : = P N F. On peut décomposer
i n
(14) E=(R®R')6FO®F1,oh F:R@E;,F1=R®F1
R' peut &tre choisi totalement isotrope, ssi [P+ = ||E||l. En général, le type

d'isométrie de R' est comme suit :

(15) R' = R" & R"', R" totalement isotrope, R"™ anisotrope,
e ||+ lleer = el

Le supplément HR"'H de HF+F*H dans le kz—vectoriel “E” peut &tre choisi arbi-
trairement.
D'aprds Théoreme 2 dans [4], les types d'isométrie Eo' §1 des espaces

F ,F, sont déterminés par |[F|| et par le type d'isométrie de F¥L N F resp. par
P et par le type d'isométrie de Fi*ln FL . Done, ﬁo, 51 sont fixés par les
entités suivantes

f: = din F, %: = |[F], R, oi A®rad(F*in F) = LN P
(16) r: = dimF n F*

f':= dim FL, 3': = |FY], A ou A' @ rad(Flxin pU_pt*tapl

Les nombres naturels r,f,f!, les sous-espaces &, &' du k2—vectoriel ]l et
les types d'isométrie des espaces "rigides" A,A' sont naturellement des invariants
de 1' orbite de F sous le groupe orthogonal de E ; entre eux on a les relations

suivantes
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0Sf=<dimE, OS<f'=SdimE, f + f'=dinE
0 Sr<nin {f, + din E}
sc Ell, %' c [B] (sous-espaces)

(17) dim 2 < for, din, ¥ S f'or, din (Iell/3+31) < r
K I

A € A est un k-vectoriel avec forme symétrige, anisotrope, et ||| ¢ F,

dimk2 s_dimk A< (f-r) - dimk23, dim A= f-r (moa 2)

A' € A' est un k-vectoriel avec forme symétrique, anisotrope et HA'[t 3,

dimk?i' - dim_A' < (£'-r)-din S'y dim A' = fler (moa 2)
s

Théoréme 5. Soit char(k) =2 et soit E un k-vectoriel muni d'une forme bili-

néaire symétrique non-dégénérée. Soit F un sous-espace de E. Les invariants or-
thogonaux introduits dans (16) de 1'orbite dans 1'ensemble des sous~espaces de E,
caractérisent 1'orbite (Par eux et par “EH on connalt aussi le type d'isométrie

de E). (17) sont les seules conditions, auxquelles le choix de tels invariants

est soumis.

Preuve. D'aprds (15), le type d'isométrie de R @ R' dans (14) peut &tre choisi
de sorte qu'il colncide avec le type correspondant dans une décomposition pour le
sous—espace T avec ||l =& et [[FY = 3'. Mais les types d'isométrie de PR
sont déterminés par les entités (16) d'aprds Théordme 2 dans [4]. En particulier,
le type d'isométrie de (R @ R')L est déterminé. Par suite, si les entités (16)
pour les sous-espaces F,F cofncident, il y a une isométrie T:E - E, avec
TR = R, TF = Fo. On a donc démontré la premidre partie du théoréme.

Inversement, on se donneleS objets déterminants r,f,f' €N, des sous-
espaces lindaires &,3' du k2-vectorie1 k et des types d'isométrie Z,A', véri-

fiant les conditiomns (17).

1% D'abord nous choisissons des scalaires 01,...,03 € k¥ qui forment une base

(arbitraire) d'un supplément linéaire (qualconque) de F4+F' dans le k2—vectoriel

”EH s s <r, Soit Q 1la somme orthogonale externe des plans hyperboliques
_ ' o 1 . < _ Ve (001
Pi = k(ri’ri) o (1 O) (s<i<r) etdes s plans Pj k(rj,rj) (1 o,)

i
(3 =1,404,5). Soit R 1'espace engendré par les ri,rj.

2. Soit B1""’Bp € kX une base (arbitraire) d'un supplément (quelconque) de
llall dans F. On'a donc O < p < min {dim 23, f-r—-dim 23} et en plus b: = (f-r) -
dimA - 2p non négatif et pair. Nous déf%nissons Fok par la somme orthogonale

externe de + b plans hyperboliques et de p plans Ei o (? ; ) et d'un espace

R i
A € A. D'une manidre tout & fait analogue & Fo’ on construit F1. La somme
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extérieure Q é;FO & F1 est non-dégénérée et le sous~espace F : =R & Fo a les
invariants requis. Cela termine la démonstration du théoréme.

La situation devient particulidrement simple, si [k:kz] =2 car alors
les formes anisotropes sont particulidrement facile & classifier. (Pour le cas
[k:kz] = 2 nous renvoyons & [47). Pour 1'illustration on va discuter le cas d'un
corps parfait.

Evidemment, il suffit, et il est plus clair, d'énumérer les couples (F,E)
irréductibles. Nous disons qu'un coupke (F,E) est réductible si E est somme
orthogonale E = E1 é'Ez, E1 # (o) % E2, telle que E¥* = E1* [ Ez* et que
F=FnN E1 +FN E2. Les invariants notés dans (16) et (17) sont additifs pour les
couples réductibles d'un couple (F,E). Il est clair qu'il existe toujours des
décompositions d'un couple (F,E) en une somme de couples irréductibles. Ces décompo

sitions ne sont pas unique 3 isométrie prés en général (prendre par exemple les

espaces anisotropes de dimension finie > 1) C'est 14 un phénoméne intrinsdque en
caractéristique 2.
si |[Ell = (0) et si (F,E) est irréductible, alors E est trivialement

un plan hyperbolique et dim F = 0,1 ou 2, On se limitera donc aux cas non tracés.

el = 1 =
3 3 | a Atz |f £ E | F
|k <> <> o [ 1 e(e,e(5 1) (£)
(0 <> | o |2 | 1 |[lr,e)m(e)(§ de<r> (r)@(r'+2) ﬂ
<i> |(0) | o |1 2 |k(r,r")@(e) (r'+2)
(0) |(0) o |2 2 |k(r,r')ek(e,f) (r)®(r'+f)
k (0) <> [(0) | o |1 .| © <r> F=E
o |o 0o |2 0 k(e,) F=E
rz) k |(0) |<i> | o o 1 <> (o)
(0) {(0) | o |o 2 | k(e,f) (o)
(0) | (0)|(0) [(0)" | 1+ |1 1| k(e,f) (e)




Formes quadratiques et formes non traciques 67

I1 est clair que nous pouvons exprimer tous les invariants du tableau
précédent par les indices dans le treillis U(F,E¥). De ce fait découle le théord-
me 6. Mais remarquons d'abord que ces treillis ne sont pas, en gnéral, distributifs.
Par exemple, si E*L¢ B¥, F ¢ EX, PL1¢ E*, rad F* £ rad F (2%me ligne dans la
liste en cas que (F,E) est irré%gqtible) le treillis U(F,E*) prend la forme

Fig.9

Théordme 6. (DE SIMPLIFICATION) Soit k parfait et soit E un k-vectoriel de
dimension finie, muni d'une forme bilindaire symétrique (non nécessairement tracée).
Soient F,F des sous-espaces de E. Pour qu'il existe une isométrie T:E - E avec
TF = F il faut et il suffit qu'il existe un isomorphisme de treillis

T : V(F,B*%) » V(F,E*) qui respecte * et L et qui applique F dans F.

On laisse au lecteur le soin de démontrer le théordme d'extension.suivant:

Théoreme 7. ("WITT") Soient k,F,F, E comme dans lethéordme 6. Soit TO:E - E
une isométrie domnée. Pour que ‘1‘o s'étende & une isométrie de E entier, il faut
et il suffit que les deux conditions suivantes aient lieu : (1) TO induit 1l'iden-
tité sur E*Ln E*Nn P, (2) il existe au moins une isomorphie T : U(F,E*) - V(F,E¥)
de treillis, compatible avec les opérations * et L, qui prolonge 1'application
FwF,

Remarque 4. Ce dernier théordme se réduit immédiatement & 1'énoncé bien connu du
théortme de Witt si la forme est tracée. Enfait, si E = E*, la condition (1)
devient triviale ; en outre, U(F,E¥) se réduit & {(o),F N FY, F,F+, F+F4, E},
Comme To est une isométrie, tous les indices de VU(F,E¥) sont trivialement égaux
aux indices correspondants dans v(F,E¥) et 1'application Fe F s'étend évidem-
ment & une isomorphie de treillis V(F,E*) - U(F,E*). Le"contre-exemple" souvent
cité <> + <> =P +<a> (0 £« €k et P un plan hyperbolique) viole la

condition naturelle (2) du théoréme précédent.
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