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Col. sur les Formes Quadratiques (1 9 7 7 , Montpellier)
Bull. Soc. Math. France
Mémoire 5 9 , 1 9 7 9 , p. 55-55

SUR LES n-APPLICATIONS

par

(-x.)
Miguel FERRERO / et Artibano MICALI

Dans cet article, tout anneau est commutatif à élément unité, tout module

est unitaire et tout morphisme d'anneaux envoie l'élément unité sur l'élément unité,

1 . Définitions et exemples

Soient A un anneau, M et N deux A-modules, f : M -> N une application

et n ̂  1 un nombre entier. On dira que f est une n—application si les conditions

suivantes sont vérifiées (cf. [5]) : (n-A ) pour tout a dans A et tout x dans

M, f(a x) = a f(x) ; (n-A ) si M désigne la somme directe de n copies de M,

l'application cp : M11 ^ N définie par cp(x ,...,x ) = S (-l^^x. +...
n 1^L.<...<i ^h ^

p
...+x. ) pour x ,...,x parcourant M, est multilineaire.

On remarquera que cp est nécessairement symétrique. On dira que cp est

1'application n-linéaire symétrique associée à f.

Il est clair qu'une 2—application est une application quadratique et qu'

une 1-application est une application linéaire. Si f : M -^ A est une n-applica-

tion, on dira que f est une n-forme et que cp : M -> A est de la forme n-linéai-

re symétrique associée à f,

Etant donnée une n-application f, l'application n-linéaire symétrique

associée à f est univoquement déterminée par f. Par contre, deux n-applications .

différentes peuvent fournir la même application n-linéaire symétrique associée (cf.

exemple 7.5).

Lemme 1 . 1 . Si cp : M -> N est une application n-linéaire, on a, Zî ( -1)
, 1^i.<...<i <n

cpCx^ +...+x^ ,...,x ̂ ...+^ ) = S cp(x^^,...,x^^), quels que soient les
' P 1 P at^

éléments x. .êM (i,j=1,...,n). En particulier, si X.CM (i=1,...,n), on a

E 1J (-D'-PCPÎX +...+X ,...,X 4-...+X )'= S Cp(x ,.,...,X,.).

1<i.,<...<i <h ^ \ ^ \ oê^ o u / w

(^) Travail réalisé avec l'aide partielle du CNP , Processo n° 22221151 /77 , BRESIL

Lors c;e 1 . réalisation de la première partie de cet article, il a séjourné à l'U-
niversité de Campinas (UNICAMP). Son séjour a été pris encharge par la FINEP.
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En effet, E (-1 ^"P cp(x, . +...+x. ,...,x . +...+x ) =
1^<...<i^i '^ ^p l̂ ^p

S (-1 )11 p S cp(x . ,...,x . ) et on peut voir que si
1<^<...<^<n j^{i^...,i^} "^ - n^

{j-1 » • • •>J^ } c {l,...,n^ le terme cp(x . ,...,x . ) figure dans la somme ci-dessus

0 fois, d'où. le résultat énoncé. Notons ici que .̂ désigne le groupe symétrique.

Corollaire 1 .2. Si n! est inversiple dans A _ej^ cp : M11 -> N est une applica-

tion n-linéaire symétrique, il existe une unique n •'application f : M -> N telle que

cp est son application n-linéaire symétrique associée.

En effet, il suffit de définir f par f(x) = — cp(x,... ,x) pour tout

x dans M. L'unicité de f résulte de la remarque 1 . 4 et pour ce faire, nous-

avons "besoin du lemme suivant :
n _ n

Lemme 1 .3. Pour tout entier n ̂  1 , on a n! = S, (-1 ^"P ( ) p11.
———————————— ———— P=1 oo P

En effet, considérons la série formelle e = S •— ̂  ç %[[!]]. Le
m=o

coefficient de t11 dans (l-e^ = ̂  (-1 )P (^ e^ (-1 )P J^ ^ ̂  =

= ml ̂  (plo (-1)p 0 pm) tm est ^ P& (-1 ) p 0 pn- Dtautre part- le coeffi-
cient de t11 dsms (l-e^11 = (-1 )11 t" (^ ̂  t"1-1 )11 est (-1 )", d'où le résul-
tat énoncé.

Remarque 1 .4« Soit f : M -> N une n-application et îp î M -> N l'application

n-linéaire symétrique associée à f. Pour tout x € M on a, c p ( x , x , « . . , x ) = ' >

= (p| (-D^ (^ P11) f(x) =n! f(x).

Alors, si f et f sont deux n-applications de M dans N, si cp et cp'

sont les applications associées à f et f respectivement et si cp=cp' on a,

n!f(x) = n!f '(x) pour tout x ê M. Donc, si l'homothétie définie par n! dans N

est injective, f = f.

Proposition 1 .5. Soient f : M •-> N une n-application, cp : M -> N l'application

n-linéaire symétrique associée à f _e_fc, f : M11'1' -> N l'application définie par

^(x ,x ) = E (-l)^1-? f(x. +...+x. ). Alors ^ = 0.
n+ 1<^<...<L î+1 ^ ^

En effet, il suffit de remarquer que pour tout élément (x.,...,x „ )
n+1 n+1

dans M , on a, i|r(x^ ,... ,x^ ) = cp<x^ ,... ,x^ , x^+x^^ ) - cp(x^ ,... ,x^ ,x^) -

-cp(x^...,x^,x^) = 0.

Exemple 1 . 6 . Si M est un A-module, l'application f : M -^ M définie par

f(x) = x est une n-application. En effet, si cp : M11 -> M est l'application
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définie par cp(x ...,x ) = E (-1 ̂  (x. +...+X. V^, d'après le
n 1<^<...<i<n ^ ^

lemme 1 . 1 on a cp(x ,...,x ) = 2 x / N <8.. .0 x / N et il est clair maintenant

—n
que cp est n-linéaire. De même, l'application s : M -> S (M) définie par s (x) =

x est une n-application et son application n-lluéaire symétrique associée est

l'application cp : M11 -s. S (M) donnée par cp (x ,...,x ) = n! x V...V x , où

l'on note S (M) la n-ième puissance symétrique de M et par V le produit symétri-

que .
m

Exemple 1.7. Soit F(X ,...,X ) = E y. .X. ... X. un polynôme ho-
• m i^,...,i^=1 ^•••^n^ \

mogène de degré n en les indéterminées X,,...,X et à coefficients dans un A-1 m
module N. Si {e,,...,e } est une "base d'un A-module libre M, l'application

' ID- m
f : M ^N définie par f(.E. a.e.) = F(a ,...,a ) est une n-application et son1= i i i i m m
application associée est, d'après le lemme 1 . 1 . , la suivante. Si x. = .S a . .e .

(i=1,...,n), alors cp(x . . . , x ) = S (-1 ̂  ^ (a. +...+ a. . )
n 1<i^<...<i<n ^,...,^=1 l̂ Vt

m
...(a _ +...+ a ) y ,...,y = S E a ... a

l^n Vn ^ ^p ^,...,^=1 (i^,...,^)^ ^^ Vn

y^ , • • • , . , donc cp est une application n-linéaire. En particulier, l'application
0-j <]„ '

déterminant, dét : M (A) -> A, x ^ dét(x) est une n-application et son application

n-linéaire symétrique associée est l'application cp(x ,...,x ) = S dét(x /.\,...

—ri
...,x/ '.), où x ,...,x sont des éléments de M (A) et (x^/, \,... ,x^/ \) désigne-

la matrice dont la i-iènue colonne est la i-ième colonne de la matrice x / . \.

Réciproquement , si A est un anneau dans lequel n! est inversible et

si f : M -^ N est une n-application où M est un A-module libre de base {e,,...

,.,,e }, alors il existe des éléments y. . dans N, pour i,,...,i € {l,..,,m}m ij , • • •, i ) n
m m

tels que f( S, a e ) = S a. »c , a. y. . . En effet, si cp: M ^ N
i=1 li . . il, 1 1 . > • • • » !i,,.,.,i =1 i n 1 n

m
est l'application n-linéaire symétrique associée à f, pour tout x = .S. a.e.

1 1 -î^ 1" 1 1

dans M on a f(x) = — cp(x,...,x) =— . S . a. ... a. cp(e. ,...,e. )n! n! i^,...,i^-1 î  î  î  î

et il suffit de prendre y. . =—-cp (e . ,.,.. ,e. ).i^,...,^ n! ^ î

Nous verrons, par la suite d'autres exemples de n-applications notamment

lors des questions concernant la représentabilité des n-applications (cf. n°2)..
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Remarque 1,8. Il est clair que l'on peut construire la catégorie des n-applica-

tions; c'est à dire, la catégorie dont les objets sont les quadruplets ( A , M , f , N ) ,

où A est un anneau, M et N sont deux A-modules, n ^ 1 est un nombre entier fixé

et f : M -» N est une n-application. Un morphisme de n-applications est un triplet

(a,g,h) : ( A , M , f , N ) -> ( A ' , M ' , f ' , N ' ) où o' : A -> A' est un morphisme de Ann,

(a,g) : (A,M) -' (A 1 ,M 1 ' ) , et (a,h) : (A,N) ^ ( A ' , N ' ) deux morphismes de Mod, le

tout faisant commuter le diagramme suivant :

g
M ——————————> M'f! !"
" h 'N ————~—————> K'

2. Représentabilité des n-applications

Soient A un anneau, M un A-module:, n ^ 1 un nombre entier, (e ) ,--„ la
("NI') x

base canonique du A-module libre A et considérons le sous-A-module R (M) de
/ ^ r \ o - "•

A x M engendré par les éléments de la forme (e - a e ,0) etax x 1<i,<...<i <n
^ P

(-1 î11"̂  e ,-x (g)...«^x ) où a parcourt A et x, x ,...,x parcou-

^ * * ' ±?
rent M. Notons T (M) = ^w x M^/ R (M) le A-module quotient et y^ : M -> F^(M)

l'application- composée évidente, i.e., la composée de l'application M -> A xM ,

x \-> (e ,o) et de la surjection canonique A / x M -> F (M) .

Lemme 2.1 . Pour tout A-module M, Y : M -^ F (M) est une ri-a-p-plication.———————. —,————.— ———— . n n .

,11 est clair que pour tout a € A et tout x € M, Y (ax) = a Y (^^ De

plus, si ^ : M11 -> r (M) désigne l'application définie par (x , , . . . ,x ) r^

^ : • 'S" '(-l)11"33^ (x^ +...+x^ ), alors ^(x^,...,x^) = (0,x^ ^...^),
'[<!<. ._,<i <ïi n 1 p '

où la barre veut dire classe module R ( M ) . ' D o n c ^ est n-linéaire et par suite,

Y est une n-application. On dira que y es^ lo- n-application canonique.

Lemme 2.2. Pour tout A-module M, la famille {y (x)} ^ engendre r (M) en————— . ————'-—, • ——— . —-———— n . xyyi — — — — n —
tant que A-module.

En effet, r (M) est engendré, entant que A-module par les éléments

(e , x, <2).. ,<S>x ) où x.,x,,....,x parcourent .M, II s'ensuit que (e ,x. 0». .̂ x )

= y (x) + 2 ' (-1)"^ Y,(x.'+...+x. ). . . ••
1^<...<î  n "l \



Sur les n-applications 57

Lennne 2.3. Pour toute n-application f : M -^ N, il existe une et une seule appli-
cation A-linéaire ï : F (M) -^ M rendant commutatif le diagramme :

"> N

r^(M)
En effet, si cp : M -> N est l'application n-linéaire symétrique associée

à f, il existe une unique application A-linéaire h : M -̂  N rendant commutatif
le diagramme

où la flèche verticale est canonique. D'autre part, considérons l'application A-li-
néaire g : A -> N définie par e ^ t ( x ) . Il existe alors une unique applica-

1 i\n- ̂  /o>— X
tion A-linéaire F : A^ x M^ » N donnée par F(e ,x \) = g(e^) + h(x^x 7 1
.. .(»x^) = f ( x ) + c p ( x ^ , . . . , x ). Comme F(R ( M ) ) = 0, F passe au quotient, i.e., F

définit une application A-linéaire ï : F (M) -^ N vérifiant ï o Y = t. Le lemme
2.2. assure l'unicité de ?.

Remarque 2 .4» La démonstration du lemme ci-dessus nous suggère une autre construc-
tion de F (M) . En effet , comme cp : M -^ N est symétrique, on peut retendre à '
une unique application A-linéaire h : S (M) ^ N rendant commutatif le diagramme

M11 ——£—————>N

S (M)

où la flèche verticale est canonique. Il suffira alors de considérer le sous-A-modu-r \
le R ' ( M ) de A / x S ( M ) engendré par les éléments de la forme ( e -a^e , 0 ) et

,• -x V . . . V x ) où a parcourt A et x , x , . . , x(-1 r^ e.
1^1, <...<i <n1 P .wparcourent M. Il est clair que r ( M ) =" A' / x S ( M ) / R ' ( M ) , isomorphisme de A-mo-

dules.
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Proposition 2.5. Pour toute application A-linéaire g : M ~> M', il existe une uni-

que application A-linéaire notée F (g) : F (M) -> F (M*) rendant commutatif le

diagramme

M -————^————> M'

A r ( g ) lF^M) ——^————>F^(M«)
ou les flèches verticales sont les n-applications canoniques. De plus, si g'rM ' - » M"
est une autre application A-linéaire, on a F ( g ' o g ) = F ( g ' ) o F ( g ) et pour tout
A-module M , F (id^) = id_ /iyr\> ou id̂  : M -» M est l'application identité de M.

Cette proposition est une conséquence immédiate du lemme 2 . 5 .
Une conséquence triviale de la proposition 2.5» c'est que si g : M -> M*

est un isomorphisme de A-modules, il en est de même de F ( g ) : F ( M ) -> F ( M ' ) .
D'autre part, c'est une vérification triviale que si g : M -> M' est une applica-
tion A-linéaire surjective, alors F ( g ) : F ( M ) -> F ( M ' ) est aussi surjective.n n n
Mais, en général, si g : MCr» M ' est injective,ceci n'entraîne pas l'injecti-yitô
de F^(g) : F^(M) ^ F ^ ( M ' ) .
Exemple 2 . 6 . Soient K un corps commutatif, A = K [ x , y ] l'algèbre affine de la
courbe algébrique x = y et p = ( x , y ) A l'idéal de l'origine. On sait (cf. [ 4 ] ,
exemple 5 . 5 . 1 ) que l'injection canonique p ̂  A se prolonge en une application
A-linéaire S^(p) -> S^(A) qui n'est pas injective. Si maintenant K est un corps
de caractéristique ̂  2 , on a F ( p ) =- S ( ? ) et F ( A ) ̂  S ( A ) , isomorphismes de
A-modules (cf. corollaire 5 . 6 . ) , donc l'application A-linéaire F ( ? ) -> F ( A ) dédui-
te de l'injection canonique ?<—> A n'est pas injective.

Proposition 2. 7 . Pour tout A-module M , l'application Y, : M -̂  F ( M ) est un iso-
morphisme de A-modules.

Il est évident que Y, est surjective. D'autre part, l'application
id : M -> M se prolonge en une unique application A-linéaire g ; F . ( M ) -> M telle
que g o Y-i = i^-M* Ceci entraîne que y. est injective.
Proposition 2.8. Pour tout entier n ̂  1 , il existe un isomorphisme de A-modules
r^(A) - A.

En effet, l'application f : A -̂  A définie par a>^ a est une n-appli-
cation, donc il existe une unique application A-linéaire g : F ( A ) -> A rendant
commutatif le diagramme :
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r,(A)

Or, r (A) est engendré, en tant que A-module, par les éléments Y (a)

avec a parcourant A. Comme Y (a) = a y (l), alors r (A) est le A-module mono-n ^ n
gène engendré par Y 0). L'équation g(y U)) = f(t ) = 1 nous dit que g est

surjective. Mais il est évident que g est aussi injective, c'est donc un isomor-

phisme de A-modules.

Remarque 2.9. Pour tout A-module M, on peut définir F (M) = A. Dans ce cas,

Y : M -> F (M) est donné par y (x) = 1 pour tout x € M. Il est évident que le

lemme 2.5 est vérifié si n = 0 et f est une application constante.

5. Formes et applications non dégénérées

Tout d'abord, nous rappelons ici une notion bien connue de forme non sin-

gulière ou non dégénérée (cf. [1] ) . Soient A un corps algébriquement clos de ca-

ractéristique zéro et f(x.,...,X ) une forme cubique, i.e., un polynôme homogène

de degré 5 en les indéterminées X,,...,X et à coefficients dans A. Nous dirons

que f(X,,...,X ) est non singulière ou non dégénérée si la variété projective

définie par f n'a pas de points singuliers ou encore, ce qui est équivalent, si

les dérivées partielles -~~ , • • • , "̂ ".7 n'ont en commun aucun zéro non trivial. Par
1 m

la suite, nous essaierons d'étendre cette notion au cas qui nous intéresse.

Etant donnée une n-application f : M -» N dont l'application n-linéaire

symétrique associée est cp, pour tout entier r vérifiant 1^r^i-1 , désignons..par

BCM11"'1'^) le A-module des applications (n-r)-linéaires de M11"1" dans N. L'appli-

cation g^ : M -> Bdyi11""1'^) définie par g^(x)(x^ ,...,x^_^) = cp(x^ ,... ,x^^,x,.. ,x)

est une r-application. En effet, si ^ : M3" -> BCM11"1',!^) est l'application définie

par ^ (y.,...,y ) = ^ (-^^"^ g_(y, +...+y, )» alors quelles que soirnb
r ' r 1<i^<...<i <r 1 P

les suites d'éléments de M, y,,...,y et x ,...,x _ , le lemme 1 . 1 . nous dit que

^(yi,...,^)(V...,X^.) =^^^^ (-D3'"13^,...,^, y^...+y^,...

..., y^..^y^ ) - S ^'•••'\.r'\'---'\ ) =^ '• <p(^,...,x^,y,,...
1 p (,k^ , ... ,k^;t^ l r

. • •>y )• Ceci nous montre que i|r est r-linéaire, donc que g est une r-applicu-

tion.
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On dira que f est non dégénérée si l'application g : M •-> Hom.(M,N)
?•1 A

vérifie la condition g ^ ( x ) = 0 avec x€M entraîne x = 0, i.e., g ne repré-

sente pas zéro.

Proposition 3 . 1 » Soit f : M -> U une n-application. Les conditions suivantes sont

équivalentes : (i) f est non dégénérée ; (ii) pour tout entier r vérifiant

1 < r <. n-1, g vérifie la condition "g (x) = 0 avec x ê M entraîne x = 0".

En effet, supposons (i) vérifiée et soit x 6 M tel que g (x) = 0. Pour

toute suite x ,...,x d'éléments de M on a 0 = g (x) (x . , .« . ,x _ ) = cp(x ,,.,

..., x , x,...,x) et si l'on prend x =...= x _ = x on peut écrire îp(x, , x,...

...,x) = 0 pour tout x. € M, Donc x = 0. La réciproque est triviale.

Corollaire 3.2. S'il existe un A-module N et une n-application non dégénérée

f : M -> N, alors la (n-1 )-application y . : M -s> F (M) ne représente pas zéro.

En effet, considérons la (n-1)-application g _, : M -> Hom.(M,N) définie

par f. D'après la propriété universelle du couple (r (M), Y i ) » il existe une

unique application A-linéaire g : r .(M) -> Hom.(M,N) rendant commutatif le dia-

gramme : g .
M —————————> Hom ( M , N )
i ^ 1

vn-1 ^^

c^
Si x € M et 'Y . (x) = 0, alors g . (x) = 0, d'où x = 0, car f est

non dégénérée.

Lemme 3.3. Soient f : M •-> N une n-application, cp l'application n-linéaire symé-

trique associée à f e t̂ h : N -> P une application A-linéaire. Alors : (i) si

h o f est non dégénérée, il en est de même de f ; (ii) si f est non dégénérée

et h est in.iective, h o f est non dégénérée.

Il suffit de remarquer que si ^ : M11 -^ P est l'application n-linéaire

symétrique associée à h o f, alors ilr(x.,...,x ) = Z} (-1 ) h(f(x. +..,
• n 1<i,<...<i<h 1J!

1 P
...+x. )) = h(cp(x. ,... ,x )), pour toute suite x.,...,x d'éléments de M.

1?
Corollaire 3.4. Pour un A-module M donné, il existe un A-module N et une n-ap-

plication non dégénérée f : M -> N si et seulement si, la n-application canonique

Y : M -» r (M) est non dégénéréa.

Soit f : M -^ N une n-application non dégénérée. Il existe une unique

application A-linéaire ï ; r (M) -^ N telle que ? o v = ï et le lemme 3.3. nous

dit que Yn es^ nc)îl dégénérée. La réciproque est évidente.
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Corollaire 5.5. Soient f : M -^ N une n-application et ? : r (M) - N 1'appli-

cation A-linéaire induite par f. Si y est non dégénérée et f est in. .te clive,

alors f est non dégénérée.

En effet, il suffit d'appliquer le lemme 5.5.

Proposition 5.6. Soient A un anneau sans éléments niipotents et dans lequel n!

n'est pas diviseur de zéro et M un A-module libre de type fini. Alors la p-appli-

cation Y : M -> F (M) est non dégénérée pour tout entier p tel que l̂ p î.

Il suffit de considérer le cas ou p = n. Soit {e.,...,e } une base de
1 m m m n

M sur A et considérons la n-forme f : M -» A définie par f(.S. a .e . ) = .S a.

(cf. exemple 1 .7 . ) . Si cp : M11 -^ A est la forme n-linéaire symétrique associée à
m / \ / \f et si x. = .T.. Q . . . Q . (i=1,. . . ,n) sont des vecteurs de M, alors cp (x , , . . . , x )=

m m m
S. / 2-y - \ / ^ a, ....a, . = n! .S. a. ...a . Donc, si x =.S. a .e . et

j=l (k^,...,k^)êS^ "^j "T^j j=l 1 j nj - i=l i i

m ^ \ m ïi—1y =.S "b. e. sont deux vecteurs de M, on a cp(x, . . .x ,y) = n! .Z a. b. et si

cp(x, . . . ,x ,y) = 0 pour tout y ê M, alors a. = 0 (i=1,...,m), d'où a. = 0 (i=1,...

...,m) ou encore x = 0. Le corollaire 5.4. achève la démonstration.

Corollaire 5.7. Soient A un anneau sans éléments nil-potents et dans lequel n!

n'est pas diviseur de zéro et M un . A-module libre de type fini. Alors la -p-a-p-pli-

cation Y : M -> F (M) ne représente pas zéro pour tout entier p tel que 1<p^i-1..

Pour tout entier p tel que 1<p^i-1, Y i est non dégénérée. Il suffitp+i
maintenant d'appliquer le corollaire 5.2.

Exemple 5.8. Pour tout ^-module libre de type fini M, l'application canonique

Y : M -' r (M) est non dégénérée et ne représente pas zéro.

4. Points singuliers et formes non dégénérées
m

Soit F(X ,...,X ) =-- E . . c. . X. ...X. un polynôme homo-
1 m ^,...,1^1 i^...»^ ^ =Si

gène de degré n en les indéterminées X , . . . ,X et à coefficients dans l'anneaui ^ "\T7i -m.0 ° ' m , àF ^
A. Ld dérivée partielle de F par rapport à X s'écrit — - = . Lj _, c

i î V- '- 'V ± } ! " •
(ô X ...X +...+X ...X ô .) (où ô . . est le symbole de Kronecte-r)
i. i io i i. 1 . 1 1 ijn 1 2 n 1 n-1 n

et par un changement d'indices, on a ^— = . i =1 ^i i i + ci i- i ...

+...+ c . . .) X. X. .
...,i, ^^•••^n » 1 1 2 • • • \
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On dira que un point x = .E a.e. du A-module libre A de base

{ e . , . . . , e } est un point singulier géométrique de la n-forme f définie par F
"Mi1 ^

si -r— (a. ,... ,a ) = 0 ( i=1 , . . . ,m) . Par la suite, nous donnerons une caractérisa-^Ô.A. . i m
tion algébrique des points singuliers géométriques.

m —
En effet, si x . ' = .S a . . e . (i=1,...,n) sont n éléments de A et si

^ ^ ^~^ ^cp est la forme n-linéaire symétrique associée à f on a (cf. exemple 1 .7 . ) ,

cp(x,, . . . ,x ) == 2_î c. . S (a . a, . ... a, . +^\ >! » • • • > ^ . ^ ^ ..,1 / ^ ' ni, k^ K i
i^ , . . . , i^=l 1' ' n (k^,...,k^tS^ 1 2 2 n n

+ a, . a . .., a, . +...+ a, . • • • a . a . ).
Vl ^2 \\ V Vn-l nln

Si maintenant x ==.î a.e. et y =.S, b . e . sont deux éléments de A"1, on a

îp(x,...,x,y) = S , c i (k E k )€S ^i a! •••^ + a! bi --a•.+'"^ ,..., î -1 î  ,.... î  ,̂... ,k^^ î  î  î  1^ î  î

...+ a. ... a. b. ) = (n-1)! S c. . (b. a. ... a. +...+ a. ...
"1 Vl V ^---V1 ^•••^n 'l '2 'n "1

••-i . \ î - ^ ) 1 i| ^1. (a^...,a^).
'n-1 n i

D'autre part, étant donnée une n-application g : M -^ N dont l'applica-

tion n-linéaire symétrique associée est t, on dira que un point x de M est un

point singulier de g si 'KX, ... ,x,y) = 0 pour tout y € M.

La formule cp(x,. . .x,y) = (n-1 ) ! .S b. —- (a ,...,a ) nous fournit lel=: i i Ô.A. . i m
résultat suivant :

m
Proposition 4 . 1 . ^j_ x =.S a.e. est un point singulier géométrique de f défini

par F sur A331:, alors x est un point singulier de f. Réciproquement, si x ed:

un -point singulier de la n-forme f et si (n-1 ) ! n'est pas diviseur de zéro dans

A alors x est un point singulier géométrique de f.

Corollaire 4*2. Soit f : A -> A une n-forme définie par un polynôme homogène de

degré n. Si ( n - 1 ) ! est inversible dans A alors f est non dégénérée si et seu-
lement si f n ' a "pas des points singuliers géométriques non triviaux.

Remarque 4 . 3 . On peut vérifier, en utilisant ce critère, qu'une forme quadratique
est non dégénérée si et seulement si son descriminant est inversible dans A.

5 . Formes et algèbres symétriques

Soient A un anneau, M un A-module, n̂ l un nombre entier et
s : M -> S ( M ) la n-application définie dans l'exemple 1 . 6 , i . e . , s ( x ) = X pour
tout x € M. On sait déjà que si cp : M -> S ( M ) est l'application n-linéaire
symétrique associée a s on a, cp ( x . , . . . , x ) = n! x. V . . . V x . Désignons par
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h : ^(M) -^ S^(M) l'unique application A-linéaire telle que h o Y = s , où

\ : M -^ ^W est la n-application canonique. De même, si ^ : M11 -^ r (M) est

l'application n-linéaire symétrique associée à y^» il existe une unique applica-
tion A-linéaire g : S^(M) -^ r^(M) que vérifie g(x V. . .V x ) = ^ (x ,... ,x ).
Pour tout x € M on a (g o h) (v^(x)) = g^) = n! Y^(x). Sonc goh =-n ! icL1

D'autre part, quels que soient x , , . . . ,x dans M, on a, h o g (x V. . .
,..V x^) = h(^,...,x^))= E (-l)11-? n o Y ( x . +...+x. ) = I;

1^<...<i.p<h n '-1 \ 1^.<...<i<n

(-l)11-? s^(x^ +...+x^ ) =cp^,...,x^) = n! ^ V...Vx^. Donc, hog = n! idg ̂ .

Lemme 5.1 . Si l'homothétie définie -par n! dans M est sur.-jective, alors les

homothéties définies par n! dans S (M) ^ F (M) sont sur.lectives pour tout

entier p tel que 1<p<n. Dans ce cas, g _e_b_ h sont sur.lectives et {x p}
xtM

est un système de générateurs de S ( M ) .————————^— p
II suffit de considérer le cas où p=n. Si n! désigne l'homothétie dé-

\/entier p tel que 1<p<n. Dans ce cas, g _e_b_ h sont sur.lectives et {x p}
xtM

est un système de générateurs de S ( M ) .————————^— p
II suffit de considérer le cas où p=n. Si n! désigne l'homothétie d

finie par n! dans M, on sait que S^(n!) : S^(M) -> S (M) est surjective. Or,

S^(n!) est l'homothétie définie par (nî)11, donc (n!)11^ (M) = S (M) . Comme
S^(M) ^ n! S^(M) =3...^ (n!)11 S^(M) on a n! S^(M) = S (M) . Le même raisonnement

s'applique à F (M). Les formules g o h = n! id- /..N et h o g = n! id / N
n i n ' ' en~

traînent que g et h sont surjectives. Finalement, comme h est surjective,

^n^^xêM ^ê®11^® ^(^ entant que A-module et h(v ( x ) ) == x^, alors {x^L:

est un système de générateurs du A-module S (M).

Lemme 5.2. Soient A un anneau et M un A-module. Su-p-posons que M soit •pro.iec-
tif de type fini ou que A soit intègre et M plat. Si l'homothétie définie par
n! dans M est in.iective, alors l'homothétie définie par n! dans S (M) est

P ——
in.iective pour tout entier p ^ 1 .

Soit u dans S (M) tel que n! u - = 0. Comme S ( n î ) ( u ) = (n!)^^ et
S (n!) est injective (cf. [21, Corollaire 5.12), alors u = 0 .

Lemme 5.5. Supposons qu'il existe un entier p > 1 tel qie l'homothétie définie
par n! dans S (M) (respectivement F (M)) soit in.iective et que l'application
s : M -^ S (M) (resp. y : M -> F (M)) ne représente pas zéro. Alors l'homothétie
définie par n! dans M est in.iective.

Ceci résulte tout simplement de la commutativité du diagramme ;
M————^—————>B

s p " S (n!) 1 "P
3p(M) ——E—————> Sp(M)
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Le même raisonnement vaut pour F ( M ) .

Lemme 5. 4 . Si l'homothétie définie par n ! dans M est bi ."je clive, alors les
homothéties définies par n! dans S ( M ) et r ( M ) sont M .1e clive s pour tout
entier p >. 1 .

Proposition 5 . 5 . Soient A un anneau. M un A-module et n ̂  1 un nombre entier.
Les conditions suivantes sont équivalentes ; ( i ) n! définit une homothétie in-
jeclive dans S ( M ) et une homothétie sur.lective dans r ( M ) ; ( i i ) g et h sontn . n "~"—" ~~~—"~
des isomor-phismes ; (iii) n! définit une homothétie sur.-iective dans S ( M ) et
une homothétie invective dans F ( M ) ; ( iv) n! définit une homothétie bi.-lective
dans S ( M ) et dans r ( M ) .

Les conditions ( i ) entraînent que g est un isomorphisme et par g, les
propriétés de ( i ) se transforment en celles de ( i i i ) . De même, les conditions de
(iii) entraînent que h est un isomorphisme et par h les propriétés de (iii) se
transforment en celles de ( i ) . Le reste est trivial.

Corollaire 5 . 6 . Si n! définit une homothétie bi.jective dans M , alors g et h
sont des isomorphismes.

En effet, d'après le lemme 5 . 4 . » n! définit des homothéties bijectives
dans S ( M ) et r ( M ) et le corollaire s'ensuit.

Proposition 5«7» Si l'homothétie définie par n! dans r ( M ) est in.iective,
alors y est non dégénérée si, et seulement si, s est non dégénérée.

Comme h o y = s , s i s est non dégénérée il en est de même de Y •n n n n
Réciproquement, comme h est injective, alors y non dégénérée entraîne que s
est non dégénérée (cf. lemme 5 . 5 . ) .

Par la suite, on fera un certain nombre de remarques concernant les n-ap-
plications et ses connexions avec l'algèbre symétrique.

Remarques 5 . 8 . On note que s : M -> F ( M ) est non dégénérée si et seulement si
V(n-1) n n

la condition n! x Vy = 0 pour tout y dans M entraîne x = 0.
5 . 9 . Si l'homothétie définie par n! dans S ( M ) est injective, alors s est
non dégénérée si et seulement si la condition x Vy = 0 pour tout y ê M ,
entraîne x = 0.
5 . 1 0 . Si s est non dégénérée la condition x = 0 avec x € M entraîne
x = 0.

Proposition 5 . 1 1 . Soient A un anneau réduit, i . e . , sans éléments niipotents et
M un A-module qui peut être plongé dans un A-module L de type fini. Alors, tout
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élément x à^_ M qui est niipotent dans s ( M ) est nul.
Il est clair que S ( L ) n ' a pas d'éléments niipotents sauf les triviaux,

car S ( L ) est un anneau de polynômes. D'autre part si A est réduit, A[X] l'est
aussi. . .

Soit x 6 M tel que x = 0 et considérons le diagramme commutatif

n
^ S ( j ) ^

S^(M) ———n—————> S^(M)

où les flèches verticales sont canoniques. On a 0 = S ( j ) (x^) = s ( j ( x ) ) =
= ( j ( x ) ) , d 'où j (x ) == 0 et, par suite x = 0, où j : M^ L est l'injection canoni-
que.
Remarque 5.12. La proposition 5.11. nous dit que si A est un anneau réduit et M
est un A-module qui peut être plongé dans un A-module libre de type fini, pour tout

n ^ 1, la n-application s : M -> S (M) ne représente pas zéro. De plus, si pour

tout entier n ^ 1 l'homothétie définie par n! dans S (M) est injective, alors

pour tout entier n ^ 1 , s est non dégénérée. En effet, si n! x'11"'1 ^Vy = 0 pour
tout y € M, on a x = 0 et, par suite, x = 0 .

6. n-Ap-pli cations et lois polynômes

Etant donnés un nombre entier n ^ 1 et deux A-modules M et N, nous

désignerons par P^(l,N) l'ensemble des lois polynômes homogènes de degré n de M
dans N (cf . [7]) et par F ( M , N ) l'ensemble des n-applications de M dans N ;
P^(M,N) et F ( M , N ) sont des A-modules de manière évidente.

Pro-position 6.1 . Il existe un mor-phisme de A-modules F,. : P (M,N) -> F ( M , N ) défi-jM ïi n —
ni par f ̂  f ..——-— A

II suffira de montrer que f : M -> N est une n-application. La relation
na^C3 x) = a f ( x ) , pour tout a ç A et pour tout x € M est évidente. Considé-

rons l'application cp : M -^ N associée à f , i.e., cp (x , , . . . , x ) =A f T\ ^ f » n"
1^i.<...<i <n

(-1) "f (x . +. . .+X. ) pour x , , . . . , x parcourant M. On sait (cf . [7], théorème
1.1.) que pour toute A-algèbre commutative A -^ B, pour toute famille finie

x, , . . . ,x d'éléments de M et pour toute famille finie b , . . . ,b d'éléments de
B, il existe des éléments y de N tels que f- (.2, x. 0 b ) =

k^ ^•ir^ni B 1=1 1 1

^ y. . . 0 b ... b111 . En particulier, si l 'on prend B = A [ T , , . . , T ],
k ,+o . .+k =n "1 ^• -^m - m "" . • 1 n

i m

l'anneau de polynômes en les indéterminées T., . . , ,T et à coefficients dans A,
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k k
alors f_ (.8 x. (g) T . ) = E v . 0 T 1 .. T n

B 1=1 1 " k^...+k^nk1ï•••>kn 1

pour toute suite finie x.,...,x d'éléments de M. En particularisant les valeurs

des T. (i=1 ,...,n), c'est à dire, T. t-> 1 ,...,T. »-^ 1 , et T . i-> 0 pour j ^ {1 ,...
1 ^ :L? J

» . . , i - } , on obtient f , ( x . +..,+x. ) = D y ou encore
p '-1 \ k +...+k =n k^ , . . . ,k^

k^=0 si ^{1^...^}

cp(x x ) - S (-l)11-? E y .
' n 1<i<...<i^i k,+...+k=n ^,...,K^

1 p k ^=0 si11^,...,^}

Comme dans le lemme 1.1 ., on voit que y , figure dans cetteK. » • • • >•&
somme 0 fois si (k. ,... ,k -) ^ (1 ,... ,1 ). Donc cp(x ,... ,x ) = y, , et lai n i n i f • • • f >
démonstration est achevée..̂

Notons F (M) le sous-A-module des éléments homogènes de degré n de
n / -x- •%•,

l'algèbre des puissances divisées de M et Y- : M -^ F (M) la loi polynôme canoni-n n .̂
que. Il existe alors une unique application A-linéaire h : F (M) -> F (M) rendant

commutatif le diagramme / *\

M ——^——>r>)
1 ^

r(M)
.Moù (y ) ^ ( x ) = x pour tout x ç M.

Notons encore Hom (M,N) l'image de F^, F (M) le sous-A-module de

r^(M) engendré par les éléments de la forme {x^} ç et ÏÏM) = r^(M)/f (M) .

Le théorème suivant caractérise le cas où toute n-application f : M -> N peut être

étendue à une loi polynôme homogène de degré n.

Théorème 6.2. Soient A un anneau et M un A-module. Les conditions suivantes

sont équivalentes : (i) pour tout A-module N, 1'application A-linéaire

F : P (M,N) -^ F ( M , N ) est surjective ; (ii) l'application F = F^ /^ :
n

P (M, F ( M ) ) -^ F (M, F ( M ) ) est sur.iective ; (iii) Y est dans Im(r) ; (iv) ^_

existe une application A-linéaire h' : F (M) -> F (M) telle que h' o h = id- / \ ;

(v) pour tout A-module N, il existe une application A-linéaire A : F. (MyN)11 -^

P (M,N) telle que F o A = id / \ ; (vi) h est injective et le fondeur

Hom (M,-) est représentable ; (v?i) le foncteur Hom (M,-) est représentable par

F (S).
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II est évident que (i) =» (ii), (ii) ^ (m) et (v) =» (i). Si y ^ Im(r)
alors Y^ s'étend à une loi polynôme homogène de degré n, g : M -^r (lyO^c'est-
\ i . / \ n n
a-dire, ^ë^)^ = Y^. Il existe alors une unique application A-linéaire

h' : ^(M) -. ^(M) telle que h' o Y ^ = ê^. Or h' o (y^ = (g^ = Y^ et pour
tout x € M on a, h' o h(y^(x)) = h'((Y^(x)) = Y^(x), ou encore, h' o h =
= r̂ (M)- ceci nous montre ^e (iii) ^ (iv). Montrons (iv) => (v). Supposons donc

qu'il existe une application A-linéaire h' : r^"(M) -> F (n) telle que h' o h =
= ̂  (]v[). Pour tout A-module N, on a le diagramme commutatif

n /

Hom^(r^(M),N) Hom^(r^(M),N) -. 0

P^(M,N) -> F (M,N)

où les isomorphismes verticaux sont canoniques. Il suffit de définir
\ : F (M,N) -. P (M,N) de façon évidente, car h% h'" = id- /- / . ..

ïïom.(,r AM; ,N;n ' ' n

Puisque (i), (ii), (iii), (iv) et (v) sont déjà équivalentes, il est
clair que ces conditions entraînent (vi).

31 h : ̂ ^ ~" ̂ ^ est ^J®01'1'^® on a un isomorphisme r (M) ^ f (M) .
De plus, si Hom^(M,-) est représentable il l'est par f (M) (cf. [6"j, corollary
4.2) et (vii) s'ensuit.

Finalement, si. Hom (M,-) est représentable par F (n), comme il l'est
aussi par F^(M), on a un isomorphisme canonique induit par h, F (M) ^ f (M) . De
plus on sait que la suite exacte canonique

o -. r^<M) -> I^(M) -> P^(M) -^ o

est scindée (cf. [6], corollary 4.2.) et ceci permet de vérifier (iv).

Remarque 6.3. Supposons que les conditions équivalentes du théorème 6.2. soient

vérifiées. Alors pour toute n-application f : M -^ N il existe une loi polynôme
homogène de degré n de M dans N, notée g, telle que g = f. Pour toute A-algè-
bre commutative A -> B, le diagramme
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M ———î-————> N

^ g ^
M < g > B ———-————> N 0,BA A

commute, où les flèches verticales sont canoniques. Pour tout élément x ® b de

M <8»B, on a g_(x <X> b) = g_(x ® 1 )^ =. f(x) 0 b11. Il est clair que g- n'est pas
A D D D

unique ni une n-application.

Corollaire 6.4. Soit A un anneau sur lequel tout A-module est •pro.'jectif (par exem-

ple un anneau semi-simples avec des conditions artiniennes) et soit M un A-module.

L* application A-linéaire canonique h : F (M) -> F (tî) est invective si et seulement

si les conditions équivalentes du théorème 6.2. sont vérifiées.

En effet, d'après les hypothèses faites sur A, si h est injective, la

suite exacte de A-modules
Y\ -Y-o -> r (M) -^ r (M) ^ F (M) -^ o

est scindée. Donc, on a la condition (iv) de 6.2. La réciproque est donnée par le

théorème 6.2.

Proposition 6.5. L'application A-linéaire canonique h : T (îî) -> F (M) est sur ."je c-

tive si et seulement si pour tout A-module N, l'application r : P (M,î\r) -> F (M,N)

est injective. Autrement dit, toute loi polynôme est déterminée par sa restriction

à A.
— h -x-

Considérons la suite exacte F (M) -^ F (M) -^ 0 . Pour. tout A-module N

on a le diagramme commutatif
-x-

0 -^ H o m , ( F ^ ( M ) , N ) ——^———> HorniF ( M ) , N )A n A D .

? . I?
p ( M , N ) ————^————> F ( M , N )

où les isomorphismes verticaux sont canoniques. Alors F est injective. Récipro-

quement, si F est injective pour tout A-module N, il suffit de prendre
•x- -x- "x"

N = F (M)/Im(h) et n : F (M) -» N la projection canonique. Puisque h (rr) = n o h=

= 0 , on a n = 0, et alors, h est surjective.

Corollaire 6.6. Soient A un anneau intègre de cardinal infini et M un A-module

projectif de type fini. Les conditions équivalentes de la proposition 6.^. sont



Sur les n-applications 49

vérifiées si et seulement si Hom ( M , -) est ré-présentable, ou encore « si et seule-
ment si rang ( M ) < 1 .ou, n < d ( A ) , ̂  d ( A ) = inf {card (A/l) ; 1 idéal maximal
^e. A } .

Il suffit d'appliquer le corollaire 7 . 5 . de [ 6 ] .

Remarque 6 . 7 . Si A est un corps infini, les conditions équivalentes de la propo-
sition 6 . 5 . sont vérifiées pour tout A-espace vectoriel M et pour tout entier
n ̂  1 .

Théorème 6.8, Soient A un anneau et M un A-module. Les conditions suivantes

sont équivalentes : (i) pour tout A-module N, 1'application A-linéaire

F : P (M,N) -» F (M,N) est un isomorphisme de A-modules ; (ii) 1' a-p-plication

r : P (M,r ( M ) ) -^ F (M,r ( M ) ) est un isomorphisme de A-modules ; (iii) Y estn • n n n —~——~~—"~ ^ —
dans Im(r) et il existe une unique loi -polynôme homogène de degré n _de_ M dans

F (M) dont la restriction à A coïncide avec Y ; (iv) l'application h : r (M)

^ F (M) est un isomorphisme de A-modules ; (v) Hom (M,-) = F (M,-) j3_fc, h est

sur.lective.

Il est clair que (i) => (ii), (ii) => (iii) et (iv) => (i). Supposons (iii)

vérifiée.

D'après le théorème 6.2. il existe une application A-linéaire h' : r (tî)

-> F (M) telle que h 'o h = id^ / - - N _ - , * .,, - /..^ . ..
n ' ' " r (M) . Comme h 'o y : M -^ r (M) est une loi polynô-

n , -x- n n -x-
me homo-gene de degré n telle que (.h'o y } = y , alors h 'o y est l'unique

extension de y . De plus, comme n-applications, h o y = (y ) et comme y peut

être considérée comme une loi polynôme homogène de degré n, il existe une unique

application A-linéaire f : r (M) -> F (M) telle que fo y = Y , comme lois poly-

nômes. Il s'ensuit que f = h et par suite, h o y = y comme lois polynômes.
* * > n n

On a donc h o h ' o y = y , d ' o ù h o h ' = i d ^ . . Ceci nous montre que (iii) =>
n n ^n010

(iv). Comme (i) entraîne que Hom (M,-) = F ^M,-), il reste seulement à montrer que

(v) => (i). Mais ceci résulte de la proposition 6.5.

Corollaire 6.8. Soient A un anneau intègre de cardinal infini et M un A-modu-

le libre de type fini. Les conditions équivalentes du théorème 6.2. sont vérifiées

si, et seulement si, les conditions équivalentes du théorème 6.8. le sont.

En effet, d'après le corollaire 6.6., si les conditions équivalentes du

théorème 6.2. sont vérifiées, h est surjective, c 'est à dire, bijective.

Corollaire 6 . 1 0 - Soient A un corps de cardinal infini et M un A—espace vecto-

riel de type fini. Les conditions équivalentes du théorème 6.8. sont vérifiées pour

tout entier n ̂  1 si et seulement si h est in.iective.
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En effet, on sait que h est, dans ce cas, sur je clive.

Proposition 6 . 1 1 . Soient A un anneau et M un A-module libre de type fini de

base {e. ,... ,e }. Les conditions équivalentes du' théorème 6.2. se vérifient pour M

si, et seulement si, -pour toute n-application f : M -^ N, il existe un polynôme

homogène F ( X , , . . . , X ) de degré n en les indéterminées X , , . . . , X et à coeffi--———— 1 m — — — — — ^ ^————5—————————— i y ' m ^——————
cients dans N tel que pour tout élément .S, a.e. de M on ait f(.^i a .e . ) =

F(a,,...,a ). De. plus, les conditions équivalentes du théorème 6.8. sont vérifiées

si et seulement si pour toute n-application f : M ^ N le polynôme F correspon-

dant est unique.

Supposons les conditions équivalentes du théorème 6.2. vérifiées et soit

f : M -> N une n-application. On peut considérer f comme une loi polynôme homogè-

ne de degré n de M dans N et pour toute A-algèbre commutative A -> B il exis-

te des éléments y dans N tels que pour tout élément .S. e. ® b. de
K.A f • • • , K. l̂  1 1 11 n m

M 0, B on ait f ( .S e . (g) b . ) = S y- , <S> b- ... b . Si l 'on prend
A -o 1— 1 1 1 -i i -i -KI » • • • > •L^ k^i kk, ,... ,k =1 1 ' ' n 1 n

B = A[X. ,... ,X ], l'anneau des polynômes en les indéterminées X., . . . ,X et à
l m 1 m m '

coefficients dans A, on voit que le polynôme F(x,,...,X ) = Z) y-,
m k k -1 1 f ' " f ^K. , .., ,K —i i n

X ... X- vérifie les conditions demandées. Réciproquement, soit f : M -> N
1 n m

une n-application et F(x.,. .. ,X ) = Zî y X . . . . X - le polynôme
• m k^,...,k =1 ^•••^n ^ \

correspondant. Si A -^ B est une A-algèbre commutative, l'application f : ,M ^.B-»
si ,m

-^ N (g), B définie par .F e. <S> b . ^ , 2-y . , y. , ® b b est bien
A '• i=l i i k, ,... ,k =1 k, , ... ,k k. ..-. k

1 n 1 n 1 ' n

définie,est une loi polynôme homogène de degré n et f = f.

La deuxième partie de la proposition est évidente (cf. [7]).

Remarque 6 . 1 2 . La proposition précédente et le fait que, en général, une n—appli-

cation f : M -> N ne peut pas s'étendre à une loi polynôme entraînent qu'une formu-

le f ( .S a . x . ) = Ï a" f (x . ) + S c. . a . ... a. cp(x. ,...,x. )
1=1 1 1 1=1 1 1 r . .il.,...,l 1, 1 1, 1{l. ,... ,1 } 1 n 1 n 1 n

n'est pas, en général, vraie (on- sait que ceci est vrai pour n = 2).

Proposition 6 . 1 3 . Soient 'A un anneau et M un A-module. Les conditions suivan-

tes sont équivalentes : (i) pour toute A-algèbre commutative A -> B, 1'application

B-linéaire canonique h - ^ : r ( M 0 B ) - ^ r ( M 0 B ) est un isomorphisme de B-modu-

les ; (ii) les conditions équivalentes du théorème 6.8. sont vérifiées et pour toute

A-algèbre commutative A "» B, on a un isomorphisme de B-modules F (M (g) B) ï^ —————————————— —————————————————— ————— ^ ^
-^ F (M) 0 B, via l'application y (x 0 b) î  y (x) ^ b .

n A n n
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En effet, supposons que la condition (i) soit vérifiée. En particulier
h^ î ^W -^ r^(M) est un isomorphisme. De plus, pour toute A-algèbre coimnutative

A ^ B on a des isomorphisme s de B-modules, r (M 0 B) ï r^(M ® B) ^ F^M) <8 B ^

^ r^(M) <S) B, via les applications y (x <8) b) H (x ® b)^, (x ® b)^ ^ x^ 0^

et x n <S) b(-^ Y^(x) ^ b, respectivement (cf . [7], théorème III.5). Réciproquement,

pour toute A-algèbre commutative A ^ B, on a des isomorphismes de B-modules
r^(M ̂  B) ^ r^(M) ̂  B ^ I^(M) ̂  B ^ r^(M 0^ B) , d'après les hypothèses faites
dans (i i) .Ibnc, (ii) = » ( i ) . ,

7. Etude de quelques exemples

Dans ce paragraphe nous étudierons quelques exemples qui nous aiderons à
mieux comprendre les rapports entre n-applications et lois polynômes de degré n.

Exemple 7.1. Dans le cas où M = A, les conditions équivalentes du théorème 6.8.

sont vérifiées. On sait déjà que r (A) ^ A, y ( 1 ) ^ 1 (cf . proposition 2.8.) et

r^(A) -^ A, 1 l-n-l ^ 1 (cf. [7], théorème IV.2), d'où. l'isomorphisme de A-modules

r^(A) -^ ^(-^y Y^O ) '-̂  1 , et ceci. pour tout entier n > 0.

Exemple 7.2. Si n! est inversible dans A, pour tout A-module M on a des iso-

morphismes de A-modules F (M) ^ S (M) ^ r ( M ) , donnés par y (x) ^ x^ et
Vn [xi n n n . n

x r-» x ^ respectivement. Donc, dans ce cas, pour tout A-module M on a les con-

ditions équivalentes du théorème 6.8. En particulier, ceci 'est vrai pour tout A-

module M et tout entier n ^ 1 , si A contient un sous-corps de caractéristique
0.

Exemple 7.3. Soient ^ = 2/n.^, M = Z' © Z7 et f : M -> Z' une 5-forme. Si {e ,

e } est la base canonique du '2-espace vectoriel M, alors f (é ), f (e ) et

f ( e +e ) appartiennent à ^ . Réciproquement., soient f (e ), f ( e^ ) et f ( e +e ) des• '- <- 1 2 1 2
éléments arbitraires de 2' . On peut montrer que f est une 5-forme, parce que

5 /l'application cp : M -> 2L associée est nulle et, par suite, cp est 5-linéaire.
'̂

En particulier card(F (M,Z' ) ) = 2 = 8 , soit encore card (Hom (r ( M ) , ' 2 ) ) = 8
^ '- ^Q .) 2

et comme F (M) est un ^ -espace vectoriel, alors dim- (r ( M ) ) = 5 , i.e., r (M) =
= ^ © ^- © ^ . 2

D'autre part, r^ © '3 ) = © Y* { ' 2 ) ® r^(Z7,) =- ^ © Z, © ^ © ^
" p+q=5 p - ^2 q "- " " 2 2

et une base de „ r^(M) est formée par {e ^, e ^2^ e ^ 1 J , e ^ ' e ^2 , e ^j}.

L'application Z^-linéaire canonique h : r^(M) -^ F (M) n'est pas surjective mais

injective car les générateurs Y ^ ( e ^ ) , Y^(e^), Y.z(e^+e^) de r (M) vont sur l'en-
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semble ^-linéairement indépendant e? , ej-5-1, (e +e )^ = ®1 + ®1 e ' +

e!.- e- + e1 . En particulier, ceci nous montre que {y^e.) , y^(e ) , y ( e +e )}

est une base du 2? -espace vectoriel F (M). Comme il s'agit d'espaces vectoriels,
-x-

il existe une application Z-linéaire h' : F (M) ->F (M) telle que h'o.h =

idp / ' T V T \ * Les conditions équivalentes du théorème 6.2. sont vérifiées. Donc pour

tout ^-espace vectoriel N, l'application canonique F : P (M,N) -> F (M,N) est

surjective et toute 5-a.pplication f : M -> N admet deux prolongements distincts

à des lois polynômes homogènes de degré 5, i.e., toute 5-application f peut être

représentée par deux polynômes homogènes de degré 5. De même, soit n >. 5 un nom-

bre entier et Y : M -^ F (M), la n-application canonique. L'ensemble {y (e,),

Y ( e^)» Y (©-i+®->)} est une base du Z-espace vectoriel F (M) et les conditions

du théorème 6.2. sont vérifiées. Mais, dans ce cas, toute n-application peut être

représentée par 2 lois polynômes homogènes de degré n.

Exemple 7«4. Soient M = 2L © Z^, y î M -> F (M) l.a n-application canonique et

{e,,ep} la base canonique du 2L -espace vectoriel M. Comme tout élément de M est

un multiple de e.,e?, e, +e? et 2e,+e?, l'ensemble {-y (e.), Y (^L Y (e- i+e^)»

Y (2e,+e )} est un système de générateurs de F (M). En appliquant h à la rela-

tion a^ Y^G-)) + a^ Y^e^) + ^ yn^e^+e2>) + ^ '̂ l̂'̂ ^ = oï où a± 6 ^ ' on ^
pour tout entier n ^ 5 , a . = 0 ( i = = 1 ,2,5,4). Ceci nous dit que cet ensemble est

i ^
une base de F (M). D'autre part, F (M) est un '3,-espace vectoriel avec base

; [n] [n-1] [1] [11 [n-1] [n]. - „ - . . , . . -{e1- f e. e- ,..., e1- e- , e^ }. Donc, pour n=5, les conditions du

théorème 6.8, sont vérifiées et pour n ̂  4 elles ne le sont pas mais les condi—'

fions du théorème 6.2. le sont.

Exemple 7«5. Considérons maintenant l'anneau A = Z . , M = Z . © 27 , {e. ,e?} la

base canonique de M et y : M -> F (M) la 5-application canonique. Comme tout

élément de M est un multiple de e , ,e? , e,+e?, 2e,+e^, e.+2e et 5e,+e^, il en

résulte que les éléments Y - z ( ^ ) , Y ^ ( e ^ ) » Y^(^+e^ ) , Y ^ ( 2 e ^ + e ^ ) , Y^(e- i+2e^) et

Y^(5e.+e ) engendrent F (M) en tant que A-module. Notons, cp : ]vp -> F (M) l'ap-

plication 5-linéaire symétrique associée à y . Les relations cp(e ,+e , e , , e , ) =

= cp(e^ ,e^ ,e^ ) + ' cp (e^ , e^ ,e^ ) et ' c p ( e ^ + 2 e ^ , e ^ ,e^) = cp(e^ ,e^ ,e^) + cp(2e^ ,e^ ,e^)

entraînent que v-z(2e +e ) et y (^e +e ) sont des combinaisons linéaires de

y (e ) , y ' {e ), y (e.+e ) et Y'ï^^^e^) et finalement, ces éléments engendrent

F^(M) . Mais cp( 2e^+e^,e^ ,e^) = 2cp(e^ ,e^ ,e^) + cp(e^ ,e^,e^) , d 'où 2y(e^ ) + 2y(e^ +

+ 2e^) = 0 et ceci nous dit que les générateurs de F (M) ne sont pas libres.
* • r^ "1

Comme l'application A -linéaire h : F (M) -^ F (M) vérifie h (Y^ (e^ ) ) = e1- J,
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^(e;,)) = e^ et ^(o^e,)) = (e^)^ = ef33 + e^ e? 1 . e;1 ] ej23 +
r-?"^ .̂

+ e? , qui sont des éléments libres de r,,(M), alors les vecteurs y(e.), Y(en) e^

v(e.+e ) sont aussi A-linéairement indépendants dans F (M), Montrons que Y-zC^ +

+ 2e^) n'est pas une combinaison linéaire de Y C ® - ) ) » Y(en) e^ Y(e^+e--))• En effet,

si l'on pose y{e^+2e^) = a ^ y ( e ^ ) + a pY(e?) + a-zY(e-i +e?) , avec a. dans A(i=l ,2,5),

en appliquant h- à cette relation on a a, = 2 et a- = 0 ce qui est absurde.

Doncï 4 5 <card (r^(M)) < 44.

Il est facile de voir que les conditions équivalentes du théorème 6.2, ne

sont pas vérifiées. En effet, s'il existait une application A-linéaire h' : F (M)->

F (M) telle que h'o h = idp / \ , F (M) serait projectif sur A et comme A est

local, F (M) serait libre et son cardinal serait de la forme 4P, où p est un

entier. Il existe alors un A-module N tel que r : P,,(M,N) -> F^(M,N) ne soit
-x- •' '

pas surjective. De plus, h : r (M) -*• r (M) n'est pas surjective parce que
"X" A .) .) '

card (r (M)) = 4 donc, r n'est pas injective. Finalement, l'exemple ci-des-

sus nous montre que si L est un A-module libre, ceci n'entraîne pas que r (li)

soit aussi libre.

Exemple 7.6. Soient A = = Z ' et M = Z ' © ^ . Comme le fondeur HODL(M,-) n'est pas

représentable, les conditions équivalentes du théorème 6.2. ne sont pas vérifiées

pour n .= 5 (cf. [6], exemple 4.4.).
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