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SUR LES n-APPLICATIONS

par

*
Miguel FERRERO( ) et Artibano MICALI

Dans cet article, tout anneau est commutatif & élément unité, tout module

est unitaire et tout morphisme d'anneaux envoie 1'élément unité sur 1'é1ément unité.

1. Définitions et exemples

Soient A un anneau, M et N deux A-modules, f : M » N une application
et n =1 un nombre entier. On dira que f est une n-application si les conditions
suivantes sont vérifides (cf. [3]) : (n-A1) pour tout a dans A et tout =x dans

M, fla x) = A f(x) 3 (n—A2) si M¢ désigne la somme directe de n copies de MW,

1l'application @ : u® - N définie par w(x1,...,xn) = z (-1)n—pf(xi tees

15i1<...<i = 1
b

...+Xi ) pour X1""’Xn parcourant M, est multilinéaire.

P On remarquera que ¢ est nécessairement symétrique. On dira que @ est

1'application n-linéaire symétrique associée & f.

I1 est clair qu'une 2-application est une application quadratique et qu'
une 1-apb1ication est une application linéaire. Si f : M - A est une n-applica-
tion, on dira que f est une n-forme et que ¢ : M" 5 A est de la forme n-lindai-

re symétrique associde & f,

Etant donnée une n-application f, 1l'application n-linéaire symétrique
associée & f est univoquement déterminée par f. Par contre, deux n-applications
différentes peuvent fournir la méme application n-linéaire symétrique associée (cf.
exemple 7.3).

Lemme 1.1, Si ¢ = M >N est une application n-linéaire, on a, 2 (_1)n-p

- 154 <...<i <o
> i _ .
w(x1i FeesF KL peeesX o eetX ) = 2 @(x1o(1),...,xno(n)), quels que soient les

" o ni, nig 0€§n

é1éments xij€M (i,3=1,...,n). En particulier, si xiEM (i=1,+..,n), on a
s _1\0-P = 2
2 (1) cp(xi R T R ) = 2 ¢(xo(1),...,xo(n)).

< .
1_11<...<1p5h 1 P 1 D 0€§n
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niversité de Campinus (UNICAMP). Son séjour a été pris en charge par la FINEP.



34 M. FERRERO - A. MICALI

En effet, Z (-1)2P PRy FeeatBy s geeeX L Hewitx ) =
1= <...<d = 1 p o "o
P
= z (-1)2P > cp(x1 s ) et on peut voir que si
1= <...<i S 33€ i) d o By :

(j1,...,jn}}Cé {1,...,n} 1le terme cp(xm1

. ""’xnj ) figure dans la somme ci-dessus
n

0 fois, d'oli le résultat énoncé. Notons ici que s, désigne le groupe symétrique.

Corollaire 1.2. Si n! est inversible dans A et o M" > N est une applica-

tion n-linéaire symétrique, il existe une unique n-application f : M - N telle gque

¢ est son application n-linéaire symétrique associée.

En effet, il suffit de définir f par f(x) = n' ©(X,...,x) pour tout
x dans M. L'unicité de f résulte de la remarque 1.4 et pour ce faire, nous

avons besoin du lemme suivant :

- n n
Lemme 1.3. Pour tout entier n =1, on a n!=p§1 (-1)™P (p) .

En effet, considérons la série formelle of = OZO 1— % € q[[t]]. Le
) n . nm=o .
coefficient de t  dans (1—e » pZo (-1)P (p) Pt p=0 (=1)P Zo m' (pt)" =
z n 1.z non
= m—o m' ( (—1)p ( ) pm) % est o pZ1 (-1 )p (P) p . D'autre part, le coeffi-
cient de tn dans (1-e W= ()™ £ ( °£1 —;H o=t YW oest ’(—-1 ), d'od le résul-

tat énoncé.

Remarque 1.4. Soit f : M > N wune n-application et ® : M* > N 1'application

n-linéaire symétrique associée & f. Pour tout x € M on a, ©(X,%,...,x) = -

n n
= (2 (P ) 2" £(x) = nt £(x).

Alors, si f et f' sont deux n-applications de M dans N, si ¢ et @'
sont les applications associées & f et f' respectivement et si o¢=p' on a,
n!f(x) = n!f'(x) pour tout x € M. Donc, si 1l'homothétie définie par n! dans N
est injective, f = f',

Proposition 1.5. Soient f : M - N une n-application, ¢ : IVIn - N 1l'application
n+1

n-linéaire symétrique associée & f et ¢ : M > N 1'application définie par
W(X1,...,Xn+1) = E (—1 )n+1_p (X +...+X ). Alors ¢ = 0.
1Si1<. . .<"Lp$n+1 o

En effet, il suffit de remarquer que pour tout élément (X1 ,...,xn+1)

1
) = CP(X1 70-01xn_11xn) -

n+
dens M, ona, ¥(xp,eeex ) =elx x4, XX

- "P(x1 y---:xn_1 rxn+1) = 0.

Exemple 1.6, Si M est un A-module, l'application f : M - M®n définie par

f(x) = x®n est une n-application. En effet, si ¢ : VR M®n est 1'application
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définie par cp(x1,...,xn) = 2 (=P (x, +...4x, )®n, d'aprés le
1=, <<l <n M o o
. ces = I BN i i i
lemme 1.1 on a q:u(x1 , ,xn) e xc(1) ®,..8 xc(n) et il est clair maintenant
-

que @ est n-linéaire. De mdme, 1l'application sy M- Sn(M) définie par sn(x) =

\h . . <. froe ‘ )
X est une n-application et son application n-liuéaire cymétrique associée est

. . n . \
1'application ®, ¢ M - Sn(M) donnée par cpn(x1,...,xn) =n! x, V...V X5 ol

1
1'on note Sn(M) la n-iéme puissance symétrique de M et par V le produit symétri
que.
m
Exemple 1.7. Soit F(X,‘,...,Xm) = Z ) ¥ ,...,ixi cen Xi un polyndme ho-
i, 5000 i =1 11 n1 n
1 n
mogéne de degré n en les indéterminées X1 ,...,Xm et & coefficients dans un A-
module N. Si {e1,...,em} est une base d'un A-module libre M, 1'application
m

f : M>N définie par f(i)_31 aiei) = ’E‘(a1 ,...,am) est une n—applicatioﬁ et son

application associée est, d'aprés le lemme 1.1., la suivante. Si % = j§1 aijej
o =
(i=1,...,n), alors q;(x1,...,xn) = Z (~)*P T (a:.L g et 8y )
154, <...<i <n Jiseeerd=t 1Y 159
1 m P 1 n P
veela, o et a, L) T yeee,y. = 2 z a, . ee. @, .
i,J id J 3 . s 4 (a . i, J i
1°n p’n P dpaeeend=t (00,1 )68 T nn

yj yeees: , donc ¢ est une application n-linéaire. En particulier, 1'application
dé%eminannt, dét : Mn(A) > A, x> dét(x) est une n-application et son application
n-lindaire symétrique associde est 1l'application @(x ,...,x ) = £ aét(x yoon
1 n o€s a(1)
=n
...,xc(n)), ol Xy seee,x  sont des é1léments de Mn(A) et (xc(”,...,xo(n)) désigne

la matrice dont la i-iéme colonne est la i-~idme colonne de la matrice Xcr(i)'

Réciproquement , si A est un anneau dans lequel n! est inversible et
si £ : M->N est une n-application o M est un A-module libre de base {e1 soen

...,em} , alors il existe des éléments v dans N, pour i1 ,...,in € {1,..m

1,...,:'Ln
m % n
— . i . -
tels que f(i§1 aiei) = ' 1ai1.“ &, Vi ...,qc B0 effet, si o@: M N
11""’111: n 1 n
m
est 1'application n-linéaire symétrique associée & f, pour tout x = i§1 a;e;
1 1 -
dans M on a f(x) = ©(%X,00.,X) TR T B B IRRLN cp(ei reeerey )
1 n n 1 n

et il suffit de prendre y.

o= wle, yeanre, ).
11,..‘.,1n n! i i

n
Nous verrons, par la suite d'autres exemples de n-applications notamment

lors des questions concernant la représentabilité des n-applications (cf. no2),
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Remarque 1.8. Il est clair que 1'on peut construire la mtégorie des n-applica-
tions, c'est & dire, la catégorie dont les objets sont les quadruplets (A,M,f,N),

ol A est un anneau, M et N sont deux A-modules, n 2 1 est un nombre entier fixé
et f : M~->N est une n-application. Un morphisme de n-applications est un triplet
(o,g,h) ¢+ (4,M,f,N) > (A',M',f',N') ok @ : A > A' est un morphisme de Ann,
(e,g) : (4,M) » (4a',M") et (o,n) : (4,N) > (4A',N') deux morphismes de Mod, le
tout faisant commuter le diagramme suivant :

g
M —— N
fl lf'
N —B

2. Représentabilité des n-applications

Soient A un anneau, M un A-moduley; n = 1 un nombre entier, (eX)XEM la
base canonique du A-module libre A M) et considérons le sous-A-module R (M) de
A(M) X M®n engendré par les éléments de laforme (eax - a% ,0) et ( >

* e

(<1)*P e y-X ®...®xn) ou a parcourt A et x, Xy seeesX ~ Pparcou-

Eiodeaot Xy 1
1 p

rent M. Notons l"n(M) = A<M) X M®n/ Rn(M) le A-module quotient et Yn : M- I"n(M)

1'application composée évidente, i.e., la composée de l'application M - A(M)XM%,

X b (eX,o) et de la surjection canonique A(M) X l"[®n - Fn(M).

Lemme 2.1. Pour tout A-module WM, Yy ¥ M- Fn(M) est une n-application.

_I1 est clair que pour tout a € A et tout x € N, yn(ax) = anyn(x). De
plus, si =‘bn : Mn - I'n(M) désigne 1'application définie par (x1 ,...,xn) -
" z (=)™ Py (Xi FeeatX, ), alors \l:n(x1,...,xn) = zo,x1 ®...®xn5,
1Si1<,,,,<ip5n 1o D ‘
ol la barre veut dire classe module Rn(M)' Donc l!ln est n-linéaire et par suite,

Yn est une n-application. On dira que Yn est la n-application canonique.

Lemme 2.2._ Pour tout A-module M, la famille {Yn(x)}xeM engendre l"n(M) en
tant que A-module.

En effet, I"n(M) est engendré, entant que A-module par les éléments

5] 3 ! i =
(ex’ %, ...®xn) o XXy ,...,%  parcourent M. Il s'ensuit que (ex,x1 ®...®xn)

Sy D (T (e, ),
n ERSRES R *p
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Lemme 2.3. Pour toute n-application f : M - N, il existe une et une seule appli-

cation A-linéaire T : Pn(M) - M rendant commutatif le diagramme :

M —————i————ﬁ> N
1
Yn ¢
r (m)

En effet, si o : M >N est 1'application n-linéaire symétrique associée
4 f, il existe une unique application A-linéaire h : M8n - N rendant commutatif

le diagramme

M

ol la fldche verticale est canonique. D'autre part, considérons l'application A-1li-

néaire g : A(M) - N définie par e, f(x). Il existe alors une unique applica-

tion A-lindaire T : A(M) X ﬁ@n - N donnée par F(ex,x1®...@kn) = g(ex) + h(x1®...
".SKn) = f(x) + w(x1,...,xn). Comme F(Rn(M)) =0, F passe au quotient, i.e., T
définit une application A-lindaire T : Fn(M) - N vérifiant T o Y, = f. Le lemme

2.2, assure 1'unicité de F.
Remarque 2.4. La démonstration du lemme ci-dessus nous suggére une autre onstruc—

tion de Fn(M). BEn effet, comme ¢ : Mn - N est symétrique, on peut 1l'étendre &

une unique application A-linéaire h : S (M) - N rendant commutatif le diagramme

n
Mn -——SL-————-€> N
i 71
v
sn(M)

ou la fléche verticale est canonique. Il suffira alors de considérer le sous—A-modu-

le Rﬁ(M) de AKM) X Sn(M) engendré par les éléments de la forme (eax—anex,o) et

> ()P e e Y V...Vxn) ol u parcourt A et X,X,,..,X
1=i,<...<i_=n B T

1 p 1 P
parcourent M, Il est clair que FH(M) = A(M) X Sn(M)/Rﬁ(M), isomorphisme de A-mo-

dules.
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Proposition 2.5. DPour toute application A-linéaire g : M - M', il existe une uni-

que_application A-lindaire notée Fn(g) : Fn(M) - Fn(M') rendant commutatif le
diagramme
M “——"‘ji_“__€> m'
|

1
Yn yn

v r (g
l"n(M) Lt l"n(M')

ou les fléches verticales sont les n-applications canonigues. De plus, si g':M'=> M"

est une autre application A-linéaire, on a Tn(g'og) = Fn(g')orn(g) et pour tout
A-module M, Fn(idM) = id.rn(M), ol idy : M >N est 1'application identité de M.

Cette proposition est une conséquence immédiate du lemme 2.3.

Une conséquence triviale de la proposition 2.5. c'est que si g : M > M'
est un isomorphisme de A-modules, il en est de méme de Fn(g) : Fn(M) 3 Fn(M').
D'autre part, c'est une vérification triviale que si g : M - M' est une applica-
tion A-linéaire surjective, alors Fn(g) : Fn(M) - Fn(M‘) est aussi surjective.
Mais, en général, si g : M M' est injective, ceci n'entraine pas 1'injectiyité
de Fn(g) : Fn(M) > Fn(M').

Exemple 2.6. Soient K un corps commutatif, A = K[x,y] 1'algébre affine de la
courbe algébrique © = y2 et p = (x,y)A 1'idéal de 1'origine. On sait (cf. [4],
exemple 3.5.1) que l'injection canonique P—s> A se prolonge en une application
A-linéaire SZ(P) - S2(A) qui n'est pas injective. Si maintenant K est un corps
de caractéristique # 2, on a Fz(p) =~ SZ(P) et FZ(A) =5,

A-modules (cf. corollaire 5.6.), donc 1'application A-linéaire T

(4), isomorphismes de
2(p) —>F2(A) dédui-
te de 1l'injection canonique pPe> A n'est pas injective.

Proposition 2.7. Pour tout A-module M, l'application Yy of M :’F1(M) est un iso-

morphisme de A-modules.

I1 est évident que Y, est surjective. D'autre part, 1l'application
idM : M > M se prolonge en une unique application A-linéaire g : P1(M) - M telle

que g oY, = idM. Ceci entrafne que Y est injective.

Proposition 2.8. Pour tout entier n =1, il existe un isomorphisme de A-modules
l"n(A) >~ A,

En effet, 1'application f : A - A définie par ai> a" est une n-appli-

cation, donc il existe une unique application A-linéaire g : Fn(A) - A rendant

commutatif le diagramme :
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Y £

r (a)

Or, Fn(A) est engendré, en tant que A-module, par les éléments yn(a)
avec a parcourant A. Comme Yn(a) = any (1), alors Fn(A) est le A-module mono-
géne engendré par yn(1). L'équation g(yn?1)) = f(1) =1 nous dit que g est
surjective. Mais il est évident que g est aussi injective, c'est donc un isomor-

phisme de A-modules.

Remarque 2.9. Pour tout A-module M, on peut définir FO(M) = A. Dans ce cas,
Yo ¢ M - FO(M) est donné par yo(x) =1 pour tout x € M. Il est évident que 1le

lemme 2.3 est vérifié si n =0 et f est une application constante.

3., Formes et applications non dégénérées

Tout d'abord, nous rappelons ici une notion bien connue de forme non sin-
gulidre ou non dégénérée (cf. [1]). Soient A wun corps algébriquement clos de ca-
ractéristique zéro et f(X1,...,Xm) une forme cubique, i.e., un polyn®me homogéne

de degré 3 en les indéterminées XyveeesX) et & coefficients dans A. Nous dirons

que f(X1,...,Xm) est non singulidre ou non dégénérée si la variété projective
définie par f n'a pas de points singuliers ou encore, ce qui est équivalent, si
of of

les dérivées partielles DR n'ont en commun aucun zéro non trivial. Par
1 ' m

la suite, nous essaierons d'étendre cette notion au cas qui nous intéresse.

Etant donnée une n-application f : M - N dont l'application n-linéaire
symétrique associée est ¢, pour tout entier r vérifiant 1=rsn-1, désignons par
B (Mn-r

’

cation g ¢ M - B(Mn_r,N) définie par gr(x)(x1,...,x

N) 1le A-module des applications (n-r)-linéaires de ¥ dans N. L'appli-
. b n—r) = (P(X1y°°-yxn_rvxr°-ix)
est une r-application. En effet, si ¢_: M - B(M ,N) est 1'application définie

par wr(y1,...,yr) = 2o (<1)F°P gr(yi ety ), alors quelles que soiat
1S <L 1 P

les suites d'éléments de M, MREEERN et XyyeesX le lemme 1.1 nous dit que

r-p
V(s reeesy )X yeeuyx ) = 2 (=1) P(Hy pevesX 4 Vo Feuat Yo penn
r1’ W/t ’“n-r 1<‘1<...<i§5r 17 ’n-r i 1p
ey T Heeuty. ) = Z Oy peverX ¥ seeeryy, ) =Tl 0(x 000X Ly .00
’ i, i (kl"”’kr)ESr 1 n-r’k, kr 1 n-r’71

...,yr). Ceci nous montre que wr est r-linéaire, donc que & est une r-applicua-

tion.
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On dira que f est non dégénérée si 1'application g . M- HomA(M,N)
jos

vérifie la condition gn_1(x) =0 avec x€M entraine x =0, i.e., g,q ne repré-

sente pas zéro.
Proposition 3.1. Soit f : M » N une n-application. Les conditions suivantes sont
équivalentes : (i) f est non dégénérée ; (ii) pour tout entier r vérifiant

1 <r <n-, g, vérifie la condition "gr(x) =0 avec x €M entratne x = 0",

En effet, supposons (i) vérifiée et soit x € M tel que gr(x) = 0. Pour
. ' 41z _ _
toute suite LSRETTRE Sy d'éléments de M on a 0 = gr(x) (x1 ,...,Xn_r) = cp(x1 gooe

y Xyeeesx) et si 1l'on prend Xy Seee= X =X on peut écrire cp(x] y Xyoee

1 € M. Donc x = 0. La réciproque est triviale.

ey X

...,X) = 0 pour tout x

Corollaire 3.2. S'il existe un A-module N et une n-application non dégénérée

f: M-N, alors la (n-1)-application Yyq ¢ M - Fn—T (M) ne représente pas zéro.

En effet, considérons la (n-1)-application gn_1 : M= HomA(M,N) définie
par f. D'aprés la propriété universelle du couple (l"n_1 (M), Yn-1)’ il existe une

unique application A-linéaire g : l"n_1 (M) - HomA(M,N) rendant commutatif le dia-

gramme : 81
M > Hom A(M,N)
: 71
Yn-1
v
Fn-’l (M)

Si x €M et Yn_1(x) = 0, alors gn_1(x) =0, d'ot x = 0, car f est

non dégénérée.

Lemme 3.3. Soient f : M- N une n-application, ¢ 1l'application n-linéaire symé-

trique associée 3 f et h : N - P une application A-lindaire. Alors : (i) si

h o f est non dégénérée, il en est de méme de f ; (ii) si f est non dégénérée

z "~ z
et h est injective, h o f est non dégénérée.

I1 suffit de remarquer que si ¢ : MY 5> P est 1'application n-linéaire

symétrique associée & h o f, alors |!J(X1 ,...,xn) = - (-1 )n-p h(f(xi e
1Si1<...<ip5n 1

et X)) = h(cp(x1,...,xn)), pour toute suite X ,...,% d'éléments de M.

Corollaire 3.4. Pour un A-module M donné, il existe un A-module N et une n-ap-

plication non dégénérée f : M - N si et seulement si, la n-application canonique

Yo f M- Fn(M) est non dégénérée.

Soit f : M = N wune n-application non dégénérée. Il existe une unique
application A-linéaire T : Fn(M) >N telle que T o v, =f et le lemme 3.3. nous

dit que v, est non dégénérée. La réciproque est évidente.
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Corollaire 3.5. Scient f : M - N une n-application et T : rn(M) - N 1'appli-

cation A-lindaire induite par f. Si Y, st non dégénérée et T est injective,

alors f est non dégénérée.

En effet, il suffit d'appliquer le lemme 3.3.

Proposition 3.6. Soient A un anneau sans é1léments nilpotents et dans lequel n!

n'est pas diviseur de zéro et M un A-module libre de type fini. Alors la p-appli-

cation yp : M- Fp(M) est non dégénérée pour tout entier p tel que 1<p=n.

I1 suffit de considérer le cas ou p = n. Soit *[e1 yeees€ } Une base de

m
M sur A et considérons la n-forme f : M -» A définie par f(i’ii1 aiei) = i§1

(cf. exemple 1.7.). Si o : M" 5 A est la forme n-lindaire symétrique associde &

n
a.
i

m
f et si Xi = 3.51 aijej (1=1,...,n) sont des vecteurs de M, alors tp(x,l,...,xn):

b z %> i ox =3
321 (k1""’kn)€§n dk1j°"aknj = n.j=1 a1,j”'anj' Donc, si x =L a.e et

o -
Z.41'11

m
y =.§1 biei sont deux vecteurs de M, on a qJ(x,...x,y) =n! e

b, et si
1

©(x,...,x,y) = 0 pour tout y € M, alors aI.l—1= 0 (i=t,...,m), d'ou a, =0 (i=1,...
i i

~..,m) ou encore x = 0. Le corollaire 3.4. achdve la démonstration.

Corollaire 3.7. Soient A un anneau sans éléments nilpotents et dans lequel n!

n'est pas diviseur de zéro et M un A-module libre de type fini. Alors la p-appli-

cation Yp : M- FP(M) ne représente pas zéro pour tout entier p tel que 1<p<n-1.

Pour tout entier p tel que 1<psn-1, ‘yp+1 est non dégénérée. I1 suffit

maintenant d'appliquer le corollaire 3.2.
Exemple 3.8. Pour tout Z-module libre de type fini M, 1l'application canonique

Yo b M- T‘n(M) est non dégénérée et ne représente pas zéro.

4. Points singuliers et formes non dégénérées
m

Soit F(X1,...,Xm) = L Eia ...Xi un polyndme homo-
1 n 1 n 1 n
géne de degré n en les indéterminées X1 ,...,Xm et & coefficients dans 1'anneau
A. La dérivée partielle de F par rapport & X  s'éerit oF . . c.
i axi 11""’ln=1 ipsee

A - TR R G S G O 5. .) (ou &.. est le symbole de Kronecrer)
veesd i, i 7 i i i ii ij
n 1 2 n 1 n-1 n o

et par un changementd'indices, on a -g% 5 i o ¢y 5 + ci I
. preeeri = R YERETE N oririgs..

Lot oy i DX X, .
uu,n 2’ 3,0'011,] , 2"‘ n
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m
On dira que un point x = i§1 ase. du A-module libre A" de base
{e1,...,em} est un point singulier géométrique de la n-forme f définie par F

si %% (a1,...,am) =0 (i=1,...,m). Par la suite, nous donnerons une caractérisa-

tion algébrique des points singuliers géométriques.
il

En effet, si x. = .%, a,.e, (i=1,...,n) sont n éléments de A" et osi
i J=1 Tij7;

@ est la forme n-lindaire symétrique associée & f on a (cf. exemple 1.7.),

o(xseex) = 2 R DU 22 (g & g eeemey +
R = | n (k,,...,k )€ES 1 272 n'n
1 n 2 n’ “n-1

+ .8 . ... . et Cee. A . a . ).
oty iyttt ki iyt ki B,

m
Si maintenant x =.§ a.e. et y=.% b.e, sont deux éléments de A@, on a
i=1 "i7i i=1 "i7i

o(x, 00 0x,y) = i1,.>.:.,in=1 Ci1,...,in (kz,.;.,k )€s (bj &5 «-vay + 3y by it

n/=n-1 M1tz n M1t n
et By ee.oay b, ) = (n-1)! 2 c. ; (b, @, veu @, +uuut a. ...
1 o ipreeesd =t Toeeodly 1 In 4
z JF
eay b, ) = (n-1)1 iZ by 5% (a1,...,am).
n-1 n i

D'autre part, étant donnée une n-application g : M - N dont 1l'applica-
tion n-linéaire symétrique associée est W, on dira que un point x de M est un
point singulier de g si W(x,...,x,y) =0 pour tout y € M.

La formule o(x,...x,y) = (n-1)!

oF .
ig; bi aXi(a1,...,am) nous fournit le

résultat suivant :

m
Proposition 4.1. Si x =i§1 ae, est un point singulier géométrique de f défini

par F sur Ag, alors x est un point singulier de f. Réciproquement, si x ed

un point singulier de la n-forme f et si (n-1)! n'est pas diviseur de zéro dans

A alors x est un point singulier géométrique de f.

Corollaire 4.2. Soit f : A" > A une n-forme définie par un polyndme homogéne de

degré n. Si (n-1)! est inversible dans A alors f est non dégénérde si et seu-

lement si f n'a pas des points singuliers géométriques non triviaux.

Remarque 4.3. On peut vérifier, en utilisant ce critére, qu'une forme quadratique

est non dégénérée si et seulement si son descriminant est inversible dans A.

5. Formes et algtbres symétrigues

Soient A un anneau, M un A-module, n=! un nombre entier et
s, t Mo Sn(M) la n-application définie dans 1'exemple 1.6, i.e., sn(x) = XVn pour
tout x € M. On sait déja que si o, ¢ N Sn(M) est 1'application n-linéaire

symétrique associée & s, ons, wn(x1,...,xn) = n! x, V...V X . Désignons par
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h : Fn(M) > Sn(M) 1'unique application A-linéaire telle que h o Y, =8, ou

Y M- I"n(M) est la n-application canonique. De méme, si ‘Jrn : M Fn(M) est
l'application n-linéaire symétrique associde & Yoo il existe une unique applica-
£ indas : PR _

ion A-lindaire g : S_(M) - T‘n(M) que vérifie g(x1 V...V Xn) wn(x1 ,...,xn).

(

n

Pour tout x €M on a (g o h) (yn(x)) = g(xvn = n! yn(x). Done goh =n!id. (u)*
n

D'autre part, quels que soient Xiseee,x, dans M, ona, hog (x1 V...
.V xn) = h(ll;n(x1 ,...,xn))= z (-1)*Prno Yn(xi Foeatxy ) = =
ERE S 1 I
n-p _ B _ )
(-1) Sn(xi1+"°+xip) = cpn(x1,...,xn) =n! %, V...Vx . Donc, hog = n! 1dSn(M)’

Lemme 5.1. Si 1'homothétie définie par n! dans M est surjective, alors les

homothéties définies par n! dans SP(M) et FP(M) sont surjectives pour tout

entier p tel gue 1<p<n. Dans ce cas, g et h sont surjectives et {XV

P}
x€M
est un systime de générateurs de S_(M).

Il suffit de considérer le cas ou p=n. Si n! désigne 1'homothétie dé-
finie par n! dans M, on sait que Sn(n!) : Sn(M) - Sn(M) est surjective. Or,
S,(n!) est l'homothétie aéfinie par (n!)", donc (a!)".s (M) =5 (M). Comme
Sn(M) D n! Sn(M) DeeD (n!)n Sn(M) on a n! Sn(M) = Sn(M). Le m8me raisonnement

s'applique a Tn(M). Les formules g o h = n! idF ( et hog=mn!id
n

M)

trainent que g et h sont surjectives. Finalement, comme h est surjective,
Vn
=X

Sn(M)' en—

{yn(x)}xeM engendre l"n(M) entant que A-module et h(yn(x)) , alors {xvn}{EM
est un systéme de générateurs du A-module Sn(M)'

Lemme 5.2. Soient A un anneau et M un A-module. Supposons que M soit projec-

tif de type fini ou que A soit inteégre et M plat. Si 1'homothétie définie par

n! dans M est injective, alors l'homothétie définie par n! dans SP(M) est

injective pour tout entier p =1.

n!)(u) = (n!)pu=0 et

Soit u dans S (M) tel que n! u-= 0. Comme Sp(
u=20

Sp(n!) est injective (cf. [2]‘Corollaire 3.12), alors

Lemme 5.%. Supposons qu'il existe un entier p =1 tel qie 1'homothétie définie

par n! dans S (M) (respectivement r (M)) soit injective et que 1'application

sp t M- SP(M) resp. 'vp : M- I"p(M)) ge représente pas zéro. Alors 1'homothétie

définie par n! dans M est injective.

Ceci résulte tout simplement de la commutativité du diuagramme ;

1
n: >

i ;
Sp\l/ S_(nt) J,UP
(M) —B——=5

5
P p
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Le m8me raisonnement vaut pour I (M).

Lemme 5.4. Si 1'homothétie définie par n! dans M est bijective, alors les

homothéties définies par n! dans Sp(M) t FP(M) sont bijectives pour tout

entier p=1.

Proposition 5.5. Soient A wun anneau, M un A-module et n 21 un nombre entier.

Les conditions suivantes sont équivalentes : (i) n! définit une homothétie in-

jective dans Sn(M) et une homothétie surjective dans Fn(M) 5 (ii) geth sont

des isomorphismes ; (iii) n! définit une homothétie surjective dans Sn(M) et
une homothétie injective dans Pn(M) ; (iv) n! définit une homothétie bijective
dans SHM) et dans TJM%

Les conditions (i) entrainent que g est un isomorphisme et par g, les
propriétés de (i) se transforment en celles de (iii). De méme, les conditions de
(iii) entrainent que h est un isomorphisme et par h les propriétés de (iii) se

transforment en celles de (i). Le reste est trivial.

Corollaire 5.6. Si n! définit une homothétie bijective dans M, alors get h

sont des isomorphismes.

En effet, d'aprés le lemme 5.4., n! définit des homothéties bijectives

dans Sn(M) et Fn(M) et le corollaire s'ensuit.

Proposition 5.7. Si 1'homothétie définie par n! dans Fn(M) est injective,

alors Yy est non dégénérée si, et seulement si, Sy est non dégénérée.

Comme h o Y, = Sy si sy est non dégénérée il en est de méme de Yo+
Réciproquement, comme h est injective, alors Y, non dégénérée entraine que s,
est non dégénérée (cf. lemme 3.3.).

Par la suite, on fera un certain nombre de remarques concernant les n-ap-

plications et ses connexions avec 1l'algébre symétrique.

Remarques 5.8. On note que s, M - Fn(M) est non dégénérée si et seulement si
V(n-
la condition n! x ‘° 1)Vy =0 pour tout y dans M entraine x = O.

5.9. Si l'homothétie définie par n! dans Sn(M) est injective, alors snest
non dégénérée si et seulement si la condition XV(n— Vy = 0 pour tout y € M,
entraine x = 0.

5.10. Si sy est non dégénérée la condition XV(n—1) =0 avec x €M entraine

x = 0.

Proposition 5.11. Soient A un anneau réduit, i.e., sans éléments nilpotents et

M un A-module qui peut 8tre plongé dans un A-module L de type fini. Alors, tout
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é1lément x de M qui est nilpotent dans S(M) est nul.

I1 est clair que S(L) n'a pas d'éléments nilpotents sauf les triviaux,
car S(L) est un anneau de polyndmes. D'autre part si A est réduit, A[XT] 1'est
aussi.

. V. .
Soit x € M tel que x " -0 et considérons le diagramme commutatif
M —d
i

s () ln

Sn(M) > Sn(M)

ol les fléches verticales sont canoniques. On a 0 = Sn(j) (xvn) = sn(j(x)) =

= (j(x))vn, d'ot j(x) = 0 et, par suite x =0, o j:M= L est 1'injection canoni~-
que.
Remarque 5.12. La proposition 5.11 nous dit que si A est un anneau réduit et M

est un A-module qui peut &tre plongé dans un A-module libre de type fini, pour tout
n =1, la n-application s, M- Sn(M) ne représente pas zéro. De plus, si pour

tout entier n =1 1'homothétie définie par =n! dans Sn(M) est injective, alors
pour tout entier n =21, s, est non dégénérée. En effet, si n! xv(n_1 Vy = 0 pour

tout y € M, on a P = 0 et, par suite, x = O.

6. n-Applications et lois polyndmes

Etant donnés un nombre entier n =1 et deux A-modules M et N, nous
désignerons par Pn(M,N) 1l'ensemble des lois polyndmes homogenes de degré n de M
dans N (cf. [7]) et par Fn(M,N) l'ensemble des n-applications de M dans N ;

Pn(M,N) et Fn(M,N) sont des A-modules de maniére évidente.

Proposition 6.1. Il existe un morphisme de A-modules FN H Pn(M,N) > Fn(M,N) défi-

ni par f- fA'

I1 suffira de montrer que fA : M >N est une n-application., La relation
fA(a x) = a fA(X)’ pour tout a € A et pour tout x € M est évidente. Considé-
rons l'application ¢ @ " > N associde i fA’ ice., w(x1,...,xn) = >

1.<-i1<. <d=n

(—1)n_pfA(Xi Heeatxy ) pour Xy peeerXy parcourant M. On sait (cf. [7], théoréme
1..) que pgur toutg A-algebre commutative A - B, pour toute famille finie

X, 5.0y d'éléments de M et pour toute famille finie b,,...,b  d'éléments de
1 m 1 m

i
. - 1 4 5 _
B, il existe des elementsk yk1”ﬁ"km de N tels que fB (i:1 N ® bi)
1 “In . . R, _
2 yk1;...,km ® b1 cee b En particulier, si 1'on prend B = A[T1,..,Tn],

K +o.otk =n
1 m

1'anneau de polyndmes en les indéterminées T1,...,Tn et & coefficients dans A,
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1 r (8 x ®1) = gol.. oo
alors E X, ) = N
B ‘i=l i i k1+...+kn=n k1’°"’kn 1 n

pour toute suite finie XyseeesXy d'éléments de M. En particularisant les valeurs
des Ti(i=1,...,n), c'est & dire, T, = 1o, 21, et Tjk-)O pour j £ {1,...
1 P
weeyi’}, on obtient f (X, +...+x, ) = A V. , ou encore
P AT 1p k1+...+kn=n k1""’1{n
kj=0 si Jf{11,...,1p}

elx,eenx) = T (-1)"P 2z Yy c -
1Si1<...<i < k1+...+kn=n 17°°*""n
P k=0 sl jﬂ{i1,...,ip}

Comme dans le lemme 1.1., on voit que figure dans cette

Tk, seeesk
somme O fois si (k yeeesK ) % (1,...,1). Donc mtx yeessX ) =y et la
1 n 1 n Tyeaesl
démonstration est achevée.
*
Notons Fn(M) le sous—A-module des éléments homogenes de degré n de
* *

1l'algébre des puissances divisées de M et Yp ¢ M- Fn(M) la loi polyn®me canoni-

*
que. Il existe alors une unique application A-linéaire h : Fn(M) - Fn(M) rendant

commutatif le diagramme *
(v,), M
M ——2——=T (M)
n
9
Yn
v
r (u)

*
ol ('yn)A(x) = x[n] pour tout x € M.
Notons encore Homn(M,N) 1l'image de Ty, Fn(M) le sous—-A-module de
* . 1z [n] ~ey ¥
l"n(M) engendré par les éléments de la forme {x }XEM et I‘rgM) = l"n(M)/fn(M).
Le théoréme suivant caractérise le cas ou toute n-application f : M = N peut &tre

étendue & une loi polyndme homogéne de degré n.

Théoréme 6.2. Soient A un anneau et M un A-module. Les conditions suivantes

sont équivalentes : (i) pour tout A-module N, 1'application A-linéaire

. 2 s _ .
Ty Pn(M,N) %Fn(M,N) est surjective ; (ii) 1'application T Fl"n(M)

Pn(M, l"n(M)) - Fn(M, Fn(M)) est surjective ; (iii) Y, est dans Im(r) 5 (iv) il
*
existe une application A-linéaire h' : I‘n(M) - Fn(M) telle que h' oh = id]; ()}

(v) pour tout A-module N, il existe une application A-linéaire AN H Fn(M,N)n -

Pn(M,N) telle gque FN o AN = idF (M,N) H (Vi) h est injective et le foncteur

Homn(M,-) est représentable ; (vgi) le foncteur Homn(M,—) est eprésentable par
Fn(M).
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Il est évident que (i) = (ii), (ii) = (iii) et (v) = (i). si v, € In(D)
alors Y s'étend & une loi polyndme homogene de degré n, g, ¢ M- Fn(M), c'est-
a-dire, (gn)A =Y. I1 existe alors une unique application A-linéaire

* * *
1. 9 1 — 1 —_ —
h' : Fn(M) = Fn(M) telle que h' oy = fn. or h' o (Yn)A = (gn)A =y, et pour
tout x €M on a, h'o h(yn(x)) = h'((yn)A(x)) = yn(x), ou encore, h' oh =

= idr (M)‘ Ceci nous montre que (iii) = (iv). Montrons (iv) =’(v). Supposons donc
n

*
qu'il existe une application A-linéaire h' : Fn(M) - Fn(M) telle que h' o h =

= idF (M)' Pour tout A-module N, on a le diagramme commutatif
n

* h*
HomA(l"n(M),N) <—hT—>‘ HomA(l"n(M),N) )

) )

1-‘N
P (,N) —————=F (1,N)

ol les isomorphismes verticaux sont canoniques. Il suffit de définir
AN : Fn(M,N) i Pn(M,N) de fagon évidente, car h*o h'* = idHomA(T ),n)* ,“

Puisque (i), (ii), (iii), (iv) et (v) sont déja équiva?entes, il est
clair que ces conditions entrainent (vi).

Si h: Fn(M) - F:(M) est injective on a un isomorphisme Fn(M)f: Fn(M).
De plus, si Homn(M,—) est représentable il 1l'est par fn(M) (cf. [B7, corollary
4.2) et (vii) s'ensuit.

Finalement, si Homn(M,-) est représentable par Fn(M), comme il 1l'est
aussi par fn(M), on a un isomorphisme canonique induit par h, Fn(M) 3 Fn(M). De

plus on sait que la suite exacte canonique
r N F (
0 - n(M) - Fn M) - 0 M) - 0

est scindée (cf. [67], corollary 4.2.) et ceci permet de vérifier (iv).

Remarque 6.3. Supposons que les conditions équivalentes du théoréme 6.2. soient
vérifides. Alors pour toute n-application f : M - N il existe une loi polyndme
homogene de degré n de M dans N, notée g, telle que gy = f. Pour toute A-alge-

bre commutative A - B, le diagramme
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v ey v
® B —>
M AB N‘@lB
commute, ou les fléches verticales sont canoniques. Pour tout élément x® b de

M 8@3, on a gB(x ® D) = gB(x @ 1" = £(x) ® b, Il est clair que gy n'est pas

unique ni une n-application.

Corollaire 6.4. Soit A un anneausur lequel tout A-module est projectif (par_exem

ple un anneau semi-simples avec des conditions artiniennes) et soit M un A-module.

¥
L'application A-linéaire canonique h : Tn(M) - Fn(M) est injective si et seulement

si les conditions équivalentes du théortme 6.2. sont vérifides.

En effet, d'aprés les hypothéses faites sur A, si h est injective, la

suite exacte de A-modules

0 - Fn(M) 5 F:(M) s T - o

est scindée. Donc, on a la condition (iv) de 6.2. La réciproque est donnée par le

théoréme 6.2.

*
Proposition 6.5. L'application A-linéaire canonique h : Fn(M) - Fn(M) est surjec-
y ¢ P 0, - F ()
est injective. Autrement dit, toute loi polyndme est déterminée par sa restriction

a A,

tive si et seulement si pour tout A-module N, l'application T

h _«
Considérons la suite exacte rn(M) - rn(M) - 0 . Pour tout A-module N
on a le diagramme commutatif

*
* h
0 - Homy(r (M),N) ————> Hon(r (1),N)

L. 0

Pn(M,N) > Fn(M,N)

ou les isomorphismes verticaux sont canoniques. Alors FN est injective. Récipro-
quement, si FN est injective pour tout A-module N, il suffit de prendre

* * *
N = Fn(M)/Im(h) et Fn(M) - N 1la projection canonique. Puisque h (m) = m o h=

=0, ona m=0, et alors, h est surjective.

Corollaire 6.6. Soient A un anneau intégre de cardinal infini et M un A-module

projectif de type fini. Les conditions équivalentes de la proposition 6.5. sont
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vérifides si et seulement si Homn(M, -) est représentable,ou encore, si et seule-
ment si reng (M) <1 ou n=a(4), ob d(A) = inf {card (4/I) ; I idéal maximal
de A},

I1 suffit d'appliquer le corollaire 7.3. de [6].

Remarque 6.7. Si A est un corps infini, les conditions équivalentes de la propo-
sition 6.5. sont vérifiées pour tout A-espace vectoriel M et pour tout entier
n=1.

Théortme 6.8. Soient A un anneau et M un A-module. Les conditions suivantes

sont équivalentes : (i) pour tout A-module N, l'application A-linéaire

FN : PH(M,N) - Fn(M,N) est un isomorphisme de A-modules ; (ii) 1'application

I Pn(M,Fn(M)) - Fn(M,Fn(M)) est un isomorphisme de A-modules ; (iii) Y est

n
dans Im(l") et il existe une unique loi polyndme homogdne de degré n de M dans

Fn(g) dont la restriction & A coincide avec v, ; (iv) 1'application h : Fn(M)
- Fn(M) est un isomorphisme de A-modules ; (v) Homn(M,—) = Fn(M,—) et h est
surjective.

I1 est clair que (i) = (ii), (ii) = (iii) et (iv) = (i). Supposons (iii)
vérifiée.

D'aprés le théoréme 6.2. il existe une application A-linéaire h' : FZ(M)

' o *
- rn(M) telle que h'o h = idp (M). Comme h'o Y, 8 Mo Fn(M) est une loi polynd-
n

me homogéne de degré n telle que (h'o YZ)A = v alors h;o v: est 1l'unique
extension de Yy De plus, comme n-applications, h o Yy = (Vn)A et comme Yo peut
8tre considérée comme une loi polynbme homogtne de degré n, il existe une unique
application A-lindaire f : Fz(M) - Fn(M) telle que foy = y:, comme lois poly-

ndmes. Il s'ensuit que f = h et par suite, h o Yy = y; comme lois polyn®mes.

* *

On a donc hoh'" oy =v, d'ou hoh'=idd , . Ceci nous montre que (iii) =
v r (w)

(iv). Comme (i) entraine que Homn(M,-) = FnkM,—), il reste seulement & montrer que

(v) = (i). Mais ceci résulte de la proposition 6.5.

Corollaire 6.9. Soient A un anneau intégre de cardinal infini et M un A-modu-

le libre de type fini. Les conditions équivalentés du théordme 6.2. sont vérifides

si, et seulement si, les conditions équivalentes du théordme 6.8. le sont.

En effet, d'aprés le mrollaire 6.6., si les conditions équivalentes du

théoreéme 6.2. sont vérifides, h est surjective, c'est & dire, bijective.

Corollaire 6.10 -Soient A un corps de cardinal infini et M un A-espace vecto-

riel de type fini. Les conditions équivalentes du théoréme 6.8. sont vérifiées pour

tout entier n =1 si et seulement si h est injective.
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En effet, on sait que h est, dans ce cas, surjective.

Proposition 6.11. Soient A un anneau et M wun A-module libre de type fini de

base {e1 ,...,em}. Les conditions équivalentes du théortme 6.2. se vérifient pour M

si, et seulement si, pour toute n-applicetion f : M - N, il existe un polyndme

homogene F(X1 ,...,Xm) de degré n en les indétermindes X,I ,...,Xm et & coeffi-

m m
cients dans N tel que pour tout élément .3, a.e. de M on ait f(.% a.e.) =
i=1 "i7i & I—— i=1 "i7i

F(a1 ,...,am). De. plus, les conditions équivalentes du théorime 6.8. sont vérifides
si et seulement si pour toute n-application f : M - N le polyndme F correspon-

dant est unique.

Supposons les conditions équivalentes du théoreme 6.2. vérifides et soit

f : M-> N une n-application. On peut considérer f comme une loi polyn®me homogd-
ne de degré n de M dans N et pour toute A-algtbre commutative A - B il exis-
m
te des éléments dans N tels que pour tout élément 2 e, ® b, de
m

e.®b,) = 2 v ®Db,_ ... D
i i K, yene k= k1’°"’kn k

1 n

B = A[X1 ,...,Xm], 1'anneau des polyndmes en les indéterminées X

yk1,...,kn

M® B on ait £ (%

s 1
N Bl4Z . Si 1'on prend

1 k

1 n
1""’Xm et a
coefficients dans A, on voit que le polyndme F‘(X1 ,...,Xm) =

k1 , ...,kn=1

Xk Xk vérifie les conditions demandées. Réciproquement, soit f : M > N

1 n
une n-application et F‘(X1 ,...,Xm) = g Yy X Xk Xk le polyndme
k1""’kn=1 170%™ n

yk1 reeesk

correspondant. Si A - B est une A-algébre commutative, 1'application fB e M ®AB—>

m .
PP 5 .
S N® B définie par I e, ® b, b ik A Yk ok BBy L by est bien
1 n 1 n 1 n
définie, est une loi polyn®me homogéne de degré n et fA =f.

La deuxidme partie de la proposition est évidente (cf. [7]).

Remarque 6.12. La proposition précédente et le fait que, en général, une n-appli-

cation f : M - N ne peut pas s'étendre & une loi polyndme entrainent qu'une formu-
n n q
le £(.% a.x.)=.% a f(x.)+ 2 c. oA .. a, 9(x. ,.aa,x )
i=1 "ivi i=1 i i . . 1,5e0e,i 1 i i i
{11""’111} 1 n 1 n 1 n

n'est pas, en général, vraie (on- sait que ceci est vrai pour n = 2).

Proposition 6.13. Soient 'A un anneau et M un A-module. Les conditions suivan-

tes sont équivalentes : (1) pour toute A-algdbre commutative A - B, l'application

*
B-linéaire canonigue hB B l"n(M ®A B) - Fn(M ®A B) est un isomorphisme de B-modu-

les ; (ii) les conditions équivalentes du théoréme 6.8, sont vérifides et pour toute

A-algébre commutative A - B, on a un isomorphisme de B-modules Fn(M ®A B) z
5 Fn(M) ®AB, via 1'application 'yn(x @ D)= yn(x) ® e,
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En effet, supposons que la condition (i) soit vérifiée. En particulier

~ _*
hA H Fn(M) - Fn(M) est un isomorphisme. De plus, pour toute A-algébre commutative

A > B on a des isomorphismes de B-modules, T (M 81 B) T (M ® B) - T ( ) ® B S
3 Fn(M) ® B, via les applications Y, (x® D) » (x ® b) n]’ (x ® b) n] [n] ® b

et x[n] ® b yn(x) ® b, respectlvement (cf. (7], théoréme III.3). Re01proquement,
pour toute A-algébre commutative A = B, on a des isomorphismes de B-modules

I"n(M ®A B) 3 Tn(M) ®A B I"Z(M) ®A 35 I"Z(M ®A B), d'aprés les hypothises faites

dans (ii). nc, (ii) = (i).

T. Etude de quelques exemples

Dans ce paragraphe nous étudierons quelques exemples qui nous aiderons &

mieux comprendre les rapports entre n-applications et lois polynbmes de degré n.

Exemple 7.1. Dans le cas ou M = A, les conditions‘équivalentes du théoreme 6.8.
sont vérifiées. On sait déja que T (A)I: A, yn(1) B (cf. proposition 2.8.) et
T;(A) - A* 1[n] B 1 (ef. [7], theoreme IV.2), d'ol 1'isomorphisme de A-modules
Fn(A) - Fn(A), yn(1)|é 1[n]’ et ceci, pour tout entier n = 0.

Exemple 7.2. Si n! est inversible dans A, pour tout A-module M on a des iso-

~ ¥
morphlsmes de A-modules T (M)l: S (M) > T (M), donnés par y (x) e xvn et

x [xW* respectlvement Donc, dans ce cas, pour tout A—module M on a les con-
ditions équivalentes du théoréme 6.8. En particulier, ceci est vrai pour tout A-
module M et tout entier n =1, si A contient un sous-corps de caractéristique -

0.

Exemple 7.3. Soient 27 = Z/n.%, M = 4,914, et f : M- 7%, une 3-forme. Si {e

e2} est la base canonique du Z_ -espace vectoriel M, alors f(e ), f(e2) et

1?

2
f(e1+e2) appartiennent & Zb. Réciproquement; soient f(e1), f(e2) et f(e1+e2) des
éléments arbitraires de Zé. On peut montrer que f est une 3-forme, parce que
1'application ¢ : M3 - 22 associée est nulle et, par suite, ¢ est 3-linéaire.

En particulier card(FB(M,Zé)) = 23 = 8, soit encore card (Hom (F (m), z )) =8
Z,

et comme FB(M) est un Zz—espace vectoriel, alors dimZ (r 3(M)) =3, i.€., FB(M) =

2
= 22 D Zé ® Zé.
'autr 2. 072)- © r(z) ® r(z 2,)~2,02,0% 01
D'autre part, FB P 5) = ota3 'k Zé q 2 > >
* 1 1 2
et une base de FB(M) est formée par {e1[3], e1[2] e2[ ], 91[ ] e2[ ], 92[3]}.

* *
L'application Z,-linéaire canonique h : T (M) » I, (M) n'est pas surjective mais

3
injective car les générateurs yj(e1), y3(e2), y3(e1+e2) de F3(M) vont sur 1'en-
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semble Zé-linéairement indépendant eEBJ, e£3], (e1+e2)[3] = eE3]+ eE2] e£1] +

J11.023, D

. En particulier, ceci nous montre que {Y3(e1)’ Y3(62)’ yj(e1+e2)}
est une base du Zé—espace vectoriel F3(M)° Comme il s'agit d'espaces vectoriels,

*
il existe une application Zé—linéaire h' F3(M) BN FB(M) telle que h'o h =

idp (m)* Les conditions équivalentes du théoréme 6.2. sont vérifides. Donc pour
tout 2 ,-espace vectoriel N, 1'application canonique Iy : PS(M,N) - FB(M’N) est
surjective et toute 3-application f : M - N admet deux prolongements distincts

4 des lois polyndmes homogénes de degré 3, i.e., toute 3-application f peut &tre
représentée par deux polyndmes homogtnes de degré 3. De méme, soit n =3 un nom~
bre entier et yn : M- Fn(M), la n-application canonique. L'ensemble {yn(e1),

yn(ez), vn(e1+e2)} est une base du Zz—espace vectoriel Fn(M) et les conditions

du théortme 6.2. sont vérifides. Mais, dans ce cas, toute n-application peut &tre

représentée par 2n~2 lois polyndmes homogeénes de degré n.

Exemple 7.4. Soient M = ZB B2 Z%, Y, f M - Tn(M) la n-application canonique et

{e1,e2} la base canonique du Z%-espace vectoriel M. Comme tout élément de M est
1 ]

un multiple de €185, e1+e2 et 2e1+e2, 1l'ensemble {yn(e1), yn(e2), yn(e1+e2),

yn(261+92)} est un systéme de générateurs de Fn(M). En appliquant h & la rela-

tion a, yn(e1) + a, yn(e2) + ag yn(e1+e2) + gy yn(2e1+e2) =0, ol a; € Zy, on

pour tout entier n =3, a; = 0 (i= 1,2,3,4). Ceci nous dit que cet ensemble est
*
une base de Fn(M). D'autre part, Tn(M) est un Z_ -espace vectoriel avec base

3
{e1En], e1[n—1] e£1] 1 Jn-11]

reees € 2 , egn]}. Donc, pour n=3, les condiftions du

théortme 6.8. sont vérifides et pour n =4 elles ne le sont pas mais les condi-’

tions du théortme 6.2. le sont.

Exemple 7.5. Considérons maintenant 1'anneau A = Zﬁ, M = Z & Z {e1,e } 1a
base canonique de M et y3 : M- PB(M) la 3-application canonlque. Comme tout

é1lément de M est un multiple de €185 e1+e2, 2e1+e2, e1+2e2 et 3e1+e2, il en
résulte que les éléments y3(e1), y3(e2), y3( +e ), 3(2e te, ), g(e1+2e2) et
y3(3e1+e2) engendrent FB(M) en tant que A—module. Notons, @ ¢ M’ - FB(M) 1'ap-

plication 3-linéaire symétrique associée & v,. Les relations w(e1+e2,e1,e1) =
= ey e.e) + oley,e ,e) et ole+2e,,e1,e,) = ole e ,e,) + 0(2e e ,e,)
entrainent que . (2e1+e2) et y3(3e +e ) sont des combinaisons linéaires de
y3(91), y3(e2),iy3(e1+e2) et y (e 1+2e2) et finalement, ces éléments engendrent
FB(M). Mais w(2e1+e2,e1,92) 2¢(e1,e1,e )+ ¢(e1,e2,e2), d'ol 2y(e1) + 2y(e1 +
+ 2e2) =0 et ceci nous dit que les générateurs de T (M) ne sont pas libres.

*
Comme 1'application A -lindaire h : I' (M) - FB(M) vérifie h(yj(e1)) = eEBJ,

5
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hlvy(e)) = o5 et nlysleyrey)) = (e40,)P1 = PP 4 ([2D (I, ([0 12D

+ e£3] et

+

*
, qui sont des éléments libres de T3(M)’ alors les vecteurs y(e1), y(ez)
y(e1+e2) sont aussi A-linéairement indépendants dans T (M). Montrons que V. (e1
+ 2e2) n'est pas une combinaison linéaire de y(e1), y(e2) et y(e1+e2). En effet,
3 ] - i ="
si 1'on pose y(e1+2e2) = a1y(e1) + azy(ez) + ajy(e1+e2), avec ai dans A(1_1,25),
en appliquant h & cette relation on a a3 =2 et a3 =0 ce qui est absurde,

Donc, 43 < card (F3(M)) < 44-

I1 est facile de voir que les conditions équivalentes du théoréme 6.2. ne
sont pas vérifides. En effet, s'il existait une application A-linéaire h' : F;(M)e
FS(M) telle que h'o h = id. (u)’ TB(M) serait projectif sur A et comme A est
local, F3(M) serait libre et”son cardinal serait de la forme 4p, ob p estun
entier. Il existe alors un A-module N* tel que FN : PB(M,N) - FB(M,N) ne soit
pas surgective. De plus, h : F3(M) - F3(M) n'est pas surjective parce que
card (F3(M)) = 44 donc, FN n'est pas injective. Finalement, 1l'exemple ci-des-
sus nous montre que si L est un A-module libre, ceci n'entraine pas que Fn(L)

soit aussi libre.

Exemple 7.6. Soient A =7 et M =Z® Z, Comme le foncteur HomB(M,-) n'est pas
représentable, les conditions équivalentes du théordme 6.2. ne sont pas vérifides

pour n =3 (cf. [6], exemple 4.4.).

BIBLIOGRAPHIE

[1] D.K. HARRISON, Commutative non associative algebras and cubic forms, J. of
Agebra 32 (1974), 518-528.

[2] D. LAZARD, Autour de la platitude, Bull. Soc. Math. France 97 (1969), 81-128.

[3] A. MICALI, Sur les n-formes, Séminaire Dubreil , 26&-itme année 1972-1973,
n° 3, 3 pages, 29 Janvier 1973.

[4] A, MICALI y O. VILLAMAYOR, Estructuras Algebraicas IV (Algebra Multilineal),
Secretaria general de la 0.E.A., Washington D.C., 1976.

[5] A. PRésZI?éKI, Somme functors related to polynomial theory, Fundamenta Math,
98 (1978).

[6] A. PROSZIﬁSKI, Somme functors related to polynomial theory II,

[7] N. ROBY, Lois polyndmes et lois formelles en théorie des modules, Ann. Ecole
Norm. Sup. 80 (1963), 219-348.

Universidude Federal do Rio Grando do Sul Université de Montpellier
Instituto de Mutematica Institut de Mathématiques
Sarmento Leite 425 Place Eugéne Bataillon

90 000 - PORTO ALEGRE (BRESIL) 34060 MONTPELLIER Cedex (FRANCE)



