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Col. sur les Formes Quadratiques (1 9 7 7 , Montpellier)
Bull. Soc. Math. France'
Mémoire 5 9 , 1 9 7 9 , p.15-51

FORMES QUADRATIQUES SUR LES ANNEAUX SEMI-LOCAUX REGULIERS

par

Jean-Louis COLLIOT-THELENE

Résumé. Soit A un anneau semi-local intègre, avec 2 inversible dans A , et soit
K son corps des fractions. Soit Q une forme quadratique sur A , non dégénérée,
isotrope sur K : pour A régulier, l'est-elle aussi sur A ? On donne une liste
de questions semblables, liées au passage de A à K, on précise les relations
entre ces questions et l'état des connaissances sur ce sujet : travaux de Craven,
Knebusch, Rosenberg, Ware. On montre que la question initiale a une réponse affir-
mative si le rang de Q est au plus 4, en supposant seulement A d'anneaux stric-
tement locaux factoriels,

§0. Notations, rappels et plan,
Dans tout cet article, on désigne par A un anneau commutatif unj-taire

^
intègre où 2 est inversible, et on note K son corps des fractions. On note A
le groupe des éléments inversibles de A.

On utilise la terminologie usuelle pour les espaces quadratiques sur A ,
pour laquelle le lecteur pourra consulter le rapport de M. Knebusch [ 1 3 ] . Voici
quelques rappels concernant le cas A semi-local, qui, à quelques remarques près,
seul nous intéressera. On appelle espace quadratique sur A , ou A-espace, la donnée
d'un couple ( E , Q ) , où E est un A-module libre de rang fini, et Q est une
A-forme quadratique sur E , non dégénérée, c'est-à-dire telle que la forme bili-
néaire symétrique B associée à Q par la formule :

( x , y e E) 2 B ( x , y ) = Q(x+y) - Q ( x ) - Q ( y )
induise un isomorphisme de E avec son dual. Etant donné E un A-espace et A -> B
un homomorphisme d'anneaux, on note E le B-espace ( E ̂  B , Q ̂  B ) . On note
E ̂  F 1'isomorphisme de deux A-espaces (isomorphisme de A-modules respectant les
formes quadratiques). On note E-i-F la somme orthogonale de deux A-espaces, et
E ̂  F leur produit tensoriel (sur A ) . Etant donné ( a , . . . , a ) € ( A ) , on note
<a , . . . , a > l'espace défini par E = A11 et Q(x , . . . , x ) = = . 2 ' a . x . . L'anneau A1 n 1 n i=1 i i
étant semi-local et 2 inversible, tout A-espace est isomorphe à un tel espace
(diagonalisation). Un espace E (par' abus de langage) est dit sous-espace d'un
espace F s'il existe un espace G- tel que EiG^ F. On note H les plan
hyperbolique <1 ,-1>. Un espace E est dit isotrope si H est un sous-espace
de E , ce qui équivaut à l'existence de x Ç E primitif ( i . e . Ax est un facteur
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direct, comme A-module, de E) avec Q ( x ) = 0. Etant donné ( E , Q ) un espace, et
n un entier, on note nE la somme orthogonale de n exemplaires de ( E , Q ) si
n est positif, et de (-n) exemplaires de ( E , - Q ) si n est négatif. Un espace
isomorphe à nH ( n entier) est dit hyperbolique. Deux espaces E et F sont dits
semblables, et l'on note E ̂  F, s'il existe des espaces hyperboliques nH et mH
tels que E J. nH ̂  Fj. mH. Les classes de similitude de A-espaces forment (via la
somme orthogonale et le produit tensoriel) un anneau, l'anneau de ¥itt W ( A ) . On a
le :
Théorème de simplification (Roy, Knebusch |^14, p. 2 5 6 J ) . Soient E , F , G des
A-espaces. Si l'on a : E-L G ̂  F J-G, alors E ̂  F. En particulier, deux espaces
de même rang dont les classes dans w(A) sont égales sont isomorphes.

Etant donné E un A-espace, on note j ^ . ( E ) , resp. j^ ( E ) , le A-schéma en
groupes dont les points à valeurs dans une A-algèbre B sont les éléments du
groupe orthogonal 0 ( E _ ) , resp. du groupe spécial orthogonal SO(E_) (éléments deB B
0(E ) de déterminant constant et égal à 1 ) .B

On note 4'/-)/. l® A-schéma en groupes des racines carrées de l'unité,
/ -x-qui d'après l'hypothèse 2 € A est le A-schéma en groupes constant défini par

p, / ( x ) = ( ^ l ) pour un A-schéma connexe X.

Rappelons enfin qu'un anneau (commutatif unitaire) B est dit régulier
s'il est noethérien et si ses localisés en tous les idéaux premiers sont des an-
neaux locaux réguliers.

Plan. Au § 1 , on donne une liste d'assertions concernant le passage de A à K,
et, dans le cas A semi-local normal, on indique le lien entre ces assertions.
Au §2, on pose la question ; ces assertions sont-elles vraies pour A semi-local
régulier ? On fait une revue des travaux consacrés à cette question. Au §5, on
remarque que le théorème de Craven-Ros-enberg-Ware ( c f . §2) admet pour corollaire
immédiat une version locale du 17ème problème de Hilbert, telle que demandée par
Swan ( " 2 1 ] . Au §4, qui seul est peut-être original, on démontre le résultat annoncé
dans le résumé.

Des remarques de R. Baeza, D. Ferrand et J . J . Sansuc m'ont permis d'amé-
liorer la rédaction de ce texte.

§ 1 . Le passade de l'anneau à son corps des fractions :. problèmes et lien entre ces
problèmes.

1 . 1 . Voici une liste d'assertions (où l'on peut, pour fixer les idées, supposer A
semi-local) ; dans les énoncés bis, on se donne un idéal maximal jn^ de A , on



Formes Quadratiques 1 5

note k = A/rn^ le corps résiduel en j^, et on note a'—> ̂  l'application A -^ A/m.

On note n > 1 un entier naturel.

(_A_) Soit E un A-espace. Supposons £„ isotrope. Alors E est isotrope.

(A ) Même énoncé, en supposant de plus - E de rang ^(n+l ) .

(_4 "bis) Sous les hypothèses de (^), E, est isotrope.

(^) Soit ( E , Q ) un A-espace, et soit' a 6 A . Si a est représenté par Q sur

K (i.e. si <a> est un sous-espace de E ) , alors a est représenté par Q

sur A (i.e. <a> est un sous-espace de E) .

(B ) Même énoncé, en supposant de plus E de rang < n.

(_B_ bis) Sous les hypothèses de (^), T est représenté par Ç, sur k.

(_C_) Soient E et F des A-espaces. Supposons F sous-espace de E .

Alors F est un sous-espace de E.

(C ) Même énoncé, en supposant E de rang < n.

(j^ bis) Sous les hypothèses de (^), F est un sous-espace de E .

(^) Soient E et F des A-espaces. Supposons F =? E . Alors F ^ E.

(D ) Même énoncé, en supposant E (donc F) de rang < n.

(^ bis) Sous les hypothèses de (^), F - ^ E .

(j^) Soit E un A-espace, Le noyau de l'application d'ensembles pointés de cohomo-

logie étale :

H^A^E)) -» H''(K,^0.(E ) )j\.
est trivial.

(j^) Même énoncé que (j^), en se limitant à E hyperbolique.

(F ) Même énoncé que (c), en se limitant à E = mH, avec m < n.—n —
(_G_) L'homoEiorphisme naturel w(A) ——> W(K) est injectif.

(^ bis) Le noyau de ï(A)——s> w(K) est inclus dans le noyau de ï(A) ——•> ï(k).

(_H) Le noyau de w(A')——> w(K) est formé d'éléments niipotents, de torsion

2-primaire.

(j^) Soit a ^ A un élément qui est somme de carrés dans K. C'est une somme de

carrés dans A.

Ces assertions ont une ressemblance formelle avec les différentes varian-

tes du principe de Hasse pour les formes quadratiques. On ne s'étonnera donc pas

que la démonstration de 1.2.b ci-après soit en partie inspirée du lien entre ces

différentes variantes (e.g. ^19J , VI,§:5).

1 . 2 . Proposition. Supposons A semi-local normal. Les assertions ci-dessus sont

reliées par les implications suivantes :
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a) (l) ^ (l bis) .

b) (.A.) o (i). o (^) => (^) » (^) ^ (^) ^ (^) .

c) [(^ bis) pour -bout A , p Ç SpecA'] => (^) => (^) .

Préliminaire. Le point a) est clair. Pour c) , cf. 2.5.4. pour la première impli-

cation et 5.1 pour la seconde. En ce qui concerne b ) , notons que les énoncés (^ )

sont satisfaits, car A étant normal, l'application naturelle A /A —> K /K

est injective. Cette remarque sera utilisée tacitement dans la démonstration des

implications suivantes, qui précisent l'énoncé 1.2.b :

(A,) » ̂  - (^) -> (£,)-(£,)

(£) » (^)
(^) =» (^) ^ (^) .

Démonstration.

(B ) => (A ). C'est immédiat par diagonalisation.

(A ) =^ (B ). Soit (E ,Q) = < a . , » . . , a > (a . Ç A ) un A-espace de rang m avec

2 < m < n et soit a ê A représenté par Q . La forme quadratique Q' non dégéné-

rée <a , . . . ,a ,-a> étant isotrope sur K, l'hypothèse implique l'existence d 'un

vecteur primitif w = (x ,...,x ,x ) ê A isotrope dans l'espace quadratique

(A^.Q') :

Q'(w)^| a^-az^ = 0 .

Notons j^. ( j=1 , . . . , k ) les idéaux maximaux de A. Pour x ^ J2.. » posons :

^ ' (^--.^.o).
Pour x . ^ ^..» choisissons o'(j) entier avec 1 < a'(j) < m tel que x / .^JS..»

ce qui est possible puisque i.r est primitif, et définissons :

v . = (x, ,«.»,x / . \ . ,-x f.\,x / . \ ,...,x ,l)
J 1 <y(j)-1 aU) o ' ( j )+1 ' m'

Par le théorème du reste chinois, on peut trouver v ê A tel que^ pour tout j ,

v soit congru à v . module j^.. On vérifie alors facilement que v est stricte-

ment anisotrope (i.e, Q ' ( v ) ê A ) et que la symétrie orthogonale définie par v

(transformant le vecteur z en z - — ' / ' \ v) transforme le vecteur w en un

vecteur isotrope de (A , Q ' ) dont la (m+l)-ième composante est dans A , ce qui

permet de conclure. Remarquons qu 'on dispose de résultats bien plus précis de

"transversalité" : voir [5]» Satz 2.5.

(B ) => ( C ). Soit F = <a ,...,a >, E de rang p, avec 1 < m < p < n, et G

un K-espace tel que F JL G ^ E . On fait la démonstration par,récurrence sur m :
-K- ii • . . .

le cas m = 1 résulte de (B ) ; supposons donc m > 2 ; l 'espace <a > est un
""n . ; , m.K . • :'"'.,

sous-espace de E , et donc, par (B ) , <a > est un sous-espace de E, i.e. il
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existe un A-espace L tel que <a >1 L ^ E , ce qui, vu l'hypothèse, et en simpli-

fiant sur K (ce qui est loisible d'après Wi t t ) , implique :

< a . . . . , a > - L G ^ L - .1 m-1 K K
L'hypothèse de récurrence implique donc qu' i l existe un A-espace J tel que

<a , . . . , a >-LJ ^ L. Ajoutant <a > à chacun des deux membres de cet isomorphis-

me, on obtient le résultat Fj.J^ E.

(^) ^ (l^)- (l^) est en effet un cas particulier de (c ) .

(C ) => (D ) . Même argument.

(D ) => (F ) . Soit m un entier avec 2 < m ^ n, et soit F un A-espace tel que

F ^ (niïï)y. On peut écrire (diagonalisation) F = F l F_ , avec F et F des
rL is. 1 2 1 2

A-espaces de rang m. On a :

(F,)^)^ (r,)^.(p^i(-F^ (^K-^

donc, par simplification sur K, (F, ) - - ^ ( - F - ) . donc par (D ) , F ^ (-F ) et1 -K- 2 A ~n 1 2
donc F = F 1 F ^ mH.

(F ) =î> (D ) . Soient E et F deux A-espaces de rang m (avec 2 < m < n) tels

que E^ F^. Alors (El(-F))^ = E^l(-F^) ^ (rnH)^, donc par (F^), E±(-F) ^ mH,

donc, par addition de F, E - L m H ^ FJ-mH, d ' o ù , par le théorème de simplification

sur A, E ̂  F.

(±l) ^ (^) • Fixons E un A-espace de rang au moins 2. La "suite exacte" de

A-schémas en groupes lisses définie par le déterminant :

1 -^ ^(E) -> ^(E) -> ( j i / ^ -^ 1

et la suite exacte analogue au-dessus de K donnent le diagramme commutatif de

suites exactes d'ensembles pointés (ensembles de cohomologie étale, c f . [ l 1 j ) :

0(A) -> ^(A) -^ H^A.^E)) ^ H^A.^E)) -> H ^ A , ^ / )

^ -l ^i ^t; ^
0(K) -^ ^ (K) ^ H (K,^0.(E^)) -^ H ' ( K , ^ ( E ^ ) ) -^ H (K,^^)

On a (±1 ) = jj, (A) = (J; (K) , et les deux flèches horizontales de gauche sont sur-

jectives, le déterminant d'une symétrie orthogonale définie par un vecteur stricte-

ment anisotrope étant (-1) . Pe.r ailleurs, la suite de Kummer montre que la dernière

flèche verticale s'identifie à la flèche naturelle A /A —> K /K qui est 'injec-

tive car A est normal. On voit alors que le noyau de i est trivial si et seule-

ment si celui de j l 'est. Comme ce dernier noyau s ' identifie à l'ensemble des

classes d' isomorphisme de A-espaces F (de rang celui de E) tels que F ^ E ,
K K

on a fini.
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(Z) ̂  ( à ) . Si E est un A-espace tel que E ait une classe triviale dans w ( K ) ,
le théorème de simplification sur K montre qu'il existe n tel que E ̂  (nlî) ,K K
donc, par ( j ^ ) , E ̂  nH et E ̂ 0. (On a utilisé le fait que tout élément de ï(A)
peut être représenté par un espace).

te) => ( ^ . ) . Si E et F sont deux A-espaces tels que E ̂  F , ils ont même rang,K K
même classe dans ¥(A) via te) • Le théorème de simplification sur A montre
qu'ils sont isomorphes.

§2. Les assertions du §1 sont-elles vraies pour A semi-local régulier ?
2 . 1 . Historique de cette question : une question de Grothendieck.

Sous la formé ( _ G _ ) , la question est bien connue des spécialistes ( e . g .
[ l 5 J 2 . 4 . b ) ) . Sous la forme te), qui d'après le paragraphe précédent lui est
équivalente, la question est un cas particulier de la question suivante :
( K ) Supposons A semi-local régulier. Soit G un A-schéma en groupes réductifs
( [ î û ] » XIX 2 . 7 ) . L'application naturelle d'ensembles pointés :

H^A.G)-^ H^K.G^)
a-t-elle un noyau trivial ? (En d'autres termes : un torseur sur A sous G qui
admet une section "rationnelle" admet-il une section sur A , i . e . est-il trivial?).

Dans le cas où r-le plus A est local et G un A-schéma en groupes quel-
conques, cette question a été posée par Grothendieck ( [ 2 ] , exp. 5 n° 5 Remarque 5)
qui demande même si l'application ci-dessus est injective. Voir également une
remarque de Serre ( [ 2 ] , exp. 1 n° 5 . 5 , Remarque). En fait il n'est pas difficile
de donner un exemple d'un A-schéma en groupes affines tel que l'application ci-
dessus ait ^n noyau non trivial : un tel exemple est donné dans ["8J ; dans cet
exemple, A est un anneau de valuation discrète, la fibre générique de G est
connexe et la fibre spéciale non connexe. On peut d'ailleurs noter que dans [ l 2 J ,
1 . 1 1 . a , où est reposée la question, Grothendieck se limite au cas où G est un
A-schéma en groupes semi-simples ( | ' 1 0 J , loc. c i t . ) , ce qui est par exemple le cas
de G == J^(E) pour E un A-espace quadratique.

On sait répondre à la question (j0 dans quelques cas : dans [ ' 1 2 J , 1 . 1 1 . a
Grothendieck montre, à partir de l'injection du groupe de Brauer cohomologique de
A dans celui de K que la réponse est affirmative pour G = PGL / . Plus généra-
lement, étant donné D une algèbre d'Azumaya sur A , &emi—local, on peut montrer
que l'ensemble H ( A , . G L ( l ) ) ) est trivial (on pose ici .GL^) = GL ( i ) ) ,
^GL(D) = ̂ GL ( D ) , ^L.(D) = ^ l ( D ) ) . Ceci permet, en utilisant la méthode de [ l 2 ] ,
d'obtenir une réponse affirmative à la question (_K) pour G = P G L ( p ) , et de voir
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que pour G = .S^(D), la question (K_) est équivalente à la question : si un élément
de A est, dans K , la norme réduite d'un élément de (D ̂  K) , est-il la

, , ^norme réduite d'un élément de D ?
Par ailleurs, dans [ s ] , Sansuc et l'auteur montrent que la réponse à (]0

est oui pour G- un A-tore, et plus généralement pour un A-groupe de type multipli-
catif de type fini ( [ 1 0 ] , VIII-x).

2 . 2 . Liste des résultats connus.
Les assertions d'.i §1 sont vraies au moins dans les cas suivants

( ( X . ) varie de (.A.) à (l) ) :
a) ( ^ ) , donc (X_ b i s ) , pour A anneau de valuation : voir 2 . 5 . 1 .
b ) (X bis) pour A anneau régulier : voir 2 . 5 . 2 .
c) (^) pour A semi-local régulier : voir 2 . 5 . 4 .
d-) (jO pour A semi-local régulier : voir §5.
e) (.X, ) pour A semi-local régulier : voir §4.

2 . 5 . 1 . Soit A un anneau de valuation (Bourbaki, Alg. Comm.Chap. VI, § 1 ) . D'après
1 . 2 . b . , pour établir ( x ) , il suffit d'établir ( . A . ) . Soit E = <a , . . . , a ' > . S'il
existe un n-uplet (x , « . . , x ) € K , non trivial, tel que . S a . x . = 0, comme A esb
un anneau de valuation, on peut trouver y € K tel que tous les ( y x . ) soient

•x- , ^dans A et l'un au moins dans A , ce qu-i établit ( _ A _ ; . Ce résultat, et ses con-
séquences, sont bien connus : dans [ l 5 ] , §2, Knebusch obtient de plus des résultats
dans le cas où 2 n'est pas supposé inversible.

2 . 5 . 2 . Pour démontrer Q[ bis) pour A régulier, il suffit, par localisation, de
le démontrer pour A local régulier, ce qu'on suppose 'maintenant, en gardant les
notations du début de 1 . 1 . L e s énoncés (à_ b i s ) , (^ b i s ) , (D_ bis) sont des cas parti-
culiers de (^ b i s ) , .qui a été démontré par•Knebusch ( [ l 5 J , 2 . 5 ) . Quant à (_G_ b i s ) ,
qu'on déduit immédiatement, via le théorème de simplification, de (^ b i s ) , il est
explicité dans [ 6 J , 2 . 1 . Tous ces résultats reposent s u r - 2 . 5 . 1 et sur un principe
simple, qu'on trouvera également utilisé dans [ ? ] , 2 . 1 :
Principe. Pour démontrer un énoncé du type (j[ bis) pour A local régulier, il
suffit de le démontrer dans le cas où A est un anneau de valuation discrète, par
exemple de connaître (.X.) • pour tout tel A .

Ceci repose sur la remarque suivante : s.i A est un .anneau local régu-
lier de dimension d > 2, et t un paramètre régulier d e ' A , définissant l'idéal
premier 'j^ de hauteur 1 ; , l'anneau de valuation discrète A a pour corps des
fractions K et pour corps résiduel le corps des fractions de l'anneau local
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régulier B = A/j^, dont le corps résiduel est encore k , mais dont la dimension
est ( d - l ) . Notons de plus, l'hypothèse et la conclusion de Q[ bis) n'étant pas
modifiées par complétion, que l'on peut même se limiter au cas A anneau de valua-
tion discrète complet.

2 . 5 . 5 . Comme le note Knebusch [ l 5 ] , les énoncés du type (^ bis) sont des générali-
sations du principe de substitution de Cassels-Pfister ( e . g . [ l 9 l , IX, 1 . 5 ) .
Ce principe vaut donc pour tout point rationnel lisse d'une variété algébrique sur
un corps k de caractéristique différente de 2 (pour des précisions en caractéris-
tique 2, cf. [ l 5 ] ) ; dans le cas d'un point rationnel normal non lisse, on obtient
facilement des contre-exemples ( e . g . [ ô ] 5.2 et [ ? ] 2 . 1 . 5 ) , ce qui montre que l'hy-
pothèse de régularité dans la question du titre de ce paragraphe est fondamentale.
A ce sujet , . ' il convient de remarquer que l'anneau A localisé à l'origine de

? ?l'anneau !R[x , . . . , x ] ( x + . . . + x ) avec n > 5 , qui est l'exemple de Craven-
Rosenberg-Ware [ 6 ] , est non seulement factoriel mais encore géométriquement locale-
ment factoriel ( c f . définition ci-après) - ceci résulte de la "conjecture de Samuel','
démontrée dans [22 J , XI, 5 . 1 4 .
Définition. On dit qu'un anneau noethérien B est géométriquement localement
'factoriel si pour tout idéal premier _p de B le hensélisé strict de B est
factoriel, ce qui équivaut à dire que tout anneau C étale sur 'B est localement
factoriel.

Un anneau régulier est géométriquement localement^factoriel (Ausiander-
Buchsbaum), la réciproque notant pas vraie, comme le montre l'exemple ci-dessus.

L'hypothèse A semi-local géométriquement localement factoriel est suffi-
sante pour assurer une réponse affirmative à la question (_K) si G- = PG-L /
(car dans [ l 2 J , il est démontré que pour A géométriquement localement factoriel»
le groupe de Brauer de A s'injecte dans celui'de . K ) , si G est un A-tore
( [ g J ) > si G = ̂ (E) où E est un espace quadratique de rang au plus 5 '- on
verra de façon générale dans le §4 que pour A ., comme ci-dessus, on a ( ^ ) . Mais
l'exemple de Craven—Rosenberg-Ware montre que cette hypothèse n'est pas en gén.éral

4 osuffisante. Avec l'anneau en question (avec n = 5) dans K on a -1 = . S ( x . / x ) , et
( — 1 ) ne peut être une somme de 4 carrés, ni même une somme de carrés dans A , sinon
il le serait dans iR. Ceci donne un contre-exemple à (.EL) e^ (j.) » ainsi qu'à la
question sur les normes réduites posée à la fin de 2 . 1 . . Par ailleurs, de l'égalité
ci-dpssus, on tire facilement (utiliser la multiplicativité de la norme réduite
d'une algèbre de quaternions) que les A-espaces < 1 , 1 , 1 , t > et <-1^-1,-1,-1> sont
isoiaorphes sur K, et ils ne sont pas isomorphes sur A comme on le voit par passa-
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ge au corps résiduel IR. Ceci fournit un contre—exemple à (j^ ) . Les contre-exem-
ples à ( . A . . ) , ( ^ . . ) , ( l ) , ( l . ) , ( ^ ) , ( ] i ) , ( ] [ ) , aux énoncés (^ bis) se déduisent des pré-
cédents. Ceci ôte en particulier tout espoir de ramener par des manipulations du
type de celles du $'4 ces énoncés pour A local régulier à l'énoncé ( K ) pour les
A-tores, ou à l'injection du groupe de Brauer de A dans celui de K.

2 . 5 . 4 » L'énoncé Çïy pour A semi-local régulier a été démontré par Craven—
Rosenberg-Ware ( ( _ 6 ] , t h , 2 « 4 ) • La démonstration de l o c . c i t . , où le théorème est
énoncé seulement dans le cas local, s'étend au cas semi-local : on conjugue (& bis)
pour A régulier (cf. 2 . 5 , 2 ) et l'implication [(_G_ bis) pour tout A ,_p, ê Spec^>(H)],
pour A semi-local (connexe), implication qui repose sur le théorème de factorisa-
tion de Kanzaki-Kitamura, généralisé par Knebusch au cas semi-local ( c f . [ l 5 ] , V , § l ) ,
et sur la connaissance des idéaux premiers de ¥ ( A ) ( [ î 6 ] , c f . [ t 5 " ] , II, § 5 ) . Les as-
sertions sur la torsion résultent de [ 1 6 ] , c f . [ l 5 J , 1 1 , § 6 .

En utilisant un théorème de A. Dress, on voit alors ( [ 6 ~ ] , 2 . 8 ) que pour A
un anneau régulier quelconque, le noyau de W ( A ) -> W ( K ) est formé d'éléments nil-
potents (mais pas a priori de torsion).

§5. Une version locale du 17èaie problème de Hilbert. globalisation.
•^

5 . 1 . Proposition. Supposons A semi-local régulier. Si un élément a 6 A est une
somme de carrés dans K, c'est une somme de carrés dans A .
Il s'agit de l'énoncé (_[_) pour A semi-local régulier. Cet énoncé résulte du théo-
rème de Craven-Rosenberg-¥are et de l'implication (jiï) => (_[_) pour A semi-local,
annoncée en 1 . 2 . c .
Démonstration de cette implication. Comme a est une somme de carrés dans K,
c'est une somme de 2 carrés dans K, pour n entier convenable. La forme de
Pfister <1 , 1> <X> <1 ,—a> est une forme non dégénérée sur A. En la tensorisant
par K sur A , on obtient une forme de Pfister sur K, isotrope, donc hyperboli-
que ( c f . [ l 9 J » X , 1 . 6 ) , Ainsi ^élément de W ( A ) que la forme initiale définit a
une image nulle dans w ( K ) , D'après ( ^ ) , il existe un entier naturel N (en fait
une puissance de 2) tel que :

N^.l^"-^»»^^,^ 1 1]
Comme les deux espaces quadratiques ci-dessus ont même rang, le théorème de simpli-
fication montre qu'ils sont isomorphes. Comme a est représenté par la forme de
droite sur A , il est aussi représenté par la forme de gauche, i . e . c'est une
somme de carrés dans A.
Autre démonstration. D'après [ " ' ' , 7 1 , 2 . 1 1 , l'hypothèse (jî) implique que toute signa-
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ture sur ï(A) est induite par une signature sur ¥ ( K ) , i . e . par un ordre sur le
corps K. Comme a est une somme de carrés dans K, ceci implique que pour toute
signature o- sur ¥ ( A ) , o ( a ) = 1 . D'après [ l 7 l , 4 . 8 , ou fi 5 ] , I I , § 7 , T h . 4 , ceci impli-
que que a est une somme de carrés dans A.
5 . 1 . 1 . Remarque. Si l'on suppose seulement A régulier, r.on nécessairement semi-
local le théorème 2.8 de [6j montre encore qu'il existe N et n comme ci-dessus
tels que :

S <1,1>^ n ~ <a> ® [H < 1 , 1>̂  n] ( * )
(similitude au sens de [ ' 1 5 ] , I , i . e . isomorphie à addition près d'un espace métaboli-
que). En effet, la classe de <1,1> ^ <1,-a> est niipotente et appartient au
sous-anneau de ¥(A) engendré par A /A , sous-anneau qui est un anneau de Witt
abstrait ( [ l 6 ] , c f . [ l 5 ] » A p p . 5 ) ; cette classe est donc de torsion 2-primaire (loc.
cito). Malheureusement, on est alors loin de pouvoir conclure à l'isomorphisme des
deux espaces de ( ^ ) !

5 . 2 . Corollaire. Soit X une JR-variété algébrique (c'est-à-dire un R-schéma de
type fini) intègre. Soit f un élément non nul du corps des fractions de X.
Supposons qu'il existe un ouvert de Zariski non vide U de_ X tel que f€r(u,0 )
et, pour tout P 6 u ( R ) , f(P) > 0. Alors, en tout point P lisse de X ( ( R ) w_

f est définie et f(P)/0, f est une somme de carrés dans l'anneau local de X
en P.
Démonstration. D'après E. Artin ( [ l ] , S a t z 1 l ) , l'hypothèse implique que f est
une somme de carrés dans le corps des fractions de X. Pour P comme dans
l'énoncé, f est un élément inversible de l'anneau local ^ , et, comme cetA,r
anneau local est régulier (car P est lisse), il résulte alors de 5 . 1 que f est
une somme de carrés dans ^ .A , r
5 . 5 . RemarQues.
5 . 5 . 1 . Dans le corollaire ci-dessus, l'hypothèse de lissité en P est fondamentale,
comme le montrent les contre-exemples mentionnés en 2 . 5 . 5 . Par ailleurs, Choi et
Lam ont annoncé un résultat ( [ 5 ] , t h . 4 . 5 ) montrant que l'hypothèse f(P)^0 est
également nécessaire.

5 . 5 . 2 . Soit V l'intersection 4e l'ouvert de lissité de X et de l'ouvert où f
est inversible. De l'hypothèse de 5.2 résulte même que pour tout ensemble fini de
points (schématiques) inclus dans un ouvert affine de V , on peut écrire f comme
une somme de carrés de fonctions rationnelles appartenant a-mx anneaux locaux de
tous ces points. Notons qu'en pratique ( c f . les exemples donnés à la suite de
Motzkin dans [ 5 ] ) » trouver explicitement ^ne telle écriture est lo.i.n d'être facile.



Formes Quadratiques 35

5 . 5 . 5 . Dans le cas particulier où X est l'espace affine /A , le corollaire 5.2R
est l'une des versions locales du 17ème problème de Hilbert proposées par S-wan
( [ 2 1 _ ] , § 1 0 ) . Choi-Lam, Prestel et Knebusch ont établi ce cas particulier avec les
méthodes de \_20"\ ; ils obtiennent en fait un résultat global ( c f . [ 5 ] , § 5 , Problem
E, et discussion). Ce résultat global vaut lui-même dans un cadre plus large : les
deux énoncés qui suivent sont issus d'une discussion avec A. Prestel (juin 1978).

5 . 4 . 1 . Proposition. Soit X une R-variété algébrique intègre, affine et lisse,
d'anneau A» Soit f dans A, et supposons qu'il existe un ouvert de Zariski non
ïMe U de X tel que, pour tout P (^ u ( R ) , on ait f ( P ) ̂  0. Il existe alors
g ê A tel que :
( i ) V P ê X(R) , g(P) = 0 => f ( P ) = 0?
( i i ) g f est une somme de carrés dans A.
Démonstration. Le Satz 1 1 d'Artin montre que cet énoncé résulte lui-même du suivant:

, -x- .5 . 4 . 2 . Proposition. Soit A un anneau noethérien régulier intègre, avec- ^-G-A-- ,
de corps des fractions K, et soit f un élément de A qui est une somme de carrés
dans K. Il existe alors un entier r > 0, et des éléments a . ( i ' = 1 , . . . , n ) et
b . ( j = 1 , . . . , m ) dans A tels que :

(S a2) f ~^ + Ŝ1 1 J J
Si f est inversible, on peut prendre r = 0.
Démonstration. Par passage à l'anneau régulier A (f est rendu inversible) on
voit qu'il suffit de démontrer l'assertion concernant le cas f inversible. Notons
QS(A) l'ensemble des sommes de carrés dans A . Si f ne s'écrit pas sous la
forme ( i + Sa2)/^2) avec a . , b . dans A , on a (-1 ) i P = QS(A) - fQS(A)J i 3 o
(ensemble des éléments a - fb avec a,b dans QS(A) ) . D'après Prestel (["20J,

Lemme 1 . 4 ) , le cône "pré-positif" P de A admet une extension P satisfaisant

P U (-?) = A et P n (-P) =• ^ idéal premier propre de A. Par image réciproque

sur A, on peut à partir de P définir une structure d'ordre total (notée <) sur

l'anneau intègre A/j^, puis sur le corps des fractions (̂.2.) de ce dernier (pour

a € A, a ^ _^, la classe a de a dans A/j^ satisfait a > 0 si et seulement si

a 6 P). De (-f) 6 P c: P, on tire, f étant inversible, ï < 0. Par ailleurs f est

une unité de l'anneau local régulier A qui est une somme de carrés dans le corps

des fractions K de A ; comme (B. bis) vaut pour A (cf. 2.2. et 2.5.2), ? est

une somme de carrés dans le corps résiduel n(_^ ) : contradiction.

5.4.5. Remarque. La proposition 5.4.2 redonne la proposition 5.1 , dans le cas où,

pour chaque idéal maximal m^ de l'anneau semi-local régulier A, le corps A/m^

est ordonnable ; il ne semble pas que, par cette méthode, on puisse obtenir plus :

on n'obtient pas en particulier l'énoncé fort indiqué en 5.5.2. Par contre,
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on peut obtenir 5.4.2 à partir de 5 . 1 , c 'est à dire partiellement globaliser ce

dernier résultat. On utilise la remarque simple suivante, que je tiens de J.M. Bony:

5.4.4. Lemme. Soit A un anneau commutatif, f ç A, Les ensembles :

a(f) = {a 6 A | 3n,m 6 IN, 3^ ,...,x^,y^ ,...,y^ € A :

(a^ +...+x^)f =y^ +...+^}

b(f) = { b € A | an,m € iTT, 3^ ,... ,^,y.^,... ,y^ 6 A :

- (x^...^)f=b2.yf.....vf}

sont des idéaux de A.

Démonstration. On utilise :

2xW = (x+y)2 + (x-y)2 .

5.4.5. Autre démonstration de 5*4.2. Comme ci-dessus, on se réduit au cas f ê A^",

et r=0. Comme f est une somme de carrés dans. K, il résulte de 5.1 que pour tout

idéal premier j^ de A, il existe a f. ^ et z ,...,z Ç A tels que :

2 , 2 2
a f = z , + . . . + z1 . n

Ainsi, l'un des z. n'est pas dans ĵ , et, avec les notations du lemme ci-dessus,

on a :

a(f) 4- £ et b ( f ) t ^ .

Il résulte donc du lemme que l'on a a(f) = A et b ( f ) = A, et en particulier des

égalités' :
^ (1 + ^ a^f = S b2

• 1 1 , J t3

et "(2 c2^ = 1 + S d2
i i ^ 3 . ^

pour a.,b.,c.,d. dans. A, convenables. , -
1 0 1 J - ,

5.4.6. Esquissons une troisième démonstration, assez proche, et inspirée de [15] ,

p. 190. Du résultat local, on tire l'existence d'éléments f. € A (i=1,...,r) tels
2 " 1

que chaque f.f soit une somme de carrés dans A, et que l'on ait S f. = 1 . On
1 / , i 1

montre alors qu'il existe une égalité :

( 1 + 1 ; a^)f = 2b^

en utilisant l'identité suivante, qui généralise celle utilisée pour établir 5.4.4.

a3"-^2 +...+ f^) = I: (f, + e^ +...+ e^)2

(où e = (e^,...,e ) prend toutes les valeurs dans (± 1 ) . O n conclut en rai-d. ^ r
sonnant sur f au lieu de f.
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§ 4. Formes quadratiques de Défit rang.

4 . 1 . Proposition. Supposons A semi-local géométriquement localement factoriel

(cf. 2.5.5). On a alors les énoncés : (^), (B^), (^), (^), (^), (^) ^u §1 .

Préliminaire. Comme A est normal, les énoncés (^ ) sont satisfaits. D'autre

part, les implications établies en 1 . 2 montrent qu'il suffit, pour avoir les énoncés

ci-dessus, de connaître (B..) pour tout espace E de rang 2, et (.A;) pour tout espace

E de rang 4.

4.2. Démonstration de (^) pour E de rang 2.

Par d-iagonalisation et division par une unité, on se ramène à l'énoncé :

4.2.1. Proposition. Soit A comme en 4.1 « et soient a et b dans A^ tels Qu'il
2 2existe x _e_fc_ y dans K avec a=x -by . Alors on peut trouver une telle égalité

avec x et y dans A.

Si b est un carré dans K, donc dans A, c'est clair. En général, posons
r / / 2 ^ finie

B = A[T]/(T -b), et L = K 0^Bo La A-algèbrë^étale B est munie, via 1'automorphisme

induit par T \-> (-T), d'une structure de A-algèbre galoisienne dégroupe G- =2/22'.

L'énoncé est un cas particulier de :

4.2.2. Propositiono Soit A comme en 4 .1 . soit G- un groupe fini, et soit B une

A-algèbre galoisienne de groupe G. Notons L = K <S. B l'anneau total de fractions

^e. B, ^fc. N^ (resp. N )̂ la norme de B sur A (resp. de L sur K). ^j_ a € A^

appartient à N / (L*), il appartient à N-/ /B-^-).

Note. La suite(^) ci-dessous est en fait scindée (coomme suite de G—modules)! Ceci

permet, entre autres, de donner une autre démonstration de 4.5.2 î cf. [8].

Démonstration de la proposition. Comme A est semi-local noethérien et B fini

sur A, l'anneau B est semi-local, donc de groupe de Picard nul. Notant Div B

le groupe des diviseurs de Cartier de B, on a donc la suite exacte de G-modules :

1 -> B^- -> •~L*.-> DivB -^ 1 (*),

où la flèche L^ -> DivB "associe à un élément de L^" son diviseur. L'hypothèse .sur

A implique, puisque B est étale sur A, que les diviseurs de Cartier sur B s'i-

dentifient aux diviseurs de Weil, i.e. au groupe libre sur les idéaux premiers de

hauteur 1 . Comme G—module, ce groupe est une somme directe de G—modules du type

Z[G/H"), a-t''ec H sous-groupe (variable) de G : pour le voir, il suffit de regrouper

les orbites de G dans l'ensemble-des idéaux premiers de hauteur 1 de B. Or on sait

(jLenmie de Shapiro, cf. [4], chap. 4, prop. 6) que le g-oupe de cohomologie de Tate

H (G,Z [G/H]) est nul, et ceci vaut encore pour une somme directe quelconque de

tels G-modules. Ainsi, H (G, DivB) = 0. La suite exacte de cohomologie modifiée
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définie par ( * ) donne donc l'injection H^G.B-^-) ̂  H°(G,L^), c'est à dire

AVN^(B^) <^ KVN^(L^), c.q.f.d.

4.2.5. Remarque.
Supposons pour simplifier B intègre. Dans le cas où G est cyclique, pour

établir la proposition, il suffit, la cohomologie d'un groupe cyclique étant de
période 2, de montrer que H (G,B^) s'injecte dans H (G-,L^), ce qui résulte alors
du lemme de Shapiro au niveau H : le groupe H (G,DivB) est nul. On pourrait
aussi déduire cette injection de l'injection du groupe de Brauer cohomologique de
A dans celui de K, mais ces deux arguments sont très proches ; voir [12], § 1 .
Cependant, le passage de H à H" dans la démonstration de 4.2,1 est important :
voir [8], où la démonstration de G-rothendieck, [12], § 1 , est reprise et où on obtient
l'énoncé (jK) pour A comme dans 4»1 et G- un A-tore : on obtient comme corollaire
que .'la proposition 4.2.2 vaut encore sous la simple hypothèse que B/A est fini
étale (non nécessairement galoisien).

4.5. Démonstration de (^) pour un espace E de rang 4o
L'idée de la démonstration est de reproduire la méthode purement algébrique

utilisée dans [4], Exercice 4.4, pour passer du rang 5 au rang 4 dans la démonstra-

tion du théorème de Minkowski-Hasse. On a besoin ici du lemme :

4.5.1o Lemme (Hilbert 90). Soit G un groupe fini cyclique de générateur To Soit
A unameau semi-local, et soit B une A-algèbre gai oi sienne de grou-pe G. Soit Ç
un élément de B^ tel que N /^(|) ; 1. Il existe u 6 B^ tel que Ç = u/T(u).

Démonstration. Comme A est semi-local, donc de groupe de Picard nul, le théorème

de Hilbert 90, sous la forme de Grothendieck, implique que le groupe de cohomologie

ûe (Ïech (H1(B/A, (& ) est nul, G désignant le groupe multiplicatif. En utilisant
l'isomorphisme structural B (8> B ^ II B, on obtient H (G,B^) = 0, c'est à dire

A o6G
que tout 1-cocycle (c ) ç a valeurs dans B^- s'écrit c^ = u/o-(u), avec u € B-^-.

Il suffit alors pour établir le lemme de rappeler que, pour Ç comme dans l'énoncé,

il existe un 1-cocycle (c ) çp satisfaisant c^. = Ç, à savoir (n désignant l'ordre

de T-) :
c . = n T^ç) (1 < i < n).
T1 C r̂̂ L-1

(On peut aussi bien invoquer la périodicité de la cohomologie de Tate de G pour
obtenir H"1 (G,B^-)=0, égalité équivalente à l'énoncé.)

Par ailleurs une réduction simple (diagonalisation et division par une

unité) ramène l'énoncé (_A;) pour un espace de rang 4 à :
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4.5.2. Pro-position. Soit A comme en 4.1 » et soient a,b,c des éléments de A".

Supposons que la A-forme quadratique non dégénérée sur A :
? ? ? 5

Q(x,y ,z , t ) = x - by - cz + act

admette un zéro non trivial dans K. Alors, -pour A semi-local géométriquement loca-

lement factoriel, cette forme admet un zéro (x,y,z,t) € A primitif, i.e. tel

que ses coordonnées engendrent A.

Démonstration. On peut supposer "b non carré dans K, sinon "b = |3 , avec (3

dans A*, et ( @ , 1 , 0 , 0 ) est un zéro primitif. De même, on peut supposer a non

carré ûàns K, sinon a = Qt , avec a dans A^-, et (0,0,^,^ ) est un zéro primitif.

Enfin on peut supposer K(/'a) non K-isomorphe à K(\/'b), sinon, par la théorie de

Kummer, on a a==b y avec y dans K^", donc dans A^. L'élément c de A^ est

alors de la forme ^fA^Ar^» pour ç dans KC/b)^, donc, d'après 4.2.1, de

la forme a -b? , avec a et P dans A, et on trouve le zéro primitif (o^Py^O).

On peut donc supposer qu'on a le diagramme suivant d'extensions galoisiennes de

degré 2 de corps, et d'anneaux semi-locaux réguliers intègres :

K(/a K(/b) A[/a] A[/b]

Le groupe de Galois de K(/a,/b) sur K est isomorphe à •7!/2r3x3/2'3 : notons

P,<J,T les éléments non triviaux de ce groupe laissant fixe respectivement /'ab,/a,

/b. Un zéro non trivial de Q dans K donne (x,y,z , t ) € K tel que

0 ^ x -by = c(z -at ), ce qui implique que c, dans K(/ab), est une norme de

l'extension K(/a,/b)/K(/ab).

Comme c est dans A[/ab]^-, il résulte de 4.2.1 qu'il existe z € A[/a,/bp tel

que c=z p ( z ) . Posons u = ï (z) /z € A[/a,/b']^-. En utilisant le fait que c ê A*

est fixe par o", on obtient <^(u) = u ; ainsi u est dans A[/'a"I^" (car, par

exemple, A[/a") est la clôture intégrale de A dans K(/a)). On vérifie up(u)=1.

Utilisant 4.5.1 o'n trouve x € A[/a]^- tel que u=x/p(x). Posons y=xz € A[/a,/b"^

On vérifie r(y) = y, donc y appartient à A[/b]^. De plus, on a l'égalité

yp(y) = ex p(x),- c'est à dire qu'on trouve (o^P) et ( Y > ô ) dans A avec
2 2 2 2

oi -b p et Y -a "6 . dans.- A^-, tels que :

c^-b P2 = Q^-Q. ô2)
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2 2Comme a -b P appartient à A^-, l'idéal Aa+Ap est égal à A, et le zéro
( a , P , Y , ô ) de la forme Q est primitif.

4 . 5 . 5 . Remarques

a) L'énoncé 4.10 de [18] permet de retrouver 4 . 2 . 1 , mais donne seulement 4.5.2
dans le cas où le produit ab est un carré, cas qui relève de 4 . 2 . 1 .

b ) L'énoncé 4o5.2 peut aussi s'obtenir formellement à partir du résultat de [8]
mentionné en 4.2.5 : considérons l'anneau B , produit des anneaux A[X]/(X -b) et
A[Y]/(ï -a), qui est une extension finie étale de A. Si la forme Q a un zéro non
trivial ( x , y , z , t ) ê K satisfaisant (x -by ) ( z -at )^0 (si on a l'égalité, le
résultat est clair), alors

, 2 2 . , 2 2x-1c = (x -by } ( z -at )

est un élément de A^" qui est la norme, pour l'extension B 0.K/K, d'un élément de
(B (8> K ) " ^ , Ceci implique (loc. cit.) que c'est une norme, pour l'extension B/A, d'un
élément de B"^, ce qui permet facilement de conclure. On peut vérifier que la dé-
monstration donnée en 4.5.2 ci-dessus est l'interprétation calculatoire de la dé-
monstration "abstraite" de [ S ] .

c) Utilisant la même idée qu'en b ) , on peut donner une démonstration (un peu
sophistiquée) du principe de Hasse pour les formes quadratiques de rang 4 sur un
corps de nombres : soit Q/k une telle forme, qu'on peut supposer donnée par
Q , ( x , y , z , t ) = x -by -c(z -at ) , avec abc ̂  0. Comme la sous-variété de /A définie
par l'équation Q = 0 est lisse en dehors de l'origine, l'existence de zéros non
triviaux dans tous les complétés de k implique que la k-variété lisse V définie
dans ZA par les équations :

x^by2 == cîz^at2) ̂  0

a des points rationnels dans tous les complétés de k. Mais V est un espace homo-
gène principal sous le k-tore T c lA défini par les équations :

(x^by2) = (z^at2) ̂  0

Ce tore est k-bi^atî.onnellement isomorphe au produit de ZA et de la quadrique
•7 ? ? ? ?lisse de 0?, d'équation homogène x -by -(z -at ) = 0, admettant un k-point, donc

de corps des fractions transcendant pur sur k : il en est donc de même du corps
des fractions de T, ce qui, d'après un théorème de Voskresenskiï([25], Théorème 6 )
implique que tout espace principal homogène sous T qui est trivial sur chaque
complété de k est trivial sur k.

d) Comme cas particulier de 4 . 1 , notons l'énoncé suivant (comparer avec 5 . 1 ) :
Soit A semi-local géométriquement localement factoriel, et soit n un

entier naturel avec n ̂  3. Si f € A* est une somme de n carrés dans K, c'est
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une somme de n carrés dans A,

Comme déjà indiqué (2.5.5), le ccmAre-exemple de Craven-Rosenberg-Ware montre que

cet énoncé ne s'étend pas à n = 4. Dans le cas A semi-local régulier, n =4 , .la

question est ouverte ; on pourrait y répondre si l'on savait répondre à la question

(][) pour G^SL(D) avec D l'algèbre des quaternions usuels, considérée sur A

(cf. 2 .1 ) . Enfin, si pour A semi-local régulier, on connaissait seulement (F ),
-̂ m

on aurait alors l'énoncé ci-dessus avec n = 2 , par un argument de formes de

Pfister analogue à celui donné en 5 . 1 .

4.4. Autres méthodes.

Comme me l'a signalé Serre, on s'attend à obtenir des résultats du type

( D ) » pour n petit, grâce aux "isomorphismes génériques" de groupes semi-simples

(cf. [9], 11,9 et IV,8). Je me contenterai ici d'un exemple ; il ne semble pas que

par cette méthode on puisse obtenir plus que 4.1'.

Autre démonstration de (^) pour A semi-local géométriquement localement

factoriel.

Notons SO le A-schéma en groupes ^(nEî). Il faut montrer :
1 1

Pour n = 1,2,5, l'application naturelle H (A.Sj) ) -> H (K,.S^ ) a son noyau

trivial.

Le cas n = 1 est laissé au lecteur. Pour n ̂  2, on a la suite exacte de A-schémas

en groupes semi-simples déployés :

1 - ^/A - ̂ ^ - ^2n " 1 (*)

4.4.1 . Pour A comme ci-dessus, et n ̂  2, la question (;K) pour SO est

équivalente à la question (l[) pour Suin .

En effet, de la suite exacte (*), on tire le diagramme commutatif de suites

exactes d'ensembles pointés ( r i 1 " ] ) :

^(A) -> AVA^2 -. H^A^Mn^) -. H^A,^) -^ H^A,^)

i ^ 0 1 t̂ 1 4- 0
^(K) - K V K ^ ^ H'(K,^n^) -. H 1 (K,^) -^ H^K,^)

Comme A est semi-local, donc PicA=0, la suite exacte de Kummer et

l'injection BrA ^ BrK montrent que la flèche verticale de droite est injective.

Par ailleurs, les flèches horizontales de gauche ne sont autres que la norme spino-

rielle, laquelle est surjective au niveau K comme au niveau A, comme le montre

l'argument de [9], 11,8 : 'l'élément de SO (A) défini dans la base naturelle par

la matrice (a C A^) :
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a *

a pour norme spinorielle la classe de a dans A*/A* . Ceci établit 4.4.1 •

4.4,2. Pour n = 2,5 eĵ  A semi-local. H (A,Spin ) = 0.
En effet, on a les isomorphismes de A-schémas en coupes :

â£^4 ^ ̂  x ̂

^-^

L'énoncé résulte alors de l'énoncé analogue pour SL y pour tout n» On obtient
l'assertion initiale en combinant 4.4.1 et 4.4.2,
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