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COMPLEXE DUALISANT ET APPLICATIONS
A LA CLASSE FONDAMENTALE DUN CYCLE

par

Fouad EL ZEIN *

Université Paris VII

APPENDICE avec B. ANGENTOL *

RESUME.- On applique la théorie du Résidu et Dualité de Grothendrieck annoncée au
“Congrés international des Mathématiciens en 1958 et apparue dans [RD], & la
cohomologie de De Rham. Plus précisément, on introduit 1'yperhomologie de De Rham
pour énoncer les résultats sans faire référence au plongement du cycle dans une va-—
riété lisse. On considére aussi le cas relatif, le cas d'une morphisme plat est
traité dans 1'Appendice.

ABSTRACT.—- This work is an application of the Duality theory of Grothendrieck an-
nounced in the International Congress of Mathematicians in 1958 and which appeared
in [RD], more precisely we apply the Residual complex to the construction of the
fundamental class of a cycle. As a general principle the Chow ring A'(X) of a
smooth variety X is an "initial cohomological object", that is to say that for any
cohomological theory H®(X) it does exist a canonical morphism Cy A (X)» H*(X).

As cohomology we take the De Rham cohomoiogy. To be able to give the statement
of the results without the choice of a particular embedding in a smooth variety, we
introduce also the De Rham hyperhomology.

We consider also the relative case for a scheme X over a scheme S, after con-

sidering special cases, we prove in the Appendice the existence of a fundamental
class CX/S when X is of finite Tor-dimension over S in characteristic zero.

* Equipe de Recherche associée au C.N.R.S. N° 589
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INTRODUCTION

Le but de ce travail est 1'étude du complexe res1due1 et de ses applications
3 la théorie des Résidus en GEométrie algébrique.

Dans la théorie de la dualité annoncée au Congrés International des Mathéma-
ticiens & Edimbourg en 1958, Grothendrieck a défini pour toute variété X sur un
corps k un complexe résiduel Ki [8]. Lorsque X est propre sur k, ce complexe sert

3 démontrer pour tout i € N et tout falsceau quasi-cohérent F 1'isomorphisme de
dualité suivant : -

Eb(t_l(F,K}'{) ~ Hom(H'(X,F),k).
\
C'est 13 une généralisation de la dualité de Serre sur une variété X lisse et
propre de dimension n sur k, auguel cas Ki est une résolution de Qx/k[n].

Cette théorie a été développée par Hartshorne ([RD]) (voir eussi Deligne [3]
et Verdier [25]) dans un cadre général (pour un morphisme propre), oll 1'on trauve
de plus la description détaillée du complexe résiduel.

La notion de résidu est intimement 1iée & la différentielle du complexe K et
la construction de ce dernier &tant acquise, on posséde une notion de résidu
sur une variété quelconque et pour un morphisme de variétés (voir § 1).

Rosenlicht a défini pour une courbe X réduite, un faisceau wX/k de formes ré-

gulidres & 1'aide de la notion de résidu sur la désingularisée X' de X [21] :

P _ ' _
W E-wX,x<=> V£ e eX,x s X Resx,fw-o pour x' au-dessus de x.

Ce faisceau se révéle étre actuellement un complexe dualisant.

On démontre que le morphisme trace pour une désingularisation est surjectif
sur les complexes résiduels. Il est possible aussi de donner la définition d'un ré-
sidu sur une variété X non nécessairement lisse et de l'exprimer a 1‘aide des sym-
boles résidus de Grothendieck sur la désingularisée.

A part le théordme de dualité, on peut appliquer le complexe résiduel & la
construction d'une classe fondamentale d'un cycle. Il s'agit. 13 d'un principe
général ([18] et [11], p. 359) qui. dit que l'anneau de Chow A‘(X) d'une variété
lisse X est un "objet cohomologique initial", c'est-d-dire que pour toute théorie
cohomologique H*(X), il existe un morphisme canonique C D AT(X) > HY(X).

On construit au § IT l'hyperhomologle de De Rham H (X) égale 4 la cohomologie
du complexe simple associée a Hom QX K ), elle est munie d'un morphisme ca-

nonique dans 1'homologie de De Rham de X,et se trouve liée & celle de Hodge de X ;
ce qui nous permettra de construire pour toute variété une classe fondamentale
sans utiliser un espace ambiant lisse.

Grothendieck a déj3 signalé ce complexe double K.'® dans une note de bas de
page dans [12] ; Hartshorne 1'a utilisé dans [27], nou§ 1l'avons fait indépendam-
ment dans la préparation de la thése ([6], et [T]).

On construit au § IIT la classe fondamentale d'un cycle respectivement dans
1'hyperhomologie de De Rham, 1'homologie de De Rham et celle de Hodge. On démontre



la compatibilité du produit d'intersection des cycles et le cup—produit en cohomo-
logie. Ce paragraphe est une version améliorée de l'article [5].

De plus, on traite au § IV le probléme de la classe fondamentale dans le cas
relatif. Etant donné un morphisme f : X+ S, on lui associe canoniquement une
classe CX/S qui vérifie "la propriété de la trace", dans le cas d'une intersection

compléte relative locale. Si S n'est pas normale, cette classe n'existe pas néces-
sairement pour f équidimensionnel. Dans 1'Appendice, on démontre 1'existence pour
f de Tor-dimension finie.

Cet article est une rédaction allégée d'une partie de ma thése présentée en
1976 & 1'Université Paris VII, sous la direction de J.L. Verdier qui m'a aidé 3
dégager les idées centrales dans ce travail tel le complexe double et son appli-
cation & 1'hyperhomologie et la propriété de la trace. Je lui suis reconnaissant,
aussi bien qu'd C. Houzel, qui a suivi mes efforts dés le début.



I.- RESIDUS ET COMPLEXE RESIDUEL

1.0.- NOTATIONS ET RAPPELS

On va donner ici un apercgu des résultats dans ([RD]) qui nous intéressent. On

utilisera jes mémes notations et la méme terminologie.

Soit £ : X + S un morphisme de type fini entre deux schémas localement noethé-
riens, le complexe dualisant D)'(/s est un objet de la catégorie dérivée des GX ~Mo-
dules & cohomologie cohérente, c'est—-d-dire un complexe de OX-Modules, dont les
faisceaux de cohomologie sont cohérents, et que l'on considére i quasi-isomorphis-

me prés. Si f est lisse de dimension relative n, D est quasi-isomorphe &

X/s
n o P s oD 2
Qx/s[n] (le complexe nul en tout degré # - n est égal 3 QX/S en degré-n).

Si f se compose d'un morphisme fini h : X > Y et d'un morphisme lisse ¥ » S,

= R Hom(h 0,07 ([n).

alors h*DX/ Y/s

S

Ces définitions ont un sens gréce a 1'isomorphisme Résidu :
D.

h
Théonéme.- Soit X ——+ Y un diagramme commutatif ol § et h sont ginis et g est
s g

S
Lisse de dimension nelative n. Alons on a :

B Hom/(f €}, 0) = R g,

[[}=}

Homy (n, 63,0y g[n])

Par exemple, si X est définie dans Y par une suite réguliére

n

t ..,tn ¢ (Y, O'Y) et w e I’(Y,QY/S), 1'isomorphisme Résidu agit ainsi :

12

)

n n
H?ms(f* ﬁx, 65) S Exty( @,X’QY/S

~
3w w
a > Rés +

t_l...tn t‘l" n

oll & droite le symbole correspond & un élément de Ext” calculé & 1'aide du complexe
de Koszul sur tl""’tn 3 et a gauche a est une section de O’Y qui reléve a, et le
Résidu est celui de Grothendieck dans(([RD]).

~ i i
Noter que si 4 X=A[[t1""’tn]] etw=2bi .ot ...tnn at

Y, .1 1

AeooAdt
.e n
1 n

1



W .
2 4 _ oz W _
alors Rés = Rés(o———— 3 ) =%, a1t
0!.1 un t1 g B 1 P
t, ...t 1" "n
1 n

Le complexe Résiduel : Supposons X lisse de dimension relative n sur un corps k,

le complexe résiduel KX de X est le complexe de Cousin de Q?/k[ n], concentré sur
1'intervalle [-n,0]. On le construit ainsi : pour un point x de X et un 8’ -
Module F FXF désigne le groupe des germes de sections de F au vcus:.nage de x, &
support dans x 1'adhérence de x, le 1 eme foncteur dérivé associé est Hx(F). Pour
un groupe G on note 1XG (ou parfois G simplement) le faisceau constant sur x égal
3 G, et nul ailleurs ; CdX(x) est la codimension de x dans X.Alors pour tout
jelo,nl, ona : Kf(_n o E 1XH;]{(Q;
cdx(x)=g

Pour tout faisceau F localement libre de rang m le complexe K_}'{(F) =

K}'( ) ®@, (Q?() ®@' F[-n] est une résolution par des faisceaux quasi-cohérents injec-—

X
tifs.

“

Soit maintenant i : Y > X une immersion fermée, alors K.Y est isomorphe & :
i!K)'( = i*Homo/(i* GY,K}'{). Pour tout j & [0O,n], K_’;_n == ix Hom (6/Y %’
X ' cdy (x)=] ’

Jon -
B (2)).

eX,x

Si Y est de codimension pure p, KY est concentré sur les degrés [-n+p,0], donc
( 5 Qn) =0 pour i < p et Ext’ P 5 K ) 3 n"'p(K.;,) s'injecte dans
K;n+p=Zi et (e, 0% ).

cay(y)=0 * Sy YLV

Enfin si 2' © Z sont deux sous-espaces fermés de X; le foncteur }I_;/Z,(*) aé-

signe la cohomologie & support dans Z modulo Z'. On souligne un symbole, par exem-
ple Hom,Ext pour désigner le faisceau associé. Les lettres M, , 1, désignent 1'idéal

Y
maximal d'un anneau local, et lg la longueur. Le dual d'un faisceau J‘ est ¥ .

Dans la suite on va décrire la différentielle de K)'( et sa relation avec le

Résidu. On démontre aussi la surjectivité de la trace pour une désingularisation.

1.1.- CALCUL DE LA DIFFERENTIELLE DU COMPLEXE D'UNE VARIETE X LISSE

1.1.- Soit Z, la filtration de X par la codim. (Zi ={xe X 1ecd > i}).

X
Le complexe de Cousin KX 3 ) de 3X, égal en degré i a /Z ( ) =

Z x O/ ) ([RD] ch.IV var.6.F.), est dualisant sur X. Sa dlfferentlelle se
cd(x)=i



P . . . Lo i+1
déduit du morphisme de connexion § : EZ /z (dx) > H ( O’X) (LRD]

. /2. B /2.
Prop.2.5,p.235). i 1+ i+

Soient x un point de X et (f1,...,f ) un systéme de paramdtres de 0’ x (n&-

cessairement une suite regullere), les idéaux IX n) = (f ..,f ) a.lternent avec
neN
les puissances de 1'idéal maximal (’7'?,;:) .Le complexe de Koszul de la suite
neN
(f1,... ,fi) nous donne l'isomorphisme suivant :

i . i on
Hx(e’)zlmxb;te, (G’X’x/(f

. n S an
y) = Lim - 1,...,f) Xx)—})nl: e/x’x/(f1,...,fi)
’

~

ol la limite inductive est considérée pour la multiplication par f? X a0 eX fJ: pour

les indices n et n + m.

Dans la suite, si A est un anneau, M un A-module, et f1,...,f. dans A, on dé-

note 1'image d'un élément a e M/(fl{,...,f?) dans: 1im M/(f?,...,f?) par le symbole

a >n
Ir r .
f1,...,f;l

1.1.2.- Réduction au cas d'une courbe de Gorenstein

Soient.x un point de X de codimension i, et y e X de codimension i+1 dans X.
On peut trouver des &léments f1,...,fi € G’X v qui forment un systéme de paramtres
E]
de 3 x et un €lément f. ., ¢ O’X’y tel que (f1,.. P S

téme de paramétres de 6 Xy Les sous-variétés fermees Z définies par

) forment aussi un sys-—

(f1,...,f ) sont des intersections complétes dans un v0151nage affine de x dans X,

3

qu'on suppose égal & X pour simplifier ; le point x est égal & 1'un des points gé-

nériques (x ) , des composantes irréductibles de Z,., par exemple x = X .
*"ter0,n] °

On va expliciter le morphisme § : H;( 6)() > ;;H( & ), induit par la différen-
. . 0
tielle de Ky( 0.).

Proposition.- Avec Les notations ci-dessus, Les sous-variétes zZ, sont de Gorenstedin

Soient A = ¢ et A =60 Le complexe :
XgoT X,xs/(fx{,...,fr) yor X,y_/(f:,-...,fg)}
PI'
K. H E A —_— E A )/A
¥ " 'sefo,n] *s°T se[0,h] ¥s*¥ Vo

oi P deés.igne La profection canonique, est duw&wamﬁ sur Spec( &, y) 1L existe

des  Asomonphismes canoniques g et B qui nendent Le d,cag/rﬁmme sulvant
commutatif :
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r
lim © A > r L. lim(zaA )/A
X ST X_» T
> Tr S +> T S
? ?
& 8,
. . s .
1 - 1 g X i+1
Hx(ﬁx) c 2 Hx( 3X) SENED S Hy‘ (9’X)

se[0,h] s

Conollaine.- Sodlent x € X un point de codim i, des éLéments f1""’fi’ g € ex <
w 3

et une forme w e T Q; . Dans La suite, La notation symbolique [f,---£4] suppose
Amplicitement que La suite Tiseeesfy est néguliene. Alons La différentielle 8y
de KX opere comme suit :

v/g W

n .
6 ) = (-1)

f1"""'fi f1.....fig

Le s4igne provenant du décalage dans Les deghés est égal a dim X.

1.2.- LE MORPHISME RESIDU

1.2.1.— Soit X une variété algébrique de dimension pure n sur un corps k, de
complexe résiduel K& . 8i Z est une sous-variété fermée de X, le sous-complexe

LZKi est formé des sections de Ki 4 support dans Z ; on note PZ : K%.+ LZKi la
_projection canonique qui est simplement un morphisme de 9%—modules gradués, et

GZ = PZ o § la restriction sur Z de la différentielle § de Ki.

On dit qu'une suite décroissante S. = (8.) de sous-variétés fermées
55[1,[]]
est pure si Sj est de codimension pure j dans X pour tout j € [1,h] . On désigne

par 68. : KX > LShKX le morphisme composé : Gsh 0use0 SS. 0uea0 681'

Déginition.- Sodlent (x)‘)xEA Les points de codimension zéro dans X ;3 AL existe

. . . n . o
un monphisme canonique Cy : L Qx/k’x > I J(xA)[ voir § TII,NO4.1].

€
On appelle nésidu d'une gorme différentielle nationnelle w e¢ I ﬂ; x et on
- Aeh 77X
note Réss.(“’) La section de IShKXn+h ¢gale a 8g. ° Cx(“’)'

1.2.2.- Soient f : X » Y un morphisme de type fini de préschémas localement

noethériens de dimension relative bornée, et S. = (X o S1...: Sh) une suite pure

de longueur h dans X.



13

Déginition : £) Pour tout ouvert quasi-compact U de Y, et tout éLément
w e T(f 'U,K;) £'eLament 85 () est une section de _I‘_Sh(f_1U,KJ’() . On déginit :

Résg.(w) =T f o & (w)

(ce n'est pas un monphisme de complexes).

L) S4 de plus Y est une varigté algébrique sur un conps k, et X de

dimension pure n, de points génériques (x)‘) ; on appelle nésidu d'une forme dif-
Aeh
fenentielle v e }\ZAQ;E’XA en S.sun Y, £'élément Résg.(w) obtenu en appliquant a

. - P ~ . n - . -, * . -
w Le morphisme composé Résy o Cy ol Cy .)\EA nx,x ~ K, désigne Le monphisme cano

nique.

Remarque.- i) Cette définition du résidu contient le cas d'un morphisme non lisse;

par exemple le cas d'une variété singuliére.

ii) si Sh n'a pas de composante génériquement finie sur Y, le résidu de

wen S. sur Y est nul.

iii) 8i Y est de dimension pure n-h sur k, de points génériques

(y.) , le résiau Résg (w) appartient & I J(yY), si de plus Y est réduit, il
YeT n : Yel
est dans I QY

YeT'

. . n .
Dans ce cas, on s'intéresse au symbole résidu d'une forme y ¢ T QX non relati-

~h
/ey °
ve, c'est une forme différentielle sur Y.

Exemple.- Soit X une variété lisse, de dimension n sur k, une suite localement ré-

gulidre £laeeesfy € r(x, O’X), la suite S. = {(si) ol s; = V(f1,...,fi)} est
ie[1,h]

pure. Pour tout @ ¢ T Qn, le résidu Rés, (—2-) ¢ Hh (X,Q;) est représenté par le
X S. ﬂifi Sh

Wf au lieu de Ress..

symbole (-1)“h[f1,.‘9.,fh]. On écrit aussi Rés
h

f1,..

1.3.-_SURJECTIVITE DE LA TRACE

1.3.1.- Cupposons X lisse et soit z un point de Y. On peut construire un mor-
phisme g défini sur un voisinage V de z dans Y, dans l'espace affine AP 3 p dimen-
sions, tel que g induise sur 7 a V un morphisme fini et domjnant.

Soient un nombre fini de points (xi) de cudim n-p dans X, fermés dans la
iel
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w.
1

_ n-p, 0 . .
b e TH_ (QX), et t le point gé

: £ isenesf . i

fibre Xz, un symbole B = I B
. 1,1 n-p,

nérique de AP. Si on représente J(z) par lim Hom( G’Y Z/’p],?,ﬂpp ), la trace :
: n > A

2

bw.
Tr £(B) est le morphisme qui fait correspondre X Rés ief 1 e OF
: i R P . APt
1,1 n-p,1
3 tout élément b € G’Y z.. De plus, si car(k) = O, le morphisme g o f est lisse aux
E] .

points X

1.3.2.~ Proposition.- Soit £ : X+ Y un moAphisme fini de varistés algebriques
i VY > f*o’x son comorphisme ; Le morphisme Tr £ : f*K}'( > K.; est surnfectif 44 et
seulement 84 ker £ est nul.

Lemme 1.- Soit £ : X > Y un morphisme propre de varnidtés algébriques ; Le morphisme
Tr £ : f*K)'{ > KY est sunfectif 84 et seulement 84 pour tout z e Y Le morphisme
Tr £ : I : J(x) » J(z) est surfectif.

x fermé dans XZ :

Lemme 2.- Sous Les hypotheses du Lemme 1 :

L) une condition nécessaire pour que Tr £ S04t surfectif est que T s0it surfectif

. o * . = Vg5
et 54 I désigne Le noyau de fz,X : e/Y,z > e’x’x pour x fermé dans X L' ideal
I,=nl, s04t nul pourn tout z ¢ Y.

X .
L) une condition suffisante pourn que Tr £ 504t surfectif est que pour tout z e Y
La topologie '%Z adique de O(Y , B0it Anduite pan Les topologie/s'%x adiques de

E]

@%’x pour x germé dans X,

Démongtration.—

i) Soit ko un corps dans UY , tel aue le corps résiduel k(z) soit fini sur ko, J(z)
i

s'identifie & 1im™ Hom, (—Y’%,ko) respectivement J(x) & lim Hom, (e;( x/'nb:;,ké), car
O k]

+>n o%z +>n

le corps résiduel k(x) est fini sur k(z).

Le morphisme trace est -induit par le morphisme fz,x ¥,z - e)/(,x
. . n .
Supposons IZ # 0 et soit a ¢ Iz c e/Y,z’ Ine WN: a{ Mf’z’ soit
¢ e Hom (& / n’ko) tel que ¢(a) # O, ne peut pas appartenir & 1'image de la
o Y,z m
o 2

trace car pout tout y ¢ lim Hom.k (o] / n’ko)’ on a :
>n o X,x mx
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(Tr £(p))(a) = plr, (a)) =
ii) Soit ¥ e Homk (O/Y z/m’;’ko)’ Ix e XZ fermé, et pe N, p > r tel que l'on ait:
fo) s
D _ x=1 )
N = fz,x(.%p) cmr

goit q : /I\Ip /7)], la projection, la forme linfaire ¢ o q définie sur le
sous— espace vectorlel G /I\IP de e/ /’Ir[,P se prolonge en { « Homk (U /"L )

%My ——r
q peq :
%% T G/
AMors (Tr £)(y) € HOmk v, Z/'nz, k est égal & ¢ dans il;:urr: HO%O(%,Z/@Z’k )
Theoneme.- Solent X une variété algébrnique néduite, et £ : X'+ X un monphisme p)w.—
pre et surnfectif. Le morphisme Tr f : £ Kp > Ky est swifectif.

Conollaine.- SL £ : X' » X est une désingularnisée de X, La trace de f est Amjec-
tive.

.
Démonstration du théordme.- On se raméne au cas ol X' est réduit (car si la trace

est surjective pour K)'{, , elle 1'est nécessairement pour K}'(,).
réd
Soient 7' : X' » X' et 7 : X » X les normalisées respectives, il existe un morphis-

me F: X' 5> X tel que 1 o £ soit égal & £ o 7' ; le morphisme Tr 1 étant surjectif
d'aprés la proposition précédente, on se raméne i démontrer que Tr T est surjectif
Revenons aux notations du théoréme avec X' réduit et X normal. Pour tout point

X ¢ X, il existe x' ¢ X' au-dessus de x et fermé dans la fibre X}'( tel que le mor-

phisme 7.

Xext) €X' ,x Soit injectif.

Alors on peut appliquer le lemme suivant de Zariski :

Lemme.- (EGA N° 24, ch.1V, con.2.3.8). Sodent A et B deux anneaux Locaux noethg-
niens d'idéaux maximaux M, et N, nespectivement. Soient :

L) un homomonphisme Local infectif ¢ : A » B

L) B est une algebre essentiellement de type fini sun A(la Localisée d'une algebre
de type §indi).
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L) Le complite A de A, pour La topologie M, adique, est integre (c'est Le cas
d'une algébre de type §ini sur un conpd k, intégre et intégralement close).

Alons La topologie 7/1,' adique de A est induite par La topologie % adique de B.

Ce lemme permet de vérifier que la condition du lemme 2 ii) est vérifiéde et

par conséquent que la trace est surjective.

Remarque.- On & ainsi une construction du complexe résiduel d'une variété X réduite
comme quotient de 1'image directe de celui d'une d€singularisée de X par un sous-
complexe, noyau de la trace, qui peut &tre défini directement par la relation de

la proposition 1.3.1.



II.- L'HYPERHOMOLOGIE DE DE RHAM

On définit dans ce paragraphé 1'hyperhomologie de De-Rham H.(X) d'une variété
X, qui est covariante pour les morphismes propres, qui est duale a 1'hyperhomologie
de De Rham si X est propre, et qui s'envoie par un morphisme canonique dans 1'ho-
mologie de De Rham et se trouve life & celle de Hodge de X. Elle nous intéresse
particulidrement pour définir au § III la classe fondamentale d'un cycle sans uti-
liser 1'espace ambiant lisse. Enfin, si X est une sous-variété fermée d‘une variété
lisse T, 1'homologie de De Rham de X est isomorphe & 1'hyperhomologie de T & sup-
port dans X. »

2.1.- LE COMPLEXE DOUBLE K)'('*

2.1.1.- Définitions.- Soit X une variété algébrique, on considére le 5;—module
. PR le* e
bigradué KX Home)/( (QX,KX). ‘
Pour tout morphisme propre de variétés f : X - Z, on définit le morphisme
. . '* . '* vas . . . £ 3
Tr f : f*K_x -> KZ par composition avec le morphisme canonique : QZ -> f*QX et le

morphisme trace : 'f*K)'( > Ké .

Proposition. - ) Avec Les notations précidentes, 84 on suppose La varitts X Lisse
AL existe sun K= Hom(Gh,Ky) une structwie de double complexe qué en fait une ré-
solution infjective canonique du complexe de De Rham Qx .

L) S4 car(k) = 0, pour tout mo)LpMme propre £ 1 X +X'de varittis
4,
Lisses, Le monphisme Tr f : f*HomX(Q;(,K;() »Homx,(Q;‘(,,K_;(,) commute aux dif§éren-
tiekles partielles. ‘ '

. ) : )
Démonstration.- i) Le complexe simple HomX(Q;,K}'() * Ky ® (Q}l() est isomorphe au

complexe de Cousin de annl[n] ; c'est une résolution injective de K'Z;_l[n]. On ob-
tient l'une des différentielles §' de K;{'* par simple composition avec celle § de
K;{. On d8duit l'autre différentielle d' de celle d de Q., ainsi : le module

H,om(Q;(,K;(mJ) est isomorphe & _x inmd (92_1) et on prend :
' x:cdx(x)=,j xx

P L IS R, . pdon—i 3 anit
a B (d) : B oy 7) »E (e ).
Soit Z. la filtration de X par la codimension (Zj ={x ¢ X,ch(x) =3}) ; on
voit sur le diagramme suivant que §' o d' = d' ¢ &', ol &' apparailt comme un mor-

phisme de connexion.



J 2 8 J+1 2
) ) —  ~ L+ H ()
T3/ 5 41 2341 2540 X
J J+1
H (a) i (a)
“25/2541 501/ 2540
6,
J 2+1 Jj+1 2+1
H ( )————> E ( )
/2500 N 250172540 N
Calcul de d'.- Soient x un point de codimension j ‘dans X, un systdme de paramétres

(f1,...,fj) de O’X,x, et le recouvrement U de Vf{:cj, ol V= sp(&x,x), formé des ou-

verts D(f,) .« Le morphisme de connexion : HJ—1(V-{x},'QfI') > HJ(Q%) est surjec-
 per 1,33 x
tif pour j = 1, et bijectif pour j > 1, il est explicité dans (EGA N°11, ch.III,

v v
1.2). Ainsi la différentielle d' correspond 3 4 : C'(‘L{,Q&) + é'(w,né“) le symbole

; vio
w € HJ(Qfé) correspond 3 la classe de cohomologie de (Tw—;) e ¢V 1(%,9.%’)
n x e .
f1...f. I_ 1
(£ rDaw-a(e]. )
w s Y w P w J J
et a K d( ” n). On en déduit : 4' n alz
oot ..., o1, 2n 2n
-1 J 1 J 1 J f1... fj

Démonstration.- ii) Le morphisme Tr f commute avec § pour tes complexes simples
([RD], p.335) ; on en déduit facilement que Tr f commute avec §' pour les complexes
doubles. ’

Tr f commute avec 4' (Eour f non nécessairement propre)

ler cas : f : X *X' est_lisse de dim. relative n-n' ol dim X' = n'.

Soient x un point de codim j dans X, fermé dans sa fibre,d'image x' de codim
j' = j+n'-n dans X', et un systéme d'éléments (ui) pour ie¢ [1,n-n'] qui induit sur
la fibre de X en x' un systéme régulier de paramétres au point x. Les différentiel-

. ~ 1
—_"!
les (dui) pour i ¢[1,n-n'] forment une base de QX/X',x '

Soient (tl'l) € S’X, 41 pour h ¢ [1,n'Jtels que les différentielles (dtl:l) forment
E]

une base de Q;(, X! et tels que (t}'l) pour h ¢ [1,j'] forment un systéme régulier de
’
paramétres de Oy x'

La famille (th = f*(tl;]),ui) pour h ¢ [1,n'] et i ¢ [1,n-n"] a pour différen-

tielles une base de Q;( 5 €t contient un systéme régulier de paramétres de 93( x ob-
N » 9

tenu pour h ¢ [1,j'] et i ¢ [1,n-n']. Pour un élément g ¢ B’X x° Oon note %—%— la
t)
h



composante de la différentielle dg sur 1'élément de base dth, et pour une forme

?=g(Ar at ) A (A du, ) € Q oﬁ Sc[1,n'] et 8¢ [1,n—n'])on pose :

heS :.eS1

= A A .
9 ¢/t =dg/ t, (N at)a (A au)
: heS 1eS1
La sous-variété Z = V(u1,...,un_ ) définie au voisinage de X est quasi-finie
sur un voisinage de x' dans X'. L'anneau completee/ est fini sur 6;(, X1 ce qui
t]

permet de considérer le symbole résidu de Grothendleck dans le lemme suivant :

Lemme.- Avec Led notations précidentes,s0it we QX/X, , ona:
‘ w 3/3t
. f . f h
d(Rés . ) = Rés '
U ' u. dt
i m m h 1,n i m m h
U,eeel U,
1 n-n' 1 n-n

Démonstration du lemme.- Soit k' le corps résiduel au point x' et k" celui du point

x puisque car(k) = 0, on peut se ramener 3 faire la démonstration dans le cas du

morphisme injectif : k'[[T1,...,Tj,]] > k"[[T1""’Tj"U1""’Un—n']]'

s(Ti,Uj )au, A. .y

n-n'
D'aprés [2], Rés ‘ . est égal & Tr du coeffi-
" v
lf;l._.ulrxll_n’ k [[Ti]J/k CLT,3]
cient de Uz?qx...x UI:::I, dans g, et on en déduit facilement le lemme.

On peut aussi raisonner de la maniére suivante :

Soient K' le corps des fonctions rationnelles de X' et K' sa clbture algébri-
que.Puisque car(k) = 0, X' est séparable sur K', et pour tout i ¢ ¥, on a :

Q)l(, <1 ® X' = Qi , ce qui permet de remplacer X' par le spectfe d'un corps algé-
’ K/k —
briquement clos en effectuant le changement de base Spec(K') » X' et puis de se ra-—

mener au cas du morphisme : X' > f{-'[[U ...,U n']]°

Revenons i la proposition : on a d‘apres la suite exacte o™ Q -)-9 -vQ

/%
un isomorphisme (non canonique) : ;1 QX ' ® QX/X‘ ; une forme

w € Q;_h se met sous la forme z I w!
X 1
k<n oeM
P f n-h-k
q indices, wk., € QX' , et wn-h-k G € QX/X' 3 on suppose aussi wk’ de la forme

k.0 ® wn—h—k,cou M est un ensemble fini

by dti AeeoA dti et Wy-h-k,0 de la forme b du A...A du et la composante

1 k o4 %n-n-k

dans Qn'_h ® pon! de la forme On a alors :
xixt © /X x Untop ® Bppr :
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dw = I [T dt. A ! '
xon B W g At (0 o) * T dug A W g A3l o))
w .
Soit le symbole ¢y = € H;Jc( - ) ol iell,nn'let L e [1,j'], on va
m ,m
ui’tl"'
calculer Tr f o d' et ' o Tr f de y.
a' o Tr f w_-
. ‘ ’ n-n
Rés w! o
bt o ~h J'/an'-h .
Tr £() = M e B (Q ) par un calcul simple
! ;
m |
““““tﬂ, setesenna
‘ £ ' £ | “a-n
2 w' ) é - AW,
d(Resui . w' o) Resui A atl Ay
a' o Tr £(P) = . cee Ugees -Im R =I-II
: s
S T RETTIIY T RTR T
Tr £ o 4'
dw du_ A w at A w
1 - -
arw) o +5 rm Sl e 3 Lm oo, M, okl
ui"”’ﬂ, S ui’s 2"t lyp E ui’&/’

On va transformer les trois parties du second membre :

1) D'aprés le lemme, on a :

_ 3/3tk(‘°n—n' )
dw Rés dt}'{r\ whi g
Tr £ | . . =T | i ,
m .m m
ceelL b e k ees U, e
iUt 1 ¢
\m . .
] .....tz
r Eusl\ a/aus(wn-n‘—‘l,o)
Rés . ,,J = —H*‘1",c' -
n'-h+1 * cote Vedeas
+ T (_1) _:..[.. .o i v . £
S50 . L : t.'m - PO
dX/X'(wn—/n'—ho) !
: Res y , “nt-n+l,0
L. . . ‘
= p(-1)" h+1 : Lu’: + I
o .
- 2 :
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2) D'aprés les propriétés du résidu ( RD R. 9,p.199), on & :

-

e dus A wn—n'—1,0 '
du_ AW Rés “nt-h+1,0
: s n'-h+1_ b okl
Tr | Im = (-1) m TrerTis
s um u‘m+1 tm s,0
el U ety

m
N NI LI T,

£ /X'(wn—n'—1,0
'ht a2 |l
=Z(_1)n ht1 ResuiL o wn’—h+1,0
o sessias lm
1
EXEREY """""tIL ceseserssasarans
—
. [~ W
3) On a : at A w Rés at! oA ',
s u. m s n'-h
Tr £(Zm =Im ol AL RN =11
s m m m+1 s
Byeeeatpeety SN t;Lm,...t;m”.........

Soit :

Trf“d)'((lb)=(I—II)=d)'(°Trf(\b)

Second cas.~ On suppose f une immersion fermée : Soient un point x € X de codimen-

sion j dans X, un systéme régulier de paramétres (tl) de ©. 3 un systéme

gef1,51 %o
qui définit X en x dans X', et qui forme; avec des reléve-
ie[1,n'-n] . .

a'éléments (u.)

-ments (ti) e 0y, g+ des ty , un systéme de paramdtres de KX, gr enx' = £(x).
b k]
’ w /A1 ~ i '
Soit le symbole y = n € Hi(QX'), et w e QX' Xt un relévement de
R 1% N ?
i £ =
X e § WAoo A Qu.
2 X i 1
On a : Tr £(y) =
£ .
L it -
AG# Ave. A du,)] [—dtl'{/\?fz ...AduiT'
i i
L} - -
a' o Tr £(p) = £t im g gamt] u
ooty sy ] [ Bp vt ey
(3% Avuon du, | [Cat) A % avon dug 7]
) i S i
0 k I ot
_tQ ...,ui..._ } _.tf, ...tk ...ui..._
aw 7] B dty A W
= Tr £( -Im ) =Tr £ a'(y)
! m k m m+1
S NS AN
g e B ety

Dans ce cas Tr f est un morphisme injectif des complexes simples associés.
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Troisidme cas.- La trace d'un morphisme f propre, quelconque, commute & 6)'( et 6)'(, H
en 1'écrivant localement comme composé d'une immersion fermée et d'un morphisme
lisse, on voit que : Tr f o d)'( = d.}'(, o Tr f, donc la trace Tr f commute & 4! et
d)'(,. (Pour la commutativité aux d', on n'a pas besoin de supposer f propre). On en

déduit que Tr f est un morphisme des complexes simples associés.

3.1.2.- La différentielle de K)'{’* pouc X non nécessairement lisse.

Proposition.- Soit £ : X > T une immersion fermée dans une varigté Lisse T.

&) Ona:ay o f(K)'('*) c Tr f(K}'('*).

~

iL) S4 car(k)
chodisde.

0, La differentielle a ainsi induite ne dépend pas de L'immernsion

AAA)S4 car(k) = 0, pour tout morphisme propre h : X + X', Le morphisme Tr h commute
aux différentielles partielles.

Lemme.- Sodlent T une vaniété Lisse, un point z de codim p dans T, un symbole

w’ .
= Paa’ a
Y = € HZ(QT ) et une forme w e Q‘I‘,z
U, peesll
1 D
wAw’ .
Posons : w Ay = € Hp(Qq+q ).
z T .
pse ety
Abons ona : a'(w Ay) = (aw) Ay + (-1D)% A (a'y).
Démonstration.~ D'aprés le calcul de d' (voir dém. de la prop.2.1.1), on a :
alw A w") du AwAw
d'w AY) = -z =
' u u Tlu w2 u
SRIRERLA EREREL NIRRT
= w’ dy! du A w’
(dw) A : + (-1)% A -z
L-1;.1, EL Upseeaty e

= (dw) Ay + (-1)% A (a'y)

Revenons & la proposition et considérons 1'isomorphisme

T HP(Qg-i) S Hom(nqi: ,HP(QTn)) ol n = dim T, qui fait correspondre au symbole Y
2z o =T,z

le morphisme T(y) : w > w A y.

Soit 3X 1'idéal qui définit X dans T ; pour un symbole Y, il y a équivalence
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entre les trois assertions suivantes :
1) YeTr f’(K.x’l)
2) %’(Y) est nul sur foll + aJd, A oi-1
T X T
3) erjx,ona:fY=O et df A Y =0

Démontrons i).- Supposons Y € Tr f(Kg’l), on a d'aprés le lemme :

—a'(fY) =afA Y+ £da'y =0, d'od : £ d'Y = O puisque af A Y

=0
- d'(af A y) = - df A d'y = 0.
Démontrons ‘'ii).— Soient f et f' deux immersions fermées de X dans T et T' on

peut supposer qu'il existe un morphisme lisse g : T> T' tel que f' = go f (consi-

dérer £ x ' : X+ T x T' et se ramener i comparer f x f' avec f et f').

Soit dé x (resp. g X) la différentielle induite par T (resp. T'), on a :
. 3 £

Tr f'o d&,’x = d%, o Tr f' = d&, o Tr go Tr £ =Tr go di o Tr £ =

Tr go Tr fo d& x = Tr f'o d% X
E] t]

d'aprés la proposition 2.1.1. Le morphisme Tr f' &tant injectif, on d&duit que

les deux différentielles induites sont identiques.

Démontrons iii).- On sait déjd que Tr h commute aux différentielles &' (voir
[RD]). On va voir que le morphisme Tr h commute aux d' pour tout morphisme non
nécessairement propre. Ainsi posé, le probléme devient local sur X et sur X' et

on peut considérer un diagramme du type suivant

ol p' ° i est une factorisation de h en une immersion fermée et une projection
lisse, et j est une immersion fermée dans une variété lisse. Alors, on a d'aprds
la proposition 2.1.1.
Tr(joh)o '=Tr(Poj'oi)o ''=Tr o 4' oTr(j'oi;):

% G e
&y o Tr(j o h) =Tr j o dp, ° TIr h.

dp o Tr(p o j' o i)



2k

On en déduit, puisque Tr J est injectif : Tr h o di = di o Tr h, ce qui achdve la

démonstration de la proposition.

2.1.3.- La proposition précédente montre qu'en caractéristique Z#ro, le com-
. * - . ' 3
plexe KX' peut &tre muni d'une structure de complexe double pour une variété X
non nécessairement lisse, de plus il varie de maniére covariante en X pour les mor-

phismes propres.

Par ‘ailleurs‘, en car # 0, l'assertion i) de la proposition montre que K}'('*
peut €tre muni d'une structure de double complexe pour X lisse, ou sous-variété
fermée d'une variété lisse. Nous n'avons pas établi 1'indépendance de 1'immersion
fermée et la covariance. Dans la suite, on supposera ce résultat établi en toute

généralité.

Définition.- Soit Z une sous-variété fermée de X. On appelle hyperhomoLogie de
De Rham de X & suppont dans Z et on note H Z( X) ZLe g/wupe gradué égal a La co-
mologie a support dans Z du complexe simple SK_X asso0cie a a K’ o*

mi,z(x) = H_i(I‘Z(X,SK}'('*)) ol ieZ.

2.2, DUALITE.-

Theoneme.- Solent X une varieté algébrique sur k et 7 une sous-varieié fermée de
X, propre dur k. Alons AL existe poun tout entien i, un Lsomorphisme naturel :

m(x ,/X\Z) = Homy (T, ,(X),K)

N
oll QX z designe Le complexe de De Rham complete Le Long de Z.

BTN

Démonstration.- Soient T : X » k 1le¢ morphisme canonique et j : Z + X 1'immersion
fermée définie par 1'idéal J_ de 0X' On note jr : Zr + X 1'immersion définie par
r - & ro . X o . .

JZ’ et Kzr Hom ( X/JZ’KX) le complexe résiduel sur Z .

On peut appliquer le théoréme de dualité ([BD] th. 3.3., p.379) pour voir que

le composé des morphismes suivants est un quasi-isomorphisme, pour tout entier h :

HomO,X(Hom « /JrQX,K )s K ) > Homk Hom,, (Q /,JZQX, ), (m o jr}kK

7 )~
r
Homk(Homex(Q;/Jgﬂ;l(,Kér) k)

ol le second morphisme est induit par le morphisme trace Tr(r o jr)

(m o jr)*Ké + k. On remarque que les morphismes sont considérés au niveau des
T
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faisceaux et non dans la catégorie dérivée, puisque le complexe K.

7 est composé de

faisceaux injectifs, et Hom (QX/JZ v K ' ) de faisceaux flasques.

> )

Le complexe K, &tant dualisant sur Z R le complexe Hom _ (Hom (Qh/JrQh,K' ),K
Z_ Ry e Cx/Vzxety Tty

apparalt comme une résolution flasque de /J ZQX X

On en déduit pour tout entier i un isomorphisme :

i (x,08/)5a) ~+mk(n‘i(nom (/355,55 )) ).
r

En prenant la limite projective pour r ¢ IV des deux cStés, on a :

)) k)

Hi(X,lim Q;/JEQ;) > Hom.k (l:Lm Hom (Q /JZ X, Z
r r

soit :

Hi(X,?ZE’Z) :‘Homk (Hom ’I'-ZKX)) k)

Calcul du morphisme trace.- (m & jr)*Ké + k. Le morphisme gradué Tr(m ° jr) est

nécessairement nul en degré # O. En degré 0, le faisceau K,Z est la somme des modu-
r
les dualisants (J(z) pour z de dim O dans Zr' Le calcul de la trace sur le module

J(z) ne dépend que du voisinage de z, donc on peut supposer qu'il existe une immer-
sion fermée de X dans une variété lisse T de dim n ; le module J(z) est isomorphe
a Hc:m(ﬁ/Z ,HIZI(SZ;)). Soit g le morphisme canonique de T sur k, pour tout symbole

Y e J(z)5 on a :
Tr(m ° j_)(y) = RésB(y).
r k
Considérons le diagramme suivant

h ' (eT
I gy ——— Homk HomT ,_ZKT) k)
r h ‘(’x ! h .

Q —— Homk(H/o\rer(Qx,LZKx),k)

r.h

T Q / QX ——-Homk(HomX Q /JZ ol gKg) »%)

~ h ~h
Pour toute forme w de degré h sur T, et tout symbole Yy € Hom(QT Z,HIZ](Q,?,):’ H?(QTH ),
3

on a :«(T(w)(Y) = Rési(wl\ Y).

Les m«:)rphismeS\(X et . sont déterminés par ?T’ d'aprés la commutativité du dia-

gramme .,



26

I.-DUALITE DES DIFFERENTIELLES DANS LE CAS OU Z EST EGAL A UN POINT z

Considérons le complexe HomX(Qx,I_ZKX) muni de sa différentielle totale AX
2 2 N + . . g
égale en degré q & d.}'( + (—1)q 16)‘(, et le complexe de De Rham QX muni de sa diffé-
rentielle extérieure dy, on va voir que le morphisme (ax = (?;) commute au signe
h Z
prés a dy et & celle duale de AX.

Le probléme &tant local, il suffit de le vErifier dans le cas d'une variété

lisse T, comme ci-dessus.

. h-1 . h . . M .
Soient w e T @ et Y' ¢ HomT(QT,I‘ZKT), il faut démontrer :

RésPly" (aw)] = € RESGL(A ¥") ()] ol €=+ 1.

Dans ce calcul, seulement la composante d}o intervient ; cette composante dans

HomT(Q,}rl,K;) se représente comme somme de symboles Y € I HIZI(Qg) ol dim Z = 0.

w
Soit y = , ona :
Upseeeatly
|— dw' i du, A w'
1y = -
d'y N Zi 2 .
L1,...,un WpseeesUsseeesly
e
w Adw' du. A w A w'
h-1
(@) w) = waadly= -z (-1) '
L:..11,...,\1.n _u1,...,ui,...,un
du; Aw Ao alw A w")
Considérant 1'égalité : Résizi = Rési
Uyseeeslsseensll Upsevnslysennsl

=1

([RD1(R9), p.199) et 1'égalité dlp A w') = dw A w' + (-1)" '© A dw', on en déduit

RésE [y (aw)F RésB(aw A y) = (-1)"RésB(w A a'y) = (-1)"REsEL(4 ) ()] +

Dualité des complexes.-
oy (Homy @3, TKC) k) Ce morph a
Soit ¢ : Q. Hem, (Hom : : . e morphisme commute aux diffé-
Px :.0,g > Homy g, X’ 7% P

rentielles. Considérons les suites spectrales :

- P
1wPd _ P ) n_.m .
E) H (X’Qx,z) 'E H (X,S').X’Z)

et 'Eﬁ’q = HP(Home,X(Q?(,I‘ZK}'()) => g’ = Hl(Homeg((O)'(,FZK)'())
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D'aprés ce qui précéde, ces deux suites spectrales sont duales, et leur abuutisse-
. . * . * . .
ment aussi. De plus, les faisceaux I, Hom 3'(QX’KX) et Homag(QX’IZKZ) sont isomor

phes, ce qui achéve la démonstration du thé0réme.

II.- DEMONSTRATION POUR Z QUELCONQUE

Désignons par S° le complexe simple associé au complexe double IZKi'* 4

Homg,(Q;,IZKi), c'est un module gradué sur 1'anneau gradué de De Rham Qy . On note
X
par Hom?.(s',s') le faisceau de morphismes de degré k de Q" modules; soit le fais-

~

ceau associé au préfaisceau qui fait correspondre & un ouvert U, la collection de
s
b eI Hom(’SJ,SJ k) tel que :
3 U’"u
o(e.a) = (_1)1kQ.¢(a) pour tout @ e 2 et ae 8.
On désigne par H' le complexe de faisceaux Hom'Q.(S',S'), muni de la différentielle

. _ 1y k1
AH. tel que : AH.(¢) = AS. o+ (=1)" % o AS. .

‘Le complexe S° est 3 opérateurs différentiels d'ordre 1. En effet, il suffit
de vérifier que pour tout [ Ql, opérant par multiplication sur S°
i+1
Ageo @+ (-1)7 e AL = at.

On a, pour tout h ¢ HomX(Qﬁ,IéK§+r) :

a'(gn) + (=D 5ren) + (=D earn + (-7 em) =
a'(en) + (—1)i+1qu'h = de.h,
car §'¢h = ¢§'h et d'¢h = dp.h + (—1)iQd'h (voir . lemme 2.1.2).

L i W 2N -
e 1o isme : > .
= Zorprisme %,z
. N O ., + né . t ulé Jr
801ent.w € FQX,Z et @ € TS" ; alors ¢ est nécessairement annulé par 7 pour
r ¢ N assez grand et se localise en certains points zi de Z si w est un relévement

de 1'image de ' dans Q&/J; au voisinage de z; 5 on définit h’ par la formule :

() (@) = wy-

Le morphisme h' commute aux différentielles

. . i+1 .
Il s'agit de vérifier : AH.(h (w*)) = Ag+° h (w') + (-1)* y (w') ° by =
h® o d(w') pour w' de d%. Or, h° opdre sur S° essentiellement par multiplication

~

et la formule se réduit 3 celle que l'on a vérifié ci-dessus pour montrer que S°
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est a opérateurs différentiels d'ordre 1. -

Le complexe H' est formé de faisceaux flasques ; en effet, on a un isomorphisme ca-

nonique

HomQ-(S ’Hom&i(QX*IZKX)) = Homei(s ’EZKX)
et ce dernier est composé de faisceaux flasques.
Considérons les morphismes :
Trm
TH® -~ Homk(l"s' Jpst) —— Homk(l"S' k)
On en déduit que le morphisme h® induit des morphismes :

Hi(x,ﬂ/)‘;z) -> Homk(H-i(l"ZSK)'('*),k) .

On &tablit que ce morphisme est en fait un isomorphisme en considérant les suites

spectrales associées comme dans le cas précédent ol Z est un point.

Corollaine 1-Supposons X propre swrt k, en prenant Z = X, on a :
B (X,0p) = Hom (. (X),k)
de plus, La cohomologie globale de K.;('* est alons finie sur k.

Ce corollaire montre que 1l'hyperhomologie n'est pas toujours identique & 1'ho-

mologie de De Rham de X (voir N° suivant).
Conolaine 2.- Supposons 7 &gal & un-point z, on trouve :.
i,20
Hh (@ ) = Hom (, (0,) .

2.3.- COMPARAISON AVEC L'HOMOLOGIE DE DE RHAM

Supposons car(k) = 0, et soit X une sous-variété fermée d'une variété lisse T
de dim n ; Grothendieck propose dans ([12] note 9, p.101) et Hartshorne affirme
dans [14] que l'on obtient une homologie satisfaisante de X en prenant

2n-i
Hi(X) = Hy (
démontre qu'elle coincide avec 1l'homologie de Borel-Moore lorsque k = C. On rappel-

T,Qi). Ces auteurs l'appellent homologie de De Rham, et Hartshorne

le ici 1'indépendance de cette définition de 1'homologie de De Rham du choix de
1'immersion de X dans une variété lisse, et on voit qu 'il existe un morphisme ca-
nonique de M. (X) dans H.(X).
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3.3.1.- Proposition.- Soit j : Y » X une {mmersion fermée d'une varniéte Y Lisse, de
codim p dans une variété X Lisse. Le morphisme Tr j : j*K"{'* > LYK}'{'* Anduit un
quasi-Lsomonphisme.

La démonstration de cette proposition se trouve dans ([13], p. 151), on trou—

ve aussi une démonstration dans [T] inspirée de [4].

Corollaine.- Avec Les notations de La proposition, 804t S une Sous-variété femmée
de codimension pure q dans Y; Le monphisme : Hg(Y,Qg) > H%*p(x,sz;*p) est infectif.

Définition.- Soit X une varniété algébrique non nécessairement Lisse munie d'une
Ammersion fermée i dans une varniété Lisse T. On appelle homolLogie de De Rham de

X, L'hyperhomoLogie de De Rham de T a suppont dans X, et on Gcrit H.(X) = H X(T).

Théoneme.- Avec Les notations de La définition.

£)  L'homologie de De Rham de X ne dépend pas du choix de £'immersion de X dans
une varlété Lisse.

L) Le morphisme Tr i Anduit un morphisme canoMque de 2'hyperhomologie de De Rham
de X dans L'homologie de De Rham dans X:

H.(X) » H.(X) .

L) L'homologie de De Rham est covariante pour Les morphismes propres.

Démonstration.- i) Soit i' : X > T' une immersion dans une variété lisse. On peut
se ramener au cas ol il existe un morphisme g : T - T' tel que i' = g o i. On va

faire un raisonnement par récurrence sur la dim de X.

Le théoréme est vrai si dim X = O ; soit Z le lieu singulier de X, on a les

suites exactes :
-'* -'* . -'*
0> LpKp' > LKp' > 0, Iy gkply > 0
Trg Trg Trg
.'* .'* Y .'*
0+ L™ > Il™ > 31Ty gl + 0

ol j et j' sont les immersions. ouvertes de X-Z dans T et T'.

D'aprés la proposition, puisque X-Z est lisse, le morphisme Tr g & droite est

un quasi-isomorphisme. D'aprés 1'hypothése de récurrence, le morphisme Tr g & gau-—
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che est aussi un quasi-isomorphisme, d'ol le morphisme Tr g du milieu l'est aussi.

L'assertion ii) est évidente. Pour démontrer iii), considérons un morphisme
propre g : X > X', des immersions i : X » T et i' : X' » T' dans des varidtés lis-

ses T et T', et le diagramme :

—— T x T

X' ———s ¢

Le morphisme g' = (i' o g) x i est une immersion fermée, et la trace de g en homo-
logie est celle induite par la trace de p ; elle est compatible avec la trace en

hyperhomologie.

2.3.2.- Exemple : cas d'une singularité isolée

~

Supposons que le lieu singulier d'une variété X se réduit & un point z. Alors

la cohomologie de I‘K.X coincide avec 1l'homologie de X si et seulement si le com—

*)

2

plexe de De Rham complété Q .2 est une résolution de k

En effet, supposons qu'il existe une immersion i de X dans une variété lisse

T, et considérons les suites exactes :

O—-»T'K_X ——OI'K_X —>F_ZKXZ—70

lTri lTri JTri

.
0——7FKT ——>I‘KT ——)_I:XZKT'Z-———)O

Le morphisme Tr i & droite est un quasi-isomorphisme puisque X-z est lisse.
Donc le morphisme Tr i du milieu est un quasi—isomorphisme, si et seulement si ce-
lui de gauche l'est. D'aprés la proposition, on a : k & K ' T'ZK,;:'* 3 on conclut

d'aprés 1'isomorphisme de dualité : (K, Z(X,K"*))Y = H (Q L)
k]

X

Remarque 1.- Le théorSme de dualité appliqué dans le cas d'une sous-variété fermée

X propre d'une variété lisse T, s'écrit :

%) Si k = €, cette condition est équivalente 3 1'exactitude du complexe de De
Rhem des faisceaux de formes holomorphes ([28], prop.3.1.), si X est de plus une

hypersurface, on dit que z est une singularité isolée quasi-homogdne ([297).
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P
on en déduit que 1'hypercohomologie de QT x ne dépend pas du plongement de X dans T
Ed
c'est la cohomologie de De Rham de X (voir [14]).

2.- Soit JX 1'idéal de définition de X dans T, et pour tout entier r soit Xr

la sous-variété définie par 3; I1 n'existe pas nécessairement un entier r tel que
etk z ~. . 2 -
IH'(Xr,KX ‘) coIncide avec 1'homologie de X.En effet,le théoréme de dualité s'appli

que si X st propre et nous donne :
i - RN
H (X,QXr) (I,Hi(xr,KXr ))

Or, un contre-exemple dans ([16]§ 7.7.2) montre que M '(X,Q)'( ) ne donne pour aucun

entier r la cohomologie de De Rham de X. r

2.4,~ COMPARATSON AVEC L'HOMOLOGIE DE HODGE

Considérons le complexe Hom6 (Q)’;,K;{), pour tout p € IN; il est covariant pour
X

les morphismes propres, quand on associe & un morphisme propre sa trace.

Définition.- Soit 7 une sous-varitté fermée de X; on appelle HomolLogie de Hodge de
X a suppornt dans Z et on note H. ,.Z(X) Le groupe bigradug égal a La cohomologie a

support dans 7 de HomEX(Q%K}'() pour p e W :

(%, Hom(22,K)))

_ -i
b Hi,p,Z(X) = ¥ H (rZ

p,i Psi

- Au cours de la démonstration de la dualité pour 1'hyperhomologie de De Rham

on a obtenu le résultat suivant

Proposition 1.- Dualité.- Avec Les notations de La définition, 54 de plus 7 est
propre, on a :

Hi(X,Qi’Z) = Homk(Hi’P’Z(X),k).

Conoflaire.- SL x est propre, on a :

Hi(x,Qﬁ) = Homk(Hi’P(X),k).

- Si de plus X est lisse de dim n, le faisceau Hom o (Q)’;,K)'() est une résolution
flasque de Slxn_p[n] . Alors, on a : X

Proposition 2.- Dualit? pour une varieté X Lisse de dim n et propre

Hi,p(X) = H“’i(x,9§_p).
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- Supposons X quelconque, et considérons la filtration décroissante de K.}'('*

* 1 . . N .
FK.' = I Homg (£,K.) , dont 1'image définit une filtration (F_(H .(X))
pX i<p ——8;( %( KX pEZ . P peZZ

. - y 1P . x
de M.(X). Soit pmiﬂ)’z(x) H (TZ(X’SFpr' ).

Proposition 3.- Avec Les notations ci-dessus, Le morphisme canonique :
F, Egr_gx(ﬁ;{’l(;()[—p] - H_on_lx(@,K)‘() Anduit poun tout entien i € Z , un morphisme

o i+p,Z(X) 3 Hi,p(x)'

3.5.- DEFINITION DU RESIDU SUR QX

"1.- Soient g : Z>Xet f: XY deux morphismes de variétés algébriques ol

g et £ o g sont finis. Pour définir le morphisme résidu :
L F . - -
Resg i f Hom%(g*e’ ,Hom(QX,KX)) > Home,Y((f ° g)*e’Z,HomY(QY,KY))

I1 suffit de composer les morhismes suivants :
fHome,(gg,Hom QXKX ) 5 £ Hom (Q.XHom gB’ZKx

N H_Ol_lla)/((f*g).(’f&'lx(g*e/z’l().())‘
(1)

- mﬂ;(ﬂy((f ° 8)*6Z9K.Y)) C;.Ho_me(!((f ° g)* Hil!l'e/ Y KY))

Le morphisme I se déduit du morphisme QY > f*Q)'( et de 1'isomorphisme résidu :
... N o~ o
Resg : f Homex(g*efz,K.X) 5 Home;((f ° g) %,KY).

2.- Soit X une variété algébrique de dim n, on deflnlra au §III un morphisme

. i -n,n-i
canonique CX : QX -> KX[ -n] ; on en déduit un morphisme V H QX -> KX

Homs, (Qn-i, By, défini ainsi :
X X KX . N .
i n-i i .
Vwe T, Vu'e I x 2V (W)[w'] = cx(w' Aw).

Définition.- Soient £ : X + Y un morphisme, et S. = (8, c...c 8,)une suite pure
dans X de Longuewr n,telle que £a restriction de £ @ s, so0it finie . Soient J Le
faisceau d'idéaux de VX qui déginit La structure réduite sun S, et

2, = (5,,6,/3"). On note §' La differentielle partietle de X', deduite de celle
de K . POL()L tou,te section w de Q , et pour m assez grand, L'élément Gé.(Vl(w) =
Séh 0ceso 6é1( (w)) appartient h

n+h,n—i).

ic’ﬂey(e/z Ky
m



e eas , ’ i -n+h,n—i
Par définition, Rés_(w) est égal & Res ° Gé o V(w) e Home/(f*ﬂé Ky ()

Se .
appliqué & la section unité de f*ﬁi n - X n

m
Proposition.- Avec Les notations de La définition ci-dessus, on a pour tout

. cf o ar o peat
w e FQX : ~Rés d, (w) dy ° Résg

. - (w) (dém. car(k) = 0).

D'aprés la proposition 2.1.1, la trace de f commute a d', de méme &' commute
a4 4', donc il reste & démontrer que V' commute & d&, et il suffit de le faire au
voisinage de tout point générique de X. On peut supposer alors gue X est une sous-
variété fermée de codim p dans une variété lisse T et que X est irréductible de

point générique x ; soit C, € HP(QP) la classe fondamentale de X dans T, qui sera

X
dérinie au § III. Pour toute forme w e FQX,V € Hom o l,Hp(QT )s'envoie
X
+
par la trace de 1'immersion de X dans T en un &lément de Homaf( ,Hp( o p)“’
T .
p Z ~ A N 2z s ~. 1
Hx(Qg ) égal a w CX’ ou w désigne un relevement de w dans QT,x .

On verra au § III que d&(CX) = 0 ; on en déduit d'aprés la proposition 2.1.2

que l'on a :
(T A =abAcC,
d(w Cy) = do A Cy
Comme dfz est un reldvement de dw, on en déduit, d'aprds la définition de dk :

AV (w) = v'(dx(w)).
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III.- LA CLASSE FONDAMENTALE D'UN CYCLE

Ce paragraphe est une version améliorde de l'article [5]. Grothendieck a an-
noncé en 1956 [8] que l'on peut associer & tout cycle d'une variété lisse X une
classe fondamentale dans la cohomologie de Hodge de X. Le complexe résiduel de la
variété X nous permet d'expliciter une construction de cette classe. D'une manidre
plus précise, on définit pour toute variété Y sur ‘un corps k, une classe fondamen-
tale CY dans 1'hyperhomologie de De Rham de Y, qui s'envoie lorsque Y se plonge
dans X dans 1'hyperhomologie T .(X) (resp. 1"homologie de De Rham et de Hodge de
X). Si X est lisse, on obtient la classe en cohomologie par dualité. On écrit
s.r.p. pour systéme régulier de paramétres. On suppose d'abord que le corps de ba-—

se k est parfait, puis & la fin on déduit les résultats pour tout corps k.

3.1.~ CONSTRUCTION DE IA CLASSE FONDAMENTALE AU CAS OU LE CORPS DE BASE k EST
PARFAIT '

Théoneme.- Pour taute variété algébrique Y, L existe un morphisme unique
Cy € Ky'* = Hom(2y,K;) annulé pan af et 8}, et qui verigie Les proprittes suivan-
tes

4) SL Y est Lisse, de point génirique y et de dim. m, Coest Le morphisme natu-
nel : '

UK =y

AL) Pourn tout monphisme £ : U > U'find et dominant, d'un ouvert U de Y dans une
variete U' Lisse de dim.m, sodent Tr f : f*K{J > K[:,, et Tr £ : f*B’U > 07, Les mon-
phismes traces,et £ : f*flnl}, »SZE Le monphisme canonique ; alorns on a un diagramme

commutatif : . c

* T £ m ¥/u .
f*f QU,[m] —_— f*QU[m] _ f*KU
Tyf@Id [m] lTrf
(o} .
Qs [m] u' K

AAL) S4 Y est de dim pure m, Cy est de deghé -om.

Lv) S4 Y est une somme disjointe de sous-variétés 19 de dim pure, Cy =2Cy .
i
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v) S4 f @ Y' > Y est un morphisme propre, qui induit un Lsomorphisme sun £'ima-
ge néciproque d'un ouvert partout dense dans Y, Tr f(c]'(,) =Cy -

On va faire la démonstration en deux étapes : Existence et Unicité.

1.- Existence.- (k non nécessairement parfait). Supposons d'abord Y intégre de

dim m, de point générique y. On va construire Cy et vérifier : 6y ° Cy =03 le

raisonnement que l'on va suivre étant local, on suppose qu'il existe une immersion
fermée i : Y > X de Y dans une variété lisse X de dim n. Le germe Jen y de 1'idéal
de définition de Y dans X est engendré par un s.r.p. (t1""’tp) dans GX v La

E]

suite exacte :
N g ® 91 > 9l
0
IO o0y Oy

montre que le morphisme § : Q? ® 0; y-’ﬂ? - est surjectif, et que le module
t ] t]

Y
5/32 ® Q;_;r s'envoie surjectivement sur le module H = ker ¢.
k]

. m n . .
Le morphisme § ® 0, ~+»q LY ui envoie 1'élément w ® 1 en
P Xy Yy Ky Yy TS

w A dt1 AN dtp ® 1 s'annule sur 1l'image de § le 5/52 et définit donc un mor-

X,y
phisme :

Y
: 3 (2 o0 > o e AP 2
vy 3y e 0y /m> ol e AT/
3/52 étant libre de base t,,... ,tp.

Considérons le morphisme composé de Yy avec 1'isomorphisme fondemental local
(CRD] ch.III, prop.T7.2, p.179) :

. o Y n P 2v~ P n L
Cp P hyy >y U5 = EXt%(,y(ei(,y’Qx,y) =K

Le morphisme cherché est le composé :

o v e B iR

I1 reste 4 démontrer que le composé de C, avec la différentielle est nul.

Y

~ Cas ol Y est normale : Pobur tout point z € Y de codim 1, 1'anneau G'Y 2
£
est de valuation discréte. De plus, on peut supposer que les éléments t1,...,tp

sont dans UX , et au'ils forment avec un €1ément t € B/X , o systéme régulier
b t]

pt+1
de paramétres.

. m N
Soient w € I‘QY une forme sur Y, et w, € O;r(l 5 un reldvement de w; régulier en
£

z. On a :
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w_ A db.A...Adb
Z 1

= P Ny, M,
CY(UJ) = eBxt (k(y)ﬂx) K,
Bseeenty
5 + ~ 2 2 .
on conclut que & o CY(U)) = 0 dans HIZ) 1(Q)r;), d'aprés le calcul précédent de la dif-
férentielle (I.1.1), et en remarquant que W, A Gt A...A b est régulier en z.
d‘t.l Aeson dt

Remarques.1.- Il est utile de mentionner que 1'élément p:ls Hi(Qi) ne

dépend Pas du chdix du s.r.p. : (t1,...,tp) dans 6X,y t1""’tp
- 81 Y est de plus séparable sur k (pour tout point x ¢ Y, k(x) est une extension

séparable de k), on peut retrouver facilement que le faisceau de cohomologie
(KY s'identifie au faisceau des formes différentielles réguliéres aux po:mts

s:.mples de Y. En effet, soit V un ouvert affine dans Y, d'algébre A, tel que Q

soit libre de base du1,...,du . Une forme w ¢ Q Y,y s'écrit w otdu A.../«du ol

o € k(y) ; pour tout point z e V, soit v, la valuation de 9’ 2 3 a.lors on a 1'é-

quivalence des relations suivantes :

i §' o C =0
) y(w) ,
ii) V z e v, vZ(oz) =0
iii)w e m’\‘; .
(a'aprés ([26]1 § 10, th. 16, cor. 3, vol II) ; ii) implique @ ¢ A).

- Cas ol Y est intdgre. Soient f : Y > Y la vairété normalisée de Y et C’f le

morphisme canonique sur Y.

I1 suffit de démontrer que Tr f(C~) e Homg ( (s K;,m) coincide au point généri-
Y.
ue de Y avec C_ € Hom ( . Le robleme étant local, on peut suppo-—
que y v °§, Y.,y K'Y,y P > P PP
ser que Y est affine et que f se factorise en une immersion fermée j : Y > Y x k

et la premiére projection p sur Y.

Considérons le diagramme suivant

Y-___—.Yxk .—_,Xxk

NS

Soit (g, +++.,q_ ) un s.r.p. de @ s
1 s ¥k, y

Pour toute forme w € C&my, soit wy un relévement de w dans Qn;( v 1'é1ément C,y(m) se
k] k]

qui définit’ donc Y dans Y x k% en ¥

représente par le symbole
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1

*
w_ A dbt A...AdQL A dat
y P Yy o 1

A...Adtp) A dq1/\.../\dqs
resp. Cg(w) par

* *
t1 e tp ‘ P t1...p tp q1...qs

1
Le morphisme Tr f s'identifie au morphisme Résg pour i € [1,pl et j € [1,q].

qui fait correspondre ces deux symboles l'un d l'autre d'aprds les propriétés gé-
nérales du Résidu ([RD] p.197, R.3).

- Existence dans le cas d'une variété Y quelconque.- Soient Y1""’Yt les com-

posantes irréductibles de Y, munies de leur structure intégre, et hj : Yj > Y les

immersions canoniques. Soit n; = 2g(e/y v ) la longueur de 1l'anneau local de Y au
SV

point générique yj de Yj' Le morphisme CY € Hom(Q;,Ki) est l'unique morphisme qui

rend commutatif le diagramme suivant

o* CY K&
Y
*
h, Tr h.
. 1 z 3 l L Tr 3
* ,
Ih, R —— 5 Fh, K
J*Yj J*KYj
Zn.C
J Yj
-4 o C,=0
Y

On se raméne au cas oll Y est intégre et admet une immersion fermée'i : Y » X

dans X lisse. Si (t1,...,tp) est un s.r.p. de &, , 1'image Tr i(CY) est égale au

X,y
dt1A...Adt
symbole e BP(0P). on a :
toeeaeat y X
1 p
dt1A-..Adtp (t1...tp)d(dt1/\.../\dtp) - a(tT...tp)Adt1A...Adtp
Al = =
R ' 2 2 °
toeeeest : tS..0lt
1 P L 1 P

- CY vérifie les propriétés annoncées.- Toutes les propriétés sont évidentes,

sauf ii) que 1l'on démontre : soit U un ouvert de Y admettant un morphisme f fini

et dominant dans U' lisse de dim m. Le raisonnement étant local, on peut supposer
U affine, de sorte qu'il existe une factorisétion de f en une immersion fermée i’
dans X lisse et un morphisme lisse p : X - U'. Ayant vu que la restriction de

CY a G% ne fait intervenir que les composantes irréductibles de Y de dim m qui ren-—

contrent U, on se raméne au cas ol Y est irréductible de dim m et de point généri-



38

que y. Soient (t ,...,t ) un s.r.p. de ®_ _, une forme w e I'Ql;,, une section a de
1 P X,y

%, on a : .
1g(9Y,y) ap (w) A dt1A...l\d‘tp

t1.....tp'
égal d'aprés ([RD] p.197, R.6) & :
zg(e;(’y) Tr(f/Yr)(a/Yr)w'= Tr f(a)w

ol Yr désigne la sous-variété intégre de méme support que Y.

2, UNICITE

Cas d'une variété Y irréductible,, de dim m et de point générique y. Soient
U un voisinage de y ouvert et affine, et fo : U > k" un morphisme fini sur un voi-
sinage de fo(y) et séparable en y. Soient une factorisation de f en une immersion
fermég io : U~ X et une projection lisse p, ¢ X~ k", K = k(y) le corps résiduel

en y, et (t ..,tp) un s.r.p. de o

Xy°
Pa)
Soient X le spectre de G’X y:’K[[t1,...,tp]], (X.) pour i € [1,m] les paramé-

t] 1 .
tres de k¥, et K = k(X ..,Xm) le corps résiduel en z = fo(y). On construit le

12"

1°°
diagramme :

A
X

UV
o
—_—s U km
J £
o

de la manidre suivante : d'aprés ([EGA] ,ch.0, th.19.6.4) on a la factorisation
*
7 g
. . . vz .
X,y du morphisme : Ko_. (/] ’._. X,y qui permet d'@tablir

Spec (

suivante : K » K —»
o *

A
un isomorphisme 0;( v = K[[t1,...,tp]]. La variété U' est une sous-variété fermée

E]
d'un voisinage de y dans X, définie par le s.r.p. (t1,...,tp), de sorte que 1l'on

puisse supposer U' = U pour U et U' assez petits. Le morphisme f est défini en

rég
. s pk 1A 2z 2 p o
imposant & £ : eU',z > eU,y d'étre égal au composé K _.K[[t1,...,tp]] > Y.y
Soient (Xi) (resp.(ii), et (Xg)) 1l'image des indéterminées (Xi) sur U' (resp.

X et U). Soient oy [1,8] > [1,p] et 0; : [s+1,p] » [1,m]des injections ordonnées.
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Tout hi € c i ~ 4P
out morphisme ¢ Hom(d;’y,J(y)) Hom(ﬂ;l(l’y,J(y)) Hy(Q)P}) se met sous la forme
O
¢ = | ol w= Za '
t?...tn 5,8 s s

3 dX_.. = ax A...AGX = AL A

ou dXU, dXO"(s+1) ‘ dXO"(p)’dtO' d‘t:cy (1) d'c.(y (s)" De sorte que vour tout
s s s s s °s

beby ona: ba_ dX, A...A dX Adb

. 1 m [of
P P

1 1) =

@ (bax] A...A dX'm)

et
1 D

Dans ces conditions, on a : ba A dt
c,13 p m
n ; " = paP ] " = '
Tr £(¢(bdX] A..wA dX1)) Résp, axj A...aax) = Tr £(v)(A ax}).
n n 1
T, eeseet
1 P . .
i i
D'aprés [2], on a pour tout &lément o = Io. ot st Pekllt,,. ..t 1:
i, .1p 1 P 1 P
o A dt. 8
RésP .. =0, . € K™ k(2'). En prenant b = 7.t , on détermine
fé) n. n,~1,...n_ =1 i7i
et hL 1 by
i i1 i
la composante de ¢ sur dt. A...A dt_&gale & : a_ = Iy, .t ...t P, on trouve
1 P UP 11-..1P 1 P
1lg(@ ) si B, =0
Y,y . . 2 .
Yp-1-8 p-1-g = T £(b) = Mais pour d&terminer les
1? ’ D 0 sinon.

composantes de ¢ sur les autres éléments de la base de §Z§ v il faut faire varier

k]

f. Dans la suite, on raisonne par récurrence : supposons ao o' = 0 pour tout
b

s’"s

t <s<peta_ =1g(0 ), on va démontrer a , = 0. Soient § une permuta-
Ly Og-12%-1 :

tion de [1,m] et vy : [1,t+1] > [d,p] une injection ordonnée. On définit un morphis-
L

[¢

me -5 =p (é,y) ¢ X > km en envoyant X sur U =X, +t pour i £ t+1 et sur

o o Gi (Si Gi Y
U‘Si = X6i pour i > t+1. Soit fo = Po o 10, on remarque que fo et fo induisent le
méme morphisme sur Uréd’ puisque les ti sont nilpotents sur Y ; on en déduit que ?o
est fini et séparable. Comme pour fo ci-dessus, le morphisme ?o* admet une factori-

—

. ~ . = STk U

sation Ko + K —» O/X v’ ce qui permet d'associer p : X »U' & p et de définir
2 - -— —
un isomorphisme @X v = K[[t1,...,t Jlet £ : U~>U"tel que f o j =7p ° i. On note
_ > ~ R _ . . .
dxé(mu) = dX(‘S1 Aeed A dX(Sh Ao A dx(gh Ave A dx5m, ou le signe A désigne une
o

omission et €i = % 1. Alors, on a : dUg /\..."dU(S =AdX, + Zeidx TN A At .+
1 : Y

" s 8(i) 5
* €y dxd(ﬁf',t\n) A th1 Aveo A thtH, et
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w
= d w' = X
¢(bir aug)) Y ol w b(lg(VY’y) + an'o 40 ) AdXs A d‘t_!A.../\dtp
2% p=t=1%p-t—1
oo ;—t—1 est complémentaire & Y([ 1,t+1]) et 6£8t-1 est complémentaire & S([t+1,ml);
comme dis A dt. =dUs A dt., on a : w' = b(lger +ca ) AdU6 A dt.
. . 7 ° L . .
p=t=1°%p—t-1
— - - w | 8;
Tr f(?)(dea ) = Tr f(b)dUG = Résg n| - En prenant b = ﬂti , on trouve comme
: * foj t.
précédemment que a o o est nul.

1
Tp—t-1°Tp—t1

.. O . . .
Cas général.- Soit oy la sous-variété réduite et fermée dans Y, réunion des compo-—

santes irréductibles de Y de dim m, définie par 1'idéal 3; 3 11 existe un entier

assez grand n tel que 3m = (J;)nm soit nul au voisinage de chacun des points géné-
riques de Yz. Soient la variété Ym définie par jnlpour me N et Y' =€% Ym’ la pro-
priété (v) s'applique pour le morphisme g : Y' » Y, ce qui nous raméne au cas ol Y
est de dim pure (d'aprés (iv)). Enfin, la condition iii) montre qu'il suffit de
s'intéresser aux points génériques de Y, donc on peut supposer Y irréductible.
Proposition 1.- Soit £ : Y + Y' un morphisme §ini et doménant dans y' Lisse. Le mor-
phisme Tr f : £ > K]'{, Anduit un Lsomorphisme : -

T gggﬂ&(ﬂﬁ[mﬂ,Ki) 37 Homsi'(f*ﬂi,ﬂi,),
ol m = dim Y' et T  désigne Le fonctewr 7, e
f—1f*e/Y
Conollaine.- La classe fondamentale correspond par cet isomonphisme & un morphisme
Tr £ : f*Ql; > QI;' , qui dnduit sun tout ouvert de Y Lisse et §ini sur unouvert dey'
Le monphisme trace classique ([2] par exemple).

-1

Définition 1.- &) Soit Y une varniéte algébrique ; on appelle classe fondamentale de
Y , et on note aussd Cy»r L'image de Cy € K‘;_'* dans L'hyperhomoLogie de De Rham

H.(Y) . S£ Y est de dim pure m, Cy € IHZm(Y).

i) La classe fondamentale en homolLogie de De Rham est £'image de Cy
par Le morphisme canonique : ]H*(Y) > H*(Y).

LiL) SL Y est de dim pure m, La classe fondamentale en homolLogie de
Hodge est £'image de Cy par Le morphisme canonique : mIHQm(Y) > H m(1() (48 est eud-

dant que Cy € mlem(Y).)
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Déginition 2.- L) Soit i : Y » X une immension fermée dans une varieté Lisse X de

dim n, La classe fondamentale de Y dans La cohomologie de De Rham de X est L'image
Tr 1

de C, par Le monphisme composé : M.(Y) ——H .(X) 3 B

X).

L) S4 de plus Y est de dim pure m, La classe fondamentale de Y dans
La cohomologie de Hodge de X est £"image de Cy bar Le monphisme compose :

Tr i

(¥) > 5 (V) ———nu__(X) = H (X0

n-m )
I m,

mI{2m X

appartient plus précisément & xt®(8; 0P) od

Remarque 2.- Dans ce dernier cas, C v %
E]

Y
p =n-m.

Image directe d'une classe fondamentale.

Proposition 2.~ Soit £ i Y + Y' un moaphisme propre et dominant de varnietés inre-
ductibles, de‘méme dimension et de points générniques y et y'. On a :
Tr £(Cy) = 1g(e’Y,y)(dimk(y,)k(y))cy,réd

C'est évident d'aprés la propriété ii) dans le théordme.

3.2.- COMPATIBILITE AVEC LA FORMULE DE KUNNETH

Dans toute la suite, on considdre deux variétés X et X' lisses sur k, et leur

produit V = X x X' muni des projections P sur X et P' sur X'.
k
Rappel de la formule de Kiinneth

Theoneme.- Pour tout faisceau F de O‘x—modu,ﬂe/s, nesp. F'ode %,—moduﬂu, on a £'is0-
monphisme suivant entre Les espaces de cohomologie :

1
HY X x-X', P* Fe P'*F1) 5 1(x,5) o HY (x',%)
g*q'=n k

On trouve la démonstration dans ([EGA] livre III, ch.0, § 11)(

Cas de la cohomologie de Hodge

Proposition 2.- Sodent Z(resp. Z') une Aou/s—va/véété fermée integre de codim b
dans X (nesp. p' dans X'), et La variété produit z x-2' (non nécessairement inte-
gne). Alons La classe CxxX'(ZXZ') dans Hp+p'(XxX',Q§:§: ) (:At K’brlage par L' iso-
monphisme de Kinneth de c,(z) ® Cy,(z') dans B (X,05) @ B (x! SR

On trouve la démonstration dans [T].
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Cas de la cohomologie de De Rham

Dans ce cas, on définit un quasi-isomorphisme :

H—OIEX(Q).(’K)‘() i @EX' (Q).(' ’K'}.(') M H—O-IEXXX'(Q).(XX' ’K).CXX'?

qui induit un morphisme :

2p . 2p’ . 2(p+p") .
Hpp (X>0y) : Hp (X105, ) > Hip (XX, )

A
compatible avec le morphisme de Klinneth.
Si la classe fondamentale C (resp. CZ,) d'une sous-variété intdgre Z (resp.Z!)
de X (resp.X') est représentée par le symbole :

! P resp. 1
1 '
Bty el

1'image de CZ x C

dt, A...A dt at! A...A dté,

7 est le symbole

ab, A...A db A dt! AL..A at!,
1 P 1 P

5 Lot clage de la variété produit Z x Z'.
greety Bt

3.3.- COMPATIBILITE DU PRODUIT D'INTERSECTION ET DU CUP-PRODUIT

Proposition 1.- Soient un schéma affine X , des faisceaux quasi-cohérents ¥ et
J6 sun X, deux sous-schémas fermés, L'un Y dédini par une swite (£.). dans

i’iel1,p]
r(x,ﬁx) , L'autre 7 défini par une suite (8;)50r1,q7 4 I(x,0,).

La cohomologie a suppornt dans un fermé d'un faisceau se caleule comme Limite

inductive de cohomologie de complexes de Koszul associés a une suite de sections
de oy déginissant ce fermé ([EGA] ch.I1I, § 1).

L' isomonphisme du complexe simple assocde a K'((fri'),'ﬂ ® K'((gri’),é) avec Le
complexe K'((f‘il...,...g’j‘),% %), degini poun tout entiern n, passe @ La Limite in-
ductive sun n et induit sun Les cohomologies Le morphisme cup-produit :

i (6,5) o 1008 » 1N (x, Fa ).

Conollaire.- Avec Les notations précédentes, on a pour taut symbole :

w w
€ H?(X,Qp) et e H4(x,0Y) 1a formule :
£ £ X Z X
10Ty 8118y
® w' w oA ptq ptq
i = € HYnZ(X,QX )

i‘1...f 8y:+8 f1...fp 31...gq
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Proposition 2.- Soient deux sous-varigtés iwnéductibles Y et Z de codim nespectives
p et q dans X Lisse, admettant pour intersection une sous-variete iuéductible S
de codim p + q dans X et de point générnique s. 1L existe une suite négulienre (fi)
pour i € [1,p] dans O(X,s , qui admet Y parmi ses composantes iuéductibles au voi-
sinage de s, et tel que Les restrictions £} des £, a2 sodent en position d'intern-
section complete géométrique au voisinage de s.

¢ .
Alons pour tout symbole 6 = e H(X,05) , Le cup-produit avee £a
£uu.f
1 p

classe fondamentale C, : B-Cy appartient a HomZ(Q;_P_q[n—p—q],Ki) et fait conres-

pondre & w e m“Z‘P“q L'gkement Résy, .
On trouve la démonstration dans [T].
Théoneme.- Supposons Le conps de base k parfait, et sodient Y et Z deux sous-varnié-
124 Antegnes de codim nespectives p et q dans X Lisse d'interwsection Y n Z de co-
dim pure p + q dans X. Alors, on a :

. )eI‘Ké.

'((_1)(n-q)p wA 'ff%
P 1T

C, v~ C

- D+Q(y, oPHA
y < €y = Cy y dens Hy ,(X.07)

ol Y.7 désigne Le cycle intersection de Y et Z dans X.

Lemme 1.- Sodent Y une sous-varniete Lisse de codim p dans X et S une sous-variete
de codim q dans Y. Le cup-produit avec Cy deginit un mornphisme infectif (‘{Y :

q 2 q+p 2+p
HS(Y,QY) > Hg (X,nx ) .

2
Y Y)
générique s de S, qui établit la correspondance suivante des symboles, ol

. ~ . . + + PR .
Le morphisme C, se déduit du morphisme : H:(Q > H: p(Q?( P) @éfini au point

L
we QX,s :

w/Y w

—_ ~ C (pour la notation, voir le

ves v Y corollaire précédent).
&1y "Bq/y g -8y P )

L'image de la classe fondamentale de S dans Y est celle de S dans X.

Lemme 2.- (n@duction @ La diagonale). Soit A : X > X X X Le morphisme diagonal.
Ona:

il ~r = ~ t 3 = .
CA(X)(Caf Cz) Cyxz T Ca(x) © CA(X)(CY.Z) Cyez.A(X)
L'isomorphisme de Kiinneth fait correspondre CYXZ a CY ® CZ’ d'ol :
* Za 2. L™ =0 = ~ .
ACyyy = CyrCpe Onen d8duit : Cyyy(CyrCp) = Cp g (A7Cy o) = Cpup €y ()
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L'isomorphisme A : X ¥ A(X) fait correspondre C_(Y.Z) & CA(X)(A*(Y’Z) =

X
CA(X)(YXZ.A(X)) ; on en géduit :
Cacx) Cy.z) = Cagx) (12800 —Cyy = Cyg, a(x)

Revenons & la démonstration du théoréme.- D'aprés la réduction & la diagonale, on

peut supposer Y lisse. Il suffit de vérifier 1'égalité au voisinage des points gé-
nériques de Y n Z, le probléme est donc local, et on peut supposer 1l'intersection
Y n Z irréductible. Soit S la sous-variété intégre de support Y n Z, de point géné-
rigue s. Il existe p &léments : f1,...,fp € ﬂ%,s qui définissent Y au voisinage
de s.

Cas oll Y est définie par une &quation f.-

Supposons Z affine d'algébre A et soit f' € A la restriction de f & Z, qui
définit S' d'algdbre A/(f'). La sous-variété intégre S est définie par un idéal

premier P, dans Z, nilpotent dans A/(f').

s

n-q-1 _.r_ )
Cy Cy € Hom(Qs ,KS[ n+q+1 ) 1.

Considérons le diagramme :

_ .
~ >

7
i l w
Z

<1
Wa— W,

[
i .
. . . . . . ~ <
ol i désigne 1'immersion canonique,y la normalisée de Z, et (¢,1) le pro-

- n-q-1. .
v C, dans Hom(QZ [n+q 1],KZ)

se représente par le morvhisme qui fait correspondre & w e I'Q

duit fibré de (yY,i). D'aprés la proposition 2, C

noa-t le symbole

-q W A 4f! . . . . S o sfpea ¥
RéSf.((-1)n 4 ——;792—)6 FKZ. On va voir qu'en fait CY -CZ appartient & Tr 1(Ks' ).
. ~ * ~ *
Soient z le point générique de Z, £ =V (f') et w = ¥ (w). On a :

~

@ AaaF, _ waA ar n-q
Tr V() = —F € QZ,z
et
¥ .. (%A aF 2 '
T P o R ~(__£7§£) = Rés_, (LAGL),
T f £ £

Soient § un point générique d'une composante irréductible de g, u une uniformisante
de 1'anneau de valuation discr@te @_ , b e Py et w = bW, (resp. w = db A w1) dans
) 7.5 i

—q-1 C : N ;
e, 9", on peut derire : ¥ (b) = au et ¥=au? dans o, . ol a, eta, sont in-
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. +
versibles, et n1, n, € IN . Alors la forme :

2

~ 4 n, w, A da n, -1

w A 4f 11 ~

—~— =au ———— +na.u w, A du
1 a, 21 1

f 2
L o . T A aF a1 ~
est régulieére en s et de résidu nul ; resp. ——— = (n1a1u )/azdu A Wy A da2 +

n n, -1 £
1 ~ ~ 2 .s ~ P
u /a.2 dz-L1 A w, A dzat2 + n2u ! dza.1 A w, A du est réguliére en s et de résidu nul.

P .k . A ar!
On en déduit que si i w = 0, Resf,(ﬂ-i;‘—df—

) est nul.

Lemme.- Soit A un anneau semi-Local noethérien integre, contenant un amneau de va-
Luation discnete B, d'uniformisante t. AlLons 84 A est fini sur B, et t € Rad(A) :

L) A est Libre sun B;

L) S4 '(yi)id designe La famille finie des points fermés de Spec A au-dessus
du point feamé v, de Spec B, on a :

. A
Vaea: (Tr, ,,(a)y,) = (e i3 ifl Trk(yi)/k(yo)d(yi)'

ol d(yi) désigne La classe rnésiduelle de d dans k(yi) .

Suite de la démonstratiom - Le produit d'intersection Y.Z est égal 3 1g(A/f'A)S et
il s'agit de démontrer : Cy~ Cp = lg(A/f'A)Cs.

On va déduire ce résultat du lemme précédent et de la construction suivante au

voisinage de s :

g" _s 7

/ B 5/41

S A__l.__>Z

e/ el/®
e = T
Y
On considére un morphisme ?" fini et étale sur un espace affine T' de dim n-q-1

(c'est 13 qu'on utilise k parfait) , une immersion j de T' sur 1'hyperplen défini
par une indéterminée X dans un espace affine de dim n-q, un morphisme §: Z > T tel
que @*(X) = f' et qui prolonge %7', c'est un morphisme quasi-fini sur un voisinage
de s qu'on suppose égal i Z. D'aprés le "main theorem" de Zariski, il existe une
immersion ouverte g et un morphisme fini p tel que ¢ = p ° g. Soit 8" l'image réci-

proque p_1(T') dans Z,.

Soient S, les composantes irréductibles de S", de points génériques (Si) pour
ie [1,r] tel que So = s, resp. t et t' les points génériques de T et T', B 1'alge-

*
bre de T et A, 1'algdbre affine de Z,, et £, = p (X). L'algdbre Al /(£1) est

1 X)
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finie sur k(t') et donc isomorphe & ZiAl s /(f1).
-T

~

On s'intéresse a

1'élément e dans A

p et p' parce que leur trace commute au calcul résidu H
1x)? qui induit dans I A /(f ) zéro pour i # O et 1 pour
i = 0, va nous permettre dans le calcul sulvant d'1soler Tr ?' dans Tr p'.

Toute forme w € 92—2—1 se met sous la forme a ? w ) ol a' € 9% s et
3.
w' € Qn t" la forme p* ¢ Y w') est un rel&vement de a *(wr) régulier aux points

S.
1

On peut considérer CY\/ C,(w) .comme un élément de Hom KT ) 3 il fait cor-
respondre 3 b' € Bé g1 la forme v Tr @' (hesf, (-1 yra ba? ° Y* (wr))/£")) e Qn q—
E]

ol b et a sont des relévements de b' et a' dans A1(X)'

La forme (baeop* o Y (w') A df1)/f1 est régulidre aux points s; pour i#0, et
son résidu est nul en ces points car e, est un multiple de f
e= (-1)"¢ ; ona :

q en ces points. Soit

Trp' o I Rés_ ((e baeop* o Y¥(w') A ar,)/t,) =
i

Tr @' o Rés_((€ bae @ o Y'(w') A a£')/f")

2 * o v
ResT, o Tr p((€ baeop Y (w') A df1)/f1)

esT,((e Trt((baeo)y *(w') A dax)/x) = j*(Trq(baeo))w'

Soient ji : Si + 8" les immersions canoniques, en appliquant le lemme pour

a= baeo, et sachant que j;(eo) =0sii#0,et 1sii=0,ona:
j*wrmaeo))w' = 1g(Ag/(£1)) Tr ' (i"pa)u’ ;

or, Cg (w) e Hom ?* oK ) fait correspondre & tout b' ¢ €7 la forme

a1

Tr @' (a'b')W' on en dedult
= ' = 3

cYVcZ(w) lg(AS/(f))Cs(w) i(Y.z)c

~

2

Cas général

Supposons la proposition vraie dans le cas d'une intersection avec une sous-
variété lisse de codim p-1. Soit Y' la sous-variété lisse définie au voisinage de

s par (fz""’fﬁ) et considérons les cycles premiers (W.) correspondant aux

Jjjel1,p]
idéaux premiers minimaux & contenir 1'idéal de 8& s engendré par 1'idéal de Z et
E]
V22 . _
1'#lément f,. Soient f1,j la classe de f'1 dansEVZ’wj et n, = lg(e"z’wj/(f1 .)) la

longueur. Si Y1 désigne le cycle défini par f1, le produit d'intersection YT'Z est
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égal a anWJ.. D'aprés 1l'hypothése de récurrence : W = CYVCW et d'aprés ce
' J
qui précéde : CY 5 =C “C 4 n.C;; , enfin l'assoclatlvn;e du produit
1° Y1 z jel1,p 174 W

d'intersection et du cup-produit permet d'ecrlre :

= = = -~
1Y)z CY'.(Y1.Z) Z“jcx'.wj Z nsCy, ij

Cy.z = ¢

Cyr €y €)= (Cy 2 Oy ) gy = Cpre

' .
Y Y1 Z Y " Y Z

Conollaire.- Soit Y une sous-varniété, Localement internsection complete dans une

varniéte Lisse X, de composantes {ruréductibles Y, et de points générniques y; pour

iel1,qd. 8¢ (£ i,...,fp i) est une suite négulizne dans v’ qui deginit
’ i

1, X,
YeyLyi, on a :

= 1 P
= lg(@'Y )CY. dans Hy (Qx)

v .y, .
fT,i’."’fP,i 1 1 1

Indépendance du choix de la suite régulidre.-

Soit une suite regullere f ..,fp qui définit Y au voisinage de y , on a des

8galités du type : fj =z a f dans 5' , soit A la matrice des coefflclents.
¥i

On a :
h h
af! = .af + f da.
3 (auJ n s J)
P
df' A A df +¢ ou Q
3 l l ? ‘e E ’yi XSy]‘_

d'ol 1'égalité des symboles :
. daf!
AJ J Ah dfh

]
..fj.. ..fh..

Suite de la démonstration.- Raisonnons au voisinage d'un point vy Soient yg pour

h e Hj les points génériques des composantes irréductibles y}.l, passant par vis de

n
la sous-variété Yj défini= par 1'équation fj' On a : fj = a?(g?) by n W,
a? est inversible dans g h et g? désigne une uniformisante de cet anneau.Un cal-
cul simple montre que : X’yj
n
iy h h
dlg. dg.
(gJ) g;
=n = nC
hy"n Bl hoyh
(g:) g J

J J



On en déduit

J
’
= ZhnhC o€ I H h(QX)
b Y. V.
J J J
et
A.df af af
J J 1 1Y
= U ot h-GH.,j€[1,p]nh ...nh Ch cee
o f. f J 1 1
J by he) Y
1 1
. (¢} h = mi CYr . ,
v p s
ol m, ¢ W et C, désigne la classe de la sous-variété intégre de support ¥,
r,i
Il reste & voir que m, = Il.g(@/Y v ). Soit g un morphisme lisse défini au voisinage
)Y
i

de y, dans X sur un espace affine T de dim n-p et de point générique t,» et tel
que la restriction de g sur Yr i soit un revétement étale. La classe
t
— - *
C. ¢ Hom(R2P ,Q; Py fait correspondre 3 toute forme : ag (w) o
Yi Y’yi sto /Yl

n-p .
a EG/Y., 3 et w e QT,t , la forme :
iYi o
ag®(w) A (A.df.)
Jd J
P _ =
=(T =1g(6 T W,
Rés ( L a)w=1g( Y,y.)( Ty ly.) k(t )a)
i i i o
seesslivseces .
J
On en déduit que 1g(9’Y,Yi) =m.

Image réciproque d'une classe fondamentale.-

Proposition 3.-Soit £ : X > Y un morphisme de vanidtis Lisses. Si Le cycle £y,
image néeiproque d'une sous-varnieite Z Ainteghe dans Y, est défini, on a en cohomolo-
gie de Hodge :

C =fC

£z 2
Soit I : X » XxY le morphisme graphe de f. Soi-t EF(X) le morﬁhisn:e injectif, cup-
produit par CF(X) défini au lemme 3.3.1. On a : CXXZ =p CZ et f CZ = I* p*(CZ) =
B r*(CXXZ)’ D'ol :
Er(x)(f*cz) = Cxez = Cr(x) = Cxxz.T(x) T CXxy(r*(f_1Z)) =C _~Crixr ~C'1“(x)(fh1z)-
x ’ £z
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Conollaire 1.- SL £ est cohomologiquement transversal a z, ou en général s4 £ est
plat, on a : f*cZ = Cpx, , ol £'2 désigne La varnitts image réciproque de .

En effet, soit Vi une composante irréductible de f*Z, de point générique vis
on a dans ce cas : la longueur de BE*Z v, est égale & la multiplicité de V, dens
- SV
£z, *

Proposition 4.- Deux cyclLes Equivalents dans X ont La méme classe gondamentale en
cohomofogie de Hodge.

. 1 . . . a2 . .
Soit P la droite projective, et considérons la résolution de 911 par K 1
P

P
s ar ., _ .. ar .\ _ s . e
On a : Reso(T(T—1)) Res1(T(T-1)’ 1. Le résidu est nul partout ailleurs, d'ou:
4aT
-6 1(T($E1)) = d‘_I‘ - = C,‘ -C..
P T-1 T °

Les classes de deux points de P1 sont donc cohomologues.

La projection canonique p : X x P1 > P1 étant plate, on a, pour tout point

t e P1, CX = p*(Ct),et les classes de deux fibres de p sont donc cohomologues
t

aussi.

Soient maintenant deux cycles Y et Z équivalents dans X, D un cycle de X x P1

tel que D.X0 et D.X, soient définis, et correspondent resp. 4 Y et Z par les immer-

) 1
sions i : X » XxP' tel que io(x) = xx0 resp. i (x) = xx1. On a :
=1

= (p") .

tel gue 1

1 1

_ax Y o * - . sx o
Cy = loCD.XO lo(cD —Cy ) 1O(CD\/ Cy ) C, puisque i’ =i

o 1

- *

Proposition 5.- La classe fondamentale définit pan Bindarité un monphisme Cy
A'(X) > &' (X,Q}’() de £'anneau de Chow dans La cohomofogie de Hodge.

3.4.- CAS D'UN_CORPS DE BASE QUELCONQUE.-

Au N° 3.1, la construction de la classe fondamentale n'utilise aucune hypothé-
se sur le corps de base, c'est uniquement pour démontrer 1l'unicité que l'on a uti-
1isé la condition sur k d'€tre parfait. Pour démontrer 1l'unicité, lorsque k est
quelcongue, il suffit d'appliquer la proposition éuivante, lorsque k est une exten-
sion algébriquement close de k, pour se ramener 3 la démonstration de 1l'unicit?d

dans le cas parfait

Proposition.- Soient K une extension pargaite de k, i : Y + X une {mmersion fermée
d'une varigts Y dans une vari@te Lisse X, et i : Y > X £'imersion deduite par
changement de base.
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L) S4L Fdééxﬁgne un faisceau quasi-cohénent sur X, on a pour tout entier p:
Y~ P
) = Emth (6,9 e k.

XK k

. . . D D ., .
Le monphisme canonique : Ext X(O/,ﬂ - M_ex(G’YK,?I'{) est done infectif.

Ext® (&
T X

g

On vérifie i) sans difficulté en considérant une résolution localement libre

L) L'image néciproque du morphisme Cy dans K;[’* est égale a C
: K

de G/Y. Pour démontrer ii), on peut supposer Y irréductible de point générique y;
Soient (t1,...,tp) un s.r.p. de B’X v qui définit donc la sous-variété intlgre Yr
X >

de support Y, en y.

Soit g XK =X i‘K + X le morphisme canonique. Les éléments t]!. = g*(ti) pour

i € [1,p] forment une suite régulidre qui définit Yr k= g*(Yr) dans XK La sous-—
k]
variété Yr K peut avoir plusieurs composantes irréductibles (Yi) pour 1 € [1,s] de

E]
points génériques (yi) au-dessus de y.

+ S as
La classe fondamentale CY : ot - Ex’cp(ﬁ' ,Qm p) ol dim ¥ = m se re-
r,K r,K r, K K Aidt'i
présente d'aprés le corollaire au théoréme 3.3 par le symbole eH.I; (9%; ),
\l
elle est donc égale & 1l'image réciproque de CY . "ti" r.K K
r
. Désignons 9~ par A, O~ par
K’yl Y,y YK’yi
Aps par 7] 1'idéal maximal de A et par 'hz,i = (mMe K)Ai 1'idéal qui définit Y ogen
J k ’

— est un k(y) espace vectoriel de dimension égale &
U

Il reste & calculer la longueur de @’Y

¥ Le groupe gradué Zj
1g(A). L'image de Ai ﬁ?ﬂ} dans Ai s'identifie & 1'idéal %i, ‘et .le groupe gradué

J J+1 . P J J+1 .
Ai/mi ka(by) Z,j we/m, est isomorphe au groupe gradué Zj%/i/%i qui est donc

un Ai/mi module libre de dimension égale & lg(A).

On en.déduit que CY = lg(A)CY est 1'image réciproque de Cy, ce qui achdve
K

r,K
la démonstration de la proposition.

Remarque 1.- Le théoneme 3.3 et son coroflaire sont vrais, méme s4 Le conps de base
n'est pas nécessairement pargait.

~

En effet, avec les notations de ce théoréme, les &léments CYV CZ et CY 2
+ + . . . . .
sont dans ExtP q(g/YnZ’Q)Iz q) en appliquant l'assertion i) de la proposition pour
une extension algébriquement close de k, on se raméne a démontrer 1'égalité de ces

deux €léments, au cas ol le corps de base est parfait.
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On en déduit :

Remarque 2.- La proposition est vraie powr toute extension K de k, non nécessaire-
ment parfaite.

Remarque 3.- Lonsque k n'est pas parfait, La condition d'unicité devient : A&
existe une classe fondamentale unique Cy dont R'image néciproque, pour toute ex-

tension pargaite X de k, est égale a Cy -
K
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IV.- LA CLASSE FONDAMENTALE RELATIVE

Soit f : X » S un morphisme lisse de variétés. Dans ce paragraphe on cherche
e

X/S)' On

énonce la "propriété de la trace" qui implique l'unicité de la classe CY/S

plat sur S. Puis on &tablit différents théordmes d'existence dans le cas d'une

<

3 associer a tout cycle Y dans X, une classe fondamentale dans H*(X, Q.

pour Y
base S lisse, normale ou réduite.

L. 1.~ COMPLEXE DUALISANT RELATIF ET MORPHISME TRACE

Définition.- Soit £ : X > S un moaphisme de type fini de préschémas noethéniens
admettant des complexes nésiduels KX et Ké. On appelle complexe dualisant nelati
Le complexe f!ejs = Hom(L f*Ké,IS'() ou ' désigne R'image riciproque extraordinaire
(LRD], ch. VII, cor. 3.4, p.383).

Remarque 1.- En général, on désigne le complexe dualisant relatif dans la catégorie
dérivée par 9).(/8’ si f est plat on copsidére toujours le complexe :
Ky /g  Hom(£K,K;) = T Hom(8) ® J(s), I J(x)), égal en degré k 3
* h btk seS xeX
i Hom (£ KgoKy ).

Soient s; un point de cedim i dans S, et x. un point de codim j dans X (nota-
tions que 1'on respectera dans la suite), le module : HomX(QS( ® f_1(J(si)),J(xj))
est nul si f(xj) ¢ -S_i’ il ne peut &tre non nul que pour j = i. On en déduit que si
f est plat de dim. relative n et si dim.S = r, le complexe K'}.C/S est concentré sur

les degrés [-n,+r] .

Si f est lisse de dim relative n, K)'(/q est une résolution flasque de Q;/S[n].

Remarque 2.- Soit f : X + S un morphisme plat. Si i : Y + X est une immersion fer-—

mée telle que g = £ o i soit plat, on a :

. ~ O/ . ~ *o . .
Ky/s Ho_max( ¥ /g) ﬁgln_aé(g KoKS)
*
En effet, on définit un morphisme : Hom(g KS’KY) > Hom(Uy,Kx/s) qul 1ndult pour

tous points s € S et x ¢ X 1'isomorphisme suivant

Hom (€,

. ® J(s),J(x)) = Hom(@, & J(s),Hom(®

e
,X,Hom( Y.x

X,x
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Proposition 2.- Soient g : Z » S un morphisme Lisse de varietés, de dim refative n
et £ : Y > Z un morphisme gini. La trace de £, Tr f : f*@{{/s > Qéls Anduit un
Lsomonphisme canonique :

T, : Ext (SZ

. )

[-n]) 3 f Hom(f Q

Y/S’ Y/S Y/8’ z/s

ou T designe Le fonctewn 8,  ® £
-1
f f*G'Y
Cette proposition énonce la propriété de dualité du complexe dualisant rela-
tif ( [RD] ch.VII, cor.3.k).

On trouve dans [25] une formule de changement de base pour P dans le cas

Y/S
plat, ou,plus généralement le cas cohomologiquement transversal & Y sur S.

On admet la proposition suivante :

Proposition 3.- Avec Les notations de La proposition 2, sodent h : S' » S un morn-
phisme cohomologiquement transversal a £, g' : Z' > 8' et £' : Y' > 7' Les mon-
phismes qui se déduisent de g et £ par Le changerient de base h, et enfin Les mon-
phismes canoniques h' : 2' > Z ef h" : Y' > Y . Alons Le diagramme swivant, ol u*
et h sont déginis canoniquement, est commutatif :

hA/ Ext °h Qy /g Y/S[ n])?h T Homz(f QY/S,QZ/S)
h £ n*

o,.n . _ ATk n n
Ext Qg1 g1 oDy jgrl ~01) = £ Hom, (£18y1 /g 501 /1)

£

{Le monphisme b peut etre deéfini méme 84 h est quelLconque).

Proposition 4.- Avec Les notations de La proposition 2, soient

& = mxtoQd [-nl) et # = Hom(f Qy ).

Q50 1/ Y/S’QZ/S
4) Sodent U un ouvert de Y et F un fermé de 7 tel que H (B’) = 0. Alons Le mon-
phisme suivant :

r(u,4) » r(u-£ "(F),8) est injectif.

L) Supposons s réduit, et solent s, bowr A € A Les points geénériques de S; et
%, tes faisceaux deduits dedf par Le changement de base : Spec(k(s,)) » 5. Alons

il existe au plus 1 section de # qui induit pour tout X e A une section donnée
de
A
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Pour démontrer i), on peut supposer S et Z affines, et 1l'ouvert U = D(u) défi-
ni par un élément u dans T'(Y, 9}) Son:J 1'idéal de définition de F dans Z. Les
faisceaux W/et f aﬁ étant isomorphes, 1l suffit de demontrer pour toute section
@ de f-% l'lmpllcatlon suivante :{¥ t ¢ JF,3 me N: (ut)% = 0} ==
{3 m € m: ot W 0} or, on a pour toute forme W e TQY/S : ((ut) P)( W) =
V((ut)mw) = f)(W)) =0, ol l'entler m dépend de t et de V. Soit r le plus

grand entier m lorsque t parcourt un systeme de générateurs de JF, on a :
J;((urt()(W)) = 0 et du fait que H () = 0, on déduit que (u'¢)(W) = 0. Soit m'
le plus grand des entiers r lorsque W parcourt un systéme de générateurs de

n m' R
FQY/S’ onau ¢=0.

L'assertion ii) se déduit facilement de i) car pour tout fermé F ne contenant
aucun des points SX’ on a : §?_1 (9%) =0
&(F)

La propriété de la trace.-

Déginition 2.- Soit Y une varieté au-dessus d'une variété s. On du qu'un éLément
¢ eT Ext (QY/S,‘DY/S[ nl) ol r est La dim refative (dim Y - dim S) de Y sur S,
venifie La propriiete de fLa trace, 84 pour tout ouvert U de Y et tout monphisme fini

et plat £ : U~ 7 de U dans une variété 7 Lisse sur s, L'éleément

. . * n .
T (Q) € Hom(f QU/S,QZ/S) Anduit sur £, f QZ/S Le monphisme :.Tr £ ® 14 :
n
£,9; ® Qz/s» g /g0

Unicité de la classe fondamentale.-

Proposition 5.- Avec Les notations de Za'déﬁiyu'/téon 2, supposons s réduite (*)e/t

Y quidimensionnelle sur 8. Sodent (s, . Les points généniques de S.

£) Sup;oowvw k(s 1)lel pargaits. 1L existe au plus 1 eLément
(73 T(Ext QY/S’ Y/s[ -nl)) qui vérifle La propriéte de La trace (déf. 2). Un zel

element , quand iL existe, &'appelle La classe gondamentale de Y sur S.

L) SA Xous Les conps résdiduels ne sont pas parfaits, solent K. des extensions
parfaites de k(si) » et T.Y. £'image ngciproque de Y par Le monplu'zsme de change-

ment de base LK, > 8 Alo/us AL existe au plus 1 &lément @ € T( Ext® (QY/S Y/S[ -nl)

*

Si S n'est pas réduite, on peut modifier 1égérement la propriété de la trace pour
obtenir l'unicité de la classe fondamentale (supposer Y plat sur S, et exiger la
propriété pour les complétés aux points de Y- pour obtenir assez de morphismes

finis). (voir 1'Appendice).
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dont £'image réciproque dans T(Ext® (9D . /s ,%Y /i, [01)) venigie ka proprizte de
La trace. Un tel éLément quand iL exute, 4 appa!ie La classe fondamentale de Y sun
s .

Démonstration i).- Tout point de Y admet un voisinage quasi-fini sur S x K" ([EGA]
IV, Prop. 13.3.1). Etant donné que le morphisme quasi-fini admet ‘une factorisation
(de Zariski) en une immersion ouverte et un morphisme fini, on peut appliquer la
proposition L4, et se ramener & vérifier 1'unicité au voisinage des points généri-
ques de Y, donc sur 1l'image réciproque de Y par le morphisme de changement de base
_u_k(si) + 8, ce qui nous ramdne au cas absolu vu au ch.III,N%L.1).
i
La démonstration de ii) procdde de la méme maniére que i).
Dans la suite, on va établir des théorémes d'existence de la classe fondamen-

tale CY/S' Voici un schéma des résultats que 1l'on obtient :
. -

1.- La base S est quelconque : définin C
et plate sun s.

v/s pour Y internsection complete relative

2.~ La base 5 est Lisse : déginin C pour toute variété Y sur S.

Y/s

3.~ La base s est nommale : définin C pour Y Zquidimensionnelle sur S.

Y/S

4.- La base 5 est néduite : déginin C powt Y plate sur S.

Y/S

Existence de la classe fondamentale dans le cas d'une intersection compléte

relative locale

Proposition 6.- Soit £ : Y > S un morphisme plat, Localement intersection complete
nelative, de dim relative n. 1L existe un morphisme canonique cY/S : Y/S[nJ >
KY/S qui vernigfie La pnopuete de La trace (dég.2). SL on ne suppose plus £ plat,
on trouve Cy v/s dans T(Y,Ext° QY/S[n] QY/S)))

1.—- Construction locale de C - Supposons -qu'il existe une immersion réguliére

Y/s®
i : Y > X de Y dans une variété lisse X sur S, et soit J 1'idéal de définition de

Y dans X. Soit p la codim de Y dans X. On déduit de la suite exacte : J/Jz >

i*q] ! i . oP n+p Dy /42y : c .
i QX/S+ Q‘Y/S 5> O un morphisme : QY/S > QX/S ® (AW J/J°) et on obtient v/s

QK;/S > Extp((?’y,{&';g) en composant le morphisme ci-dessus, avec 1'isomorphisme fon-
damental local ([RD], ch.III, prop. 7.2, p.179).

Si (t1,...,tp) est une suite réguliére qui engendre J, 1'image de CY/ dans

n+p

(& :
Hom(Q.X/S,Ext Y Qx r(y, Ext @/S ) se représente par le symbole
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2.- Invariance.- Soit i : Y + X (resp. i' : Y » X') une immersion fermée régulidre

dans une varidté X lisse sur S de dim relative n+p (resp. X' lisse sur S de dim

j
o T o
Y e
— %

relative nt+p').

3

Soient X" = X' x X le produit fibré muni des projections g sur X et q' sur X'
et Y' = Y X X' = Y x X" muni de la projection r sur Y et de 1'immersion fermée

S X
réguliére j, image réciproque de i par le changement de base X" - X. La section
s : Y- Y' du morphisme lisse r, qui reldve i' : Y » X' est localement une immer-
sion réguliére. On déduit que le morphisme i" = i x i' = j o s est aussi localement
une immersion réguliére.
nHptpt 2n+ptp!

I1 suffit de comparer C QY/S > Extek" QX"/S

oy -y ‘s , .
CY/S(l) : QY/ > Ext (0/ QX/S (resp. CY/S(l )).On peut vérifier que 1'on a :

2.9 "y -
Résd, ;o C () - Cy/s(l)'

Y/s

3.- La propriété de la trace.— Soit h : U -+ Z un morphisme fini et plat d'un ouvert
U de Y dans une variété Z lisse sur Sde dim relative n. Le probléme étant local sur
%, on suppose Z affine. Soit une factorisation de h par une immersion fermée

i : U > X dans une variété X lisse sur Z. D'aprds ([EGA] IV, prop. 19.3.2 et
11.3.8) le morphisme i est nécessairement localement une immersion régulidre. Sup-
posons U défini par la suite régulidre (t1,...,tp) € T(X,Ok) et soit q : X + Z

la projection. Pour toute forme W e FQn/ et a € F(X,G%), on a :

7./8
. esui*(w)at1 Aeoondt
Resl ° CY/S(a/Y W) = Rés = Tr n(a/Y)W
L T

1 P

Conollaine.- Soit h : Y + Z un morphisme fini et plat, intersection complete rela-
tive surn La variete 7 Lisse sun S de dim nelative n.Alons L& existe un morphisme

. n n
canoncque Tr h @ h*QY/S - QZ/S

N

I1 suffit d'appliquer 1'isomorphisme Th de la proposition 2 & la classe fon-

damentale CY/S .

4,2,- EXISTENCE DE LA CLASSE FONDAMENTALE DANS LE CAS D'UNE BASE LISSE

Proposition 1.- Soit £ : Y > S un morphisme d'une varniété Y de dim pure n+r dans

une vanieté Lisse S de dim r. Alons L existe une classe fondamentale Cy /s
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dans T(Y,Ext o2 [nl, Q)Y/S)) qui vernifie La propriété de La trace.

Y/S

Construction locale de C - Supposons qu'il existe une immersion i : Y » X de

Y/s®
codim p dans une variété X lisse sur S, et soit CY/S 1'image de la classe fondamen-—
tale absolue C, par le morphisme : Extp(ﬂ',Qp) > Extp(a&,ﬂx/s)
Lemme.- Le morphisme Q;/S > Ext (efy,QQ/g) operant par cup-prodult avec La classe
, . . s i Q y Qn+p
CY/S Anduit un monphisme CY/S i s Ext®( X/S)

P . Py ob
On peut supposer Y réduit. Le morphisme HY(X’ x/s X/S

tif lorsque yJ parcourt les points génériques de Y, on se raméne & faire un raison-

) > Z H ( ) étant injec-—
y

nement local au voisinage des points.y. et identique & celui du cas absolu(ITI.k.1)

On en déduit que CY/S ¢ Ext (QY/S X/S) ; pour une forme W eI o v/g* °B note
CY/S(w) par W VCY/S ouw A CY/S’
Invariance.- I1 suffit de considérer une factorisation de i en une immersion
i' : Y > X' et une projection lisse p : X' » X, alors les classes CY/S(i) et

¢} /S(i') se correspondent par le morphisme Rés?, 5
3

La propriété de la trace.— Soient U un ouvert de Y et h : U+ Z un morphisme fini

et plat sur la variété Z lisse sur S, de dim relative n. On se raméne & faire un
raisonnement au voisinage des points génériques de U, donc au cas ol U est une in-

tersection compléte relative sur S.

Remarque.- Si le morphisme Y » S n'est pas dominant, la classe fondamentale CY/S
est nulle. En effet, au voisinage d'un point générique y dans Y, plongé dans X,
on peut supposer 1l'un des &léments t d'un systdme de paramétres de 0/ X,y provenant

d'une section locale sur S alors dt1 AvesA dtp est nul dans Q X/s"

Conollaine.- 4) SL Y est plat sur s, on peut définin La classe fondamentale comme
un monphisme c : Y/sln]* KY/S qui vérnifie La propriété de La trace.

u.) SL Y est plonge dans une variété X Lisse sur s, de dim nelative

ntp , on peut definin un monphisme Cy o : Y/q[n] - Hom (67 ,K; Q;;g)[—r]) . Si de
plus Y est Squidim. surn s, on peut définin La classe fondamentale comme un morphis-

n . A g
me CY/S QY/S[n] > g_gu_(@'y,xcx/s) qui vérnifie La propriéte de La trace.

Démonstration. i).~ D'aprds la remarque L.1, K&/S est isomorphe & Hom(e;,Ki/S)

c'est un complexe nul en degré < n, on définit C comme composé des morphismes

Y/S
suivants :

n -n . .
2 jglnd > Ext ((Y’KY/S) > Ky g -
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Démonstration ii).- L& aussi le complexe Hom(og,Kk( ;g)[—r]) est nul en degré < n

et si Y est de plus équidim. le complexe Hom(Ky,Ki/s) est aussi nul en degré < n.

Propriétés par rapport & un changement de base.-

Proposition 2.- Soient X une varitté Lisse sun S de dim Aelative n+p et Y une s0us-

varlete de X de codim p, et gquidim. sur S. Pour foute sous-variéte Lisse 7 dans
I . . P p

S, &'image de Cy g bt Le monphisme canonique Hy Qg/s) > HYZ QE /Z) est

ggale a La classe gondamentale Cy.x du cycle m,tm/sectwn Y.X, da.n/s X.

On trouve la démonstration ¥ans [TJ.

Conoflaire 1-Sodent z Le point générique de 7 et K une extension de k(z). L'image

néelproque (CY/S)K sun K de Cy/s est egale a Zn)‘CYX’K oll C]{)\,K designe L'image

nécdproque de Cy /s S4, de plus, ik existe un ouvert de Y qui rencontre tous Les
Y, et qui est cohomologiquement transversal dwt 8 & K, on a : (C,,.)\ = C, ;
A Y/s I% YK
“en particulien, c'est vial s4 Y est plat sun S.
8i K = k(z), il suffit d'appliquer la proposition et pour une extension quel-

conque de k(z), on applique la proposition (ITII.k.1)

Soient vy le point générique de YA , et Spaeeessy un systéme régulier de pa-

ramétres de 9% 2 La multiplicité n, est donnée par la formule des Tor :
b

i i
£(-1)" 1g Torek’yx(ﬁ&,yx, X,y /(s ..,sq))

Si Y est cohomologiquement transversal d K en y, cette formule se réduit a :

1g(@. /(s1, "’sq)) =, ;en particulier,c'est le cas si Y est plat sur S.

Y ¥y

Conollaine.- Avec Les notations de La proposition 1, sodlent (Y ) ws composantes
Ludductibles de Y, de points générniques ¥y La classe C /s e/s/t K umque section

de Ext (QY/S[n] QY/S) qui induit O au voisdinage de ¥y AL Y, ne domine pas une
composante de s, et qui Anduit Cy « Hom(QI; [n],Ké ) 44 £'image de Yy est Le
= s s S
A A A

‘poxlmt génénrique s d'une composante de S.

Il suffit d'appliquer la proposition 4.1.k.

Proposition 3.- Sodent g : 7 > S un morphisme Lisse de dim relative n, et h:Y ~ 2
un mornphisme fini et tquidimensionnel. 1L existe un morphisme unique
Tr h : h*Qg/S > QZ/S qui Anduit en tout point générique N d'une composante de 7,

Le monphisme trace : Tr h, : h, Qo P i
YUY lglay)) k() /xlE()



59

I1 suffit d'appliquer les propositions 4.1.2 et L.1.L4.

Remarque.- Pour toutes formes w ¢ FQ;/S et e FQ;, soit w ® ¢e TQ§+r, on a :
_ n+r
Tr hiw ® Y) = Tr h(w) ® pe re, .

4.3.- EXISTENCE DE LA CLASSE FONDAMENTALE DANS LE CAS D'UNE -BASE NORMALE

Supposons dans la suite le corps de base parfait.

Proposition.- Sodent Z une varigté Lisse sur une varniéte nonmale S; de dim nelative
n, et h : Y > Z un morphisme §ini et equidimensionnel.

4) Alons, AL existe un morphisme trace unique :
n I
Tr h : h*QY/S > QZ/S

qui est compatible avec tout chaﬂgemen,t de base plat en une base s' normale, et qui
induit Le monphisme trace dégini dans 4.2 Lorsque S' est Lisse.

L) SL Y est plat sur s, pour tout point de S a valewr dans un conps X, Le
morphisme Tr h induit sur K Le morphisme Tr b . (dem. de 4i en can.0).

Démonstration i)- Le corps de base k étant parfait, l'ouvert U des points lisses

de S, est de codim 2 dans S. Si la trace existe, elle est unique & induire sur U

le morphisme trace défini dans 4.2,

Existence.- On peut supposer S et Z affines et Qg/s libre de base dX
. n

Soit u ¢ My/g> on a : Tr h/YU(w)

a; en une section a régulidre sur Z, on définit :

Aeeon dX_ .
1 n

aUAi dX:.L ou aU € F(ZU’CE) 3 on peut prolonger

Tr h(y) = a Ay dX,

Les propriétés par changement de base plat, se déduisent du cas lisse.

~

Démonstration ii) - Soient S' une désingularisée de S, et un point de S' & valeur
dans une’extensibn K' de K, au-dessus du point de S dans K. Soient 7' : Spec K' »
Spec K le morphisme associé & l'extension et @ le morphisme de Spec K dans S. On
note hK : YK > ZK le morphisme déduit de h par le changement de base . Il s'agit
de démontrer :'TrEP = ¢*(Tr h) et il suffit de le faire pour 1'image récip?oque
par ', ce qui nous raméne au cas d'une base lisse S' (voir corol. 1 i la prop.
L.2.2).

Theoreme.- Soit Y une variete equidimensionnelle de dim relative n sur une varigte

normale S. 1L existe une classe fondamentale unique Cysg € (Y, %) oi
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12 existe une classe fondamentate unique Cy g e T(Y,8) o £ = Ext' (QY/S[n] @Y/S)
qui est compatible avec tout changement de base plat en une base S' nommale et qui
Anduit La classe définie dans 42 64 S' est Lisse.

Tout point de Y admet un voisinage quasi-fini sur S x kn([EGA] IV, prop.
13.3.1). On va construire CY/S localement sur S et sur Y, donc en choisissant des
recouvrements affines adéquats de S et de Y, on peut supposer S et Y affines. D'a-
prés le théordme de Zariski, on peut réaliser Y comme un ouvert dense d'une variété
Y1 finie sur S x k". Soit h1 le morphisme Y1 > S x kn, le morphisme Tr h1 induit

d'aprés 1'isomorphisme Th de la proposition 4.1.2, une classe fondamentale C /

Y/S

1
qui est unique & induire la classe fondamentale sur l'ouvert lisse de S (d'aprés
la proposition 4.1.4). Ces différentes classes se recollent donc bien lorsqu'on
parcourt les différents nuverts des recouvrements de Y et de S. La propriété par

changement de base se déduit du cas lisse.

Un contre—exemple dans le cas d'une base non normale.-

Supposons la base S affine intSgre et non normale. Soient Y la normalisée de
S qui est équidimensionnelle sur S, et 1 : Y » X une immersion fermée dans une va-
riété X affine et lisse sur S de dim relative n. Supposons qu'il existe une classe
fondamentale CY/S € H (X, o ) ‘qui induit la classe canonique sur l'ouvert lisse

de S.

X/S

. . n m .n N P
I1 existe un entier m assez grand tel que CY/S e Ext (Ok/J ,QX/S) ou(j dési
gne 1'idéal de Y dans X.

Soit h : (Y,Bkﬂ]m) > (S,eg) le morphisme induit par la projection de X sur S,

1'isomorphisme résidu :

e, /8" = Hom (n_(67,/5"),8,)

’ X/S g

montre que notre assertion revient & dire qu'il existe un morphisme :
h*(ex/bm) > 9S qui induit la trace de h sur 1l'ouvert lisse de S, ce qui est absur-
de.

4.4, - EXISTENCE DANS LE CAS D'UNE BASE REDUITE

LEMME 1.- 4) Sodent X une variéts Lisse sun une variété S, une sous-variéteé fermée
Y de codim p dans X, un point s dans s et y L'un des points générniques de La fibre
Y, , des 2fements t1,...,t € e’ quL induisent un 5.1.p. dame’ et

p ¢ Y > Z un monphisme Eisse de X sur une varniété 7 Lisse sur s et de dim nelative
n , Zek que La nestriction de p @ Y 404t quasdi-finie et séparable en y.
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Alons on a :

n n
= 4
QY/S,y &Y’y ® QZ/S + % T,y dti1 ISRRY- L i

A QZ/S
ol : i1 <oue< i. et j e [1,n].

J
L) IL existe une famille finie £, : Y > Z pour X e A , de morphismes quasi-§inis

X
et sépanables en y telle que L'on ait :
n
f
s,y T 0 ( Qz/s)y
Démonstration i) Soit M, = I 18& - 1'idéal engendré par les t; 3 son image
M =Lt 4 dans 0. définit la sous-variété réduite Y __ . associée 3
s »s X v X, v s réd
t] E]

Ys dans Xs' La restriction f de p 2 Y induit sur Ys réq® 8% voisinage de y, un re-
vétement étale de Zs’ on en déduit :

1 1
S+z€Y’ at, +zg

%ss,y = %,y © %y v/s,y ¥ QY/s,y

ol 7, désigne 1'idéal maximal de 9’8 s
,S.

L'idéal ‘%S étant nilpotent dans 3 , i1 existe un entier h assez grand tel

que 9Lh soit inclus dans msﬂ% - ; donc en multlpllant par 7, 1'égalité précédente,
£

on trouve par récurrence :

1
@QZ/S+29Y dt +7@9

1
=& .
O/s,y T v,y Y/S,y

Enfin en appliquant le lemme de Nakayama & l'idéal?%sek y‘ﬁans 3& v et au module
s t]

Q; on trouve :
/8y’ )
Q; =0 @ 91 + 30,  at,
/8,y Y.y~ z/8 Y,y i
En prenant la puissance extérieure n fois, on trouve 1'énoncé du lemme i).

Démonstration ii) La construction faite pour démontrer 1l'unicité dans III, théo-

réme 3.1, permet d'établir ce résultat.

Théongme.- Soit £ : Y + S un morphisme de varietes plat de dim relative n. Suppo-
sons S néduite et pourn tout point se S et tout point générique y de Yo, L' ex-

tension k(y) de k(s) est séparable (par exemple car(k)= 0). 1L existe une classe
fondamentale unique CY/S : QYn/s[n] > &}/s qui est compatible avec tout changement
de base en unebase s' néduite et qui induit La classe définie dans 4.2, 84 S' est
Lisse.



62

On va déduire ce résultat du cas normal précédent. Considérons la normalisée

‘M : 8" > S de S et soient f' : Y' » S' le morphisme canonique déduit de f par le
changement de base T , et M' : Y' > Y le morphisme canonique.
N . . . m .
D'aprés I.1.3, on a la suite exacte : 0 - N° » TT*KS, ——Tr—ﬂ(S - 0.
Considérons le diagramme suivant :
" . f*Tr m
O+ fN »fTmTK, ———»FK, >0
* 8 .S
. L}
1* '
CY'/S'(T[ \w) : CY/S(U))
Tr m' v

Ky Ky

5 n . ' N asar s
ol W ¢ FQY/S et CY/S(Lu) est le morphisme que l'on cherche & définir.

*
L'isomorphisme : f*’lT*Ké, = L Ké, permet d'appliquer le morphisme

* . R
CY'/S'(N' w), construit dans le cas normal, & f*-n

Pancii
Pour démontrer que CY/S(w) est bien défini, il suffit de vérifier que

Tr m' o CY,/S,(H'*(») s'annule sur £ N°, ce qui fait 1l'objet du lemme suivant.

Lemme 2.- Avec Les notations du théoneme, solent S' une variété nonmale, un mon-

phisme m : S' > 8, Le produit §ibré Y' =Y x S' muni de La projection ™' sur Y.
S

(Le monphisme Tr m est dégini bien qu'il ne s0it pas nécessairement un morphisme

de complexes). Powr toute forme w e m;/s et tout symbole B € T Kj tel que

Trm(B) =0, ona: Tr w'(CY,/S,(n'*w)(B)) = 0.

Démonstration 1.- Le probldme est local sur Y, et on peut supposer qu'il existe
une factorisation de f en un morphisme lisse g : Z - S et un morphisme quasi-

fini h : Y > Z. Considérons le diagramme :
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Soient s un point de S et (s!) un nombre fini de points fermés dans la
iel
fibre m 1(s).. On peut supposer que la fibre g 1(s) (resp. f 1(s)) admet un point
générique z (resp.y ), et que le symbole B soit dans I J(si). On a

J(y) = Home, (0§ y,J(z)), et par conséquent, pour établir le lemme, il suffit de
7,2 °

vérifier la relation :

*
= ' ' =
Tr ’IT(B) 0 qva € gY’y, Tr he Tr 7 (CY'/S,(W (a UJ))(B)) 0
Et puisque Tr m" o Tr h' = Tr h'e Tr m', il suffit 4'€tablir :

R:Yae e;ﬂ, Tr T o Tr h'(Cy,/s,(ﬂ'*(a 0))(B)) = 0.

D'aprds le lemme 4.4%.1, ii); on peut supposer(a w)e (h*QZ/S) , et méme
w e FQ;/S ; si h' &tait fini, il suffirait d'appliquer la propriété de la trace

S

CY'/S' pour se ramener 3 établir le lemme dans le cas d'un morphisme lisse

a
(ici g : Z ~ 8), auquel cas il est facile. Effectivement, on peut supposer h fini:
d

B
~ ~
Y — > 7

\ \

Y —mm 7

h

ol le morphisme B est fini, 7 étale sur Z et la fibre de 7 en z contient un point

Z d'extension résiduelle triviale sur z(k(Z) = k(z)), Y étale sur Y et la fibre Y~
~ ~ zZ

contient un point y avec : k(y) = k(y). On en déduit sur les modules dualisants

les isomorphismes suivants : J(¥) = J(y) et J(z) = J(z).

En supposant h fini, h' 1l'est aussi et R devient :
n Y Tk = .
Yace 5&,y , Tr (CZ,/S,(Tr h'(a)(n"w))(B)) =0 ;

ce qui est vrai car Z est lisse sur S et on peut appliquer la commutativité du

Résidu pour tout changement de base ([RD] p. 198 (R.5)).
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