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FONCTIONS HARMONIQUES SUR LES GROUPES
LOCALEMENT COMPACTS A BASE DENOMBRABLE

par Albert RAUGI

INTRODUCTION.

Soient G un groupe localement compact & base dénombrable (L.C.D.) et wu une
mesure de probabilité sur G (mesure positive de masse 1 sur la tribu barélienne
de G) . Nous appelons fonction wu-harmonique bornée toute fonction borélienne

bornée vérifiant 1’équation

p
flg) = J flgh) uldh) (g€ GJ
G

Celles-ci ont été étudiées de fagon appronfondie par Furstenberg [8] et
Azencott [1]

En généralisant une construction probabiliste due & Furstenberg, Azencott obtient
une représentation intégrale des fonctions w-harmonigues bornées. Soient EU
1'espace de Banach des fonctions u-harmonigues bornées (muni de la norme de la con-
vergence uniforme) et HU le sous-espace formé des éléments de Eu uniformément

continus & gauche (u.c.g.). Muni du produit

£xF'(g) = lim J flgh) £'(gh) u"(dh) (F,f' e H) ,
n G H

ol un désigne le produit de convolution de n mesures égales & u , Hu est une
C*—algébre. Le spectre ]'Iu de cette C*—algépre est appelé 1'espace de Poisson de
u ; c'est un espace compact sur lequel G opére contindment. Lorsque u est éta-
lée sur G , (i.e. qu'il existe un entier p tel que pp ne soit pas singuliére

par rapport & une mesure de Haar sur G) , il existe une mesure de probabilité v
sur Hu (noyau de Poisson de ) et une mesure guasi-invariante e sur 1'[u
telles que l'application f == f x v : g —> IH flg.x)vldx) , (g€ G) , soit une

u
isométrie de Lm[Hu,eJ sur EU envoyant C(Hu] (espace des fonctions continues

sur Hu) sur Hu . L'espace ]'[u et le noyau v sont déterminés & isomorphisme
prés par cette derniére propriété.

Lorsque 1y est étalée 1’étude du cas des groupes L.C.D. G tels gue G/GO soit
compact [GO est la composante connexe de l1'unité dans G) se raméne a celle des
groupes de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes.

Nous disons ([1]) qu'un groupe L.C.D. G est de type (T) si pour toute mesure
de probabilité étalée yu sur G , l'espace de Poisson Hu est homogene. Parmi ces

groupes on trouve : les groupes de Lie connexes moyennables G tels que les va-

-



leurs propres des é€léments de Ad R-, image du radical R de GD par la représen-
tation adjointe de G , soient de modules égaux a 1 ([1]) ; les groupes de Lie
connexes semi-simples de centre fini ([8]) et les groupes de Lie connexes qui sont
"localement produit direct de ces groupes” ([4]) . Pour les groupes de type (T) on
connait explicitement 1'espace de Poisson HU (voir [11).

Dans cet article nous étudions essentiellement le cas ol G est un groupe L.C.D.
tel que G \G soit compact et p est étalée et posséde un moment d'ordre 1.
L'hypothész "R\G de centre fini” qui apparaissait dans [21] a pu Btre supprimée
grace a un résultat de Rosenberg (voir [24]) . Dans cette situation, nous montrons,
gu'en général, 1'espace de Poisson n'est pas "un bon espace de représentation”.
Nous établissons une nouvelle représentation intégrale des fonctions p-harmoniques
bornées & 1'aide d'un espace homogéne Au de G ; dans le cas ol l'espace de
Poisson IIu est homogene, les espaces Au et 1'[u coIncident ; dans les autres
cas ]'[u est une compactification non métrisable de Au .

Donnons une description rapide de 1l'espace Au , en nous limitant, pour sim-
plifier, au cas o G est un groupe de Lie connexe

Désignons par 1'algeébre de Lie de G ; par R le radical de ff et par
;{’ =Q'EJ 3 une décomposition de Lévi de -y . Soit '5 = Jf@ Q 8 X une décom-
position d'Iwasawa de 1l'algebre de Lévi 3 de 4’; . Posons & =&BJ{)B Q& et
désignons par 0 et K 1les sous-groupes de Lie connexes de G ayant respective-
ment D et X pour algebres de Lie. Nous obtenons la décomposition G =D K ,
avec D N K central et discret.

Soit BI(G) 1la frontiere maximale gauche de G ([1]) ; nous savons que K est
transitif sur B(G) . Nous appelons A-cocycle ([10]) , K-invariant sur B(G) ,
toute application continue p de B(G) x G dans R telle que
i) p[u.g1g2] = p[u,g1] + p(u.g1.g2] (u € B(G) ; 8,8, € G)

ii) plu,k) =0 (u € B(G) ; K€K) .
Soit Jb le. nilradical de 5% et QP une sous algebre de Cartan du centralisateur

de 5 dans % . Nous avons alors
R = ‘jé+ CS) (somme non nécessairement directe).

4?@ Q@  est une sous-algebre nilpotente de ff qui est le produit direct des sous-
algebres 4’ et (& . Désignons par © , l'ensemble des poids de la représentation
adjointe de @8 Q  dans 1la complexifiée %m de y Notons M , P, A et N
les sous-groupes de Lie connexes de G ayant respectivement d%, % , Q@ et J¢’
pour algébres de Lie ; nous avons la décomposition G = M N P A K . Pour tout élé-
ment 6 de 0 , soit ¢e le poids de la représentation adjointe de P A dans

?F dont la différentielle en e est @# et posons

pelug-kog) = Log|¢e[x)] ,



ol ug désigne 1'’unique élément de B(G) stable par D et ol kg s'écrit mxk
avec m€ MN , x € PA et ke K.

Cette définition est en fait sans ambiguité et fournit une famille d'A-cocycles
K-invariants {pe , 8 €0}, étudiée au § 7 .

Soit p une mesure de probabilité étalée et possédant un moment d'ordre 1 sur
G . Nous savons ([8]) qu'il existe sur B(G) une unique mesure de probabilité v ,

p-invariante (i.e. telle que v*u = v]) ; définissons

@
n

{e€0: J J pe[u,g] v(du) u(dg) < 0}
G ‘BI(G)

@
i

,={e€o: J I pe[u.g] v(du) uldg) » 0} .
G ‘B(G)

Pour tout élément 6 de 0 , soit

9§ = (X ey'f :3ne N/ tadH - oI "X) S0, vHe e @

‘B .
nous avons ([25]) ﬁf = 8 ff . Posons
0
6 €0

lf(—: ego_ﬂflpe’yfz 8 %o

6 €0
+

Alors 5{? et :ff sont deux sous-algébres de f;? qui sont les complexifiées de

deux sous-algébres g_ et 7+ de % telles que #’ = f/_ 8 % ; et si on désigne

par G_ et G+ les sous-groupes de Lie connexes de G ayant respectivement f;_ et
pour algebre de Lie, G_ et G+‘ sont deux sous-groupes fermés de G ,

G_ N G+ = {e} et G = G_ G+ modulo une guelcongue mesure de Haar de G

On obtient alors une représentation intégralg des fonctions p-harmoniques bornées
a4 1'aide d'un revétement & fibre dénombrable (explicitement décrit), Au , de G/G
(théoréme ( 8.4 )). Dans le cas ol R\G est de centre fini, ce revétement est
fini.

La sous-algebre 7_ est contenue dans D 3 posons .1)+ =Dn %+ et désignons

par D+ le sous-groupe de Lie connexe de D ayant lh~ pour algebre de Lie. Soit

E, = D0,K; E, est une sous-variété de G et l'application gqui au couple (h,g)

associe le produit hg est un isomorphisme de variétés analytiques de G_ x E+

sur G . Le procédé utilisé pour obtenir la reﬁrésentation des fonctions p-harmo-

niques bornées & 1'aide d'un revétement Au de G/G , est alors basé sur les deux

faits suivants : *
nem ’ [Fx]x c G) la marche aléatoire droite de loi

p sur G . Nous montrons (§ 9) gue la composante de Xn sur G_ , dans la décom-

i) Désignons par Q. %, (Xn]

position G = G_ E+ , converge Px-p.s. Y x € G . De plus si on note Zg la limite

de la composante de gxp sur G_ ; on montre alors gue si on identifie G_ & un



ouvert de G/G s

+

Zg = g.Ze B FX - p.s. Yx€ G .

ii) Soit H wun sous-groupe fermé de G , nous appelons fonction u-harmonique
bornée sur H\G , toute fonction f sur H\G telle que fop soit u-harmonique
bornée, ol p désigne 1l'application naturelle de G sur H\G . Nous étendons a
cette situation un résultat de [1] sur les périodes des fonctions u-harmoniques
bornées (théoréme ( 6.8 )}). Nous montrons (§ 10) gue les fonctions u-harmoniques
bornées sur c \G sont les composées par 1'application naturelle de I \G sur
D\G des fonctions u-harmoniques bornées sur D\G . On montre que ces fonctions
prennent un nombre dénombrable de valeurs ; ce nombre est fini si R\G est de
centre fini.

Ensuite, nous comparons les espaces Au et Hu (§ 11) ; nous étudions les
groupes de type (T) (§ 12) et nous passons du cas des groupes de Lie au cas des
groupes L.C.D. (§ 13) .

Ce travail fait partie d'une theése de doctorat d’'état dirigée par R. Azencott.

Je tiens & remercier vivement R. Azencott pour son aide et ses encouragements cons-

tants, ainsi que Y. Guivarc'h avec qui j'ai eu des discussions fructueuses.



1. PRELIMINAIRES

1.0.- éf étant,une algébre de Lie réelle, nous notons im sa complexifiée et ;f,*
1'espace des formes linéaires sur et & valeurs complexes.

Soit p une représentation d'une algebre de Lie réelle Z (resp. d'un groupe
de Lie L ) dans un espace vectoriel (réel ou complexe) V et y un élément de :f,*
(resp. de 1l'ensemble des homomorphismes de. G dans C ). Nous disons que y est
un poids de p s'il existe un sous-espace W de V stable par p et un vecteur
\ de V-W tels que ’

Y x € i (resp. L ), p(x) (v) = y(x).v modulo W ;
1'élément v de V-W est alors appelé un vecteur pr‘esg’ﬁe propre associé au poids
Y .

D'autre part, si vy E.i* , nous désignons par VY le sous-espace de V formé
des éléments qui pour chague x de L sont annulés par au moins une puissance de
p(x) = y(x)I (I désigne 1'identité de V ). Dans le cas ol 1l'algébre de Lie L
est nilpotente et V est un espace vectoriel sur le corps des complexes, nous savons
gue (voir [25]) : les espaces VY sont stables par p ; si VY # (0), y est le

seul poids de p dans VY et V est la somme directe des sous-espaces VY .

1.1.- Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes. On
note Go la composante connexe de 1'unité dans G et R 1le radical de GO

(i. e. le plus grand sous-groupe résoluble distingué connexe de G0 ; R est un
sous-groupe fermé de GO et donc de G ). On désigne par -3( et ® les algébres de
Lie respectives de G et R .

Soit -‘y =R ® '3 une décomposition de 4‘-{!’ comme somme directe de son radical ‘9\_
et d'une sous-algébre semi-simple 5 (décomposition de Lévi) ; on sait ([5], théo-
réeme de Lévi-Malcev) gque deux telles décompositions se déduisent 1'une de 1'autre
par un automorphisme de -0} de la forme Exp ad X, ol X appartient & 1'idéal

nilpotent [g,?»] .

1.2.- Nous allons introduire une décomposition d’'Iwasawa de la sous-algébre de
Lévi 3 . La description donnée ci-dessous résume des résultats classiques (voir,
par exemple, [13]).

Soit 5 = X o ? une décomposition de Cartan de '5 et Q un sous-espace
abélien maximal de ? .

Considérons la représentation adjointe de O dans &4 ; soit I 1'ensemble des
poids de cette représentation. Tout élément de I est & valeurs réelles et nous

avons
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i) j= 8 -3Y avec 3Y = {X 6’3: [H,X] = y(H).X, ¥YHE€E Q}

YE L
ii) 50 = 8 M o M est le centralisateur de (Q dans YK
iii 5 C , v t 'e I
ii1) [ )SY -3\(' ] -5‘{“{' Yy et vy
iv) Si y ey, (-y) €I

Soit @' 1'ensemble des éléments de (@ ol aucun élément de £-{0} ne s’annu-
le . Les composantes connexes de Q: ( en nombre fini ) sont les chambres de
Weyl . Choisissons une chambre de Weyl W . Soit 21 ( resp. 22 )] 1'ensemble des
éléments de £ négatifs ( resp. positifs ) sur W .

~ ~
Posons JF: <] '3 et J{;= ] 5\( . Jf et Jf sont des sous-algebres

v,EL, Y v ez,
‘nilpotentes de i . JrE Q est une sols-algébre résoluble de “S . On obtient

une décomposition d'Iwasawa , soit '5 = f)f 8 @ 8 X . Une telle décomposition
dépend des choix de la décomposition de Cartan '5 =K a8 ? , du sous-espace
abélien maximal @ de ? et de la chambre de Weyl W . Cependant on sait que

deux telles décompositions se déduisent par un automorphisme intérieur de ‘3

1.3.- Posons’ eD = ?\' 2] Jf 8 Q . Nous obtenons la décomposition
-&5 =D s K,

ot D est une sous-algébre résoluble et Y une sous-algébre compacte de -% .
La décomposition ainsi obtenue dépend des choix de la sous-algébre de Lévi 3
et de sa décomposition d'Iwasawa . Deux telles décompositions se déduisent par un

automorphisme intérieur de %

1.4.- Désignons par S 1le sous-groupe de Lie connexe de GO ayant Tf pour
algébre de Lie . Nous avons BO = RS et RNS est un sous-groupe de G0 B
discret , distingué , .donc central . On notera que S n'est pas nécessairement
fermé dans Go'

Soient N, 'N , A et K les sous-groupes de Lie connexes de S ayant respecti-
vement N , c)?’ , @ et )X pour algébre de Lie. Les sous-groupes N LN, A

et K sont fermés dans S . L'application
(n, a, k)r——> nak (neEN, a€ A, KEK ),

est un isomorphisme de variétés analytiques de N x A x K sur S ( voir [13] ) ;
les groupes A, N et N sont simplement connexes , respectivement abélien et nil-
potents ; K contient le centre Z(S) de S et est compact si et seulement si
S est de centre fini . En outre K est son propre normalisateur dans S .

Soit T 1le centralisateur de A dans K ( I' contient Z(S) ) ; alors T et

A normalisent N .ainsi que 'l\\i . De plus N AT est le normalisateur de N
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dans S .

1.5. Lemme. - Soit D le sous-groupe de Lie connexe de B, ayant D pour
algébre de Lie. D est un sous-groupe de Lie résoluble connexe fermé de G .
L'gpplication (r , n, al) +——> rna estun isomorphisme de variétés analyti-
ques de R x N x A sur D ; en particulier les sous—groupes N et A sont fer-
més dans G .
Preuve. - Soit & 1'application naturelle de G sur R\G . E(GOJ = g£(N) g(A) &E(K)
est ‘une décomposition d'Iwasawa du groupe de Lie semi-simple £[BO] 5 nous savons
que E(N) £(A) = £(D) est fermé dans E(GOJ ; par suite D est fermé dans GD

Il est évident que 1'on @ D =R NA . Le sous-groupe RNN A est contenu dans
le sous-groupe RNS . Or RNS est contenu dans le centre Z(S) de S et donc
dans T . Comme N ANK = {e} , il s'ensuit'que RNN A = {e} . Tout élément d
de D s'éerit alors de fagon unique soué la forme d = rna avec r €R, nEN
et a €A . Autrement dit 1'application analytique n : Rx Nx A ——> D

(r,n,al—> rna

est bijective .

Comme &0 = @x 5] Jf 8 O , on sait que n est un isomorphisme de variétés ana-
lytiques d'un ouvert U x V xW de R x N x A contenant (e, e, e ) sur un

ouvert X de D contenant e . Soit alors d = rn a€D avec reR , ne N et

a €A ; la restriction de n_1 & 1'ouvert X' = d X se décompose en
-1
X' —> X o UxVxW > Rx NxA
X —> d_1x Cu, v, w)r——>( r(nau[na]"‘I ), nava-1, aw)

et est par suite analytique . L'application p est donc un isomorphisme de varié-

tés analytiques . Le lemme ( 1.5 ) est prouvé

1.6. Lemme. - Soit Ady la représentation adjointe de G dans %E . Les sous-
groupes Ad_,A , Ady,N , Ad,,S ., Adgpl , Ad,D sont fermés dans Ad,,G ; le
4 g 4 ¥ rd

7

sous-groupe Ad,, K est compact .

7

Preuve. - Le radical de Ad GD est AdyR H Ad_y Go = Ad?,R Ad_ys est une dé-
composition de Lévi de Ad Go et /-\d_?S = Adé,N Ad,yA Ad_é,K est une décomposi-
tion d'Iwasawa de Adys . Ang = Adj,R Ad_yN Adg A est un sous-groupe de Lie
connexe résoluble fermé de Ad Go ( lemme ( 1.5 ) ) . Ang‘ est le centralisa-
teur de Adg(A dans AdgoK : f? ef:‘et , soit k€K tel que Ad k centralise
Ad,,A ; il s'ensuit‘ique a k a k EZ[GOJ ns, Dour-’1cou31 aeA ; mais A étant
connexe et Z(GO]nS discret , il s'ensuit que a k a 'k = e , pour tout

ae€e A ; autrement dit ke T .



Ceci dit Ad,S est un sous-groupe de Lie connexe semi~simple du groupe linéaire
GL(g‘J ; on sait qu'un tel sous-groupe est fermé dans GL[#’] et est de centre
fini . Il s'’ensuit que AdﬁfK est un sous-groupe compact maximal de AdgS et les
sous—-groupes Adg A, Ad_yN B Ad_yr‘ qui sont fermés dans Ad},S , sont fermés
dans Ad‘? GO . 'g
1.7. Proposition. - Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes . Désignons par 4 1'algébre de Iie de G ; par R le radical de Y et
par 4 = R 8 B une décomposition de Lévi de € . Soient A 1e nilradical de
R et & une sous—algébre de Cartan du centralisateur de X dans R . Alors
QR est la somme , non nécessairement directe , de Ho et de B

Désignons par P ( resp. S ) le sous-groupe de Lie comnexe de  ayant &

( resp. 3 ) pour  algébre de Lie et par S = N A K une décomposition d'Iwasawa
de s . Soit T' le sous-groupe de G formé des éléments qui normalisent & la
fois N, A, K et P (etdomecaussi N et T ) . T' est un sous-groupe
fermé de G rencontrant ses différentes composantes connexes ; l'intersection de
r' avec GO est égale & P T , ol T est le centralisateur de A dans K ; et
K T'" est un sous-groupe fermé de G possédant un nombre fini de composantes
connexes . K T' posséde done des sous-groupes compacts maximaux deux 4 deux con-
Jugués ; sott L 1'un deux et posons K= KL ; L'%mage , Ad,,K, de K par la
représentation adjointe de G est compacte ; nous avons alors G =D K et DNK

est contenu dans P .

1.8.- La dééomposition G = D K ainsi obtenue dépend des choix de la sous-algéBre
de Lévi ﬁ de g , de sa décomposition d'Iwasawa et du sous-groupe compact maxi-
mal L de Kr' . Il est facile de voir que deux telles décompositions se déduisent
par conjuguaison par un élément de Go

Dans le cas ol Go est semi-simple ( on a alors GD = S ), on obtient la décom-
position G = NA K avec N A N K= {e} . Nous dirons gue cette décomposition est
la décomposition d'Iwasawa de G .

Les sections de ( 1.9 ) & ( 1.16 ) sont consacrées & la preuve de la proposition
(1.7 ) . En premiére lecture on pourra laisser de coté cette preuve qui ne servira
pas pour la suite .

Soit f: le centralisateur de la scus-algébre de Lévi 3 dans 1e radical R de
2 (ie. B (xeR: x,31-=w@11.

Soit & une sous-algébre de Cartan de t: ( i.e. une sous-algébre nilpotente de
£ qui est son propre normalisateur dans {& , voir [5] ) . D'aprés ( [5] , VI ,
§4 , prop. 19 ) on sait que deux telles sous-algebres @ et 4" de t se dédui-

sent 1'une de 1'autre par un automorphisme de la forme Exp ad X, ol X appartient

s [£.81.
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soit Ho le nilradical de R ( i.e. le plus grand idéal nilpotent de R ) .
A contient 1'idéal [g , ® 1 et est formé des éléments X de SR tels que
ad X soit nilpotent ( [5] ,° VvV, §2, prop. 4 ) .

La premiére partie de la proposition ( 1.7 ) résulte alors du lemme

1.9. Lemme. - Le radical M de est la somme ( non nécessairement directe )

. des sous—algdbres nilpotentes M et & .

Preuve. - 3 étant une algébre de Lie semi-simple, la représentation adjointe de
X dans R est semi-simple . L'idéal [g , R 1 de -%e admet donc , dans Q_ s
“un sous-espace supplémentaire , invariant par cette représentation . Soit ce

sous-espace ; nous avons
R-ry. K1 e E et (D,E1C [3.‘&]nE=(m.
Il s'ensuit que

K

ou t est le centralisateur de “S dans @. .

n

[“3 » 9. 1+ t ( somme non nécessairement directe )

Considérons la représentation adjointe de la sous-algeébre de Cartan @ de E

dans ﬁ et appelons © 1'ensemble de ses poids . Nous avons avec les notations de

(1.0)
E.9. gl o

Y€EO
s . t [
Il est facile de voir gue pour tout ye 0 - {0} , v C [-3 , R 1" nous avons
alors & = [‘nga]"@etparsuite R-Hr P

Y

1.10. Remarque. - Soit gl(V) 1'algebre de Lie de tous les endomorphismes d'un
espace vectoriel réel V . Supposons que -l?f soit une sous-algebre de Lie algebri-
que de gl(V) . On sait ( voir [5] ) que le radical & de ?g est une sous-algeé-
bre de Lie résoluble algébrique de gl(V) . Désignons alors par M 1'idéal de KR
formé , non plus par les é€léments X de &R tels que ad X soit nilpotent , mais
par les éléments X de Q nilpotents sur V . Alors on peut représenter 3
Cbmme une somme directe ‘/C 8 & o 3 , ol ij et ’3 sont des sous-algebres de
Lie de -g qui possede les propriétés suivantes : df est abélienne et algebrique ,
et ses 6léments sont semi-simples ( sur V ) ; le radical R de -zé’ est He P
% est semi-simple et ses éléments commutent avec ceux de @ . (voir [5] ,
ch. V., §4 , prop. 5 )

Dans le cas d'une algébre de Lie algébrique d’'endomorphismes d'un espace
vectoriel réel , on peut alors remplacer , dans ce qui suit , la décomposition gé-

nérale obtenue en ( 1.9 ) par celle obtenue ci-dessus .
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1.11. Remarque. - En passant nous avons obtenu pour -37 la décomposition
4 - (S ® ) e Ne @ s K.

Soit 199 = M o+ @1 ) B N g (X1 ® K:I une autre décomposition de —%
obtenue par le méme procédé
D'apreés ce qui a été rappelé antérieurement , il existe '
i) )(0e M, tel que -51 = Exp ad X (%)
iy, € I J§1 s hq] avec jj1 = (xeR . Ix, ‘31] = (0)} tel que
&' - (Exp ad Y, )1( Exp ad X_ ) (5)

=Y xX =Y +X +=1[y , X1+ ... ( formule de
o o o 0 ) 0

En posant X >

Campl:lel1--Hau;t:lor-F1c ) , on a alors
91 = Exp ad X, (@) et A - Exp ad X, 3
Autrement dit deux choix possibles du couple (3 ,6’ ) se déduisent 1'un de
1'autre par un automorphisme de -3 de la forme Exp ad X , od X € f/‘(a .
Comme deux décompositions d'Iwasawa d'une algeébre de Lie semi-simple se déduisent
par un automorphisme intérieur , on en déduit que les deux décompositions considé-

rées de 3 se déduisent par un automorphisme intérieur de -y .

1.12.- Désignons par P ( resp. M ) le sous-groupe de Lie nilpotent connexe de R

admettant & ( resp. A ) pour algebre de Lie . M est le nilradical de R

( i.e. le plus grand sous-groupe distingué nilpotent connexe de R ) et est donc

un sous-groupe fermé de R ( et par suite de G ) . D'autre part soit P 1'adhé-

rence de P dans R , 1l'algébre de Lie ? du groupe de Lie connexe P est nil-

potente , contenue dans ): et contient € ; d'aprés ( [51 , VI , §4 , prop. 1 )

on sait que @ est une sous-algébre nilpotente maximale de h ; 11 s'ensuit que
&® = & et P=P .P estdonc un sous-groupe fermé de R ( et par suite de

G )

M étant distingué dans R , du lemme ( 1.9 ) il résulte que 1l'ona R=MP

Pour achever la preuve de la proposition ( 1.7 ) , nous commengons par établir

deux lemmes .

1.13. Lemme. - Soit C le centralisateur de S dans R . Nous avons
C = expM(a‘éﬁjg )P
et P est son propre normalisateur dans C . ( En particulier P est un sous-—

groupe de Cartan de  C , voir [5] )

Preuve. - M étant un groupe de Lie nilpotent , nous avons M = exp J(, . Soit

dog = Mo, K= M, KA acér LM, K _ 1. A, -w©,.

r+1
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la suite centrale descendante de 1'idéal nilpotent JC de -(j . Pour
ie{1, ..., r} , désignons par mun sous-espace supplémentaire de Aiﬂ dans
”%i . Nous avons

c’“=m1@m2®...8mr.
Soit c = (exp X ) p €C, avec XEM et pe P . Comme P est contenu dans
C , exp X appartient & C ; il s'ensuit que 1'on a
(Adexp X -1 (3) = (Expadx-1) (3) =0 ;
c'est-a-dire r
) Cadx+ ...+ 228X 3y .

Soit Y wun élément guelconque de 3 ; écrivons
ad X (Y) = [X, Y ] = L ou o,
avec u* € ml . Comme on a

Cad x ) 'y c N, -
(ad x ) (m") = (@) si i+j 3 r+1 ,

e
mlJ@...er si i+j < r

la relation (%) implique que 1'on a nécessairement ui=D , Yie {1, ..., r} .
Autrement dit X appartient a N ﬁ . On a donc prouvé que C = exp(%ﬁ g:] P .
Considérons a présent un élément X de t/éﬁ t tel que exp X normalise P .
Nous avons
(Expad X -1) (B)c8nd,
c’est-a-dire

r
) (ad X+ ...+ L2X)1 &y ®nH.

r!

Appelons @ 1l'ensemble des poids de la représentation adjointe de @ dans “ﬁu: 3
C : .
nous avons jgo = 6)3 et )_'; =8 \cy . Et par suite

Y €0
Ant:«/ﬁn@ 8 (( 8 )';Y)nvl(,)
vy € e-{0}
D'aprés (#x) , il est facile de voir gque X ne peut pas avoir une composante
non nulle sur ( 8 t N ul‘(, Il s'ensuit donc que X € @ n J(‘ et
yeo-{o}

par suite exp X€EP .
On en déduit que P est son propre normalisateur dans C . Le lemme ( 1.13 )

est démontré .

Dans le cas ol ef est une algébre résoluble , nous avons £ - (0 et

420 =R - ﬁ . Du lemme ( 1.13 ) il résulte donc que l'on a :

Corollaire. - Les sous—groupes de Cartan ( [5] ) , d'un groupe de Lie résoluble
connexe R , sont les images par l'application exponentielle des sous-alge‘br;es de
Cartan de 1'algébre de Lie de R . De plus tout sous-groupe de Cartan de R est

son propre normalisateur .
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1.14. Lemme. - Soit T' le sous-groupe de G formé des éléments qui normalisent
Y

a la fois les sous-groupes N , A , K et P (et donc ausst T et N ) .

I'" est un sous-groupe fermé de G qui rencontre ses différentes composantes conne-

xes . En outre nous avons T'N GO =PT.

Preuve. - Soit Z(Go] le centre de G0 . Les sous-groupes N , A, K Z[GDJ et P
sont fermés dans G ( voir ( 1.12 ) et les lemmes. ( 1.5 ) et (1.6 ) ) . Comme
I'' est aussi 1'intersection des normalisateurs dans G de ces sous-groupes , I’
est un sous-groupe fermé de G .

D'aprés la remargue ( 1.11 ) , nous savons gque deux décompositions du type
ff = ( M+ & ) B8 Jf 8 & 8 K sé déduisent 1'une de 1'’autre par un automor-
phisme de ff de la forme Ad x , ol x appartient a GD . Il s'ensuit donc que
pour tout g de G , il existe g, € Go tel que go_1g normalise & la fois N ,
A, K et P . On en déduit que T' rencontre les différentes composantes connexes
de G .

Soit g €r'n GO ; éerivons g =r s avec r €R et s€S . r normalise S .
Posons [r,S] = {1‘5’1"-15'“1 , 8" €8} ; I[r,s] est contenu dans le sous-groupe
discret RN S . Comme S est connexe , il s'ensuit que [r,S] = { e} , c'est-a-
dire v €C . L'élément s normalise alors N , A et K ; nous avons donc s €T.
Puisque. S centralise P , r normalise P ; r appartenant & C , d'aprés le

“lemme ([ 1.13 ) il s'ensuit que r €P . Nous avons donc montré que T'N G0 = PT.

1.15. Fin de la preuve de la proposition ( 1.7. ). - Désignons par Q le sous -

groupe K T' de G . D'aprés le lemme ( 1.14 ) nous avons Q@ N GD =P K ; il
s'ensuit que @ F‘GO est la composante connexe de 1'unité dans Q . D'autre part
Pr=r'n Bo est un sous-groupe fermé de G ( lemme ( 1.14 ) ) et

QN Go /PT =PK/PT , qui est homéomorphe & K / T , est compact ( noter
que T contient le centre Z(S) de S ), on en déduit que QN GD est un sous-
groupe fermé de G . G ayant un nombre fini de composantes connexes , § est donc

un sous-groupe fermé de G possédant le méme nombre de composantes connexes que

G .

Nous savons alors ( [14] , ch XV , théoréme 3.7 ) que Q posséde des sous-
groupes compacts maximaux deux & deux conjugués et , si L est 1'un d'eux , nous
avons Q= (QnN GD ) L ( et par suite G = Go L , puisque @ rencontre les
différentes composantes connexes de G ) .

Choisissons un tel groupe L et posons K = K L . Nous obtenons la décomposition
G =DK , o D est un sous-groupe résoluble connexe de G , l'image Ad K de
K par la représentation adjointe de G est compacte et le sous-groupe DN K est

contenu dans P . Plus précisément nous avons :
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1.16. Lemme. - Soit Kq Lle plus grand sous-groupe compact du groupe de Lie nilpo-
tent connexe P ( [11] ) . Alors l'intersection des sous—-groupes D et K est
contenue dans K, (R NS ) et done dans P

1
Preuve. - L N GD est un sous-groupe compact maximal de Q N (3cJ =P K . Il est
clair que L N Go = K’I ( KNtL ) . Nous avons donc
DNK =

Dﬁ[K(LﬂGOJ]=DﬂK1K=Dﬂ[K1(DﬁK)]:

orDﬂK=RﬁSCRﬁZ(GOJCCI’\Z(GO)CP\[lemme (1.1331) .

Le lemme ( 1.16 ) est prouvé .
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2. FAMILLES DISCRIMINANTES D'A-COCYCLES ASSOCIEES A UN GROUPE DE LIE

2.1. Définitions. - (voir [10]) . Soient G un groupe L.C.D. et E un
G - espace & droite (i.e. un espace topologique sur lequel G opére & droite
contindment). On appelle A-cocycle sur E toute fonction continue p sur ExG ,
a valeurs réelles vérifiant
p(u,g1g2]=p(u.g13 + p(u.g1 , g2] PoUT g,,8, € G, u€e E

Soient L wun sous-groupe de G et p wun A-cocycle sur E ; nous disons que

o est L-invariant si on a :,
p(u,1) = o, pour 1€ L , u €E

Dofénavant G désigne un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes con-
nexes . Nous reprenons les notations du paragraphe précédent : En particulier on
considére la décomposition G = DK , ol D est un sous-groupe fermé connexe réso-
luble et AdgK est compact ; on note €f =Da K 1a décomposition correspone
dante pour 1'algebre de Lie ef de G .

2.2. Lemme. - G posséde une frontiére -maximale ( voir [1] ) , B(G) , unique A
G - homéomorphisme prés . Le plus grand sous-groupe résoluble distingué R' de
G, opére trivialement sur B(G) ; B(G) est alors un RI\G - espace ( de

fagon évidente ) qui est une frontiére maximale du groupe de Lie R'\G dont la
composante connexe est semi-simple et de centre trivial . En outre , B(G) est

une frontiére maximale de tout sous—groupe de G contenant G, -

Preuve. - Soit NO[D] (resp. N(D) ) le normalisateur de D dans Go (resp. dans
G ) . Nous avons NO(D) =DT et N@DB)=DT" (voir (1.4 ) et prop. (1.7 ))
D'aprés [1] , nous savons que BO posséde une frontigére maximale B(GO) , uni-
que a Go - homéomorphisme prés , dont une version est NO(D)\GO .
Soit Z[GO) le centre de GO,; DZ(GO) est un sous-groupe fermé
(lemme ( 1.6 ) ) , distingué de N(D)

([1] lemme II 8 ) , N(D) possede la propigté de point fixe .

étant compact , d'apres

G G
- 5 3 \ ' S 3
Comme N(D)\ est G0 homéomorphe a Ng (D) o, d'aprés ([1] , corollaire 1
de la proposition II.2 ) , on en déduit que G posséde une frontiére maximale
B(G) , unique & G -homéomorphisme prés , dont une version est N[D]\G
D'autre part , désignons par &' 1l'application naturelle de G sur R,\G
D'aprés ([1] lemme II.12 ) R' opére trivialement sur B(G) . BI(G) est
alors un R,\G - espace ( de fagon évidente ) , R,\G - homéomorphe &
£ (BG)
~ qui est une frontiére maximale de \ G,

g' (N(D)) R’

Enfin si G, est un sous-groupe de G contenant Go , notons N1(D) le norma-

1
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lisateur de D dans G, . Il est alors clair que la frontieére maximale

1
N \G1 de G, est G, - homéomorphe a \G et donc a BI(G)
1 (D) 1 1

Le lemme 2.2. est prouvé

N(D)

2.3. Lemme. - Soit N(D) le normalisateur de D dans G . Il existe sur la
frontiére maximale B(G) de G un unique élément CR dont le stabilisateur
dans G est N(D) .

Preuve. - BI(G) étant G - homéomorphe & N(D]\G , 11 est clair gu'un tel point

ug existe . Soit u, un autre point de B(G) dont le stabilisateur est N(D) ;
écrivons u1 = u0 . X, avec xX€ G . L'élément Uy est alors stable par les élé-
ments de x_ll N(D) x ; par suite nous avons x_1 N(D) x CN(D) ; c'est-a-dire que

x normalise N(D) .
Or N(D) est son propre normalisateur dans. G : en effet , le normalisateur de
N(D) dans G est une extension compacte de N(D) et posséde donc la propriété

de point fixe ( [1] 1lemme II.8 ) ; mais étant une frontiére de G , on

G
ne)
sait aussi ( [1] cor. 1 de la prop. II.2 ) que N(D) est maximal pour la pro-
priété de point fixe ; par suite N(DB) est son propre normalisateur dans G

On en déduit alors que x € N(D) et Uy = ug - Le lemme ( 2.3 ) est prouvé

2.4. Lemme. - Soit 81 un sous-groupe (fermé) de G contenant Gy - Désignons

par t, L'application naturelle de G sur

61\6 et par Vg L'unique élément
G
( ug ey (e) ) de B(G) x G1\

stable par G, N N(D) .

Alors l'application , p+—> ¢ : d €D +——> ol Vg d ), établit une cor-

respondance biunivoque entre les A- cocycles K-invariants sur le G-espace

homogéne produit B(G) x G1\G

et les homomorphismes continus ¢ de D dans
R additif tels que ¢(k) = 0 , pour tout k €K ND et ¢(x'1dx) = ¢(d) , pour

debD, xeG;n N(D)

Preuve. - Désignons par ;1 l'applécation naturelle de G sur G1\ . L'élément
v, = ( Y C1(e) ] de BI(G) x Gq\ est stable par g1 NN(D)

.Soit p wun A-cocycle K-invariant sur B(G) x G \" . Posons

¢(d) = ol Vg o d), (d €D ; il est clair que 1l'on définit ainsi un homomorphis-

me continu ¢ de D dans R additif vérifiant les propriétés énoncées . En
outre , pour tout ( k, g ) €K x G, nous avons ol Vo - k,gl)= ¢(d), od d
est un élément de D tel que k g = d k' avec k' €K . On notera que K est

transitif sur B(G) x G \G
' 1
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Réciproguement , soit ¢ un homomorphisme continu de D dans R additif
possédant les propriétés énoncées . Posons

D[vo.k.g]=¢(d] (ke K , geB)

o0 d est un &lément de D tel que kg = dk' avec k'€ K . Puisque ¢ est nul

sur D NK , 1a valeur donnée & o A k, g ) ne dépend pas du choix de 1'é€lé-

ment d €D . D'autre part , soient K1 B KZE K avec vy - k1 =V - K2 et
: écri = ' = =
g€ G ; écrivons k1 g d1k q avec d1€ D, —l; 1 K, et k2 X k,l avec
X € G’I NN (D) n K; nous avons k2g = ( x d1 X ) x k'1 et par suite
- 1y L s -
p(vo.kz.g]—tb(xd,lx ]—¢[d1] D(vo.k,l,g]

Ce qui montre que p est bien définie.

Montrons que p est continue . Pour cela on est amené & montrer que si [gn)
est une suite d’éléments de G convergeant vers un élément g de G , on peut
trouver une suite [dn) d'éléments de D convergeant vers un élément d de D

tels gque g, = dn Kn et g = dk avec kn , k€ K . Soit donc (gnJ une telle

suite ; écrivons g, = d1n kqn et g = dk avec d1n , d€ D et k1n , kEK
la suite X = d-/I g, K-1 'converge alors vers e ; comme 3 =Deg X , nous

pouvons trouver des suites (dzn) et [ksz d’'éléments respectivement de D et
2 2

K convergeant vers e , telles que X, = d n k n* Il s'ensuit que 1'on a :
cl2 _— cl1 z_ et k2 =0 K1 k7 avec z € Dn K
n nn n n n n
en posant d_ = d1 z et k_ = 2-1 k1 , on obtient ce que 1'on voulait .
n nn n n n

Enfin , on vérifie facilement les relations
plu, K) =0 ue B (6) x \%, keK)
1
- \G . .
plu, g4 gz)— olu , g,l] + plu . I gz) (u€ BI(G) x G1\ -9 gzeG]

2.5. Une famille d'homomorphismes de D dans € additif. - Soit é le nilradi-

cal de o0 . Nous désignons par E 1’ensemble des poids (voir ( 1.0 ) de la re-
C P 3

D ¢ » de D dans & . ( D étant résoluble ,

d'aprés le théoréme de Lie , ndus pouvons trouver une base de ﬁm qui triangula-

présentation adjointe , ad

rise simultanément les éléments de ad &0 ' [y . Alors E n'est autre que la fa-
mille d’'homomorphismes définie par les éléments diagonaux ).

2.6. Lemme. - E engendre l'espace vectoriel complexe des homomorphismes de oD
dans t additif qui s'annulent sur le nilradical } de oD . La dimenston de cet
espace est donc égale a celle de l'espace vectoriel :D/} .

Preuve. - Reprenons les notations du paragraphe 1 . Nous avons
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D-Re N8 Q. pésignons par M le nilradical de 6. et par &
une sous-algeébre de Cartan du centralisateur }: de la sous-algébre de Lévi '3 de
-Qj dans R , Nous avons alors ( prop. ( 1.7 ) ) - Mo+ 63 et par suite
D = + ( @ 8 Q) '
o 4 - M 8 N est 1e nilradical de oD
Désignons par [fi] , 1<1ig<p, la série centrale descendante de 1’'idéal

nilpotent % de oD . Il est clair que E est la réunion des poids des représen-

tations adjointes de <0 dans les espaces ( f 5 / \ ]E 1€ 1< p . Tout élé-
i+1
ment de £ est donc nul sur %
C
Considérons la représentation adjointe T de 6) 8 QO dans . Il est clair

gue les poids de T sont les restrictions a 6) ® (1 des éléments de E ; nous
identifions E et 1l'ensemble des poids de 1 . Avec les notations de ( 1.0 ) ,

les sous-espaces ﬁ Il;\ , X€E , sont stables par @ ® U et nous avons
C
-8 %
A€ E

Soit alors X € @ 8 Q vérifiant A(X) = 0 pour tout A€ . Pour tout

AE E et tout Y€ 9?\ , 11 existe un entier n tel que (ad X" (v) =0 .
Autrement dit ad X est nilpotent sur % . Comme oD = % + (6 8 @y, i1
s'ensuit que 4&d X est nilpotent sur D et par suite X appartient au nilradical

f de D . Le lemme ( 2.6 ) est prouvé..

2.7. Corollaire. - Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes dont la composante connexe Go de l'unité est semi-simple . Soit

'9’ = N8 Q& 8 K ue décomposition d'Ivasava de 1'algébre de Lie %f de G
Alors la famille = d'homomorphismes de Ne Q dms ¢ additif , obtenue en
(2.5 ) , engendre tout l'espace des homomorphismes de Ne Q dms ¢ additif .
La dimension de cet espace est égale 4 celle de Q

Preuve. - Nous avons

N-1£ea , £ a1,
par suite tout homomorphisme de ()P ® Q@ dans C additif , s'annule sur le nil-
radical N de r)lo@ @ . Le corollaire résulte alors du lemme ( 2.6 ) .

2.8. Lemme. - Soit © un automorphisme de —% laissant stable D . Alors pour
tout X de E , Ao OE€ E; © permute ainsi les éléments de E . En particu-
lier X o Ad x = A pour tout A€ E et tout xE€ N, (D).

Preuve. - © est un automorphisme de 3 laissant stable &2 , © laisse donc
invariant le nilradical % de D
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Soit A €E . Il existe alors un idéal w/ de & , contenu dans % , et un
glément V de f - ¢ vérifiant
(ad;o X ) (v-i= uxJ'.v modulo £¢” , pour tout X € oD
Comme on a 0 o ad ff X 006 = ad if 0(X) ( X€ ff ) , nous avons pour
tout X € oD
( ad ff o(xX) ) (e (V) ) ( 0 o ad > (X)) (v)
= AX) . 0 (V) modulo € (&) ;
c'est-a-dire pour tout X € D
(8d 3 XD (@) =200 (). 6(V) modulo © (W) ;

ce qui montre que X o 0_1 €

83}

D étant connexe , il s'ensuit alors que X o Ad x = X , pour tout A€ E et
tout x€ D . Enfin comme T centralise P et A , la restriction Ad vy |§, 8 (9. ,
de Ad vy &8 © 8 Q est 1l'identité , pour tout y de T ; il s'ensuit que
Ao Ady= A pour tout A€ T et pour tout X € E . Comme N0 (D) =DT,

le lemme ( 2.8 ) est prduvé .

2.9. Une famille d'A-cocycles K-invariants sur la frontiére maximale B(G)

de G .- Soit A€ E ; D étant un groupe résoluble connexe A est la diffé-
rentielle en e d'un poids ¢A de la représentation adjointe de D dans fyt
Nous avons alors :
i) pour tout automorphisme ¢ de G laissant stable D , ¢A o0 = ¢A odo
( lemme ( 2.8 ) ) . En particulier @A (x d x_1) = ¢A[dl , pour d€ D et
x € ND (D)
ii) ¢A prend la valeur 1 pour tout é€lément du nilradical MN , de D . De plus
plus , comme Ad,y K est compact , l¢x (k) ] =1, pour tout k€ DNK

D'aprés le lemme ( 2.4 ) & 1'homomorphisme continu log |¢A| de D dans R

additif , se trouve associé un A-cocycle K-invariant =< sur B(G) x G \G .
¢}

A
Le normalisateur N (D) de D dans G rencontre les différentes composantes
connexes de G ; soit s une section de 1'application naturelle ¢ de G sur
g \G , & valeur dans N (D) . Alors 1l'homomorphisme continu de D dans R addi-
o

tif , !

— T . . _
Card . \G xe g \ G Log I¢A o Ad s [x]l est invariant par les automor
o o

phismes intérieurs associés , non seulement aux é€léments de NO (D) , mais aussi

& ceux de N (D) . D'aprads le lemme ( 2.4 ) & cet homomorphisme se trouve donc

associé un A-cocycle K-invariant P, sur B(G)
Nous avons ,
- 1 z
pA[uo < k,og) = card 6 \G xE€ G \G Tx o Ads (x) ( [uo v (el Lk, g)
) o :

(kekK , ge o),
ol U, est 1'élément de B(G) stable par N(D) (lemme ( 2.3 ) ) ; c'est-a-
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dire , aussi ,

pylu, gl = N T,0 (u, x), g )dx (UWE B (B) , g€ G) , o dx désigne

la mesure de Haar normalisée sur le groupe fini GD\G . ‘

Nous avons ainsi associé & G une famille d'A-cocycles {px , A€ E} sur la
frontiére maximale B(G) . Il est facile de voir que cette famille ne dépend de
la décomposition G = DK gque par le choix du sous-groupe K ; c’est-a-dire que
pour toute décomposition G = D'K o0 D’ est un conjugué de D , on obtient la

méme famille d'A-cocycles K-invariants sur B(G)

2.10. Remarque. - D'aprés le lemme ( 2.6 ) , la famille d'A-cocycles K-inva-
riants sur B(G) , {px , A€ E} obtenue en ( 2.9 ) engendre l'espace veFto—
riel des A-cocycles , p , K-invariants sur B(G) tels que 1'homomorphisme de
D dans R additif , d+——> p[uO , d) , ( voir lemme ( 2.4 ) ) , est nul sur le
nilradical de D . Cet espace vectoriel est donc de dimension inférieure ou égale
a celle de \3) . [ I1 peut en effet arriver qu'un é€lément de = soit a
partie réelle nulle sans &tre nul ] . '

Si GD est semi-simple , il résulte du corollaire ( 2.6 ) gue la famille
d'A-cocycles ainsi obtenue engendre tout 1'espace vectoriel des A-cocycles
K-invariants sur B(G) . Cet espace vectoriel est donc de dimension égale & celle
de ¢ . [ En effet , dans ce cas , les éléments de = sont réels ( voir

(1.2)) 1.

2.11. Définition. - A tout sous-groupe K gqui provient d'une décomposition de
G du type construit au paragraphe 1 , nous avons associé’ ( voir ( 2.8 ) ) une
famille d'A-cocycles , K-invariants , {px , A€ E} , sur la frontiére maximale
B (G) de G . Une telle famille sera appelée une famille discriminante d'A-cocy-

cles associée a G .

Si x est un élément de G , on note I>< 1'automorphisme intérieur associé &
x-1 (i.e. Ix t g —> x_1 g x ) et Jx 1'homéomorphisme de B (G) sur lui-

méme qui & u€ BI(G) associe u . x . Nous avons alors

2.12. Lemme. - Sott {px , A€ E} une famille discriminante d'A-cocycles
associtée & G . Alors toute autre telle famille s'éerit {pA o (Jd , Id] , A€ E}

pour un certain élément d de D .

Prehve. - Considérons la décomposition G = DK de G et soit K' un guelcongue
sous-groupe de G qui provient d'une décomposition analogue de G . Alors G

admet la décomposition G = DK' et K' est le conjugué de K par un élément d
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de D (i.e. K =dKad )

Il est alors clair qu'a partir de la décomposition G = D K' , on obtient
( voir ( 2.9 ) ) 1la famille d'A -cocycles K'-invariants sur B(G)
{px o [Jd , IdJ , A E€E}. Il suffit en effet de remarquer que si x € G , la
composante sur D de d x d_1 , pour la décomposition G = D K’ , est la conju-
guée par d de la composante sur D de x ,'pour la décomposition G =D K . Le
lemme 2.12 est prouvé

En passant , on notera que 1l'on a
o[Jd,Id][u,gJ= pA(u,g)+p}\[u.g.d]—p)\(u,d]

(u € B(G) , g €0)

ox

2.13. Remargue. - Appelons EO 1'ensemble des poids de la représentation adjointe

de @D dans 5@ / [ , 9 ]r[: 3 ED est un sous-ensemble de Z . Comme on sait
Q00 e e Xy d'éléments de j; € gont 1"image dans

é‘r/[ , ]E forme une base de cet espace , engendre .; ¢ en tant

que tout systéme X

qu'algebre de Lie , il est facile de voir que tout élément A de E est une
somme d'éléments de EO . Il s'ensuit alors que tout élément de {px , A€ E}

est une somme d'éléments de {DA , A€ EO} .
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3. ALGEBRES DE LIE NILPOTENTES

3.1. Définition. - Soit G wun groupe topologiqgue, A1""’Ar (r €M) des sous-

groupes fermés de G ; nous disons que G est le produit amalgamé des sous-groupes

A,],...,Ar si 1'application du produit cartésien A1x...xAr dans G qui au couple

(aq,....ar] fait correspondre le produit a,...a, est un homéomorphisme. Dans ce

cas les applications PyreesPy qui & un élément g de G font correspondre les

éléments p1[g],...,pr[g) respectivement de A1""’Ar tels que
g = 01[g]...pr[g] , sont appelés les projections de G respectivement sur
Aq, A2""’Ar'

Remarques. - Il est facile de voif que

i) Soient G un groupe localement compact qui est une réunion dénombrable de
compacts, A et B des sous-groupes fermés de G ; alors si 1l'application
Yo AxB

(a,b) +— ab

> G est surjective, elle est ouverte ; si de plus ona A NB = {e} ,
G est le produit amalgamé des sous-groupes A et B .

ii) Soit G un groupe de Lie qui est le produit amalgamé de deux sous-groupes
fermés A et B ; alors l'application ¢ est un isomorphisme de variétés ana-

lytiques.

Dans la suite, nous utiliserons le résultat suivant

3.2. Lemme. - Soit G un groupe de Lie connexe dont l'algébre de Lie ﬁf est som-
me directe de deux sous-algébres éy1 et :fz . Soient G1 et GZ des sous—-groupes
de Lie de G ayant respectivement 27% et 5{2 pour algébre de Lie. ST tout élément

de G s'éerit de fagon unique comme produit d'éléments de G, et G, , alors G

, 1 2

est le produtt amalgamé de G, et G, - En particulier G, et 62 sont fermés
dans G .

Preuve. - D'apres les hypothéses 1l'application n : G, x G, —> G est bijective.

Comme ?’ =2f’1 @j’z , nous savons que n est un isom;rphiime de variétés analy-
tiques d'un ouvert V x W contenant (e,e) de G1 X 62 sur un ouvert U conte-
nant e de G (e désigne 1'élément unité de G) . Soit alors g = gy 8,€ G
avec g, € G1 et g, € G2 . La restriction de n_1 a l'ouvert X = g, u gy o

contenant g , se décompose en
-1

JRN | RN VARV

> G x G+

Sl -ST -9 (v,w) ——> (gqv,wgz] .
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et est donc analytique. L'application n est donc un isomorphisme de variété

analytique de G, x G sur G ; autrement dit G est le produit amalgamé des

1 2
sous-groupes fermés G1 et G2 .
Soit une algebre de Lie nilpotente réelle ou complexe de dimension s
%1 f fZ [é é ]....,fp [ﬁ fp 1] %DM = (0) , sa série centrale des-

cendante. Soit e,,...,e., ,
1 i 1,|+1 p

série (i.e. pour tout j =1,...,m, ej € fi \ﬁlﬂ" si i, 4 <J< 12] . La

sreesBy em une base de % adaptée a cette

formule de Campbell-Hausdorff ,
(3.3) uxv=u+v+%[u,vj+... (u.ve;].

permet de munir f d'une structure de groupe nilpotent.

Désignons par /Z 1'algebre des fonctions polynomiales sur 1'espace vectoriel
%. Soient [X1)1<1<m le systéme de fonctions coordonnées associées & la base
(ei]1<ism ; on définit [[12]] une notion de degré sur A en attribuant un degré
& chaque générateur Xg le degré de X5 s noté "dg xi" , est par définition égal
au plus grand entier s tel que e. € % ; on convient que le degré du polynome
nul est (-«) . Cette notion est ev1demment indépendante du choix de la base adap-
tée. Si u € é, on pose Xi[U] = Uy On sait que la multiplication dans é est

polynomiale. Plus précisément on a, pour tout u et v € % .

(3.4) vV ie€e {1,...,11} , (uxv]i = ugtv

v L€{2,...,p}, V1€ {11-1”""’1%} , (UXV]i=Ui+Vi+Ti[u’l'""uil_q;v’l‘""vi£_1)

ol les Ti sont des polynémes dont le degré tota‘l est inférieur ou égal a L et
le degré parpiel par rapport & l'ensemble des variables Uy (resp. VK) ’
1< kg 11_1 est in‘Férieur‘ou égal a (2-1).

Sic € , nous désignons par LC (resp. Rc) la multiplication & gauche (resp.
& droite) par c¢ dans '9 . Il résulte de (3.4.) que Lc et Rc sont des ap-
plications polynomiales. Un endomorphisme E de 1'espace vectoriel % est dit

adapté a sa série centrale si les f!L , 1€ % < p, sont stables par E .

3.5. Lemme. - Avec les notations ci-dessus, nous avons :
i)vCe},VTe}z.ToLC=T+T' avee dgT' < dgT.
27) 87 E est un endomorphisme (resp. un automorphisme) d'espace vectoriel de %,
adapté a sa série centrale, alors

vTe R dglToE) g dgT (resp. dg(ToE) = dgT) .
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Preuve. - Il suffit de montrer le lemme guand T est un générateur Xy de A
La premiére partie est alors une conséquence immédiate de (3.4.). Quant a la se-

conde, E étant adapté, nous avons

Ele,) =
J

e~ 3
m
[u]
o
<
o
0
m
n
o
%)
=
o
o
X
v
[=8
o
X

D’ ol

x.0E(u) =

i .
J

qui montre que dg(xioE] < dgxi.

™~ 3

u.xioE[e.]= T E.iu.= 2 E.iu. [ueél
PR Iys i {j:dngsdgxi} j.ii

Enfin si E est un automomorphisme, cette derniére inégalité appliquée a8 E et

€' ‘donne 1'égalité des degrés.

3.6. Lemme. - Sotent @ et O deux sous-algébres de 9 telles que
b, - (@anb e @®nh ., 1crsp.

Alors le groupe nilpotent (}, x) est le produit amalgamé des sous-groupes (Q ,x) v
et (6,x) . De plus les projections (au sens de (3.1.)) de é sur A et 6>

sont polynomiales.

Preuve. - Elle se fait par récurrence sur la longueur de la série centrale de g .
Si & est abélienne la proposition est évidente. Supposons donc qu'elle soit vé-
rifiée pour les algebres de Lie nilpotentes de longueur strictement inférieure &
k et soit 9 de longueur k . Considérons alors f K 1'homomorphisme 1 de

sur é /9|< et une section linéaire o de N telle que oo N(A)C A et

co () c &, L'hypothése de récurrence s'applique a % /9 : pour tout élément
u de 9 , 1'élément T(u) de 9/ s'écrit donc de fagon uiique comme produit
d'élément de M(Q) et N(6d) ; de :;lus

M(u) = E’I

(Mu)) x o, (MW,
ol 31 et 52 sont des applications polynomiales de % /ﬁ respectivement sur
ME) et mM®) :

Posons alors -r1(u] =oop,0 M(u) et rz'(u) = 00p,0 M(u) ; 1'élément
Ty = rq[u] X tz[u] a méme image que u par T , il s'ensuit que =z = u-y , ap-
partient a fk gui est contenu dans le centre de é . Mais

) 9K= (&n§K3e[%n§K] - (Qﬂék]x(&mﬁk];

et si |:1‘Q (resp. p@] désigne la projection de ﬁk sur & N %k (resp.
®n %K] il vient,
u = T1(LIJ X Tz[u) + pa (z) + Dﬁ’a[Z]
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ol (z) et (z) appartiennent au centre de .
\DCQ p@o PP ‘é
D'ou u = 11(u] X T2[u] x p_ (z) x p&)[z]

<3
= (r,][u] X pa (z)) x (Tz[u] X p&’ (z))

= (1,(u) + p (2)) x (7, (u) + (z)).
1 @ 2 p®
En posant p1[u] = 11[u) + pa'[u--r,][u] X tZ(uJ]
pz(u] = T2[U] + po} [u-‘r,l[u] X TZ[LI]] ,

04 et oy sont des applications polynomiales et tout élément u de 9 s'écrit

de fagon unigque comme produit d’'éléments de @ et @) sous la forme

u = p1[u] X p2[u) .

Remarque. - Cette démonstration montre en fait que si on a seulement

.fl= [010'62] . [Qm-%l) , L€ {1,....p} ,

(sommes non nécessairement directes), il existe des applications CH et Py
polynomiales de é sur @ et 6> telles que u = p,l[u) X pz(u] Y u€ ﬁ .
Le couple (91.92] n'est pas unique si & NG # (0) .

3.7. Soit uZ’ (resp. 5 ) une sous-algebre nilpotente (resp. un idéal nilpotent)
d’une algebre de Lie réelle .

Considérons la représeﬁtation adjointe de oZ dans 1'idéal ¢ de e et
désignons par © 1l'ensemble de ses poids. Nous avons ([25]) , avec les notations

de (1.0.) ,

i) Les sous-espaces g sont stables par ,},’
i 4%- 8 gm
6 €0 6
[y [ [y
C "
iii) [fe , f e,] f6+e, (6,6' € 0)

(avec la convention ﬁgm, = (0) si 6+6'¢ 0).

Définition. - Une partitign {O_,®+} de © est dite stable par addition et con-
Jjugaison si »

a) Pour tout ® € 0_ (resp. 0,) la forme lineaire conjuguée 6 appartient & ©_
(resp. 0]
bl 6 +8' €0

. =—> 6 +6'€ 0_ (resp. 0,) .
6,6' € 0_ (resp. 0.)

c) Dans le cas o0 la forme linéaire nulle appartient & © , on convient qu'elle

appartient a O+ .
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Soit {O_,O+} une telle partition de '© et posons

C € C C
N , - B8 —9
‘é‘ eeo_ée %+ o€o, /9

En vertu de i1ii) et de 1'hypothése b), ﬂ—Z et 4[1: sont des sous-algebres de
%[C . De 1'hypothése a), il résulte que lf et é? sont les complexifiées de
deux sous-algébres 4_ et 9+ de f . A toute partition {o_.0,} de o

stable par addition et conjugaison, nous avons donc \associé une décomposition de

% en somme directe de deux sous-algebres _ et .t

Soit p‘ﬁ un idéal nilpotent de g contenu dans . Appelons A 1'ensemble
des poids de la représentation adjointe de cz dans JLE . N est un sous-en-
semble de O . A toute partition (O_,O+} de © stable par addition et conju-

gaison, correspond la partition {ANe_,AN O+} de A stable par addition et
conjugaison ; notons a% = v“’_ 2] ‘/(;+ la décomposition de J‘ en somme directe
de deux algebres associée & cette derniere. I1 est alors clair que 1l'on a
A - Hn b e A, - A0 .
Soit (®.), . la série centrale descendante de 1'idéal nilpotent . Pour
i 1<igp
tout i€ {1,...,p} ., éi est un idéal nilpotent de contenu dans & . Nous

avons donc d'aprés ce qui précede (en faisant 0@ = i 1< 1<p),

§i=[fimf_le(fim§+).1\<i<p
D'apres le lemme (3.6.), il s'’ensuit que muni du produit x définit par la
formule (3.3.) , est un groupe nilpotent qui est le produit amalgamé des sous-

groupes ﬁ_ et «é)f . De plus les projections associées & ce produit amalgamé

sont polynomiales.
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4. DECOMPOSITION DE G ASSOCIEES A
UNE PARTITION DE E STABLE PAR ADDITION ET CONJUGUAISON

4.0. - Nous reprenons les notations du paragraphe 1 : on désigne par
-% = 9_8 ‘5 une décomposition de Lévi de ijz ; par 5 = JP 8 @ 8 X
une décomposition d'Iwasawa de '5 ; on obtient la décomposition 3 =Ps X,
o D = R eNe Q@ estune sous-algébre résoluble et Y. une sous-algébre
compacte de ,g), .

Soit /’(, le nilradical de (9\, et C? une sous-algeébre de Cartan du centrali-
sateur t de B dans S\ . Nous avons (prop. ( 1.7 )) R - M ® et

par suite
D = 6 (B @,
ol 9 = t/‘ 8 JP est le nilradical de D .

Z désigne 1l'ensemble des poids de la représentation adjointe de 2 dans ﬁﬂ:

4.1. - Décompositiaon de D et €f associée & une partition de £ . Considérons

la représentation adjointe I deo@ 8 0 dans 5& . Tout élément de & est
nul sur f et sa restriction a 9 8 U fournit un poids de 1 ; nous identi-
fions % et l'ensemble des poids de 1 . Soit {E_,E+} une partition de =
stable par addition et conjugaison ; notons ﬁ = f_ S} é+ la décomposition de
associée a cette partition (voir ( 3.7 ))

Posons &D_ = 9_ et J>+ = (9+ + 63) ) 8 ( . Des relations
@3] - @, [Fe@ . % 1ch ., [Seq.b ]ch, e
[6’ ,C§] Cfﬂﬁg Cﬁ\ , il résulte que 60 et 60+ sont des sous-algébres de

&) . Nous obtenons ainsi les décompositions
D =@_e§)+ et-% =;b_@ﬁ+,
ou E+ = _:)+ 8 M est un sous-espace de 3

4.2. Proposition. - Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes. Désignons par ? l'algébre de Lie de G ; par g - Re 3 une
décomposition de Lévi de y et par 4-Nea@os X une décomposition
d'Tvasawva de 3 . Nous obtenons la décomposition -g =P8 X , o
D=RXe N 8 (L estune sous—-algébre résoluble et W une sous-algébre com—
pacte de

Appelons & 1l'ensemble des poids de la représentation adjointe de & dans la
complexifiée fﬂ: de son nilradical -ﬁ . Sott {E_,E+} une partition stable par
addition et conjuguaison de E et notons 8 = D 8 D, La décomposition de oD

S

associée d cette partition (voir ( 4.1 )).
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Désignons par N , A, K, P, D_ et D, Lles sous—groupes de Lie connexes de
G ayant respectivement .}f A 59 > D_ et .;D_}_ pour aZgébres de
Lie. Soit T' le sous-groupe fermé de G formé des éléments qui normalisent 4 la
fois N, A, K et P (voir prop. ( 1.7 )). Posons E_ = DK T' ; E_ est une
sous-variété de G , qui la réunion d'un nombre fini de sous-variétés ouvertes
isomorphes a D K.

Alors l'application qui au couple ( a,b ) associe le produit ab est un iso-
morphisme de variétés analytiques de D_x E_ sur G . En outre D_ est nil-

potent simplement connexe.

Désignons par D le sous-groupe de Lie connexe de G ayant D pour algebre
de Lie. Pour prouver la proposition ( 4.2 ) nous commengons par établir la pro-

position

4.3. Proposition. - D est le produit amalgamé (déf. ( 3.1 )) des sous—groupes
D_ et D, (qui sont donc fermés dans D ). En outre D_ est nilpotent simple-

ment connexe.

Preuve. - Désignons par M , P, A et N les sous-groupes de Lie connexes dé G
ayant respectivement ,L(, B @ , A et Jf pour algebre de Lie. Il est clair que
1'on a
D_ = exp f_ et D, = (exp %+] P A .
M N est le nilradical de D . Nous savons que (( 3.7 J)) le nilradical é de
D est, pour le produit x défini par la formule (3.3 ), le produit amalgamé

des sous-groupes f_ et é+ ; de la formule de Campbell-Hausdorff, il s'ensuit

MN = exp; = [expf_] (exp é{_] .

L'application analytique n : D x D+ —> D est donc surjective (puisque

(d ,d) ——>d d
=7 - 4

que l'on a

D=MNPA).

Remarquons & présent que :
i) si X € %, , ad X (et par suite (Ad g -1 pour g € D_) envoie chaque
9$ , Y € £, dans la somme directe des é?{, , tels que y' -y € E_ et @ B QL
dans 9_ (voir ( 3.7 J)).
ii) Si X € f}( , ad X (et par suite (Ad g - I) pour gE€ D,) envoie chaque
%z , Yy € 8, dans la somme directe des éi’;, » tels que y' -y &€ E U {0} et
S8 & dans §+ .

- iii) si X € est tel que exp X appartient au centre de D , nous avons

Ad (exp X)lnb = Exp (ad X]Iaa =1 ; d'od ad X}:O =0 (i.e. X appartient au
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centre de & ) et par suite X Eﬁ“é(ﬂ;C%{ :

De ces trois remargues il résulte que D_N D+ = {e} : en effet si g€ D_N D+ )
des remarques i) et ii) il résulte que Ad g = I ; d'apres iii) nous avons alors
nécessairement g = e . On en déduit que 1'application n est bijective.

D'aprés le lemme ( 3.2 ) , D est alors le produit amalgamé des sous-groupes
fermés D_ et D, .

Montrons que D_ est simplement connexe. On sait (D1]) que tout groupe de Lie
nilpotent connexe posséde un plus grand sous-groupe compact qui est le plus grand
sous-groupe compact du centre et qui est tel que le groupe quotient correspondant
soit simplement connexe. De plus comme le centre d'un groupe de Lie nilpotent con-
nexe est connexe ( D4], ch. XVI, th. 1.1 ), ce sous-groupe compact maximum est donc
connexe.

Appelons K1 (resp. K2) le sous-grodpe compact maximum de D_ (resp. du nil-

radical M N de D) . Nous avons K, C K2 ; pour montrer que D_ est simplement

1
connexe on est amené a montrer que K1 est réduit a {el} .
Le groupe des automorphismes du tore K2 est discret ( [14], ch. III, prop.
3.2 ) . Comme K2 est distingué dans D et D est connexe, il s'ensuit que K2

est contenu dans le centre de D . D'aprés la remarque iii) on a alors nécessaire-

ment K2 € D, et par suite K,I = {e} . La proposition est prouvée.
4.4. Preuve de la proposition ( 4.2 ) . - D'aprés la proposition ( 4.3 ) 1l'appli-
cation n:D_x E+ > G est surjective (puisque G = D K I''J).

(a,b ) —— ab

En outre nous avons :
DNKT' =DNPK=DN((PKND)) =P

(puisqgue DNKCDNKCP (prop. ( 1.7 })). On en déduit que n est injective
en effet soit d_(d k) = d’' (d’k') avec d ,d'€D ,d , d €D et
- + - + - - - + + +
k,k'" € K T' ; nous avons d_d, =d!d; x avec x€ DNKT'CPCD ;dod
¢ 'aen n D, ={e} et par suite d_=d’ ,d, k=d! k'.
Comme g{ =D 8 ;D+ ® YK , 1'application n est un isomorphisme de variétés

analytiques d'un voisinage V x W de D_x E_ contenant (e,e) sur un ouvert U

de G contenant e . Soit g = d K€ G avec d€ D et k€ K TI' . La restriction
de n_1 a8 l'ouvert X = d U k , contenant g , se décompose en
-1
X > U ——> Vxu > D_xE,
-1 -1
x —>d  x k tvow) V> (p_(dv]) , p (dvIwk) ,

ol p et p, désignent les projections associées au produit amalgamé D = D_ D,
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(proposition ( 4.3 )). Il s'ensuit que la restriction de r|_,I a l'ouvert X est
analytique. Par suite n est un isomorphisme de variétés analytiques de D_ x E+

sur G . La proposition ( 4.2 ) est démontrée.

4.5. Remarque. - Soit 3 = [V‘{,+ 91] 5] J(‘ 2] 0.1 c] )4.1 une décomposition de
obtenue par le méme procédé que celle -g = [J(+6’] 5] (AP 8 & 8 X . Nous savons
(remarque ( 1.11 )) que la nouvelle décomposition se déduit de l'ancienne par un
automorphisme intérieur, Ad x , x € GO . La famille E est alors remplacée par
la famille d’homomorphismes de '&1 = aB Jw ] UU dans € additif ,

T oadx", AeE) . Posons = = {AoAdx | ,Are =} et

1 1

-

{(xoAd x ', € E+} . La décomposition de —% (resp. G) associée a la
partition {51,51} se déduit de celle associée & la partition {2_,E } par

[$3]

m
n

1'automorphisme intérieur de -3 (resp. de G) associé a x .
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5. DECOMPOSITION, MODULO mg - DE G

5.0.- Nous reprenons les notations du paragraphe 1 : on considere les décoﬁposi-
tions -g Re® wLevi) , B -Nfsae X (Iwasawa) et B -Ne@edsm
(Bruhat). On pose <D =§’er 8 & . on désigne par I 1'ensemble des poids de
la représentation adjointe de CX dans ) ; par W la chambre de Weyl de <L

qui a servi & définir Jf’ et par I (resp. I, = - E’I] 1'ensemble des éléments de

1 2

¥ négatifs (resp. positifs) sur W . On note A le nilradical de G{ et on choi-
sit une sous-algebre de’ Cartén‘@ ‘du centralisateur de 4 dans @A . Nous avons
(voir ( 4.0 1))
. D - 9-& (@B&) ,

ol 4 = "‘(n B'f)ﬁ est le nilradical de
On désigne par R , N, A, Ri , K, P, S et D les sous-groupes de Lie connexes
de G ayant respectivement & , N, @, Ji’, RK,®, B et D pour algtbre de
Lie. On note T 1le centralisateur de A dans K et T' 1'intersection des nor-
malisateurs des sous-groupes N , A, K et P.

On appelle ND[D) et N(D) 1les normalisateurs de D respectivement dans GD
et G ; nous avons ND[DJ =DT et NMD =DT

Soit © 1l'ensemble des poids de la représentation adjointe de 53 ® U dans
y‘ﬂi_ Comme [3 ,8] = (0) , I s'identifie & un sous ensemble de O . Pour tout
6 € 0 , nous notons 'yﬁe: (voir ( 1.0 )) le sous-espace de glli formé des élé-
ments qui pour chaque H de @ 8 (U sont annulés par une puissance de

(ad H - 6(H) I).

5.1. Définitions. - Nous disons qu'une partition {o_ , 0+} de 0 est adaptée &
la chambre de Weyl W si elle est stable par addition et conjuguaison, et si 21
(resp. I, = - 21] est contenu dans ©_ (resp. 0,)

En outre nous disons que {0_ , ®+} est stable par automorphismes intérieurs si
‘pour tout y de ©O_ (resp. O+] , Y o Ad g appartient & o_ (resp. 0,) , pour
tout élément g du normalisateur N(D) de D dans G . Si G est connexe cette

définition est trivialement satisfaite (voir lemme ( 2.8 )).

5.2. Proposition. - Avec les notations de ( 5.0 ), soit {o_ ., 0,} une partition'
de 0 adaptée d la chambre de Weyl W et stable par automorphismes intérieurs.

Posons
[ % C_ C
j‘_ege_?e =7 ego+‘;e

Alors g'[E et }f sont deux sous-algébres de 5& qui sont les complexifiées de
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deux sous-algébres j_ et j+ de -y telles que ay =Y. 8 Z, -

D'autre part désignons par (G et (G, les sous—groupes de Lie connexes
de GO ayant respectivement j’_ et g’* pour algébres de Lie et posons
G_=1(6)_ ., G, = (6,), I' . Alors G_ et G, sont des sous-groupes fermés de
G et l'application qui au couple (g_ , g,) associe le produit g_g, est un
isomorphisme de variétés analytiques de G_ x G, sur une sous—variété ouverte de

G dont le complémentaire est de mesure de Haar nulle.
Dans le cas semi-simple nous obtenons :

5.3. Proposition. - Soit S un groupe de Lie ayant un nombre fini de composan;tes
connexes dont la composante connexe de l'unité est semi-simple. Alors avec les

notations de ( 5.0 ) , l'application qui ¢ (n , a , vy , ™) associe le produtt
nay N est un isomorphisme de variétés analytiques de N x A x T' x RI' sur une

sous-variété ouverte de S dont le complémentaire est de mesure de Haar nulle.

Dans le cas d'un groupe de Lie semi-simple connexe de centre fini ce résultat est
bien connu (lemme de Bruhat, voir par exemple [13:[. p. 471.

Les sections de ( 5.4 ) & ( 5.7 ) sont consacrées & la preuve de la proposition

( 5.2 ). Nous commengons par établir une proposition et un lemme.

5.4. Proposition. - L'application qui au couple (g,x) assocte le produit gx
N
est un isomorphisme de variétés analytiques de N(D) x N sur une sous-variété

ouverte de G dont le complémentaire est de mesure de Haar nulle.

Preuve. - Notons d'abord que N(D) N h = {e} : en effet soit x € N(D) N N, écri-
vons ‘x = exp X avec X € 5(" Puisgue x normalise D et [O.,J("] Cyf, il
s'ensuit que . ~
(Add x - I)(Q) = (Exp ad X - 1)(®) ¢ D ndf = (0) .
En reprenant alors un raisonnement déja utilisé pour prouver le lemme ( 1.13 J) ,
on montre gue 1l'on a [X, 0-] = (0) . Autrement dit X € ’30 ﬁc’;f = (0) (voir
(1.2)) ; d'ol x=¢e . '

L'algébre de Lie du groupe de Lie N(D) est D B8 . Comme on a

g::b@'m@fx?;

il est clair que 1'application qui au ccuple (g,x) associe le produit g x est.
n
un isomorphisme de variétés analytiques de N(D) x N sur une sous-variétés ouverte

de G .

I1 reste donc & prouver gue le complémentaire dans G de la sous-variété ouverte
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n "
N(D) N est de mesure de Haar nulle. Comme N(D) N est une réunion finie de sous-

"
variétés ouvertes isomorphes a ND[D] N , on est amené & prouver que le complémen-

N
taire dans GO de la sous-variété ouverte NO(D] N est de mesure de Haar nulle.

Soit R' 1'image réciproque du centre de R\Go par 1l'application naturelle de

GD sur \Go . R,\Go est un groupe de Lie connexe, semi-simple, de centre tri-

vial. Nouz avons R' = R Z(S) , ou Z(S) désigne le centre de S ; par suite R’
est contenu dans RT et donc dans ND(D) . Si &' désigne 1l'application naturelle
de GD sur R,\Go , 11 s’ensuit alors gue le complémentaire dans GG de NO(D) N
est 1'image réciprogue par &' du complémentaire dans R,\Go de g'(NO[D] N .
Comme un borélien B de R,\Go est de mesure de Haar nulle si et seulement si le
borélien g'_1[B) de Go est de mesure de Haar nulle, on est ramené & montrer la
propriété dans le cas o0 G est un groupe de Lie connexe semi-simple de centre
trivial.

La proposition ( 5.4 ) résulte alors du lemme de Bruhat ([ﬁS], p. 47).
5.5.- Désignons par E (resp. A) 1l'ensemble des poids de la représentation ad-
jointe de & dans 9 t (resp. dans ¢}Cm] . & (resp. A) s'identifie & 1l'ensemble
des poids de la représentation adjointe de Cg 8 QO dans %Im (resp. dans d@m]

(voir ( 4.1 )) . £ et A s'identifient donc & des sous ensembles de O et nous
avons

E=Avuz, . 0=2ul,u{ol=AUL.
5.6. Lemme. - Pour tout élément \ et vy respectivement de A et ¥, nous

avons, avec les notations de ( 1.0 )
Ay -5, 1c AL

ou M' est un élément de N tel que la restriction d 6? (resp. ¢ &) de la

forme linéaire A'-\ est nulle (resp. égale a vy ) .
Pour tout automorphisme 6 de ff laissant stable & 5 Q nous avons

C _ C

rop ! T EHM e m)

Preuve. - Notons % la forme linéaire sur é? 8 Q dont la restriction a 49
(resp. Q@) est nulle (resp. égale & y ) . Compte tenu gue 1'on a

a
[é?. 3 ] = (0) , la premiére assertion du lemme découle de la formule de Leibnitz

(adX- (A 0=y D™ ([v,w]) =
k

no~ 3

K- K -k
c [ladxA 00D (), (adX-yOOD"  w)]
o .

avec XE@EB(Q,\/ et weﬂjm.
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D'autre part, soient X€ A et v € J(,“; . I1 existe un entier n tel que
(ad X - 20D v =0, vxeSs@ .

Comme on a

60 adX o6 = ad 8(X) (xe'j’] .
nous avons pour tout X € ®Bg @ A
0= 8o (ad X - A00D"(v) = (ad 8(X) - AXIT) 8(V)

(ad 6(x) - A 0 6 "texNTI (V) .

i

\

D'od (ad Y - X o 9'1(\?]1]”6(\/] =0, VY YEQE Q ; ce qui prouve que

6(v) € 'K’[ioe'1 . Le lemme est démontré .
5.7. Preuve de la proposition ( 5.2 ). - Reprenons les notations de la proposition

( 5.2 ) . Les partitions {ANno©_, Ane} et {EnNne6_, N0} respectivement
de AN et E sont stables par addition et conjugaison . Désignons respectivement
par M, - od_ B o‘é et - °D_ 2] oD+ les décon{positions de M et D associées
a ces partitions (voir ( 3.7 ) et ( 4.1 )) .

La partition {o_, O+} de © étant adaptée & la chambre de Weyl W , nous
avons : O_'=0_NZE. et 0 = [O+ﬂE]U22U{D} , d'aprés ( 5.5 ) ;

Nem, Ul{_] cM et [NemM,d]cM , dapres le lemme ( 5.6 ) ; en outre

M est contenu dans D. car 21 est contenu dans ©_=06_N = .

Nous avons alors

g oD Aed, Dk Dhea

et ~
o, =D s Mam.

Désignons par D_ et D, les sous-groupes de Lie connexes de G ayant respec-

tivement s et oD, pour algébre de Lie ; nous avons D_ = (exp e/‘(_] N et
b, = (exp J(Jf] P A . D'aprés la proposition ( 4.3 ) , D est le produit amalgamé des
sous-groupes D_ et D+ . Nous avons alors

G =(6) =D ,(G) =D Nr et G =D NI

- 0o - - 0 + + + +

Comme la partition {0_, O+} de © est stable par automorphismes intérieurs ,
I'' normalise [outr:e N, A, K, 'I\Vl et P) 1les sous-groupes (exp o‘t_] et
(exp ljt+] (lemme ( 5.6 )) ; B# est donc un sous-groupe de G .

Des relations
ND) NN = e (prop. (5.4)), D.ND, =e et DN =PCD, (prop. ( 1.7 1),
il résulte que G_nN G+ =e .G et G* sont des sous-groupes de Lie de G ayant

pour algébre de Lie y_ et _y+ 3 comme ﬁ“ = j/_ EJ-?’+ , il est alors clair que
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1'application qui au couple (g_ , g+) associe le produit g_ g, est un isomgr-

phisme de variétés analytiques de G_ x G, sur la sous-variété ouverte N(D) N

de G dont le complémentaire est de mesure de Haar nulle (proposition ( 5.4 )).
Pour achever la.preuve de la proposition ( 5.2 ) , il nous reste & prouver que

!3+ est un sous-groupe fermé de G .

G ayant un nombre fini de composantes connexes, il suffit de prouver gque
[GDJ+ =D, RII I' est fermé dans GD .
R’\G
connexe semi-simple de centre trivial et nous savens que E'(N A T) est fermé dans

Soit &' 1'application naturelle de GO sur o ; R,\Go est un groupe de Lie
G PR v .
R',\ 0 . On en déduit que R ANT est fermé dans Go (noter que R' C RT) .
Y
Comme il est clair que R A N T est le produit amalgamé des sous-groupes (exp

N v <
A) et D NT , il s'ensuit que D, N T est fermé dans G_.

Remarque. - En passant, on notera que si on posé 90 = ; al 9: , la sous-algebre

(90 +(3)] 8 Q@ est une sous-algébre de Cartan de & . Dans ce qui précéde on pour-
rait alors échanger les rdéles de X s Q et [90 +€>) 8@ sans rien modifier.
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6. THEORIE DE LA MESURE ET FONCTIONS HARMONIQUES

Nous désignons par G wun groupe localement compact & base dénombrable (L.C.D.)

et par e son élément unité.

G-espaces et théorie de la mesure. -

6.1.-Soient E et F deux espaces topologiques (resp. deux espaces de Banach) sur
lesquels G opére ; nous disons qu'une application ¢ de E sur F est un G-
homéomorphisme (resp. une G-isométrie) si c'est un homéomorphisme (resp. une iso-
métrie) commutant avec les opérations de G . Nous appelons G-espace & gauche
(resp. a droite), tout espace topologique E sur lequel G opére a gauche (resp.

& droite) continiment.

Soit E un espace localement compact, nous notons C(E) 1’espace des fonctions
continues bornées réelles sur E muni de la norme de la convergence uniforme,
M1(E] 1'ensemble des mesures de probabilité sur E (i.e. 1l'ensemble des mesures
de Radon positives de masse totale 1). La masse unité en un point x est un élé-
ment de M1[E] noté €, - L'intégrale d'une fonction borélienne f sur E par
rapport & une mesure u de M1(E] sera notée indifféremment f f(x) uldx) ou
<u,f>

Soit E un G-espace & gauche localement compact , u € M1(G) et X € M1(E] .

Nous appelons convolution uxA de u et A , 1'élément de M1[E) défini par :

<pxA,f> = J J flg.xJuldglxldx) (f fonction borélienne positive
G ‘E csur E) .
Lorsque u = Eg (g € G) nous notons g\ la mesure egxk . On note un le pro-

duit de convolution wux...xy (n facteurs) sur G .

. 1
6.2.-50it u € Mq[GJ et A €M (E) ; nous disons que X est yup-invariante si
LY DY

Une mesure m de M1[E) est dite quasi-invariante si les mesures m et gm
sont équivalentes pour tout g de G . Si E est un G-espace homogéne, il existe
des mesures quasi-invariantes sur E et deux quelconques d'entr'elles sont équi-
valentes ([19]) ; nous notons alors L (E) 1’ensemble des fonctions boréliennes
sur E bornées m-presque sdrement, od m est une mesure quasi-invariante quel-

conque sur E .
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Désignons par mG une mesure de Haar & droite sur G . Une mesure u de Mq(G]

est dite étalée (voir [1]) si elle vérifie 1'une des conditions équivalentes sui-

vantes
a) Il existe un entier n tel gque un ne soit pas singuliére par rapport a mG .
b) Il existe un entier p tel que up majore un multiple de m SUr un sous-en-

G
semble ouvert non vide de G .

Nous notons alors Su 1'ensemble des points g de G pour lesquels on peut trou-
ver une mesure de Haar m sur G et un entier p tels que la restriction de m
a8 un voisinage de g soit majorée par up 3 Su est un semi-groupe ouvert non vide
de G ([1]) .

Une mesure u de M1(G] est dite apériodique si le sous-groupe fermé, Gu ,

engendré par le support de p est le groupe G entier.

6.3.-Nous appelons jauge ([12]) (resp. fonction sous additive) sur G , toute fonc-

tion borélienne positive § sur G telle que
Yix,y) € GxG , 8(xy) g 8§(x)+8(y)+C (resp. 8(xy) g 8(x)+8(y)) ,

ol C désigne une constante positive.

Si G est compactement engendré, une jauge & est dite principale s'il existe
un voisinage compact V de e engendrant G tel gue pour tout entier naturel
n, Bn = {x : 8(x) g n} C v . On sait gque sur G il existe de telles jauges (par
exemple si V est un voisinage compact de e engendrant G , 1'application o
définie par p(x) = inf {n € N :oxe v'} , en est une). Si 60 est une jauge

principale, pour toute autre jauge nous avons ([12]),
¥ x €6 §(x) g Cqéo(x] + C,l

ol C1 est une constante positive.
Pour p donnée dans M1[G] et o donné dans R+ , la condition,

IG [Go[x]]au[dx] < + o , est indépendante du choix de 60 ; dans ce cas nous dirons
que p possede -un moment d'ordre a . ,
En fait, en modifiant légérement la démonstration de ([20]) on montre qu’étant

donné un voisinage compact V de e engendrant G , il existe des métriques
(dites principales) invariantes & gauche (ou & droite, si 1'on veut) telle que la
boule de centre e et de rayon n soit contenue pour tout n » 1, dans V" ;5 si
d est alors une telle distance, dire que yu possede un moment d'ordre o c'est
dire que

J [d(e,x)]% uldx) < + = .
G
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Fonctions harmoniques.-

6.4.-Soient E un G-espace & gauche localement compact , f une fonction boré-

lienne sur E et A € Mq[E] . Nous notons fx)A 1la fonction sur G définie par

f x Alg) = <gr,f> = J flg.x) Aldx) (g € G) ,
E

lorsque le second membre est défini pour tout g € G .

Soit u € M1(G) . Nous appelons fonction u-ha}monique bornée (sur G) toute

fonction borélienne bornée f sur G telle que f = fxp , c'est-a-dire telle que

J flgg'luldg’') = flg) (g € G) ,
G

Nous désignons par Eu 1'ensemble des fonctions uw-harmoniques bornées (sur G)
et par Hu le sous ensemble de Eu formé des fonctions uniformément continues &
gauche (u.c.g.). Munis de la topologie de la convergence uniforme , Eu et Hu
sont des espaces de Banach.

Soit E un G-espace a gauche et f wune fonction sur E . Nous définissons
& 1 x € E —> flg.x) (g€G, x€E) .

Ainsi , G opére & droite sur Eu et cette action induit sur Hu une structure de

G-espace a droite.

6.5..50ient H un sous groupe fermé de G , H\G 1'espace des classes modulo H

a gauche (i.e. H\G = {Hg,g € G}) et p 1'application naturelle de G sur H\G .
Soit p € M1[G) . Nous appelons fonction w-harmonique bornée sur H\G toute fonc-
tion borélienne bornée f sur H\G telle que la fonction fop soit p-harmoni-

que bornée sur G

Soit H un espace de fonction sur G . Un élément h de G est appelé une

période & gauche de H si
flhg) = flg) (g €6, f€H

L'ensemble des périodes & gauche de H est évidemment un sous-groupe de G

. H . . P
Soit EU = {fop,f u-harmonique bornée sur H\G}. Un élément x de H\G est
appelé une p-période de H\G s'il est 1l'image par p d'une période & gauche de
ES . Autrement dit x est une wup-période de H\G si pour toute fonction f

, . G
u-harmonique bornée sur H\ nous avons

flx.g) = f(x) (g € G) .
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L'ensemble des u-périodes de H\G est évidemment de la forme H\G , o0 G' est

un sous-groupe de G contenant H .
(Noter que pour H = {e} , la notion de u-période de G que 1l'on obtient est dif-
férente de celle de B]] .

Si H' est un sous-groupe fermé de H , 1'image par 1l'application naturelle s
H,\G H\G d'une yu-période de H,\B est une p-période de H\G .Sif
est p-harmonique sur H,\G et tout élément de H,\H est une up-période de
THe B él est clair que f est la composée par s d'une fonction p-harmonigue

H\ .
aussi que f est p(ul-harmonique sur

de sur

Enfin si H est distingué , f est wu-harmonique sur H\G signifie
' G
H\

Marches aléatoires et fonctions harmonigues.

6.6.-S0it Q' 1'espace dN muni de la plus petite tribu rendant mesurables les
applications coordonnées de Q' dans G (muni de la tribu borélienne). Soient
uE Mq(G] et Q 1la mesure de probabilité sur Q' produit des mesures u sur
chaque facteur. Soit @ = dN , muni de la tribu %T , produit des tribus boré-
liennes sur chaque facteur. Pour tout g € G appelons Pg la mesure de probabi-

1ité sur Q , image de Q par l'application de Q' dans @ définie comme suit

[gq,g2,...] e (g,gg1,gg1g2,...)

ot la n*°™ coordonnée est ggq+.-8, POUr N >0 . On note Xn la n°M€ applica-

tion coordonnée de Q sur G .

La marche aléatoire droite de loi u sur G est le quadruplet

(%, (X)) cp - )y e )

Soit E un G-espace a droite. Nous appelons chaine de loi uw sur E 1la chaine

de Markov {Q.qf.(uo.xn)n en’ [Pg]g c G} (ot ug € E) dont la probabilité de

transition @ est définie par

Qlx,U) = € X u(U) = JG 1U[x.g) uldg) .

On @ une notion analogue pour un G-espace & gauche.

Nous allons & présent rappeler un résultat classique.

6.7.-S0it 8 1l'opérateur de translation sur Q = GN définit par

e({xo,...,xn,...}] = {xq,...,xn,...} . Un événement A de q; est dit invariant si

9-1(A] = A . Les ensembles invariants forment une tribu et une variable aléatoire

Z est mesurable par rapport a cette tribu si et seulement si 708 = 7 . Une telle
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variable aléatoire est dite invariante. Deux ensembles invariants A et B sont

dits équivalents si P, [haB)l-=0,vges.

On seit alors que ([23], ch. 3, prop. (3.2))

Proposition. - La formule h(x) = EX[Z] établit une correspondance biunivogque
entre les classes d'équivalences de variables aléatoires invariantes et bornées
Z , et les fonctions y-harmoniques bornées sur G . On a de plus

lim h[Xn) =7 Pg—p.s. Vg€EG .

N>+

Nous utiliserons aussi le théoréme suivant qui est une légére extension du théo-

réme IV 1 de [1].

6.8. Théoréme. - Sotent G un groupe L.C.D., u une mesure de probabilité étalée

sur G, Su le semi-groupe ouvert associé d u et [n,‘f,[xn)n en ’ [Pg]g € G)

la marche aléatoire droite de loi w sur G . Sott H un sous-groupe fermé de

G . Sotent x et g des éléments de G . Si pour Pg—presque tout w de Q , il

existe une suite {hn[w]}n>1 d'éléments de H telle que la suite
- ’I .

{Xn (w) hn[w] X Xn(w)}n>1

. . < G
alors pour toute fonction f u-harmonique bornée sur H\ nous avons

posséde une valeur d'adhérence appartenant d Su 5;1 ,

foplxg) = foplg)
\G

ol p désigne l'application naturelle de G sur A

Nous ne donnerons pas & cause de sa longueur la démonstration de ce théoréme.

Elle se calque aisément sur celle de Eﬂ, qui correspond au cas H = {e} , g = e.
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7. DECOMPOSITIONS D'UN GROUPE DE LIE
ASSOCIEES A UNE MESURE DE PROBABILITE

G désigne un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes. Nous

reprenons les notations des paragraphes précédents.

7.1. Lemme. - (voir [26]) Soit G wun groupe de Lie ayant un nombre fini de com-
posantes connexes, dont la composanté connexe G de l'unité est semi-simple.
Sotent G = NAK  une décomposition d'Iwasawa de G (voir (1.8)) et u une mesure
de m'6) étalée. Désignons par Q Lla probabilité de transition de la chatne de
lot w sur K(= NA\F] (voir (6.6)). Alors pour tout € > 0 , il existe un entier
n, etun réel & > 0 tels que pour tout borélien W de K vérifiant

m W <8 onait Q (kW <e pour tout entier n » n, et tout élément k de

K, on me désigne une mesure de Haar & gauche sur K .

Preuve. - Nous avons GD = NAK et K =KL , o L est un sous-groupe compact de
G (voir prop. (1.7)). _

Si H est un groupe localement compact, on désigne par mH une mesure de Haar
a gauche sur H . Nous savons [[13]] que 1l'on a, moyennant des normalisations con-

venables,

Posons

.
My = JL €g XM ¥ 81'1 mL(dKJ
mg = mk xm oo

I1 est facile de voir que m&A B mk > Mg et mg T m&A * mK sont respectivement

des mesures de Haar & gauche sur NA , K , K et G .
Comme u est étalée, on sait que pour n suffisamment grand nous avons

woo= fo.mg v v avec ||vnH < o™ (0<p<1)

ou f € L1(m )] et v est une mesure étrangere a m..
n G n G

Soit (?n D]D>1 une suite croissante de fonctions bornées et a support compact
convergeant simplement,¥fr5 fn . D'aprés le théoreéme de convergence dominée, nous
1
L .
avons {n W%:D Tore 0 et par suite
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||fn.mG - "?n,p'”‘s“ v 0.

Soit € > 0 . Choisissons n assez grand pour que pn < 6/3 ; choisissons alors
p de fagon gue ]]Fn.mG -

n,p'mG” < 5/3 . Il vient

1wtkg)_ “fn‘p(g) mg (dg)

"k, W) 2/, + J
G

ol 1'on désigne par x la composante sur K de x €6 ,

- -1
$ 2e/g ¢ JG 1,(E) ?n'p[k g) m;(dg) N

_.’| )
< 29/3 + JNA JK 1W(K1) ?n‘p[K s K1] mNA(dsl mK[qu) .

Or Vn,p est une fonction bornée et & support compact ; désignons par F le sup-

port de ?n’p et posons b = xsng |$;.p(x]|<+w . F étant un compact de G ,

il existe des compacts U et V respectivement de NA et K tels que F C UV ;

il s'ensuit que pour k€ K, kF C U'K , ot U' = U ‘ k U K_1 est un compact de
k €

NA  (car Ad‘% K est compact).
Nous avons alors

Q" (kW) < 2¢/4 + b mi, (U m (W)

et le lemme est prouvé.
Si dans le lemme (7.1) nous supposons que la mesure mg est finie (i.e. K
est compact), nous voyons que @ vérifie la condition de Doeblin ([B]J .

Nous avons alors :

7.2. Corollaire. - Avec les notations du lemme (7.1), st G, est de plus de centre
fint, la probgbilité de transition Q vérifie la condition de Doeblin pour la

mesure de Haar du groupe compact K .

Soient G un groupe L.C.DJ. et yu wune mesure de M1(G] . Désignons par

(Q,‘;,[Xn]n en’ [Pg]g c G] la marche aléatoire droite de loi uy sur G .

Un sous-groupe fermé C de G est dit récurrent si on a

tPg [limnsup{xn € E}] = 1 pour tout g €6 .

On considere alors le temps d'arret SC = inf {n>0 : Xrle C}, la probabilité de

transition PC sur G définie par

Pole,A) = P [x, € A] (g€ G, A borélien de G)
g- 5S¢
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et la mesure uC de M1(C] définie par

WLy = P _[x. e U] (U borélien de C)
e SC

Nous avons (avec les notations de (6.4))

7.3. Lemme. - ([22]) Soient G un groupe L.C.D. et u une mesure de ' (6)

Soit C un sous—groupe récurrent de G . Alors l'application

v N
fr— f:g—> flg) = P flg)

est une C-isométrie de E c sur Eu (qui envoie H c sur Hu quand C est
-1 R

n M o
ouwvert). De plus, pour f € E_ , j (f) est la restrictionde f a C .

u

n
Preuve. - Soit f une fonction w-harmonique bornée sur G . D’apres [23], nous

N
savons que l'on a PCF = f . Pour he€e C, il vient alors

I
f(h)

N Y
Pe(h) = [Eh[F(XSC)]

n N
€ _[Fth x )] - j Frnx) wCax)
e S,
[ C
. " c
Autrement dit la restriction de f & C est une fonction u -harmonique bornée
sur C .
Inversement, soit f € E c (on a donc PC¥(h] = f(h) , pour tout he€ C) et
u n
considérons la fonction sur G, f = PCF . ? est une fonction borélienne bornée.

En outre nous avons
[— N " n
JG flgg uldg’) = uag[ﬂx11] = Eg[f[x1mc[x1)] + Eg[f(x1]1cc(x11]
‘Or
¥ _ . C .
F(X1) 1C[X1] = F(X1]1C[X1) (puisque f . est w -harmonique)

= f(Xe ) 1.(X,) ,
SC c ™

et
N
(Eg[f(x1 )1Cc(x1)]

n

E[E, (Flx. N1 _(x,)]
g X1 SC CC 1

n

lEg[[Eg[F(xSCoe)l‘f,]] 1cc(x11]

ol ';1 est la tribu engendrée par X1 . (propriété de Markov)
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E_[f(Xo 08) 1 _(X,)]
g SC cC 1

E_[fixg )1 (x)] .
g SC cC 1

i

Y N
flgg'luldg') = E_[fix, )] = flg)
G g- Sc

N
Autrement dit f appartient a Eu .
D'autre part soient f €E c et h €C ; nous avons
u

~
h _ h _ _ _h
£g) = lEg[f [XSC]] —iEg[f[h Xg V] lEhg[F(XSCJ] £(g)

C
ce qui montre que j commute avec l'action de C .

Enfin, si C est ouvert dans G , les relations

sl = l3EM-so | = |1"F . feE_,nhec,
‘oo ‘oo . ‘oo uc

montrent que f est uniformément continue & gauche si et seulement si j(f)

1l'est. Ce qui achéve la démonstration du lemme (7.3).

7.4. Corollaire. - Sotent G un groupe L.C.D. et u une mesure de m'(6) . Sotent
C un sous-groupe récurrent de G et E un G-espace localement compact (4 gauche

ou a droite) alors toute mesure v de M1[E) u~-invariante est uc—invariante.

Preuve. - Nous nous bornons a faire la démonstration pour un G-espace & gauche.
Soit v une mesure de M1[E) . Désignons par CK[E] 1'espace des fonctions con-
tinues & support compact sur E . A tout f € CK[E) associons la fonction wv[F]
définie par

¢v(f] t g €6 —> J flg.u) vidu) ;
E

il est facile de voir que wv(F] est bornée et U.C.G. . Nous notons wV(F)IC sa

restriction & C .

Avec ces notations nous avons alors
v est wu-invariante <— i) wv(fl € Hu~, pour tout f de CK(E]
v est uc-invariante <== ii) wv(FJ|C€ H c

u
D'aprés le lemme (7.3), nous avons 1) == ii) ; ce qui établit le corollaire.

pour tout f de EK[E].

7.5. Lemme. - Sotent G wun groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
- connexes et y une mesure de m'(6) étalée. Alors il existe sur la frontiére
maximale B(G) de G une unique mesure de probabilité u-invariante (i.e. telle

que vxu = V)
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Preuve. - Notons d'abord gque puisqgue B(G) est compact, il existe toujours sur
B(G) wune mesure de probabilité u-invariante.

Le sous-groupe fermé, GU , engendré par le support de u contient la composante
connexe GD de 1'unité dans G . BI(G) est aussi une frontiére maximale de Gu
(lemme (2.2)). Nous pouvons donc, quitte & remplacer G par Gu , sSupposer que u
est apériodique.

\G

Ecrivons BI(G) ; il revient alors au méme de montrer que sur

" H(B)

B' = il existe une unigue mesure p-invariante v € Mq(B’] (i.e. telle

6/1it6)
gue uxv = v) . Nous allons prouver gue l'on peut se ramener au cas ol G est un
groupe de Lie semi-simple connexe de centre fini, le lemme résultera alors de la

proposition II.4 de [1] .

GD\G est fini ; comme u est apériodique, Go est un sous-groupe récurrent
de G (i.e. Pg[lim sup{Xn € GO}] =1, pour tout g de G) . D'apres le corol-
n
laire (7.4), si v est une mesure, yu-invariante, de M1(B’] , v est aussi

G G
u ®_invariante. La mesure u ° de Mq[GD] étant étalée, on est ramené & prouver

le lemme pour un groupe de Lie connexe.

Soit alors R' 1le plus grand sous-groupe distingué résoluble de G ; R,\G
est un groupe de Lie semi-simple connexe de centre trivial. B' est une frontiéere
maximale (gauche) de R,\G . Désignons par &' 1'application naturelle de G sur

R,\G 3 si v € Mq(B'] est yp-invariante, elle est aussi g&'(u)-invariante.
étant étalée, la mesure §g'(u) de M1[R,\G] est étalée [[1] lemme IV.9). On est
alors ramené & prouver le lemme dans le cas ol G est un groupe de Lie semi-simple

connexe de centre trivial. Le lemme est donc prouvé.

7.6. Corollaire. - Sotent G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes et u une mesure de M1[G) étalée. Alors la chaine de loi u sur la
frontiére maximale B(G) de G est ergodique (Z.e. posséde une seule classe er-—

godique sans classe cyclique, voir Dﬂ, ch. 5, § 5).

Preuve. - La chaine de loi u sur B(G) est aussi la chaine de loi ¢&'(u) sur
G

B(G) o0 &' désigne 1'application naturelle de G sur R,\ . D'aprés le corol-
laire (7.2) cette chaine vérifie la condition de Doeblin. En raison de 1'unicité
de la mesure p-invariante sur B(G) (lemme 7.5) 11 existe une seule classe er-
godique. Cette classe ne peut pas contenir de sous classe cyclique ; car une telle
sous classe deviendrait une classe ergodique pour la chaine de loi ud , ou d
désigne la période de cette sous classe ; ce qui contredirait le fait que ud
posséde une unique mesure invariante sur B(G) . (Voir [26], corollaire du

lemme 1).
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7.7. Lemme. - Sotent G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes ; W une mesure de m's) apériodique et étalée ; et G, un sous-groupe
(fermé) de G contenant G .

Alovs il existe sur B(G)x . \° une unique mesure de probabilité u-invariante

61

qui est la mesure produit vmm, oi v est L'unique mesure u-invariante de

G \G . La chaine

M1[B[G)] (lemme (7.5)) et m la mesure de Haar normalisée sur
’ 1

de loi y sur BI(G) x G \G est done ergodique.
1

N
Preuve. - Comme pour le lemme (7.5) nous raisonnons sur les G-espaces a gauche.
On est donc amené & montrer qu'il existe sur le G-espace homogene produit
B' x G/G (ot B' = G/H(G]] , une unigue mesure de probabilité wuw-invariante.
1
u étant supposée apériodique, la composante connexe Go de 1'unité dans G est
un sous-groupe récurrent de G . Si va est une mesure p-invariante de
. G

I"Iq[B’xG/G ) , d'aprés le corollaire (7.4), v, est aussi u ®_invariante ; nous

avons donc

GD n Goln
(p ) % v1(wa] = JG J G 1V(g.x] 1w[y) (u ) (dg) v1(dx.dy]

B'x "/
61
GD n
= J G 1W[y] [J 1v(g.x)(u ) (dg)) v1[dx,dy]
B'x / G
G o]
1
= v1(VxW] ,

pour tout borélien V (resp. W) de B' (resp. de G/G ) et tout entier n

1
G
Mais d'aprés le corollaire (7.86) la chaine de loi u ° sur B' est ergodique ;
nous avons alors ([6], ch. 5, § 5) ,
Go n -gn |
sup sup |(u ) % eb[V]-v[V)| <ae

b €8’
\ GO
ol o et B sont des réels > 0 et v est l'unique mesure u -invariante de
m'e.
Il s'ensuit alors que

G n
(p ) x v1[VxM)

> v (V) vq[B’xW] .

Comme-il est facile de voir gue la projection de v, sur G/G est nécessairement
1
la mesure de Haar normalisée sur G/G , 11 s'ensuit que v, Tvam . D'apres le
1
lemme (7.5) et le corollaire (7.4) v est aussi l'unigue mesure p-invariante de

M1[B') . La premiére assertion du lemme (7.7) est donc prouvée.
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Pour prodver que la chaine de loi uw sur BI(G) x G \G est ergodique, il suffit

de reprendre la démonstration du corollaire (7.6). Leqlemme (7.7) est prouvé.

7.8. Proposition. - Soient G un sous—groupe de G contenant GO et p un

1

A-cocycle K-invariant sur le G-espace homogéne d droite BI(G) x G \6  (voir dé-
' 1

finition (2.1)). Soit u une mesure de ' (6) apériodique et désignons par

(Q.?f.[Xn]n emn ’ [Pg]g c G) la marche aléatoire droite de loi uw sur G .

Alors st p n'est pas nul, nous avons l'alternative suivante :

ou bien, pour tout u de B(G] x g \G > p(u,xn] converge vers (-*) , Pg-p.s.
1

Vge G ;
ou bien, pour tout u de BI(G) x g \G - p[u,xn] converge vers [(+*) , ng-p.s.
! Vegeot
ou bien, pour tout u de BI(G) x G \G , limn sup plu,Xn) = +
1
et llmn inf p[u,xn) = -® Pg—p.s. vV g € G.
Preuve. - Désignons par C1 1'application naturelle de G sur G \G 3opar ug

1'élément de B(G) stable par N(D) , (lemme (2.3)) et par vy 1'élément

(uo, C1(8]] de BI(G) x G \G . Pour tout réel & , posons
1

fa(gJ = Fg[limnsup plv X 1 > s] = P [limnsup plv .eXx ) > 6] (g€ G) ;

{6 est une fonction wu-harmonique bornée (voir (6.7)).

Notons [D,D] le sous-groupe de D0 engendré par les commutateurs x y ><—1 y_‘I B
x etyeD. [D,D]F est un sous-groupe de G contenu dans ND[D] .
Pour h € [D,D] I et y€ G nous avons

p(vo,hy] = p(vo,hJ + p(vo.h,y] = p(vo.h] + p(vo,y]

or si h=xy avec xe '[D,D] et y €T 1l vient
p[vo,hJ = p[vo,xJ = ¢(x) =0

ol ¢ désigne 1’homomorphisme de D dans R additif associé a p (lemme (2.4))
d'ou

plyvg,hy) = plv ,y) (he [0,0]T, g €6)

Il s'ensuit alors que pour tout réel §&§ 1la fonction up-harmonique bornée f
vérifie

fslhg) = folg) (he [D.0]T., geb) .

Admettons un instant qu'une telle fonction u-harmonique bornée sur G soit

constante. D’'aprés la proposition (6.7) nous avons alors {6 =0 ou fé = 1 pour
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tout réel 6 , c'est-a-dire que 1'on a
ou bien p[vD,Xn] converge vers (-«) , Fg—p.s. Vg€G

ou bien il existe QDG R tel que llmnsup p[vD,Xn]> 60 B Pg-p.ﬁ. YVg€G.

Dans le second cas, de p(vo,Xn] = p[vo,dxn] - p(vo,d] (d € D) , il résulte que

1'on a pour tout d de D

. B - B B c
llmnsup p[vD.Xn) > 60 p(vo,d] 60 o(d) , Fg p.s. Vg €6

Mais p étant non nul, 1'homomorphisme ¢ de DO dans R additif qui lui est
associé est non nul. D étant connexe, il s'ensuit donc que ¢(D) =R ; et par
suite

11mn sup p[vO,Xn] = + Pg -p.S. ¥V geG.

Enfin 1'égalité
olv ,kX ) = plv_.K,X ) (k € K)
o’ "'n ) n

montre qu'on est dans le méme cas pour tous les éléments u de B(G) x G \G .
1

En recommengant alors le raisonnement avec les fonctions

fy ) = P, [1im inf olv X ) < 6] (§ER, g €0

on obtient la proposition (7.8).

Cette proposition résulte donc des résultats:

7.9. Lemme. - Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes con-
nexes et W une mesure de Mq(G) apériodique et étalée. Alors toute fonction
w-harmonique bornée f sur G telle que flhg) = flg) (h € [D,d] , g€ G)

est la composée par l'application naturelle de G sur \C d'une fonection

D
u~harmonique bornée sur \G .

D
Preuve. - u étant étalée, on sait [D], prop. 1.6) gque f est continue. Il s'en-
suit que 1l'on a
flhg) = f(g) the[D0,0] ge ).

\F

Autrement dit f est la composée par 1'application naturelle de G sur

d'une fonction wu-harmonique bornée F osur \F . ﬁL[ﬂ
[o.0]

Appelons p 1l'application naturelle de G sur D\G et considérons une section

mesurable s de p & valeurs dans K . Tout g € G s'écrit alors
" g = dlg) (soplg))

avec dl(g) = g(sop[g]]_1 € D et sopl(g) € K

Soit m.‘}’,(xnln

em ’ Upg) ) la marche aléatoire droite de loi u sur

g €G
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G . Ecrivons X _ = D_ K avec D_ = d(X_ ) et K = sop(X ) . Posons
n non n n n n

R -1 -1
u,=0,d0  d € [00] .

Nous avons

Xn1Unan=.Kn1dKnCKLEJqudk,I’Pg—p.s. Vge G
Désignons par Su'le semi-groupe ouvert assogié a u . Su 8;1, est un o$vert de
G contenant e . Soit V un voisinage compact de e contenu dans S S . Comme
Ad K est compact, W = f\K k'1 V k est un voisinage ouvert de e udalr‘)s G .
k €

Pour tout d appartenant & D N W nous avons alors

x'U ax ¢ U «'"wkcvecs sT, P -p.s. Vg€ G .
n n n H M

ke K g

D'aprés le théoréme (6.8) les éléments de WM D sont des y-périodes sur
G

D étant connexe, il s’'ensuit gue tous les éléments de D sont des

[p.0]

p-périodes sur

\F . Le lemme (7.9) est prouvé.

[0.0]

7.10. Corollaire. - Avec les notations du lemme (7.9), toute fonction f  u-har-
monique bornée sur G telle que flhg) = flg) (h'e [D.D] I , g €G) est cons-

tante.

Preuve. - D'aprés le lemme (7.9), f .est la composée, par l'application naturelle
A
de G sur ND(D)\G , d'une fontion f yu-harmonique bornée sur ND(D]\G . Or

NO(D]\G est G-homéomorphe au G-espace produit BI(G) x G \G . D'apreés le lemme
0
(7.7) , 11 s'ensuit que la chaine de loi u sur ND(D]\[3 est ergodique et est

~
donc, en particulier, une chaine récurrente au sens de Harris.On sait alors que f

et par suite f sont constantes (voir [23]].

Remarque. - Dans la démonstration du lemme (7.8), la condition "apériodique” a été
nécessaire pour savoir que la chaine de loi u sur BI(G) X‘G \G est ergodique.
Mais on sait (corollaire (7.6)) que la chaine de loi u sur °© B(G) est ergodique
sans cette condition. Il s'ensuit alors que si p est étalée, toute fonction

p-harmoniqgue bornée sur G telle que
flhg) = fl(g) the[p.0] 1’ , g €b) .
est constante.

Il est alors facile de voir que pour un A-cocycle p sur B(G) , la proposition

(7.8) reste valable sans la condition d'apériodicité.
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7.11. Définition. - Soient G un groupe L.C.D. tel que G’\G soit compact et u

0
une mesure de M1(G). Soient E un G-espace compact & droite et p un A-cocycle
sur E (définition (2.1)). Nous disons que p est u-négatif strict si pour tout
u de E, p(u,XnJ converge vers (-=) , Fx-p.s. Y x € G . Dans le cas con-

traire p est dit yu-positif.

'7.12. Proposition. - Soit (G,E,p) comme dans la définition (7.11) . Supposons que
u posséde un moment d'ordre 1 et que la chaine de loi u sur E soit ergodique
(Z.e. qu'elle vérifie la condition de Doeb;in et posséde une seule classe ergodique
sans classe cyclique, voir [6‘]) 3 désignons par v l'unique mesure de probabilité
w-tnvariante sur E et posons 3, " IG IE olu,g) vidu) uldg) .

Alors nous avons :

ap<o (resp. >0) <= l%m p(u,Xn] = -o (resp. +w) , lPx—p.s. vV x €G
ap =0 <= llmnlnf p[u,xn] = -o et 11mnsup p(u,Xn] = 4o, TPX—p.s.
V x €6 .
Preuve. - La chaine de.loi y sur E étant ergodique, nous savons [[8]] que

%p[u,an converge, IF’X—p.s. V¥V x € G, vers ap . Le seule cas non trivial est

alors celui ot a, = o .

Ecrivons Xn = XD Y,| Yn , ol les Yi sont des variables aléatoires indépen-

dantes et de loi yu . Pour tout u€ E , le couple (u.)(n , p[u.Xn , YnJ] est

-1
une chaine de Markov homogéne dont la probabilité de transition P—f est définie par

n

Pflu,al) = J flu.g , plu,g)) uldg) (ue E, o € R , f borélienne bornée

G sur E xR) .
n n

Nous avons alors Pf(u,a) = Pf(u,0) et la chaine considérée est donc semi-marko-
vienne (voir [16:[]. Ayant remarqué gque

n
(X s pluX ) = (uaX, plu,X )+ DZ1 p(U.XD

la proposition (7.12) résulte alors du corollaire de la proposition 12 de [16:] .

Y

7.13. Proposition. - Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes dont la composante connexe de l'unité dans G est semi-simple et de
centre fini. Alors toute famille discriminante d'A-cocycles associée @ G (voir
§ 2) est une famille d'A-cocycles u-négatifs stricts pour toute mesure yu de
m'(6) étalée. :

Preuve. - Nous reprenons les notations des paragraphes précédents. Considérons la

décomposition d’'Iwasawa G = NAK (resp. GD = NAK , —y = 3 = Jf@ QRe¥X) de ©
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(resp. de GO ,) . T est la famille des poids de la représentation adjointé de
Jl'&a @ dans c)r . Tout élément de = est nul sur J‘f et sa restriction &  est

un poids de la représentation adjointe de & dans N (i.e. un élément de I

1
(1.2)). Nous identifions & et 21 .
Posons
[21)_ = {)e 21 N est p-négatif strict}
et
[Z1J+ = ez p, est u-positif} .
{[21]_ , [21]+} est une partition stable par addition et conjuguaison de Iy
soit Af= d[ 8 JE la décomposition de Jf associée & cette partition de 21 (voir

(3.7)). Muni du produit x défini par la formule (3.3), JP est le produit amal-
gamé des sous algébres JF_ et Jr+ . Comme N est nilpotent simplement connexe,

il s'ensuit que N est le produit amalgamé des sous-groupes fermés N_ = (exp

)f_] et N, = (exp Jr;] .

Nous avons alors le lemme

Lemme. - Pour toute mesure u étalée et apériodique, les fonctions u—harmoniques

bornées sur N P,\G sont constantes. (T' désigne le sous-groupe de G formé des

éléments qui normalisent d la fois N , A et K , voir prop. (1.7)).

Preuve du lemme. - Par une méthode identique & celle que nous utiliserons pour dé-

montrer la proposition (10.1), on montre que les fonctions up-harmonigues bornées

sur \G sont les composées par l'application naturelle de N \G sur N\G des
Nt . . G -

fonctions yu-harmoniques bornées sur T

N
Le lemme est alors une conséquence de la remarque qui suit le corollaire (7.10).

n
Ceci dit, considérons la décomposition de Bruhat G = NA NT' mod. m de G

G -
(voir proposition (5.3)) et désignons par R 1l'application naturelle de G sur la
frontiére maximale (droite) F = G/ANF'
1’image de N par B est un ouvert de F dont le complémentaire est de mesure

de G . D'aprés la proposition (5.3)

nulle pour une guelcongque mesure quasi-invariante sur F .
Désignons par v 1'unigue mesure y-invariante de Mq(F] . p étant étalée, on
sait ([1]] que v est la restriction & un ouvert de F d’'une mesure quasi-inva-

riante ; B(N) est donc de v-mesure égale a 1 .

L'applicatiion N_xN, > N est un isomorphisme de variétés analytiques.
(n,n )= nn
- + -+

Désignons par CK[N+] 1'espace des fonctions continues & support compact sur N,
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et par mr, la mesure de Haar normalisée sur T' (noter gue puisque G0 est

supposé étre de centre fini, T' est un sous-groupe compact de G) . Considérons

la fonction borélienne bornée sur F définie par

[

F[B[n_n+]] f ¢(Yn+y_1] mF'(dY] ol ¢€ CK(N+]
r

f(u)

n

D si ue F, ugpN) .

Pour tout ue€ g(N) et tout he NT' , nous avons f(h.u) = flu) : en effet
écrivons u =8(n_n) et h=n'Yy avec n_,n'eN_,n €N e Y eET';
il vient

flh.u)

[0

foB(n’y'n_n,) = foB(n’(y'n_y' ly'n,y ')

=J oy, y Y i m, tan) =J olyn,y ) m, (dv)
Fl 1" I"l F

= flu)

La fonction f&xv qui & ge G associe IF flg.u) v(du) est elors une fonction
w-harmonique bornée telle que fxvlhg) = fxu(g) , he NT' et ge GD . D'apres
ce qui précede, fxv est donc constante. Or on sait que 1'on peut trouver une
suite a d'éléments de A telle que la suite a;1 x a, converge vers e pour
tout élément x de N . (Il suffit de choisir un élément H dans la chambre de
Weyl W (voir § 1) et de poser-: a,.= exp(nH)) . D'aprés le théoréme de convergence
dominée, il résulte alors que fxvl(g 5;1] converge vers foR(g) , pour tout g
appartenant & GO . fxy étant constante, on en déduit gque fop est constante
pour toute fonction ¢ de CK(N+] . On a alors nécessairement N _ = {e} , c'est-
a-dire 21 = [21]_ . La proposition est démontrée.

7.14. Corollaire. - Avec les notations de la proposition (7.13), supposons que

posséde en outre un moment d'ordre 1, alors nous avons
a, = J[ Ox(u.g)v[du]u(dg] <0, (e :=®),

ol v désigne l'unique mesure p-invariante de m'(B(G))  (Lemme (7.8)).

Preuve. - Compte-tenu du corollaire (7.8) et de la proposition (7.12), le corol-

laire résulte immédiatement de la proposition (7.13).

7.15. Corollaire. - Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes. Alors les éléments du sous ensemble {oA , A E 21} (voir (5.5)) de la

famille discriminante d'A-cocycles {DA , A€ E} associée a G (voir § 2) sont

u-négatifs stricts, pour toute mesure u de Mq[G] étalée.
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Preuve. - Nous savons que B(G) est une frontiére maximale du groupe de Lie R’\G
dont la composante connexe est semi-simple et de centre trivial. D'autre part,

21 est 1'ensemble des éléments de E qui sont nuls sur GL C] JP et dont la res-
triction & ({ donne un poids de la représentation adjointe de (1 dans 5
est alors clair que '{DA , A E 21} n'est autre que l'ensemble des composés par
(I,g&') d'une famille discriminante d’ A-cocycles sur B(G) associée & R,\G .

Le corollaire (7.15) résulte alors de la proposition (7.13).

7.16. Remarques. - Soit G wun groupe de Lie ayant un nombre Fini‘de composantes
connexes dont la composante conneéexe de 1'unité dans G est semi-simple (non né-
cessairement de centre fini). D'apreés la remarque (2.10) et le corollaire (7.15),
il résulte que 1'espace vectoriel des A-cocycles K-invariants sur la frontiére
maximale B(G) de G posséde une base formée d'éléments u-négatifs stricts,
pour tout mesure u de M1(G] étalée et apériodique.

Dans Eﬂﬂ Furstenberg avait conjecturé 1'existence, pour un groupe de Lie G
connexe semi-simple de centre fini, d'une base de 1'espace vectoriel des A-co-
cycles K-invariants sur la frontiére maximale B(G) de G formée d'éléments
u-négatifs stricts pour toute mesure u de Mq[G) de "classe B_" (i.e. ayant
une densité bornée et & support compact par rapport & la mesure de Haar sur G) .
On a donc résolu et étendu cette conjecture.

D'autre part, la proposition (7.13) et le corollaire (7.14) étendent le corol-
laire du théoréme 1 de [2@ gui suppose gue u possede un moment d'ordre 2 et

est absolument continue par rapport & la mesure de Haar.

7.17. Décomposition de G associée & une mesure u étalée et apériodigue de

M1(G]. - Soient G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes
{pA, A € E} une famille discriminante d' A-cocycles associée & G ; et u une

mesure de M1[G] étalée et apériodique. Posons

M he = Py ©est u-négatif strict}
et
EE = {A€ = : CIY est u-positif} .
Des relations Prerr =Py T Py (A, \' € B, Xx+X’ € E) , oy = Py (€ z) , il

résulte, via la proposition (7.8), que {EE , EE] est une partition de Z stable

par addition et conjuguaison. Nous notons alors
m=mm . D=0

les décompositions de M , D et G associée & cette partition (voir § 4).
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D'autre part si o est un élément de E de la forme A-y avec X €

m

et
Y € 21 nous avons p = p)‘-pY ; d’aprés ce qui précéde et le corollaire (7.15),

on en déduit que {Ee , EE V] 22 U {0} } est une partition de O = EL!ZZ u {0}

adaptée a la chambre de Weyl W (déf. (5.1)). D'apreés la définition méme des

NG re€e £, il est clair que la partition {EE EE} est stable par automorphismes
intérieurs (i.e. Yy o Adg € £_ (resp. E+] pour tous y € £_  (resp. E+) et

g € N(D) , normalisateur de D dans G) ; comme tout automorphisme de ﬁ? lais-
sant stable & permute les &léments de 21 [dém?nstration analogue a celle du

lemme (2.8)) et par suite ceux de 22 = —21 , on en déduit que cette partition de

O est stable par automorphismes intérieurs. Nous notons alors

u

6=6"6" avec G'-0"=m'nN et cl-DinNTr-PAINT

la décomposition, modulo mg de G associée & cette partition (voir § 5).
7.18. Remarque. - Pour une mesure u de N1[G] donnée, les décompositions de G

associées & u dépendent du choix de la décomposition

2{=[o‘(.+(57)@z)fad-@ X .

Soit y = [J‘+91] S} Xﬂ 8 0—1 c] K1 un autre choix de cette décomposition.
On sait (remargue (1.11)) que ce nouveau choix se déduit du précédent par un auto-
morphisme intérieur, Ad x , avec XxE€& GD . La famille £ est remplacée par

51 = {} o Ad ><_‘I , A€ E} et la famille d' A-cocycles {DA A€ E} par la famille
{OA o [Jd,Id) , € E} o0 x s'écrit d k avec de D et k€ K. (Voir lemme

(2.12)). Nous avons
Py © [Jd,Id][u,g) = px[u,gJ + px(u.g , d) - px[u,d] ,

pour tous éléments u de B(G) et g de G .
I1 s'ensuit que 1’on a 1l'éguivalence entre

i) {¥Y ue B(G) ; oylunx ) —> (==) JPg—p.s. v g€ G}

1) Y ue BB 5 [oy0 (3,10] (ux ) —> (=), P p.s. Vg€ Gl .

D'apres la remarque (4.5) les décompositions de G obtenues avec ce nouveau
choix se déduisent des précédentes par conjuguaison par x € Go . La décomposition

de G associée & wuw est donc unique & conjuguaison par un élément de GD pres.
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8. EXISTENCE ET DESCRIPTION D'UNE u-FRONTIERE HOMOGENE MAXIMALE

Nous désignons bar G un groupe localement compact & base dénombrable.

8.1. - Soit E wun G-espace & gauche. On note ([i}] CU(E] 1'ensemble des fonc-
tions f ©boréliennes bornées sur E telles que 1l'application

g €Gr—> sup ’F[g.x)-f[x)l soit continue en e (et donc U.C.G.). Muni de la
x € E
norme de ‘a convergence uniforme , CU(EJ est un espace de Banach. Si E est un

G-espace localement compact homogéne , CU(E] est contenu dans C(E) , espace des

fonctions continues sur E .

8.2. - Nous appelons wup-espace de G tout couple (E,v) composé d'un G-espace &
gauche localement compact E et d'une mesure v , wu-invariante (i.e. telle que
uxv = v) , portée par E . Deux u-espaces de G , (E,v) et (E',v') sont dits
G-isomorphes s’il existe un G—hbméomorphisme ¢ de E sur E' envoyant v sur
v' . Un uy-espace de G , (E,v) , est appelé une u-frontiére de G ([9]] si la
suite de mesure de probabilité sur E , Xnv , converge, Pg—p.s. VYV ge G, vers
une mesure ponctuelle, ol [Q,Q{.[Xn]n emn (Pg)g c G] désigne la marche aléatoire
droite sur G de loi u ; si E est homogéne (resp. compact), nous disons que la

u-frontiere est homogéne (resp. compacte).

8.3. - On sait ([8]) gue tout couple (G,u) posséde, & G-isomorphisme prés, un

unigue up-espace compact , [Hu,v] telle que 1l'application f ~—— fxv (voir

(6.4)) soit une G-isométrie de C(Hu] sur Hu ; en outre [D]] si u est
étalée, cette application est une G-isométrie de Lm(Hu,e] sur Eu , o0 € est
une mesure guasi-invariante sur Hu . Hu et v sont appelés respectivement es-

pace et noyau de Poisson de uy sur G . Si Hu est métrisable, alors [Hu,v) est
une u-frontiére compacte de G . Dans le cas o0 G est soit un groupe de Lie con-
nexe semi-simple de centre fini [[B]J, soit un groupe de Lie connexe de type rigide
( D]], soit un groupe "localement produit direct de tels groupes” [[4]] , (Hu,v]

est une . y-frontiére compacte et homogéne pour toute mesure up étalée sur G .

Doréravant , G désigne un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes

connexes. On désigne par GD la composante connexe de 1'unité dans G et par R
le radical de GO . On note & 1'application naturelle de G sur R\G et mG

une mesure de Haar sur G .

8.4. Théoréme. - Soit G wun groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
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connexes. Pour toute mesure u de n'(G) étalée et ayant un moment d'ordre 1, 71
existe un espace homogéne AU[G) de G (unique & un G-homéomorphisme prés) et
une mesure Vv € Mq[Au] , u-tnvariante, tels que

z) (Au,v) est une u—-frontiére homogéne de G .

i7) L'application f ——> fxv est une G-isométrie de Lw[Au) sur l'espace de
Banach, Eu , des fonections u-harmoniques bornées, envoyant CU[AUJ sur le sous-—

espace , Hu , de Eh formé des éléments uniformément continus 4 gauche.

8.5. Description de Au. -

1) Supposons gque p soit de plus apériodique et considérons la décomposition

G = GE GE , modulo m_ , associée & u (voir (7.17)) . AU(G] est alors un re-

G

vétement & fibre dénombrable du G-espace homogéne G/Gu . Plus précisément, soit
+

M = ME ME une décomposition de M associée & u (voir (7.17)) ; en reprenant

les notations antérieures, nous avons Gf = ME PANT' ; alors

r@ =8 )
H m" PANT!
+ M
ol PL est un sous-groupe distingué de T' contenant Fé .
\G, _ £(6) . , .
AE[u](R ) /E(ANTL] 3 autrement dit Au[G] est homéomorphe

en tant qu'espace topologique & MH

Nous avons

\G
X AE(U](R ) .

2) Si u n'’est pas apériodique, soit Gu le sous-groupe fermé de G engendré par
le support de u . Désignons.par s une section de 1l'application naturelle de G
sur [3/[3 (noter que G/G est fini). Posons (voir [H] prop. IV.1)

H H

olg,x) = [s[g.x]:]—1 gs(x) (g e G, x€ [3/G )
puis u
g.(x,y) = (g.x,0(g,x).y] (g€ G, (x,y) € G/G X Au(GuJ]
u

Ainsi G/G X AU(BU) est muni d'une structure de G-espace. Nous avons alors
u

Les paragraphes 9 et 10 sont consacrés & la démonstration du théoréme (8.4). Ce

théoréme sera ensuite étendu au cas des groupes L.C.D. (voir § 13).

8.6. Définition. - Nous disons gu'une p-frontiére homogéne, (A,v) , de G est
maximale, si pour toute autre p-frontiére homogéne (E,\) de G , il existe une
application surjective continue de A sur E , commutant avec les opération de G

et envoyant v sur A
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8.7. Proposition. - Sozent (G,u) vérifiant les hypothéses du théoréme (8.4) et
[Au,v] la wu—frontiére homogéne de G associée 4 (G,u) par ce théoréme. Alors

[Au,\)] est une u-frontiére homogéne maximale de G .
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9. CONVERGENCE DE CERTAINES COMPOSANTES DE Xn

Dans ce qui sLlit~ G désigne un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes ; et 'y une mesure de I"I,][G] étalée , apériodique , possedant un moment

d’ordre 1

9.0. Bref rappel des notations antérieures : On désigne par y, - R 8 :S une
décomposition de Lévi de 1'algebre de Lie y de G ; par TS = :)f 8 Q& 8 X une
décomposition d'Iwasawa de la sous-algébre de Lévi 5 de -R} ;3 on obtient la dé-
composition 15’ =Dg X , o0 D = R 8 f)f 8 @ est une sous-algeébre résoluble
et K une sous-algébre compacte de

Soit M, le nilradical de GA et C)’ une sous-algeébre de Cartan du centralisateur
C» deidans"g..Nousavons ®L=f/“(+? et 'D=%'*(CP@&].OC|
& = M8 & est le nilradical de D

Soit £ (resp. NA) 1'ensemble des poids de la représentation adjointe de oD
dans 9 t (resp. J(.m ) . A la mesure u correspond la partition {EE , Et‘}
de

8]

définie par

= .
|

[83]

[

€

83}
[

a, IJDA(U , g) vldu) uldg) < o}

{» €5 : a, = ”pﬁu , gl vldu) uldg) > o} ,

1]

+ =

ol v désigne l'unique mesure u-invariante sur B(G) (voir (7.17.)) . Cette
partition est stable par addition et conjuguaison . De plus si 21 (resp. © )
désigne 1l'ensemble des poids de la représentation adjointe de WD dans (9 /M ]&
(resp. dans ,% ) , {8_, 8,V (-21] U {0} } est une partitioﬁ de 0O adaptée
& la chambre de Weyl W (gui a servi a géfinir la décomposition d'Iwasawa

S - Nesoaw® Y d S (vir (1.2.)) et stable par automorphismes inté-
rieurs . (voir (7.17.))

{Anz_, a0 E+} est alors une partition stable par addition et conjuguaison
de L, soit M = ./'(,B @ J'(.f la décomposition de M, associée & cette parti-
tion (voir (3.7.)) . Les décompositions de 6 et o0 associées 3 la partition

4, E}:} sont alors (voir §4 et 5)

A I

@=€0‘_1@ED‘+‘ avec H)“=%E etgbf=(%f +Pre @

=
I

JLE@X et %“= :/u,E

+

Nous savons que , muni du produit x défini par la formule (3.3.) , % (resp.
M) est un groupe nilpotent qui est le produit amalgamé des sous-algeébres
éf et 6‘: (resp.‘}{,l_‘ et JLE] ; en outre les projections p_ et p, (resp.
p! et p!)

associées & ce produit amalgamé sont polynomiales (voir (3.7.))
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Désignons par M, P, N , A, K, D, DH et DB les sous-groupes de Lie conne-
xes de G ayant respectivement pour algébre de Lie M, ® , N , O, X,
D, DY et @ f . Notons T 1le centralisateur de A dans K et T’
1'intersection des normalisateurs dans G de N, A, K et P .

Kr' est alors un sous-groupe fermé de G ayant un nombre fini de composantes
connexes ; on choisit un de ses sous-groupes compacts maximaux qui sont conjugués
deux & deux , soit L . En posant K = KL , on obtient la décomposition G=DK ,
ol D est un sous-groupe fermé résoluble connexe , l'image de K par la représen-
tation adjointe de G est compacte et D N K est contenu dans P .

D'autre part , posons ME = exp J(E et - ME = exp JLE . ME et DE = MEN sont
des sous-groupes fermés simplement connexes de G . M (resp. D) est le produit
amalgamé des sous-groupes ME et ME (resp. DE et Df = MfPA) .

Enfin , en posant GE = DE et EH = DE K = DE Kr' , 1'application
n: BE X Eﬁ

(d , g +—> dg

> G est un isomorphisme de variétés analytiques ; nous notons

’L et ,.+ les projections de G sur GE et EE telles que g = /t(g] fﬁ (g)
pour tout g de G .

Nous allons a présent construire une décomposition de G un peu plus fine que

L]

celle G = D_D,K obtenue ci-dessus . Nous omettons 1l'indice "u” .

9.1.- & ., estun idéal nilpotent de QD+ et g, est 1'ensemble des poids de la

représentation adjointe de ;D+ dans -é‘*. Posons ED = {A€ E ; a =0} et

A
*
Ef ={x€E;a >0}, {5, EO} est alors une partition de E_ stable par

A
addition et conjuguaison ; notons respectivement

f=%af*, ®2 -V gd* et D =0 D*
+ o + + o + + o+

les décompositions de &+ , D et D+ associées a cette partition de E, -

Comme on a

A
o « B x

A'€ E_ (resp. E|) - A+ A€ E_ (resp. E ),

) A+ A'E E
*
il s'ensuit que fo (resp. 30 , DOJ normalise f_ et 9+ (resp. Q_ et
* (]
D, . D_ et D).

*

est alors somme directe des trois sous-algébres 9_ f %0 et &+ .

Muni du produit x défini par la formule (3.3.) , f est le produit amalgamé des

*
sous-groupes f_ s 90 et %\\ ; en outre les projections p_ , Py et o,

associées & ce produit amalgamé sont polynomiales .
D est le produit amalgamé des sous-groupes D_ , DD et D: ; D_ et Dt sont
¥ *
simplement connexes et D0 normalise D_ et D+ (on notera que D et D+

jouent des réles symétriques) . Nous avons D_ = exp ﬁ_ f Do = (exp ?0) PA et
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Df = exp 9? .

Tout élément g de G s'écrit alors sous la forme g = d_d0d+K avec d_€ D_,
do EDD B cl+ EDT et k €K . Comme D NK est contenu dans P , les composantes
d_ et d+ sont uniguement définies par g . Si d est un élément D , nous note-

*
rins respectivement ’*_ (d) . 4~ (d) eet f\ (d) les éléments de D_, D et
D, telsque d= 4 (d) 4 (@ g, (@ .
8.2. Théoréme. - Sotent G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes et u une mesure de m'G) étalée apériodique et possédant un moment
d'ordre 1 . Alors avec les notations de (9.1.) nous avons

1) Pour tout g de G , la composante /s_(Xng) de Xng sur D_(=G_) conver-
ge , P, - p.s. ¥x €EG , vers wie v.a. indépendante de g .

%) Pour tout g de G , la composante /v+ (eX) de gX sur Dt converge ,
P, = P.s. Yx €EG , vers wie v.q. indépendante de G .

La démonstration de ii) étant analogue & celle de 1i)., nous ne donnerons que
la preuve détaillée de 1) . Nous dirons ensuite guelques mots sur la preuve de
ii) .

Nous commengons par introduire les é€léments nécessaires a cette démonstration .

On peut oublier (9.1.) et n'avoir en téte que les notations de (9.0.) .

9.3.- Fonctions polynomiales sur 4 invariantes & droite par f,r : Le groupe

G_ = D_ = exp é_ est nilpotent simplement connexe ; G_ est donc isomorphe au
groupe ( g_ , X) . ﬁ_ apparait comme un D-espace homogéne & gauche D-homéo-
morphe a /D ; 1'action de D sur f_ étant définie par

+

d.u=exp;1o/v_ (d exp u) (deD,ue%_] .

Etendons cette définition &@ G en posant
-1
g.u = exp; o ;‘_ (g exp u) (geG,uef_) .
Comme en général , E_n'est pas un sous-groupe de G , G n'opére pas ainsi sur
;_ ; c'est-a-dire que 1l'on a pas (g1g2).u = g1.[g2.u) > 8,08, € G, uge g_ . Ce-
pendant nous avons
) (%) (dg).u = d.(g.u) (deD,geG,ueé_] .
I1 suffit en effet de remarquer que puisque D+E+ C E+ , on a

/-_(dg) - /»_(d/t_(g)) (de D, ge G).

Considérons 1'ensemble :] des fonctions polynomiales , & valeurs complexes ,
sur & qui sont invariantes & droite par 4 . (i.e. Te f] si To RC =T,
Yc € '7* (voir §3)) . Soit Te ] et ue 9 ; écrivons u = (.\_(U]X‘p*_(u) .

Nous avons
T(u) = Tl_ (u) x p (W)} = Tlp_(ul) .
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car T est invariant par é+ ; 11 s'ensuit que 1l'on a T

ol T

lynomiale sur 6_
Pour T € J .

T.g:ue%

désigne la restriction a 4_

de T . Par suite

T

_ 9% po_ >

ol

est 1'ensemble des

fonctions polynomiales sur ‘6 de la forme T' o p_ o0 T' est une fonction po-
et g€ G définissons
> Tl(g.p_(u))
(%) il résulte que si g = dk avec de O et ke K nous avons

De la relation

T.g =

D'autre part comme D =

(T.d).k .

(exp 6) PA , écrivons d = (exp v) x avec v € f et

X € PA ; nous avons pour tout u de 0]

d exp u

6 étant un

= exp vix(exp ulx _1] X
= exp viexp Ad x.(u)) x

idéal de D , Adx (u) € %; d'aprés la formule de

Campell-Hausdorff nous avons

dexp u=-exp (vxAdx (u)) x
=exp (p_(vxAdx (u)) x p, (vxAdxul)) x
= (exp p_(v x Ad X (u))) (exp p;[v x Ad X (ul)) x
Par suite '
fu_(d exp u) = exp (p_(v x Ad x (u)))
et
dep_(u) = expy' o fotd exp (oo (U] = p (v x AdX (p_(u)])
Or
Ad x (u) = Adx (p_(u) x o, (u))
= Ad x (p_(u)) x Ad x (p,(u))
car Ad x est un automorphisme d'algebre de Lie de
Comme et .% , sont stables par @ ® @ , il s'ensuit que

Ad x (p_[u)]€9_ et AdX(p, (u)) e %+ .

Autrement dit nous avons
p_(Ad x (u))
o, (Ad x (u))

Finalement nous obtenons

= Ad X
= Ad X

(u)
(u)

o p_
o p,

D'od 1'on déduit

(%%)

On voit donc que

7 est un

On notera

d.p_(u) = p_(v x Ad X (p_(ul))
=p_(vx p_(Adx (u)))
=p (v x Adx (u))
T.d=TolL oAdxop_=Tol oAdx (Te D) (voir §3)

T.d est un élément de 5 ; D opéere donc a droite sur 3 3

D-espace a droite

gu'en général T.k n'est pas un polyndme pour k € K . C'est seulement
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une fonction analytique f sur 5 définie par
forur— T[exp;1 o 4_ (kexpu))
et vérifiant flu_x u) = flu ) (u_€ %_ s u, € %\J .

La raison en est que 6 est un idéal de oD mais n'est pas en général un idéal
de Jé? . Dans le cas ol & est un idéal de y , c'est-a-dire quand _% est moyen-
nable , on voit facilement que le groupe G opére sur J B j est alors un
G-espace a droite .

Pour tout entier naturel r , appelons ﬂr~ le sous-espace vectoriel de [ for-
mé des é€léments de degré inférieur ou égal &8 r . D'aPrés la relation (xx) et le
lemme (3.5.) , les sous-espaces vectoriels ﬂr , TE€N , de j sont invariants
par les opérations de D .

Choisissons une base adaptée (voir §3) (ei]1 i m de &fﬁ qui triangulari-
se simultanément les éléments de ad($B 8 @ ][ T et Ad PAI . Pour » € E ,

désignons par ¢X le poids de la représentation adjointe de D dans g t , dont X
est la différentielle en e (voir (2.9.)) . Si X € PA dans la base choisie de

6? , Ad X est une matrice triangulaire inférieure dont les éléments diagonaux sont
{6, x) , 2 € ) .

Considérons 1l'ensemble NT . Si 2 = (2, , ..., ln] e N™ nous posons

1
gl =(£1 toLar 4+ li + 2[1i g et li Jo+ ol p[lli g et %m]
1 " 2 p-1
(voir §3) et nous ordonnons W par la relation d'ordre total définie par
el < e
2 < <= (L, &€ Nm]
el = Wg* I avec le premier i tel que &, # &',
PR ' i i
vérifie 2i < 2'4
Soit (Xi)1 <i<m le systéme de fonctions coordonnées associé & la base
(e,) X . Pour 9= (4,,, +.. > &) E€N", nous notons x* 1a fonction
i"M<1x< 1 m
21 2m 3 x
monome X1 e Xm ; nous avons dg X =gl . Pour r€ N ; nous choisissons

pour base de J  la base ordonnée {1, * o oo, g oen™ o} L Mgl <r} .
Nous notons J t le sous-espace de Ur engendré par {Xl op_ , L€ Nm-{D} ,
Tl < 1}
Soit T1 e ) ; nous avens pour d = (exp vl X € D avec v € % et X€ PA,
T1.d = T1 0 LV o Ad X
= [T1+T2] o Ad X , ol T2 € 3 avec dg T2 < dg T1 (lemme
(3.5.)) . Par suite
T1.d = T1 o Ad X + T2 o Ad X
avec
dg T, o Ad X =dg T (lemme (3.5.))

2 2
< dg T1
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Ecrivons T1 = T'1 o p_ ol T'1 est la restriction de T, & %_ ; Ncus avons

T, o Ad x = T’1 o p_oAdXx

T'1 o Ad X o p_ (car nous avons vu que p_ o Adx=AdXog )

I1 est alors clair que dans la base ordonnée choisie de ﬁr , 1'action d'un élé-
ment d de D est représenté par une matrice M(d) triangulaire supérieure ayant

1 puis des produits de la forme ¢A (d) ... ¢A (d) , ol "X , AS € E_ (les

poids Ai ne sont pas nécessairemen% distincts? , pour élé;énts diagonaux . Plus
précisément , notons ¢A. le poids qui est associé au vecteur propre e, de la
représentation adjointe ée PA dans 9 T ; les ¢Ai ne sont pas tous distincts et
la famille {¢A. 1<1ix< m} n'est autre que l'ensemble des restrictions & PA des
" poids {¢X‘ AGE%_ } . Alors pour & = (21 s e lm] enN™ 1a fonction polynomialé
X" op_ de j est pour 1'action de D , un vecteur presque propre associé au
poids ¢A1 e ¢A
1 m

Nous allons & présent établir un lemme qui nous servira pour montrer le théoréme..

9.4. Lemme. - Sotent (A.) une suite de matrices carrées triangulaires supé-

i“i >0 X
rieures d'ordre q et Hg: Ak ++. Ag . S les éléments diagonaux [éil1 <j<q
des A, sont tels que 1lim K/|GJ ... 89| = a, avee 0 < a, , pour tout
i Kk K 10 J J 1
jef{1, ... ,q} ,etsi IEE IAKH K<y , alors . 1lim HHKH K existe et vaut
- K
a = sup a,
1<3<a 7

Preuve. - Nous allons raisonner par récurrence sur la dimension g des matrices
A,

i

Si g=1 , le lemme est trivial ; supposons qu'il soit vrai pour des matrices
d'ordre strictement inférieur & &% et considérons des matrices (Ai]i >0 d'ordre

% . Posons

Nous avons

k
k
= ' ol
avec WK SED dk dS+1 s Bg-1 B1 3 d'od
hwt < f la, [d ., Hwd 1B, ...B 1
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D'aprés les hypothéses faites nous avons

Ve >0 3SDGN*’V515’D b-e<|||35 "'BD“ 1/S<|3+ €

—e<]d5...d0| 1/5<a + €

a 1

1
et V8 g v e
s

ol b= sup a
2<3=gq

D’'ol pour k > Sq *

k
-1
Tt < [d | ... ldol(szo Uagl +vv ld,] lw 1B, ... ByID)
ERESRPATE S ;
< |d, | ... ]d |Cz° ¢ 1o+ oz 1)
- K 0 s=0 s +1
[e]
k K -5. s-1 s
(g, + & (C'(e) + % a, - €} 7 (b+¢) (1 + €7)
s=1

ol C'(e€) est une constante ne dépendant que de € .

K s 1+ € _ (b+ € (1 + €)
< (a, + € [C'(9) +(a1-e]—(b+s)(1+€] (1 - a - <

Kk

)]

et pour tout €> 0 assez petit , il vient

(b + € (1 + € (b + g1 + g
S1

(a,I + €) 1
a, - € a, - €
Tm w7 < ! !
k
N LR L IR B
1 a, - €
1
Par suite 1lim Ilwkll 17k < sup {a,I , b} = a et donc 1lim IH'[KII 7k a . Le lemme

est démontrék. K

9.5. Démonstration du i) du théoréme (9.2.) . Appelons p 1l'application natu-

relle de G sur D\G et considérons une section mesurable s de p & valeurs
dans K . Tout g € G s'écrit alors
g = d(g) (sop(g))
avec dv(g) = g(sop[g))_1 €D et soplg) € K
Ecrivons Xn = XoY‘I e Y ol le=s Yi sont des variables aléatoires indépen-
dantes et de loi u . Posons

di = d(Yi] , Ki = sop[Yi] i€ {1, «.v.,n, .o}

= , = i € y eee s s e
Di d(Xi) Ki sop (Xi] i {0 n }
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Nous avons

Y.,
i

n

d., k, avec d, €D et k, €K i€ {1, «ov s Nyeend }
ii i i

Xi = Di Ki avec Di € D et Ki € K ie {0, ... ,n, ...}
Soit re N et Te dr . Nous avons

TX (W) = (1.0 (K wp_(u)) = MO I(T) (K .o (w) (ue £

M(Dn] est une matrice triangulaire supériegre dont les éléments diagonaux sont 1

s A, € E_

et des produits de la forme ¢A1 [Dn) “en ¢At (Dn] 50U Ay s e ‘

Soit A € £, nous avons (voir (2.4.) et (2.8.)) .°
Log |¢A[Dn)‘ = 'r)\(v0 , Xn] ,

ol g est 1'élément de B(G) stable par N(D) (lemme (2.3.)) et
vy T [u0 , rle)) .

D'aprés le lemme (7.7.) , il s'ensuit que
1 1 Pg-p.s.VgE G
— log |¢A(Dn]| = ;’TA[VD S X)) 8 = /g fG\F /s TA((U , X)), gldx
° v (duly (dg)
ol v désigne 1l'unique mesure de probabilité p-invariante sur B(G) et dx la

mesure de Haar normalisée sur G\F

Nous avons :

a, = fB fG pA[U , glv(dululdg) (voir (2.8.))
D’aprés la définition de la partition {E_ , E+} de E associée & la mesure y
de M1(G] (voir (7.17.)) , dire que A € E_ c'est-a-dire que 1'A-cocycle Py

est p-négatif strict ou encore (proposition (7.12.)) que ay < 0.

Autrement dit , les éléments diagonaux de M(D_) sont 1 et des éléments 51
11/ n n

n

D'autre part , pour g € G , posons ,

tels que lgm [6 n existe et est strictement inférieur & 1 , Pg—p.s. Vg € G.
§(g) = sup sup log IM (d(kg)x) |
kek x €D n K i
= sup sup log IM [d(kgk-1)x) I
kK  x €D n K

Nous avons .S(gk) = 6(g) (ge G, k € K) § est indépendante du choix de la-
section mesurable s . Comme l'image de . K par la représentation adjointe de G
est compacte , M(D N K) est un groupe compact de matrices et , pour chaque

1

gE G, {ng_ , k € K} estun compact de G . Il s'ensuit que § est une

fonction continue de G dans R+ . [ La continuité résultant du -fait que 1l'on sait
aussi que (voir démonstration du lemme (2.4.)) si (gﬁ] est une suite d'éléments
de G convergeant vers g = dk € G avec d € D et k€ K, alors nous pouvons

écrire g, = dnkn ol dn €D, kHE K sont respectivement des suites de D et K
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convergeant vers d et k] .
§ définit alors une fonction continue sous additive de G ; il est en effet
facile de vérifier que 1l'on a
€
8(g1g2] < 6[g1] + G(gzl (g1 -9 G)
Nous avons

D =D0d(Kd,) ... dlK_,d Ix avec x_ € DN K

n o o1 A n=1"n""n n
par suite

M(D_) = M(x_) M(d(K d)) ... M(d(K d,) M(D)
n n n=1"n o1 o

(comme D opére a droite ’:)r , Nous avons M(d1d2l\ = I"I[dz) M(d11 (d1,d2 € D)) .
M(Dn] est donc le produit de (n+2) matrices triangulaires supérieures . Pour
r € N , nous avons

Log IM(d(k d 1) 0 < 60 ) .

Or u ayant un moment d'ordre 1 , nous avons IGG(g]u(dg] < + o ((6.3.)) ;
c'est-a-dire '

u{g €6 : 6(g) >ra}) <+ Ya > 0
1

v o

r
il s'ensuit que

I © €
E \ ng[{Log llM(d(Krdﬂ,]]] > ra}] <+ Ya > 0, Vg €G,

qui impliqee

i I I reoy . e
Pg [ lim sup I"I{Kr dr+‘l] >e ] 0 Vva > 0, VYg€G,
Clest-a-dire 1imsup IM(K_d - ) "/T<1 P -p.s. VYgebt
r r r+1 - g
Posons alors , pour r > 0,
1 B pop Bix) 1 Zr
= —_— — H = — —— D = —_— —
Mlatk d ) = [ q 13 M) = [ — Dtxrl] et M) — o 1

La suite des matrices (Qr) , r> o, vérifie , Pg - p.s. Vg € G, les hypothéses

I‘»1/n

du lemme (8.4.) ; il s'ensuit que , 1lim sup IlQn QDI existe et est stric-

n
tement inférieure & 1 , Fg - p.s. Vg € G
M (DN K) étant compact , il existe un réel positif C tel que

sup ||Q(><r] I'<C et sup ||B[xr] I <c
rem rem 1/n

I1 s’ensuit que : d'une part lim sup "nn I existe et est strictement infé-

rieure a 1, ng - p.s. Yg € G ; d'autre part ,

2o = 2o T By ByOgmg e Byl e By B(x-nmn—’l R AL

converge , Pg - p.s. Vg € G, vers une matrice Zw
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En conclusion , si T = m z tz xl 0 p_ , nous avons montré gue
{genN” el <1}
limltin]|1/n 1 si L A0
) n
T.Dn = m ) tén] x* o p_ avec
{2en” : lel < r} (n) L™
t, >[1Zw][t2] =t

Si nous remarquons alors gue pour tout u € 4 5
K.p_ (u)= {exp? o/\_ (k exp u k—1] , k €K}

est un compact de %_‘ , on en déduit que
T.X_(U) = 7.0 (k .u) —> P -p.s. VYg€G
n nn o g

ce qui montre gue pour tout T € J, la suite de fonctions analytiques T'Xn B
converge IPg-p.s. Yg € G , vers une fonction constante (i.e. 1lim T.Xn[u] est
n
indépendant de u € %J
Le résultat cherché s'obtient alors en prenant pour T les coordonnées
(x; 0 p_)1

<i<m’

9.6. Preuve du ii) du théoréme (9.2). - Nous reprenons les notations de (9.0)

et (9.1) . La démonstration de 1ii) étant analogue & celle de 1) , nous n'entrons
pas dans les détails .
*
Le groupe D’: = exp %:‘_ est nilpotent simplement connexe ; DB est donc isomor-
* * - 5 s .
phe au groupe (9 .’ x) . %*_ apparait alors comme un D-espace homogéne & droite
D
\

*
D-homéomorphe & ; 1'action de D sur e+ étant définie par

-0
- *
u.d = expD: ) /Lt ((exp u) d) (u€ 6+ , d € D)

+
Etendons cette définition & G en posant

u.g = EXD—1* o 7‘1‘ ((exp u) g) (u€ 51‘ , g €0)

On vérifie que 1'on a
(*) u.(dg) = (u.d).g (d €D, g €G)

Considérons 1l'ensemble 7' des fonctions polynomiale; sur % , @ valeurs com-
plexes , qui sont invariantes & gauche par 9_ 2] 90 (i.e. TE I si
To Lc =T, ¥Yc € g_ <] éo (voir § 3). 7J' est 1l'ensemble des fonctions polyno-
miales sur & de la forme T' o P, - ol T' est une fonction polynomiale sur

5.

Pour T € f)’ et g€ G, on définit

g.T : u€ _— T(pf(u].g]
De (%) il résulte que l'on a (dg).T = d.(g.T) (d€ D, g€ G)
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En outre , s1 d = (exp v) x€ D avec V€ 9 et x € PA , on vérifie que

(#%) d.T =To Adx-1 o Rv

Pour tout entier naturel r , appelons 3 'r le sous-espace vectoriel de j !
formé des éléments de degré inférieur ou égal & r ; j' et les sous-espaces

g ' , re€ N, sont alors des D-espaces & gauche .

r *. € s o e

de ( % +] qui triangularise inférieure-

*.C et partant ceux de Ad PA‘ * €
(5% A%
Si x € PA , dans cette base , Adx est une matrice triangulaire inférieure dont

les éléments diagonaux sont {¢,(x) , A € ~t} .

Choisissons une base (81)1 <i<m

ment tous les éléments de ad(& 8 (2]'

Soit (xi)1 <i<m le systéme de fonctions coordonnées associé & cette base de
[éf]t . Pour _ r &MN* nous choisissons pour base de 'r la base ordonnée
{1, o pt ,2enN” - {o} , Hal < r} (voir (9.3.)) . Il est clair que
dans cette base 1l'action d'un élément d de D est représenté par une matrice

M'(d) triangulaire supérieure ayant 1 puis des produits ¢A [d_1] e ¢x (d_1] ,
1 s

ol A1 s e As € Ef pour éléments diagonaux . [¢A (d-1] e ¢A [d-q] et non

oy (d) ... ¢A (d) qar dans (%%) c'est Adx_1 qui igtervient et fon Adx] .
s

Si on écrit alors X =DK avec D €D et K € K (voir (9.5.)) M'(D))

n nn n n n

est une matrice triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont 1 puis
X -1 -1 *

& P € = .
des produits de la forme ¢y (Dn ) ... ) [Dn ], od A1 , AS .
: * ]
Or si ) € £, »,0Ona

-1
log [¢A () | = -10g|¢A (Dnll =T (vo,, Xn) —> -8, < ©

Par suite , les éléments diagonaux de M’(Dn) , autres que 1 , convergent expo-
nentiellement vers zéro . La fin de la preuve de 1i) est alors claire .

D'aprés le théoréme (8.2.) nous savons que pour tout g € G , la composante

_(Xng] , de Xng sur G_ converge PX— p.s. VY x€ G . Il s'ensuit que pour
tout h€ G et tout g € G 1la composante , /ﬂ.(hxng] , de thg sur G_ con-

verge Px_ p.s. Y x € G . Nous avons alors

9.7. Théoréme. - Sotent (G , u) comme dans le théoréme (9.2.) . Considérons les

décompositions G = G" EE et G =G" GB modulo mg , assocides 4 u

(voir (7.17.)) . Pour tout g€ G , nous savons (théoréme (9.2.)) que la com-
posante de gX, sur GE dans la décomposition G = GE EE converge ,

FX - p.s. 'Yx € G, vers une variable aléatoire (g , .) 4 valeurs dans GE . 87
on identifie GE & un owvert de °/ TR alors nous avons

+

(g , ) = g.2(e , .] Fx - p.s. ¥Yx € G .
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Pour prouver le théoréme (9.7.) , nous commengons par établir la proposition

9.8. Proposition. - Soit (G , w) comme dans le théoréme (9.2.) . Soient

G =c" E];' une décomposition de G associée @ u (voir (7.17.)) et

.9, (Xan en (IF’X]>< . §] la marfhe aléatoire droite de loi u sur G
Ecrivons X, =X, X avee Xn € GE . X € E': . Alors il existe un sous-ensemble
mesurable Q' de @, de rPx—mesure -1 pour tout élément x de G , sur
lequel f\_[u X;] ,uel, converge uniformément sur tout compact de N vers

1'élément neutre e de G .

Nous reprenons les notations de (9.5.) et nous désignons par /-\n la compo-
sante de Dn = d(Xn) sur A dans la décomposition D = RNA (voir lemme (1.5.)).
Posons

Q ={MGQ:1T[\I , X )—> a
n A o n

[SH .
. Vi€ £} ;

PO

01 est de Fx-mesure 1, pour tout x de G , et nous avons

- N . 2
9.9. Lemme. - Pour tout w de 91 , An1(w] u An(w] , u€ N, converge untformé-

N
ment sur tout compact de N vers e

Preuve du lemme (8.8.). - Ecrivons u = exp ( I u)‘] avec UAE 5(—>\) (voir
(1.2.3) . rEZ
Nous avons :
-1 -1
An u An =exp ( Z Ad An [[UA])
AE L
1
_ -1, -1
=exp ( % |¢)\ (An )| u>\]
)€ 21
=exp (% ¢ (An] u)\J
A€ 21
1 _1
Or sur Q5 log |¢)\ [An]l =TT [vD , XnJ converge vers a, < o, car
A E 21 C E . Le lemme (8.9.) est donc prouvé .
9.10. Preuve de la proposition (8.8.). - Reprenons les notations de (9.0.) et
(9.1.)

o avon} = 9_ c] %+ avec é_ = A_ c] Jf et é" = Vt‘+

Nous savons que ,/4{+ se décompose en somme directe de deux sous-algebres Jto

et e/l(t telles que D+ soit le produit amalgamé des sous-groupes
DD = (exp J{D) PA et Dt = exp e/’(.t 3 en outre Do normalise D_ et D* . si

+
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*

d est un élément de D , nous notons respectivement _(d) , /ko(dl et f»+[d]

P * ~ *
les éléments de D_ , Do et D, tels que d = f_(d] f”o(d] /‘«+(d]

Avec les notations de (8.5.) , posons do[g] = O[d(g]] ; nous avons
- 4° = %yt - 4° [s] * o *
fo(0)) = & (X)) = d°(x) = d (D) d (7x+(DO]KOd1] e dU0p (0 K D)
(mod. D N K)

I . Pour tout é&lément u de C , posons

Soit C wun compact de N

v = ua , d [ﬁ*(D Yk dy atyT A
p p-1 p-1 + o p=17 p-1 p p p
et

o) Ty A ’
o] [a] [s]

n

v_(u)
o

Nous avons alors vp € D,,0o<pz<n et

u 7~ (D) =v ...V (A_1 uA) mod. (DN K)
o] n o n n n
[En effet : la deuxiéme assertion est évidente ; quant & la premiére , si nous
écrivons
*
do(’t(D )JK_.d)=ra avec r € (exp MIP et a €A
+ p=1" p-17p PP p 0 p

Nous avons

- -1 - ,
Vo ( [Ap_1 u Ap_1] [Ap_1 u Ap_1]) 2 (car Ap = Ap__1 ap] 5 Comme

r
P P
[N, vt{+] c r/l(+ et [® , 8 ] = (o), on en déduit que vp €0,]

-1 -

L'action de V_ = Vg ot V€ D, sur 1 . est représentée par la matrice M(Vn]
de la forme [% |F§%‘7.ﬂ . Eneffet si TeT* et ce 9 nous avons
Ton ToLC=T’+T(cJ od T'E’J*;
par suite si c e -é , » nous avons T(c) = T(o) = 0 ; autrement dit T o Lce 3* .
Pour tous éléments d et h respectivement de D et exp & , les matrices
M(d) et M(dh) ont les mémes éléments diagonaux . Il s’ensﬁit que , pour tout
pe€ {o, ... , n} , les éléments diagonaux de M(vp] sont ceux de

*
MO0, 40 Ky d))

Par suite , la diagonale de la matrice M[Vn] est le produit par la diagonale d'un
€lément de M(D N K) de la diagonale de la matrice M(Dn] . M1(Vn) est donc une
matrice triangulaire supérieure dont les racines eniémes des modules des éléments
diagonaux sont indépendants de u et convergent sur Q1 vers des é€léments stric-
tement inférieure & 1 (voir (9.5.))

Admettons un instant que nous ayons montré qu'il existe un sous ensemble 92 de

91 , de Px—mesure 1 pour tout élément x de G , sur lequel on ait
—— N
lim ( sup (IM(v_(u)I) ]1/p < 1, pour tout compact C de N .
P uec P
La preuve du lemme (8.4.) nous montre alors que sur 92
Tim ( sup ("M1(Vn(u]JH) )1/n existe et est strictement inférieure & 1 , pour

n ue C
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~
tout compact C de N .

Soit T € UF , Nous avons pour tout v € 6 ,
+ *
TouX (v) = T.u il-o[Dnlix+(DnJKn(v)

1u,‘\n],mod DN K

Or u g (D)) =V (W) (A~
o n n n
Comme D NK est contenu dans P et comme P commute avec S , il s'ensuit
qu'il existe une suite X, d'éléments de DN K telle que
'uf(DJ=Vx(A'1uAJ.
o n nn n n
b’od

T.u X (V) = TV x_ (AD
n n n n

1 *
u An] f\+ (Dn] Kn (v)

n

-1 *
MOx )M v T A An]/L+ (o)) K, - p_tv))

Posons alors

*
"o {wEgq ;11 n
Q {w e, I:m 75( (Dn) existe} a,

Q' est de Px—mesure 1 , pour tout &€lément x de G . Soit w € Q' et C un
"
compact quelconque de N . Comme K.p_(v) est compact , comme i\-t [Dn(w]] con-
-1

verge et comme ALI (w) u An (w) converge vers e uniformément sur C (lemme
(8.9.)) ,

-1 *

(A " (w) uA (w)) /x (D (w))K  (w) . p_(Vv) ,

n n + n n -
reste dans un compact de é_ ‘quand u décrit C et n décrit N . Il s'ensuit
donc que pour tout v € % et tout w € Q' T.u X;(w] (v) converge uniformément sur
C vers T(o) .

En prenant pour T les coordonnées (xi op_ ), 1<1<m, onen déduit que
pour tout w € @' , la composante sur G_ de uxr:(w) converge uniformément sur
C sur e .

Pour terminer la preuve de la proposition (9.8.) on est donc amené & prouver
qu'il existe un sous-ensemble 92 de Q1 , de Px-mesure 1 pour tout élément
x de G , sur lequel on ait

Tim (sup (IMcy (w1 )P <1,
p uec L, P
pour tout compact C de N .

Soit r un entier naturel supérieur ou égal & la longueur p de la série cen-
trale descendante de 1'algébre de Lie nilopotente 4 . 51 d est un élément de
D, on note M(d) (resp. M'(d)) 1'action de d sur l'espace vectoriel {]r
(resp ﬂ'rJ des polynomes , de degré inférieur ou égal & r , invariants & droite

par é+ (resp. invariants & gauche par é_ 2] &0]

9.11. Lemme. - Il extiste des réels positifs o et B tels que pour tout
de oD,
I (g (@l <8 (sup 11, InCd)l Ime ()
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Preuve du lemme (9.11.). - Si r est un entier positif supérieur ou égal & lon-
gueur p de la série centrale de , nNous avons
- m
[ j» (d)] 1. exp (- I [M(d) (x, op )](o).e.) ,
- . i - i
i=1
ol (ei] désigne la base de ﬂ F considérée en (89.3.) ; et de méme
1<iz<m
* -1 m
[f, (d)] =exp (- T [M(d) (x, op )](0).e. ),
+ . i - i
i=1
ol
s *.C
[ei) désigne la base de [f +] considérée en (9.6.)
17<iz<m

Nous avons D_ = exp 9_ et Dt = exp %i ; vue la fagon dont exp 4 agit sur
3r (voir formule [**1 de (8.3.)) , il est alors clair qu'il existe deux
constantes positives a' et RB' telles que
umfx_[cn)”ll <8 (sup {1, IM(@IN®
I ;;f[cm”ll <8 (sup {1, IM @IH*

Le lemme (9.11.) résulte alors de 1'inégalité ,
1

INC (@t < [t/»_(m]‘“]n ey 1 n [ CpT@n ™
Posons
61[g] = sup sup (M (d(kg)x)I)
k€K x€DNK
et
§_(g) = sup sup (m* (dlkglxJl)
2 keKxeDdDnkK
51 et 52 sont alors deux fonctions sous—hultiplicatives continues positives

sur G (i.e. 5[g1g2] < 6(g1] 6[g2] . pour g, . g, € G)
D'autre part , posons pour y € P A
oly) = inf {IM(hy)l : h€ P AN exp & } o
puis pour d = (exp m) y € D avec me% et ye PA ,
old) = oly)
Comme exp ﬁ est distingué dans D , on définit ainsi une fonction mulfiplioati-
ve continue positive sur D telle que
o(hd) = o(d) (deD, heexph)
En posant alors

53(g] = sup sup old(kglx) ,
ke K xe bnK

on obtient une fonction sous-multiplicative continue positive de G .
W possede un moment d'ordre 1 . Il s'ensuit que l'on a , Fx - p.s. UYx € G,

Tm o6, )P <1 se{1,2, 3,
P P
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ol les Yi , 121, sont des v.a. indépendantes de loi u
Posons

-— /p . JE— *
Q, = {weq, : lim 6, (Y _( ]? <1,1i€e{1, 2, 3}, et 1i (D_(w))
5 1 imey Uy w < i€ { }v e ém /»+ b w)

existe }
92 est de Px—mesure 1 pour tout é€lément x de G . Sur 92 nous avons
1) TIm M tdk_,d DI < Tims, (v 2P <4
P p-1'p p 1P -
. == , ey 1/]:1
ii) 1im IM'(d(K__,d 1) I < 1im &6_(Y ) < 1
P p-1"p p 2P -
111) Tim otdtk__d NP < Tim s, ov )P < 1
p p-1p p 3 p -

De 1), ii) et du lemme (9.11.) , il résulte que sur 92 on a
Tim IM (d° (1,»* (o K _dl <1
P *opm1T p1p -

D’autre part , de 1) et diii) il résulte gue sur £ ,

2
d(K d ) s'écrit sous la forme hy ol h et y sont respectivement des
p-1 "p p P p p
suites d’éléments de. exp et P A telles que
e 1/p = 1/D
1im Imth_ y I <1 et Iim Imcy )l <1
PP - p p —

p

Mais comme M[y;1] = (M(yp)]-/I on a aussi

Tm Im oy~ <1
p P -

0, , *
8] déduit Q, ,d (D ) K d ) s'écrit ( ) , ol
n en uit que sur (/~+ p-1) Kp-19% écri exp m) y ol m

2 p
et vy sont respectivement des suites d’éléments de qu et P A telles gue
1im IM(exp m ]“1/p <1 et lim IM(y ]“1/p < 1 . Nous avons alors

5] P - s} P -
v _(u) = (exp m'(u) ),
) p P p yD
-1
o0 m’' (u) = [Ad((A uA I (m)
p t p-1 p-1 ! p
Comme sur 91 , A;21 u Ap_1 converge uniformément sur C vers e (lemme

(3.9.)) , 11 est alors clair , vue la fagon dont exp ﬁ agit sur ﬂr" (voir

formule (%x) de (8.3.)) gue 1l'on a sur Q. ,

2
lim (sup M (m’ wnHin7P <1
P uec P
et par suite .
Tin (sup 1M1 (v WP < 4

P uecC

La preuve de la proposition (9.8.) est achevée .

9.12. Lemme. - Pour tout g€ G , nous avons
, ) E G ., -p.s. € B
gZle ) GG, Fx p.s Vx G
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Preuve. - u  étant étalée , pour n assez grand nous avons
(%) un = fn S Mgt vo avec I vnll < pn 0<p<1
ol -FnG L1 [mG] et v, est une mesure étrangére par rapport a me -
Pour tout entier p il est facile de voir que 1l'on a
= ' r '
P [gZ(e , .)€ G G, ] ”1 -1 C(Z(Xp(w] ,w')ld Fx(u)] dPel')
g (GG,
Soit
AN
B={l »w'le oxQq : Xp Ww)Z(e,w')E GG} ;
nous avons , pour p assez grand ,
1 Cw,w') dP W) = e »uP(6.6,)%26 , u'NTH
BC X X -+
= e %y (6.6)%2e , 0N
X p -+
< pp;
d'ol
P ' ' ’
IPX [gZ(e , )& GGl «p * ”15[ w, w') 1g_1[[3 . ]C(Z(Xp(m] , w'))d !Px[w)d Fefw )
-+

Soit @' le sous-ensemble de @ intervenant dans la proposition (9.8.)
D’aprés cette proposition , il est clair que pour tout (w , w')E€E BN (@ x ') ,
lim A (X _(w)Z(e , w']X;( w')) converge vers la composante sur G de
5 -
Xp(w] Z(e , w') dans la décomposition G_G, . D'autre part pour tout w € @ ,
lim (X _(wIX_(.))  existe et vaut Z(X (w) , .} P -p.s. . Nous pouvons donc
n - P n P X
supposer , quitte & remplacer B par un sous-ensemble mesurable de IPX & I'Pe-mesure
égale , que pour tout (w , w') € B

i) lim /g (X (w) X (w')) existe et vaut Z(X (w) , ©')
n - P n 8]

ii)  1lim /w_(Xp[w}Z(e , w')X;( w')) existe et est égale & la composante sur G

n : -
de Xp[w]Z(e, w') dans la décomposition GG, . Mais ces limites sont alors
nécessairement égales et on en déduit que l'on a

Telw » w')1 _ (Z(X_(w) » w"))dP_(w) dP_(w')
f[ B g 1(G_G+)C P X e

= | ele s w1 (X (w)Zle , «'))d P _(widP_(w")
” . (g6.5,)°ns e, P X e

=1
s e, x”x 0_ [(g7(6.6,)° NG5,

’

ol Ae désigne la loi de la v.a. Z(e , .) par rapport & la probabilité [Pe

-1 c
< EX * up * ke [G_G+ Ng - (G_G+l ]

-1 c
< e * Vp * )\e [B_G+ Ng (G_G+] ]

in
o
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D'ol Px [gz(e , )& GG, ] <2 pp , pour tout p assez grand ; autrement dit
nous avons Px[gZ(e , )€ G_G+ ] =0 et le lemme (8.12.) est prouvé

9.13. Lemme.- Pour tout g1§ G,
Glg) ={ye€G:g f\_(y] € GG}
est de mesure de Haar nulle .

Preuve. - Comme pour la démonstration de la proposition (5.4.) , on se raméne
& prouver le lemme dans le cas d’'un groupe de Lie connexe semi-simple de centre
fini . Dans ce cas la décomposition G = G_G, n'est autre gue la décomposition de
Bruhat G = NANP avec G_ =N et G+w= ANF (voir prop. (5.3.))

Posons alors N(g) = {u € N : gu & NANI'} . Nous avons G(g) = N(g) A K . Pour
"montrer que G(g) est de mesure de Haar nulle , on est donc amené & prouver que
N(g) est de mesure de Haar nulle dans N .

D'aprés le lemme de Bruhat , 1'application (n , a,, pt , Y) —> naﬁY est un
isomorphisme de variétés analytiques de N x A x N x I' sur un ouvert de G dont
le complémentaire , (NANF)C , est une réunion finie de sous-variétés de G de
dimensions strictement plus petites . On en déduit que pour tout g € G ,
(gNANr]C = g(NANF]C est une réunion finie de sous variétés de G de dimensions
strictement plus petites .

Or nous avons

~ -1
NANT N (g

v N
NANI')™ = N(g) ANT ,

~
il s'ensuit que N(g)ANT est de mesure de Haar nulle dans G ; et par suite N(g)

est de mesure de Haar nulle dans N . Le lemme (9.13.) est prouvé

9.14. Preuve du théoréme (9.7.). - Soit x € G . Ecrivons Xn = X; X; avec

X; € G_ et X; € E, . Nous avons , (pour n assez grand) ,

i

- [S
FJ gxn # GG, ] Px [><n € Gl(g)] (x , g€ G)

o N
= € X (G(g))

= e ¥ v (G(g)) (lemme (8.13.)
X n

s o
Par suite L PJ gX;1 & G G,] <+ = etd'aprés le lemme de Borel-Cantelli , il
n>0
existe un sous-ensemble Q'g N de Q de Px—mesure 1 tel gue

Il

Yo € Q' , Jn W EN, ¥n2n (@) gX (0)€ GG
g X o o] n -+

En tenant compte du lemme (89.12.) , il s'ensuit gqu'il existe , pour tout couple
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(g , x) € G x G, un sous-ensemble mesurable Qg N de Px-mesure 1 tel que

pour tout w de Q s
g, X

i) In (W EN, Yn 2 n (0) gX (w) € GG
[s] o n -+

ii) lim X (w) = Z(e , w) et gZle , w) € GG
n n -t

Pour w € Q écrivons
g, X
X (w) = d_( I )y _( ) ) a"en_ ,d €np er
gX (w) =d (g, wld (g, wly (g, wulg,w avec n _edy LY,
n N
et u €N ;
n

gZle , w) = d—(g B m)d+[g , w) (g, w]ﬁ(g , w) avec d € D_, da’ e D, ,YE I
N
et u€N.

Nous pouvons évidemment choisir les décompositions de gxg(w] et gZle , w) de
+

- N .
fagon que les suites dn 5 dn s Y, et uy convergent respectivement vers

d ,d , y et U . Nous avons alors (en allégeant 1l'écriture)
e + N +
g Xn = dn dn Yn Yy X .

n

v
D'aprés la proposition (9.8.) , f;(unX;] converge vers e . Comme les suites
+

dn et Y, d'éléments respectivement de D, et I'' sont convergentes , on en

déduit que i~_(d; Yn En

f»_[g Xn] converge donc vers d et le théoréme (9.7.) est démontré .

+
Xn] converge vers e .
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10. FONCTIONS u-HARMONIQUES BORNEES SUR l-l\G
G

10.1. Proposition. - Soit G wun groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes et R son radical . Soient u une mesure de m'(G) étalse apériodique
et M = I"I‘i M'i une décomposition du nilradical M de R en produit amalgamé de

~

sous-groupes associée a& yu (voir (7.17.)) . Alors les fonctions w-harmoniques

bornées sur u\G sont les composées par l'application naturelle’de U\G sur
M= MZ
R \[3 des fonctions g (ul)-harmoniques bornées sur R € , ou & désigne l'appli-

cation naturelle de G sur F\,\G

Preuve. - On reprend les notations des paragraphes précédents qui ont été résumées
en (9.0.) . On omet 1'indice "p"

Désignons par /’(, 1'algébre de Lie de M . Soit Qle la famille des sous-groupes
fermés de M contenant M_ . Soit 93 1'ensemble des éléments X de M tels que
les fonctions w-harmoniques bornges sur >(\G soient les composées par l'applica-
\

. . G
des fonctions wu-harmoniques bornées sur R\ .

Nous allons montrer que - 53 . Donc en particulier M_€ B et 1a proposition

tion naturelle de \ G sur

sera prouvée .

) X . .
Montrons d’'abord gue % contient M . Soit (8 , %, [Xn]n eEN’ (Fg)g P G)
la marche aléatoire droite de loi w sur G . Ecrivons (voir (8.5.)) Xn = Dn Kn
1 -1

avec DnED et KHEK.Soit p € P et posons Un=Dx pD; p ; comme P

\
commute avec S , Un est & valeurs dans M . Nous avons

n n n n n ke K
AdgK étant compact , d'aprés le théoreme (6.8.) il s'ensuit qu'il existe un

voisinage de e dans P contenu dans le groupe des u-périodes (pour les détails
voir la démonstration du lemme (7.9.)) . P étant connexe , c'est P tout entier
qL}i est contenu dans ce groupe ; par suite 5‘3 contient ™M .

Supposons gque 35 contiennent tous les éléments de 3‘{ de dimension strictement
supérieure a 9 , avec & < dim J—(. , et soit X € 3'2 de dimension & . Désignons
par X 1l'algébre de Lie de X , X est une sous-algebre de 0((, contenant J‘_ .
Puisque & < dim v‘(, , X ne peut contenir u('(, . Soit (91]1 <i<m une base
ordonnée de JJ(,E qui triangularise simultanément les éléments de ad cD et

partant ceux de Ad ¢ D . Notons ei le premier vecteur de cette base n'apparte-

nant pas a XE et ﬁc le sous—espacg de dimension 1 de JU: engendré par le

vecteur e; - Posons
o
- C
E={t+t avec teE}et X’=x8§ .
Il est clair que 1'image de e; dans //{ﬂ est un vecteur propre pour la
X

]
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représentation adjointe de D (resp. D) dans J{,/ ,L(,n X Par conséquent il
existe A€ AN E_ (car x contient J(,_] tel que pour tout Y de D ,

Ty, e, 1 = Aly) e, modulo a"LC n xc
s} o
I1 s'ensuit que x' est une sous-algébre de % contenant J’ﬁ_ , de dimension

strictement supérieure & £ ; en outre nous avons
[6,% ]JC x et donc [«/%.E]C x (puisque J(:C ﬁ )

Reprenons les notations de (9.5.) , nous avons \Xn = DHKn avec Eln €D et
Kn € K . Soit X=t +t avec tE€ ﬁ t . Considérons la variable aléatoire ,

] -1 1y 1
U = Dn [exp[qs)\[Dn It o+ ¢5\[Dn )'l:]]Dn

n exp(-X)

exp[¢A[D;1] . Ad DnttJ + o5 (071) . Ad D_(E)] exp(~x)

i

exp[¢A(D;1) . Ad D (t) ¢A(D;1] . Ad D_(t)] exp(-x)

Comme Ad Dn(t] = ¢>\[Dn]'t + Vn[t‘] avec Vn(t) € JUE 8l xm , 11 s'ensuit que 1'on
a
U = explx + Vn[t) + Vn(t)] exp (-x)

= exp [ (x + Wn(X]J x (-x]] ,
o W (X) =V () + VT € Hny
De 1'inclusion [ M, , ; ]JC x , il résulte alors que Un est une variable aléa-
toire & valeur dans Hn X
Nous avons alors

-1 - -1 —
XU, exp X X= K exp(‘?)\[Dn It o+ ¢>\[Dn JEIK,
= exp (an + an] s
en posant o = 47)\[0;1]. Ad K;’I[t]

Avec les notations du sous paragraphe (8.5.) nous avons
la t¢ g o™ (00 K0) g
ol § est une constante > 0 (on notera que Ad,, K est compact)

Comme X € Z, » nous savons gue 1'on a ou bien Ty T 0 ; ou bien

limnsup T [vo s Xn] =+ w, Pg—p.s. Vg € G . Dans le premier cas la suite

A
-1
{Xn Un exp X Xn} Ny

Su S;q pour x voisin de 0 ; dans le second cas cette suite posséde ,

possede , IPg-p.s. Yg € G , une valeur d'adhérence dans

n:'g-rp.s. Yg € G, e comme valeur d'adhérence . Comme exp E est connexe , dans
les deux cas il s'ensuit (théoreéme (6.8.)) que pour toute fonction f y-harmo-
nigue bornée sur X\G nous avans

f o plx'g) = foplg) (x'E X' =exp X’=Xexpf§ , g€ G)
ol p:G— ><\G .

u &tant étalée , toute fonction w-harmonigue bornée est continue ( D ;
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f o p est donc continue et on en déduit que
f o plx'g) = f o plg) (x'€ X, g €G),

ce qui montre que les fonctions u-harmdniques bornées sur X \G sont les compo-
sées par l'application naturelle de M \G sur o \G des fonctions w-harmonigues
bornées sur < \G . L'hypothése de récurrence permet alors de conclure que

X € B. Nous venons donc de prouver par récurrence que W B eta proposition

(10.1.) est démontrée .

10.2. Corollaire. - Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes . Sotent wu une mesure de M1(GJ étalée apériodique et G = GE EE une
décomposition de G assdetée & w (voir §7 ). Alors les fonctions u-harmoniques

bornées sur " \C sont zes composées par l'application naturelle de \©
. GZ GZ
o \C des fonetions u-harmoniques bornées sur o \CG

sur

Preuve. - Nous avons GE = ME N . D'aprés la proposition (10.1.),, les fonctions

u—harmoniques bornées sur \G sont les composées par l'application naturelle
G=
&N \C des fonctions u-harmoniques bornées sur RN \€ | comme

[D, DIC RN, le corollaire (10.2.) résulte alors du lemme (7.9.)

de \E aur

10.3.- Nous allons & présent étudier les fonctions w-harmoniques bornées sur
0 \G . B est une mesure de M1[G) étalée et apériodique .

Quitte & remplacer G par R \G , on peut supposer que G &st un groupe de Lie
ayant un nombre fini de composantes connexes dont la compoiante connexe Go de
l'uniié est semi-simple . Nous notons G = NAK et G = NANT' (resp. GD=NAK et
GD=NANF] des décompositions d'Iwasawa et de Bruhat de G (resp. de Gol . S1iy
est un élément de G , nous notons V sa composante sur K pour la décomposition
d'Iwasawa .

Dans le cas ol GO est de'centre fini , K et ' sont des sous-groupes

NA °
Doeblin (cor. (7.2.)) . D'aprés [ 6] , nous savons alors que K se décompose en

compacts de G , et la chaine de loi y sur K \ ") vérifie la condition de

un ensemble transient et une réunion finie de classes ergodigues; pour tout élément
g de G, E_in finit par rentrer , Px-p.s. Vx € G , dans une classe ergodique et
y reste .

Dans le cas général (i.e. que Go peut avoir un centre infini) , la chaine de
loi p sur K ne vérifie plus la condition de Doeblin . Cependant , Rosenberg a
prouvé ([ 24 ) gue , pour la chaine de loi y , K se décompose en un ensemble
transient et en une réunion dénombrable de classes ergodiques ; pour tout élément

g de G, g Xn finit par rentrer , Px—p.s. YV x € G, dans une classe ergodique et
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y reste .

Plagons nous dans le cas général et notons Ei , 1€ I, les différéntes classes
ergodiques de la chaine de loi u sur K , o0 I est un sous-ensemble , fini ou
infini , de N . Comme ncus avons A?} = yy (YET', y€ G), (car T' normalise
4 la fois N, A et K ), les é€léments de TI'. permutent les classes ergodi-
que ; c'est-a-dire que pour tout i€ I et tout v € I'' , il existe r(i , Y)E€ I
tel que

Y E T Ea Ly .
Notons aussi que puisque la chaine de loi u sur NAT \ est ergodique (lem-

me (7.7.)) , pour tout i et JFE€ I il existe Y 3 € T tel que

>

Ej = vy i Ei (voir [26] , §5) .
Soit Ei f iO € I, une classe ergodique de la chaine de loi u sur K et
o
choisissons un élément x de Ei . Pour Px—presque tout w , Rn[w] € Ei pour
o s}

tout n€MN . En outre si g €& G , nous savons que pour Px—presque tout w ,

an(w] finit par rentrer dans une classe ergodique E, , i(g , w) €I, et

ilg , w)
y reste . .
Ecrivons X =N A K avec N €N, A €A et K €K . Pour tout g€ G ,
n n'n n n n n
la composante de an sur N converge , Px-p.s. , vers une variable aléatoire

Z(g , .) . D'aprés (9.14.) , nous avons pour Fx—presque tout w

i) 1w EN, ¥n 2 1w) , gN (W) = u (g, w)a (g,w) v (g, ﬁn (g, w)
N
avec u €N, a €A, vy €T’ et ﬁ €N
n n n n

N
ii) Les suites un > 8, Yn , un convergent respectivement vers u, a, Yy ,

U tels que gZle , w) =ulg , w)alg, w) vy (g, w) I (g , w) .

On a alors , P_-presque slrement , g X_ = v A u A X , avec
X n n n n n n
_1 n
— .9. .
Yn(g , ) > y(g , ) et An up, An > e F([lemme (9 1)

U étant étalée , chaque classe ergodique de la chaine de loi y sur
K (& NA \ G] contient un ouvert de K . En effet si E est une classe ergodi-
que , il existe une unique mesure de probabilité y-inveriante @ portée par E .
D'aprés [1] on sait que @ est la restriction & un ouvert de. K d'une mesure
quasi-invariante sur K . E confient donc un ouvert de K . De ce qui précede ,

il résulte alors que 1l'on a :

’ Ei(g S T 4 ¢ DB T Ey o, ylg ., .))° P p-s. -
o o
Soit f wune fonction y-harmonique bornée sur K ~ NA \G] . Pour 1€1, 1a
restriction , fE , de f & Ei est une fonction harmonique bornée pour la chaine
5 :

de loi y restreinte & Ei . Or cette chaine est une chaine récurrente au sens de

Harris (voir [6] et [23]) pour la mesure de Haar sur K , on'sait alors
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(voir [23]) que F est m¢ “P-S. constante . Mais w étant étalée , f et

E,
i
par suite fE , 1€ I, sont continues ([1]) ; il s'ensuit donc que f est cons-
i
tante sur chaque classe ergodique . Posons fE = ai € R ; pour Px—presque tout w
i .

de Q@ , il existe &(w) €N tel que pour tout entier n > 2(w)

F(an(w)] = fly(g ,wlx) = ar(io vl s w))

Soit FL = {yer : r(i0 s ¥) = iU} s Fﬁ est un sous-groupe distingué de T’

contenant Fé . Désignons par t 1l'application naturelle de T' sur F'/F, et
posons
FlEly)) = flyx) (yeT', x E‘%.]
- o
Alors f est une fonction continue sur F’/r. et nous avons
- A
1) F(g) = E_ [lim flgx X )] =€ [Fotly(gx"", )] (g€ B)
X n n X
ii) Soit g € G , pour Px—presque tout w ,
Jew) €N, ¥n 3 2(w) Flgx W) = Fotlylg ., w)) .
Pour 1 € I , notons T 1'élément de F’/F, dont un quelconque représentant Yy
U
dans T' wvérifie Yy Ei = Ei . Nous avons alors
0
flg) = a, P [t(Y[gx_1 , W) = T, .
. i x i
i€l .

10.4. Démonstration du théoréme (8.4.). - Soit G un groupe de Lie ayant un nom-

bre fini de composantes connexes . Soient | une mesure de M1[G] étalée , apé-.
riodique , possédant un moment d'ordre 1 et G = GE EH une décomposition de G

non

associée & y . Dans la suite nous omettons 1'indice "u" .

Nous identifions E, et G \G ; nous désignons par g 1'application naturelle
de G sur G \G et par n _l’homéomorphisme de G_ x G \ sur G . Posons
- - - G
g.(u, v) =q 1[g.n(u ,» v)) (g€ G, (u, v) €G_x \ ) os
G
G_ x G \G est alors un G-espace , G-homéomorphe & G .

Soit f une fonction y-harmonique bornée u.c.g. , nous savons gque pour tout g
de G, lim f(gxn] existe , Px—p.s. Vx € G . D'aprés le théoréme (9.2.) , la com-
posante dg an sur G_ converge , Px—p.s. VYx € G , vers une variable aléatoire

.

Z(g , .) . Posons X_ = X~ X+ avec X_ € G et X+ € E_ . Pour tout x et
n n'n n - n +

g € G, il existe un sous-ensemble mesurable ng x de @ de Fx—mesure 1 tel
que
i) Vg € @ , lim X (») existe et est égal a Zle , w)

; g ., X n n

ii) vy € Qg o les limites 1lim fl(g Xn(w]) et lim f(gZ(e , w)X;(m]) existent
n o

>

n i
et sont égales pour tout g € G (on notera que f est u.c.g.) .
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G étant séparable , soit (gi)i €N une suite dense dans G . Posons pour
xX€E G, »
Q, = n Q
*oiemn B X

f étant u.c.g. nous avons alors

i) FX[QX]=1 }

i1) w € Qx , lim Xn(m) existe et est égal a Z(e , w)
n

iii) Vo €. . les limites I%m f(an[m]] et lﬁm flgzle , w)X;(m]] existent
et sont égales pour tout g de G .

En particulier , pour  donné on peut choisir g = g' Z(e , w]—1 ol g' est
un élément quelconque de G ; on voit alors que lim flg' X;(w]] existe pour tout

w € Qx et tout g'€ G .

~ -
Soit f 1la fonction f o n 1 , nous avons alors

i) Yec @ x_ \9
u - " G_

11) We€ o les limites lim ¥(v , qlg X @) et 1lim ¥v . qlgzle , w) X" w)))
n

n
existent et sont égales pour tout (v, g) € G_ x G .

Considérons la fonction ¢ définie sur G_ x \ G par

-G

$lv . alg)) = E, [1im ¥v ,qx ] (VEG_, g€ B)
n

Pour tout veG_, ¢{v , ) est une fonction wu-harmeonique bornée sur G \ G

Désignons par & 1'application naturelle de G sur \© . D'aprés le corollaire
(10.2.) il existe une fonction E définie sur G_ x £(D) \E[B] (noter gue

£(G) \ 6 .
£(D) \ st sont homéomorphes) telle gue

¢ (v, po&lgl) =¢ (v, glg)) (vEG_, g€06),
\E[G]

£(D)

Soit v€ G_ et g€&G fixés . D'aprés la proposition (B.7.) nous avons

- N
lim ¢ (v , po &(gX )) = lim f (v , g(gX )) , P -p.s. ¥Yx € G .
n n n n X

ol p désigne l'application naturelle de £(G) sur

Désignons par Iy 1'auvtomorphisme intérieur de G , g +—> y_1 gy . Il est
alors facile de voir que si le théoreme (8.4.) est vérifié pour un élément de
{Iy(u) , y€ G} 1l 1'est pour tous . Il suffit en effet de remarquer que f est
p-harmonique bornée sur G si et seulement si f o I -1 est I (uw)-harmonigue
bornée sur G . Reprenons pohr g£(G) les notations di (10.3.) , quitte a rempla-
cer u par nyu) , ¥ € G, nous pouvons supposer que ¢g(e) € Ei . D'apres
(10.3.) nous savons alors que pour Fe—presque tout o de @ ,%il existe
2(w) € N tel gue pour tout n 2 2(w) ,

9 (v, poplex ) (w))) = Flv, tlylg , w))),

ol ¥ est une fonction définie sur G_ x P’/F,
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Nous avons pour tout couple (v , g) de G_x G,

Blv , poElg)) = (v, glg)) =& [1im ¥(v , gq(X )) ]=E_ [ lim f(vx )]
g n n g n n

D'ol

sup | $Chv , poElg)) - @lv , poE(g))| < sup |fh(g] - f(g)] = Hfh-f" .
(v,gletG_ x6G g €6 ®
Comme f est u.c.g. , il s’ensuit que pour tout Y € F’/r, et tout g€ G 1les
fonctions

Vi—> f(v , ¥) et vi—> % (v, potl(g)) (veE€ G,

sont u.c.g. ¥ appartenént a CU[G_ X5 \G) et G étant séparable , il résulte
alors qu'illexiste , pour tout g € G , un sous-ensemble mesurable Q'g c Qe de
Pefmesure 1 tel gque pour tout w€ Qé
im§ (v, poklgX (w))) = 1nim“é (v, alex ()] = Flv, tlylg , w))) , WEG_ .

- ’
En outre comme F'/r, est discret , la fonction f est continue sur G_ x T /P'
Soit g€ G et w'e @' nous avons , en posant H
- + - +
an(w) = [gxn[w)) [an[w]) avec [gxn(w)) € G_ et (gxn(w]] € E, »

1im flgX_()) = lim £((gX_(W))~ (gX ()"
n n n n n
= lim f(Z(g , o) (gx ()"
n n
= lim F(Z(g . @), qlgX (w)))
n n
= lgm % (Zlg , w) ., pog[gxn[w])]

= flz(g , w) ., tlylg , w)))
Considérons la décomposition G = G_ G, , modulo mg ¢ associée & y (voir
(7.17.)) ; nous avons avec les notations des paragraphes précédents
G, = MPANI' (et E,_ = M_PAKI' = MPAK)

Posons H+ =M, PANFQ 3G x F'/r, est homéomorphe & un ouvert de G/H . Soit
u +
Ulg , w) (resp. Ule , pl)) 1'élément de G/H correspondant & (Z(g , w) .,

+

tly(g ,» w))) (resp. & (Z(eA, w) , t(e))) . D'aprés le théoreme (9.7.) , nous
avons
utg , .) = g.Ule , .) Pe-p.s. 3
et par~suite , en restreignant au besoin Q‘g , Nous avons
(%) 1lim f(gxn(m]) = f(g.Ule , w)) V? € Qé
ol f est une fonction continue (car f 1'est) définie sur l'ouvert X de

G/H image de G_I'* par 1l'application naturelle de G sur G/H

+ +
Montrons que pour tout € > 0 , il existe un voisinage VE de e dans G tel
qgue pour tout g de V€ et tout w de X avec g.w€ X on ait

[Flg « w) - Fw)] < .
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f étant u.c.g. , pour tout e > 0, il existe un voisinage VE de e dans G
tel que pour tout g€ V_ on ait 1£8 - fl_<e .'Soit g€ V. et y€ G nous

avons pour tout w € Q' N Q’
y gy
]?[gy.U(e , w)) - Fly . Ule , w))l = lim I-F[gan(w]) --F[an(w]JI < Ie8 7l < e,
n -]

D'ol , pour tout g EVe et tout y€ G , nous avons
I?[g . (y.w)) - ?[y.w)| <€

pour v-presque tout w , ol v désigne la loi de variable aléatoire U(e , .)
définie sur (@ , ¥ , Pe]

Or v est une mesure u-invariante sur G/H ; d'aprés [1] , on sait que v
est la restriction & un ouvert de G/H (conte;u dans X) d’une mesure quasi-in-

- +

variante . f étant continue sur X , i} s'ensuit que pour tout g de Ve on a
[F(g.w) - Fw)| <€ pour tout w€ X tel que g.w€ X .

Soit w€ G/H 3 w est 1l'image dans G/H d'un élément x de G . Comme
{ge G : gx¢& G:B+} est de mesure de Haar ;ulle , on peut trouver une suite
(g )

n‘nxy O
tout entier naturel n . Nous avons alors gn.w € X , pour tout n€ N , avec

d'éléments de G convergeant vers e telle que g X € G_G, , pour

gn —> e . D'aprés ce qui précéde il s'ensuit que la suite réelle
(f[gn.w]]n 50 est de Cauchy ; posons f(w) = lim F(gn.w] . Il est facile de voir
que cette limite est indépendante du choix de la suite (gn)n €N et que 1l'on
définit ainsi une fonction de CU(G/H+] gui prolonge f ; nous notons encore f
cette fonction . )

De la relation (%) il s'ensuit que

flg) = Eg [I%m f[Xn] ] = Ee [lim F(an] ] = E3 [ flg.Ule , .))] ,

soit en notant v 1la loi de la variable aléatoire U(e , .) - définie sur

@,%,P)
(xx) flg) = fG/H fﬁg.w] v (dw)
+
De (%) et (»x) il résulte que l'on a Ifl_ = "?"m . On en déduit donc gque

1'application Fr—> Ffxv de Cu(G/H+) sur Hu est une G-isométrie . Le fait
que 1'application f+——> f xv , o0 f € Lm(G/H ) soit une G-isométrie de

. .
L“LG/H*J sur Eu se montre alors en reprenant la démonstration du théoreme 1I.3.
de [1] . Le théoréme (8.4.) est démontré dans le cas ol u est apériodique .

Le cas général se déduit aisément de ce cas particulier , en reprenant la démons-

tration de’la proposition IV.1. de [1]
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11. COMPARAISON DE Au ET DE L'ESPACE DE POISSON Hu

11.1. Définition. - Soit G un groupe L.C.D. et M un 'G-aspace localement com-
pact ; nous appelons G—Compaotificétion de M, tout couplé (H,e) formé d'un
G-espace compact ﬁ et d'une appliéation e de M dans % qui est un G-homéo-
morphisme de M sur un sous-espace G-invariant et partout dense de ﬁ . Par abus
de langage, nous disons aussi que H est une G-compactification de M , en sous-

entendant 1l'application € .

11.2. Familles discriminantes restreintes d'A-cocycles associées & G. - Soient G

un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes et {DA , A€ E} 1la
famille discriminante d'A-cocycles obtenue pour la décomposition G = DK de G

(voir § 2) . E est la réunion des ensembles de poids , A et I, , de la repré-
[4

1
sentation adjointe de D respectivement dans a‘Cm et $(E (voir (5,5)). Nous

savons que la famille {DA , A€ 21} est composée d'éléments strictement négatifs

pour toute mesure de M1[G] étalée (corollaire (7.15)).
Soit A 1'ensemble des poids de la représentation adjointe de <0 dans
JLE/EqJﬂm . Nous savons gue tout élément de A est une somme d'éléments de A0

et par suite tout élément de {px, A € A} est une somme d'éléments de

{pA , A€ AD} . Nous disons gue {pk’ A E AO} est une famille discriminante res-

treinte d'A-cocycles associée & G . Il est facile de voir (cf. (2.12)) que toute

autre famille discriminante restreinte d’'A-cocycles s'écrit {pAO [Jd,Id],A € AD} )
ol d est un élément de D , Id 1'automorphisme intérieur de G ,

g —> d_1gd et Jd 1'homéomorphisme de B(G) sur lui-méme qui & u € B(G) asso-

cie d.d .
11.3. Théoréme. - Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes. Soit u € m'e) étalée ; désignons par Hu (resp. HikuJ) L'espace de
Poigson de n (resp. &(u)) sur G (resp. R\G) . Soit {pA, X E AO} une famille
diseriminante restreinte d' A-cocycles associée au sous-groupe fermé Gu engendré
par le support de wu (voir (11.2)). Alors si pour tout X € A, oy est u=-positif
(voir (7.11)), les G-espaces N et 1

u gl
Supposons de plus que u posséde un moment d'ordre 1. Alors l'espace de Poigson

sont G-homéomorphes.

Hu de w est homogéne, (et cofneide avec Au) , 81 et seulement si les deux con-
ditions suivantes sont satisfaites :
) Les Py s AE N, sont tous u-positifs.

.. G -1 e G G .
<7) Z[R\ 1N TE(MJ TE(U] est d'indice fini dans le centre Z[R\ ) de R\ , ou
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TE(U] désigne le semi-groupe fermé de R\G engendré par E(u) .
Lorsque l'une de ces conditions n'est pas vérifiée, nu est une G-compactifica-

tion (définition (11.1)), non métrisable, de Au
La preuve du théoreéme (11.3) résultera des trois lemmes suivants.

1.4, Lemme. - Soit M un G-espace homogéne localement compact. Alors il existe
une G-compactification (pLe) de M, unique d un G—isqmorphisme prés, telle que
L'application f > foe soit une G-isométrie de ci)  sur C, M . Les sous=
espaces e(M) et ﬁ-e[M) de ﬁ sont G-invariants et ﬁ n'est homogéne que si

M est compact.

Preuve. - Nous donnons une démonstration breéve de ce lemme qui est & rapprocher de

la compactification de Cech d'un espace localement compact ([17]). Soit

cl(m) ={fec,M;0gfs1} ;

¢! m) .
considérons F = EL1] , 1'application
et M—>F
x —> (f(x])) 1
fe CU(M]

n
et 1'adhérence M de (M) dans F . G opére sur F de la fagon suivante

) .

g€ G, vy = (y.) e F, g.uy-=Il(y
f 8 fe cl(m

fe [:1(M]
u

N
On montre que cette action de G induit sur M wune structure de G-espace et gue
n
le couple (M,e) constitue une G-compactification de M ayant la propriété vou-
lue.
N

L’unicité de M & un G-isomorphisme prés découle du corollaire de la proposi-
tion I.1 de [1].

Enfin €(M) est G-invariant ; si ge G et Lg désigne 1'homéomorphisme
n n n
M— M, Lg laisse €(M) et par suite M-e(M) dinvariants.
X > g.x
1 .

(G) . Sotent (M,v) et (M',v')

deux u-espaces homogénes de G tels que l'application f +—> fxv (resp.

11.5. Lemme. - SoZt G wun groupe L.C.D. et u€ M

f —> fxv') de Cu(M) (resp. CU(M']) dans Hu sotlt une G-isométrie. Alors les

u-espaces homogénes (M,v) et (M',v') sont G-homéomorphes.
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Preuve. - Soit (ﬁ,e] (resp. [g’,e')) une G-compactification de M (resp.
M) . ﬁ et ﬁ' (resp. e(v) et e€’(v')) sont alors deux versions de 1'espace
de Poisson (resp. du noyau de Poisson) de p . D'aprés D], il existe donc un
G-homéomorphisme $ de ﬁ sur ﬁ' tel que X(e[v]] = ¢g'(v') . Il s'ensuit que

Y
{xeM: ¢(e(x)) € €' (M)} est non vide. Par suite M et M' étant homogéne,

N - N

nous avons ¢(e(M)) = ¢'(M') et l'application ¢ = ¢’ 1 0o ¢oe estun G-homéo-
morphisme de M sur M' envoyant v sur v’

11.6. Lemme. - Soit G un groupe L.C.D. compactement engendré et M un G-espace

homogéne, alors CU(M) est séparable si et seulement si M est compact. D'autre
n
part, pour toute G-compactification (M,e) de M, l'espace (M) est séquen-
WY
tiellement fermé dans M .

Preuve. - Soit X, un point de M et H 1le sous-groupe de stabilité de xD 3
M est alors G-homéomorphe & G/H . Si g€ G nous notons g 1l'image de g par
1'application naturelle de G sur G/H .

Soit d une distance principale sur G (voir (6.3)) ; on définit

8(g) = inf d(e,gh) (g€ G)
he€H

§ est une application continue de G/H dans R+ qui est bornée si et seulement
si G/H est compact ; en effet si § est majorée strictement par un entier k ,
du fait que d est principale, il s'ensuit que G est contenu dans VKH ol V
est un voisinage compact de e engendrant G .

D'autre part pour (g,u) € GxG , nous avons

§(gu) = inf dle,guh) < inf (d(e,gl+d(e,uh)) = dle,gl+6(0)

he€H h€H
et

§(T) = inf dle,(g 'gluh) < inf (dle,g D+dle,guh)) = dle,g)+s(g0)
h€ H h€H

Autrement dit, nous avons
1) |8(g. U} - 8(U)| < dle,g)

Si M est compact, CU(M] est séparable ; supposons donc que M n'est pas

compact. Si CU(M] était séparable, pour toute suite [xn] de MR G/H] on

n€EM
pourrait extraire (par le procédé diagonal) une sous-suite (xn ]k>1 telle que la
K -
suite [f(xn )]K>1 convergerait pour toute fonction f de CU(M] . Mais nous
k -
allons construire, pour toute suite (xn]n>1 de M telle gque 1lim. d[xn] =+ o,

n

une fonction ¢ de CU[M] telle que la suite [w[xn]]n ne converge pas .

21
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Soit U wun voisinage compact symétrique de e dans G et [ann>1 une suite
d'éléments de G/H telle que 6[xn] > + o , Quitte & remplacer la suite donnée par
une sous-suite, nous pouvons supposer que
(2) 6[xn+1] > G(Xn] + sup d(e,g) .

ge U
Posons Bn = {x € G/H : 8(x) € 6(xn]} . Il est facile de voir, utilisant les rela-

tions (1) et (2) ci-dessus, que 1l'on a :

(3) U.[Bn+ -Bn) C Bn - B .

1 +2 n-1

Définissons alors la fonction :

80k, ,4)-8(x)
STy, 0000 50 %€ Baneq T Bgp 0 2
§(x)-8(x, )
_ 2n-1 o _
AR BT e Y e B - S e R
0 si x € B, .

Nous avons, pour tout n > 1, W(Xén_1] =0 et w(xzn] = 1 , donc (w[xn)]n em
ne converge pas. Nous laissons au- lecteur le soin de se convaincre, en utilisant
les relations (1), (2) et (3), que vy appartient a EU(G/HJ .

n
D'autre part soient (M,e) la G-compactification de M(%G/H] du lemme (11.4)

et [e(xn]]n>1 une suite d’éléments de e(M) convergeant vers un élément
z Y
- .o 5 : PPN 5 8 _
% [xFLFGCZ[M] de M . D'aprés ce qui précede la suite ( (Xnnn>1 ne peut ten
dre vers 1'infini. Il s'ensuit donc que la suite [Xn]n>1 admet une valeur d'adhé-
-
rence y dans M et par suite nous avons nécessairement €(y) = x . €(M) est

N
donc séquentiellement fermé dans M .

11.7. Démonstration du théoréme (11.3). - D'aprés ((8.5), 2)) et la proposition IV

1 de D], nous pouvons supposer que W est apériodique. Si les élément de
{px, A E Ao} sont WM-positifs, nous avons alors ME = {e} ; d'éprés la proposition
(10.1), les G-espaces Hu et HE(U] sont '~ G-homéomorphes. N
Supposons que WU posseéde un moment d'ordre 1. Nous savons que /\u , (lemme
(11.4)) est wne version de 1'espace de Poisson de u .
D'aprés (10.4) , A est compact si et seulement si nous avons :
i) M o= {e} ;
ii) la chaine de loi u sur K posséde un nombre fini de classes ergodiques.
"Dr la premiere (resp. la deuxiéme) condition est satisfaite si et seulement g} les

T-1

- cae G
Py € A0 , sont p-positifs (resp. Z(R\ 1IN T £(u

£(u) ) est d'indice fini dans
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R\G , (voir [24]]]. D'autre part si Au n'est pas compact,

le centre Z(R\G] de
du lemme (11.8) il s'ensuit gue Hu , dont une version est Xu , n'est ni homo-

geéne ni métrisable.

11.8. Démonstration de la proposition (8.7). - Soient (G,u) vérifiant les hypo-

théses du théoreme (8.4) et [Au,v] la wu-frontiére homogéne de G associée a
(G,u) par ce théoréme. Soit (E,A) une guelconque u-frontiére homogéne de G .
Pour tout f € Cu[E] , fx\ est un élément de Hu ; notons  j(f) 1'unique élé-

ment de C (A ) tel que
Uy
fox X = jif) xv ;

on définit ainsi une application linéaire j de CU[E) dans Cu(Au) , commutant
avec les opérations de G .

Désignons par Z (resp. Z') 1la variable aléatoire & valeurs dans Au (resp.
dans E) telle que Xn.v (resp. X _.X) , converge vaguement, lPx—p.x. VY x€G6,

n

Vers ¢ (resp. €,,) . Pour tout g € G , nous avons, Fx-p.s. Vx€G6,

Z Z

£lg.z'), = £8(2") = 1im & x LX)
n

et
if)g.) = 3681 (D) = Lim J0£8) % VX )

Mais G étant séparable et les fonctions f et j(f) appartenant respectivement a

C (E) et C (A ) , nous avons, P -p.s. ¥ xXx€G,
u uu X

flg.z') = lim 8 x AMX ), VgEG
n
" et
J(f)(g.2) = lim j(£8) x VX)), YEgEG;
n

D’'ol, P -p.s. ¥V x€G,
(%) flg.2') = j(f)(g.Z) , VgeEG.

A et E étant homogénes, de (%) il résulte que j conserve la norme et véri-
fie

JUF ) = JIEOIE) £k

, € c (6

2
Jj est donc un isomorphisme d'algebre de CU(E] sur son image.

Désignons par (xu,eJ (resp. (g,n]] une G-compactification de Au (resp. de
E) , (déef. (11.1)), Xu et e(v) sont respectivement des versions de 1'espace de
Poisson et du noyau de Poisson de u . [%,n(A]] est une u-frontiére compacte de
G . D'aprés ce qui précede, l'application qui a8 f € C(EJ associe l'unique élément

Y Y
jif) € C(Ap) tel que

(%) FoxonA) = J0F) x e(v)
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est un isomorphisme d'algebre de C(%) sur son image. L'application duale de }'
envoie alors les caractéres de C(xu] sur ceux de C(E] ;3 il existe donc une ap-
plication éontinue $ , de Xu dans E , commutant avec leg opérations de G ,
telle que }[f] = Fo$ , pour tout élément f de C[g] .yLa relation (xx) s'écrit
alors

£ x n()\) = Fo'$ * g(v) = f x 3;[8(\)]) 3

ce qui montre que $ envoie e(v) sur n()) *

N
Comme $ envoie e(v) sur n(A) , nous avons ¢(e[AuD N n(E) # B ; par suite,

I et E étant homogenes, nous avons %(E(Au]] = n(E) et 1l'application
6= ni;[Elogoe est une application surjective de Au sur E , commutant avec les

opérations de G et envoyant v sur A . La proposition (B8.7) est prouvée.
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12. CAS D'UN GROUPE DE LIE LOCALEMENT PRODUIT
DIRECT D'UN GROUPE DE LIE MOYENNABLE ET D'UN GROUPE DE LIE SEMI-SIMPLE

G désigne un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes. Nous

reprenons les notations du paragraphe 1.

12.1. Famille discriminante d'homomorphismes associée 8 G. - Appelons A 1l'en-

semble des poids de la représentation adjointe du radical 6& de %f dans le nil-
radical J(P de ka . Par un raisonnement en tout point semblable & celui du
lemme (2.8) , on montre ‘que pour tout automorphisme 6 de ff et tout o de A,
o0 6€ A . En particulier a o Ad g = o , pour tout a € A et tout g€ Gu .

Tout élément o de A est la différentielle en e d'un poids ¢a de la repré-
sentation adjointe du radical R de G dans y«}:. Nous avons alors

i) Pour tout automorphisme o de G , ¢ 00 = ¢ . En particulier

1 o] o oaodo
) = ¢u(r] (g € GD , TE R} .

¢, lere
ii) ¢a prend la valeur 1 pour tout élément du nilradical de R .

Soit G0 = R S une décomposition de Lévi de BD., composante connexe de 1'unité
dans G . Posons alors ¢a[g) = ¢u[rJ , pour g =r s€ Go avec r€ R et sé€ S.
I1 est facile de vérifier (utilisant i) et ii)) que 1'on définit ainsi un homomor-
phisme continu ¢a de GD dans € multiplicatif. En outre un petit calcul uti-
lisant le théoréme de Lévi-Malcev, montre que cet homomorphisme est indépendant du
choix du sous-groupe de Lévi S .

A tout o € A, on a donc associé un homomorphisme ¢a de GD dans € multi-
plicatif.

G possede des sous-groupes compacts maximaux deux & deux conjugués et si L est
1'un quelconque d’'entr'’eux nous avons G = G0 L . Choisissons un tel sous-groupe

L de G et posons pour g = o 1€ G, avec g, € G0 et 1€ L,

v, (g) = JL Log|¢,oaq1 (800 | 1

1

I Log|¢u(lgol_ )| d1,
L

d'ol dl est la mesure de Haar normalisée sur L .

On vérifie que 1l'on définit ainsi un homomorphisme Wa de G dans R additif

indépendant du choix du sous-groupe compact L . En outre, si s désigne une sec-
G\G ’
o

tion, & valeurs dans L , de l'application naturelle ¢ de G sur on voit

facilement que 1'on a
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1
v (g) = — ¥ Log| ¢
o card .\ G
G X € \
o] G

= (S €
(g0]| (g &g 1 G avec g, GD
et 1€ L)

a0Ad s(x)

12.2. - Soit AO le sous ensemble de A formé des poids de la représentation ad-
jointe de R dans [ﬂ/wﬂ]]m . Tout élément o de A est alors une somme
d'éléments de AO . I s'eésuit que tout élément de la famille d’homomorphismes
{Wa, a € A} associée & G est une somme d'éléments de {Wa, a € AD} . {Wa ,a(EAO}

sera appelée la famille discriminante restreinte d’homomorphismes associée a G .

12.3. - Appelons A (resp. 21) 1'ensemble des poids de la représentation ad-
jointe de D dans J’LE (resp. dans (9/4(][]:) . (Voir (5.5)).
G
Soit R' 1le plus grand sous-groupe résoluble distingué de G0 5 R,\ © est un

groupe de Lie semi-simple connexe de centre trivial. Nous notons &' 1'applica-
tion naturelle de G sur R,\'3 et (I;g') 1l'application qui au couple (u,g) de
B(G) x G associe le couple (u,g'(g)) de BI(G) x R,\G .

Nous avons : !

12.4. Proposition. - La famille {px , A E 21} n'est autre que l'ensemble des
composés par l'application (I,g') de la famille d' A-cocycles sur B(G) associée
au groupe de Lie R,\G (voir (2.9)).

Tout A-cocycle Py A€ A, est la somme d'un homomorphisme Wa, a € A, (voir

(12.1)) et du composé par (I,g') d'un A-cocycle sur BI(G) x R,\G (qui n'appar-
tient pas nécessairvement & la famille d' A-cocycles sur B(G) associée a R,\G]
Les deux familles {pA. A€ A} et (Wa, a € A} cofneident si et seulement si
L'algébre de Lie de_ G est le produtt direct d'une algébre semi-simple et

d'une algébre moyennable (i.e. extension compacte de son radical).

Preuve. - Nous reprenons les notations antérieures. R’ NS est un sous-groupe
résoluble distingué du groupe semi-simple connexe S , par suite R' NS est dis-
cret‘et est donc contenu dans le centre Z(S) de S .

’ Comme Z(S) C T CK , il s'ensuit que R' N N A = {e} et la restriction,

, de g & NA est un homéomorphisme de N A sur son image. D'autre part

’
€' |NA
R)B = £(N)E'(A)E' (K) est une décomposition d'Iwasawa de R)P et il est facile de
voir que le normalisateur de E'(N A) dans \6 n'est autre que E&'(NAT') .

R’

Soit A € ; A est la différentielle en e d’'un poids ¢A de la représenta-

m

tion adjointe de D dans -ﬁm vérifiant (voir (2.9))
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1

¢)\(xdx_1=¢)\[d] (deED, xENAT') .

Posons 3; = ¢)\ [s] 5'];/_\ . D'aprés le lemme (2.4), & 1'homomorphisme Log \¢T>‘-| de

\G dans R additif se trouve associé un A-cocycle ;; sur BI(G) x R,\G .

Comme tout élément de & appartenant a Z’I s'identifie & un poids de la repré-

R’

sentation adjointe de (L dans N, il est clair que {;)7, LS 21} n'est autre que

la famille d’ A-cocycles sur BI(G) associég au groupe R'\G (voir (2.9)).
D’autre part soit A un élément de Z appartenant & A . La restriction,

\IQ , de A & &, est un poids de la représentation adjointe de R dans o“{.m 5

c'est-a-dire un élément de A ; notons WA 1'homomorphisme qui lui est associé

(voir (12.1)). Il est alors clair que 1l'on a

o

+

=¥ o (I,g') .
oy A|6L €

Comme on sait que @ agit de fagon semi-simple sur &R, il est clair gue les
deux familles {pk , A €E A} et {‘l’Ot ,a € A} coincident si et seulement si on a
[d,t/(,} = (0) . si -g est le produit direct d'une algébre semi-simple et d'une al-
geébre moyennable, cette condition est satisfaite. Réciproquement supposons que 1l'on
ait [d,o‘{] = (0) . Soit ¥ un facteur simple non compact de 3 et considérons
Z= {xe@: [X,J(] = (0)} . % est un idéal de 0¥ ; comme an® # (0) est con-
tenu dans 2. et O~ est simple, nous avons 2 = 6 . Par suite si on écrit
'3 = 31 x‘ﬁz , ou '51 est une algebre de Lie semi-simple compacte et 52 une al-
gébre de Lie semi-simple sans facteur compact, nous avons [32 ,J(:[ = (0) et donc
[52 ,a] = (0) . 3 est alors le produit direct d'une algébre moyennable R 8'31

et d'une algebre semi-simple 3

2
La proposition (12.4)) est prouvée.

12.5. Définitions. - Une partition {A_, I\+} de A est dite induite par une par-
tition {A_, 4,} de A si A_ (resp. A,) est le sous ensemble de A formé

des éléments A dont la restriction, 4 R appartient 3 A_ (resp. A .

)\ICR' B

Une partition {A_, A+) de A est dite stable par automorphismes intérieurs si
pour tout o € A_  (resp. A+) et tout g de G, aoAd g€ A_ (resp. A+] .
Si G est connexe cette condition est toujours satisfaite (car o 0 Ad g = a ,

Y g€ BO , Yo€A, voir (12.1)).

12.6. Proposition. - Soit {&_, A} une partition.de A stable par additionm,
conjuguaison et automorphismes intérieurs ; notons {A_, N} la partition de A
induite par cette partition de b . Alors {A_, A UV 21} est une partition de &

stable par addition et conjuguaison ; la décomposition de G associée 4 cette par-
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tition de E (proposition (4.2)) est une décomposition de G en produit amalgamé

de deux sous-groupes.

Preuve. - {A, , A+} est une partition de A stable par addition et conjuguai-
son ; soit ./(= 0‘{_ 8 J{+ la décomposition de J{ associée a éette partition de A
(voir (3.7)). Comme la partition {A_ , A+} est induite par une partition de A ,
d'aprés le lemme (5.6) il s'ensuit que J(,_ et J(,+ sont stables par j .
Désignons par o = oQ 2] eZ?+ et -g = D_ 2] E les décompositions de & et -g

associges & la partition {A_, A U 21} de £ (voir (4.1)). Nous avons

D - M ,°D =(¢l( +q>)@a9¢)fet ; =[«/'( +C~S>)E’S ; est donc une
- - + + + + +
sous-algebre de ? .
Soit G = D_ E, 1la décomposition de G associée & la partition {A_ , A U 2'.1}

(voir proposition (4.2)). Nous avons
D_ = exp J{,_ et E, = (exp d‘(+] PSTI'.

Comme la partition {A_ , A+} de A est supposée stable par automorphismes in-
térieurs, nous avons (lemme (5.6)) Ad k [J{,_) C J‘(‘_ et Ad k (v‘é] C v‘é pour
tout k€ I'' . Par suite I" normalise les sous-groupes exp J(_ et exp u(l+ de
G . On en déduit que E+ est un sous-groupe de G ; G est le produit amalgamé des

sous-groupes G et E (proposition (4.2)).
- +

On notera que si g( est le produit direct d'une algebre de Lie moyennable et
d'une algébre de Lie semi-simple, toute partition {A_ , A+} de A est induite

par une partition de A .

12.7. Proposition. - SoZent G un groupe L.C.D. et ¥ un homomorphisme continu
de G dans R additif. Soit wu. une mesure m'(6) (non nécessairement étalée) et
désignons par (Q,‘f,(xn]n em [{Pg)geG] la marche aléatoire droite de loi u
sur G .

Alors st la mesure VY(u) n'est pas la mesure de Dirac au point zéro de R ona
L'alternative suivante : -
ou bien, \l’(xn] converge vers (-«) , l‘Pg-p.s. Vg€ G ;
ou bien, ‘P[Xn] converge vers (+«) , IF‘g—p.s. VegeE G ;

ou bien, 1imnsup W[Xn] =+ o et limninf \l’(Xn] = - o, (F’g—p.s. Y g€e G .

S7 u posséde en outre un moment d'ordre 1 , alors nous sommes respectivement
dans le premier, deuxidme ou troigidme eas sutvant que IG‘P(g) uldg) est négatif

strict, positif etvict, ou nul.

Preuve. - Le résultat énoncé ci-dessus est bien connu. Dans le cas ol u est
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étalée il se déduit des propositions (7.8) et (7.12). Dans le cas ol p n'est pas
étalée, une démonstration analogue & celle de la proposition (7.8), faisant toute-
fois appel au théoréme de Choguet-Deny sur les fonctions harmoniques sur les
groupes abéliens, permet de prouver la premiére assertion de la proposition (12.8).
D'autre part si w posséde un moment d'ordre 1, d'aprés la loi des grands nombres
% W[Xn] converge, Pg—p.s. Vg€ G, vers a = IG Y(g) ul(dg) . Si a< o (resp.
o > 0) , on est alors dans le premier (resp. le deuxieme) cas. Si o = o , on sait
(voir par exemple [25]) que la marche aléatoire sur R , W(Xn] , est récurrente
(i.e. revient une infinité de fois, Pg-p.s. Vg € G , dans tout ouvert de R) .
On est alors dans le troisiéme cas.

Dorénavant G désigne un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes con-
nexes dont 1'algébre de Lie t# est le produit direct d'une algebre de Lie moyen-
nable et d'une algébre de Lie semi-simple. Les deux familles {pA, A E A} et

{Wa, a € A} coincident donc.

12.8. Décomposition de G associée & une mesure u de Mq[G]. - Posons

R Wa est u-négatif strict}

et

AE {a € A : Wu est u-positif} .
La partition {AE, AE} de A est stable par addition, conjuguaison et automor-
phisme intérieur (définition (12.5)).

Si u posséde un moment d’'ordre 1 nous avons

>
h=
]

{a€ A J ¥ (g) uldg) < o}
c ©

>
=
n

{a € A : J ¥ (g) pldg) > o}
g ©

A toute mesure u € M1[G] se trouve donc associée (voir proposition (12.8)) une
décomposition de G en produit amalgamé de deux sous-groupes. Nous la noterons
G=mTh .

Nous avons alors :

1) Pour toute mesure u de M1[G] apériodique, possédant un moment d'ordre 1 (non
nécessairement étalée), la composante de X.g sur ME converge, Px-p.s. ¥x € G ,
et la limite est indépendante de g € G .

[Comme J(_ et u‘{+ sont stables par ‘S , i) résulte du théoréme (9.1) dans le cas
ol u est étalée ; en fait, cette derniére condition n'est pas nécessaire car nous
avons

o€t = J ¥ (g) uldg) <o,
- g o
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sans pour cela supposer que u est étalée. (Voir proposition (12.7]]] .

D'autre part nous avons

12.9. Théoréme. - Soit G wun groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes qui est localement le produit direct d'un groupe de Lie moyennable et
d'un groupe de Lie semi-simple. Soilent u une mesure de ' (6) étalée, apério-
dique, possédant un moment d'ordre 1 et G = MH TE une décomposition, en produtt
amalgamé de sous groupes, associée d u (voir (12.8)). Alors AU[G] (voir théo-
réme (8.4)) est en tant que G-espace le produit direct des G-espaces

6, & AE[ ) (R\G] , o R désigne le radical de la composante connexe G de
oM n

+
L'unité dans G et & L'application naturelle de G sur \E . En outre si

R
«Q, QZ(XHJ , UPg] ) désigne la marche aléatoire droite de loi u sur

nE M g€ G

G , pour tout x€ G/Tu , Xn.x converge, Pg—p.s. Yge G., et la v.a. limite ne
dépend pas de x . ! .

En particulier st G est moyennable (%.e. R\G est compact), nous avons
Au(G] = G/Tu et v (voilr théoréme (8.4)) est l'unique mesure de probabilité

u—invariant; sur Au[G) .

Preuve. - Le fait que Xn.x converge, Pg-p.s. Vge G , pour tout élément x de
G/Tu et que cette limite soit indépendante de x est une conséquence de 7).
+

Reprenons les notations antérieures. Nous avons

™ = m¥ PST’. et S = NANT ( 1
. L modulo mS] .

Nous savons (voir (8.5)) que AU(G) = G/ FL est un sous groupe de T’

MMpanrr > OV
+ U

contenant Fé et gue [R\G) = E(G]/

M £(ANT)) ©

Des hypothéses faites sur G , il résulte que les sous groupes fermés ME et ME

de G sont stables par les éléments de Sr’ . Le G-espace G/M“PANF’ est alors -
+ u
G-homéomorphe au produit direct des G-espaces G/TUX Ag[ ](R\G] .
u
.

Si G est moyennable, R\G est compact ; comme y est apériodique, il s'ensuit
que A ( \G] est réduit a un point et donc A= G/ u . Soient v' une mesure

g(u) R u T,

u-invariante qe M1[Aul et f wune fonction continue & support compact sur Au 3
la fonction fxv' est p-harmonique bornée et il s'ensuit que va'(xn] converge,

Fg-p.s._Vg € G, quand n tend vers 1'infini. Mais

fxy' (X ) = J FIX_.x) v'(dx)
n A n
u
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et on sait que Xn.x converge, Pg—p.s. Vg € G , vers une variable aléatoire de
loi v , par rapport & (Q,%, Fel , indépendante de x € AU . D'aprés le théoreme

de convergence dominé il s'ensuit alors gue
VU = E [Fron(x )] —> vif)
e - n

ce qui montre que v' = v ; il existe donc sur Au une unigue mesure de probabi-
lité wp-invariante. Le théoreme (12.9) est démontré.

Nous obtenons pour ces groupes la caractérisation

12.10. Corollaire. - Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes tel que R\G soit de centre fini. Soit {Wa. o € A} la famille res-
treinte d'homomorphismes de G dans R additif associée & G (voir (12.1)).

Soit w une mesure de m' ) étalée, possédant un moment d'ordre 1 et vérifiant
JG Wu[g] uldg) = o, Va € AD .

(Ce qui est le cas st u est symétrique !).

Alors nous avons les équivalences :
Z) l'espace de Poisson Hu de wn est métrisable ;
<7) ]Tu est homogéne ;
71) m, est G-homéomorphe a Teuy @ ‘
Zv) l'algébre de Lie if de G est le produit direct d'une algébre moyennable et

d'une algébre semi-simple.

Preuve. - D'apres la proposition [12ﬂ4], la condition iv) de ce corollaire équi-
vaut a
v) les familles {Wa, a € A} et {pA. A € A} sont identiques.
Donc si iv) est vérifiée, les éléments Py A€ A, sont tous u-positifs et d'apres
le théoréme (11.3) on a donc iv) == iii).

Comme il est clair que 1ii) = 1ii) = i), 11 nous faut donc prouver que
i) = 1iv). )

Supposons que iv) ne soit pas vérifiée ; c'est-a-dire que 1'action adjointe de

A dans A soit non triviale (voir (12.4)). Pour X € A, écrivons

by = ¥, *+ p,0(L,E") (voir (12.4))

et posons
a, = JJ pA(u,g] v(du) uldg) et 5} = JJ EA[U.g) v(du) uldg) ,

ol v désigne 1'unigque mesure de probabilité wu-invariante sur la frontiére maxi-

male B(G) de G . L'action adjointe de " sur M, stant semi-simple, il s'ensuit
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gque 1l'on a

(%) / y &, =o.

D’autre part comme [Cl,o“ﬂ # (0) , il est clair (voir (12.4)) qu'il existe

Y € 21 tel que [5Y , JL] # (0) et par suite il existe des éléments A1 et AZ

de A tels que

N
A = A et A = A + Y .
g~ "2lg 2l Ml
Autrement dit il existe des éléments A1 et Xz de A tels que
(%xx) a = a + a
AZ X1 Y

Du fait que oy <o (corollaire.(7.15]), il résulte de (%) et (xx) qu'il existe
des éléments A de A pour lesquels aA < 0o . D'apreés 1'hypothése

IG Wu(g] uldg) = o, VYo €A, il s'ensuit alors qu'il existe des A-cocycles
pA,,A € A, qui sont wp-négatifs stricts. D'aprés le théoreme (11.3), i) n’est

donc pas vérifié.

Nous retrouvons donc le résultat de [4] :

12.11. Corollaire. - Soitt G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes tel que R\G soit de centre fini. Alors G est de type (1) (i.e.
L'espace de Poisson Hu est homogéne pour toute mesure de m'(6) étalde ; votir
ﬁ]) st et seulement si l'algébre de Lie de G est le produit direct d'une al-
gebre semi-simple et d'une algébre moyennable telle que les valeurs propres de

adX sotent imaginaires pures pour tout élément X de son radical.
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13. CAS DES GROUPES L.C.D.

13.1. Lemme. - Tout groupe L.C.D. tel que G = sott compact posséde une fron-
o
tiére maximale BI(G) wunique & G-homéomorphisme prés. Tout sous groupe compact

distingué de G opére trivialement sur BI(G) .

Preuve. - On sait [[21]] qu’'il existe des sous groupes compacts distingués, C ,

arbitrairement petits tels que D\G soit un groupe de Lie ayant un nombre fini de

composantes:connexes. Pour un tel groupe C de G ; notons B[C\G) =
\G
C

\G
\G ,
H[C )

la frontieére maximale de . H[C\G] posséde la propriété de point fixe.

Soit H(G) , 1l'image réciprogue de H(C\G] par l'application naturelle de G
\G

sur \C ; posons BI(G) . B[C\G) qui est un C\G-espace a4 droite, est

aussi? de fagon évidente, E;G]G-espace & droite, G-homéomorphe & B(G) . D'apres
[D] lemme II.8), H(G) posséde la propriété de point fixe. Par suite, [D],
corollaire 1 de la proposition II.2), B(G) est une frontiére maximale de G et
toute frontiére maximale de G est G-homéomorphe & B(G) . Il s'ensuit d'une part
que B[C\G] est indépendant (& G-homéomorphisme prés) du choix du sous groupe
compact distingué C et d'autre part gue tout sous groupe compact distingué de G

opére trivialement sur toute frontiére maximale de G . Le lemme (13.1) est prouvé.

13.2. Lemme. - Sotent G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes

connexes ; C un sous groupe compact distingué de G et p L'application natu-—

relle de G sur C\G . Alors l'application

{oy » A€ E (resp. A )} {p,0(I,p) , 2 € £ (resp. AO)} R

établit une correspondance biunivoque entre les familles discriminantes (resp.

discriminantes restreintes) d' A-cocycles sur BI(G) associées 4 C\G , et celles

associées & G . De plus st {Wa, a € A (resp. b, )} désigne la famille discri-

IS

. . . . g G PSRN
minante restreinte) d'homomorphismes associée d C\ , alore celle associée a G

est {Waop , o €A (resp. AD)} .

Preuve. - Reprenons les notations du paragraphe 2. Considérons la décomposition
'g =D 8 X et notons le nilradical de & .
Soit 1'algebre de Lie de C ; ;: est un idéal de ff . Désignons par dp 1la

différentielle en e de l'application naturelle p de G sur C\G

Notons £ (resp. Z ) 1’ensemble des poids de la représentation adjointe de D
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dans 91: (resp. de dp(ed) dans (dp[%]]m . Nous allons montrer que

{A€E :ReX # 0} = {Xodp , A € 5}

Soit A un élément de E . Il existe alors un idéal ’U)/ de & contenu dans
6 et un élément H de 6 - W tels que, tout X de D ,

(x) [x.H] = AX0.H  mod. W

Si ReA # o , H ne peut appartenir a [}‘,'),u?’] 06 = F n% + w/ . En effet sup-
posons que H appartienne & ; n L uwr et écrivons H = H1 + H2 avec
H1 € ): ﬂ% et H2 e W ; de la relation (%) il résulte que
vx €D, [X.H] = Ax).H mod. W ;
1 1
et par suite

A
vX € D , Ad exp H1(X]= Exp ad H,](X] = e (X]-H,] mod. ‘IA)/ ;

Comme Ad exp H est un élément du groupe compact Ad C , on a alors nécessaire-

)\(X]| =1

ment e , pour tout X € D (i.e. Rei = o)

Nous avons alors, pour tout X de 2 ,
[dp(x) , dp(H)] = dp([X.H]) = A(X).dp(H)  mod. dp(W ,

ol dp(H) est un élément de dp[e] - dp[ly]

On en déduit gque A s'écrit -A-de , o A est un élément de

g

Inversement soit A un élément de . I1 existe un idéal de dp(eDd) con-
tenu dans dp(;) et un é€lément dp(H) de dp(f] - W tels que, pour tout X
de & , ’

[apx),dp(H)] = X(dp(X)).dp(H) mod. W ,
il s'ensuit que 1'on a, pour tout X de & ,

DGH] = Xodp(X).H mod. W,

ol u)/ = dp_q('uf] n 5 est un idéal de & contenu dans 9 et H est un élément
de 9 - W . Autrement dit Nodp appartient a

(n

La premiere assertion du lemme (13.2) est alors claire. La deuxiéme assertion se

montre de la méme fagon.

13.3. Familles discriminantes et discriminantes restreintes d'A-cocycles associées
G

a8 6. - $oit C un sous groupe compact distingué de G tel gue le quotient C\
soit un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes. Comme C opére
trivialement sﬁr B(G) (lemme (12.1)), 1l'application p = p(I,p) , o p dé-
signe 1'application naturelle de G sur C\G , établit une correspondance biuni-
voque entre les A-cocycles sur BI(G) xC\G et les A-cocycles, C-invariants, sur

B(G) x G . Nous appelons alors famille discriminante (resp. discriminante res-
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treinte) d'A-cocycles associée & G , l'image par cette application d'une quel-
conque famille discriminante (resp. discriminante restreinte) d'A-cocycles sur

B(G) associée a C\G . D'apres le lemme (13.2), cette définition est indépendante
du choix du sous groupe compact distingué C . D'aprés le lemme (2.12) si

{pA , A€ E (resp. Aé)} est une famille discriminante (resp. discriminante
restreinte) d'A-cocycle associée a G , toute autre famille discriminante (resp.
discriminante restreinte) s'écrit {pAO[Jx'Ix] , A € E (resp. AD)} , pour un cer-

tain élément x de GD , ou
J_ : B(G) — BI(G) B I :6—6
X X

-1
U > u.x g —> X gx

13.4. Théoréme. - Soit G wun groupe L.C.D. tel que G \C soit compact. Alors
avec les mémes hypothéses sur la mesure u de M1(G] ? les théorémes (8.4) et
(11.3) s'appliquent au couple (G,u) .
Preuve. - Soit S‘J le semi-groupe, ouvert associé & u (voir (6.2)). Su8;1 est
un voisinage ocuvert de e dans G . Considérons un sous-groupe compact distingué
C de G contenu dans Sus;1 tel que C\G soit un groupe de Lie ayant un nombre
fini de composantes connexes. D'aprés le théoréme (6.8) les fonctions p-harmoni-
ques bornées sur G sont les composées par 1'application naturelle p de G sur
\G des fonctions plu)-harmonigues sur C\G . Le théoreme (13.4) résulte alors

des théorémes (8.4) et (13.3) que 1'on applique au couple [C\G , plul)d.

13.5. - Soit G un groupe L.C.D. tel que G \G soit compact. S'il existe un sous-
o

groupe compact distingué C de G tel que C\G soit un groupe de Lie dont 1'al-
geébre de Lie ff est le produit direct d'une algébre semi-simple et d'une algeébre
moyennable (i.e. extension compacte de son radical R,) , nous disons que G vé-
rifie 1'hypothése [H1] . Si de plus est le produit direct d'une algebre semi-
simple et d'une algeébre moyennable de type (R} (i.e. que les valeurs propres de
ad_ X sont imaginaires pures pour tout X € 6& ) , nous disons que G vérifie

1’ hypothese (Hz) .

13.6. Famille discriminante et discriminante restreinte d'homomorphismes associée

a G . - Soit C wun sous-groupe compact distingué de G tel que C\G soit un

groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes . Tout homomorphisme
de G dans IR additif s'annulant sur C , 1'application ¥ —> VYop , établit une
correspondance biunivoque entre les homomorphismes sur \G et ceux sur G . Nous

C
appelons alors famille discriminante (resp. discriminante restreinte) d'homomor-
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phismes associée & G , l'image par cette application, de la famille discriminante
[resp: discriminante restreinte) d'homomorphismes associée a C\G . D'apres le
lemme (43.2], cette définition est indépendante du choix du sous-groupe compact

distingué C .

13.7. Proposition. - Soit G wun groupe L.C.D. tel que G \G soit compact. Alors

G wvérifie 1'hypothése [H1] (resp. (H2)) si\et seulemént si toute famille dis-

criminante restreinte d'A-cocycles associée a4 G cotneide avec la famille discri-

IS

minante restreinte d'homomorphismes associée & G (resp. est réduite & (0)) .
Preuve. - La proposition (13.7) résulte de la proposition (12.4).

Nous obtenons alors pour les groupes vérifiant 1'hypothése [H1] (resp. [Hz)]
la caractérisation
13.8. Corollaire. - Soit G un groupe L.C.D. tel que | \6 soit compact et R\G
soit de centre fini, ou R désigne le radical de G, » Dcomposante connexe de
L'unité dans G . Soit ({Wa. a € Ao}' v)  vérifiant 1'hypothése de (12.10). Alors
nous avons les équivalences :
1) l'espace de Poisson ]T‘_l de u est métrisable ;
i7) Hu est homogéne ;
1%) IIu est G-homéomorphe A H&[u] 3
iv) G vérifie l'hypothése [H1J .
13.9. Corollaire. - Soit G comme dans le corollaire (13.8). Alors G est de type

(T) si et seulement si G vérifie l'hypothése (H2)
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14. THEOREME CENTRAL LIMITE SUR LES GROUPES DE LIE SEMI-SIMPLES

14.0. Introduction. - Soit G wun groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes dont la composante connexe Go de 1'unité est semi-simple de centre quel-

conque. Soit p une mesure de probabilité sur G . On se propose d'étudier le
comportement asymptotique de 1la nleme convolée, un , de yu .
N Y
Soit G = NAK et G = NANT' mod. ms (resp. GO = NAK et GD = NANT mod.

m~. ) des décompositions d'Iwasawa et de Bruhat de G tresp. de GO] . Posons

G
o

B0 = K F)NAN et désignons par W la chambre de Weyl qui a servi & déterminer N
(voir (1.2)). Alors nous savons (voir [ZQJ que ms-presque tout élément g de G
s'écrit de fagon unique.

3

"
g = x k avec x € B0 , aE€exp W et k € K.

Dans le cas d'un groupe de Lie connexe semi-simple de centre fini et d'une mesure

u absolument continue par rapport & la mesure de Haar, Virtser [[2q] a étudié le

comportement de Un dans la représentation

G = Bo (exp W) K mod . mg -
Soit (Q,%, (Xn]n en ’ ( Pg)g c G] la marche aléatoire droite de loi yu sur
G et écrivons

X =x_(exp h) k avec x €B , h eW et k ek
n n n° 'n n o n n

Virtser montre que pour toute loi Fg , g€ 6, Kn (resp. xn) se comporte comme

\G (resp. sur la frontiére maximale droite 9/ de

n
AN ANT
G) et hrl est asymptotiquement gaussienne. De plus pour presque tous les éléments

la chaine de loi y sur

g de G , (plus précisément pour les éléments g dont 1'image dans \G appar-

tient & une sous-classe cyclique ou & une classe ergodique sans classeASyclique
de la chaine de loi 1y sur AN\G] ; les v.a. X s hn et kn sont asymptotique-
ment indépendantes, pour la loi Fg .

Notre étude est faite directement dans la représentation d'Iwasawa. Soit yu une
mesure de M1[G] étalée apériodique et possedant un moment 2. Ecrivons

Xn = Nn (exp Hn] Kn avec Nn e N, Hn e A et Kn e K ,

ol (1 désigne 1'algébre de Lie de A . Kn n'est autre que la chaine de loi
sur K identifié a AN\G . Nous montrons que : pour tout x € G , la composante
Nn , converge Px-p.s. , vers une v.a. dont la loi est équivalente & la mesure de
Haar de N ; Hn est asymptotigquement gaussienne pour toute loi ng , 2 € G . De
plus pour presqgue tous les éléments g de G, les trois composantes sont asympto-

tiquement indépendantes, pour la loi Pg . Ce résultat permet de retrouver celui
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de Virtser et de le préciser. En particulier on montre gue la composante xn con-

verge dans BO , Px;p.s. vVvxe G .

14.1. - Soit G wun groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes

dont la composante connexe Go de 1'unité est semi-simple. Soit p une mesure de
Mq[G) gue nous supposons apériodique (i.e. que le sous-groupe fermé engendré par
le support de u est égal & G) . Soit (9, %, (X)) , (P ) ) la marche

nne N g'ge G
aléatoire droite de loi yu sur G ; pour tout g € G, nous avons

Xn =g Y1"'Yn , Pg-p.s. ,

ol {Yi}i;1 est une suite de v.a. indépendantes et de loi wu .

Désignons par G = NAK (resp. GO = NAK) une décomposition d'Iwasawa de G
(voir (1.8)) (resp. de Go] . A est un groupe de Lie abélien simplement connexe ;
si @ est 1l'algebre de Lie de A , 1l'application, expy s est un isomorphisme

analytique du groupe additif de (U sur A . Ecrivons,

X = N_ (exp H ) K avec N €N, H e (L et K_ €K
n n n n n n n

Soient TI' 1'intersection des normalisateurs dans G de N, A et K ; et T
le centralisateur de A dans K . Nous savons (voir § 1) que T' vrencontre les
différentes composantes connexes de G , est contenu dans K et son intersection
avec K est T . En outre NAT' et NAT sont respectivement les normalisateurs
de NA dans G et GO .

D'autre part, soit r = dim (X . Dans la suite nous désignons par hi ,

i€ {1,...,r} un systéme de fonctions coordonnées par rapport & une certaine base

de et par II ” une norme sur & .
14.2. Comportement de Nn . - S1 u est étalée apériodigue et posséde un moment
d'ordre 1 , nous savons (théoreéme (9.2)) que Nn converge, Px-p.s. Vx€G,

VEers une v.a. Noo a valeurs dans N . De plus nous avons

. Lemme. - Pour tout élément g de G , la lot Ag de la v.a. N_ , par rapport
a la probabilité Pg , est équivalente a la mesure de Haar My de N
Preyve. - Soit Z[GD) le centre de GO 3 Z(GD) est discret et contenu dans K
Soit p 1'application naturelle de G sur 7(6 ]\[3 ; quitte a remplacer le couple

(G,u) par (p(G),p(u)) , nous pouvons suppaoser que GD est de centre trivial ;
K est alore compact.

N
Considérons la décomposition de Bruhat de G , G = NANT' mod. mG ; et notons B

1'application naturelle de G sur G/ANF’ . La restriction, BN , de B a N
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est un homéomorphisme de N sur un ouvert de G/ , de  Bl(mg)-mesure 1 [[25]].

N
ANT’
D’aprés le théoreme (8.7) nous avons B[Ag] = eg X B[AB] et B(Xe] est 1'unique

mesure de probabilité wup-invariante de la frontiére maximale droite G/ de

n
ANT*

G . Or la chaine de loi u sur G/ est ergodique et la probabilité de tran-

Y
ANT’
sition de cette chalne vérifie la condition de Doeblin pour la mesure B(mK]
(voir corollaires (7.2) et (7.6)). D'aprés [23] nous savons qu'alors B(AEJ est
équivalente a B(mK) . B(Ae) est donc une mesure quasi-invariante sur

G
o
/ANF'

. Le lemme s'en déduit immédiatement.
14.3. Comportement de Hn . - Si (k,g) est un élément de KxG , on désigne par
H(k,g) 1la composante sur < (dans la décomposition G = N(exp &) K) de 1'élé-

ment kg de G . Il est facile de voir que 1l'on a
Hlyk,g) = Ad y(H(k,g)) . (y€T’ , kKEK , g€ G) ,

1] 3

(i.e. exp Hlyk,g) = ylexp H(k,g)) y
en particulier

Hlyk,g) = H(k,g) (yeErT, kKEK , g€ G) .

Considérons alors l'application naturelle B de G sur NAF\G et posons
Alu,g) = Hikg) - (e ,\°, ge 6
. , NAT , ,
ol k€ K avec R(k) =u
Pour tout couple (u,g) de \G x G, H(u,g) est bien défini et on vérifie

NAT
qgue 1l'on a

— = — G,
H(u.g1g2) = H[u,g1) + H[u.g1,g2] (ue NAT\ i 84085 € G) .

D'ol nous avons

n
Ho= Higle) , X)) + igq HB(X; ) Yy) .

Si u est apériodigue et étalée, nous savons (lemme (7.7)) que la chaine de
G
\

loi wp sur \G est ergodique. (On notera que est G-homéomorphe au

NAT NAT
G-espace produit B(G) x G \C , ou B(G) désigne la frontiére maximale de G) .

Supposons de plus que

(%) J [|Atu,g)]? vidu) pldg) < + @
NAT'\G
ol v désigne 1'unique mesure u-invariante de M1[NAF\G) . Ce qui est le cas si

u  possede un moment d'ordre 2 . [En effet la fonction

Flg) = sup [[Atu,g)|| (ge 6),

ue \G
NAT
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est une fonction sous-additive positive continue de G . Si u posséde un moment
d'ordre 2 , nous savons alors (voir (6.3)) gue IG [F(g]]2 uldg) < + » et la
condition (%) est vérifiée ] . Alors d’'aprés [[B], ch. 5, § 7), pour toute proba-
bilité Pg, g €6, le vecteur Hn de Q est asymptotiquemen? gaussien, de

moyenne n eu , de matrice de covariance n cu , ol

e = J J H(u,g) v(du) uldg)
" \¢ ‘o

NAT
et la matrice de covariance 9, est non dégénérée (voir [28] prop. 1). Plus pré-
cisément, désignons par L la loi gaussienne sur (Q de paramétres {neu,ncu} ,
alors pour tout g € G et tout e > 0, il existe un entier no(s] tel que pour

tout entier n supérieur a ng » on ait
sup | P [HGV]—¢(V)|<€ B
N g n n

o0 V est un borélien de  de la forme {H € Q@: hy(H) <a; , i€ {1,...,r}}

pour des réels quelconques a; ie{1,...,r} .
14.4. Comportement de Kn .- Kn n’est autre que la marche de loi u sur K
identifié a NA\G . Si nous supposons gue la mesure u de M1[G] est étalée,

nous savons (voir (10.3)) que cette chaine posséde un nombre dénombrable de classes
ergodiques, soit Ei , 1 €1, ot I est un sous-ensemble fini ou infini de [N ;
et pour tout élément g de G , Kn finit par rentrer, Pg—p.s. dans une classe
ergodique et y reste.

Si g € G, on note g sa composante sur K pour la décomposition d'Iwasawa.
Comme on a ;E'= yg (yer' , g € G), les éléments de TI' permutent les classes
ergodiques ; c’'est-a-dire que pour tout 1 € I et tout y €T’ , il existe

r(i,y) € I tel que yEi =

Er[i,y) G

Si de plus u est apériodique, on sait que la chaine de loi u sur NAF\ est
ergodique (lemme (7.7)). On en déduit (voir [28], § 5) que si A et B sont deux
classes ergodiques (ou deux sous-classes cycliques) pour la chaine de loi W sur
K, il existe y €T tel que YA =B . Si T est connexe, la chaine de loi U
sur K est ergodique (voir [28], § 5). Dans le cas général, T posséde un nombre
fini de composantes connexes ; appelons s le plus petit entier tel gue pour tout
élément Y de I , on ait Y° € TO , composante connexe de l'unité dans I

alors la période d'une quelcongue classe ergodique de la chaine de loi M sur K

est un diviseur de s (voir [:28], § 5).

14.5. Indépendance asymptotique. - Soit u une mesure de Mq[G] étalée, apério-

dique, possedant un moment d'ordre 2 . Soit g un élément de G dont la compo-

sante, g , sur K appartient : soit & une sous-classe cyclique CO d'une classe



ergodique Ei de la chaine de loi u sur K [iO € I) ; soit & une classe ergo-
dique Ei sgns classe cyclique de cette chaine. Dans le premier cas, nous notons

Cn la soas-classe cyclique de Ei contenant, Fg—p.s. R Kn ; nous avons

Cn+d = Cn , o0 d est la période ® de la classe ergodique Ei ; nous désignons

par Ve 1'unique mesure de M1[Cn] ud—invariante. Dans le sgcond cas, on con-

vient qDe Cn = CD = Ei nelN, et Ve TV est 1'unique mesure wu-invariante
o n o

sur E, .
i
o
Avec les notations de (14.2) et (14.3) nous avons alors

14.6. Théoréme : Soit (G,u,g) comme en (14.5). Sotent U un borélien de N tel
que my(a U} =0;: T un borélien quelconque de K et o
v={H €Q: hy(H) <a, , i€ {1,...,r}} , ou les a; sont des réels. Alors
nous avons

1im sup | P {X_€ Ulexp VI T} - A_(U) ¢ (V) v
N>+ v, T g n g n

(M| =o0.
CN

Preuve. - Nous savons que la composante Nn converge Pg—p.s. VErs une v.a.

N, dont la loi Ag (par rapport a la probabilité Fg] est équivalente a la

mesure de Haar mN (voir (14.2)). Par suite, pour tout borélien U de N tel
que mN(BU] = 0 , nous avons :

lri]rn E, Ly - 1 = o
Pour tout € > 0 , choisissons un entier n1[s] tel que Y n > nq[e]

E, [l - 1U(Nn)|] <e

i i € .., d- B €c, , e 1 -
Soit i€ {0,. d-1} pour tout k Cl {kY1 Ypd}p>1 est une chaine er
godigue sur Ci , nous avons donc ([SJ]
sup sup I P [Y 4 € 1] - Ve (M) <a e P
k€ c, ({borélien T de C,} P i
ol o et B sont deux constantes >0 .
-8p1[€J
Pour tout ¢ > 0 , choisissons un entier p1(e] tel que ae < E .
Pour € > 0 donné, écrivons X _ = X u T avec
n n1[e] m p1(sJ d
n = n1(e) +m o+ pq[s]d B Um = Yn +1"'Yn m et Tp g - Yn +m+1"'Yn amep, d
1 1 1 1 1 1
Posons U_ = N1 /-\1 K1 avec N1 €N, A1 € A, K1 € K et A/l = exp H1 avec
m m - m m m m m m m

,H; € (¢ . Nous savons que N; converge Fg-p.s. vers une variable aléatoire Nl

de loi A_ .
e



n
Considérons la décomposition de Bruhat G = NANT' . Comme Xn et Um sont des

4
v.a. indépendantes pour tout m €N , nous avons

n
1N 1 A
Py [><n1 N ¢ NANT'] Jeg‘xu (dx) P, [xN_ ¢ NANT’]
et
n
1 Ny 1 N
P, [><r11 N®¢NANI‘|—JegXu (dx) P, [xn_ £ NANT'] .

D'aprés le lemme (9.11) et (9.13) il s'ensuit que pour Pg—presque tout w de
Q , il existe mG(w) tel que

1) Ymemw , X N e NANT
o n m

) 1 ! 1 n
ii)  lim X (@) N_(w) = X_ (w) N (w) € NANT' .
n ny m " ©
N
On peut alors trouver un compact Dl de 1'ouvert NANT'' de G et un entier
m1[€] tel que

1 1 ) 1 1 1 B
Pg[{xn Ny €80, Ympm} o {lin X No=X N €0 > 1 - ez

1 1 1

s 2 Lo
D'autre part, choisissons un compact Qs de G (gue nous pouvons supposer veéri-

fier 02 = U 3 02 Y ter que P_[T e sz > 1 - ¢/2 . Posons
€ € g-p,d €
ke K 1
_ 1 1 . 1 _ 1 1 2 .
Q = {Xn1 N, € Qe , v HI}HH} f\{l;m an N, = Xn1 N, € Qe} N {TD1d € QE} 3
nous avons Pg(Qel > (1 - e/2)2 >1 - ¢ (car Tp d est indépendant de Xn et
de U ) . 1 1
m 1 N Y
Sur Q nous avons, X N =wu a vy u ,o0 u_ ,a , Y et u sont des
€ n m m - m 'm"m m m m Nu
suites qui convergent respectivement vers des éléments wu, a, y et u en restant

Y
dans un compact fixé& respectivement de N , A, T' et N . D'ol

B 1 -1 1.1 % 17 1
Xn = U an [ym Am Y )y [[Am] g A”J Km T

m pqd

Désignons par s une section de 1l'application naturelle ¢ de G sur

a valeurs dans T' . Comme T centralise A , nous avons sur Qe

1 -1 1 1 174771
Y Am Y, =80 C[an Nm] Am[s D.C[Xn1 Nm]]
= s o0 ¢g(X ) A1(9 o ¢(X ]]_1 H
c n, m & n, ’
c'est-a-dire
. Ad y (H1) = Ad s o z(X_ J(H') = H(s o z(X_ ) , U)
mom n,oom n, m

- Y
D'autre part, nous savons (lemme (39.8) que (A;] 1 X A; , X €N, converge,

: v
Pg—p.s., vers e , uniformément sur tout compact de N . Comme on a
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H o= exp,l a +Hlsocx ), U)+Hey (AW TS ahlr o,

n A m n1 m m m m ' m m pqd

on en déduit qu'il existe un sous-ensemble de QE de méme Pg-mesure et une cons-

tante Y[Q; B Qg] tels que sur ce sous-ensemble, que nous noterons toujours Qe B

on ait, pour m > m1 s
I - H(s o ;[an) s U<y

D'aprés (14.3), pour tout e > 0 , il existe un entier mz[e] tel que ¥ m>»m

2
sup sup | Fg(H(s(y],UmJ e V) - ¢m[V]] < ¢/2 [(noter que G \C est fini),
G [s]
yeg)
[s]
sup |[Pg[H(s[Xn ), U EV) - ¢ (V| < ez,
" 1
et
2up |IPg[Hn ev] - ¢ W <

D'autre part, comme la matrice de covariance ou est non dégénérée, il existe un

entier n2[€] tel que pour tout n > n2

sup - sup Pg[hi -y < hi[Hn] < a, + Y] < e/r .

v ief{1,...,r} :
Ceci dit, soit € > 0 donné. Choisissons
n> sup {nz(e) » n,le) + sup {mq[e] , mz[e]} + D1[E] d}
et posons n = n1(e] +m + pq(e] d . Nous avons
al sup |ng[Nne U, HEV, K ET - ng[Nn eu,HEV,KET |=<
V,T 1
E, [y - 1U[Nn1]]] < 2

d'aprés le choix de n1[€]
] -
b)  ({H € V} A {H(s o :(Xn1) s UJEVHINna C T r) {a; - v < hjH)

NENE

puisque m > m1 . Par suite

sup [P [N eu,Hev,k eT]-P[N €U,HsozgX ), UleEV,
g-n n n g-n, n m

LT 1 1
K,€ 111
< s\ljp Pg[{Hne V} A {H(s o c(anl > U )€ Vi]
< e+r sup sup P _[fa, - y< h (H) <a +vl]
1€ {1,...,0) vV - 4 Bon *

< 2 ¢ , puisque n > nz[s)



c) \e/‘»u$ ltPg[que U.,Hsozglx ), U)EV, K ET] - uvg[wn1e u,

1

H(s o ;(an; LU E V] vcnm| = \5/u$ | [Eg|:1U[Nn1] 1, (H(s o ;(xn11,umn

€, [1K) |7n1+m] - vcnm)]l .

o n

ol {51 désigne la tribu engendrée par les v.a. X ,...,X
n,+m +m

1

< 5$p IEg [[ lEg|’lT(Kn] |(¥n +m] - Ve (T]]] (noter que Cn o Cn]
1 n,*m 1

N

(m) |] (propriété de Markov)
m ]

n, +

K -
sup E, [ [Exn1+m [1,¢ p1d1| ve 1

< sup sup | P (X e T)-v (Ty|
ke C T kpyd Ch +m
n,+m 1
1
T e )
s sup sup sup |[PK(XD q T) Vc.[T]l
ie {0,...,d-1} k € Ci T 1 i

< ¢ ; d'aprés le choix de p,l[e]
d) sup |n>g[|\1nq €U, H(so g(an] LU E V] - r}vg[Nn1 € U] ng[Hne v]|
= S\L;p ]JQ 1[Nn1(w)] ]_[Pg[H[s o ;[anmn s U ev] - Fg[Hne vl]] d P, (w)

car Xn et Um sont des v.a. indépendantes
1

< sup sup | P_[H(sty) , Ule V] - P [H e V]|
ye . \G v g m g-n
o

< €/2 + €/2 + s\u/p | P, (H(s o ;[xn11 S EV) - P (H € V)| (puisque m > m,)

<o s P, [{H, & v} a (His o clx) L U e vi)

< 3¢ (d'aprés b)).

el | P_[N

g, e U] - AW < Eg[|1U[Nn1] @] <.

d'apreés le choix de n,(e) . Et

s\u/p |ng[Hn€ \/] - ¢n[V]| < e car m > m,(¢e)



De al), bl), c), d) et e) 1l résulte alors gue 1l'on a,
oup | Pg[Nne U, HEV,KET - A (U 6, (V) vcnml <10

Le théoreéme (14.8) est prouvé.

14.7. Remarque. - Dans ce qui précéde, on s'est donné une décomposition d'Iwasawa
et on a étudié le comportement asymptotique, dans cette représentation, de la loi
de la marche aléatoire droite de loi p sur G . Supposons gue pour une mesure
donnée, on s'intéresse seulement au comportement de un . On peut alors trouver
une décomposition d'Iwaéawa N AK de G telle que 1'élément neutre e de G
appartienne : soit & une sous-classe cyclique d'une classe ergodique de la chaine
de loi u sur K ; soit & une classe ergodigue sans classe cycligue de cette
chaine. En fait, si N A K est une quelcongue décomposition d'Iwasawa de G , la
1] (g/-\g_1

-presque tout élément de g de G . Pour une telle décomposition d'Iwasawa,

décomposition d’'Iwasawa, [gNg_ ) (gK g—1) , vérifie cette propriété pour

m
G
nous avons alors, avec la notation du théoreme (14.6) ,

1im sup |u"(Ulexp VIT) - A_(U) ¢ (V) v_ (T)] =0 .
g n c
n Vv, T n

14.8. Théoreéme. - Sotent (G,u) comme en (14.5) et [Q,'?,[Xn]n emn (PXJX c G)
la marche aléatoire droite de lot u sur G . Considérons les décompositions
G =NAK (Iwasawa) et G = BD(exp W) K mod mg

élément quelconque de G , pour P -presque tout w de @, X () s'éerit, a

(voir (14.0)). x désignant un

partir d'un certain rang,

xn(w] (exp hn[w]] kn[w] ,

ol {hn[w)} et {kn[wJ} sont des suites d'éléments respectivement de W et K ,

{xn(w]} est une suite d'éléments de B, convergeant vers un élément x_(w) de

0

By « De plus st v désigrie la loi de x, par rapport d IPX s L'image de v,

par Ll'application naturelle de G sur G/ANF' s'éerit € XV, ol v désigne

L'unique mesure y-invariante de Mq[G/ANF']

D'autre part, sotent U et T des boréliens respectivement de By et K tels
que nk(F(BU)] =0 et m(d3T) =0 . Alors si g est un élément de G comme en
(14.5) nous avons

. c B )
1;m ssp lng[Xn Ulexp VIT] v (U) 4, (V) vcnml o,

ol ¢_ , Vv et V sont comme dans le théoréme (14.6).



- Preuve : Reprenons les notations des paragraphes 1 et 2 : désignons par
= Jf 83 B K la décomposition d’'Iwasawa de 1'algeébre de Lie %} qui corres-
pond & celle G0 =NAK de GD ; par 21
tation adjointe de L dans Jf . Pour tout A€ 21 , on note ¢A le poids de la

1'ensemble des poids de la représen-

représentation adjointe de A dans c)F dont la différentielle en e est 2 .

Nous avons alors

14.9. Lemme. - (D'aprés Virtser, (26] lemme 4). Soient {an} une suite d'éléments
de A telle que :

z) Log I¢A(an]| >-—o Y AE 21

Log [oyta )]
i) sup ———————— <+ ® Y A, N E I ;
n Log [é,,(a )]

v v R . R
et C un compact de N tel que u a, appartienne d Klexp WIK pour tout entier

naturel n et tout élément U de C .

Alors d partir d'un certain rang, nous pouvons écrire
N v N N v
ua_ = x_(u) a'lu) k_(u) (uec),
n n n n

ol {xn(a]} (resp. {Kn(a)}] est une suite d'éléments de B_. (resp. K) con-

0
vergeant, uniformément sur C , vers e , et {aé[&]} est une suite d'éléments

de exp W telle que {6;1[31 aa[a]} converge, uniformément sur C , vers e .

Preuve. - Pour ﬁ € C , écrivons ﬁ an = XH aa ké avec xa €K, aé € exp W et
WY -

kh € K . Posons B = K N NANT ; B est un ouvert partout dense de K (voir LZB]].

Désignons par B 1l'application naturelle de K sur K/F , B(BD] = g(B) est

alors un ouvert partout dense de K/
D'aprés la preuve du lemme 4 de [25], nous savons que la suite {xé} a ses va-
leurs d'adhérence qui appartiennent nécessairement & T . Autrement dit la suite

{B[xé]} de K/F converge vers R(e) . A partir d'un certain rang nous avons donc

x' € B et x' s'écrit t_y avec t_ €B
n n n 'n n 0
N

da = tn aé(ynknJ et nous pouvons appliquer les. conclusions du lemme 4 de [2ﬂ<
Le lemme (14.8) est établi.

et Yn € T . Nous avons alors

Preuve du théoréme 14.8. - Ecrivons Xn = Nn(exp HnJKn avec Nn enN, Hn e

et Kn € K. . Considérons la décomposition d'Iwasawa, GD = KAN , de GD et
N "
posons Nn =y, u,on avec y_ e K, ug € N et o € A . Remarquons que
_ -1 -1 . z . N .
yn _‘Nn an un appartient nécessairement & BO . Soit x € G . Comme Nn con-

. N
verge, Fx—p.s., vers Neo , les suites Yo+ Yy et o convergent Px—p.s. res-



pectivement vers des variables aléatoires vy , 8 et o , a valeurs respectivement
Y
dans B, ., N et A telles que N,=yUla .
u  étant étalée, il est facile de voir (cf. (9.13)) que 1l'on a

z Px[xn € Bo[exp W]K] < + o , Il existe alors un sous ensemble mesurable Q'
neE N
de P_-mesure 1 tel gque pour tout w€ Q' , il existe un entier no[w) pour le-

X
quel ¥ n > no(m) .

X (w) = x_(w) exp h [@] k (w) avec x € B , h €W et k_ €K .
n n n n n n

o n

Sur Q' nous avons alors & partir d'un certain rang

1

A 1 -
un(an exp Hn] = [yn xn]‘[exp hn] (kn Kn ) .

Désignons par {TA , AE 21} la famille d' A-cocycles sur BI(G) X-G \G associée
a8 G pour la décomposition d'Iwasawa G = NAK et par Ve 1'unique é?ément de
B(G) x G \G invariant par NAT (voir § 2). Posons Q" = {w€ Q' : lim Nn[w]= N (w)

o n
1 T, v ,X (w)) — a, <0, ¥V Xx€ £,}, Q" estde [P_-mesure 1 (voir (9.5)) .
n A 0o’’n A 1 X
Pour tout w€ Q" 1la suite an[w] exp Hn[w] vérifie les hypothéses i) et ii) du

lemme (14.9). En effet pour tout A€ 21 , nous avons sur Q" ,

n

1 1
% Log |¢A(an exp Hnll E»Log |¢A[an]| = Log |¢A(exp Hn]]

= % Log I¢X(un)| + % TA[VD,XH] (voir [2.9)1

D'aprés le lemme (14.9), sur Q" , nous avons donc & partir d'un certain rang
U (a exp H) =t _ explh ) k',
non n n n"°n
od {tn} (resp {Ké}] est une suite d'éléments de BO (resp. de K) convergeant
vers e , {hn} est une suite d'éléments de W telle que [an exp Hn] exp(-hn)

converge vers e

On en déduit que sur Q" , nous avons & partir d'un certain rang

Xo = yn tn Yn avec Yo e T

. c . .
Mais comme x € B et y_ t converge vers y€& B, » les suites {xn} et {yn}
convergent respectivement vers y et e .

Soient vx[resp AX] la loi de la v.a. y (resp. Nm] par rapport a P_ .

X
Comme les mesures images de Vo et Ax par 1'application naturelle de G sur
G/ANF' sont identiques, la premiére assertion du théoréme (14.8) est prouvée.

Soient U et T des boréliens respectivement de BD et K tels que

mK(F[BU)] =0 et mK[BT] =0 .



Nous savons que sur Q' , & partir d'un certain rang, on a :
i) X, = ynté , ol té converge vers e et Yn converge vers une v.a. Yy dont
la loi v, o, par rapport a Px , vérifie vx[aU] =0 .

(Car mK[F[BU]j = 0 et 1l'image de v, par 1'application naturelle de K sur
K

/P est la restriction & un ouvert d'une mesure quasi-invariante de K/I,] .

ii) kn = k; Kn , ot k; converge vers e et les mesures Ve sont absolument
s n

continues par rapport & la mesure de Haar de K .

I1 est clair alors que 1l'on a
\

1im sup |[PX[:anU,hnEV,knGT]-IPx[ynGU.hHGV,KHET][
noov

<lm P [x €U, knET]A[ynEU,KnGT]] =0 .
o )

D'autre part sur Q" , Hn-hn converge vers exp;\1 a . Vu le comportement de HrI
(voir (14.3)), il est alors clair que 1l'on a
lim sup | P [(H €viath €] =0.
x“n n
n Y
On en déduit que 1l'on a
i x € € € - € € € = .
l:.]m S\Ljp | P [x, €U, h €V, Kk €T] Px[yn U, H €v,k eT]|-o0
G

Désignons par B 1'application naturelle de O/ANF[QK/F] . La restriction B8
(resp. BB ) de B a N (resp. a BD] est un homéomorphisme de N (resp. BO)
o] G
sur son image qui est un ouvert partout dense de O/ANF . En notant alors que

) -1
€ = €
pPl,eu.H v,k eT]=-r[Nes o 8y (W, ,HEV,KET,

o

la deuxiéme assertion du théoréme résulte du théoreme (14.6).
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