
MÉMOIRES DE LA S. M. F.

ALBERT RAUGI
Fonctions harmoniques sur les groupes localement
compacts à base dénombrable
Mémoires de la S. M. F., tome 54 (1977), p. 5-118
<http://www.numdam.org/item?id=MSMF_1977__54__5_0>

© Mémoires de la S. M. F., 1977, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Mémoires de la S. M. F. » (http://smf.
emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html) implique l’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir
la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=MSMF_1977__54__5_0
http://smf.emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Bail, Soc. math. France,
Mémoire $4> 1977, p. $-118.

FONCTIONS HARMONIQUES SUR LES GROUPES
LOCALEMENT COMPACTS A BASE DENOMBRABLE

par Albert RAUGI

INTRODUCTION.• • • •

Soient G un gro-upe localement compact à base dénombrable [ L . C . D . ] et y une
mesure de probabilité sur G [mesure positive de masse 1 sur la tribu barélienne
de G ] . Nous appelons fonction p-harmonique bornée toute -Fonction borélienne
bornée vérifiant l'équation .

r
f ( g ] = [ f [ g h ] p [ d h ] ( g G G ]

• ' G
Celles-ci ont été étudiées de façon appronfondie par Furstenberg [ 8 ] et

Azencott [ 1 ] :
En généralisant une construction probabiliste due à Furstenberg, Azencott obtient

une représentation intégrale d.es fonctions p-harmoniques bornées. Soient E
l'espace de Banach des fonctions p-harmoniques bornées [muni de la norme de la con-
vergence uniforme) et H le sous-espace formé des éléments de E uniformément
continus à .gauche [ u . c . g . ] . Muni du produit

f x f ' [ g ] = lim t C g h ] f ' ( g h ] p^dh] [ f , f G H ] ,
n • G

où p désigne le produit de convolution de n mesures égales à p , H est une
C -algèbre. Le spectre n de cette C -algèbre est appelé l'espace de Poisson de
p ; c ' est un espace compact sur lequel G opère continûment. Lorsque p est éta-
lée sur G , [ i . e . q u ' i l existe un entier p tel que p ne soit pas singulière
par rapport à une mesure de Haar sur G ] , il existe une mesure de probabilité v>
sur n [noyau de Poisson de p ] et une mesure quasi-invariante e sur II
telles que l'application f '—> f * v> : g i—> J f ( g . x ] v [ d x ] , [ g E G ] , soit une

P
isométrie de L [ n , c ] sur E envoyant C [ I T ] [espace des fonctions continuesP p p
sur n ) sur H . L'espace n et le noyau \) sont déterminés à isomorphismeP P P
près par cette dernière propriété.

Lorsque p est étalée l'étude du cas des groupes. L . C . D . G tels que /G soit
compact [ G est la composante connexe de l'unité dans G ] se ramène à celle des
groupes de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes.

Nous disons C [ 1 ] ] q u ' u n groupe L . C . D . G est de type [ T ] si pour toute mesure
de probabilité étalée p sur G , l'espace de Poisson II est homogène. Parmi ces
groupes on trouve : les groupes de Lie connexes moyennables G tels que les va-



leurs propres des éléments de Ad R , image du radical R de G par la représen-
tation adjointe de G , soient de modules égaux à 1 [ [ 1 ] ] ; les groupes de Lie
connexes semi-simples de centre fini [ [ 8 ] ] et les groupes de Lie connexes qui sont
"localement produit direct de ces groupes" ( [ 4 ] ] . Pour les groupes de type [ T ] on
connaît explicitement l'espace de Poisson II [voir [ t ] ] .

Dans cet article nous étudions essentiellement le cas où G est un groupe L . C . D .
tel que - \ soit compact et u est étalée et possède un moment d'ordre 1 .^ ^
L'hypothèse " \ de centre fini" qui apparaissait dans [ 2 1 ] a pu être suppriméer\
grâce à un résultat de Rosenberg [voir [ 2 4 ] ) . Dans cette situation, nous montrons,
q u ' e n général, l'espace de Poisson n'est pas " u n bon espace de représentation".
Nous établissons une nouvelle représentation intégrale des fonctions y-harmoniques
bornées à l'aide d ' u n espace homogène A de G ; dans le cas où l'espace de
Poisson II est homogène, les espaces A et II coïncident ; dans les autres
cas n est une compactification non métrisable de Ap " ——————————— p

Donnons une description rapide de l'espace A , en nous limitant, pour sim-
plifier, au cas où G est un groupe de Lie connexe :

Désignons par <.A l'algèbre de Lie de G ; par CL le radical de ^f et par
•^ =^5l@ ~5 une décomposition de Lévi de -^ . Soit "5 = c^@OÎ. @ K une décom-
position d'Iwasav^a de l'algèbre de Lévi j de •€J7 . Posons 3) = ̂  @ cV @ (5L et
désignons par D et K les sous-groupes de Lie connexes de G ayant respective-
ment eZ) et X. pour algèbres de Lie. Nous obtenons la décomposition G = D K ,
avec D î i K central et discret.
Soit B [ G ] la frontière maximale gauche de G [ [ 1 ] ] ; nous savons que K est

transitif sur B [ G ] . Nous appelons A-cocycle [ [ 1 0 ] ] , K-invariant sur B [ G ] ,
toute application continue p de B [ G ) x G dans IR telle que
i ) p [ u , g ^ ] = p [ u , g ^ ] + p [ u . g ^ , g ^ ) [ u e B [ G ] ; g ^ , g ^ € G )
ii] p [ u , k ] - 0 [ u e B [ G ] ; K e K ] .
Soit ê » le. nilradical de Ô̂  et y une sous algèbre de Cartan du centralisateur
de J dans Ŝ̂  . Nous avons alors

^K, = t/(g + j [somme non nécessairement directe].

"5 @ ̂  est une sous-algèbre niipotente de -û̂  qui est le produit direct des sous-
algèbres u? et CÎL . Désignons par 0 , l'ensemble des poids de la représentation
adjointe de Ç S Gi dans la complexifiée ̂  de -̂  . Notons H , P , A et N
les sous-groupes de Lie connexes de G ayant respectivement c^(o, ̂  , CS. et e)^

pour algèbres de Lie ; nous avons la décomposition G = M N P A K . Pour tout élé-
ment 6 de 0 , soit (j> le poids de la représentation adjointe de P A dans

Ç

(C 9
H, dont la différentielle en e est 6 et posons

p ^ u ^ . k . g ) = L o g | ( ^ [ x ) | ,



où u désigne l'unique élément de B [G ] stable par D et où Kg s'écrit mxk

avec m G NN , x G PA et k G K .

Cette définition est en fait sans ambiguïté et fournit une famille d 'A-cocyc les

K-invariants {p , 6 £ 0} , étudiée au § 7 .o
Soit p une mesure de probabilité étalée et possédant un moment d'ordre 1 sur

G . Nous savons [ [ 8 ] ] qu'il existe sur B [ G ] une unique mesure de probabilité \) ,

p-invariante [i.e. telle que \)*\i = \) ] ; définissons

0 = {6 e 0 ; P/Ju,g] \Kdu] p [dg ] < 0}
•'G J B [ G ] e

0 = {6 <= Q : P/Ju.g] v [du ] p [dg] > 0} .
J G J B [ G ] e

Pour tout élément 9 de 0 , soit

- ^ - {x e^ : 3 n e ^ / CadH - eerniAx) =* o , VH e Ç @ <S, } ;

nous avons ( [ 2 5 ] ] .̂ P = @ JL{ . Posons
à Q e e 0Q

^€ = a ^ , ̂  = @ ^,
7- e e o / 6 7+ e e e , 7 9

Alors •d'_ et ift sont deux sous-algèbres de -€SL qui sont les complexifiées de

deux sous-algèbres -e/_ et ej de •e& telles que sf = -^ @ -y ; et si on désigne

par G et G les sous-groupes de Lie connexes de G ayant respectivement -^_ et

•€/' pour algèbre de Lie, G_ et G • sont deux sous-groupes fermés de G ,

G î i G = {e} et G = G G module une quelconque mesure de Haar de G .

On obtient alors une représentation intégrale des fonctions p-harmoniques bornées

à l'aide d 'un revêtement à fibre dénombrable [explicitement décrit], A , de ,/„
G p +

[théorème [ 8 .4 ] ] . Dans le cas où \ est de centre fini, ce revêtement estR
fini.

La sous-algèbre -ef_ est contenue dans o2) ; posons <?Z) = vur} 'e^ et désignons

par D le sous-groupe de Lie connexe de D ayant oD^- pour algèbre de Lie. Soit

E = D K ; E est une sous-variété de G et l'application qui au couple [h,g]

associe le produit hg est un isomorphisme de variétés analytiques de G x E

sur G . Le procédé utilisé pour obtenir la représentation des fonctions p-harmo-

niques bornées à l'aide d 'un revêtement A de / , est alors basé sur les deux
p G^

faits suivants :

i] Désignons par [^.y, [X ] . , [fP ] ] la marche aléatoire droite de loi

p sur G . Nous montrons [ $ 9 ] que la composante de X sur G_ , dans la décom-

position G = G_ E , converge P -p.s. V x G G . De plus si on note Z la limite

de la composante de gX sur G ; on montre alors que si on identifie G à un



ouvert de /-
b+

Z = g . Z , IP' - p . s . Vx E G .g " e x •

i l ] Soit H un sous-groupe fermé de G , nous appelons fonction p-harmonique
bornée sur \ , toute fonction f sur \ telle que f o p sait p-harmonique

. Gbornée, où p désigne l'application naturelle de G sur , , \ . Nous étendons àH
cette situation un résultat de [ 1 ] sur les périodes des fonctions p-harmoniques
bornées [théorème [ 6 . 8 ] ] . Nous montrons [ $ 10] que les fonctions p-harmoniques
bornées sur _ , \ sont les composées par l'application naturelle de \ sur-_ ^
\ des fonctions p-harmoniques bornées sur \ . Dn montre que ces fonctions

prennent un nombre dénombrable de valeurs ; ce nombre est fini si \ est deR
centre fini.

Ensuite, nous comparons les espaces A et II [ § 1 1 ] ,' nous étudions les
groupes de type [ T ] [ $ 1 2 ] et nous passons du cas des groupes de Lie au cas des
groupes L . C . D . [ $ 1 3 ] .

Ce travail fait partie d ' u n e thèse de doctorat d'état dirigée par R . Azencott.
Je tiens à remercier vivement R . Azencott pour son aide et ses encouragements cons-
tants, ainsi que Y . Guivarc'h avec qui j ' a i eu des discussions fructueuses.



1 . PRELIMINAIRES

1 . 0 . - ^, étant une algèbre de Lie réelle, nous notons <X sa complexifiée et ̂
l'espace des -Formes linéaires sur o£ à valeurs complexes.
Soit p une représentation d' u n e algèbre de Lie réelle oC (resp. d ' u n groupe

de Lie L } dans un espace vectoriel (réel ou complexe) V et Y un élément de o£*
[resp. de l'ensemble des homomorphismes d e , G dans C ] . Nous disons que y est
un poids de p s ' i l existe un sous-espace W de V stable par p et un vecteur
v de V-IA/ tels que

V x S ̂  (resp. L L p C x ] ( v ) = ^ [ x ] . \ / module W ;
l'élément v de V-W est alors appelé un vecteur presque propre associé au poids
Y .

ŝOKD'autre part, si y £oL , nous désignons par V le sous-espace de V formé
des éléments qui pour chaque x de oL sont annulés par au moins une puissance de
p ( x ] - y ( x ] I ( 1 désigne l'identité de V 3 . Dans le cas où l'algèbre de Lie o£
est niipotente et V est un espace vectoriel sur le corps des complexes, nous savons
que [voir [ 2 5 ] ) : les espaces V sont stables par p ; si V ^ [ O ] , y est le
seul poids de p dans V et V est la somme directe des sous-espaces V

1 . 1 . - Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes. On
note G la composante connexe de l'unité dans G et R le radical de Go • o
C i . e . le plus grand sous-groupe résoluble distingué connexe de G ; R est un
sous-groupe fermé de G et donc de G ] . On désigne par -c/ et ̂  les algèbres de
Lie respectives de G et R .

Soit •B-^ = ̂  © -> une décomposition de -̂  comme somme directe de son radical <̂
et d ' u n e sous-algèbre semi-simple "5 (décomposition de Lévi] ', on sait C [ 5 ] , théo-
rème de Lévi-Malcev] que deux telles décompositions se déduisent l'une de l'autre
par un automorphisme de -6-f de la forme Exp ad X , où X appartient à l'idéal
niipotent [-^ , 51 ] .

1 . 2 . - Nous allons introduire une décomposition d'Iwasawa de la sous-algèbre de
Lévi ~j . La description donnée ci-dessous résume des résultats classiques (voir,
par exemple, [ 1 3 ] ) .

Soit j = y^ 0 T une décomposition de Cartan de J et (Si un sous-espace
abélien maximal de Y .

Considérons la représentation adjointe de Ci. dans "5 ', soit Z l'ensemble des
poids de cette représentation. Tout élément de E est à valeurs réelles et nous
avons :
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i ] ^ = 8 "J avec J = { X G J : [ H , X ] = y ( H ) . X , V H e (X)
YG E ' y

il) J^ = <̂  @ ̂  où 'VYl est le centralisateur de Ci dans X,

iii) , [ ̂  , ^. ] c -J^. , V y et y ' e Z

iv] Si y eT. . ( - y ) eE

Soit (S. ' l'ensemble des éléments de CS, où aucun élément de E-{0} ne s'annu-
le . Les composantes connexes de CSL ' [ e n nombre fini ) sont les chambres de
Weyl . Choisissons une chambre de Weyl W . Soit Z ( resp. E ) l'ensemble des
éléments de Z négatifs ( resp. positifs ] sur W .

~ ^
Posons (H = 8 J et < X = 8 J . Jf et t)f sont des sous-algèbres

y G Z v G Î ' ^
'niipotentes de j . Jl 8 CL est une sous-algèbre résoluble de '5 . On obtient
une décomposition d'Iwasawa , soit 0 = <̂ ï 8 CS 8 ̂  . Une telle décomposition
dépend des choix de la décomposition de Cartan J = ̂  8 i , du sous-espace
abélien maximal <& de T et de la chambre de Weyl W . Cependant on sait que
deux telles décompositions se déduisent par un automorphisme intérieur de "^

1 . 3 . - Posons" oÛ = ÎY 8 c)T 8 (S. . Nous obtenons la décomposition
•^ = % 8 Yl ,

où eO est une sous-algèbre résoluble et )^ une sous-algèbre compacte de -Ofi .
La décomposition ainsi obtenue dépend des choix de la sous-algèbre de Lévi "^

et de sa décomposition d'Iwasawa . Deux telles décompositions se déduisent par un
automorphisme intérieur de -̂  .

1 . 4 . - Désignons par S le sous-groupe de Lie connexe de G ayant j pour
algèbre de Lie . Nous avons G = R S et RnS est un sous-groupe de G ,o o
discret , distingué , .donc central . On notera que S n'est pas nécessairement
fermé dans G .

°^Soient N , N , A et K les sous-groupes de Lie connexes de S ayant respecti-
'"V

vement ĉ T , tÀT , Câ et y\, pour algèbre de Lie. Les sous-groupes N , ̂  , A
et K sont fermés dans S . L'application

( n , a , k ) i———> n a k ( n e N , a £ A , k e K ) ,

est un isomorphisme de variétés analytiques de N x A x K sur S ( voir [ 1 3 ] ) ;
r\,

les groupes A , N et N sont simplement connexes , respectivement abélien et nil-
potents ; K contient le centre Z ( S ] de S et est compact si et seulement si
S est de centre fini . En outre K est son propre normalisateur dans S .
Soit F le centralisateur de A dans K [ F contient Z ( S ] ) ; alors F et

A normalisent N , ainsi que N . De plus N A F est le normalisateur de N



1 1

dans S .

1 . 5 . Lemme. - Soit D te sous-groupe de Lie connexe de G ayant 3) pour

algèbre de Lie. D est un sous-groupe de Lie résoluble connexe fermé de G

L application [ r , n , a ) i——> r n a est un isomorphisme de variétés analyti-

ques de R x N x A sur D ; en particulier tes sous-groupes N et A sont fer-

més dans G .

Preuve. - Soit Ç l'application naturelle de G sur p^ . Ç ( G ] = Ç [ N ] Ç C A 3 Ç ( k ]

est une décomposition d'Iwasawa du groupe de Lie semi-simple Ç ( G ] ; nous savons

que ^ C N ] Ç ( A ) = Ç ( D ] est fermé dans Ç ( G J -, par suite D est fermé dans G .

Il est évident que l'on a D = R N A . Le sous-groupe R UN A est contenu dans

le sous-groupe Rl^S . Or R ns est contenu dans le centre Z ( S ] de S et donc

dans r . Comme N A HK = {e} , il s'ensuit'que RFiN A = {e} . Tout élément d

de D s'écrit alors de façon unique sous la forme d = r n a avec r £R , n£ N

et a GA . Autrement dit l'application analytique n : R x N x A ——> D

( r , n , a ) i——> r n a

est bijective .

Comme ^ = ̂  @ v^ ® (SL , on sait que r\ est un isomorphisme de variétés ana-

lytiques d'un ouvert U x V x W de R x N x A contenant [ e , e , e ] sur un

ouvert X de D contenant e . Soit alors d = r n a ^D avec r€E R , ne N et
--]

a eA ; la restriction de r\ à l'ouvert X ' = d X se décompose en
-1

X ' ——> X —'—••> U x V x W ———> R x N x A

-1 -1 ' -1x •——> d x ( u , v' , w ) >———> ( r(nau(na] ) , nava , aw)

et est par suite analytique . L'application n est donc un isomorphisme de varié-

tés analytiques . Le lemme ( 1 . 5 ) est prouvé .

1 . 6 . Lemme. - Soit Adj^ la représentation adjointe de G dans -^ . Les sous-

groupes Ad A , Ad^N , Ad^S , ,Ad,»,r , Ado. D sont fermés dans Ad^G ; le
•y <f y ^ ~f j

sous-groupe Ad^ K est compact .
(j

Preuve. - Le radical de Ada^G est Ad -R ; Ad- .G = Ad.,.,R Ad «.S est une dé-
———— <f ° cr ,} 0 s ^
composition de Lévi de A d ^ G et Ad_g» S = Ad^N Ad^»A AdjyK est une décomposi-

^ o "̂ r d <J <î
tion d'Iv\/asawa de Ad^ S . Ad^ D = Ad^< R Ad_g< N Ad^ A est un sous-groupe de Lie

tf <7 1^ Ô 0

connexe résoluble fermé de Ad^y G ( lemme ( 1 . 5 ) ) . Ad^»r est le centralisa-
<f <f

teur de A d ^ A dans Ad^,K : en effet , soit k € K tel que Ad k centralise
d à _/] _/]

Ad^. A ; il s'ensuit que a k a k e Z ( G ) n S , pour tout B E A ; mais A étant
<j " ' ° -1 -^]

connexe et Z C G ] n S discret , il s'ensuit que a K a k = e , pour touto
a e A ; autrement dit k e F .
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Ceci dit Ad-^S est un sous-groupe de Lie connexe semi-simple du groupe linéaire

GL[-<y] ; on sait qu'un tel sous-groupe est fermé dans GLWÎ et est de centre

fini . Il s'ensuit que Ad^ K est un sous-groupe compact maximal de Ad^S et les
<3 ^

sous-groupes Ado, A, Ad^ N , Adj^r qui sont fermés dans Ad^S , sont fermés
à o o a

dans Ad „ G
-Bf oà

1 . 7 . Proposition. - Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes

connexes . Désignons par ej? 1 algèbre de Lie de G j par ^si te radical de -o^ et

par -^f = ^ S ~S une décomposition de Lévi de -^ . Soient c/d le nilradical de

$t et y une sous-^algèbre de Carton du centralisateur de j dans CL . Alors

% est la somme s non nécessairement directe j de cMa et de Ç .

Désignons par p ( resp. S ) le sous-groupe de Lie connexe de G ayant -5

( resp. ~j / pour algèbre de Lie et par S = N A K une décomposition d'Iwasau)a

de S . Soit V' le sous-groupe de G formé des éléments qui normalisent à la

fois N , A , K et P ( e t donc aussi N et F ) . r' est un sous-groupe

fermé de G rencontrant ses différentes composantes connexes ; l'intersection de

r ' avec G est égale à P r ., où r est le centralisateur de A dans K ; et

K r ' est un sous-groupe fermé de G possédant un nombre fini de composantes

connexes . K r f possède donc des sous-groupes compacts maximaux deux à deux con-

jugués ; soit L l'un deux et posons /< = KL ; l'image s Ad^, K j de ^ par la

représentation adjointe de G est compacte ; nous avons alors G = D K et D H /(

est contenu dans P .

1 .8 . - La décomposition G = D K ainsi obtenue dépend des choix de la sous-algèE're

de Lévi J de -C-P , de sa décomposition d'Iwasawa et du sous-groupe compact maxi-

mal L de Kr' . Il est facile de voir que deux telles décompositions se déduisent

par conjuguaison par un élément de G

Dans le cas où G est semi-simple C on a alors G = S ) , on obtient la décom-o o
position G = N A K avec N A H K, = {e} . Nous dirons que cette décomposition est

la décomposition d'Iwasawa de G .

Les sections de ( 1 . 9 ) à ( 1 . 1 6 ) sont consacrées à la preuve de la proposition

( 1 . 7 ) . En première lecture on pourra laisser de coté cette preuve qui ne servira

pas pour la suite .

Soit <ÇQ le centralisateur de la sous-algèbre de Lévi "5 dans le radical ^y» de

-^ ( i.e. jfe = { xe% : [X , -5 ] = C D ) } ) .

Soit ^? une sous-algèbre de Cartan de S ( i .e . une sous-algèbre niipotente de

^ qui est son propre normalisateur dans È i voir [5] ) . D'après ( [5] , VI ,

$4 , prop. 1 9 ] on sait que deux telles sous-algèbres °> et ^ de £ se dédui-

sent l'une de l'autre par un automorphisme de la forme Exp ad X, où X appartient

a [^ , ë j .
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Soit c^o le nilradical de îl [ i.e. le plus grand idéal niipotent de %, ] .

cM^ contient l'idéal [ ̂  , îl ] et est -Formé des éléments X de ^ tels que

adX soit niipotent ( [5] ,' V , §2 , prop. 4 ] .

La première partie de la proposition [ 1 . 7 ) résulte alors du lemme :

1 . 9 . Lemme. - Le radical .̂ de <^ est ta somme ( non nécessairement directe )

. des sous-atgèbres nztpotentes o^o et ^p .

Preuve. - j étant une algèbre de Lie semi-simple, la représentation adjointe de

•j dans ^ est semi-simple . L'idéal [ ̂  , <%, ] de JUP admet donc , dans ^ ,

un sous-espace supplémentaire , invariant par cette représentation . Soit Ç ce

sous-espace ; nous avons :

^ = [ ̂  . ̂  ] s ^ et [ -^ , ^ ] c [^ . ̂  ] n j s = (0) .

Il s'ensuit que

"̂  = [ ^ . Çî. ] + 6 [ somme non nécessairement directe )

où C est le centralisateur de j dans < ,̂ .

Considérons la représentation adjointe de la sous-algèbre de Cartan Ç de JS

dans îo et appelons 0 l'ensemble de ses poids . Nous avons avec les notations de

C 1 . 0 ]

^-<9, y - s ^
y eo

II est facile de voir que pour tout Y e © - (D) , Ç c E-^,^]1 nous avons

alors .̂ = [ -̂  ,$l ] + Ç> et par suite % = t/<, + Ç .
à

1 . 1 0 . Remarque. - Soit gl(V) l'algèbre de Lie de tous les endomorphismes d'un

espace vectoriel réel V . Supposons que -ef. soit une sous-algèbre de Lie algébri-

que de g ICV) . On sait " ( voir [5] ] que le radical $^ de -Cf est une sous-algè-

bre de Lie résoluble algébrique de g l (V) . Désignons alors par <^L l'idéal de Çî.

formé , non plus par les éléments X de Ç^ tels que ad X soit niipotent , mais

par les éléments X de ^ niipotents sur V . Alors on peut représenter -e-P

comme une somme directe <-̂  S Ç @ "> , où ^? et "5 sont des sous-algèbres de

Lie de ^f qui possède les propriétés suivantes : ^Ç est abélienne et algébrique ,

et ses éléments sont semi-simples C sur V ] ; le radical Cl de ^Ui est cMo @ ̂  •
o ' r^ à '

-0 est semi-simple et ses éléments commutent avec ceux de 4> . C voir [5]

ch. V , $4 , prop. 5 ] .

Dans le cas d'une algèbre de Lie algébrique d'endomorphismes d'un espace

vectoriel rée] , on peut alors remplacer , dans ce qui suit , la décomposition gé-

nérale obtenue en ( 1 . 9 ) par celle obtenue ci-dessus .
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1 . 1 1 . Remarque. - En passant nous avons obtenu pour JtP la décomposition

-y = ( cX + y ] ® c ^ @ Q @ K .

Soit ^ = ( (A, + Ç1 ] @ Jf1 @ C5t1 @ K1 une autre décomposition de JU?
à ô

obtenue par le même procédé .

D'après ce qui a été rappelé antérieurement , il existe :

il X e <^C tel que -j1 = Exp ad X (-S )

ii) Y ^ e [ ^ ' jg1 ] avec g1 =° { X e ft : [x , -S1 ] = ( 0 ] } tel que

Ç1 = [ Exp ad Y ) ( Exp ad X ] (Ç) .

En posant X . = Y x X = Y + X + -3- [Y , X ] + ... ( formule de1 o o o o 2 o o
Campbell-Hausdorff ] , on a alors

Ç1 = Exp ad X [Ç) et -ô1 = Exp ad X f - S ) .

Autrement dit deux choix possibles du couple ("5 , Ç? ) se déduisent l'un de

l'autre par un automorphisme de -^ de la forme Exp ad X , où X e <^C» .

Comme deux décompositions d'Iwasawa d'une algèbre de Lie semi-simple se déduisent

par un automorphisme intérieur , on en déduit que les deux décompositions considé-

rées de -ef se déduisent par un automorphisme intérieur de Ji{ .à d

1 . 1 2 . - Désignons par P ( resp. M ) le sous-groupe de Lie niipotent connexe de R

admettant Ç [ resp. Ma ) pour algèbre de Lie . M est le nilradical de R

[ i.e. le plus grand sous-groupe distingué niipotent connexe de R ) et est donc

un sous-groupe fermé de R [ e t par suite de G ) . D'autre part soit "P l'adhé-

rence de P dans R , l'algèbre de Lie <Ç7 du groupe de Lie connexe P est nil-

potente , contenue dans )? et contient €? ; d'après [ [5] , VI , $4 , prop. 1 )

on sait que ~5 est une sous-algèbre niipotente maximale de J£ ; il s'ensuit que

° ? = Ç e t P = P . P est donc un sous-groupe fermé de R ( e t par suite de

G ) .

M étant distingué dans R , du lemme ( 1 . 9 ] il résulte que l'on a R = M P .

Pour achever la preuve de la proposition ( 1 . 7 ) , nous commençons par établir

deux lemmes .

1 . 1 3 . Lemme. - Soit C te oentratzsateur de S dans R . Nous avons

C = exp^C c/^n fe ) P

et P est son propre normatzsateur dans C . ( En pavttQui^ev P est un sous-

groupe de Carton de C 3 voir [5] ) .

Preuve. - M étant un groupe de Lie niipotent , nous avons M = exp cMy - Soit

^ - ̂  . ^ " [t^' ^] • • • • • ^r ° [ A- ^r-13 • ^r.1 ° (a] •
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la suite centrale descendante de l'idéal niipotent <^ de ^JJ. . Pour

ie {1 , ... , r} , désignons par m un sous-espace supplémentaire de f^C. dans

eMa . . Nous avons

<M» = m @ m S .. . B m17 .

Soit c = ( exp X ] p e C , avec X e <^6 et p G P . Comme P est contenu dans

C , exp X appartient à C ; il s'ensuit que l'on a

[ Ad exp X - 1 ) ( "S ) = ( Exp ad X - I) (^ ) = C D ) ;

c'est-à-dire

(*) ( ad X + ... + ( ad^ )———H-S) = (0) .

Soit Y un élément quelconque de J ; écrivons
r i

ad X (Y ] = [X , Y ] = Z u ,
i=1

avec u G m . Comme on a

( ad X ]3 (m1) C c^T.^. = m1"'-3 @ .. . @ m1' si i+j $ r

( ad X ]3 Cm 1 ) = (0) si i+j >, r+1 ,

la relation [*) implique que l'on a nécessairement u =0 , Vi € { 1 , ... , r) .

Autrement dit X appartient à <Ma n }o . On a donc prouvé que C = exp(c/(»n Ço ) P .

Considérons à présent un élément X de eMo n ^ tel que exp X normalise P .

Nous avons

( Exp ad X— 1 ) (Ç) C Çnc^;

c'est-à-dire

(**) ( ad X . ... .-^——^r ) ( Ç ) C ÇnX.

Appelons © l'ensemble des poids de la représentation adjointe de -> dans ^ ;

nous avons JS = ~> et j^ = @ y» . E t par suite
0 y GG y

c^ n ^ - ^nÇ @ C ( @ fe ] n A ] .
y e o-{o} Y

D'après (*«) , il est facile de voir que X ne peut pas avoir une composante

non nulle sur [ @ Jo ] n c/{» . Il s'ensuit donc que X G °5 n {M^ et
Y G 0-{D} Y

par suite exp X G P .

On en déduit que P est son propre, normalisateur dans C . Le lemme [ 1 . 1 3 ]

est démontré .

Dans le cas où "ef est une algèbre résoluble , nous avons "0 = [0] et

-̂ P = ^v = ^o . D u lemme ( 1 . 1 3 } il résulte donc que l'on a :

Corollaire. - Les sous-groupes de Carton ( [5] ) 3 d'un groupe de Lie résolu'bte

connexe R ^ sont les images par l'application exponentielle des sous-algèbres de

Carton de l 1 algèbre de Lie de R . De plus tout sous-groupe de Carton de R est

son propre normalisateur .
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1 . 1 4 . Lemme. - Soit r ' te sous-groupe de G formé des éléments qui normalisent^
à ta fois tes sous-groupes N ., A . , K e ^ P F ê^ donc aussi Y et ^ ) .
T T est; un sous-groupe fermé de G qui rencontre ses différentes composantes conne-
xes . En outre nous avons Y ' H G = P r .o

Preuve. - Soit Z[G ] le centre de G . Les sous-groupes N , A , K ZCG ) et P—————— 0 0 0
sont fermés dans G C voir C 1 . 1 2 ) et les lemmes. ( 1 . 5 ) et ( 1 . 6 ) ) . Comme
r ' est aussi l'intersection des normalisateurs dans G de ces sous-groupes , F '
est un sous-groupe fermé de G .

D'après la remarque C 1 . 1 1 ) , nous savons que deux décompositions du type
•^P = [ (MO + °5 } @ c/T @ C& g y\, se déduisent l'une de l'autre par un automor-
phisme de -^f de la forme Ad x , où x appartient à G . Il s'ensuit donc queà ^ o
pour tout g de G , il existe g G G tel que g g normalise à la fois N ,
A , K et P . On en déduit que r ' rencontre les différentes composantes connexes
de G .

Soit g G F ' H G ', écrivons g = r s avec r £ R et s G S . r normalise S .
Posons [ r , S ] = { r s ' r s' , s ' € S} ; [ r , S ] est contenu dans le sous-groupe
discret R H S . Comme S est connexe , il s'ensuit que [ r , S ] = { e} , c'est-à-
dire r G C . L'élément s normalise alors N , A et K ; nous avons donc s er.
Puisque S centralise P , r normalise P ', r appartenant à C , d'après le
lemme ( 1 . 1 3 ) il s'ensuit que r €: P . Nous avons donc montré que r ' H G = PF.

1 . 1 5 . Fin de la preuve de la proposition C 1 . 7 . ] . - Désignons par Q le sous -
groupe K r ' de G . D'après le lemme ( 1 . 1 4 } nous avons Q H G = P K ; il
s'ensuit que 0 ne est la composante connexe de l'unité dans Q . D'autre part
P r = F ' >̂ G est un sous-groupe fermé de G ( lemme ( 1 . 1 4 ) ) et
Q H G / P r = P K / P r * qui est homéomorphe à K / r * est compact [ noter
que r contient le centre ZCS) de S ) , on en déduit que Q H G est un sous-
groupe fermé de G . G ayant un nombre fini de composantes connexes , Q est donc
un sous-groupe fermé de G possédant le même nombre de composantes connexes que
G .

Nous savons alors C [ 1 4 ] , ch XV , théorème 3. 7 ) que Q possède des sous-
groupes compacts maximaux deux à deux conjugués et , si L est l ' u n d ' e u x , nous
avons Q = ( Q 1̂ G ) L [ e t par suite G = G L , puisque Q rencontre leso o
différentes composantes connexes de G ) .

Choisissons un tel groupe L et posons K = K L . Nous obtenons la décomposition
G = D K , où D est un sous-groupe résoluble connexe de G , l'image Ad K de
K par la représentation adjointe de G est compacte et le sous-groupe D H K est
contenu dans P . Plus précisément nous avons :
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1 . 1 6 . Lemme. - Soit KI te plus grand sous-groupe compact du groupe de Lie nitpo-

tent connexe P ( [ 1 1 ] ) . Alors l9intersection des sous-groupes D et K. est

contenue dans K ( R n S ) et donc dans P .

Preuve. - L H G est un sous-groupe compact maximal de Q H G = P K . Il est

clair que L F l G = K C K n i _ ] . Nous avons donc

D n K = D n ( K C L n G ) ] = D n K K = D n C K , ( D n K ) ) ;
o i 1

or D H K = R H S C R H Z ( G ) C C n Z ( G ) C P, ( lemme [ 1 . 1 3 ] ] .
o o

Le lemme ( 1 . 1 6 ) est prouvé .
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2. FAMILLES DISCRIMINANTES D'A-COCYCLES ASSOCIEES A UN GROUPE OE LIE

2 . 1 . Définitions. - [voir [ 1 0 ] ) . Soient G un groupe L .C .O . et E un

G - espace à droite (i.e. un espace topologique sur lequel G opère à droite

continûment). On appelle A-cocycle sur E toute fonction continue p sur ExG ,

à valeurs réelles vérifiant

p ( u , g ^ g ^ ) = p [ u , g ^ } + p (u .g , g ) pour g ,g G G , u (E E

Soient L un sous-groupe de G et p un A-cocycle sur E ; nous disons que

p est L-invariant si on a :,

p(u, l ) = o, pour le L , u C E

Oorénavant G désigne un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes con-

nexes . Nous reprenons les notations du paragraphe précédent : En particulier on

considère la décomposition G = 0 K. , où 0 est un sous-groupe fermé connexe réso-

luble et Ad^K est compact ; on note -^f = '2) @ X, la décomposition corresponr-y -
dante pour l'algèbre de Lie A^ de G .

2.2. Lemme. - G possède une frontière-maximale ( voir [ 1 ] ) y Q(G) ^ unique à

G - homêomorphisme près . Le plus grand sous-groupe résoluble distingué R ' de

G opère trivialement sur B(G) ; Q(G) est alors un \° - espace ( de

façon évidente ) qui est une frontière maximale du groupe de Lie ,\^ dont laR
composante connexe est semi-simple et de centre trivial . En outre 3 B (G) est

une frontière maximale de tout sous-groupe de G contenant G
o

Preuve. - Soit N (0] (resp. N(D] ) le normalisateur de 0 dans G (resp. dans

G î . Nous avons N CD] = D r et N C D ) = 0 F' (voir ( 1 . 4 ) et prop. ( 1 . 7 ) )

D'après [ 1 ] , nous savons que G possède une frontière maximale B C G ) , uni-
o G °

que à G - homéomorphisme près , dont une version est N [D)\ o .o o
Soit Z (G 3 le centre de G , ; D Z ( G ) est un sous-groupe fermé

(lemme ( 1 . 6 J ) , distingué de N(D) . \ N ( D ) g^gnt compact , d'après

( [ 1 ] lemme II 8 ) , N C D ) possède la propieté de point fixe .

Comme (^Q^ est G - homéomorphe à , ,\ o , d'après [ [ 1 ] , corollaire 1

de la proposition 1 1 . 2 ) , on en déduit que G possède une frontière maximale

B(G) , unique à G -homéomorphisme près , dont une version est i\iri-i-i^

D'autre part , désignons par E.' l'application naturelle de G sur -,\
r\

D'après C [ 1 ] lemme 1 1 . 1 2 ) R' opère trivialement sur B ( G ) . B ( G ) est

alors un ,\ - espace ( de façon évidente ) , \ - homéomorphe à

^ (G) ^
, fMi-nn C:1L11 est urle 'Frontière maximale de \ .

Enfin si G, est un sous-groupe de G contenant G , notons N C D ) le norma-
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lisateur de D dans G . Il est alors clair que la frontière maximale

^ , - \ 1 de G est G - homéomorphe à Mri-i- i^ et donc à B Î G ) .

Le lemme 2.2. est prouvé .

2.3. Lemme. - Soit NFOj le normalisateur de D dans G . Il existe sur ta

frontière maximale Q(G) de G un unique élément u dont te stabilisateur

dans G est NfD^ .

Preuve. - B(G) étant G - homéomorphe à Mrn-i^ . il eclt clair qu'un tel point

u^ existe . Soit u un autre point de B ( G ) dont le stabilisateur est N[D) j

écrivons u - u . x , avec x G G . L'élément u est alors stable par les élé-

ments de x N(D) x ; par suite nous avons x N C D ) x C N ( D ) ; c'est-à-dire que

x normalise N[D) .

Or N(D] est son propre normalisateur dans, G : en effet , le normalisateur de

N(D) dans G est une extension compacte de N(D) et possède donc la propriété

de point fixe ( [ 1 ] lemme 1 1 . 8 ) ; mais ^(^\ étant une frontière de G , on

sait aussi ( [ 1 ] cor. 1 de la prop. 1 1 . 2 ) que N(D) est maximal pour la pro-

priété de point fixe ; par suite N(Dl est son propre normalisateur dans G .

On en déduit alors que x G N(D) et u - u . L e lemme ( 2.3 ) est prouvé .

2.4. Lemme. - Soit G un sous-groupe (fermé) de G contenant G . Désignons

par ç^ l'application naturelle de G sur \ et par v l'unique élément

( u^ , î, ( e ) ) de Q(G) x \ stable par G n NfDj .

Alors l'application , p i——> d> : d e D )——> p( v , d ) , établit une cor-o
respondanoe biunivoque entre les A- cocycles ^-invariants sur le G-espace

homogène produit Q(G) x p \ et les homomorphismes continus <^ de D dans

(R additif tels que ^(^) = 0 3 pour tout k e K n D et ^>(x~^àx} = ^ ( à ) , pour

d e D 3 x e G^ n NfD; .

Preuve. - Désignons par ç l'application naturelle de G sur - V e . L'élément
————— G 1v^ = C. u , Ç , (e ) ) de B C G ) x \ est stable par G nl\l(D) .

. Soit p un A-cocycle K-invariant sur B(G) x \ . Posons
G^

<j)(d) = p C v , d ] , (d G D) ; il est clair que l'on définit ainsi un homomorphis-

me continu <^ de D dans |R additif vérifiant les propriétés énoncées . En

outre , pour tout C K , g ] G K. x G , nous avons p( v . k , g ] = ^ [d ) , où d

est un élément de D tel que k g = d k' avec k' £ K. . On notera que « est '

transitif sur B(G) x - V e .
^
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Réciproquement , soit <j) un homomorphisme continu de D dans (R additif

possédant les propriétés énoncées . Posons

p ( v^ . k , g ] = <Kd) [ k<E K , g < E G )

où d est un élément de D tel que kg = dk' avec k' £ K . Puisque <() est nul

sur D °K , la valeur donnée à p C v . k, g ) ne dépend pas du choix de l'élé-

ment d e D . D'autre part , soient k, , k G K avec v . k = v . k et

g£ G ; écrivons k g = d k' avec d € D , k ' €E K , et k = x k avec

x e G n N C D ) n K; nous avons k g = ( x d x ) x k' et par suite

P C v^ . k^ , g ) = <()C x d^ x"1 ) = <K d^ ) = p ( v^ . k^ , g )

Ce qui montre que p est bien définie.

Montrons que p est continue . Pour cela on est amené à montrer que si (g )

est une suite d'éléments de G convergeant vers un élément g de G , on peut

trouver une suite (d ) d'éléments de D convergeant vers un élément d de D

tels que g = d k et g = dk avec k , k £ K. . Soit donc (g } une tellen n n ^ ^ n ^ "n ^
suite ; écrivons g = d k et g = dk avec d , d ^ D et k , k e K .n n n n n .
la suite x = d g k converge alors vers e ; comme -€-f = ̂  @ V^, , nous

n n 2 2 -pouvons trouver des suites (d ) et [k ) d'éléments respectivement de D etn n^ ^
K convergeant vers e , telles que x = d k . 1 1 s'ensuit que l'on a ;

d = d d z e t k = z k k avec z € D H K.n n n n n n n
1 - 1 1en posant d = d z e t k = z k , o n obtient ce que l'on voulait .n n n n n n

Enfin , on vérifie facilement les relations

p ( u , k ) = 0 ( u e B t G î x . , ^ , k £ K )
1 1

p(u , g^ g^)= p [u , g^) + p (u . g^ , g^) (u Œ B(G] x ^ ̂  ; g^ , g^€ G)

2.5. Une famille d'homomorphismes de o0 dans E additif. - Soit -̂ ? le nilradi-

cal de oô . Nous désignons par S l'ensemble des poids [voir C 1 . 0 ) de la re-

présentation adjointe , sd-r» | n (E ' de o2) dans -n . C 5) étant résoluble ,i n « (T
d'après le théorème de Lie , nous pouvons trouver une base de -n qui triangula-

rise simultanément les éléments de ad &Z) i y ^ . Alors S n'est autre que la fa-
l y

mille d'homomorphismes définie par les éléments diagonaux ).

2.6. Lemme. - 2 engendre t'espace vectoriel complexe des homomorphzsmes de e2>

dans (E add-it-if qui, s'annulent sur te n-itvaàioat -^ de S) . La dimension de cet

espace est donc égale à celle de l'espace vectoriel ^Z>/A

Preuve. - Reprenons les notations du paragraphe 1 . Nous avons



21

^> = S^ @ c^P @ Q. . Désignons par cM» le nilradical de Ç ,̂ et par <Ç

une sous-algèbre de Cartan du centralisateur JE de la sous-algèbre de Lévi J de

•̂ P dans <5 ,̂ , Nous avons alors C prop. ( 1 . 7 3 ] 9f = < t̂e + ^ et par suite

<2> = ^ + ( Ç @ Cî )
où A = ^ 8 cM est le nilradical de oD .

Désignons par ^ 7 . ^ , 1 ^ i ̂  p , la série centrale descendante de l'idéal

niipotent -^ de oD . Il est clair que 2 est la réunion des poids des représen-

tations adjointes de oZ) dans les espaces ( ^ . / -À ^ ) 1 < i ^ p . Tout élé-
/ 1 /i+1

ment de 2 est donc nul sur fj

Considérons la représentation adjointe n de ~5 @ CS, dans A . Il est clair

que les poids de n sont les restrictions à a} @ d des éléments de 2 ; nous

identifions 5 et l'ensemble des poids de n . Avec les notations de ( 1 . 0 ) ,

les sous-espaces -^ , À ^ 5 , sont stables par Ç @ ^ et nous avons
/ Â

^ - 9 ^\/ -\ c. ^ / A

O?Soit alors X ^ 0 @ (S. vérifiant À ( X ) = 0 pour tout À e E . Pour tout

À £ 5 et tout Y € 4 il existe un entier n tel que (ad X]" [Y.) = 0 .

Autrement dit ad X est niipotent sur ty . Comme 3 > = A + ( < y @ Û S l ) , i l

s'ensuit que a'd X est niipotent sur <2) et par suite X appartient au nilradical

A de o?) . Le lemme ( 2 .6 ] est prouvé..

2.7. , Corollaire. - Sozt G un groupe de Lze ayant un nombre fini, de composantes

connexes dont ta composante connexe G de l'unité est semi-simple . Soit

•^f = Jf S CS. S X une décomposition d'Iuasaua de l'algèbre de Lie ^f de G .

Alors ta famille H d'homomorphismes de c)f @ CS dans C additif , obtenue en

( 2.5 ) ^ engendre tout t'espace des homomorphismes de c/T @ 6Î dans C additif .

La dimension de cet espace est égale à celle de 0. .

Preuve. - Nous avons

c X Î = [ ^ Q â , ^ Q Q L ] ,

par suite tout homomorphisme de o\P S CSl dans (C additif , s'annule sur le nil-

radical cM3 de c^T S CS, . L e corollaire résulte alors du lemme ( 2.6 ) .

2.8. Lemme. - Soit Q un automorphisme de -^f laissant stable où . Alors pour

tout \ de E 3 À o O € 5 ; 0 permute ainsi les éléments de 2 . En particu-

lier À o Ad x = À pour tout À G 5 et tout x £ N ( D ) .
o

Preuve. - 0 est un automorphisme de -€-f laissant stable oZ> , Q laisse donc

invariant le nilradical -À de oZ) .



22

Soit À e5 . Il existe alors un idéal -^/ de oD . contenu dans A , et un

élément V de -À - -t^ vérifiant

( a d x ) [ V ) = À ( X ) . V module -^ , pour tout X e oZ)

Comme on a 0 o ad X o 0 = ad O C X ) C X ^ -^ ) , nous avons pour

tout x e oD à (/

C ad 9 C X ) ) CG C V ] ) = ( 0 o ad (X ) ] (V)
0 = À ( X ) . 0 (V) module 0 [ -<ĵ  ) s

c'est-à-dire pour tout X €= ^

( a d X ) C 0 C V ) ) = À o 0~1 (X ) . O C V ) modulo 0 [ -W •} ;

ce qui montre que À- o 0 ^ 5

D étant connexe , il s'ensuit alors que À o Ad x = À , pour tout À £ H et

tout x ^ D . Enfin comme F centralise P et A , la restriction Ad y | ̂| <y @ d ,
de Ad y à °f S C .̂ est l'identité , pour tout y de F ; il s'ensuit que

À o Ad y = À pour tout À € r et' pour tout À £ 5 . Comme N (D) = D r ,
o

le lemme [ 2 . 6 ] est prouvé .

2.9. Une famille d'A-cocycles ^-invariants sur la frontière maximale B ( G ]

de G . - Soit À e 5 ; D étant un groupe résoluble connexe À est la diffé-

rentielle en e d'un poids ^ de la représentation adjointe de D dans -À

Nous avons alors ;

i) pour tout automorphisme a de G laissant stable D , ô- o a = é,. À À o d o
( lemme ( 2.8 ) ) . En particulier (L (x d x j = <(), (d) , pour d G D et

A À

x e N (D) .o
ii) <(» prend la valeur 1 pour tout élément du nilradical MN , de D . De plusÀ
plus , comme Ad^ K est compact , \<^>, C k ] | = 1 , pour tout k ^ D n K .

D'après le lemme C 2.4 ) à 1 ' homomorphisme continu log |< ( ) , | de D dans (RÀ
additif , se trouve associé un A-cocycle K-invariant T sur B (G) x ,-, \ G .

: À "o
Le normalisateur N CD) de D dans G rencontre les différentes composantes

connexes de G ; soit s une section de l'application naturelle ç de G sur

p \ G , à valeur dans N (D) . Alors 1'homomorphisme continu de D dans (R addi-

tif - card^ \G x e ^ \ G Log I ^À o Ad s C x ) 1 est invariant P^ les automor-

phismes intérieurs associés , non seulement aux éléments de N (D) , mais aussio
à ceux de N CD) . D'après le lemme ( 2.4 ] à cet homomorphisme se trouve donc

associé un A-cocycle ^—invariant p sur B C G ) .À
Nous avons ,

^"o • k ' g) ° cart ^G x e ^ \ G ^ o Ad s (x) [ ^o -ç (en • k • S )

0 0

C k e K . ge G) ,
où u est l'élément de B [ G ) stable par N C D ) Clemme ( 2.3 ) ) ; c'est-à-
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dire , aussi ,

P ^ C u , g] = ^ T ^ C [u , x ) , g ) dx (u e B [G] , g € G) , où dx désigne
' G \o

la mesure de Haar normalisée sur le groupe fini p \ G .

Nous avons ainsi associé à G une famille d'A-cocycles {p , À G S} sur la

-Frontière maximale B [ G ) . Il est facile de voir que cette famille ne dépend de

la décomposition G = D ^ que par le choix du sous-groupe /( ; c'est-à-dire que

pour toute décomposition G = D'K où D' est un conjugué de D , on obtient la

même famille d'A-cocycles ^"-invariants sur B ( G ) .

2 .10 . Remarque. - D'après le lemme C 2.6 ) , la famille d'A-cocycles /<-inva-

riants sur B ( G ) , {p , À € H} obtenue en ( 2.9 ] engendre l 'espace vecto-

riel des A-cocycles , p , ^-invariants sur B [ G ) tels que 1'homomorphisme de

D dans (R additif , di——> p(u , d) , C voir lemme ( 2.4 ) ) , est nul sur le

nilradical de D . Cet espace vectoriel est donc de dimension inférieure ou égale

à celle de JL\^ • ^ I:L P61-^ en effet arriver qu'un élément de 2 soit à

partie réelle nulle sans être nul ] .
Si G est semi-simple . il résulte du corollaire ( 2 .6 ) que la famille

d'A-cocycles ainsi obtenue engendre tout l 'espace vectoriel des A-cocycles

^-invariants sur B ( G J . Cet espace vectoriel est donc de dimension "égale à celle

de CS. . [ En effet , dans ce cas , les éléments de 5 sont réels ( voir

C 1 . 2 ) ) ].

2 - ^ - Définition. - A tout sous-groupe K qui provient d'une décomposition de

G du type construit au paragraphe 1 , nous avons associé" C voir ( 2.9 ) ) une

famille d'A-cocycles , K-invariants , {p, , À e H} , sur la frontière maximale
A

B ( G ) de G . Une telle famille sera appelée une famille discriminante d'A-cocy-

cles associée à G .

Si x est un élément de G , on note 1 1'automorphisme intérieur associé à
-1 -1 x

x ( i.e. 1 : gi——> x g x ) et J 1'homéomorphisme de B C G ) sur lui-

même qui à uG B [ G ] associe u . x . Nous avons alors

2 . 1 2 . Lemme. - Soit {p, , À £ 2} une faxn'ilte discr^m-inante d'f\-oocyctes

associée à G . Alors toute autre telle famille s'écrit {p, o [ J , , 1 ) , À G H}
A d d

pour un certain élément d de D .

Preuve. - Considérons la décomposition G = D K. de G et soit /<• un quelconque

sous-groupe de G qui provient d'une décomposition analogue de G . Alors G

admet la décomposition G = D K ' et ^ ' est le conjugué de K par un élément d
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de D ( i . e . K' = d K d~1 J .
Il est alors clair q u ' à partir de la décomposition G = D K' , on obtient

( voir C 2 . 9 } J la famille d ' A -cocycles K'-invariants sur B [ G )
^À ° ^d ' IdJ ' Â e 5 } • n au-F-Fit en effet de remarquer que si x G G , la
composante sur D de d x d~1 , pour la décomposition G = D K' , est la conju-
guée par d de la composante sur D de x , pour la décomposition G = D K . Le
lemme 2.12 est prouvé .
En passant , on notera que l'o n a

^ ° ^d - ̂  [ u - gj = p^ cu ' ^ + p^ cu • S ' d } - P^ cu - d ]
Cu e B C G ) , g e G )

2 . 1 3 . Remarque^ - Appelons S^ l'ensemble des poids de la représentation adjointe
de 3) dans ̂  / [ A , A J^ ; ^o est un sous-ensemble de 5 . Comme on sait
que^tout système x^ , . . . . , x^ d'éléments, de ^ (c dont l'image dans
7 ^-^ . 4 ̂ forme une base de cet espace , engendre -̂  c en tant

qu'algèbre de Lie , il est facile de voir que tout élément À de H est une
somme d'éléments de Ŝ  . Il s'ensuit alors que tout élément de { p , À G 2}
est une somme d'éléments de { p , , À £ H } .À o



25

3 . ALGEBRES DE LIE NILPOTENTES

3 . 1 . Dé-Finition. - Soit G un groupe topologique, A , . . . ,A [r £ (M) des sous-

groupes fermés de G ; nous disons que G est le produit amalgamé des sous-groupes

A , . . . ,A si l'application du produit cartésien A x . - . x A dans G qui au couple

[a , . . . , a } -Fait correspondre le produit a . . .a est un homéomorphisme. Dans ce

cas les applications p , . . . ,p qui à un élément g de G font correspondre les

éléments p ( g ] , . . . , p [g] respectivement de A . , . . . , A tels que

g = p [ g ) . . . p (g) , sont appelés les projections de G respectivement sur

V ^-••••h^r•

Remarques. - II est facile de voir que

i] Soient G un groupe localement compact qui est une réunion dénombrable de

compacts, A et B des sous-groupes fermés de G ; alors si l'application

^ : AxB ——> G est surjective, elle est ouverte ', si de plus on a A ^ B = {e} ,

[a ,b ] »—> ab

.G est le produit amalgamé des sous-groupes A et B .

ii] Soit G un groupe de Lie qui est le produit amalgamé de deux sous-groupes

fermés A et B ; alors l'application ip est un isomorphisme de variétés ana-

lytiques .

Dans la suite, nous utiliserons le résultat- suivant :

3.2. Lemme. - Soit G un groupe de L-ie connexe dont l'algèbre de Lie -Sif est som-
0

me directe de deux sous-atgèbres -ef . et af . Soient G et G des sous-groupes

de Lie de G ayant respectivement -5 ,̂ et -̂ > pour algèbre de Lie. Si. tout élément

de G s'écrit de façon unique comme produit d'éléments de G et G ., alors G

est te produit amalgamé de G et G ., En particulier G et G sont fermés

dans G .

Preuve. - D'après les hypothèses l'application ri : G x G ——> G est bijective.————— i z
Comme -^ = ̂ f ® -^ , nous savons que n est un isomorphisme de variétés analy-

tiques d 'un ouvert V x W contenant [ e ,e ] de G x G sur un ouvert U conte-

nant e de G [e désigne l'élément unité de G) . Soit alors g = g g G G

avec g E G et g e G . La restriction de n à l'ouvert X = g U g ,

contenant g , se décompose en

-1
X ———> U ——D——> V x W ———> G_ x G^_

-1 -1
x •———> g^ x g^ [ v , w ] •———> C g ^ v . w g ^ ] .
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et est donc analytique. L'application n est donc un isomorphisme de variété

analytique de G x G sur G ; autrement dit G est le produit amalgamé des

sous-groupes fermés G et G .

Soit -n une algèbre de Lie niipotente réelle ou complexe de dimension m ,

^1 = î '^2 = [^fl]-—^p = [^p-1^ ^p.1 = m ' sa série ̂ ^ des-
cendante. Soit e , . . . , Q . , e. , . . . ,e . = e une base de À adaptée à cette1/) i/)-1- ip m /

série (i.e. pour tout j = 1 , . . . ,m , e . e ^ ^+1 • si ^-i < J < ̂  • La

formule de Campbell-Hausdorff ,

(3 .3) u x v = u + v + - ^ - [ u , v " ] + ... ( u, v £ y ) ,

M

permet de munir in d'une structure de groupe niipotent.

Désignons par /i. l'algèbre des fonctions polynomiales sur l 'espace vectoriel

•̂  . Soient ( x . ) , . le système de fonctions coordonnées associées à la base

C e . ) , , . ; on définit ( [12 ] ) une notion de degré sur fi en attribuant un degré

à chaque générateur x . ; le degré de x . , noté "dg x . " , est par définition égal

au plus grand entier s tel que e . £ -vy ; on convient que le degré du polynôme

nul est C-°°) . Cette notion est évidemment indépendante du choix de la base adap-

tée. Si u £ n , on pose x . C u ) = u. . Dn sait que la multiplication dans ^ est

polynomiale. Plus précisément on a, pour tout u et v £ -*7 .

(3 .4 ) V i € {1 , . . . , i } , [ uxv ] . = u .+v .

V & € { 2 , . . . , p L V i e {i +1, . . . , i } , C u x v ) . = u . + v . + T . [ u ,...,u. ;v , . . . ,v. )
- ' ' 1 1 1 1 1 î  1 î

où les T. sont des polynômes dont le degré total est inférieur ou égal à a et

le degré partiel par rapport à l'ensemble des variables u. [resp. v . ) ,
K K

1 ,$ k < i . est inférieur ou égal à ( £ - 1 ) .

Si c ç. -fy , nous désignons par L Cresp. R ) la multiplication à gauche (resp.

à droite) par c dans -fj . Il résulte de ( 3 . 4 . ] que L et R sont des ap-
c c hplications polynomiales. Un endomorphisme E de l 'espace vectoriel ffj est dit

adapté à sa série centrale si les •n , 1 •$ A < p , sont stables par E .

3.5. Lemme. - Avec tes notati-ons cï^-dessus, nous avons :

- z ^ V c e ^ , V T e ^ , T o L = T + T ' avec dgT ' < dgT.

zz} Si. E est un endomorphisme (resp. un automovphisme) d'espace vectoriel de A 3

adapté à sa série centrales alors

V T G A dg(ToE) <: dgT (resp. dg(ToE] = dg'U .
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Preuve. - II suffit de montrer le lemme quand T est un générateur x . de fi.

La première partie est alors une conséquence immédiate de [ 3 . 4 . ] . Quant à la se-

conde, E étant adapté, nous avons

m
E C e ) = E F e avec E - Q si dg x > dg x .

J n =/i J 'x ' ~ J * ~ 3 ~

D' où
m m .

x . o E C u J = E u. x . o E C e . ] = E E. . u. = \ E. . u. [ u G ^ }
J-1 J ' J • J - 1 J J 1 J {J=dgx^dgx^} J J 1 J /

qui montre que d g C x . o E ] <; dgx. .

Enfin si E est un automomorphisme, cette dernière inégalité appliquée à E et
-1 'E donne l'égalité des degrés.

3.6. Lemme. - Soient CS. et (5î> deux sous-algèbres de A telles que

4j - [ a n A ] @ c6î>n A 1 , i <: A ^ p .

Alors le groupe nllpotent (ns^.) est le produit amalgamé des sous-groupes ( d ^ x )

et (6^^x) . De plus les projections (au sens de ( 2 . 1 . ) ) de •̂  sur Ôi -et 6Ï>

sont polynom-iales.

Preuve. - Elle se fait par récurrence sur la longueur de la série centrale de ^ .

Si vj est abélienne la proposition est évidente. Supposons donc qu'elle soit vé-

rifiée pour les algèbres de Lie niipotentes de longueur strictement inférieure à

K et soit vj de longueur K . Considérons alors •vy , 1 ' homomorphisme n de ^
0 ^sur -y /n et une section linéaire o de n telle que a o n[ Q. ] C CS. et

^ -^a o IT[(^>] C ô") . L 'hypothèse de récurrence s'applique à y /o : pour tout élément
n /K

u de ¥j , l'élément IT[u ] de y /p s'écrit donc de façon unique comme produit
/ 7K

d'élément de n [ C S ] et U[Gb] -, de plus

n [ u ] = ~ç [ n [ u ] ) x ' Q _ [ n [ u ] ] ,
— — Aoù p et p sont des applications polynomiales de y /A respectivement sur

n c c s ] et n [ < 2 > ] . /K

Posons alors ï . (u ] = o o p o IT[u] et T ^ ( u ) = o o p o n [u ] ; l 'élément

y = T . [ u ) x T,-,[u] a même image que u par n , il s'ensuit que z = u-y , ap-

partient à 4j qui est contenu dans le centre de •̂  . Mais
/ K /

Â = [ O n & ] s [ (&n ^] = c a n A ] x [ % > n Â t ;

et si p [resp. p ) désigne la projection de -fj sur QL ri -^ [resp.ça <5b / ^ / ^
•& n ^ 1 il vient,

U = T , C U ) X T [u ] + p [ Z ] + p [ Z ]
1 2 (S. 6^
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où p [ z ] et p [ z ] appartiennent au centre de -Vj .
C& (5b /

D'où u = T . . C U ] x T ^ C u ] x p [ z ] x p [ z ]1 2 (A Çb
= [ T , [ U ] X p [ Z ] ] X [ T - [ U ] X P [ Z ] ]1 Ûl 2 Oi>
= [ T , [ U ] + p [ Z ] ] X ( T - C U ) + p [ Z ) ) .

1 ÇA 2 Çt>
En posant P . [ u } = T , [ u ] + p [ u - T . [ u ] x T ^ [ u ] J

l l Ui ' ^-

P [u] = T^ , [u) + p [U-T [u ] X T ^ C u ] ] ,
z . ^» • z

p, et p sont des applications polynomiales et tout élément u de ^ s'écrit

de -Façon unique comme produit d'éléments de C2 et GÎ> sous la forme

u = p [ u ) x p ( u ) .

Remarque. - Cette démonstration montre en -Fait que si on a seulement

•^ = [GL n ^ ) î } + [ <î5n ^) î } ' ^ e ^ ' - - - ' ^ '

[sommes non nécessairement directes), il existe des applications p et p

polynomiales de -^ sur CS. et 6Î) telles que u = p [u] x p ^ C u ] V u G •̂  .

Le couple Cp ,p ] n 'est pas unique si C?. H ôb ^ [0] .

3.7 . Soit oc [resp. m ] une sous-algèbre niipotente (resp. un idéal niipotent]

d'une algèbre de Lie réelle -CP .

Considérons la représentation adjointe de oÇ, dans l'idéal -v) de ^SJP et
- - / o

désignons par 0 l'ensemble de ses poids. Nous avons [ L25J] , avec les notations

de [ 1 . 0 . ] ,

i] Les sous-espaces •̂  sont stables par o f̂

. . ^ û Œ - H (C
1 1 1 î = e le 7e

-' E^.^J^^e. ( e • e • e 9 )

[avec la convention •v\ , = [0] si 6 + 0 ' ^ O J .y 9+ 9

Dé-Finition. - Une partition {0 ,0 } de 0 est dite stable par addition et con-

jugaison si :

a) Pour tout 9 G 0_ [resp. 0 ) la forme linéaire conjuguée 9 appartient à 0_

[resp. 0 ) .

b) 6 + 6 > e 9 . l ——> 9 . 9 ' G 0 [resp. 0^ ] .
9 , 9 ' e 0_ [resp. 0 ] J

c) Dans le cas où la forme linéaire nulle appartient à 0 , on convient qu'elle

appartient à 0



Soit { 0 _ , 0 } une telle partition de ' Q et posons

' ^ - B -̂  ' ^ - s ̂  •7- e e o / e /+ 9 e e 7 9— +
En vertu de iii] et de l'hypothèse b ] , •& et •& sont des sous-algèbres de

•fc . De l'hypothèse a ] , il résulte que A _ et -À sont les complexifiées de
deux sous-algèbres -À et -̂  de -̂  . A toute partition { Q _ , 0 } de Q
stable par addition et conjugaison, nous avons donc associé une décomposition de
•^ en somme directe de deux sous-algèbres ̂  et -À
Soit ĉ  un idéal niipotent de >Cf contenu dans -̂  . Appelons A l'ensemble

des poids de la représentation adjointe de of dans cM^ . A est un sous-en-
semble de 0 . A toute partition { Q _ , 0 } de 0 stable par addition et conju-
gaison, correspond la partition { A n Q _ , A n Q } de A stable par addition et
conjugaison ; notons <Ma = <M^ S t̂ -C la décomposition de <M» en somme directe
de deux algèbres associée à cette dernière. Il est alors clair que l ' o n a :

< - A n À et c< = ĉ n ̂  .
Soit ( 7 . ] . . la série centrale descendante de l'idéal niipotent ^ . Pour/1 l^i<p /

tout ie { 1 , . . . , p } , ff) . est un idéal niipotent de -Cf contenu dans -A . Nous
il fr /

avons donc d'après ce qui précède ( e n faisant ĉ fc» = •^ . , 1 < i < p ] ,

f i = ^± n ̂  - ] s ̂ i n ̂ ) ' 1 ̂  i < P •
D'après le lemme [ 3 . 6 . ] , il s'ensuit que muni du produit x définit par la

formule ( 3 . 3 . ] , •^ est un groupe niipotent qui est le produit amalgamé des sous-
groupes -̂  _ et ^^ . De plus les projections associées à ce produit amalgamé
sont polynomiales.
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4. DECOMPOSITION DE G ASSDCIEES A
UNE PARTITION DE H STABLE PAR ADDITION ET CONJUGUAISON

4.D. - Nous reprenons les notations du paragraphe 1 : on désigne par

-t̂ . = ÎV. S -> une décomposition de Lévi de -^ ; par 4 = <sAT @ (î B "y -̂.

une décomposition d'Iwasawa de J ; on obtient la décomposition J^ = '3^ S X ,

où &î) = Ç^ @ otf* @ C5L est une sous-algèbre résoluble et yC une sous-algèbre

compacte de -gjP, .

Soit ^G le nilradical de ^Ç .̂ et u? une sous-algèbre de Cartan du centrali-

sateur £ de "5 dans \̂. . Nous avons [prop. [ 1 . 7 ] ) (9\. = < »̂ + Ç et

par suite

5) - ^ . [Ç @ O? ] ,

où ft) = <^C @ c /̂ est le nilradical de 3) .

S désigne l'ensemble des poids de la représentation adjointe de e2ï dans -A lc.

4 . 1 . - Décomposition de ~^ et ^ associée à une partition de H . Considérons

la représentation adjointe II de Ç @ CS. dans -À . Tout élément de H est

nul sur ^ et sa restriction à Ç @ CSL -Fournit un poids de n ; nous identi-

fions S et l'ensemble des poids de n . Soit {5 ,5 } une partition de S

stable par addition et conjugaison ; notons y = -y _ 8 -^7 la décomposition de

•w associée à cette partition (voir [ 3.7 ) ] .

Posons o0_ = ^ et <3) = [ ^ + <? } S (Si . Des relations

K?,-5:] = C D ] , [<?@ (51 , ^_ ] C^_\ L ^ ® ^ - ^ ] ^ , et

[Ç.Ç] C 7 r ' ^ c^+ ' il résulte q^ 00_ et oÛ^ sont des sous-algèbres de
oQ . Nous obtenons ainsi les décompositions

o2> = 2> S oÙ^ et •̂  = où @ JS^ ,

où a ^ = + ® ^ es^ un s(:lus~espace de ^ .

4.2. Proposition. - 6'oz^ G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes

connexes. Désignons par JU> l'algèbre de Lie de G ; par Af = Si B •S une

décomposition de Lévi de of, et par "î = ^ V B (S B )^, une décomposition

d'Iwasaua de 3 . Nous obtenons la décomposition A^ = 2> S YC , où

^b = ^L @ CÂT @ Cî. es^ z^^e sous-algèbre résoluble et ^ ^ne sous-algèbre com-

pacte de JSjy .

Appelons S l'ensemble des poids de la représentation adjointe de ob dans la

complexifiêe ^ de son nilradical -^ . Soit {H_.,H^} une partition stable par

addition et conjuguaison de H et notons oZ> = oZï_ @ où la décomposition de oZ)

associée à cette partition (voir ( 4 . 1 ) ) .



Désignons par M , A , K , P , D_ et D tes sous-groupes de Lie connexes de

G ayant respectivement c}f ^ (5L 3 K s Ç .» oZ)_ e^ <?D pour algèbres de

Lie. Soit F ' le sous-groupe fermé de G formé des éléments qui normalisent à la

fois N 3 A ., K et P (voir prop. ( 1.7 ) ) . Posons E^ - D^K T' s E^ est une

sous-variété de G y qui la réunion d'un nombre fini de sous-variétés ouvertes

isomorphes à D K.

Alors l'application qui au couple ( a., b ) associe le produit ab est un iso-

morphisme de variétés analytiques de D_x E sur G . En outre D est nil-

potent simplement connexe.

Désignons par D le sous-groupe de Lie connexe de G ayant ~J> pour algèbre

de Lie. Pour prouver la proposition [ 4 .2 ] nous commençons par établir la pro-

position :

4.3. Proposition. - D est le produit amalgamé (déf. ( 2 . 1 ) ) des sous-groupes

D_ et D^ (qui sont donc fermés dans D ) . En outre D_ est niipotent simple-

ment connexe.

Preuve. - Désignons par - N , P , A et N les sous-groupes de Lie connexes de G

ayant respectivement </G , Ç , CL et c>T pour algèbre de Lie. Il est clair que

1 ' on a
D_ = exp -h et D^ = [exp ^ ] P A .

M N est le nilradical de D . Nous savons que [ [ 3 .7 ] ] le nilradical ^ de

eZ) est, pour le produit x dé-Fini par la formule [ 3.3 ], le produit amalgamé

des sous-groupes fj et -À ; de la formule de Campbell-Hausdorff, il s'ensuit

que l 'on a
M N = exp h = [exp^J [ e x p ^ ] .

L'application analytique n : D_ x D ——> D est donc surjective [puisque

[d ,d ] i——> d d- + - +
D - H N P A ] .

Remarquons à présent que :

i] si X e ^ , ad X (et par suite [Ad g - I] pour g G D _ ) envoie chaque

fj , y G H , dans la somme directe des •n , , tels que y ' - Y ^ ^_ et Q B C$-

dans ^_ [voir [ 3 .7 ] ] .

ii] Si X G ^ , ad X [et par suite [Ad g - I] pour g G D ] envoie chaque

fe , y £ 5 , dans la somme directe des & , , tels que y ' - y e E U {0} et

Ç S <î dans 4 .

iii] Si X £ *y est tel que exp X appartient au centre de D , nous avons

Ad [exp X ] | = Exp [ad X ] | = I ; d 'où ad x l = 0 [i.e. X appartient au00 <3Û «Q
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centre de J> ] et par suite x e h n & ^ c S y .

De ces trois remarques il résulte que D_ n D = { e } : en effet si g G D_ H D ,
des remarques i ] et iij il résulte que Ad g = I ; d'après iii) nous avons alors
nécessairement g = e . On en déduit que l'application n est bijective.

D'après le lemme' [ 3 . 2 ) , D est alors le produit amalgamé des sous-groupes
fermés D_ et D .
Hontrons que D_ est simplement connexe. On sait ^P^N oue tout groupe de Lie

niipotent connexe possède un plus grand sous-groupe compact qui est le plus grand
sous-groupe compact du centre et qui est tel que le groupe quotient correspondant
soit simplement connexe. De plus comme le centre d ' u n groupe de Lie niipotent con-
nexe est connexe [ [ ^ 1 4 ] , c h . XVI, t h . 1 . 1 ] , ce sous-groupe compact maximum est donc
connexe.

Appelons K [r e s p . K ) le sous-groupe compact maximum de D_ [r e s p . du nil-
radical U N de D ] . Nous avons K c K ; pour montrer que D_ est simplement
connexe on est amené à montrer que K est réduit à ( e ) .

Le groupe des automorphismes du tore K est discret [ [ l 4 ] , c h . III, prop.
3 . 2 ] . Comme K est distingué dans D et D est connexe, il s'ensuit que K
est contenu dans le centre de D . D'après la remarque iii] on a alors nécessaire-
ment K C D et par suite K = { e } . La proposition est prouvée.

4 . 4 . Preuve de la proposition [ 4 . 2 ] . - D'après la proposition [ 4 . 3 ] l'appli-
cation n : D_ x E ——> G est surjective [puisque G = D K F ' ] .

[ a , b ] '——> ab
En outre nous avons :

D n K F ' = Dn P K = D n [ P [ K ̂  D ) ] = P

[puisque D n x C D ^ K C p [ p r o p . [ 1 . 7 ] ] ] . Dn en déduit que n est injective :
en effet soit d [ d k ] = d ' [ d ' k ' ] avec d , d ' ̂  D , d , d ' € D et- + - + _ ' - _ • ' + ' + +
K , k ' £ K F ' ; nous avons d_ d = d^ d ' x avec x e D ^ K F ' C p C D ; d ' o ù
d^1 à'_ G D_ H D = { e } et par suite d_ = d^ , d K = d ' k ' .

Comme C-P = ^ @ "3) @ Y\. , l'application n est un isomorphisme de variétés
analytiques d ' u n voisinage V x W de D x E contenant [ e , e ] sur un ouvert U
de G contenant e . Soit g = d K ̂  G avec d G D et kE K r ' . La restriction

-•\de n à l'ouvert X = d U k , contenant g , se décompose en

-1
X ————> U -J]——> V x W ———> D_ x E^

x i——-> d x K [ v , w ) '———> [ p _ [ d v ] , p [ d v ) w k ] ,

où p _ et p désignent les projections associées au produit amalgamé D = D_ D



(proposition [ 4.3 ] ] . Il s'ensuit que la restriction de n à l'ouvert X est

analytique. Par suite n est un isomorphisme de variétés analytiques de D_ x E

sur G . La'proposition ( 4.2 ) est démontrée.

4.5. Remarque. - Soit £^ = [^+91 ] S cAf1 @ CSl1 @ K1 une décomposition de -Of

obtenue par le même procédé que celle -̂ f = [<^+<5 Ï] @ cAÏ @ <S. @ K . Nous savons
ô

[remarque [ 1 . 1 1 ] ] que la nouvelle décomposition se déduit de l'ancienne par un

automorphisme intérieur. Ad x , x e G . L a famille 2 est alors remplacée par

la -Famille d ' homomorphismes de où = û .̂ B cM @ C î l dans t additif ,

E1 = { À o Ad x~ 1 , À E H} . Posons H1 = { À o Ad x~ 1 , À G 2 _ } et

5 = { À o Ad x , À € S } . La décomposition de -^€ (resp. G] associée à la
1 1

partition { S _ , 5 ^ } se déduit de celle associée à la partition { 5 _ , H } par

1'automorphisme intérieur de Af [resp. de G] associé à x .
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5. DECOMPOSITION, HODULO m — D E GG

5.0.- Nous reprenons les notations du paragraphe 1 : on considère les décomposi-

tions JLf =^3.8 ̂  CLévi) , -ô =c>P g CS. @ YC (Iwasawa) et ^ = cX @ 0 S c\T @ 'YTL

(Bruhat). On pose 3) = °l\, @ Cî @ cXT . O n désigne par S l'ensemble des poids de

la représentation adjointe de C51 dans "S î par W la chambre de Weyl de <̂ L

qui a servi à définir oM et par E (resp. E = - Z . ] l'ensemble des éléments de

Z négatifs (resp. positifs) sur W . On note «^6 le nilradical de ^L et on choi-

sit une sous-algèbre de Cartan'^? 'du centralisateur de "5 dans C9\, . Nous avons

[voir [ 4.0 ) )
où = Â + (Ç@<S.) ,

où A = M» g c^ est le nilradical de eî .
^

On désigne par R , N , A , N , K , P , S et D les sous-groupes de Lie connexes

de G ayant respectivement ^\, , ô^ , C&. , (^f , "X. ,^ , •̂  et 3^ pour algèbre de

Lie. On note r le centralisateur de A dans K et r' l'intersection des nor-

malisateurs des sous-groupes N , A , K et P. .

On appelle N [D) et N[0) les normalisateurs de D respectivement dans Go o
et G ; nous avons N (0] = D r et N[D] = 0 r' .o

Soit 0 l'ensemble des poids de la représentation adjointe de Ç S ÛL dans

y . Comme [Ç ,-5] = [0) , Z s'identifie à un sous ensemble de Q . Pour tout
ir ir

9 G Q , nous notons •€^ . (voir [ 1 . 0 ) ) le sous-espace de S/ formé des élé-
0 U ff

ments qui pour chaque H de o @ Cî, sont annulés par une puissance de

(ad H - 6(H) I).

5 . 1 . Définitions. - Nous disons qu'une partition {0_ , 0 } de 0 est adaptée à

la chambre de Weyl W si elle est stable par addition et conjuguaison, et si E

(resp. Z = - Z , ) est contenu dans 0_ (resp. 0 ) '.

En outre nous disons que (0_ , 0 } est stable par automorphismes intérieurs si

pour tout y de 0_ (resp. 0 ) , y o Ad g appartient à 0_ (resp. 0 ) , pour

tout élément g du normalisateur N ( O ) de 0 dans G . Si G est connexe cette

définition est trivialement satisfaite (voir lemme ( 2.8 ) ) .

5.2. Proposition. - Avec tes notations de ( 5.0 ) , soi-t {Q _ , Q } une partztzon

de Q adaptée à la c'hambï'e de Weyl W et stable par automorphzsmes 'intérieurs.

Posons

^ -, g ^ t et W Œ - S V s .
à - e e e 7 9 à + e e e 7 6

- +
(T ip rp

Alors M _ et Sf sont deux sous-algèbres de Sf qui sont les complexi- fiées de
à d + °
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deux sous-algèbres •af_ et ^f de -y telles que •Of = ^ @ -̂ ' .

D'autre part désignons par (G ] _ g^ (G )^ Z.es sous-groupes de Lie connexes

de G ayant respectivement -y_ et ^ po^r algèbres de Lie et posons

G _ = [ G ) _ , G = (G ) r ' . Alors G_ et G sont des sous-groupes fermés de

G et l'application qui au couple fg_ ^ g J associe le produit g_ g es^ un

isomorphisme de variétés analytiques de G_ x G sz^r une sous-variété ouverte de

G dont le complémentaire est de mesure de Haar nulle.

Dans le cas semi-simple nous obtenons ;

5.3. Proposition. - Soit S un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes

connexes dont la composante connexe de l'unité est semi-simple. Alors avec les

notations de ( 5.0 ) s Inapplication qui à [n , Q , y , n] associe le produit
^ . . . . ^n a y n est un isomorphisme de variétés analytiques de N x A x r' x N sur une

sous-variété ouverte de S dont le complémentaire est de mesure de Haar nulle.

Dans le cas d 'un groupe de Lie semi-simple connexe de centre fini ce résultat est

bien connu (lemme de Bruhat, voir par exemple [t3J, p. 4 7 } .

Les sections de ( 5.4 ] à [ 5 .7 ] sont consacrées à la preuve de la proposition

[ 5.2 ). Nous commençons par établir une proposition et un lemme.

5.4. Proposition. - L'application qui au couple ( g , x ) associe le produit gx
'\i

est un isomorphisme de variétés analytiques de N [D) x N sur une sous-variété

ouverte de G dont le complémentaire est de mesure de Haar nulle.

^ ^
Preuve. - Notons d'abord que N(D) n N = {e} : en effet soit x G N(D) H N, écri-

vons - x = exp X avec X e &hT. Puisque x normalise D et [cl ,Jf'J C <}f , il

s'ensuit que r^
(Ad x - ! ](«) = (Exp ad X - 1 ] ( <S ) c 3> H ôf = (0 ] .

En reprenant alors un raisonnement déjà utilisé pour prouver le lemme ( 1 . 1 3 ) ,

on montre que l 'on a [X, <A] = (0) . Autrement dit X G ~ > n cNf = (0 ) (voir

( 1 . 2 ) ) î d 'où x = e .

L'algèbre de Lie du groupe de Lie N(D] est oZ) @ Vfl . Comme on a

je0 = 2> @ nrn @ Jf ^

il est clair que l'application qui au couple (g ,x) associe le produit g x est
^

un isomorphisme de variétés analytiques de N(D) x N sur une sous-variétés ouverte

de G .

Il reste donc à prouver que le complémentaire dans G de la sous-variété ouverte
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N [ D ) N est de mesure de Haar nulle. Comme N [ D ] N est une réunion finie de sous-
^variétés ouvertes isomorphes à N C D ] N , on est amené à prouver que le complémen-

'\>taire dans G de la sous-variété ouverte N C D ) N est de mesure de Haar nulle.o o
Soit R ' l'image réciproque du centre de \ o par l'application naturelle de

r rG sur \ o . , \ o est un groupe de Lie connexe, semi-simple, de centre tri-0 r\ r\
vial. Nous avons R ' = R Z [ S ) , où Z [ S ] désigne le centre de S ; par suite R '
est contenu dans RF et donc dans N C D ] . Si Ç ' désigne l'application naturelle
de G sur - , \ o , il s'ensuit alors que le complémentaire dans G de N C D ] No R o o
est l'image réciproque par Ç ' du complémentaire dans , \ o de F ' [ N [ D ) N'] .R o
Comme un borélien B de n,\^o est de mesure de Haar nulle si et seulement si le

-1borélien E , ' [ B ] de G est de mesure de Haar nulle, on est ramené à montrer la
propriété dans le cas où G est un groupe de Lie connexe semi-simple de centre
trivial.

La proposition [ 5 . 4 ] résulte alors du lemme de Bruhat [ Pi 3"] , p . 4 7 ) .

5.5 . - Désignons par H [resp. A) l'ensemble des poids de la représentation ad-

jointe de 2) dans ^ [resp. dans (M^ ) . 'E [resp. A) s'identifie à l'ensemble

des poids de la représentation adjointe de ^5 @ CS, dans vi [resp. dans c^C )

[voir [ 4 . 1 ] ] . H et A s'identifient donc à des sous ensembles de 0 et nous

avons
H = A U E , 0 - H U Z U {D} = A U S .

5 .6 . Lemme. - Pour tout élément \ et y respectivement de A et E y nous

avons y avec tes notations de ( 1 . 0 ) :

tK.^c.^,.
où \' est un élément de A têt que ta restriction à ^ (resp. à (S ) de ta

forme linéaire \!-\ est nutte (resp. égale à y ) .

Pour tout automorphzsme 6 de -S-f laissant stable "> S ÇA nous avons

^Le-1 - 6^ ( À e A ] •

Preuve. - Notons y la forme linéaire sur ~> @ 0$. dont la restriction à —>

[resp. à Q. ) est nulle [resp. égale à y ] . Compte tenu que l 'on a

["> , '> J = [0 ] , la première assertion du lemme décou.le de la formule de Leibnitz ;

[adX-^^)^^:)]!^ [ [ v ,w ] ] = z C^adX-Àmn^v) , [adX-y [ X ]!:)'^[w]] ,
K=o . .

avec X e Ç @ C S . , v et w e ^ .



D'autre part, soient À G A et v e </(̂  . Il existe un entier n tel que

[ad X - AmiAv] = 0 , V X e Ç e O L .

Comme on a

6 o adX o 9"1 = ad 9 [ X ] [X e •e^] .
ô

nous avons pour tout X G j @ (A ,

û =; 9 o [ad X - ÀmlAv] = (ad 9 [ X ] - ÀmD^v]

= (ad 9 [ X ] - À o 9~ 1 ^[Xmj^v:) .
\

D'où (ad Y - À o 9 ~ 1 [ Y ] H " 9 [ v ] = 0 , V Y G <? @ (S. ; ce qui prouve que

9 [ v ] G </{, .-/| . Le lemme est démontré .
AO 0

5 ' 7 - Preuve de la proposition [ 5 .2 ]. - Reprenons les notations de la proposition

[ 5 .2 ) . Les partitions {A H 0_ , A n Q^} et {S H 0_ , H n ç) } respectivement

de A et 5 sont stables par addition et conjugaison . Désignons respectivement

par (M. = M @ c/< et 5) = oD @ ̂  les décompositions de X et oZ> associées

à ces partitions [voir [ 3 .7 ] et [ 4 .1 ] ]

La partition {0_ , 0^} de 0 étant adaptée à la chambre de ,Wey l W , nous

avons : 0_ - 0_ H S. et 0^ = (0^ n E] U Z^ U {0} , d'après [ 5 .5 ) ;

[cATeYH, ̂  ] c ̂  et [<Ar@TD ,^] c ̂  , d'après le lemme [ 5 .6 ) ,. en outre

CÂT est contenu dans 3)_ car Z est contenu dans 0 = 0 n s .

Nous avons alors

^ = oZ> = ̂  @ cÀT, oD = ^ ,Ç) g GL
et

/N/

^ ='2> s c Â f e T Y l .

Désignons par D_ et D^ les sous-groupes de Lie connexes de G ayant respec-
tivement 3>_ et oD̂  pour algèbre de Lie ; nous avons D_ = [exp M } N et
D_^ = [ e x p ̂ ] P A . D'après la proposition [ 4 . 3 ] , D est le produit amalgamé des
sous-groupes D_ et D . Nous avons alors

G- = ^oL = D_ , [G^ = D^ RJ r et G^ = D^ M r ' .
Comme la partition {0_ , 0^} de Q est stable par automorphismes intérieurs
F ' normalise (outre N , A , K , M et P ] les sous-groupes [exp J^L ) et
[exp (^J [lemme [ 5 . 6 ] ] ; G^ est donc un sous-groupe de G
Des relations

N [ D ] n PÏ = e [ p r o p . [ 5 . 4 ] ] , D_ H D^ = e et D H r ' = P C D [pr o p . [ 1 . 7 ] ) ,
il résulte que G_ n G^ = e . G_ et G^ sont des sous-groupes oe Lie de G ayant
pour algèbre de Lie ̂  et ̂  ; comme y =^_ @̂  , u est alors clair que
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l'application qui au couple [ g _ , g ) associe le produit g_ g est un isomor-
'\>phisme de variétés analytiques de G_ x G sur la sous-variété ouverte N ( D ] N

de G dont le complémentaire est de mesure de Haar nulle (proposition C 5 . 4 ) ] .
. Pour achever la-preuve de la proposition [ 5 . 2 ) , il nous reste à prouver que

G est un sous-groupe fermé de G .
G ayant un nombre fini de composantes connexes, il suffit de prouver que

( G ) ^ - D^ M F est fermé dans G .
Soit Ç ' l'application naturelle de G sur - , \ o ; _ \ o est un groupe de Lie0 K H

connexe semi-simple de centre trivial et nous savons que Ç ' C N A D est fermé dans
G ^o , \ b . On en déduit que R A N r est fermé dans G (noter que R ' C RF) .K ^ °Comme il est clair que R A N F est le produit amalgamé des sous-groupes Cexp

^ ^
J{_ ] et D N F , il s'ensuit que D N F est fermé dans G .

Remarque. - En passant, on notera que si on pose v) = / n y , la sous-algèbre
[À + J ) @ C( est une sous-algèbre de Cartan de àb . Dans ce qui précède on pour-
rait alors échanger les rôles de <? @ (S, et (A + ^ ) ® Cfi. sans rien modifier.
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6 . THEORIE DE LA MESURE ET FONCTIONS HARMONIQUES

Nou.s désignons par G un groupe localement compact à base dénombrable ( L . C . O . )
et par e son élément unité.

G-espaces et théorie de la mesure. -

6.1.-Soient E et F deux espaces topologiques (resp. deux espaces de Banach] sur
lesquels G opère ; nous disons qu'une application (^ de E sur F est un G-
homéomorphisme [resp. une G-isométrie] si c'est un homéomorphisme (resp. une- iso-
métrie) commutant avec les opérations de G . Nous appelons G-espace à gauche
(resp. à droite], tout espace topologique E sur lequel G opère à gauche (r e s p .
à droite) continûment.

Soit E un espace localement compact, nous notons C ( E ) l'espace des fonctions
continues bornées réelles sur E muni de la norme de la convergence uniforme,
M^E) l'ensemble des mesures de probabilité sur E ( i . e . l'ensemble des mesures
de Radon positives de masse totale 1 ] . La masse unité en un point x est un élé-
ment de M 1 ( E ] noté e . L'intégrale d ' u n e fonction borélienne f sur E par
rapport à une mesure p de M ( E ] sera notée indifféremment J f ( x ] y ( d x ] ou
<P,f> . 1 1Soit E un G-espace à gauche localement compact , p € M ( G ] et À G M ( E ] .•i
Nous appelons convolution p^À de p et À , l'élément de M ( E ) défini par :

< pxX,f> = f ( g . x ) p ( d g ) À ( d x ] ( f fonction borélienne positive"
J G -' E • sur E ) .

Lorsque p = e ( g £ G ] nous notons gÀ la mesure e ^À . O n note p le pro-
duit de convolution p s x . . . ^ . ? ( n facteurs] sur G .

1 16 . 2 . - S o i t \i £ M ( G ) et À ^-M ( E ) ; nous disons que À est p-invariante si
\i^\ = \ . • •

^Une mesure m de H ( E ) est dite quasi-invariante si les mesures m et gm
sont équivalentes pour tout g de G . Si E est un G-espace homogène, il existe
des mesures quasi-invariantes sur E et deux quelconques d ' e n t r ' e l l e s sont équi-
valentes ( [ 1 9 ] ] ; nous notons alors L ° ° ( E ] l'ensemble des fonctions boréliennes
sur E bornées m-presque sûrement, où m est une mesure quasi-invariante quel-
conque sur E .
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Désignons par m_ une mesure de Haar à droite sur G . Une mesure p de H ( G ]b
est dite étalée (voir [ 1 ] ] si elle vérifie l ' u n e des conditions équivalentes sui-
vantes ;
a ] II existe un entier n tel que p ne soit pas singulière par rapport à m .
b ) II existe un entier p tel que p majore un multiple de m_ sur un sous-en-b
semble ouvert non vide de G .
Nous notons alors S l'ensemble des points g de G pour lesquels on peut trou-
ver une mesure de Haar m sur G et un entier p tels que la restriction de m
à un voisinage de g soit majorée par p ; S est un semi-groupe ouvert non vide
de G C [ 1 ] ] .

^\Une mesure p de H [ G ] est dite apériodique si le sous-groupe fermé, G ,
engendré par le support de p est le groupe G entier.

6 . 3 . - N o u s appelons jauge ( [ 1 2 ] ] [ r e sp. fonction sous additive) sur G , toute fonc-
tion borélienne positive <S sur G t e ] l e que

V [ x , y ) G GxG , ô [ x y ) < < 5 [ x ) + ô [ y ) + C Cresp. ô [ x y ) < 6 [ x ) + ô [ y ) ) ,

où C désigne une constante positive.

Si G est compactement engendré, une jauge 6 est dite principale s ' i l existe
un voisinage compact V de e engendrant G tel que pour tout entier naturel
n , B = { x : ô [ x ) ̂  n} C V . O n sait que sur G il existe de telles jauges [par
exemple si V est un voisinage compact de e engendrant G , l'application p
définie par p [ x ) = inf { n E ITM : x G V } , en est u n e ) . Si 6 est une jauge
principale, pour toute autre jauge nous avons [ [ 1 2 ] ) ,

V x G G 6 [ x ) < ̂ ô  + ̂  •
où G est une constante positive.
Pour p donnée dans H ( G ) et a donné dans [R , la condition,

Jp fô (x^^îdx) < + oo , est indépendante du choix de 6 ; dans ce cas nous dirons
que p possède un moment d'ordre a .

En fait, en modifiant légèrement la démonstration de [ [ 2 0 ] ) on montre qu'étant
donné un voisinage compact V de e engendrant G , il existe des métriques
[dites principales) invariantes à gauche [o u à droite, si l ' o n veut) telle que la
boule de centre e et de rayon n soit contenue pour tout n > 1 , dans V ; si
d est alors une telle distance, dire que p possède' un moment d'ordre a c'est
dire que

f ^ [ e . x ) " ] " p [ d x ) < + oo .
-'G
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Fonctions harmoniques.-

6.4.-Soient E un G-espace à gauche localement compact , f une fonction boré-
, ^lienne sur E et À e H C E ] . Nous notons ft<À la -Fonction sur G dé-Finie par

f « À [ g ] = <gÀ,f> = [ - F ( g . x ) À [ d x ) [ g e G ) ,
• ' E

lorsque le second membre est défini pour tout g £ G .

1 <Soit p € M [ G ] . Nous appelons fonction p-harmonique bornée [sur G ) toute
fonction borélienne bornée f sur G telle que f = fa<p , c'est-à-dire telle que

f [ g g ' ) p [ d g ' ) = f [ g ] ( g <= G ] ,
" G

Nous désignons par E l'ensemble des fonctions y-harmoniques bornées [sur G ]
et par H le sous ensemble de E formé des fonctions uniformément continues à• p P
gauche [ u . c . g . ] . Hunis de la topologie de la convergence uniforme , E et H
sont des espaces de Banach.
Soit E un G-espace à gauche et f une fonction sur E . Nous définissons

fg ; x e E i——> f [ g . x ] [ g e G , x e E ] .
Ainsi , G opère à droite sur E et cette action induit sur H une structure deP P
G-espace à droite.

6.5.-Soient H un sous groupe fermé de G , , . \ l'espace des classes module H
G rà gauche [ i . e . \ = { H g , g G G } ) et p l'application naturelle de G sur . A

1 GSoit p €: M [ G j . Nous appelons fonction y-harmonique bornée sur \ toute fonc-
Gtion boréïienne bornée f sur , , \ telle que la fonction f o p soit p-harmoni-n

que bornée sur G .

Soit H un espace de fonction sur G . Un élément h de G est appelé une
période à gauche de H si

f [ h g ] - f [ g ] [ g e G , f e H] .

L'ensemble des périodes à gauche de H est évidemment un sous-groupe de G .

Soit E = { f o p , f p-harmonique bornée sur . . \ } . Un élément x de \ estP p H H
appelé une y-période de \ s ' i l est l'image par p d ' u n e période à gauche de
E . Autrement dit x est une p-période de , . \ si pour toute fonction f• V p H
p-harmonique bornée sur , , \ nous avonsM

f [ x . g ] = f [ x ] [ g e G ] .
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L'ensemble des p-périodes de \ est évidemment de la -Forme Ve3 , où G ' estn H
un sous-groupe de G contenant H .
[Noter que pour H = { e } , la notion de p-période de G que l ' o n obtient est dif-
férente de celle de [l"j ] .

Si H ' est un sous-groupe fermé de H , l'image par l'application naturelle s
de ^,\ sur ^\ d ' u n e p-période de \G est une p-période de \° . Si f

• est p-harmonique sur \ et tout élément de , , , \ est une p-période dep l i H
. , , \ , il est clair que f est la composée par s d ' u n e fonction p-harmonique
sur \ . Enfin si H est distingué , f est p-harmonique sur \ signifie

Paussi que f est p[p)-harmonique sur \n

Marches aléatoires et fonctions harmoniques.

6 . 6 . - S o i t Çî' l'espace G muni de la plus petite tribu rendant mesurables les
applications coordonnées de ^' dans G (muni de la tribu borélienne). Soient

1p G M C G ] et Q^ la mesure de probabilité sur Cl' produit des mesures p surfj\l ^^
chaque facteur. Soit îî = G , muni de la tribu ^ , produit des tribus boré-
liennes sur chaque facteur. Pour tout g € G appelons IP la mesure de probabi-
lité sur ^ , image de 0 par l'application de Cl' dans îî définie comme suit

^ . g ^ . . . ] »———> ^g*gg^gg^, . . . ]
•> , ième „ ipmp01-! la n coordonnée est g g . . . . g pour n > 0 . On note X la n applica-

tion coordonnée de Q, sur G .

La marche aléatoire droite de loi p sur G est le quadruple!
[ î î , ^ , [ X ] , [P ) 1 .n n Ç E l T M g g ^ G
Soit E un G-espace à droite. Nous appelons chaîne de loi p sur E la chaîne

de Markov [Ci,c?, (u^ .X^ ̂  ̂  , [|P ) ^ ̂ } [où u^ € E ) dont la probabilité de
transition Q est définie par

0 ( x , U ] = e x p ( u ] = 1 , , C x . g ] p [ d g ] .
• ' G

On a une notion analogue pour un G-espace à gauche.

Nous allons à présent rappeler un résultat classique.

6. 7 . - S o i t 9 l'opérateur de translation sur Q, = G définit par
8 [ { x ^ , . . . , x ^ , . . . } ] = { x ^ , . . . , x ^ , . . . } . Un événement A de ^ est dit invariant si

6 ( A ) = A . Les ensembles invariants forment une tribu et une variable aléatoire
Z est mesurable par rapport à cette tribu si et seulement si Zo6 = Z . Une telle



variable aléatoire est dite invariante. Deux ensembles invariants A et B sont

dits équivalents si (P [A A B] = 0 , V g e G .

On sait alors que [ [23], ch. 3, prop. [ 3 . 2 ) ] :

Proposition. - La formule h [ x ) = E [z] établit une correspondance biunivoque

entre les classes d'équivalences de variables aléatoires invariantes et bornées

Z , et les fonctions p-harmoniques bornées sur G . On a de plus

lim h[X ) = Z fP -p.s. V g e G .
n-M-oo n g

Nous utiliserons aussi le théorème suivant qui est une légère extension du théo-

rème IV 1 de [l] .

6.8 . Théorème. - Soient G un groupe L.C.D.y p une mesure de probdbi ti té étalée

sur G s S te semi-groupe ouvert associé à p et [^.^ ,[\ ] ... , [P ] )V n n Œ l M g g Œ G
ta marche aléatoire droite de toi p sur G . Soit H un sous-groupe fermé de

G . Soient x et g des éléments de G . Si pour P -presque tout œ de !î y it

existe une suite {h [ai]} d'éléments de H tette que ta suite
-1 n n^'

(X Co)) h (œ) x X [ œ ] } . , possède une 'Dateur d'adhérence a'D'oartenant à S Sn n n n>1 - ' - ' - p p
alors pour toute fonction f ^-harmonique 'bornée sur \ nous avons

f o p [ x g ) = f o p [ g )

où p désigne l'application naturelle de G sur ,,\
.H

Nous ne donnerons pas à cause de sa longueur la démonstration de ce théorème.

Elle se calque aisément SUT celle de [ij, qui correspond au cas H = {e } , g = e.
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7. DECOMPOSITIONS D'UN GRDUPE DE LIE

ASSOCIEES A UNE MESURE DE PROBABILITE

G désigne un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes. Nous

reprenons les notations des paragraphes précédents.

7 . 1 . Lemme. - (voir [26]] Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de com-

posantes connexes^ dont la composante connexe G de t'unité est semi-simple.

Soient G = NAK une décomposition d'Iuasaua de G (voir ( 1 . 8 ) ) et \i une mesure

de M [G ] étalée. Désignons par 0 la probabilité de transition de la chaîne de

loi p sur KO \ ] (voir ( 6 . 6 ) ) . Alors pour tout e > 0 ^ il existe un entier

n et un réel 6 > 0 tels que pour tout borélien V! de K vérifiant

m [ W ) < ô on ait 0 [ K , W ) < e pour tout entier n :> n et tout élément k de

K. _, où m^ désigne une mesure de Haar à gauche sur K. .

Preuve. - Nous avons G = NAK et K = KL , où L est un sous-groupe compact de

G [voir prop. [ 1 . 7 ] ) .

Si H est un groupe localement compact, on désigne par m une mesure de Haar

à gauche sur H . Nous savons [ [t 3]) que l 'on a, moyennant des normalisations con-

venables,

^ = ^A x \ 'o
Posons

m^ = ^ ^ x m^ < e^ m^dJI]

^ = f^ ^ x \ x ^-1 ^^

^ = ̂  x \ •

II est -Facile de voir que m^ , m^ , m^ et m =^ m. x m,, sont respectivement

des mesures de Haar à gauche sur NA , K , K et G .

Comme p est étalée, on sait que pour n suffisamment grand nous avons

p = f .m + \> avec ||v |[ < p [ 0 < p < 1 ]

où f G L [m ) et \) est une mesure étrangère à m .n b n G
Soit ['f ) une suite croissante de fonctions bornées et à support compact

convergeant simplement^ers f . D'après le théorème de convergence dominée, nous
^ 1 ) n

avons f^ - 4^p -p -̂ 0 et par suite
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[|f .m - ^ .m-II ————> 0 ." n .G n,p G" p-^+œ

Soit e > 0 . Choisissons n assez grand pour que p < e/ ; choisissons alors

p de façon que ||f .m - ^> •iTip|| < e/^ . Il vient

(AK.W) < 2e/^ + [ 1^('ki] ^ [g) m^Cdg] ,

où l 'on désigne par x la composante sur K de x G G ,

< ^3 + ^ V^' ^.^g} ̂ ^

< ^3 + J^ f^ V^ ^n.p^1 s S1 ^A^51 ̂ ^ •

Or 47 es^ Llne fonction bornée et à support compact ; désignons par F le sup-

port de 4? et posons b = sup |f [ x } | < + 0 0 . F étant un compact de G ,

il existe des compacts U et V respectivement de NA et K tels que F C UV ;

il s'ensuit que pour K G K , KF C u ' K . , où U' = i_1 k U k est un compact de
k G ^

NA [car Ad ^^ K est compact ] .
~y

Nous avons alors

lA^W] < 2e/g + b m^(U' ] m ^ C W )

et le lemme est prouvé.

Si dans le lemme [ 7 . 1 ] nous supposons que la mesure m,/ est -finie [i.e. K.i\
est compact] , nous voyons que Q vérifie la condition de Doeblin [ [jET] ] .

Nous avons alors :

7 .2 . Corollaire. - Avec les notations du terme ( 7 . 1 ) j si. G est de plus de centre

fini, ta probabilité de transition 0 vérifie ta condition de Doebtin pour ta

mesure de Haar du groupe compact K .

^
Soient G un groupe L .C .3 . et y une mesure de M [ G ] . Désignons par

C ^ , ^ , [ X ] - ... , [P ] _ -] la marche aléatoire droite de loi u sur G .n n f c i N g g f c L )

Un sous-groupe fermé C de G est dit récurrent si on a

(P [lim sup{X G c}] = 1 pour tout g G G .

On considère alors le temps d'arrêt S = inf {n>0 : X G C} , la probabilité de

transition P sur G définie par

P ^ [ g , A ] = !P [X^ G A] [g G G , A borélien de G]
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et la mesure y de M (C) dé-Finie par

^(U) = P [X e U] (U borélien de C] .
. e "C

Nous avons [avec les notations de ( 6 . 4 ) ) :

7.3. Lemme. - ([22]) Soient G un groupe L.C.D. et p une mesure de H (G) .

Soit C un sous-groupe récurrent de G . Alors l'application

•ï••^->^
f .——> ^ : g •——> ^(g) = P^ f (g)

est une ^-isométrie de E - sur E fû^z enyoze H - sur H quand C es^C p C y
^ -1 ^ ^ ^

ouvert). De plus, pour f e E , j ( f ) est ta restriction de f à C .

^ r iPreuve. - Soit f une fonction p-harmonique bornée sur G . D'après |̂ 23j , nous
^ ^

savons que l'on a P f = f . Pour h G C , il vient alors

î^h) = P^(h) = E^X^ )]

= E [^(h X )'! = [ î (hx) p c (dx) .
e . 'C ' •'C

^ 0
Autrement dit la restriction de f à C est une fonction p -harmonique bornée

sur C .

Inversement, soit f e E (on a donc P f (h ) = f (h) , pour tout h € C) et
P- ^ ^L

considérons la fonction sur G, f = P f . f est une fonction borélienne bornée.

En outre nous avons

J ^ ( g g ' ) p ( d g ' ) = Eg[^(X^)] = Eg [ ^ (X^1^ (X^ ) ] + JEg[^X^)1 ^ ( X ^ ) ] .

Or
^ p
f ( X ) 1 (X ) = f ( X ) 1 ( X ) (puisque f est p -harmonique)

= f ( X ) 1 (X ) ,
"C L '

et

E [ ^ X ) 1 (X ) ] = E [E ( f ( X ) ) 1 (X )]g i ^c i g Â^ b^ ^c i

=Ej(Eg[f(X^ o6 ) | ^ ^ ] 1 ^ ( x ^ ) ]

où '3' est la tribu engendrée par X . (propriété de Markov)
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= Eg [f[Xg o9) 1 ^ ( X ^ ] ]

= ^ l̂ V W^l •c c
D'où

f ( g g ' ) p [ d g ' ) = ÎE [f(X )] = f ( g ) .
G g C

Autrement dit f appartient à E

D'autre part soient f C E et h ^ C ', nous avons
V '

^
f^g] = EgLAXg ]] = Eg[f(h X^ )] ' IH^LfCX^ ]] ' Ag)

ce qui montre que j commute avec l'action de C .

Enfin, si C est ouvert dans G , les relations

l l j t f l ' -Jtf l IL -ll^l-J^IL'II^-fIL - f 6 E ^ , h 6 C ,
u

montrent que f est uniformément continue à gauche si et seulement si j C f ]

l 'est. Ce qui achève la démonstration du lemme [ 7 . 3 ) .

7.4. Corollaire. - Soient G un groupe L.C.D. et \i une mesure de M [ G ] . Soient

C un sous-groupe récurrent de G et E un ^-espace toca'Loment compact (à gauche
i cou à droite) alors toute mesure \> de M (E) ^-'invariante est p -invariante.

Preuve. - Nous nous bornons à faire la démonstration pour un G-espace à gauche.

Soit \) une mesure de M C E ) . Désignons par C C E ) l 'espace des fonctions con-t\
tinues à support compact sur E . A tout f ê C . , [ E J associons la fonction ^ [ f)1\ v
définie par

^ C f ] : g G G i——> t C g . u ) v (du ] ;

il est facile de voir que ^ [ f ) est bornée et U . C . G . . Nous notons ^ ^ ^ l p sa

restriction à C .

Avec ces notations nous avons alors :

v est p-invariante <===> i] ^ [ f ) e H • , pour tout f de C . . C E )\) \i i\

v est y -invariante <===> ii] ^ [ f ] | e H , pour tout f de C [E ] .
p

D'après le lemme ( 7 . 3 ) , nous avons i) ===> ii] ; ce qui établit le corollaire.

7.5. Lemme. - Soient G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes

connexes et \i une mesure de M (G ) étalée. Alors il existe sur la frontière

maximale B (G) de G une unique mesure de probabilité ^-invariante (i.e. telle

que \>xp = \)} .
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Preuve. - Notons d'abord que puisque B [ G ] est compact, il existe toujours sur
B [ G ] une mesure de probabilité p-invariante.

Le sous-groupe fermé, G , engendré par le support de p contient la composante
connexe G de l'unité dans G . B [ G ] est aussi une frontière maximale de Go p
(lemme [ 2 . 2 ] ) . Nous pouvons donc, quitte à remplacer G par G , supposer que p
est apériodique.

Ecrivons B [ G ] = m - r . ^ ; il revient alors au même de montrer que surM l u J
B ' = G / , , , . , . . il existe une unique mesure p-invariante \) G M O B ' ] [ i . e . telleH IbJ
que p^-v = \)] . Nous allons prouver que l ' o n peut se ramener au cas où G est un
groupe de Lie semi-simple connexe de centre fini, le lemme résultera alors de la
proposition 11.4 de [l] .

G \ est fini ; comme p est apériodique, G est un sous-groupe récurrent
de G [ i . e . IP [lim sup{X € G }~] = 1 , pour tout g de G ] . D'après le corol-

-ilaire [ 7 . 4 ] , si \> est une mesure, p-invariante, de M [ B ' ] , v est aussi
G GQ 1p .-invariante. La mesure p de M [ G ] étant étalée, on est ramené à prouver
le lemme pour un groupe de Lie connexe.
Soit alors R ' le plus grand sous-groupe distingué résoluble de G ; - . YH

est un groupe de Lie semi-simple connexe de centre trivial. B ' est une frontière
maximale [gauche] de \ . Désignons par Ç ' l'application naturelle de G sur

, \ ; si \> G M [ B ' ] est p-invariante, elle est aussi Ç ' [ p ] - i n v a r i a n t e . p
étant étalée, la mesure Ç ' [ p ] de M 1 [ X e ] est étalée [ [l] lemme I V . 9 ] . Dn est
alors ramené à prouver le lemme dans le cas où G est un groupe de Lie semi-simple
connexe de centre trivial. Le lemme est donc prouvé.

7 . 6 . Corollaire. - Soient G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantesi
connexes et p une mesure de n [ G ] étalée. Alors la chaîne de toi- p sur ta

frontière maxi-mate B [ G ] de G est ergodi-que ( i . e . possède une seule classe er-

godique sans classe cyclique, voir \/\s oh. 5^ § 5 ) .

Preuve. - La chaîne de loi p sur B [ G ] est aussi la chaîne de loi Ç ' [ p ] sur
B [ G ] où E , ' désigne l'application naturelle de G sur - , \ . D'après le corol-H
laire [ 7 . 2 ] cette chaîne vérifie la condition de Doeblin. En raison de l'unicité
de la mesure p-invariante sur B [ G ] [lemme 7 . 5 ] il existe une seule classe er-
godique. Cette classe ne peut pas contenir de sous classe cyclique ; car une telle
sous classe deviendrait une classe ergodique pour la chaîne de loi p , où d
désigne la période de cette sous classe ; ce qui contredirait le fait que p
possède une unique mesure invariante sur B [ G ] . [Voir [ 2 6 J , corollaire du
lemme 1 ] .
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7 .7 . Lemme. - Soient G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes

connexes ; y une mesure de M [G ] apériodique et étalée ; et G un sous-groupe

(fermé) de G contenant G .

Alors il 'existe sur B C G ] x \ une unique mesure de probabilité ^-invariante

qui est la mesure produit v a m , où v est 1 ^unique mesure ^-invariante àe

M [ B C G ] ) (lemme ( 7 . 5 ) ) et m la mesure de Haar normalisée sur p \ .La chaîne

de loi p sur B C G ] x p \ est donc ergodique.

\
Preuve. - Comme pour le lemme C 7 . 5 ] nous raisonnons sur les G-espaces à gauche.

On est donc amené à montrer qu'il existe sur le G-espace homogène produit

B' x G/,-, Cou B' = G / i i f r - - , ] * une. unique mesure de probabilité p-invariante.G M IGJ

p étant supposée apériodique, la-composante connexe G de l'unité dans G est

un sous-groupe récurrent de G . Si \> est une mesure p-invariante de

^
V\ C B ' x G / ] , d 'après le corollaire C 7 . 4 ] , v> est aussi p -invariante ; nous

^avons donc

G n r r G n
Cp °] ^ ^ C V x W ) = ^ 1 \ /g . x ) I ^ C y ] Cp "r C d g ] x ; ^ C d x , d y )

^ B ' x /^

f f G n
g t ^ C y ] C 1 ^ C g . x ] C v °] C d g ] ) ^ ^ C d x . d y ]

•' B' x / J G
^

= ^ C V x W ] ,

pour tout borél'ien V Cresp. W ] de B' Cresp. de G/ ] et tout entier n .

Hais d 'après le corollaire C 7 . 6 ] la chaîne de loi p sur B' est ergodique ;

nous avons alors C [6], ch. 5, § 5 ) ,

G n
sup sup | C p ) * e . C V J - ^ C v ] ) < a e

b ^ B - V
Lj

où a et 0 sont des réels > D et \> est l'unique mesure p -invariante de

H^B' ] .
Il s'ensuit alors que :

G n
C p ] -K v C V x H ] ——> \ ^ C V ] v C B ' x W ] .

Comme- i l est facile de voir que la projection de \> sur G/ est nécessairement

la mesure de Haar normalisée sur G/ , il s'ensuit que \^ - v> H m . D'après le

lemme C 7 . 5 ) et le corollaire C 7 . 4 ] v> est aussi l'unique mesure p-invariante de

M C B ' j . La première assertion du lemme C 7 . 7 ] est donc prouvée.
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Pour prouver que la chaîne de loi p sur B [G ] x _ \ G est ergodique, il suffit
1de reprendre la démonstration du corollaire ( 7 . 6 ] . Le lemme [ 7 . 7 ] est prouvé.

7.8 . Proposition. - Soient G un sous-groupe de G contenant G et p un

f\-oooycte ^-invariant sur te G-espaoe homogène à droite B C G ] x r-, \ (voir dé-

. . . . 1 1
finition ( 2 . 1 ) ) . Soit \i une mesure de M [G] apériodique et désignons par

[^ .^ . [X ] -, , [p ] - ] ta marche aléatoire droite de tôt p sur G .' n n e l l M g g e G

Ator^ si p n'est pas nut^ nous avons t f alternative suivante :

ou biens pour tout u 'de . B[G.] x p \ G , p [ u , X ] converge vers [-00] , IP -p.s.
1 V g e G ;

ou bien, pour tout u de B [ G ] x \ G , p [ u , X ] converge vers [+°°] , \P -p. s.
1 V g e G ;

ou bien, pour tout u de B [ G ] x - \ G , lim sup p[u ,Xn] = +00

et lim inf p[u ,X ] = -œ fp -p.s. V g e G.

Preuve. - Désignons par ç . l'application naturelle de G sur - \ 3 ; par u————— i G o

l'élément de B C G ] stable par N [D ] , [lemme [ 2 . 3 ] ] et par v l'élément
G °

[u , Ç , [ e ] ] de B [ G ] x - \ . Pour tout réel ô , posons
0 1 b.

f , [g ] = P ['lim sup p[v ,X ] > ô1 = (P [lim sup p [ v ,gX ] > ôt [g e G] ;ô g ~ n o n •- e - n o n -

f est une fonction p-harmonique bornée [voir [ 6 . 7 ] ] .

Notons ID^D] 1 e sous-groupe de D engendré par les commutateurs x y x y ,

x et y G D . [D,D]F est un sous-groupe de G contenu dans N [0 ] .

Pour h G ^0,o] F et y e G nous avons ;

p [ v ,hy] = p [ v ,h] + p [v .h,y] = p [ v ,h] + p [v ,y]

or si h = x y avec x e [û^o] et y £ F il vient

p [ v , h ] = p [ v , x ] = ( ( ) [ x ] = 0

où ^> désigne 1'homomorphisme de 0 dans R additif associé à p [lemme [ 2 . 4 ] ]

d ' où

p [ v ,hy] = p [ v ,y] [ h e [o,o]r , g G G ] .

Il s'ensuit alors que pour tout réel 6 la fonction y-harmonique bornée t..
ô

vérifie

f ^ [hg] = f [g] [h e [0,0] r , g e G] .

Admettons un instant qu'une telle fonction p-harmonique bornée sur G soit

constante. D'après la proposition [ 6 . 7 ] nous avons alors f-. = 0 ou f,, = 1 pourô ô
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tout réel 6 , c'est-à-dire que l 'on a

ou bien p C v ,X ] converge vers (-00] , (P -p.s. V g € G

ou bien il existe ô € |R tel que lim sup p [v ,X ] > 6 , lP -p.s. V g € G .o n o n o g -

Dans le second cas, de p [ v ,X ] = p ( v ,dX ] - p [v ,d] (d ^ D] , il résulte queo n o n o
l'on a pour tout d de D

lim sup p C v ,X ] > 6 - p C v ,d] = ô - (}) [d] , (P -p.s. V g £ G .

Mais p étant non nul, 1'homomorphisme ^ de D dans IR additif qui lui est

associé est non nul. D étant connexe, il s'ensuit donc que (}) [D] = fR ; et par

suite

lim sup p [v ,X ] = + °° fP -p.s. V g G G .

Enfin l'égalité

p C v , K X ) = p [ v . K , X ) C k e K ]o n o n

montre qu'on est dans le même cas pour tous les éléments u de B [ G ) x \ G
^

En recommençant alors le raisonnement avec les fonctions

f. [g] = fP [lim inf p [ v ,X ] < ô] [ 6 e fR , g e G]

on obtient la proposition [ 7 . 8 ] .

Cette proposition résulte donc des résultats:

7.9 . Lemme. - Sozt G un groupe de Lï-e ayant un nombre fzni. de composantes con-
•^

nexes et y une mesure de H [ G ] apériodique et étalée. Alors toute fonction

^-harmonique bornée f sur G telle que f ( hg ] = f [ g ] [h £ [D'^] ' g e G]

est la composée par l'application naturelle de G sur ^\ d'une fonction
p u

^-harmonique bornée sur \

Preuve. - p étant étalée, on sait [ ["il , prop. 1 . 6 ] que f est continue. Il s 'en-

suit que l 'on a

f [ h g ] = f ( g ] C h e [ DTÏÏ ] g e G] .

Autrement dit f est la composée par l'application naturelle de G sur ————\

d'une fonction p-harmonique bornée f sur ————\ . l-P'^J
[0.0] x

Appelons p l'application naturelle de G sur \ et considérons une section

mesurable s de p à valeurs dans K. . Tou-t g G G s'écrit alors

g = d ( g ] C s o p ( g ] ]
_ /j

avec d C g ] = g ( s o p [ g ] ] e D et sop[g ] G K .

Soit [ ^ . ^ . [X^ ] ^ ^^ , [IP ] ^ ^] la marche aléatoire droite de loi p sur
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G . Ecrivons X = D K avec D = d [ X ] et K = s o p C X ] . Posons

U = D d D~1 d~1 G [Q,o} .n n n L ' -i
Nous avons

X 1 U d X = K~ 1 d K C \J k~1 d K , IP -p.s. V ge G .
n n n . n n ^ ç ^ g

-1Désignons par S le semi-groupe ouvert associé à p . S S est un ouvert de

G contenant e . Soit V un voisinage compact de e contenu dans S S . Comme
r\ -1 u p

A d . / < est compact, W = / 1 k . V K est un voisinage ouvert de e dans G .
<jr k e K

Pour tout d appartenant à D H W nous avons alors

X~ 1 U d X C U k'1 W K C.V C S S"1 , fP -p.s. V g € G .
n n n ke K ^ ë

D'après le théorème [ 6 . 8 ] les éléments de W H D sont des y-périodes sur

————\ . D étant connexe, il s'ensuit que tous les éléments de D sont des
[D,D]

\ Gp-périodes sur ————\ . Le lemme [ 7 . 9 ] est prouvé.
[D,D]

7 . 1 D . Corollaire. - Avec tes notations du femme ( 7 . 9 ) y toute fonction f ^-har-

monique bornée sur G telle que f [hg] = f [ g ] [h 'E [D,D] r , g e G] est cons-

tante.

Preuve. - D'après le lemme [ 7 . 9 ] , -F -est la composée, par l'application naturelle
G A n

de G sur N [ D ] \ , d 'une fontion f u-harmonique bornée sur N [ D ] \ . Dr
G ° °

N [ D ] \ est G-homéomorphe au G-espace produit B [ G L x \ G . D'après le lemmeo G
G °[ 7 . 7 ] , il s'ensuit que la chaîne de loi p sur N [ D ] \ est ergodique et est

donc, en particulier, une chaîne récurrente au sens de Harris.Dn sait alors que -F

et par suite f sont constantes [voir [23]].

Remarque. - Dans la démonstration du lemme [ 7 . 9 ] , la condition "apériodique" a été
nécessaire pour savoir que la chaîne de loi p sur B [ G ] x \ est ergodique.
Mais on sait [corollaire [ 7 . 6 ] ] que la chaîne de loi p sur ° B [ G ] est ergodique
sans cette condition. Il s'ensuit alors que si p est étalée, toute fonction •
p-harmonique bornée sur G telle que

f [ h g ] = f [ g ] [ h e [D,D] F ' , g G G ] •

est constante.

Il est alors facile de voir que pour un A-cocycle p sur B [ G ] , la proposition
[ 7 . 8 ] reste valable sans la condition d'apériodicité. ••
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7 . 1 1 . Dé-Finition. - Soient G un groupe L .C.D. tel que \ soit compact et p
1 o

une mesure de H [ G ] . Soient E un G-espace compact à droite et p un A-cocycle'

sur E [définition [ 2 . 1 ] ] . Nous disons que p est p-négatif strict si pour tout

u de E ', p [ u , X ] converge vers [-00] , p -p.s. V x E G . Dans le cas con-

traire p est dit p-positif.

7 . 1 2 . Proposition. - Soit [G ,E,p ] comme dans la définition ( 7 . 1 1 ) . Supposons que

p possède un moment d'ordre 1 et que la o'haine de loi p sur E soit ergodique

(i.e. qu'elle vérifie la condition de Doeblin et "possède une seule classe ergodique

sans classe cyclique^ voir [é] ) ; désignons par v l'unique mesure de probabilité

^-invariante sur E et posons a = J J p [u ,g ] \> [du] p [dg] .

Alors nous avons :

a < o [resp. >o] <==> linn p [ u , X ] = -oo [resp. +œ] , ip -p.s. V x E G .

a = o <==> lim inf p [ u , X ] = -œ gf lim sup p [ u , X ] = +00 , fp -p s
P n " n n ' • n x

V x E G .

Preuve. - La chaîne de.loi p sur E étant ergodique, nous savons [ f6"| ] que

-^ p [ u , X ^ ] converge, fP -p.s. V x E G , vers a . Le seule cas non trivial est

alors celui où Q^ = o .

Ecrivons X^ = X Y . . . Y , où les Y . sont des variables aléatoires indépen-

dantes et de loi p . Pour tout u E E , le couple [ u .X , p [u .X , Y ] ] est
n n-1 n

une chaîne de HarKov homogène dont la probabilité de transition P' est définie par

^ fPf[u,oJ = t [u.g , p [ u , g ] ] p [dg ] [u E E , a EfR , f borélienne bornée
•'G

sur E x fR] .
^ ^

Nous avo'ns alors P f [u ,a ] = P f [ u ,o ] et la chaîne considérée est donc semi-marko-

vienne [voir [t 6] ] . Ayant remarqué que

n
^•Xn ' P ^ u , X ^ ] ] = [ u .X^ , p [ u , X ^ ] . ^ P ^ - X . ' Y ] ] ,

p=1 ' •

la proposition [ 7 . 1 2 ] résulte alors du corollaire de la proposition 1 2 de [~16~|

7 • 1 3 - Proposition. - Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes

connexes dont la composante connexe de l'unité dans G est semi-simple et de

centre fini. Alors toute famille discriminante d'l\-cocycles associée à G (voir

§ 2 ) est une famille d'l\-cocycles ^-négatifs stricts pour toute mesure p de

H^G] étalée.

preuve- ' NGUS reprenons les notations des paragraphes précédents. Considérons la

décomposition d' Iwasawa G = NA K [resp. G - NAK , -^f = J! = ^Q Q. @ YL ] de G
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[resp. de G , ff] . 5 est la famille des poids de la représentation adjointe de
i)T B <l dans Jf . Tout élément de S est nul sur ĉ T et sa restriction à Ci est
un poids de la représentation adjointe de ôi dans ĉ î [ i . e . un élément de Z
( 1 . 2 ] ) . Nous identifions 5 et Z

Posons

CE ) _ = { À € Z : p est p-négatif strict}
et

(Z^ = {À G ^ : p^ est p-positif} .

{ [ £ . ) _ , [ ^ / , ) } est une partition stable par addition et conjuguaison de E ;
soit <ÀT = <Af_ @ (AT la décomposition de ĉ j associée à cette partition de E [voir
[ 3 . 7 ) ] . Muni du produit x défini par la formule [ 3 . 3 ) , oN est le produit amal-
gamé des sous algèbres cAI _ et tAT . Comme N est niipotent simplement connexe,
il s'ensuit que N est le produit amalgamé des sous-groupes fermés IM_ = [exp
<^f_) et [\^ = [exp cAT,) .

Nous avons alors le lemme ;

Lemme. - Pour toute mesure p étalée et apériodique s lôs fonctions ^-harmoniques

'bornées sur , , , , \ sont constantes. ( Y ' désigne te sous-groupe de G formé des

éléments qui normalisent à la fois N , A et K , voir prop. ( 1 . 7 ) ) .

Preuve du lemme. - Par une méthode identique à celle que nous utiliserons pour dé-
montrer la proposition [ 1 0 . 1 ) , on montre que les fonctions p-harmoniques bornées

P r rsur \ sont les composées par l'application naturelle de \ sur \ des
fonctions p-harmoniques bornées sur \
Le lemme est alors une conséquence de la remarque qui suit le corollaire [ 7 . 1 0 ) .

r^Ceci dit, considérons la décomposition de Bruhat G = N A N F ' mod. m- , de Gb
[voir proposition [ 5 . 3 ) ) et désignons par @ l'application naturelle de G sur la
frontière maximale [droite) F = / j^ , de G . D'après la proposition [ 5 . 3 )
l'image de N par g est un ouvert de F dont le complémentaire est de mesure
nulle pour une quelconque mesure quasi-invariante sur F .

^Désignons par v> l'unique mesure p-invariante de M [ F ) . p étant étalée, on
sait [ fij ) que v> est la restriction à un ouvert de F d ' u n e mesure quasi-inva-
riante ; g [ N ) est donc de \)-mesure égale à 1 .

L'applicatiion N_xN ——> N est un isomorphisme de variétés analytiques.
[ n _ , n ^ ) '——> n_n_^

Désignons par C^[N ) l'espace des fonctions continues à support compact sur N
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et par m la mesure de Haar normalisée sur I" [noter que puisque G est

supposé être de centre fini, r' est un sous-groupe compact de G] . Considérons

la fonction borélienne bornée sur F définie par

f [ | 3 [ n _ n ^ ] ] = ( ( ) [ yn^y~ 1 ] m [dy] où (()-E C [N ]
j r ' 1 l\ +

f [u ] = 0 si u G F , u ^ g [N] .

Pour tout u e g C M ] et tout hE N _ r ' , nous avons f C h . u ] = f [ u ] : en effet

écrivons u = 3 [ n _ n ^ ] et h = n^y' avec n_ , n^ E N_ , n E N et Y' e F ' ;

il vient

f [h .u ] = f o 3 [ n ^ y ' n _ n ] = fo g[n^ [ y' n _ y ' ~1 ] [ y' n y ' " 1 ] )

4 > [ y y ' n ^ y ' y ] m , [dy ] = ^ [yn y"1 ] m , [dy )
Jp • F •'r • r .

= f [ u ] .

La fonction f*v qui à g G G associe J f C g . u î v(du) est alors une fonction

p-harmonique bornée telle que f-^Chg) = f - x ^ C g ) , h e N _ r ' et g E G . D'après

ce qui précède, ft^ est donc constante. Or on sait que l 'on peut trouver une
_ A

suite a d'éléments de A telle que la suite a x a converge vers e pour

tout élément x de N . [Il suffit de choisir un élément H dans la chambre de

Weyl W [voir § 1 ) et de poser- a = exp [nH] ) . D'après le théorème de convergence

dominée, il résulte alors que f^x^g a ) converge vers fog [g ) , pour tout g

appartenant à G . f*\; étant constante, on en déduit que fo@ est constante

pour toute fonction <^> de C^N_J . On a alors nécessairement N_^ = {e} , c ' es t -

à-dire Z = [ Z . ] _ . La proposition est démontrée.

7 - 1 4 - Corollaire. - Avec tes notations de ta proposition ( 7 . 1 3 ) , supposons que p

possède en outre un moment d'ordre -?_, alors nous avons

a^ = p, [ u ,g ) \ ; [ du )p [dg ] < 0 , [ À G H) ,A J J A

où \> désigne l'unique mesure ^-invariante de H [ B [ G ] ] (femme ( 7 . 5 ) } .

Preuve. - Compte-tenu du corollaire [ 7 . 6 ] et de la proposition [ 7 . 1 2 ] , le corol-

laire résulte immédiatement de la proposition [ 7 . 1 3 ] .

7 ' 1 5 - Corollaire. - Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes

connexes. Alors tes éléments du sous ensemble {p À e E } (voir ( 5 . 5 ) ) de ta
À 1

famitte discriminante d't\-cooyotes {p À e S} associée à G (voir § 2 ) sont

^-négatifs stricts^ pour toute mesure p de H [ G ] étalée.



56

Preuve. - Nous savons que B [ G ) est une frontière maximale du groupe de Lie R ' \
dont la composante connexe est semi-simple et de centre trivial. D'autre part,
Z est l'ensemble des éléments de H qui sont nuls sur $L 6 c/f et dont la res-
triction à Cj^, donne un poids de la représentation adjointe de (Si dans oM . Il
est alors clair que ' { p - , i À ç=- ̂  } n'est autre que l'ensemble des composés par

G[ I , ç ; ' ] d ' u n e -Famille discriminante d ' A-cocycles sur B ( G ] associée à _ , \r\
Le corollaire [ 7 . 1 5 ] résulte alors de la proposition [ 7 . 1 3 ) .

7 . 1 6 . Remarques. - Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes dont la composante connexe de l'unité dans G est semi-simple [non né-
cessairement de centre f i n i ] . D'après la remarque [ 2 . 1 D ] et le corollaire [ 7 . 1 5 ] ,
il résulte que l'espace vectoriel des A-cocycles K-invariants sur la frontière
maximale B [ G ] de G possède une base formée d'éléments p-négatifs stricts,
pour tout mesure p de M [ G ] étalée et apériodique.

Dans [^1DJ Furstenberg avait conjecturé l'existence, pour un groupe de Lie G
connexe semi-simple de centre fini, d ' u n e base de l'espace vectoriel des A-co-
cycles K-invariants sur la frontière maximale B [ G ] de G formée d'éléments
p-négatifs stricts pour toute mesure p de M [ G ] de "classe B " [ i . e . ayant
une densité bornée et à support compact par rapport à la mesure de Haar sur G ] .
Dn a donc résolu et étendu cette conjecture.

D'autre part, la proposition [ 7 . 1 3 ] et le corollaire [ 7 . 1 4 ] étendent le corol-
laire du théorème 1 de [_2G^ qui suppose que p possède un moment d'ordre 2 et
est absolument continue par rapport à la mesure de Haar.

7 . 1 7 . Décomposition de G associée à une mesure p étalée et apériodique de
M [ G ] . - Soient G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes conneM [ G ] . - Soient G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes
{ p ^ , À G S} une famille discriminante d ' A-cocycles associée à G ; et p une

^mesure de M [ G ] étalée et apériodique. Posons

5' = { À e ï : p est p-négatif strict}

E_^ = { À £ H : p est p-positif}

Des relations p , , . = p . + p . , [ À , À ' £ E , À + À ' £ H ] , p- = p . [ À G H ] , il

et

A + A A A A A
résulte, via la proposition [ 7 . 8 ] , que { E ' , H^} est une partition de S stable
par addition et conjuguaison. Nous notons alors

les décompositions de M , D et G associée à cette partition [voir § 4 ] .
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D'autre part si a est un élément de H de la forme À-y avec À £ S et
y C Z , nous avons p = p-x-P î d'après ce qui précède et le corollaire ( 7 . 1 5 ] ,

on en déduit que {H^ , S^ u S^ U { 0 } } est une partition de 0 = Su Z,- U { 0 }
adaptée à la chambre de Weyl W [ d é - F . ( 5 . 1 ) ] . D'après la dé-finition même des
p , , À e H , il est clair que la partition {S11 E^} est stable par automorphismes
intérieurs C i . e . y o Adg G î_ ( r e s p . H ] pour tous y C S_ [resp. E^] et
g€ N [ D ] , normalisateur de D dans G ) ; comme tout automorphisme de JSP, lais-

v
sant stable 3) permute les éléments de Z , [démonstration analogue à celle du
lemme [ 2 . 8 ] ) et par suite ceux de E = -î. , on en déduit que cette partition de
0 est stable par automorphismes intérieurs. Nous notons alors

G = G^ G^ avec G^ = D^ = 1̂  N et G^ = D^ N F ' = [M^ P A ) N r ,

la décomposition, module m- , de G associée à cette partition [voir § 5 ] .G

7 . 1 8 . Remarque. - Pour une mesure p de M [ G ] donnée, les décompositions de G
associées à p dépendent du choix de la décomposition

sf = [^Ç] @ y s ex @ K .
Soit •€/ = [A+5 1] @ c^ 1 S dl @ K un autre choix de cette décomposition.

à
On sait [remarque [ 1 . 1 1 ] ) que ce nouveau choix se déduit du précédent par un auto-
morphisme intérieur. Ad x , avec x £ G . L a -Famille 5 est remplacée par
S = { A o Ad x , À £ E} et la famille d ' A-cocycles { p À £ S} par la familleÀ
{ p - o [ J , , I . ] , À £ H } où x s'écrit d k avec de D et KG « . [Voir lemmeÀ d d
[ 2 . 1 2 ] ] . Nous avons

p , o [ J , 1 ] [ u , g ] = p , [ u , g ] + p , [ u . g , d ] - p [ u , d ] ,

pour tous éléments u de B [ G ] et g de G .
Il s'ensuit que l ' o n a l'équivalence entre :
i ] { V u e B [ G ] ; p ^ [ u , X ^ ] —> [ - ° ° ] , jP - p . s . V g G G}

ii] { V u e B [ G ] ; [p o [ J I ] ] [ u , X ] •—> [- 0 0 ] , IP - p . s . V g C G} .

D'après la remarqué [ 4 . 5 ] les décompositions de G obtenues avec ce nouveau
choix se déduisent des précédentes par conjuguaison par x e G . L a décomposition
de G associée à p est donc unique à conjuguaison par un élément de G près.



58

8. EXISTENCE ET DESCRIPTION D'UN E p-FRONTIERE HOMOGENE MAXIMALE

Nous désignons par G un groupe localement compact à base dénombrable.

8 . 1 . - Soit E un G-espace à gauche. On note € [ 7 ] ] C [ E ] l'ensemble des fonc-
tions f boréliennes bornées sur E telles que l'application
g G G '——> sup | f C g . x ) - f C x ) [ soit continue en e (et donc U . C . G . ] . Muni de la

x G E
norme de .'a convergence uniforme , C C E ) est un espace de Banach. Si E est un
G-espace localement compact homogène , C C E ) est contenu dans C C E ) , espace des
fonctions continues sur E .

8 . 2 . - Nous appelons p-espace de G tout couple C E , v ) composé d ' u n G-espace à
gauche localement compact E et d ' u n e mesure \> , p-invariante C i . e . telle que
px\^ = \)] , portée par E . Deux p-espaces de G , C E , v ) et C E ' . v ' ) sont dits
G-isomorphes s ' i l existe un G-homéomorphisme <^ de E sur E ' envoyant v sur
v 9 . Un p-espace de G , C E , v > ) , est appelé une p-frontière de G C [_9J ) si la
suite de mesure de probabilité sur E , X \) , converge, (P - p . s . V g G G , vers

^ Q
une mesure ponctuelle, où Ci^,-5 , CX ) ^ .- , CP ) ç p ) désigne la marche aléatoire
droite sur G de loi p ; si E est homogène Cresp. compact), nous disons que la
p-fro.ntière est homogène Cresp. compacte).

8 . 3 . - On sait C [Q^) que tout couple C G , p ) possède, à G-isomorphisme près, un
unique p-espace compact , CJT , v > ) telle que l'application f '——> f^v Cvoir
C 6 . 4 ) ) soit une G-isométrie de CCJT ) sur H ; en outre C f l 1 ) si u estp ^ o o
étalée, cette application est une G-isométrie de L CIÏ , e ) sur E , où e est
une mesure quasi-invariante sur n . n et v sont appelés respectivement es-
pace et noyau de Poisson de p sur G . Si n est métrisable, alors Cn , v > ) est
une p-frontière compacte de G . Dans le cas où G est soit un groupe de Lie con-
nexe semi-simple de centre fini C [ 8 ] ) , soit un groupe de Lie connexe de type rigide
l [ l ] ) , soit un groupe "localement produit direct de tels groupes" € [ 4 ] ) , Cil , v > )
est une . p-frontière compacte et homogène pour toute mesure p étalée sur G .

Dorénavant , G désigne un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes. On désigne par G la composante connexe de l'unité dans G et par R
le radical de G . O n note Ç l'application naturelle de G sur n\ et m0 • r\ [_)
une mesure de Haar sur G .

8 . 4 . Théorème. - Soit G un groupe de Lze ayant un nombre fini. de composantes
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connexes. Pour toute mesure p de H [ G ] étalée et ayant un moment d'ordre ly il

existe un espace homogène A [ G ] de G (unique à un G-homéomorphisme près) et

une mesure v € M ÇA ] , ^-invariante ̂ têts que

i) (A y \)) est une \\-frontière homogène de G .
ii) L'application -F •——> f̂  est une G-isométrie de L [ A ] sur l'espace de

Banach^ E , des fonctions ^-harmoniques bornées., envoyant C [ A ] sur te sous-

espace s H s de E- forme des éléments uniformément continus à gauche.

8 . 5 . Description de A . -

1 ] Supposons que p soit de plus apériodique et considérons la décomposition
G = G^ G^ , module m- , associée à y [voir [ 7 . 1 7 ] ] . A [ G ] est alors un re-- . + G p
vêtement à fibre dénombrable du G-espace homogène G/ p . Plus précisément, soit

+
M = M^ M^ une décomposition de M associée à p [voir [ 7 . 1 7 ] ] ', en reprenant
les notations antérieures, nous avons G = M PANF' ;. alors+ +

A [ G ] - G/
p M^ PANF'+ P

où r" est un sous-groupe distingué de F ' contenant r ' .

Nous avons A , . [ \ ] = ^ r f A M r ' t ; autrement dit A [ G ] est homéomorphe
en tant qu'espace topologique à M^ x A ,. -, [ \ ] .fc, ip J K
2] Si p n'est pas apériodique, soit G le sous-groupe fermé de G engendré par
le support de p . Désignons .par s une section de l'application naturelle de G
sur G/p [noter que G/ est f i n i ] . Posons [voir [t] prop. I V . 1 ] :

P P
o [ g , x ] = [ s [ g . x ] ] ~ 1 g s [ x ] [ g G G , x E G/^ ] ;

puis p

g . [ x , y ] = [ g . x , o [ g , x ] . y ] [ g E G , [ x , y ] E G/- x A [ G ] ] .
G? p p

Ainsi G/- x A [ G ] est muni d ' u n e structure de G-espace. Nous avons alors
G? p p

A [ G ] - G/- x A [ G ] .1-i G p p

Les paragraphes 9 et 10 sont consacrés à la démonstration du théorème [ 8 . 4 ] . Ce
théorème sera ensuite étendu au cas des groupes L . C . D . [voir § 1 3 ] .

8 . 6 . Définition. - Nous disons q u ' u n e p-frontière homogène, [ A , v ] , de G est
maximale, si pour toute autre p-frontière homogène [ E , A ] de G , il existe une
application surjective continue de A sur E , commutant avec les opération de G
et envoyant \) sur À .
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8.7 . Proposition. - Soient [G ,p ] vérifiant tes hypothèses du théorème ( 8 . 4 ) et

[A ,v] ta p- frontière homogène de G associée à [G, y ] par ce théorème. Alors

[A ,v] est une p-•frontière homogène maximale de G .
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9. CONVERGENCE DE CERTAINES COMPOSANTES OE X

Dans ce qui suit G désigne un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
1

connexes ; et ' \i une mesure de N [G] étalée , apériodique , possédant un moment

d'ordre 1 .

9.0. Bref rappel des notations antérieures : On désigne par -e^ = or^ @ "3 une

décomposition de Lévi de l'algèbre de Lie JLf de G ; par 0 = c^ @ ^ @ K. une

décomposition d'Iwasawa de la sous-algèbre de Lévi 3 ^ de J^, ; on obtient la dé-

composition JLS = 2) 8 y^ , où 2) = ̂  @ c)1* @ Cî. est une sous-algèbre résoluble

et X. une sous-algèbre compacte de -̂ Ê. .

Soit (/{, le nilradical de ^ et ^y une sous-algèbre de Cartan du centralisateur

& de ^ dans ^ . Nous avons % = cAC + Ç et dD = ^ + ( Ç @ (A ] , où

^ = crt @ c^T est le nilradical de oD .

Soit 5 [resp. A] l'ensemble des poids de la représentation adjointe de o2>

dans •̂  [resp. <M^ ] . A la mesure p correspond la partition {H , H }

de E définie par :

5^ = (À <= S : a^ = p ^ C u , g) v[du] pCdg] < 0}

f
5^ = {À S E : a, = p , C u , g] ^Cdu) pCdg) > 0 } ,+ A J À —

où \> désigne l'unique mesure p-invariante sur B(G] [voir [ 7 . 1 7 . ] ) . Cette

partition est stable par addition et conjuguaison . De plus si Z , (resp. 0 )
6 Œdésigne l'ensemble des poids de la représentation adjointe de 'oD dans [ -n /</^ )

[resp. dans jtf ] , {H_ , 2 U C-E 3 '-' {0} } est une partition de © adaptée

à la chambre de Weyl W Cqui a servi à définir la décomposition d'Iwasa^a

-^ = < X @ O L @ Y v d e •5 [voir [ 1 . 2 . ] ) et stable par automorphismes inté-

rieurs . [voir [ 7 . 1 7 . ] ) .

{A n 5_ , A n 5 } est alors une partition stable par addition et conjuguaison

de A , soit <^C = <^C_ ® tM- la décomposition de e^f associée à cette parti-

tion [voir [ 3 . 7 . ] ] . Les décompositions de -ri et o^ associées à la partition

{H^ , S^ sont alors [voir $ 4 et 5 ]

^ - ^ p S s) ï avec A p - ̂  S X et ^-^\

où = où p @ oD ^ avec oD p = ^ p et 3) 1; = [ A ^ . Ç ] S OL

Nous savons que , muni du produit x défini par la formule [3 .3 . ] , À [resp.

t/u ] est un groupe niipotent qui est le produit amalgamé des sous-algèbres

^ _ et -Vj ^ [resp. c^C_ et t^6^] ; en outre les projections p et p [resp.

p _'_ et p ' ] associées à ce produit amalgamé sont polynomiales [voir [ 3 . 7 . ] ] .
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Désignons par M , P , N , A , K , D , D^ et D^ les sous-groupes de Lie conne-
xes de G ayant respectivement pour algèbre de Lie c/{, , (? , Jf , Cl , X. ,
eD , "oD p et oD ^ . Notons r le centralisateur de A dans K et F '
l'intersection des normalisateurs dans G de N , A , K et P .

Kr' est alors un sous-groupe fermé de G ayant un nombre fini de composantes
connexes ; on choisit un de ses sous-groupes compacts maximaux qui sont conjugués
deux à deux , soit L . En posant K = KL , on obtient la décomposition G=DK ,
où D est un sous-groupe fermé résoluble connexe , l'image de K par la représen-
tation adjointe de G est compacte et D H K. est contenu dans P .

D'autre part , posons M^ = exp c/L^ et • H11 = exp cM^ . M^ et D^ = M^N sont
des sous-groupes fermés simplement connexes de G . M (resp. D ] est le produit
amalgamé des sous-groupes H^ et M11 (resp. 0^ et D11 = M^PA] .

Enfin , en posant G^ = D̂  et E^ = D11 K. = D11 K r ' , l'application
ri : G_ x E^ ———> G est un isomorphisme de variétés analytiques ; nous notons

(d , g ) ^———> dg
A et -̂  les projections de G sur G^ et E^ telles que g = •/*' ( g ] ̂  ( g )
pour tout g de G .

Nous allons à présent construire une décomposition de G un peu plus fine que
celle G = D D^K obtenue ci-dessus . Nous omettons l'indice " p " .

9 . 1 . - n ^ est un idéal niipotent de ̂  et H est l'ensemble des poids de la
représentation adjointe de oZ) dans -̂  . Posons 5 = { À € H ; a = D) et
* « + / + ° À
5 = {\ €E H ; g > 0} , { 5 , 5 } est alors une partition de H stable par• A + 0 +
addition et conjuguaison ; notons respectivement

1 «^ = A @ À * , oZ> = -3> @ -oZ)'
/ + /o / + + o -» et D = D D

' 0 / + + 0 + + 0 +

les décompositions de n , yb et D associées à cette partition de 5
Comme on a

À e S ^o \
À ' € H_ (resp. 5 ) f ===̂  À + A ' e H Cresp. S*) ,
À + À ' e 5 j

il s'ensuit que -̂  [resp. ^) , D ] normalise ^_ et A (resp. 3) et
oZ) * , D_ et D*] .

-Sj est alors somme directe des trois sous-algèbres A _ , -̂  et n * .
Muni du produit x défini par la formule ( 3 . 3 . ] , ^ est le produit amalgamé des
sous-groupes y _ ' y et -̂  ; en outre les projections p , p et p
associées à ce produit amalgamé sont polynomiales .

D est le produit amalgamé des sous-groupes D , D et D ; D et D sont
* ^ xsimplement connexes et D normalise D et D (on notera que D et D

jouent des rôles symétriques] . Nous avons D_ = exp y_ < D = (exp ̂  ] PA et
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Tout élément g de G s'écrit alors sous la forme g = d d d k avec d e D

d ^ D , d^ € D^ et k e K . Comme D 0 K est contenu dans P , les composantes

d_ et d^ sont uniquement définies par g . Si d est un élément D , nous note-

rons respectivement -^ C d ) , ^ [d] eet ^ [d) les éléments de D , D et
* ' " S ' + - o

D^ tels que d = ^ (d) ^ ^^^ (cn •

9 .2. Théorème. - Soient G 2^2 groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes

connexes et y une mesure de n1 (G) étalée apériodique et possédant un moment

d'ordre 1 . Alors avec tes notations de ( Q . ' \ . ) nous avons

i ) Pour tout g de G 3 ta composante - ^FX g) de X g sur D_ f=G ) conver-

ge y P - p.s. Vx E G , vers une v.a. indépendante de g

ii) Pour tout g de G y ta composante ^ CgX ) de gX sur D* converge y

P - p. s. Vx €E G , vers une v.a. indépendante de G

La démonstration de ii) étant analogue à celle de i] , nous ne donnerons que

la preuve détaillée de i) . Nous dirons ensuite quelques mots sur la preuve de

ii) .

Nous commençons par introduire les éléments nécessaires à cette démonstration .

On peut oublier ( 9 . 1 . ) et n'avoir en tête que les notations de [9 .0 . ) .

9.3.- Fonctions polynomiales sur ij invariantes a droite par -^ ; Le groupe

G_ = 0_ = exp ^ _ est niipotent simplement connexe j G est donc isomorphe au

groupe [ ^ _ , x) . ^_ apparaît comme un 0-espace homogène à gauche D-homéo-

morphe à /„ ; l'action de D sur ^ étant définie paru+ / -

d.u = exp_ o -^ (d exp u) Cd E D , u e fv ) .G_ / - /-

Etendons cette définition à G en posant
-/] «

g.u = exp o ^i_ (g exp u) Cg E G , u E ^_) .

Comme en général , E^ n 'est pas un sous-groupe de G , G n'opère pas ainsi sur

h s c'est-à-dire que l'on a pas (g g^) .u = g^ . (g^ .u ) , g,,g^E G , uç h • Ce-

pendant nous avons

0) (dg).u = d . (g .u) (d E D , gE G , U E ^ ) •

II suffit en effet de remarquer que puisque D E c E , on a

^ (d -g ) = ^_ (d^_ (g ) ) ( dE D , gE G ) .

Considérons l'ensemble J des fonctions polynomiales , à valeurs complexes ,

sur fj qui sont invariantes à droite par h ^ [i.e. T E ^ si T o R = T ,
vc e 7+ [voir $ 3 ) ) . Soit T E 3 et u ç A ; écrivons u = p _ C u ) x , p (u)

Nous avons
T C u ) = T C p (u) x p (u ) ) = T(p (u ) ) .
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car T est invariant par -^ ; il s'ensuit que l'on a T = T A _ o p_ , où

où T A désigne la restriction à -^ _ de T . Par suite J est l'ensemble des

fonctions polynomiales sur -^ de la -Forme T ' o p_ où T ' est une fonction po-

lynomiale sur A

Pour T E J et g G G définissons

T.g : u G h ————> T [ g . p _ ( u ) ) .

De la relation (* ) il résulte que si g == dk avec d E D et k e f^ nous avons

T.g = ( T . d ) . k .

D'autre part comme D = [exp -V) ) PA , écrivons d = [exp v ) x avec v e •»

X £ PA ; nous avons pour tout u de (n
— ^

d exp u = exp v ( x C e x p u)x ) X.

= exp v(exp A d x . ( u ) ) x

¥H étant un idéal de pZ) , Ad x • C u ] e Y) s d'après la formule de

Campell-Hausdorff nous avons

d exp u = exp (v x Ad x ' C u ) ) x

= exp C p _ C v x Ad x C u ) ) x p Cv x Ad x î u } ] ) x

= (exp p _ C v x Ad X [ u ] ) ) (exp p Cv x Ad X (u ) ) ^

Par suite

A_ [d exp u) = exp C p _ C v x Ad X C u ) ) )

et

d . p _ C u ) = exp o ^»_(d exp [p_ ( u ) ) ) = p _ C v x Ad X [ p _ ( u ) ) ) .

Or

Ad x [u) = Ad x C p _ C u ) x p ^ ( u ) )

= Ad x C p _ C u ) ) x Ad X (p C u ) )

car Ad x est un automorphisme d'algèbre de Lie de in .

Comme -^ et A sont stables par Ç @ CS. , il s'ensuit que

Ad x ( p _ [ u ) ) G & et Ad X (p^ C u ) ) e A ^ .

Autrement dit nous avons

p _ ( A d X C u ) ) = Ad X o p_ C u )

p [Ad X (u) ) = Ad X o p C u ) .

Finalement nous obtenons

d . p _ C u ) = p _ C v x Ad X ( p _ [ u ) ) )

- p _ C v x p _ C A d X ( u ) ) )

= p _ ( v x A d X C u ) ) .

D'où l'on déduit

(»*) T.d = T o L o A d x o p _ = T o L o A d x C T e J ) (voir $ 3 ) .

On voit donc que T.d est un élément de 3 ; D opère donc à droite sur 3 ;

3 est un D-espace à droite .

On notera qu'en général T .K n 'est pas un polynôme pour k E K. . C 'es t seulement
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une fonction analytique f sur fj définie par
-1f : u'————> Ttexp,. o A_ (k exp u ) )

et vérifiant f (u_ x u^) = f ( u _ ) ~ [u_ e A , u^ e - ^ ) .

La raison en est que -n est un idéal de oD mais n'est pas en général un idéal

de SJ? . Dans le cas où in est un idéal de JiP , c' est-à-dire quand Jif est moyen-

nable , on voit facilement que le groupe G opère sur r] ; r] est alors un

G-espace à droite .

Pour tout entier naturel r , appelons 3 le sous-espace vectoriel de 3 for-

mé des éléments de degré inférieur ou égal à r . D'après la relation («« ) et le

lemme ( 3 . 5 . ) , les sous-espaces vectoriels 0 , r G (M , de r] sont invariants

par les opérations de D .

Choisissons une base adaptée (voir § 3 ) ( e . ) . de •n _ qui triangulari-

se simultanément les éléments de ad^ @ <^. ) | ~et ~~Ad PA| . Pour À e 5 ,

^- ^-
désignons par (}), le poids de la représentation adjointe de D dans ^ , dont À

est la différentielle en e (voir ( 2 . 9 . ] ] .S i X £ PA dans la base choisie de

•n _ , Ad X. est une matrice triangulaire inférieure dont les éléments diagonaux sont

{(^(x) , À e H_} .
Considérons l'ensemble ÏM171 . Si ^ = (Jl , ... , î, ) € [N nous posons

U\\ -[^ . ..... ̂  . 20^ ..... l^ . . . . n. Pt^.i + • • • + ̂

(voir § 3 ) et nous ordonnons «N .par la relation d'ordre total définie par

f H\\ < II A ' II
a < a1 <—> ^ [s. , a ' e ïi^)

[ II Ail II = II A ' 11 avec le premier i tel que A . ^ A ' .
vérifie AI < A ' i 1 1

Soit (X, . 3 . . le système de fonctions coordonnées associé à la basei 1 _<_ i ^_ m
( e . ] . . . Pour a= (^ . , , . . . , î, } ^ (î^ , nous notons X.^ la fonctioni i < i _ < _ r n 1 m

Jl À
monôme X. . . . . X. ', nous avons de X. = ll^ll . Pour r e fN ; nous choisissonsi m
pour base de j la base ordonnée { 1 , X.^ o p _ , & € (N^1 -{0} , ll^ll <_ r}

Nous notons 3 * le sous-espace de r) engendré par {X op_ , Jl e |N -{0} ,

ll^ll ^ r} .

Soit T ^ J ; nous avons pour d = (exp v] X. £ D avec v E n et X. E PA ,

T .d = T o L o Ad X.1 1 v
= (T +T ] o Ad X , où T^ G J avec dg T < dg T (lemme

(3 .5 .H . Par suite

T .d = T o Ad X + T o Ad X

avec

dg T^ o Ad X = dg T (lemme ( 3 . 5 . ) )

< dg T^
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Ecrivons T = T ' o p où T ' est la restriction de T^, è •̂  ; ncus avons

T o Ad X = T ' o p_ o Ad X

= T' o Ad X o p_ [car nous avons vu que p_ o AdX=AdXop_) .

Il est alors clair que dans la base ordonnée choisie de ^ , l'action d'un élé-

ment d de D est représenté par une matrice N C d ) triangulaire supérieure ayant

1 puis des produits de la forme (j), [d) ... ((>, (d) , où À , ... , À E H_ (les

poids À . ne sont pas nécessairement distincts? , pour éléments diagonaux . Plus

précisément , notons <j), le poids qui est associé an vecteur propre e. de la

représentation adjointe de PA dans fn ; les <(), ne sont pas tous distincts et/ - À^
la famille {^), 1 _^ i <_ m} n'est autre que l'ensemble des restrictions à PA des

poids { ( f> , , À € 5 } . Alors pour i = [9. , ... , i ] € DM171 la fonction polynomiale
H n ~ 1 m

X o p de J est pour l'action de D , un vecteur presque propre associé au
. , ~ .^ .^mpoids ^ ' . . . <jî .

1 m

Nous allons à présent établir un lemme qui nous servira pour montrer le théorème..

9.4. Lemme. - Soient ( f \ . ) . „ une suite de matrices carrées triangulaires supé-——— i i ^> u . >
rieures d^orâre q et n - A i < ... An . Si tes éléments diagonaux [ ô ' 3 ) .

K l—1—————ï 1 <- J <- q
des A. sont têts que lim v | ^ L • • • ^ l = a - avec 0 < a. , pour tout

—— ~k" k
j e {1 , ... , q} , et si lim H A , II < 1 , alors lim lin. Il existe et vaut

k K - k K

a = sup a. .
1 ^ j <_ q J

Preuve. - Nous allons raisonner par récurrence sur la dimension q des matrices

\ •
Si q = 1 , le lemme est trivial ; supposons qu'il soit vrai pour des matrices

d'ordre strictement inférieur à & et considérons des matrices ( A . ) , d'ordre

À . Posons

,.. r^ 1 ^ 1 ci > o .,. = p———q
1 Ln R J^ ' B.

l5o d! | '"k
Nous avons

_ f i^O ui "k 1
l- n Q D --

n,
G |B, ... ̂

avec W, = Z- d, ... d . w B . . . . B. ; d'oùk s=0 k s+1 s s-1 1

IIW, II < Z | d . [ ... |d J llw II II B , . . . Bk — ^ ' k " l s + 1 ' s s-1 o



D'après les hypothèses faites nous avons

V e > 0 3 SQ e fIM* , Vs ^ s b - e < llB . . . B II 1 /s < b + e

a^- £ < |d^ ... dj 1 / s < ^ . e

IIW II 1 /s < 1 + £

où b = sup a. .
2 1 3 1 a 3

D'où pour k > s ,

"V^ 1 ^ 1 • • • 1 ^ 1 ^ ^ol • • • 1 ^ 1 "1 "^s" "^-1 • • • ̂

s k
^ |dJ ... [ d J C Z° [ ] + z ( ] )

s=0 s +1
o

, k
^ (a^ + £) ( C ' C e ) + Z [a - e)"3 [b + e ) 3 ' (1 + £]s)

s=1

où C ' [ £ ) est une constante ne dépendant que de £ .

< (a, + £)'' [ C ' [ £ ) + _ _ _ _ 1 + £________ r-i - r ^ + ^ C 1 + £). K i
- 1 (a^ - e)-(b + £ ) ( 1 + £) ll l a - i————J JJ

et pour tout £ > G assez petit , il vient

r ̂  . ,) (b + £) ^ 1 + ^ 31 (b + ^^ + ^ , ,
1/k ^ J a1 ~ £ ^ ~ e

lim IIW II
k k

• • C b + £H1 + e)a + £ si ——————————- < 1
1 ^ - £

Par suite lim IIW 11 1 /k ^ sup {a , b} = a et donc lim lin, II 1 /K = a . Le lemme
k i/

est démontré .

9 ' 5 - Démonstration du i] du théorème (9 .2 . ) . Appelons p l'application natu-

relle de G sur \ et considérons une section mesurable s de p à valeurs

dans K . Tout g G G s'écrit alors

g = d(g) C s o p ( g î )

avec d(g) = g C s o p C g ] ) £ D et sop(g) £ K .

Ecrivons X^ = X^ ... Y^ où Isa Y^ sont des variables aléatoires indépen-

dantes et de loi p . Posons

d^ = d C Y ^ ) , K^ = sop[Y^ ] i e {1 , ... , n , . .. }

D^ = d [ X ^ 3 , K^ = sop C X . ) i G (D , ... , n , . . . } .
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Nous avons

Y^ = d^ k. avec d ^ G D et k. G K i e {1 , .. . , n , , . . . . }

X^ = D^ K. avec D. G D et K. G K i G {0 , . . . , n , . . . } .

Soit r G IN* et T E ^ . Nous avons

T.X (u] = [T.D Î ( K , p _ ( u ] ] = M(D ] ( T ] (K , p _ ( u ] ] Cu G ^ ] .

FKD ] est une matrice triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont 1

et des produits de la -Forme A (D ] . . . ^ (D ] , où \ , . . . , \ E s_ •À ^ n À , n \ t

Soit À G S * nous avons (voir [ 2 .4 . ] et ( 2 . 9 . ] ] . *

Log ]^)| = ^(v, , ̂  ,

où u est l'élément de B [ G ] stable par N(D] (lemme [ 2 . 3 . ] ] et •o
v = (u , ç ( e ] ] .o o '

D'après le lemme ( 7 . 7 . ] , il s'ensuit que
fP -p .s .VgG G

-n 10^ \h[V\ ~- ^ ̂ o - ̂  -g————————> ^ - ^ ,̂G ̂  ̂ {{{A f x) - ^dx

\ )Cdu ]p [dg ]

où \} désigne l'unique mesure de probabilité p-invariante sur B(G) et dx la

mesure de Haar normalisée sur \G .
o

Nous avons :

^ = te, fr- P . t u , g ]^ (du]p [dg] [voir [ 2 . 9 . ) ] .
À u Li À

D'après la définition de la partition {H , H } de H associée à la mesure p
^

de N (G] (voir ( 7 . 1 7 . ] ] , dire que À e 5 c'est-à-dire que l 'A-cocycle p— À
est p-négatif strict ou encore (proposition ( 7 . 1 2 . ] ] que a, < 0 .

i
Autrement dit , les éléments diagonaux de n(D ] sont 1 et des éléments ô

i 1/ n

tels que lim [ <S | n existe et est strictement inférieur à 1 , P -p.s. Vg e G.
n n g

D'autre part , pour g £ G , posons ,

< S ( g ) = sup sup log IIM ( d ( k g ] x ) II

hEK x CD n K

sup sup log II M (d(kgk ] x ] II

keK x eD n K
Nous avons 5 ( g k ] = ô ( g ] (g G G , k e K] ô est indépendante du choix de la

section mesurable s . Comme l'image de . K par la représentation adjointe de G

est compacte , ^(D n K] est un groupe compact de matrices et , pour chaque ,
~1g G G , {kgk , k E K } est un compact de G . Il s'ensuit que ô est une

fonction continue de G dans (R . [ La continuité,.résultant du -fait que l'on sait

aussi que (voir démonstration du lemme ( 2 . 4 . ] ] si (g ] est une suite d'éléments

de G convergeant vers g = dk £ G avec d ^ D et k € /( , alors nous pouvons

écrire g = d k où d E D , k ^ K sont respectivement des suites de D et Kn n n n n



convergeant vers d et k ] .

6 définit alors une fonction continue sous additive de G ; il est en effet

facile de vérifier que l'on a

«S'Cg^l i 6 C g ^ ) + 6 [g^ ] (g^ , g^ e G) .

Nous avons

D = D d(K d ) ... d C K ,d )x avec x e D n K
n o o 1 n-1 n n n

par suite

M[D ] = M C x ) M(d (K d ) ) ... M(d (K d ) M(D )
n n n-1 n o 1 o

(comme D opère à droite ^ , nous avons PKd d t = n(d ) M(d ) (d ,d G D ) )

M(D^) est donc le produit de (n+2) matrices triangulaires supérieures . Pour

r G ÎN , nous avons

Log llmd(K^d^)) II ^ ^^i3 •

Or p ayant un moment d'ordre 1 , nous avons / 6 C g ) p C d g ] < + oo ( ( 6 . 3 . ) ) ;

c'est-à-dire

E p ( { g e G : ô ( g ) ^ r a } ) < + ~ Va > 0
r ^ 1

il s'ensuit que

Z P [ (Log lln(d(K d ^ ) ) II ^ roi}] < + ~ V a > 0 , V g £ G ,

qui implique

P [ lim^sup llrKK d ^ ) II >_ e^ ] = 0 Va > 0 , Vg ^ G ,

1 /r
C'est-à-dire lim sup II H(K d ^ )|| ^ 1 P - p.s. V ge G

Posons alors , pour r > 0 ,

"td(K^n .[4-| ̂ p n(^,(^|^] et mo^^S^- ]

La suite des matrices (Q ) , r ̂  o , vérifie , (P - p.s. Vg £ G , les hypothèses

du lemme ( 9 . 4 . ) ; il s'ensuit que , lim sup II Q ... Q II existe et est stric-
n n o

tement inférieure à 1 , | P - p . s . V g € = G .

M (D ri K) étant compact , il existe un réel positif C tel que

sup l l0(x ) II _^ C et sup l l B ( x . ) Il ^ C
r ^ IM r . r <= ÎN r

II s'ensuit que : d'une part lim sup II ir II existe et est strictement infé-n n
rieure à 1 , (P - p. s. Vg € G ,• d'autre part ,

Z - Z + B TT + B Q TT + ... + B ,Q _ • . . . O TT + B(x )Q , ... Q •nn o o o 1 o o n-1 n-2 o o •n n-1 o o

converge , P - p.s. Vg e G , vers une matrice Z .



70

En conclusion , si T = E t x^ o p , nous avons montré que
[H e INm : 1 1 ^ 1 1 ^ r} ~ ~

f-ÏTm | t.̂  | vn < 1 si ^ 0
- r n - 5: . [n ] ^ J n x/

' •u - - "P x o p avec <'•" !• t ' l ^ l - k'—>.-..-.,. ..:
Si nous remarquons alors que pour tout u G -^ ,

K . p_ [u] = {exp."1 o ^_ [k exp u k~1 ] , k e «}

est un compact de -A - , on en déduit que

T.X^u] = T.D^.uî——————^ t^ P^-p.s. V g E G

ce qui montre que pour tout T G 3 , la suite de fonctions analytiques T .X

converge (Pg-p.s. Vg E G , vers une fonction constante (i.e. lim T . X [u) est

indépendant de u e rf ) .

Le résultat cherché s'obtient alors en prenant pour T les coordonnées
C x . o p )
i - 1 _ < _ i < m

9 - 6 - Preuve du ii) du théorème C 9 . 2 ) . - Nous reprenons les notations de [9 .0 ]

et ( 9 . 1 ] . La démonstration de ii] étant analogue à celle de i] , nous n'entrons

pas dans les détails .

Le groupe D^ = exp £ ^ est niipotent simplement connexe ; D* est donc isomor-

phe au groupe (A , x ) . A^. apparaît alors comme un D-espace homogène à droite
D 9C

D-homéomorphe à p Q \ ; l'action de D sur if étant définie par

u.d = exp ^ o A* C C e x p u] d] Cu e ^ , d ^ D]
+

Etendons cette définition à G en posant

u.g = exp ^ o A* [ [exp u] g] [u G ^ , g e G]
+

On vérifie que l'on a

[*] u.[dg] = [u.d] .g [d e D, g e G] .

Considérons l'ensemble ] ' des fonctions polynomiales sur A , à valeurs com-

plexes , qui sont invariantes à gauche par -h _ @ A [i.e. T ^ 0 ' si

T o L^ = T , Vc e ^_ @ ^ [voir $ 3 ] . ] ' est l'ensemble des fonctions polyno-

miales sur ^ de la forme T ' o p^ , où T ' est une fonction polynomiale sur

^ •
Pour T e 3 • et g G G , on définit

g.T ; u e & ———> T [p * [u ] .g ]

De [*] il résulte que l'on a [dg ] .T = d . [ g . T ] [d £ D , g G G] .
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En outre , si d = (exp v) x £ D avec v £ -^ et x €E PA , on vérifie que

ÙK-K) d.T = T o Adx"1 o Rv

Pour tout entier naturel r , appelons 3 ' le sous-espace vectoriel de ^J '

formé des éléments de degré inférieur ou égal à r ; r^ ' et les sous-espaces

H ' , r G IN , sont alors des D-espaces à gauche .
6 * EChoisissons une base C e . ) . de ( rj ) qui triangularise intérieure-

ment tous les éléments de adC^ @ (A ) | -r et partant ceux de Ad PA| , . .p .
4^C ^^

Si x £ PA , dans cette base , Adx est une matrice triangulaire inférieure dont

les éléments diagonaux sont {4>, (x) , X £ E } .À +
Soit ( x . ) . . le système de fonctions coordonnées associé à cette base dei 1 _ ^ i ^ m "

{y} ) . Pour r €E f1M nous choisissons pour base de ^ ' ^-a base ordonnée .

{1 , x^ o p* , H G H^ - {0} , lljlll ^ r} [voir ( 9 . 3 . ) ] . Il est clair que

dans cette base l'action d'un élément d de D est représenté par une matrice

M ' C d ) triangulaire supérieure ayant 1 puis des produits ^, [d ) . . . ( ( ) (d ) ,
A A A

* -1 -1 s

où À , . . . , À e H pour éléments diagonaux . [ ̂  Cd ) . . . ( ( > Cd ] et non
- 1 1 s

(j) [d] ... <() C d ] car dans [**) c 'est Adx qui intervient et non Adx] .
1 s

Si on écrit alors X = D K avec D E D et K e K (voir ( 9 . 5 . ) ) n ' ( D )n n n n n n
est une matrice triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont 1 puis

des produits de la forme ^. (D~ 1 ) ... (f), (D~ 1 ) , où À, , . . . , À G 2* .
* 1 n s n s +

Or si À ^ 2 , on a

log |^ (D^1) | - -logj^ (D^) | - -^ (v^., X^ ) ——> -^< o .

Par suite , les éléments diagonaux de f 1 ' ( D ) , autres que 1 , convergent expo-

nentiellement vers zéro . La fin de la preuve de ii) est alors claire .

D'après le théorème ( 9 . 2 . ) nous savons que pour tout g ^ G , la composante

J^ (X g) , de X g sur G_ converge P - p.s . V x £ G . Il s'ensuit que pourf ~ n n x
tout h £ G et tout g ^ G la composante , ^_ (hX g) , de hX g sur G_ con-

verge P - p.s. V x ^ G . Nous avons alors :

9 .7 . Théorème. - Soî-ent (G , p) comme dans te théorème ( 9 . 2 . ) . Considérons tes

déoomposzti-ons G = G11 E^ et G = G^ G^ moduto m , associées à p

(voir ( 7 . 1 7 . ) ) . Pour tout g e G , nous savons (théorème ( 9 . 2 . ) ) que ta com-

posante de gX sur G^ dans ta décomposition G = G^ E^ converge j

P - p.s. "Vx e G , vers une variable aléatoire Z ( g , .) à valeurs dans G^ . Si

on identifie G_ à un ouvert de / pp , alors nous avons
+

Z(g , .) = g . Z ( e , .) ÎP - p.s. Vx e G .
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Pour prouver le théorème [ 9 . 7 . ) , nous commençons par établir la proposition :

9 .8 . Proposition. - Soit [G , p) comme dans le théorème [ 9 . 2 . 3 . Soient

G = G'_ E une décomposition de G associée à \\ [voir [ 7 . 1 7 . ) ) et

[^ , ̂  , [X ) - -,, , [ÎP ) - - ) la marche aléatoire droite de loi p sur G .n n G i N x x G G
Ecrivons X = X X'1' avec X e G^ , X^^ £ E^ . Alors il existe un sous-ensemblen n n n - n +
mesurable ^f de ^ j de fP -mesure • 1 pour tout élément x de G y sur

lequel •^•_[LJ X ) , u G N , converge uniformément sur tout compact de N vers

l'élément neutre e de G .

Nous reprenons les notations de [ 9 . 5 . ) et nous désignons par A la compo-

sante de D = d [X ) sur A dans la décomposition D = RNA [voir lemme [ 1 . 5 . ) ) .n n
Posons

^, = {œ e ^ ; -^ T, [v , X ) ——> a, , VA e H } .,1 n X o n À

n, est de (P -mesure 1 , pour tout x de G , et nous avons1 x '

—1 r^
9 .9 . Lemme. - Pour tout œ de Q, , A [œ) u A [œ) , u G N , converge uniformê-———— I n n
wen-^ s^r ^oz^ compact de N yers e

Preuve du lemme [ 9 . 9 . ) . - Ecrivons u = exp [ Z u ) avec u ^ ^r ^ - i [voir———————————————————— À A L -À J
[ 1 . 2 . ) ) . À E ^l

Nous avons :

A"1 u A = exp [ E Ad A"1^,) )n n , _ _ n ÀÀ G L^

= exp [ E |^ ^n^l"1 u^
À £ E.

= exp [ Z à [A ) u )
À € ^ À n À

Or sur Çî , — log | ̂  [A ) | = — T [v , X ) converge vers a < o , car

À G Z C H . L e lemme [9 .9 . ) est donc prouvé .

9 . 1 0 . Preuve de la proposition [ 9 . 8 . ) . - Reprenons les notations de [9 .0 . ) et

[ 9 . 1 . ) .

Nous avons

A = ^_ a ^ avec ^ _ - ^t_ S / et ^ = ̂

Nous savons que cM, se décompose en somme directe de deux sous-algèbres (M,

et tM, telles que D soit le produit amalgamé des sous-groupes

D = [exp cM, ) PA et D = exp eM, ; en outre D normalise D et D . Sio - o + p + o . - +
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d est un élément de D , nous notons respectivement ^ (d) , A. (d] et -^ C d )

les éléments de D , D et D* tels que d = ^ C d ) -^ [d] ^*[d} .— o + / — f o f +
Avec les notations de ( 9 . 5 . ) , posons d [g) = •̂  [ d (g ] ) ; nous avons

^ (D ] = d°(X ) = d^X") = d°[D ) d °C-4*CD ]K d, ) ... d ° ( ^ *CD JK ,d )
/ o n n - n o ^ + o o 1 / + n-1 n-1 n

Cmod. D n K]

Soit C un compact de N . Pour tout élément u de C , posons

v (u) = [A~1 u A , d° [ ^ * C D 1 K , d ) CA~ 1 u~1 A ]
p p-1 p-1 / + P-1 p-1 p p p

et

v C u ) = u d°[D ] CA~ 1 u~1 A ) '
0 0 0 0

Nous avons alors v ^ D , o < p < n etp + - H -

u ^ [D ] = v . . . v [A~1 u A ) mod. ( D U K] .
f o n o n n n

[ En effet : la deuxième assertion est évidente ; quant à la première , si nous

écrivons

d°[ -k*CD , ]K ,d ] = r a avec r G (exp M, )P et a € A/ + p-1 p-1 p p p p ' o p

Nous avons

Vp = ^ tAp^ u Ap_^ ] rp [A^ u~1 A p _ ^ ] ] a^ [car Ap - A^ a^) , Comme

[X , <M. } C M. et [ Ç , -S ] = [o ] , on en déduit que v e D ]+ + n +

L'action de V = v ... v E D sur r} est représentée par la matrice M(V )
. n o n + r n n

de la forme \-- \ , .| . En effet si T e 3* et c E -^ nous avons
1 n T o L = T ' + T [ c ) où T ' E ^^ ;

par suite si c E -Y} , nous avons T C c ) = T [ o ] = 0 ; autrement dit T o L E r)^ .

Pour tous éléments d et h respectivement de D et exp A , les matrices '

M C d ) et M C d h ] ont les mêmes éléments diagonaux . Il s'ensuit que , pour tout

p E {o, ... , n} , les éléments diagonaux de M C v ] sont ceux de

m d C ^ C D ,] K , d H .
f p-1 p-1 p

Par suite , la diagonale de la matrice M[V ) est le produit par la diagonale d'un

élément de M C D 0 ^] de la diagonale de la matrice M C D ] . M . [ V ) est donc unen 1 n
matrice triangulaire supérieure dont les racines enièmes des modules des éléments

diagonaux sont indépendants de u et convergent sur ^ vers des éléments stric-

tement inférieure à 1 Cvoir C 9 . 5 . ) ] .

Admettons un instant que nous ayons montré qu'il existe un sous ensemble ^ de

Q, , de P -mesure 1 pour tout élément x de G , sur lequel on ait
. ' x -i/n ^
lim C sup C l l N ( v C u ) ) l l ] J ' ^ 1 , pour tout compact C de N .

P u E C p

La preuve du lemme [ 9 . 4 . ] nous montre alors que sur Ci

lim [ sup C I l H (V C u ] ) l l ] ] existe et est strictement inférieure à 1 , pour
n u E C ' n



74

^
tout compact C de N .

Soit T £ 3 , nous avons pour tout v €E n ,

T.uX'1 ' C v ) = T.u VA CD ^^CD )K C v ) .n y o n / + n nn y o n / + n n

Or u ^ CD ) = V C u ) ÇA""1 u A ) , mod D n K.fo n n n n
Comme D r) K. est contenu dans P et comme P commute avec S , il s'ensuit

qu'il existe une suite x d'éléments de D n K. telle que

u ^ C D ) = V x CA~1 u A ) ./ o n n n n n '

D'où

T.u X^v) = T .V x ÇA"1 u A ) ^* CD ) K C v )n n n n n / + n n

= M Cx ) M CV ) T C C A " 1 u A ) f* CD ) K . p C v ) )n n n n ^ + n n -

Posons alors

S"2' = {œ £ ^ : lim ^* CD ) existe} n Q .

Çî' est de P -mesure 1 , pour tout élément x de G . Soit co ^ ^' et C un
x ^ ^

compact quelconque de N . Comme K.p C v ) est compact , comme -/». CD C œ ) ) con-
-^ - f + n

verge et comme A C(jo) u A C œ ) converge vers e uniformément sur C Clemme

C 9 . 9 . ) ) ,

(A'^œ) u A Cû ) ) ) ^t* CD C c o ) ) K C œ ) . p C v ) ,n n 7 + n n ^ - '
reste dans un compact de -^ 'quand u décrit C et n décrit [N • II s'ensuit

/ ) / ~ +
donc que pour tout v £ y et tout a> ^ 0' T.u X C œ ) C v ) converge uniformément sur

C vers T C o ) .

En prenant pour T les coordonnées C x . o p ) , 1 _ < _ i ^ m , on en déduit que

pour tout œ G îî ' , la composante sur G de uX Cco) converge uniformément sur

G sur e .

Pour terminer la preuve de la proposition C 9 . 6 . ) on est donc amené à prouver

qu'il existe un sous-ensemble ^^ de ^ , de P -mesure 1 pour tout élément

x de G , sur lequel on ait

Tîm C sup C l l H C v C u ) ) l l ) ^^ < 1 ,
P u e G ^ P

pour tout compact G de N .

Soit r un entier naturel supérieur ou égal à la longueur p de la série cen-

trale descendante de l'algèbre de Lie nilopotente in . Si d est un élément de

D , on note M C d ) Cresp. M ' C d ) ) l'action de d sur l 'espace vectoriel 3

Cresp /]' ) des polynômes , de degré inférieur ou égal à r , invariants à droite

par 4j Cresp. invariants à gauche par Y} _ @ y o

9 . 1 1 . Lemme. - It existe des vêels positifs a et g têts que pour tout

d G D ,

lin c ^ C d ) ) i i < e Csup {1 , iincd)ii , i i M ' C d ) " } ) "
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Preuve du lemme [ 9 . 1 1 . ] . - Si r est un entier positif supérieur ou égal à lon-

gueur p de la série centrale de -^ , nous avons
-1 m /

[ ^_(d)] = exp (- Z [ M ( d ) C x . o p )] ( o ) . e . ) ,
/ i=1 1 1 '

où (e ) désigne la base de A considérée en [ 9 .3 . ) ; et de même
1 ^ i ^ m / ~

^ 1 m

[^ (d)] = exp (- Z [ M ' ( d ) (x . o p ) ] ( o ) . e . ) ,
1 i=1 1 1

où

îe ) désigne la base de [ t ) * } considérée en ( 9 . 6 . ) .
1 1 i 1 m /

Nous avons D_ = exp A et D* = exp &* ; vue la façon dont exp -£ agit sur

3^, (voir formule (**) de ( 9 . 3 . ] ) , il est alors clair qu'il existe deux

constantes positives a' et 3 ' telles que

llH( ^ ( d ) ] " 1 ! ! < g » (sup {1 , l lmd)!!})"1

lln( ^(d))"1!! < 8 ' (sup {1 , IIM (d ) ! ! } ] 0 1 '

Le lemme ( 9 . 1 1 . ) résulte alors de l'inégalité ,

l l H ( ^ ( d ) ) l l < « M [ ( ^ (d ) ) " 1 ] ! ! l ln(d) II II H [ ( ̂ (d) )~ 1 ] II .

Posons

(S (g) = sup sup ( l lM (d (Kg)x ) l l )
k e K x < = D n K

et

6 (g) = sup sup ( I IM' (d (kg )x ) | l )
K E K x e D n K

6^ et ô^ sont alors deux fonctions sous-multiplicatives continues positives

sur G (i.e. 5 ( g ^ g ^ ) ^ ô ( g ^ ) ô ( g ^ ) , pour g^ , g E G) .

D'autre part , posons pour y G P A

o ( y ) = inf {lirKhy)!! : h e P A n exp À } ;
/)puis pour d = (exp m) y e D avec m e ^ e t y e P A ,

o (d ) = g ( y ) /

Comme exp ^ est distingué dans D , on définit ainsi une fonction multiplicati-

ve continue positive sur D telle que

o(hd) = a (d ) (d e D , h e exp A ) .

En posant alors

ôg (g ) = sup sup o ( d ( k g ) x ) ,
K e K x E D n K

on obtient une fonction sous-multiplicative continue positive de G -

p possède un moment d'ordre 1 . Il s'ensuit que l 'on a , IP - p .s . Vx £ G ,

Tïm 6. (Y ^/p < 1 i e {i , 2 , 3} ,
p 1 p —
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où les Y . , i ^ 1 , sont des v.a. indépendantes de loi p

Posons

^ - {œ G Q : lim 6 . [Y (œ)]1^ < 1 , i <E {1 , 2 , 3} , et Tim ^* CD G O ) ) )
2 1 p 1 P - p / + P

existe }

^ est de P -mesure 1 pour tout élément x de G . Sur n- nous avonsz x 2

i] TTm IIM [ d C K ,d 3 ) II < TTm 6 C Y ^/p < 1
p P-1 P p 1 p -

ii) Tim l l n ' C d C K ,d H II < TUrTô-CY î 1 ^ < 1
p P-1 P p 2 P -

iii) TiTn o C d C K ,d î ] 1 7 1 3 < Tim ô , C Y l1713 < 1
p P-1 P p 3 P -

De i) , ii) et du lemme C 9 . 1 1 . ) , il résulte que sur ^ on a

Tim lin Cd° (^t* (D ,) K ,d ) 5 l l < 1
p / + p-1 p-1 p -

D'autre part , de iî et iii) il résulte que sur ^ ,

d C K . d ) s'écrit sous la -Forme h y où h et y sont respectivement desp-1 p p'p p 'p "
suites d'éléments de exp -vj et P A telles que

Tîm l lMCh y lll1^ < 1 et TTm l l M C y î l l 1 7 1 3 < 1
p P P - p P -

-1 -1Mais comme M[y ] = ( M C y ) ) on a aussi
P P

TTm II M (y"1)!! <_ 1

Dn en déduit que sur n_ , d C A. CD ,) K .d ) s'écrit Cexp m ) y , où m2 / + p-1 p-1 p H p 'p p
et y sont respectivement des suites d'éléments de <M, et P A telles que

Tim l lMCexp m Jll1^ < 1 et TTm l l M C y Jll1^ < 1 . Nous avons alors
p " p - p -P -

v C u ) = Cexp m ' C u ) y ) ,
P • p 'p

où m' C u ) = [ A d C C A " 1 u A J] Cm ] .
p p-1 p-1 p

Comme sur ^. , A . u A , converge uniformément sur C vers e Clemme
p p /) MC 9 . 9 . ) ) , il est alors clair , vue la façon dont exp -fj agit sur j , Cvoir

formule C^^) de C 9 . 3 . ) ] que l'on a sur ^ ,

Tim Csup IIM C m ' C u ) ) " ) 1 7 1 3 ^ 1
P u e C P

et par suite

Tim Csup IIM Cv Cumi)1 7? < 1
P u e c P

La preuve de la proposition C 9 . 8 . ] est achevée .

9 . 1 2 . Lemme. - Pour tout g ^ G , nous avons

g Z C e , .) e 6_G , P -p.s. V € G ,
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Preuve. - p étant étalée , pour n assez grand nous avons

[*} p = f . m + \) avec II \) II < p 0 ^ p <: 1
I

où -F £ L ^n^ e"^ ^ ^t une mesure étrangère par rapport à m

Pour tout entier p il est facile de voir que l 'on a

PX [^z[e ' -^ G G ] = fn . C Z C X CLÛ ) , œ ' : l ]d P (u)) d Petùû • ) .
^ g (G^j0 P x

Soit

B = { (û) , œ ' ] e ^x ^ : X C ( j û ) Z [ e , o ) ' ] e G_G } ;

nous avons , pour p assez grand ,

1 - t œ , ( j û ' ] d P Cœ ) = e » ^[(G G ^ C Z C e , œ ' ) ) ~ 1 ]
J B x x ~ +

= e^ ^ C^GJ^ZCe , œ ' 3 ] ~ 1 )

.< P p .
d 'où

P [gZ[e , .) ^ G_GJ ^ p p + 1 ( œ , œ t ] 1 _, C Z C X C œ ) , œ ' ) ) d P [ L û ) d P C œ ' )
J J u g 1 ( G _ G ^ ) C P x e

Soit ^ ' le sous-ensemble de ^ intervenant dans la proposition C 9 . Q . )

D'après cette proposition , il est clair que pour tout (œ , œ ' ) ^ B n [^ x ^ ' ) ,

lim ^_ C X Coo )Z C e , c ù ' ^ l X [ œ ' ) ] converge vers la composante sur G_ de

X (a) ] Z [ e , 0 0 ' ) dans la décomposition G_G . D'autre part pour tout œ e !̂  ,

lim ^ [X C œ ) X [ . ] ) existe et vaut Z [ X C œ ) , .] p -p.s. . Nous pouvons donc
n / p n p x '

supposer , quitte à remplacer B par un sous-ensemble mesurable de ÎP Q P -mesure
x e

égale , que pour tout [co , co ' ] e B

i] lim A C X [oo ) X [ œ ' ) ] existe et vaut Z [ X [œ ] , (0 ' )
n / ~ P n P

ii] lim ^ _ ( X C œ ) Z [ e , œ ' ) X [ œ ' ] ] existe et est égale à la composante sur G

de X [ c û ] Z [ e , œ ' ) dans la décomposition G_G . Plais ces limites sont alors

nécessairement égales et on en déduit que l 'on a :

1 g C œ , o ) ' ] 1 _ ^ c^^ [œ ] ' œ ' ) ) d P [ œ ) d p [œ ' ]

= HR^ , ^ ' ) 1 , C X C œ ) Z [ e , œ ' H d l P C œ î d P Cco ' )
J J B [ g ~ 1 [ G _ G J C H GJG^ P x e

< e^ « ^ ^ Àg [ Cg~ 1 ^GJ0 n G _ ) G _ ^ ] ,

où À^ désigne la loi . de la v.a. Z [ e , .) par rapport à la probabilité (P

^ £^ * ^ ^ À^ [ G ^ G ^ n g"1 ^GJ0 ]

-< % * ^ p » \ [ G _ G ^ . n g - 1 [G_G^ ) c ]

< P"
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D'où IP^ [gZ[e , . ) <? G_G_^ ] 5 2 p1 3 , pour tout p assez grand ; autrement dit

nous avons IP^[gZ[e , .) ? G_G^ ] = 0 et le lemme [ 9 . 1 2 . ) est prouvé .

9 . 1 3 . Lemme.- Pour tout g G G ,

G[g) = {y G G : g A (y) ? G_G^}

êô^ 6?g mesure de Haar nulle .

Preuve. - Comme pour la démonstration de la proposition [ 5 . 4 . ] , on se ramène

à prouver le lemme dans le cas d'un groupe de Lie connexe semi-simple de centre

fini . Dans ce cas la décomposition G = G G n'est autre que la décomposition de
^ . "^+

Bruhat G = NANF avec G = N et G = ANF [voir prop. [ 5 . 3 . ] ) .+r^
Posons alors N[g) = {u e N : gu ? NANF} . Nous avons G[g) = N[g) A K . Pour

montrer que G[g ] est de mesure de Haar nulle , on est donc amené à prouver que

N[g) est de mesure de Haar nulle dans N .

D'après le lemme de Bruhat , l'application [n , a,, n , y) '——> nany est un
<\i

isomorphisme de variétés analytiques de N x A x N x F sur un ouvert de G dont
^ c

le complémentaire , [NANF) , est une réunion finie de sous-variétés de G de

dimensions strictement plus petites . Dn en déduit que pour tout s £ G ,
^ c ^ c

[gNANr) = g[NAI\ir) est une réunion finie de sous variétés de G de dimensions

strictement plus petites .

Or nous avons

NANF n [g~1 NAIMF)0 = N[g) ANF ,
'\i

il s'ensuit que N[g)ANF est de mesure de Haar nulle dans G ; et par suite N[g]

est de mesure de Haar nulle dans N . Le lemme [ 9 . 1 3 . ] est prouvé .

9 . 1 4 . Preuve du théorème [ 9 . 7 . ) . - Soit x ^ G . Ecrivons X = X" X4' avec
——————^—————————————— n n n

X ^ G_ et X ^ E . Nous avons , [pour n assez grand) ,

PJ gX^ ? G_G^ ] = P^ [ X^ e G [ g ) ] [ x , g <== G )

= e » P^G^))

£^ * ^ C G [ g ) ) [lemme [ 9 . 1 3 . )

Par suite S P [ gX~1 ^ G G 1 < + °° et d'après le lemme de Borel-Cantelli , il
n > 0 x n

existe un sous-ensemble ^f de îî de F -mesure 1 tel queg , x x •

Va) £ ^' , "1 n [œ) e IN , Vn ï n [œ) a X ~ [ œ ) G G G
g * x - - ' o o n - +

En tenant compte du lemme [ 9 . 1 2 . ) , il s'ensuit qu'il existe , pour tout couple



[g , x ) € G x G , un sous-ensemble mesurable ^ de IP -mesure 1 tel que6 g , x x H

pour tout œ de ^ ,g . x

i) 1 n [(u) e IN , Vn > n C œ ) gX 'Cœ) e G G- o ~ o ° n - +

ii) lim X ~ C œ ) = Z ( e , œ ] et g Z C e , oj) ^ G G .n n - +

Pour a) ^ ^ écrivons
g - x

gX~((jo) = d~(g , ù3 ]d + Cg , œ)y [g , œ)S [g , œ ] avec d € D_ , d'^ e D^ , y -e r '

^ ^
et u e N ;

n - + ^ - +
g Z C e , ai] = d (g , o))d [g , œ) Cg , œ î u C g , œ 3 avec d e D_ , d e D^_ , y ^ F '

^ ^
et u e N .

Nous pouvons évidemment choisir les décompositions de gX (co) et g Z C e , œ ] de
— + . '"0 -

façon que les suites d , d , y et u convergent respectivement vers

d , d , y et u . Nous avons alors Cen allégeant l'écriture]
- + ^ +

g X = d d y u X .n n n n n n
D'après la proposition ( 9 . 8 . ) , •^'_^u X J converge vers e . Comme les suites

+
d et y d'éléments respectivement de D et F ' sont convergentes , on en
n n + ^ +

déduit que ^ C d y u X ] converge vers e ./ - n n n n
-^»._(g X ] converge donc vers d et le théorème C 9 . 7 . ) est démontré .
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10. FONCTIONS p-HARMONIOUES BORNEES SUR \G
Gp

1 0 . 1 . Proposition. - Soi-t G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes

connexes et R son radical . Soient p une mesure de M [G) étalée apériodique

et N = V^_ 1^ une décomposition du nilradicat M de R en produit amalgamé de

sous-groupes associée à p [voir [ 7 . 1 7 . ) ) . Alors tes fonctions ^-harmoniques

bornées sur \ 3 sont tes composées par l'application naturelle ' de \ sur
G Mï ^ P ^ ^\

\ des fonctions ^,W-harmonique s bornées, sur p\ , où E, désigne t t appli-

cation naturelle de G sur \
R

Preuve. - On reprend les notations des paragraphes précédents qui ont été résumées

en [9 .0 . ) . On omet l'indice "p" .

Oésignons par <M^ l'algèbre de Lie de M . Soit 31? la famille des sous-groupes

fermés de M contenant l̂  . Soit % l'ensemble des éléments X de 3»î tels que

les fonctions p-harmoniques bornées sur y\ soient les composées par l'applica-
r r r

tion naturelle de „ \ sur ,-, \ des fonctions p-harmoniques bornées sur ,-,\
À ri r\

Nous allons montrer que *K = 5à • Oonc en particulier M €E ̂  et la proposition

sera prouvée .

Montrons d'abord que % contient M . Soit [^ , c? , [X ) ^ ., , OP ) _ .)
n n ^ i N g g G G

la marche aléatoire droite de loi p sur G . Ecrivons [voir [ 9 . 5 . ) ) X = D K
-^ -/l n n n

avec 0 £ 0 et K £ K . Soit p € P et posons U = 0 p 0 p ; comme Pn n • r n n ' n "
commute avec S , U est à valeurs dans M . Nous avonsn

X"'1 U p X = K~1 p K C U k~1 p k .n n p n n p n ^ ^

Ad^K étant compact , d'après le théorème [ 6 . 8 . ) il s'ensuit qu'il existe un

voisinage de e dans P contenu dans le groupe des p-périodes [pour les détails

voir la démonstration du lemme [ 7 . 9 . ) ) . P étant connexe , c 'es t P tout entier

qui est contenu dans ce groupe ; par suite 5^ contient M .

Supposons que 36 contiennent tous les éléments de ffL de dimension strictement

supérieure à & , avec a < dim ^M^ , et soit X e ^ de dimension ^ . Oésignons

par x l'algèbre de Lie de X , x est une sous-algèbre de M^ contenant c^i,

Puisque A < dim <^C • X ne peut contenir tM^ . Soit [e . ) ^ . ^ une base

ordonnée de <Ms qui triangularise simultanément les éléments de ad .^ 2) et

partant ceux de Ad (T; 0 . Notons e. le premier vecteur de cette base n'apparte-

nant pas à x et d<c le sous-espace de dimension 1 de J\, engendré par le

vecteur e. . Posons
o ., _ ,p

^§ = {t + ~t avec t e j | } e t \' = \ ® %

II est clair que l'image de e. dans (Ma / . . est un vecteur propre pour la
^ ^n X
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représentation adjointe de aD (resp. D) dans <^/ n . Par conséquent il

existe À € A n H^ (car x contient A_) tel que pour tout Y de 3) ,

'[ Y , e^ ] = À [ Y ) e. module cM^ H Xe •
o o

II s'ensuit que X 1 est une sous-algèbre de <^C contenant M» , de dimension

strictement supérieure à H ; en outre nous avons

[ A , | 1 e x et donc t c^,^ ]C x [puisque < (̂» C vi ) .

Reprenons les notations de [ 9 . 5 . ] , nous avons X = D K avec D e D et
— i, ir >s n n n n

K^ G K . Soit X= t + t avec t £ ç . Considérons la variable aléatoire ,

U^ = D^ [ exp[<^[D^)t + (^[D^njlD"1 exp[-X)

= exp[<}) [D~ 1 ) . Ad D [t) + ^ [D~1 ] . Ad D [T)] exp [ -X)A n n ' A n n

= exp[ ( } )^ [D^ 1 ] . Ad D^[ t ) + <^[D^) . Ad D [D] exp[-X]

Comme Ad D [t) = ^[D ).t + V [t'] avec V [ t ] e J^ n ̂  , il s'ensuit que l'on

a

U^ = exp[?C + V [t) + V [ t ] ) exp [-x)

= exp [ U + W [ X ) ] x [-x]] ,

où W [X ) = V [t] + V [t) e c/{, n y .

De l'inclusion [ c/{» , fe ]C x , il résulte alors que U est une variable aléa-

toire à valeur dans c/\» H y .

Nous avons alors

X~1 U exp X X = K~1 exp^œ'"1]! + (^[D'^DK
n n n n " A n A n n

= exp [a +~oi ] ,n n

en posant a = (^[D"1 :). Ad K'^t) .n A n n

Avec les notations du sous paragraphe [ 9 . 5 . ) nous avons

lia II ,< 6 e"^ (vo - ̂  lltlln
où 6 est une constante > 0 [on notera que Ad^/ ( est compact) .

Comme À E H^ , nous savons que l'on a ou bien T, = 0 ; ou bien

lim sup T [v , X ) = + œ , •P -p.s. Vg ^ G . Dans le premier cas la suite
n À o n ' ê . '

_^i
{X U exp X X } possède , P -p.s. Vg G G , une valeur d'adhérence dans

S S pour x. voisin de 0 ; dans le second cas cette suite possède ,

P -p.s. Vg e G , e comme valeur d'adhérence . Comme exp j^ est connexe , dans

les deux cas il s'ensuit [théorème [ 6 . 8 . ) ) que pour toute -Fonction f p-harmo-

nique bornée sur \ nous avons

f o p [ x ' g ) = -F o p[g) [ x ' ^ X ' = exp x ' = X exp^ , g G G)

où p : G ——> \ G .

p étant étalée , toute -Fonction p -harmonique bornée est continue [ [1 ]) ;
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f o p est donc continue et on en déduit que
f o p ( x ' g ] = f o p ( g ] ( x ' G 'X'» , g G G ] ,

ce qui montre que les fonctions y-harmoniques bornées sur \ sont les compo-r ' rsées par l'application naturelle de _ \ sur r-, \ des fonctions p-harmoniques— x À
bornées sur r— \ . L'hypothèse de récurrence permet alors de conclure que

A

X G %. Nous venons donc de prouver par récurrence que ît C ̂  et la proposition
( 1 0 . 1 . ) est démontrée .

1 0 . 2 . Corollaire. - Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes . Soient p une mesure de M ( G ) étalée apériodique et G = G^ E^ une
décomposition de G associée à p (voir $7 ] . Alors tes fonctions ^-harmoniques
bornées sur \ sont les composées par tv application nature Ile de \ sur

• p G_ r_ G_
\ des fonctions ^-harmoniques bornées sur \

Preuve. - Nous avons G^ = M^ N . D'après la proposition ( 1 D . 1 . L , les fonctions
p-harmoniques bornées sur \ sont les composées par l'application naturelle
de \ sur ^ des fonctions p-harmoniques bornées sur . \ . Comme,-,? RN R'^lG_
[ D , D]C RN , le corollaire ( l u . 2 . ] résulte alors du lemme ( 7 . 9 . ) .

1 0 . 3 . - Nous allons à présent étudier les fonctions y-harmoniques bornées sur
\ . p est une mesure de M ( G ) étalée et apériodique .
Quitte à remplacer G par - \ ^ on peut supposer que G est un groupe de LieR

ayant un nombre fini de composantes connexes dont la composante connexe G de
l'unité est semi-simple . Nous notons G = NAK et G = NANF ' (resp. G =NAK et'\»G =NAND des décompositions d'Iwasawa et de Bruhat de G (resp. de G ] . Si yo _ u

est un élément de G , nous notons y sa composante sur K pour la décomposition
d'Iwasawa .
Dans le cas où G est de centre fini , K et r ' sont des sous-groupes

compacts de G , et la chaîne de loi p sur K (^ . \ ) vérifie la condition de
Doeblin (c o r . ( 7 . 2 . ] ] . D'après [ 6] , nous savons alors que K se décompose en
un ensemble transient et une réunion finie de classes ergodiques; pour tout élément
g de G , g X finit par rentrer , P - p . s . Vx G G , dans une classe ergodique et
y reste .

Dans le cas général ( i . e . que G peut avoir un centre infini] , la chaîne de
loi p sur K ne vérifie plus la condition de Doeblin . Cependant , Rosenberg a
prouvé ([ 24] ] que , pour la chaîne de loi p , K se décompose en un ensemble
transient et en une réunion dénombrable de classes ergodiques ; pour tout élément
g de G , g X finit par rentrer , P - p . s . V x G G , dans une classe ergodique et
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y reste .

Plaçons nous dans le cas général et notons E. , i €E I , les différentes classes

ergodiques de la chaîne de loi p sur K , où 1 est un sous-ensemble , -fini ou

infini , de IN . Comme nous avons yy = yy Cy €E r ' , y €E G] , [car F ' normalise

à la fois M , A et K ) , les éléments de F ' , permutent les classes ergodi-

que ; c'est-à-dire que pour tout i €E I et tout V e I1 ' , il existe rCi , y ) e I

tel que

Y E! = E^U . y ] • g
Notons aussi que puisque la chaîne de loi p sur .i \ est ergodique (lem-

me ( 7 . 7 . ] ] , pour tout i et j G 1 il existe y . . £ F tel que

E - y^ ^ E^ [voir [26 ] , § 5 ) .

Soit E. , i € I , une classe ergodique de la chaîne de loi p sur K et
o ____

choisissons un élément x de E. . Pour fP -presque tout œ , X [œ] ^ E. pour
o o

tout n £ (N . En outre si g €E G , nous savons que pour fP -presque tout œ ,

gX ( œ 5 finit par rentrer dans une classe ergodique E... , , i(g , a) ] ^ I , et

y reste .

Ecrivons X = N A K avec N G N , A ^ A et K ^ K . Pour tout g € ' G ,n n n n n n n
la composante de gX sur N converge , fP -p.s. , vers une variable aléatoire

Z C g , .) . D'après ( 9 . 1 4 . ) , nous avons pour (P -presque tout œ

i) 3 l [œ) e (N , Vn ï l [œ) , gN (a)] = u Cg , œ) a Cg , œ ) -y (g ,0)] S (g , a))
n n ^ n ^ n n

avec u e N , a e A , y e r ' e t u £ N .
n n n . n

i\,
ii] Les suites u , a , y , u conversent respectivement vers u , a , " ,

n n 'n n ° ^
u tels que g Z C e , œ] = u C g , a)) a Cg , œ ) y Cg , (jû3 u (g , œ ] .

——— -^ r ^ H
On a alors , fP -presque sûrement , e X = v A u A X , avecx n ' n n n n n

y Cg , .] ——> y (g , .) et A~1 u A ——> e , (Clemme [9 .9 . ) 3 .n n n n ^

p étant étalée , chaque classe ergodique de la chaîne de loi y sur

K. [^ \ G ] contient un ouvert de K . E n effet si E est une classe ergodi-

que , il existe une unique mesure de probabilité p-inveriante o portée par E .

D'après [ 1] on sait que Q est la restriction à un ouvert de. K d'une mesure

quasi-invariante sur K. . E contient donc un ouvert de K . D e ce qui précède ,

il résulte alors que l'on a :

^(g , . 1 ° Y(e ' • 1 \ ° ̂  , y (g , . 1 ) - ^ -P- 3 - •

Soit f une fonction y-harmonique bornée sur K (^ .. \ ] . Pour i e I , la

restriction , f , de f à E. est une fonction harmonique bornée pour la chaîne
i

de loi y restreinte à E. . Dr cette chaîne est une chaîne récurrente au sens de

Harris (voir [ 6 ] et t 23] ] pour la mesure de Haar sur ^ , on sait alors
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[voir [23 ] ] que -F est m., -p. s. constante . Mais p étant étalée , f et
^i "

par su:;l-,e -F , le 1 , sont continues ([ 1] ] ; il s'ensuit donc que f est cons-
^i

tante sur chaque classe ergodique . Posons -F = a. £ fR ; pour P -presque tout œ
b^ i x

de ^ , il existe JlCoi) £ FN tel que pour tout entier n ï 9.W

ffgX~TœTT = f C y C g , œ ) x ] = a ,. , ,. .
n • rCi^ , y C g , œ ) )

Soit r - { y e r ' : rCi^ , y) = i } -, I" est un sous-groupe distingué de r '

contenant F' . Désignons par t l'application naturelle de r ' sur F' / , et

posons . p

f C t C y ) ) = f C y x ] (y e r' , x e E. ] .

Alors f est une fonction continue sur r ' / , et nous avons
————— p

i) Ht] = E [ lim - F t g x ^ X ) ] = E [ fo t (y (gx~\ . ] ] ] C g e G )
x F) n x

ii) Soit g e G , pour P -presque tout co

3^0)) e IN , Vn ï A C t j o ) f C g X [ œ ] ) = f o t C y C g , LûU .

Pour i £ 1 , notons T . l'élément de r ' / , dont un quelconque représentant y.
P 1

dans T ' vérifie .y. E. = E. . Nous avons alors
o

fCi) = Z a. P [ t C y ( g x ~ 1 , . ) ] = T . ] .
i G I 1 x ,1

1 Q - 4 . Démonstration du théorème [ 8 . 4 . ] . - Soit G un groupe de Lie ayant un nom-

bre fini de composantes connexes . Soient y une mesure de M [G] étalée , apé-.

riodique , possédant un moment d'ordre 1 et G = G^ E^ une décomposition de G

associée à p . Dans la suite nous omettons l'indice "p" .

Nous identifions E_^ et \ ; nous désignons par q l'application naturelle

de G sur \ et par r) 1'homéomorphisme de G_ x \ sur G . Posons

g . C u , v) = r\ C g . n C u , v 3 ) [g e G , (u , v] e G x \ 1 3 ] ;

G ~ G-
G_ x \ est alors un G-espace , G-homéomorphe à G .

Soit f une fonction p-harmonique bornée u.c.g. , nous savons que pour tout g

de G , lim f C g X ] existe , P -p.s. Vx e G . D'après le théorème ( 9 . 2 . ] , la com-

posante de gX sur G converge , P -p.s. Vx € G , vers une variable aléatoire» n — ^ x
Z (g , .] . Posons X = X X avec X e G et X'1' £ E . Pour tout x etn n n n - n +
g £ G , il existe un sous-ensemble mesurable ^ de Q de P -mesure 1 tel

g * x x
que :

i ^ ^œ e ^ * lim X €03 ) existe et est égal à Z C e , oo)• g ' x n n

ii) Vœ e E^ , les limites lim f [g X C œ ) ] et lim f C g Z C e , a ) ) X + ( a ) ) ) existentg • x ^ n ^ . n
et sont égales pour tout g e G [on notera que f est u .c .g . ) .



G étant séparable , soit C g . ) . - „ une suite dense dans G . Posons pour

x e G ,

• " x = î .-
f étant u.c.g. nous avons alors

i) P , [ ^ ] = 1

ii) Vœ G n , lim X ' C œ ) existe et est égal à Z C e , co ]
x n n

iii) V œ e^ , les limites l im-FCgX GO) ) ) et l i m f C g Z C e , a ) ) X + C a ) ) ] existent
x n n r\ n

et sont égales pour tout g de G .

En particulier , pour a) donné on peut choisir g = g' Z [e , œ ) ~ 1 où g' est

un élément quelconque de G ', on .voit alors que lim - F C g ' X^o))) existe pour tout
n n

œ G ^ et tout g' G G .

^ -1Soit f la fonction -F o T) , nous avons alors

i) ^E C [G x \G]
u - G_

ii) Vœ e ^ les limites lim î C v , q[g X C c o ) ) ] et lim ^ C v , q C g Z C e , œ ) X ' ^ C œ ) ) )
x n n n n

existent et sont égales pour tout (v , g) £ G x G .

Considérons la fonction <^ définie sur G x \ par

<t) [v , q [ g ] ] = E [ lim ï C v , .qCX m (v e G , g e G) .
e n n ~

Pour tout v G G , ( f ) C v , .) est une fonction y-harmonique bornée sur \
~ ' r ^~Désignons par E, l'application naturelle de G sur \ . D'après le corollaire

C 1 C 1 . 2 . ] il existe une fonction ^ définie sur G x ,, , \^1^ [noter que
F C G ] G - Ç I D J

c f o - i \ e^ D ^ sont homéomorphes) telle que

(() Cv , po Ç C g ) ] = (f) Cv , q C g ] ] Cv ^ G__ , g e G] ,

où p désigne l'application naturelle de Ç C G ) sur \ S C G )

Soit v £ G_ et g G G fixés . D'après la proposition C 6 . 7 . ) nous avons
_ r\,

lim 4> Cv , po ^ C g X ) ] = lim f Cv , qCgX ] ) , IP -p.s. Vx € G .
n ' ^ n n x

Désignons par 1 1'automorphisme intérieur de G , g i——> y gy . Il est

alors facile de voir que si le théorème C 6 . 4 . ) est vérifié pour un élément de

{I C y ) , y G G} il l 'est pour tous . Il suffit en effet de remarquer que f est

p-harmonique bornée sur G si et seulement si f o l est 1 Cp ]-harmonique
y" y

bornée sur G . Reprenons pour ^ C G ] les notations de C 1 D . 3 . ] , quitte à rempla-

cer y par 1 C p ) , y G G , nous pouvons supposer que Ç C e ) G E. . D'après

C 1 0 . 3 . ] nous savons alors que pour P -presque tout co de '̂  ,°il existe

A C œ ] G |N tel que pour tout n ^ JlCeo) *

^ Cv , p o Ç C g X ^ ) C œ ) ) ) = f C v , t C y C g , œ ) ] ) ,

où f est une fonction définie sur G x F' / , .
P
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Nous avons pour tout couple (v , gî de G x G ,

ï(v , p o Ç C g ] ) = <)»(v , qCgU = E [ lim ^Cv , q C X ) ) ] = E [ lim fCvX^ ]
e n n g n n

D'où

sup | ^(hv , poÇ(g) ) - ^Cv , p o Ç C g ) ) | $ sup [Ag) - f [g) | = llf^fll
(v , g) G G_ x G g e G °°

Comme -F est u.c.g. , il s'ensuit que pour tout V G r ' / . et tout g <E G les
fonctions P

v l——> ^v ' ï î et vi——> "̂  [v , p o Ç C g ) ) ( v € G ) ,

sont u.c.g. Ï appartenant à C ^ [ G _ x ^ ^î et G étant séparable , il résulte

alors qu'il existe , pour tout g G G , un sous-ensemble mesurable ÎT C î2 de

F -mesure 1 tel que pour tout œ G î2 '
- g

Um (<) Cv , p o Ç ( g X ^ C œ ) ) ) = lim ^ Cv , qCgX^ C œ 5 ) ) = f ( v , t C y C g , œ ) ) ) , Vv £ G

En outre comme F'/^,, est discret , la fonction f est continue sur G x F ' /

Soit g £ G et co G ^' nous avons , en posant v

gX^(o)) = ( g X ^ C œ ) ) " C g X ^ ( œ ) ) + avec CgX ( a ) ) ) ~ e G_ et (gX ( œ ) ) + e E

l imfCgX C œ ) ) = l i m f C C g X C o ) ) ) ~ CgX C œ ) ) " )
n i n n n

= lim f ( Z C g , œ ) CgX C œ ) ) ^
n n

= lim ï c z C g , œ ) , qCgX Cœ ) H
n n

= lim ̂  C Z C g , œ ) , poÇCgX C ù j ) ) )

= f C Z C g , œ ) , t C y ( g , œ ) ) ) .

Considérons la décomposition G = G_ G^ , module m , associée à p [voir

( 7 . 1 7 . Î ) ; nous avons avec les notations des paragraphes précédents

G^ = r^PA^r» [et E^ = M^PAKr' = M^PA «) .

Posons H_^ = H^ PA%r- ; G x F ' / est homéomorphe à un ouvert de G/ . Soit
P "+

U(g , a») Cresp. U(e , 0 3 ] ) l'élément de G/^ correspondant à C Z ( g , (jû) ,
+

t C y C g , a ) ) ) ) Cresp. à ( Z C e , a)) , t C e ) ) ) . D'après le théorème (9 .7 . ) , nous

avons

U C g , .] = g . U C e , .) p -p.s. ',

et par suite , en restreignant au besoin Cl9 , nous avons
— ê

(») lim f [gX ( œ ) ] = f C g . U C e , œ ) ) Vœ G ÎT
— n - g

où f est une fonction continue (car f l 'est] définie sur l'ouvert X de

G/,, image de G_r* par l'application naturelle de G sur G/
H^

Montrons que pour tout e > D , il existe un voisinage V de e dans G tel

que pour tout g de V et tout w de X avec g.w G X on ait

|~FCg . w) - "f[w)'| < e



f étant u.c.g. , pour tout e > 0 , il existe un voisinage V de e dans G

tel que pour tout g G V on ait 1^ - fil < e .'Soit g € V et y G G nous

avons pour tout a) G î î ' H S^'y gy
[ TCgy .UCe , œn - "FCy . U C e , œn[ = lim [ f C g y X CœU - fCyX C o ) ) ) ] $ llfg - fil < e .

n n n • oo

D'où , pour tout g £ V et tout yG G , nous avons

|'fCg . Cy.wU - " f C y . w ) | < e

pour •^-•presque tout w , où v désigne la loi de variable aléatoire U C e , . J

définie sur Cîî , °f , P ) .

Or v est une mesure p-invariante sur G/,, ; d'après [l] , on sait que v
n

est la restriction à un ouvert de G/,, (contenu dans X) d'une mesure quasi-in-
^

variante . f étant continue sur X , il s'ensuit que pour tout g de V on a

j f C g . w ] - f C w î | < e pour tout w ^ X tel que g.v^ X .

Soit w €E G/.. ; w est l'image dans G/,, d'un élément x de G . Comme
n n

{g G G : gx ^ G_G } est de mesure de Haar nulle , on peut trouver une suite

(g ) .- d'éléments de G convergeant vers e telle que g x €E G G , pour

tout entier naturel n . Nous avons alors g .w G X , pour tout n G IN , avec

g ——> e . D'après ce qui précède il ;s'ensuit que la suite réelle

(~F(g .w) ] est de Cauchy s posons '?(w) = lim "fCg .Vs/) . Il est facile de voir

que cette limite est indépendante du choix de la suite (g ] - -,, et que l'onn n G nv
définit ainsi une fonction de C CG/,, ) qui prolonge f ; nous notons encore f

cette fonction .

De la relation (*) il s'ensuit que

f C g ) = [E [ lim f C X ) ] = [E [ lim fCgX ) ] = IE [ T C g . U C e , . ) ) ] ,
g n rl e n n e

soit en notant v la loi de la variable aléatoire U(e , .) ' définie sur

^ , IP î(n . <3T, P,)
e f(»*) f C g î = , f C g . w ) v (dw] .

J^H^ •

De C») et (*«) il résulte que l'on a II fil = II fil . On en déduit donc que
oo oo

l'application fi——> f » \) de C CG/ , , ) sur H est une G-isométrie . Le faitu H^ p

que l'application f i——> f » -v , où f G L CG/. . ) soit une G-isométrie de
n .+

L C.G/,, ) sur E se montre alors en reprenant la démonstration du théorème 1 .3 .
^ P

de [ 1 ] . Le théorème C 6 . 4 . ) est démontré dans le cas où p est apériodique .

Le cas général se déduit aisément de ce cas particulier , en reprenant la démons-

tration de"la proposition IV.1. de [ 1 ] .
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1 1 . COMPARAISON OE A ET DE L'ESPACE DE PDISSDN ITP P

1 1 . 1 . Définition. - Soit G un groupe L . C . D . et M un G-espace localement com-
'\>pact ; nous appelons G-compactification de M , tout couple [ M , £ ) formé d ' u n

^ ^G-espace compact M et d ' u n e application e de M dans M qui est un G-homéo-^morphisme de M sur un sous-espace G-invariant et partout dense de M . Par abusA^de langage, nous disons aussi que M est une G-compactification de M , en sous-
entendant l'application e .

1 1 . 2 . Familles discriminantes restreintes d'A-cocycles associées à G . - Soient G
un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes et { p , À G 2} la
famille discriminante d'A-cocycles obtenue pour la décomposition G = DK de G
[voir § 2) . H est la réunion des ensembles de poids , A et E , de la repré-
sentation adjointe de »Z) respectivement dans c^C et ^ / . . ( £ [voir [ 5 . 5 ) ) . Nous

/ y\,
savons que la famille { p , Â G E ) est composée d'éléments strictement négatifs
pour toute mesure de M [ G ) étalée [corollaire [ 7 . 1 5 ) ) .

Soit A l'ensemble des poids de la représentation adjointe de o2? dans
y w /r/y //îŒ . Nous savons que tout élément de A est une somme d'éléments de A\fl^\ o
et par suite tout élément de { p , À G A } est une somme d'éléments deÀ
{ p , , À G A } . Nous disons que { p , , À €E A } est une famille discriminante res-
treinte d'A-cocycles associée à G . Il est facile de voir [ c f . [ 2 . 1 2 ) ) que toute
autre famille discriminante restreinte d'A-cocycles s'écrit { p , o [ J , , ! . ) , À € A } ,À d d o
où d est un élément de D , I , 1'automorphisme intérieur de G ,
g '—> d gd et J 1'homéomorphisme de B [ G ) sur lui-même qui à u G B [ G ) asso-
cie ù . d .

*

1 1 . 3 . Théorème. - Soit G un groupe de Li-e ayant un nombre f-ini de composantes
connexes. Sozt p € H [ G ) étalée ; désignons par n (resp. n , . ) t'espace àe
Poisson de \i (resp. Ç [ p ) J sur G (resp. -\ ) . Soit { p - , À e A } une famille\\ À o
discriminante restreinte d 9 f\-cooyc1es associée au sous-groupe fermé G engendré
par le support de p (voir ( 1 1 . 2 ) } . Alors si pour tout À e A , p est ^-positif0 A
(voir ( 7 . 1 1 ) ) , tes G-espaces n et IT , . sont G-homéomorphes.
Supposons de plus que p possède un moment d'ordre 1. Alors l'espace de Poisson

IT de \i est homogène, (et coïncide aveô A ) , si et seulement si les deux con-
ditions suivantes sont satisfaites :
i) Les p , À e A „ sont tous \\-positifs.

A 0

ii) Z f ^ ) n j T~1 , est d'indice fini dans le centre Z^5) de n^ , où
\\ c , l p j c , l p j H H
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T désigne te semi-groupe fermé de p\ engendré par Ç [ p ) .

Lorsque l'une de ces conditions n'est pas vérifiée^ n est une G-compactifica- "

tion (définition ( 1 1 . 1 ) ) s non métrisabtey de A

La preuve du théorème [ 1 1 . 3 ] résultera des trois lemmes suivants.

1 1 . 4 . Lemme. - Soit H un G-espace homogène localement compact. Alors iï existe
rl>

une G-compactification (^^e) de M y unique à un G-isomorphisme près, telle que
i\, <

l'application f •—> -F o e soit une G-isométrie de G [M] sur G [M] . Les sous-
^ ^ ^ u

espaces eW et M-eCH) de M sont G-invariants et H n'est 'homogène que si

M est compact.

Preuve. - Nous donnons une démonstration brève de ce lemme qui est à rapprocher de

la compactification de Cech d 'un espace localement compact ( [ 1 7 ] ) . Soit

C1 C M ) = {-F G C (M] -, 0 < -F ^ 1 } ;

G1 [M]
considérons F = [o,tj , l'application

e : n —> F

x •—> [-F[xn
f G C (H]u

^
et l 'adhérence M de e C M ] dans F . G opère sur F de la -Façon suivante

g<E G , y = [y ] G F , g.y = (y ]
f e c ' [ n ] -Fg f e c ' e n ]u u

^
On montre que cette action de G induit sur M une structure de G-espace et que

^
le couple [n,e) constitue une G-compactification de M ayant la propriété vou-

lue.
^>

L'unicité de H à un G-isomorphisme près découle du corollaire de la proposi-

tion 1 . 1 de [t],

Enfin ed'l) est G-invariant ; si g G G et L désigne 1 ' homéomorphisme

M —> H , L laisse e [ M ] et par suite n - e C M ) invariants.

x i—> g.x

I
1 1 . 5 . Lemme. - Soit G un groupe L.C.D. et pG M [G] . Soient [n,\>) et [IT , v 1 )

deux -^-espaces homogènes de, G tels que l'application f i—> fx^ (resp.

f i—> f3K\) ' ; de G [N) (resp. G W ] } dans H soit une G-isométrie. Alors tes

^-espaces homogènes [ri,\>] et [ M ' , ^ ' ] sont G-homé amorphe s.
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Preuve. - Soit (H.e) (resp. ( M ' . e ' ) ) une G-compactification de M (resp.
^ ^

M ' ] . H et M' [resp. e (v ) et e ' ( v ' ) ) sont alors deux versions de l 'espace

de Poisson (resp. du noyau de Poisson) de p . D'après [l] , il existe donc un
'\> '\l ^ '"b

G-homéomorphisme <(> de M sur M' tel que < ( ) ( e ( \ > ) ) = e ' C - u ' ) . Il s'ensuit que
^

{x e M ; ( ( ) ( e ( x ) ) e e ' C M ' ] } est non vide. Par suite H et H' étant homogène,
<\> _i ,̂

nous avons ^ ( e t n ) ) = e ' C M ' ) et l'application ^ = e 1 o (() o e est un G-homéo-

morphisme de M sur M' envoyant \) sur v'

1 1 . 6 . Lemme. - Soit G im groupe L.C.D. compactement engendré et H ^n G-espace

homogène, alors C C M ) est sêparabte si- et seulement si H est compact. D'autre
u . . . ^part, pour toute G-oompactification [n,£) ^e M ^ t'espace e C H ) es^ séquen-

^
licitement fermé dans M .

Preuve. - Soit x un point de M et H le sous-groupe de stabilité de x ;———— o o
M est alors G-homéomorphe à G/^ .S i g £ G nous notons g l'image de g par

l'application naturelle de G sur G/., .
M

Soit d une distance principale sur G (voir [ 6 . 3 ) ) s on définit

ôCii) = inf d[e,gh) [g e G) .
h G H

6 est une application continue de G/.. dans (R qui est bornée si et seulement
M +

si G/,, est compact ; en effet si 6 est majorée strictement par un entier K ,
kdu fait que d est principale, il s'ensuit que G est contenu dans V H où V

est un voisinage compact de e engendrant G .

D'autre part pour (g,u) G GxG , nous avons

6("gïï) = inf d(e,guh) ^ inf Cd C e , g ) +d [e,uh) ) = d [e ,g)+<S( ï ï )
h e H h £ H

et

6(ïï) = inf d[e, Cg^gîuh) <: inf [d (e,g~1 )+d(e,guh) ) = dCe ,g )+6Cg ï ï ) .
h e H h e H

Autrement dit, nous avons

CD |ô(g.ïï) - 6[ïï) | < d[e,g) .

Si M est compact, C C M ) est séparable ; supposons donc que M n 'est pas

compact. Si C [M) était séparable, pour toute suite [x ) de H[^ G/ ) on

pourrait extraire (par le procédé diagonal) une sous-suite [x ) telle que lan. K$"iK
suite [ f [ x ) ) convergerait pour toute fonction f de C (M) . Mais nousn, K^ l uK
allons construire, pour toute suite [x ) de M telle que lim 6 [ x ) = + °° ,n n ̂ i ' nn
une fonction ip de C (M) telle que la suite C i p C x ) ) ne converge pas .
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Soit U un voisinage compact symétrique de e dans G et [x ) une suite
d'éléments de G/ telle que <5 [x ) -^ + °° . Quitte à remplacer la suite donnée parn n
une sous-suite, nous pouvons supposer que

[2) ^n+l^ ^ 6 [ x ] + ^P o ^ - ë ^ •n g G U

Posons B = {x e G/ : ô [ x ) < ô [ x ) } . Il est facile de voir, utilisant les rela-
tions [ 1 ) et (2) ci-dessus, que l'on a :

[3) "-^l-^ CB^ - ^-1 •

Définissons alors la fonction :

6[x^)-6(x)
si x G B_ . - B- , n > 1ô [ x - , ) - ( S [ x - ) 2n+1 2n2n+1 2n

ô [ x ) - 6 [ x )
<Hx) = - -,-7————TT————^ si x G B_ - B- , , n > 16 [ x ) - < S [ x ) 2n 2n-12n 2n-i

0 si x G B .

Nous avons, pour tout n ̂  1 , ipCx- . ) = 0 et ^[x- ) = 1 , donc C^Cx ) ] _ , ,zn-i zn n n f c r i M
ne converge pas. Nous laissons au lecteur le soin de se convaincre, en utilisant
les relations [ 1 ) , [ 2 ) et [ 3 ] , que ^- appartient à C [G/ ) .

>\,D'autre part soient [ n , £ ] la G-compactification de PK^G/ ] du lemme [ 1 1 . 4 )
et [ e C x ] ] , une suite d'éléments de e t M ) convergeant vers un élémentn n>l ^
x = C x , J _ p - | , , de M . D'après ce qui précède la suite [ < S ( x D ne peut ten-

dre vers l'infini. Il s'ensuit donc que la suite [ x ] . . admet une valeur d'adhé-n n^'1
rence y dans M et par suite nous avons nécessairement e ( y ) = x . £ [ M ] est

^donc séquentiellement fermé dans M .

1 1 . 7 . Démonstration du théorème [ 1 1 . 3 ) . - D'après [ [ 8 . 5 ) , 2 ) ) et la proposition IV
1 de LU* nous pouvons supposer que P est apériodique. Si les élément de
{ p . , À G A } sont v-positifs, nous avons alors M_ = ( e ) ; d'après la proposition
[ 1 D . 1 ) , les G-espacés n et II , , sont ' G-homéomorphes.
Supposons que p possède un moment d'ordre 1 . Nous savons que A , [lemme

[ 1 1 . 4 ) ) est'une version de l'espace de Poisson de p .
D'après [ 1 0 . 4 ) , A est compact si et seulement si nous avons ;
i ) IT = { e } ;
ii) la chaîne de loi p sur K possède un nombre fini de classes ergodiques.
Dr la première [resp. la deuxième) condition est satisfaite si et seulement si les
p , , X G A^ , sont p^positifs [resp . Z [ p \ ) n T , . T , , est d'indice fini dans
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le centre Z[ \ ] de \ , [voir [ 2 4 ] ] ] . D'autre part si A n'est pas compact,
du lemme [ 1 1 . 6 ] il s'ensuit que n , dont une version est A , n'est ni homo-V P
gène ni métrisable.

1 1 . 8 . Démonstration de la proposition [ 8 . 7 ] . - Soient [ G , p ] vérifiant les hypo-
thèses du théorème [ 8 . 4 ] et [ A , \ ^ ] la p—Frontière homogène de G associée à
[ G , p ] par ce théorème. Soit [ E , À ] une quelconque p-frontière homogène de G .
Pour tout f £ G [ E ] , fiKÀ est un élément de H ', notons j [ f ] l'unique élé-

ment de C [ A ] tel queu y
f x \ = j [ f ] x ^ ;

on définit ainsi une application linéaire j de C [ E ] dans C [ A ] , commutantu u p
avec les opérations de G .
Désignons par Z [resp. Z ' ] la variable aléatoire à valeurs dans A [resp.
dans E ] telle que X .\) [resp. X . À ] , converge vaguement, IP - p . x . V x €: G ,
vers e [resp. e , ] . Pour tout g £ G , nous avons, (P - p . s . V x^ G ,

f [ g . Z ' ] , = f^Z'î = lim f2 x À [ X ]n n
et

j [ f ) [ g . Z ] = j [ f g ] [ Z ] = lim j^5] x \^[X ] .n n

Mais G étant séparable et les fonctions f et j [ f ] appartenant respectivement à
C [ E ] et G [ A ] , nous avons, IP - p . s . V x G G ,u u p x •

f [ g . Z ' ] = lim fg x À [ X ] , V g G Gn n
et

j [ f ] [ g . Z ] = lim j^] x v [ X ] , V g € G ;n n

D ' o ù , P - p . s . V x e G ,

[ x ] f [ g . z ' ] = j [ f ] [ g . z ] , v g e G .
A et E étant homogènes, de [ x ] il résulte que j conserve la norme et véri-

fie
JCt^] = j [ f ^ ] j [ f ^ ] f^ , f^ ̂  C ^ [ E ] .

j est donc un isomorphisme d'algèbre de G [ E ] sur son image.
^, ^ u

Désignons par [ A , e ] [resp. [ E , n ] ] une G-compactification de A [resp. de
E ] , [ d é f . [ 1 1 . 1 ] ] , A et e [ \ ) ] sont respectivement des versions de l'espace de
Poisson et du noyau de Poisson de p . [ E , r | [ À ] ] est une p-frontière compacte de

'\j
G . D'après ce qui précède, l'application qui à f € C [ E ] associe l'unique élément
^[ f ] e CU ] tel que

[ x x ] f x ^ [ À ] = ] ' [ f ] x e [ ^ ] ,
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est un isomorphisme d'algèbre de C [ E ) sur son image. L'application duale "de j

envoie alors les caractères de C [X ) sur ceux de C C È ] ; il existe donc une ap-
. ' ^ ^ '\>

plication continue ^ , de A dans E , commutant avec les opérations de G ,
^ ^ y ^ '

telle que j [ f ] = fo(j) , pour tout élément -f de C [ E ) . La relation [ x x ) s'écrit

alors

f ^ n C À ) = -Fo^ x e ( v ] = -F x $'[e[^n ;

'\> ^
ce qui montre que ^ envoie e ( v ] sur n ( X ) .

'\i '\,
Comme ((> envoie e C v ) sur r | [À ] , nous avons ^ [ e [ A ]] n n(E) ^ 0 ; par suite,

A et E étant homogènes, nous avons ( } ) [ £ ( A ] ] = n(E) et l'application
- /] '\>

(^= n 1 [E]1 :1^0£ est une ^P110913101^ surjective de A sur E , commutant avec les

opérations de G et envoyant \> sur À . La proposition C 8 . 7 ) est prouvée.
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12. CAS D ' U N GROUPE DE LIE LOCALEMENT'PRODUIT
DIRECT D' U N GROUPE DE LIE MOYENNABLE ET D ' U N GRDUPE DE LIE SEMI-SIMPLE

G désigne un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes. Nous
reprenons les notations du paragraphe 1 .

1 2 . 1 . Famille discriminante d'homomorphismes associée à G . - Appelons A l ' e n -
semble des poids de la représentation adjointe du radical ~y{, de -SLP dans le nil-
radical ĉ L de Ŝv . Par un raisonnement en tout point semblable à celui du
lemme ( 2 . 8 ) , on montre 'que pour tout automorphisme 9 de JLf et tout a de A ,

o
a o 9 G A . En particulier a o Ad g = a , pour tout a G A et tout g G G

Tout élément a de A est la différentielle en e d ' u n poids ^ de la repré-
sentation adjointe du radical R de G dans s/^ . Nous avons alors :
i ) Pour tout automorphisme o de G , A o o = ô , . E n particulier. o ' a 'aoda
(j> (grg ) = ((> C r ) ( g € G , r G R ) .
ii) (j) prend la valeur 1 pour tout élément du nilradical de R .
Soit G = R S une décomposition de Lévi de G . , composante connexe de l'unité

dans G . Posons alors <^ [ g ] = <^ ( r ) , pour g = r s G G avec r G R et s G S.
Il est facile de vérifier (utilisant i] et i i ) ] que l ' o n définit ainsi un homomor-
phisme continu 4> de G dans (C multiplicatif. En outre un petit calcul uti-
lisant le théorème de Lévi-Malcev, montre que cet homomorphisme est indépendant du
choix du sous-groupe de Lévi S .

A tout a G A , on a donc associé un homomorphisme 6 de G dans (C multi-•a o
plicatif.
G possède des sous-groupes compacts maximaux deux à deux conjugués et si L est
l ' u n quelconque d'entr'eux nous avons G = G L . Choisissons un tel sous-groupe
L de G et posons pour g = g 1 G G , avec g G G et 1 G L ,

^(g) - ̂  Log|^^)| dl

- \ Log|^(lg^-1)] dl ,

d ' o ù dl est la mesure de Haar normalisée sur L .
On vérifie que l ' o n définit ainsi un homomorphisme ^ de G dans IR additif

indépendant du choix du sous-groupe compact L . En outre, si s désigne une sec-
tion, à valeurs dans L , de l'application naturelle ç de G sur \ J , on voitG
facilement que l ' o n a
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Y^—————G l ^^aoAd stx^o' l tg^ 1 e G avec ^ e G^
card G ' x e . ^ et 1 e L) .o Go

1 2 . 2 . - Soit A le sous ensemble de A formé des poids de la représentation ad-

jointe de $1. dans ^v^/'^ t/ Z/1 ^ ' Tout élément a de A est alors une somme

d'éléments de A . 1 1 s'ensuit que tout élément de la famille d ' homomorphismes

{'F , a G A} associée à G est une somme d'éléments de {^ , a € A } . {^ , a eA }a a o a o
sera appelée la famille discriminante restreinte d'homomorphismes associée à G .

1 2 . 3 . - Appelons A [resp. Z ] l'ensemble des poids de la représentation ad-

jointe de »2> dans tA^ (resp. dans C-^/J^) . (Voir [ 5 . 5 ) ] .
/ . G

Soit R' le plus grand sous-groupe résoluble distingué de G ; \ est un
0 r\

groupe de Lie semi-simple connexe de centre trivial. Nous notons Ç ' l'applica-

tion naturelle de G sur \ et [!,£; ' ] l'application qui au couple C u , g ) de
' GB[G) x G associe le couple [ u , Ç ' ( g ] ] de B [G) x -,\\\

Nous avons : ;

1 2 . 4 . Proposition. - La famille {p , À e E.} n''est autre que l'ensemble des

composés par l'application [ I , Ç ' Î de la famille d 1 l\-cocycles sur B [G] associée

au groupe de Lie -,\ (voir ( 2 . 9 ) ) . .
r\

Tout f\-cooycle p. , À G A ^ est la somme d'un homomorphzsme ^ y a. G A y (voirA a

( 1 2 . 1 ) ) et du composé par [ ! ,£; ') d'un P\-cooycte sur B [G) x ,\ (qui. n'appar-
r

tient pas nécessairement à ta famille d' /\-oooyctes sur B C G ] associée à -,\ ] .
r\

Les deux familles { p - , À £ A } et '{^ , a € E A } coïncident si et seulement si
A (X

l'algèbre de Lie JLfi de G est le produit direct d'une algèbre semi-simple et

d'une algèbre moyennable (i.e. extension compacte de -son radical).

Preuve. - Nous reprenons les notations antérieures. R ' n s est un sous-groupe

résoluble distingué du groupe semi-simple connexe S , par suite R' r» S est dis-

cret et est donc contenu dans le centre Z [ S ) de S .

Comme Z ( S ] C r C K , il s'ensuit que R ' H N A = {e} et la restriction,

Ç' . , de Ç' à N A est un homéomorphisme de N A sur son image. D'autre part

n,\ = Ç'<(N] Ç ' [ A ] Ç ' [ K ] est une décomposition d'Iwasawa de _\ et il est facile de
Gvoir que le normalisateur de Ç ' ( N A) dans \ n 'est autre que Ç ' C N A F ' ) .

K
'Soit À G 5 ; À est la différentielle en e d 'un poids <j) de la représenta-

ir
tion adjointe de D darrs -À vérifiant [voir [ 2 . 9 ) ]
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<^[x d x ] = <() [d] [d G D , x G N A F ' ] .

Posons <^ = (̂  o ^ ' [ ^ . D'après le lemme [ 2 . 4 ] , à 1 ' homomorphisme Log \~vj~\ de

^ , \ dans (R additif se trouve associé un A-cocycle p~ sur B [G] x \13

A R '
Comme tout élément de S appartenant à Z s'identifie à un poids de la repré-

sentation adjointe de Ct dans cAf*, il est clair que {p~ Â G E , } n'est autre que
rla famille d' A-cocycles sur B [G] associée au groupe ,\ [voir [ 2 . 9 ] ] .

R
D'autre part soit À un élément de 5 appartenant à A . La restriction.

^[(S ' de À à Çf est un poids de la représentation adjointe de d^ dans J^ ,

c'est-à-dire un élément de A ; notons y 1'homomorphisme qui lui est associé

[voir [ 1 2 . 1 ] ] . Il est alors clair que l'on a

P, - ^ . p^o [ 1 , ^ ' ] .
I<$L

Comme on sait que <1 agit de façon semi-simple sur îî, , il est clair que les

deux familles {p^ , À G A} et {¥ , a G A} coïncident si et seulement si on a

[GÎ*^C] = [D] . Si ^ est le produit direct d 'une algèbre semi-simple et d'une al-

gèbre moyennable, cette condition est satisfaite. Réciproquement supposons que l 'on

ait [cî ,<ÀC\ = [0] . Soit (̂  un facteur simple non compact de j et considérons

^ = {X G (^ : [x,t/(] = [ 0 ] } . ^ est un idéal de y -, comme 0 H^ ^ [0] est con-

tenu dans 1̂ et 0^ est simple, nous avons n = G" . Par suite si on écrit

w) = J^ ^^ ' où J^ ^"b une algèbre de Lie semi-simple compacte et J une al-

gèbre de Lie semi-simple sans facteur compact, nous avons [J ,J^\ = [0] et donc

[j^ *%] = (û] . ef est alors le produit direct d'une algèbre moyennable 51 8 "3

et d'une algèbre semi-simple j

^

La proposition [ 1 2 . 4 ] ] est prouvée.

1 2 . 5 . Définitions. - Une partition { A _ , A_^} de A est dite induite par une par-
tition { A _ , A^} de A si A_ [resp. A^] est le sous ensemble de A formé
des éléments À dont la restriction, À i , à % appartient à A_ [resp. A ] .

Une partition { A _ , A^} de A est dite stable par automorphismes intérieurs si
pour tout a G A_ [resp. A_^ ] et tout g de G , a o Ad g G A_ [resp. A ]
Si G est connexe cette condition est toujours satisfaite [car a o Ad g = a ,
V g ^ G ^ , V a G A , voir [ 1 2 . 1 ] ] .

1 2 - 6 ' Proposition. - Soit ( A _ , A^} une partition de A stable par addition,

conjuguaison et automorphismes intérieurs ; notons { A _ , A } ta partition de A
induite par cette partition de A . Alors { A _ , A^ U z , } est une partition de 5
stable par addition et conjuguaison ; ta décomposition de G associée à cette par-
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tition de 5 (proposition ( 4 . 2 ) ) est une décomposition de G en produit amalgamé

de deux sous-groupes.

Preuve. - {A_ , A_^ } est une partition de A stable par addition et conjuguai-

son ; soit e/C= <>Y @ tÂ(^ la décomposition de c {̂ associée à cette partition de A

[voir [ 3 . 7 ) ) . Comme la partition { A _ , A } est induite par une partition de A ,

d'après le lemme [ 5 . 5 ) il s'ensuit que <M, et J^ sont stables par ^ .

Désignons par où = oô @ oZ>^ et Sf. = ûz> @ ^ les décompositions de o2ï et J2f

associées à la partition { A _ , A U E } de 5 [voir; [ 4 . 1 ) ) . Nous avons

2) . M , ^ = ̂  /?) @ A @ c ^ et ^ - [^ .Ç) B -î . ^ est donc une

sous-algèbre de -^f .
ff

Soit G = D_ E^ la décomposition de G associée à la partition {A_ , A U Z }

[voir proposition [ 4 . 2 ) ) . Nous avons

D_ = exp 0^6 et E = [exp M ) P S F ' .

Comme la partition { A _ , A ^ } de A est supposée stable par automorphismes in-

térieurs, nous avons [lemme [5.. 6 ) ) Ad K [^ ) C <̂ C_ et Ad k [ c^L ) C c/^ pour

tout k e I"" . Par suite F' normalise les sous-groupes exp <^ et exp <ÂC de

G . On en déduit que E_^ est un sous-groupe de G ; G est le produit amalgamé des

sous-groupes G_ et E [proposition [ 4 . 2 ) ) .

On notera que si -C/ est le produit direct d 'une algèbre de Lie moyennable et

d 'une algèbre de Lie semi-simple, toute partition { A _ , A } de A est induite

par une partition de A .

1 2 - 7 - Proposition. - Soient G un groupe L.C.D. et ^ un homomorphisme continu

de G dans fR additif. Soit p. une mesure H [G) (non nécessairement étalée) et

désignons par [Q,c?, [X^ ^ ^ , [P ) ) ta marche aléatoire droite de toi p

sur G .

Alors si la mesure ^ [ p ) n'est pas la mesure de Dirac au point zéro de (R on a

1'alternative suivante :

ou bien^ f [ X ) converge vers [-00) , t p - p . s . V g G G ;

ou 'bien^ ^ [ X ) converge vers [+°°) , iP -p. s. V g G G ;

ou bien, lim sup 'F[X ) - + oo ef nnn inf y [ X ) = - œ , P -p.s V e G Gn n n n £

Si p possède en outre un moment d'ordre 1 ., alors nous sommes respectivement

dans le premier, deuxième ou tvoiQièmô cas suivant que Lï[g) u[dg) 607'; négatif

stricte positif stricte ou nul.

Preuve. - Le résultat énoncé ci-dessus est bien connu. Oans le cas où p est
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étalée il se déduit des propositions [ 7 . 8 ) et ( 7 . 1 2 ] . Dans le cas où p n'est pas
étalée, une démonstration analogue à celle de la proposition ( 7 . 8 ] , faisant toute-
fois appel au théorème de Choquet-Deny sur les fonctions harmoniques sur les
groupes abéliens, permet de prouver la première assertion de la proposition [ 1 2 . 6 ) .
D'autre part si p possède un moment d'ordre 1 , d'après la loi des grands nombres
-̂  y ( X ^ ] converge, IP - p . s . Vg € G , vers a = J^ ^ ( g ] p ( d g ] . S i a < o [r e s p .
a > o ] , on est alors dans le premier (resp. le deuxième) cas. Si a = a , on sait
[voir par exemple [23]] que la marche aléatoire sur fR , ^CX ] , est récurrente
( i . e . revient une infinité de fois, IP - p . s . Vg G G , dans tout ouvert de IR]
On est alors dans le troisième cas.
Dorénavant G désigne un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes con-

nexes dont l'algèbre de Lie -̂  est le produit direct d ' u n e algèbre de Lie moyen-
nable et d ' u n e algèbre de Lie semi-simple. Les deux familles { p , À £ A} et
{'F , a € A } coïncident donc.

•i1 2 . 8 . Décomposition de G associée à une mesure p de N ( G ] . - Posons

A11 = {a € A : ̂  est p-négatif strict }
et a

A^ = (a G A : V est p-positif } .

La partition {A11 , A^} de A est stable par addition, conjuguaison et automor-
phisme intérieur (définition ( 1 2 . 5 ] ] .
Si p possède un moment d'ordre 1 nous avons

^ = {a € A : [ y ( g ] p ( d g ] < 0}

A^ = (a G A : j ^ (g] p ( d g ] > 0}
- G

1A toute mesure y G M ( G ] se trouve donc associée (voir proposition ( 1 2 . 6 ] ] une
décomposition de G en produit amalgamé de deux sous-groupes. Nous la noterons
G - M" T1; .
Nous avons alors ;

i,) Pour toute mesure p de M ( G ] apériodique y possédant un moment d'ordre 1 (non

nécessairement étalée) ^ ta composante de X g sur M11 converge, IP - p . s . Vx G G
et ta Hm'ite est Indé'penaante de g €E G .
[Comme J(,_ et <M,^ sont stables par J , i ] résulte du théorème ( 9 . 1 ] dans le cas
où p est étalée ; en fait, cette dernière condition n'est pas nécessaire car nous
avons

a € A^ <=> j ^ ( g ] p ( d g ] < o ,
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sans pour cela supposer que p est étalée. [Voir proposition [ 1 2 . 7 ] J J .

D'autre part nous avons :

1 2 . 9 . Théorème. - Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes

connexes qui est localement te produit direct d'un groupe de Lie moyennable et

d'un groupe de Lie semi-simple. Soient p une mesure de H C G ) étalée , apério-

diques possédant un moment d'ordre 1 et G = n^ T^ une décomposition, en produit

•amalgamé de sous groupes, associée à y (voir ( 1 2 . 8 ) } . Alors A [G] (voir théo-

rème ( 8 . 4 ) ) est en tant que ^-espace le produit direct des ^-espaces
G/ x A c „ [ ^î ., ozî R désigne le radical de la composante connexe G de

+ .
l'unité dans G et Ç l'application naturelle de G sur -\ . En outre si

r\

I ^ . Ï .CX ) , [fP 5 ,-] désigne la marche aléatoire droite de loi \i surn n & i T M g g G G -

G _, pour tout XÊ / p , X .x converge, P -p.s. Vge G . ^ et la v.a. limite ne

dépend pas de x . .

En particulier si G est moyennable (i.e. \ est compact), nous avons

A (G) = / p et \) (voir théorème ( 8 . 4 ) ) est l'unique mesure de probabilité

^-invariante sur A [G] .

Preuve. - Le -Fait que X .x converge, fP -p.s. Vg G G , pour tout élément x de

/ p et que cette limite soit indépendante de x est une conséquence de i ) .
+

Reprenons les notations antérieures. Nous avons

T^ = M^ PSr et S = NAI îr [module m ) .

Nous savons (voir [ 8 . 5 ] ) que A [G] = /M^pûMpi' OIJ ^ ' es^ un sous groupe de r'
v + p p

contenant r^ et que A^^ [^G) - Ç[G3/^^ .

Des hypothèses -Faites sur G , il résulte que les sous groupes -Fermés M^ et N^

de G sont stables par les éléments de Sr' . Le G-espace ^M^PAM ' es^ alors

i— F •
G-homéomorphe au produit direct des G-espaces /_ux A f \ ] .

T^ Ç [ p ) R

Si G est moyennable, \ est compact ; comme p est apériodique, il s'ensuit
G Gque A - c -, Cn \ ) est réduit à un point et donc A = / u . Soient \)' une mesureÇ i - P J R y \ ^

p-invariante de M (A ] et f une -Fonction continue à support compact sur A î
^ P p

la fonction -FÎK\)' est p-harmonique bornée et il s'ensuit que -F I< \ ) 'CX ] converge,

(P -p.s.,Vg G G , quand n tend vers l'infini. Mais

f x v ' [ X ] = f C X .x ] v 1 C d x )
n J A

y
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et on sait que X .x converge, P -p.s. Vg £ G , vers une variable aléatoire de

loi \) , par rapport à [Çî,^, IP ] , indépendante de x e A . D'après le théorème

de convergence dominé il s'ensuit alors que

V [ f ] = (E^ [f^' (X )] —> \;[f] ;

ce qui montre que \>' = \> ; il existe donc sur A une unique mesure de probabi-

lité p-invariante. Le théorème [ 1 2 . 9 ) est démontré.

Nous obtenons pour ces groupes la caractérisation :

1 2 . 1 0 . Corollaire. - Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes

connexes têt que \ soit de centre fini. Soit {^ , a. £ A } ta famille res-

treinte d'homomorphismes de G dans fR additif associée à G (voir ( 1 2 . 1 ) ) .

Soit p une mesure de M [ G ] étalée, possédant un moment d'ordre 1 et vérifiant

^ [g] p[dg] = o , Va e A .

(Ce qui est te cas si \i est symétrique ! ) .

Alors nous avons tes équivalences :

i ) t'espace de Poisson n de p est métrisable ;

ii) n est homogène ;

iii) n est G-homéomorphe à n-. -, ;

iv) l'algèbre de Lie -^E de G est le produit direct d'une algèbre moyennable et

d'une algèbre semi-simple.

Preuve. - D'après la proposition [ 1 2 . 4 ] , la condition iv] de ce corollaire équi-

vaut à :

v] les -Familles {y , a G A} et (p., , À £ A} s'ont identiques."

Donc si iv] est vérifiée, les éléments p. , À E A , sont tous p-positifs et d'après

le théorème [ 1 1 . 3 ] on a donc iv] =^> iii]-.

Comme il est clair que iii] ^^ ii] ^^ i], il nous faut donc prouver que

i] =-> iv].

Supposons que iv] ne soit pas vérifiée ; c'est-à-dire que l'action adjointe de

c5L dans v^\, soit non triviale [voir [ 1 2 . 4 ] ] . Pour À £ A , écrivons

p^ = ^ + n o [ I , Ç ' ] .[voir [ 1 2 . 4 ] ]

et posons

a = p [u,g] \Kdu] p [dg] et .a = p [u,g] v [du] p[dg] ,À j J À À J J À

où \> désigne l'unique mesure de probabilité p-invariante sur la frontière maxi-

male B [G ] de G . L'action adjointe de C^- sur o^C étant semi-simple, il s'ensuit



101

que l'on a

W - I i - o .
À e A Â

D'autre part comme [ûL, c^C] ¥• (o) , il est clair (voir [ 1 2 . 4 1 ] qu'il existe

y G Z tel que j^-j , </{,] ^ (o ] et par suite il existe des éléments À et \

de A tels que

À . | = À _ | et À- | = À . | + y .1!^ 2\^ ^a NO
Autrement dit il existe des éléments À et À de A tels que

Ox) i- = a- + a .
^ ^ Y

Du fait que a < o (corollaire ( 7 . 1 5 J L il résulte de [ x ] et Ox] qu'il existe

des éléments À de A pour lesquels a < o . D'après l 'hypothèseÀ
L ^ [g] p C d g ] = o , V a € A , il s'ensuit alors qu'il existe des A-cocycles

p, , .À e A , qui sont p-négatifs stricts. D'après le théorème [ 1 1 . 3 ] , i] n 'est
A

donc pas vérifié.

Nous retrouvons donc le résultat de [4] :

1 2 . 1 1 . Corollaire. - Soit G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes

connexes tel que p,\ soit de centre fini. Alors G est de type (~\ ) (i.e.

l'espace de Poisson n est homogène pour toute mesure de M [G) étalée ', voir

\J~\) si et seulement si l'algèbre de Lie de G est le produit direct d'une al-

gèbre semi-simple et d'une algèbre moyennable telle que les valeurs propres de

adX soient imaginaires pures pour tout élément X de son radical.
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13. CAS DES GROUPES L . C . D .

1 3 . 1 . Lemme. - Tout groupe L . C . D . têt que \ soit compact possède une fron-
o

tière maximale B C G ] unique à G-homéomorphisme près. Tout sous groupe compact
distingué de G opère trivialement sur B ( G ] .

Preuve. - On sait [ |_2tJ) q u ' i l existe des sous groupes compacts distingués, C ,
arbitrairement petits tels que \ soit un groupe de Lie ayant un nombre fini de
composantes connexes. Pour un tel groupe C de G ; notons B[ \ ] = \ G \ ,L Ml x J

p p L.
la -Frontière maximale de \ . H[ \ ) possède la propriété de point -Fixe.

Soit H C G ) , l'image réciproque de H[ \ ] par l'application naturelle de G

sur -\ ; posons B ( G ) = , , , - r \ . B [ \ ] qui est un _\ -espace à droite, estL nIbJ L C
aussi, de façon évidente, un G-espace à droite, G-homéomorphe à B [ G ) . D'après
[ [t] lemme I I . 8 ] , H C G ) possède la propriété de point fixe. Par suite, [ [t] ,
corollaire 1 de la proposition 1 1 . 2 ) , B ( G ] est une frontière maximale de G et
toute frontière maximale de G est G-homéomorphe à B C G ) . Il s'ensuit d ' u n e part
que B[ \ ] est indépendant [ à G-homéomorphisme près) du choix du sous groupe
compact distingué G et d'autre part que tout sous groupe compact distingué de G
opère trivialement sur toute frontière maximale de G . Le lemme ( 1 3 . 1 ) est orouvé.

1 3 . 2 . Lemme. - Soient G un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes
connexes ; G un sous groupe compact distingué de G et p 1'application natu-
relle de G sur \ . Alors l'application

{p^ , À e 5 (resp. A^} l——> { p o ( I , p ) , À ̂  E (resp. A ) } ,

établit une correspondance biunivoque entre les familles discriminantes (resp.
discriminantes restreinte s) d' P\-cocycles sur B ( G ) associées à \ , et celles
associées à G . De plus si [^ , a € A (resp. A ) } désigne la famille discri-

minante restreinte) d'homomorphismes associée à \ , alors celle associée à G
est {y op , a € A (resp. A )} .

Preuve. - Reprenons les notations du paragraphe 2. Considérons la décomposition
•^f = 2> @ X et notons A le nilradical de o2> .

Soit ê l'algèbre de Lie de G ; J» est un idéal de SLP . Désignons par dp la
rdifférentielle en e de l'application naturelle p de G sur \

Notons S (resp. H ] l'ensemble des poids de la représentation adjointe de oô
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dans ¥\ [resp. de dp[oî)] dans [dp [A] ] . Nous allons montrer que

{À e H ; ReÀ ^ 0} = {iodp , Y e if}

Soit À un élément de H . Il existe alors un idéal V^ de 2) contenu dans

•n et un élément H de fj - U?̂  tels que, tout X de <3) ,

W [X.H] = À [ X ] . H mod. v0^.

Si ReÀ ^ o , H ne peut appartenir à (jS+^</) n ^ = /^ n / + ^̂ ^ • En effet sup-

posons que H appartienne à fi n -J + fu^ et écrivons H = H + H avec

|-|̂  e ^ H A et H^ e U?"" ; de la relation W il résulte que

VX G .Z) , [x^] = À ( X ] . H mod. U^ ;

et par suite

VX G e0 , Ad exp H (X) « Exp ad H ( X ] = ^m .H mod. U?̂  ;

Comme Ad exp H est un élément du groupe compact Ad C , on a alors nécessaire-
À f X 1

ment e | = 1 , pour tout X € <Z) [i.e. ReÀ = o) . -.

Nous avons alors, pour tout X de »2> ,

[dp[X] , dp[H]] = d p [ [ x , H ] ) = À [ X ) . d p [ H ] mod. dp[^] ,

où dp[H) est un élément de dp[é] - dpCl^l .

Dn en déduit que À s'écrit Àodp , où À est un élément de 5 .

Inversement soit À un élément de 5 . Il existe un idéal U^ de d p C o & ) con-

tenu dans dpC^ ) et un élément dp[H) de dp[^ ] - U^ tels que, pour tout X

de eZï ,

[dpCXLdpCH] ] = r (dp [X] ] .dp[H] mod. "U^ ,

il s'ensuit que l 'on a, pour tout X de oO ,

[X,H] = Iodp[X] .H mod. 1^,

où U/ = dp [ w ] H y est un idéal de e2> contenu dans ^ et H est un élément

de fy - 'Uy . Autrement dit À o d p appartient à ^ .

La première assertion du lemme ( 1 3 . 2 ] est alors claire. La deuxième assertion se

montre de la même façon.

1 3 . 3 . Familles discriminantes et discriminantes restreintes d 'A-cocyc les associées

_a_G. - Soit C un sous groupe compact distingué de G tel que le quotient \

soit un groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes. Comme C opère

trivialement sur B C G ] [lemme [ 1 2 . 1 ] ] , l'application p i—> p[ I ,p] , où p dé-

signe l'application naturelle de G sur \ , établit une correspondance biuni-
p L

voque entre les A-cocycles sur B [ G ] x \ et les A-cocycles, C-invariants, sur

E [G] x G . Nous appelons alors famille discriminante [resp. discriminante res-
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freinte] d'A-cocycles associée à G , l'image par cette application d ' u n e quel-
conque famille discriminante [resp. discriminante restreinte] d'A-cocycles sur
B [ G ] associée à \ . D'après le lemme [ 1 3 . 2 ] , cette définition est indépendante
du choix du sous groupe compact distingué C . D'après le lemme [ 2 . 1 2 ] si
{ p , , À G 5 [resp. A ] } est une famille discriminante [resp . discriminanteA 0
restreinte] d'A-cocycle associée à G , toute autre famille discriminante [resp.
discriminante restreinte] s'écrit { p o [ j , 1 ] , À E 2 [resp. A ] } , pour un cer-À X X 0
tain élément x de G , oùo

J : B [ G ] —> B [ G ] , 1 : G —> Gx x
-1U l——> U . X g l——> X gX

1 3 . 4 . Théorème. - Sozt G un groupe L . C . D . tel que p \ sozt compact. Alors

avec tes mêmes hypothèses sur ta mesure p àe M [ G ] 3 tes théorèmes ( 8 . 4 ) et

( 1 1 . 3 ) s appliquent au couple [G,p ] .

Preuve. - Soit S le semi-groupe,ouvert associé à p [voir [ 6 . 2 ] ) . S S est
un voisinage ouvert de e dans G . Considérons un sous-groupe compact distingué
G de G contenu dans S S tel que \ soit un groupe de Lie ayant un nombre
fini de composantes connexes. D'après le théorème [ 6 . 8 ] les fonctions p-harmoni-
ques bornées sur G sont les composées par l'application naturelle p de G sur
\ des fonctions p[y]-harmoniques sur \ . Le théorème [ 1 3 . 4 ] résulte alorsrdes théorèmes [ 8 . 4 ] et [ 1 3 . 3 J que l ' o n applique au couple [ \ , p [ p ] ] .

1 3 . 5 . - Soit G un groupe L . C . D . tel que \ soit compact. S ' i l existe un sous-
o ^

groupe compact distingué G de G tel que \ soit un groupe de Lie dont l ' a l -
gèbre de Lie JLP est le produit direct d ' u n e algèbre semi-simple et d ' u n e algèbre
moyennable [ i . e . extension compacte de son radical ff^ ] , nous disons que G vé-
rifie l'hypothèse [ H ] . Si de plus -ê  est le produit direct d ' u n e algèbre semi-
simple et d ' u n e algèbre moyennable de type [ R ] [ i . e . que les valeurs propres de
ad X sont imaginaires pures pour tout X £ ̂  ] , nous disons que G vérifie5\/1'hypothèse [ H ] .

1 3 . 6 . Famille discriminante et discriminante restreinte d'homomorphismes associée
à G . - Soit C un sous-groupe compact distingué de G tel que \ soit un
groupe de Lie ayant un nombre fini de composantes connexes . Tout homomorphisme
de G dans IR additif s'annulant sur G , l'application V —> ^op , établit une
correspondance biunivoque entre les homomorphismes sur \ et ceux sur G . Nous
appelons alors famille discriminante [r e s p . discriminante restreinte] d'homomor-
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phismes associée à G , l'image par cette application, de la famille discriminante

[resp. discriminante restreinte) d'homomorphismes associée à \ . D'après le

lemme [ 1 3 . 2 ] , cette dé-Finition est indépendante du choix'du sous-groupe compact

distingué C .

1 3 . 7 . Proposition. - Soit G un groupe L.C.D. tel que \ soit compact. Alors

G vérifie l'hypothèse [H ] (resp. (\-\ ) ) si et seulement si toute famille dis-

criminante restreinte d1' l\-cocyoles associée à G coïncide avec la famille discri-

minante restreinte d'homomorphismes associée à G (resp. est réduite à ( 0 ) ) .

Preuve. - La proposition [ 1 3 . 7 ] résulte de la proposition [ 1 2 . 4 ] .

Nous obtenons alors pour les groupes vérifiant l 'hypothèse [H ] [resp. [H ] ]

la caractérisation :

1 3 . 8 . Corollaire. - Soit G un groupe L.C.D. tel que p \ soit compact et \——————— (_, p
soit de centre fini_, où R désigne le radical de G _, composante connexe de

l'unité dans G . Soit [K , a e A } , p] vérifiant l'hypothèse de ( 1 2 . 1 0 ) . Alors

nous avons les équivalences :

i ) l'espace de Poisson n de \i est mêtrisable ;

ii) n est homogène ;

iii) II est G-homéomorphe à n - . , , ;P Ç L V ]
iv) G vérifie l'hypothèse [H , ] .

1 3 . 9 . Corollaire. - Soit G comme dans le corollaire ( 1 2 . 8 ) . Alors G est de type

( J ) si et seulement si G vérifie l'hypothèse ("H ) .
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14. THEOREME CENTRAL LIMITE SUR LES GROUPES DE LIE SEMI-SIMPLES

14 .0 . Introduction. - Soit G un groupe de Lie ayant un nombre -Fini de composantes

connexes dont la composante connexe G de l'unité est semi-simple de centre quel-

conque. Soit p une mesure de probabilité sur G . On se propose d'étudier le
, . . , , ième - , ncomportement asymptotique de la n convolee, p , de p .

Soit G = NAK et G = NA%r' mod. m , (resp. G = NAK et G = NAl^F mod.

m? ) des décompositions d'Iwasawa et de Bruhat de G [resp. de G } . Posons

B = K 0 NAN et désignons par W la chambre de Weyl qui a servi à déterminer N

(voir ( 1 . 2 ) . ) . Alors nous savons [voir [^26j ) que mp-presque tout élément g de G

s'écrit de façon unique.

'\i '"o
g = x a k avec x € B , a G exp W et k £ K .

Dans le cas d 'un groupe de Lie connexe semi-simple de centre fini et d'une mesure

\i absolument continue par rapport à la mesure de Haar, Virtser [ [261 ] a étudié le

comportement de p dans la représentation

G = B (exp VI] K mod. m- .
0 b

Soit (îî,^, (X ) -,, , ( P ) „] la marche aléatoire droite de loi u surn n Ê u M g g G G
G et écrivons

X = x Cexp h ) k avec x e B , h £ W et k e Kn n n n n o n n

Virtser montre que pour toute loi (F , g e G , k [resp. x ) se comporte comme

la chaîne de loi p sur . \ Cresp. sur la frontière maximale droite /f r^ de
AN AN i

G) et h est asymptotiquement gaussienne. De plus pour presque tous les éléments

g de G , (plus précisément pour les éléments g dont l'image dans \ appar-

tient à une sous-classe cyclique ou à une classe ergodique sans classe cyclique

de la chaîne de loi p sur ..\ ) ; les v.a. x , h et k sont asymptotique-

ment indépendantes, pour la loi (P
g

Notre étude est faite directement dans la représentation d' Iwasawa. Soit p une

mesure de M (G) étalée apériodique et possédant un moment 2. Ecrivons

X = N (exp H ) K avec N e N , H e Ot et K G K ,n n ' n n n n n

où CJZ. désigne l'algèbre de Lie de A . K n 'est autre que la chaîne de loi p

sur K identifié à ,,,,,\ . Nous montrons que : pour tout x G G , la composante

N , converge fP -p.s. , vers une v .a. dont la loi est équivalente à la mesure de

Haar de N ; H est asymptotiquement gaussienne pour toute loi (P , g G G . De

plus pour presque tous les éléments g de G , les trois composantes sont asympto-

tiquement indépendantes, pour la loi fP , Ce résultat permet de retrouver celui
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de Virtser et de le préciser. En particulier on montre que la composante x con-
verge dans B , (P - p . s . V x € G .

1 4 . 1 . - Soit G un groupe de Lie ayant un nombre -Fini de composantes connexes
dont la composante connexe G de l'unité est semi-simple. Soit p une mesure de
H [ G ] que nous supposons apériodique [ i . e . que le sous-groupe fermé engendré par
le support de p est égal à G ] . Soit [ ^ , ^ , [X^ , (P ] ^] la marche
aléatoire droite de loi p sur G ; pour tout g e G , nous avons

\ ~- e ̂ •••\ • i^-P-3- -
où { Y . } , est une suite de v . a . indépendantes et de loi p .

Désignons par G = NAK [resp. G = NAK] une décomposition d'Iwasawa de G
(voir [ 1 . 8 ] ] [resp. de G ] . A est un groupe de Lie abélien simplement connexe ;
si CJt est l'algèbre de Lie de A , l'application, e x p , , , est un isomorphismen
analytique du groupe additif de UL sur A . Ecrivons,

X = N [exp H ] K avec M G M , H G (Jt et K G /< .n n n n n n n

Soient r ' l'intersection des norma'iisateurs dans G de N , A et K ; et F
le centralisateur de A dans K . Nous savons [voir § 1 ] que F ' rencontre les
différentes composantes connexes de G , est contenu dans K et son intersection
avec K est r . En outre NAF' et NAF sont respectivement les normalisateurs
de NA dans G et G .o

D'autre part, soit r = dim (Jt . Dans la suite nous désignons par h . ,
i G { 1 , . . . , r } un système de fonctions coordonnées par rapport à une certaine base
de Ct et par | | | | une norme sur Ci- .

1 4 . 2 . Comportement de N . - Si p est étalée apériodique et possède un moment
d'ordre 1 , nous savons [théorème [ 9 . 2 ] ] que N converge, [P - p . s . V x £ G ,
vers une v . a . N à valeurs dans N . De plus nous avons :

Lemme. - Pour tout élément g de G _, ta toi À de ta v . a . N , par rapport
g 00

à ta probabilité P , est équivalente à la mesure àe Haar m de N .

Preuve. - Soit Z [ G ] le centre de G ; Z [ G ] est discret et contenu dans K .——————— 0 0 0
Soit p l'application naturelle de G sur _ . . - , \ ; quitte à remplacer le coupleL lu J
[ G , p ] par [ p [ G ] , p [ p ] ] , nous pouvons supposer que G est de centre trivial ;
K est alore compact.

'\iConsidérons la décomposition de Bruhat de G , G = NANF' mod. m ; et notons g
Gl'application naturelle de G sur / ̂  , . La restriction, g , de g à N
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est un homéomorphisme de N sur un ouvert de / ^ , , de (3 [m^-]-mesure 1 C [26"] ) •

D'après le théorème [ 9 . 7 ] nous avons g C À ] = e ^ 3 [ À ] et g [ À ] est l'unique
g g e e "

mesure de probabilité p-invariante de la -Frontière maximale droite / "\ , de
p ANi

G . Or la chaîne de loi p sur / ^ , est ergodique et la probabilité de tran-

sition de cette chaîne vérifie la condition de Doeblin pour la mesure f3[m,,]
K

[voir corollaires [7 .2 ] et [ 7 . 6 ] ] . D'après [23] nous savons qu'alors ( 3 [ À ] est
e

équivalente à @ [ m ^ ] . g [ À ] est donc une mesure quasi-invariante sur
r i\ e

/Af^p » • Le lemme s 'en déduit immédiatement.

1 4 . 3 . Comportement de H . - Si [K ,g ] est un élément de KxG , on désigne par

H [K ,g ] la composante sur ût [dans la décomposition G = N[exp CL] K ] de l'élé-

ment kg de G . Il est -Facile de voir que l 'on a

H(yK ,g ] = Ad y [ H [ K , g ] ] . [ y (= r ' , K G K , gE G ] ,

[i.e. exp H[yk,g] = y [ e x p H [ K , g ] ] y " 1 ] ;

en particulier

H[yk,g] = H [ k , g ] [ y ^ F , k e K , g € G] .

Considérons alors l'application naturelle g de G sur \ et posons

TT[u,g ] = H[k ,g ] - [u e ^^ , ge G] ,

où K G K avec f 3 [ K ] = u .

Pour tout couple [u,g] de \ x G , H[u,g] est bien défini et on vérifie

que l 'on a

^u,g^] = Ï Ï [ u , g ^ ] + ÏÏ[u.g^g^] [ u € ^^\G ; g^g^e G] .

D 'où nous avons
_ n

H^ = Ï Ï [B [e ] , X^ ] + ^ H [ @ [ X ^ _ ] , Y . ] .

Si p est apériodique et étalée, nous savons [lemme [ 7 . 7 ] ] que la chaîne de

loi p sur , \ i n \ est ergodique. [On notera que «,/,p\ est G-homéomorphe au
IMM 1 IMA1

G-espace produit B [G ] x p \ , où B [G] désigne la frontière maximale de G] .

Supposons de plus que

W [ [^ [u^ ] ] ] 2 \ ^ [du ] p [dg] < + °o ,

'NAr^ J G

où \) désigne l'unique mesure p-invariante de M [ , \ ,Ap\ ] • Ce qui est le cas si

p possède un moment d'ordre 2 . [En effet la fonction

F C g ] = sup pCu.g]] ] [ ge G] ,

u e NAF^
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est une fonction sous-additive positive continue de G . Si p possède un moment
d'ordre 2 , nous savons alors [voir [ 6 . 3 ] } que L [ F [ g ] ] p C d g ] < + œ et la
condition [ x ] est vérifiée] . Alors d'après [ [ o ] , c h . 5 , § 7 } , pour toute proba-
bilité P , g £ G , le vecteur H de CJL est asymptotiquement gaussien, de
moyenne n e , de matrice de covariance n a , oùJ p P

e = Ï Ï [ u , g ] \ ) [ d u ] . p [ d g ]
p W5 JG

et la matrice de covariance o est non dégénérée [voil^ [26] prop. 1 ] . Plus pré-
cisément, désignons par <() la loi gaussienne sur ÇA. de paramètres {n e .no } ,

alors pour tout g € G et tout e > 0 , il existe un entier n C e ] tel que pour
tout entier n supérieur à n , on ait

sup | |P [H e v] - ()) [ V ) | < e ,

où V est un borélien de Ci de la forme { H e Q. : h . [ H ] < a . , i G { 1 , . . . , r } }
pour des réels quelconques a . , i £ { 1 , . . . , r } .

1 4 . 4 . Comportement de K . - K n'est autre que la marche de loi p sur K.——-—————Q———- n n ^
identifié à \ . Si nous supposons que la mesure y de M [ G ] est étalée,IMA
nous savons [voir [ 1 0 . 3 ] ] que cette chaîne possède un nombre dénombrable de classes
ergodiques, soit E . , i G I , où I est un sous-ensemble fini ou infini de fN ;
et pour tout élément g de G , K finit par rentrer, P - p . s . dans une classe
ergodique et y reste.

Si g £ G , on note g sa composante sur /< pour la décomposition d'Iwasawa.
Comme on a yg = yg [ y £ F ' , g £ G ] , les éléments de F ' permutent les classes
ergodiques ', c''est-à-dire que pour tout i £ I et tout y £ r ' , il existe
r [ i , y ] £ I tel que yE^ = ^ [ i . y ] •

Si de plus y est apériodique, on sait que la chaîne de loi p sur (unr^ es^
ergodique [lemme [ 7 . 7 ] ] . On en déduit [voir [ . 2 6 ] , § 5 ] que si A et B sont deux
classes ergodiques [ o u deux sous-classes cycliques] pour la chaîne de loi V sur
K , il .existe y £ r tel que YA = B . Si r est connexe, la c-haîne de loi P
sur K est ergodique [voir [ 2 6 ] , $ 5 ] . Dans le cas général, F possède un nombre
fini de composantes connexes ; appelons s le plus petit entier tel que pour tout
élément Y de F , on ait y £ F , composante connexe de l'unité dans F ;
alors la période d ' u n e quelconque classe ergodique de la chaîne de loi P sur K.

est un diviseur de s [voir [ 2 6 ] , § 5 ] .

^1 4 . 5 . Indépendance asymptotique. -- Soit p une mesure de H [ G ] étalée, apério-
dique, possédant un moment d'ordre 2 . Soit g un élément de G dont la compo-
sante, g , sur /< appartient : soit à une sous-classe cyclique C d ' u n e classe
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ergodique E . de la chaîne de loi p sur K. Ci € I] ; soit à une classe ergo-
dique E . sans classe cyclique de cette chaîne. Dans le premier cas, nous notons
C la sous-classe cyclique de E . contenant, (P - p . s . , K ; nous avonsn . ^ g p n
C , = C , où d est la période de la classe ergodique E . ; nous désignons
par \) l'unique mesure de M [ C ] y -invariante. Dans le second cas, on con-
vient que C = C = E . n e HM * et \)p = \ ; . est l'unique mesure p-invariante

^"o n ^osur E .
o

Avec les notations de [ 1 4 . 2 ) et [ 1 4 . 3 ) nous avons alors :

1 4 . 6 . Théorème : Sozt [ G . p . g ) comme en ( 1 4 . 5 ) . Soient U un borêlzen de N tel
que m . , [ 3 U ) = 0 ; T un ïiovél'ien quelconque àe K et
V = { H £ d : h . [ H ) < a . , ie { 1 , . . . , r } } , où les a . sont des véels. Alors
nous avons

lim sup | p { X e U[exp V ) T} - À [ U ) (^ [ V ) \) [ T ) [ = 0 .
n^+oo V . T g g N

Preuve. - Nous savons que la composante N converge P -p.s. vers une v.a.

N dont la loi À [par rapport à la probabilité tP ) est équivalente à la
6 6

mesure de Haar m., [voir [ 1 4 . 2 ) ) . Par suite, pour tout borélien U de N tel

que m [9U) = 0 , nous avons :

lim ŒEg [|VNJ - VN^I] = 0 .

Pour tout e > 0 , choisissons un entier n , [ e ) tel que V n > n [e )

^g HV^ - VNJ] < c
Soit i^ {0,. . . ,d- l} , pour tout k € C. , {kY . . . Y } est une chaîne er-

godique sur C. , nous avons donc [ [6J)

sup sup | P [^ € T] - \) [T) | < a e p

k € c^ {borélien T de C^} P i

où a et 6 sont deux constantes > 0 . - . ,
-3P/, [e )

Pour tout e > D , choisissons un entier p . [ e ) tel que ae < e .

Pour £ > 0 donné, écrivons X = X r -i U T r -> _i avecn n , [ e J m p [e ) d

n = n , [e) + m + p , [ e )d , U = Y . . . .Y et T , = Y . . . .Y , .
1 1 m n^+' ^^+ m P^d n +m+1 n +m+p,d

Posons U = N1 A1 K1 avec N1 e N . A1 G A , K1 G K et A1 = exp H1 avecm m m m m m m m m
1 1 1H G (Jf, . Nous savons que N converge IP -p.s. vers une variable aléatoire N, m m g oo

de loi À^ .
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Considérons la décomposition de Bruhat G = NANr ' . Comme X et U sont des
n m

v.a. indépendantes pour tout m G OM , nous avons

P [x N1 ^ NAi^ir't = £ x p ^dx) ip |"xN é NArÏr'1g L n m ^ J e e L m r J

et

ÎP [X N^ ^ NAI^ir ' ] = ] e ^ y ^dx] P^ [xN^ ^ NA^ir'] .

D'après le lemme [ 9 . 1 1 ) et [ 9 . 1 3 ] il s'ensuit que pour IP -presque tout œ de

S"2 , il existe m [œ) tel que

i) V m > m [œ) , X N1 G NA^IF 'o n^ m

ii) lim X [ œ ] M1 [œ ] = X [01] N1 [œ) £ NAl^r ' .n n^ m n^ °°

•'l Qj
On peut alors trouver un compact Q de l'ouvert NAIMr" de G et un entier

m , [ £ ) tel que

P ['{X N1 G Q1 , V m > m,} n {lim X N1 ' = X N1 e O1} ' ] > 1 - £/2 .g1 - n m £ ^ /] j i n m n œ £ - 1

D'autre part, choisissons un compact Q de G [que nous pouvons supposer véri-

fier O2 = U k Q2 k ~ 1 ) tel que IP ["T -. ^ ^1 > 1 - e/2 . Posons
£ K G K £ g P1 d £

^ = {X N1 G Q1 , V m ^ m , } H {lim X N1 = X N1 G O 1 } n {T E Q2 } ;
£ n^ m £ 1 ^ n/) m n/] 00 e P^d £

nous avons P [^ ) > [1 - £ /2 ] > 1 - £ [car T est indépendant de X et
g e p d p n

de U ) . ' '
m 1 ^

Sur Çî nous avons, X N = u a y u , o ù u , a , y e t u sont des£ n m m m 'm m m m m m
suites qui convergent respectivement vers des éléments u, a, y et u en restant

^
dans un compact -fixé respectivement de N , A , V et N . D ' o ù

"n - ^ ̂  ^m ̂  ^1) ̂  ^m''1 ^ ̂  ̂  ^d •

Désignons par s une section de l'application naturelle ç de G sur \
G

à valeurs dans r' . Comme T centralise A , nous avons sur ^ °
£

y A1 y"1 = s o Ç [ X N 1 ] A\s o . ç [ X N 1 ] ) " 1

m m m n m m n m

= s o ç [ X ] A 1 [ s o ç [ X ] ] ~ 1 ,-
"1 m "1

c'est-à-dire

Ad y [ H 1 ] = Ad s o ç [ X ] [ H 1 ) = H[s o ç [ X ] , U ] .
m m n m n m

D'autre part, nous savons [lemme [ 9 . 9 ] que [A ) x A , x e ÎÏ , converge,

[P -p.s., vers e , uniformément sur tout compact de N . Comme on a
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H = exp.1 a + H C s o Ç [ X ) , U ] + H [e ,Y ( [ A 1 ] " 1 î A 1 ) K1 T ,) ,n A m n m m m m m m p d

on en déduit qu'il existe un sous-ensemble de ^ de même P -mesure et une cons-
1 2 e g

tante Y ^ O p ' Oc -^ tels que sur ce sous-ensemble, que nous noterons toujours ^ ,

on ait, pour m > m . ,
H - H(s o ç [ X ) , U ] < ym n, m "

D'après [ 1 4 . 3 ] , pour tout e > 0 , il existe un entier m C e ] tel que V m > m

sup sup | IP [ H C s C y L U ] e V] - <}) [V ) [ < c/2 [noter que \G est fini),
v y e ^ 6 g

sup P [ H C s C X ^ ) , U^l G V ] - (^[V] < e/2 ,

et

sup [ P [ H e v ] - ( ( ) [ V ) | < £
g- n

D'autre part, comme la matrice de covariance a est non dégénérée, il existe un

entier n [ e ) tel que pour tout n ^ n

sup sup P [a. - Y < h . [ H ] ^ a . + y 1 < e/r .
V i e {1 , . . . , r } g z z n 1 J

Ceci dit, soit e > 0 donné. Choisissons

n> sup {n C e ] , n [ e ] + sup {m [ e ] , m ( e ) } + p . [ e ] d}

et posons n = n [e ) + m + p . [ c ] d . Nous avons :

a] s u p [ l P f N E U , H E V , K G T ] - p [ N E U , H E V , K e T " | [ . $
\ / - l - g n n n - 1 g ^ n n n - ' l

Eg Ellu^n1 - ^^n1!"!^ 2e • g Ll U n U n "

d'après le choix de n ( e ) .
Ub] [ { H ^ E V} A {H [s o Ç [ X ^ ] , U^ ]E V } ] H ^C ^ ^ ^VJ . . , ̂  {^ - Y ^ h^]

^ a^ + Y) '
puisque m > m . Par suite

sup [ IP [N E U , H E V , K E Tl - IP [N E U , H(s o ç [ X ] , U ] E V ,
V^ g ^1 n n g ^ ' n^ ' m

K E T~|n J

< sup PgE^n^ v^ A ^ H [ s ° ç^n ] ' ̂  G v}]y gL n ' n ^ ' m

< £ + r sup sup [P [{a. - y ^ h. [H ] ^ a. + y}1
i E { 1 , . . . , r } V g 1 i n i -^

< 2 e , puisque n > n [ e ) .



sup 1 îp [JM E u , H(s o ç [ x ) , u ] e v , K e T] - F (}i e u ,g - n g" n,V,T

H[s o ç [ X ] , U ) E V] \) m| = sup | (E [l [N J 1 [H [s o Ç C X ) ,U ) ]
V,T

(E EVS,) li^j - ^ m)]
ù f désigne la tribu engendrée par les v . a . X

.< sup Eg [| OEg|l^l ? J - ^ (T ) | ] (noter que C^ ^ » C^)
' 1 n +m 1

^ sup tE [| [E^ l^^p d ) " ^C m^ Cpropriété de Markov)

sup [ iî3 rx , e T] - v- m 1sup
k e c -p r\ p , a L

n . m T ' "1^

$ sup sup sup l IP,^ , ^ T] - v [ T )
i G { D , . . . , d - 1 } k e c. T K P^" Ci

< e ; d 'après le choix de p [ e ] .

d) sup P [N^ G U , H[s o Ç [ X ^ ] , U ] E V] - IP [N G Ll] P [h G v] |

1 [ N ^ [ œ ] ] [P [H(s o ç [ X ^ [ c o ] ) , U ) G V] - P [H G V]] d P [oj]sup
V J^

car X et U sont des v . a . indépendantesn m ^

^ sup sup | (P [H [s [y ] , U ) G v1 - P ["H e v1
v P: \ G \/ § m ë L n J

< c/2 + e/2 + sup P [ H [ s o ç [ X ) , U ] G V ] - p [H G V ] [puisque m > m ]
\y & ' i ̂  m g n 2

< £ + sup P [{H G V} A { H [ s o ç [XJ , U ] G V}1
V & I m - '

< 3e (d 'après b ] ) . .

e] 1 ^gl-^n E u! - \^\ < ^gH^^n ] - ^m^ < £ '

d 'après le choix de n [ e ] . Et

sup | P [H G V] - A [ V ] | < e car m > m-[ e ] .
\ / & ' ' " /-
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De a ) , b ] , c ] , d ) et e ) il résulte alors que l ' o n a ,

sup Pg[N^ U , H^e V , K^e T] - À C U ] ((^m ̂  m[ < 10 c .
V , T " n
Le théorème ( 1 4 . 6 ] est prouvé.

1 4 . 7 . Remarque. - Dans ce qui précède, on s'est donné une décomposition d'Iwasawa
et on a étudié le comportement asymptotique, dans cette représentation, de la loi
de la marche aléatoire droite de loi p sur G . Supposons que pour une mesure
donnée, on s'intéresse seulement au comportement de y1'1 . On peut alors trouver
une décomposition d'Iwasawa N A K. de G telle que l'élément neutre e de G
appartienne : soit à une sous-classe cyclique d ' u n e classe ergodique de la chaîne
de loi p sur K ; soit à une classe ergodique sans classe cyclique de cette
chaîne. En fait, si N A K est une quelconque décomposition d'Iwasawa de G , la

-1 -1 -1décomposition d'Iwasawa, [gNg ) CgAg ) ( g K g ] , vérifie cette propriété pour
m^-presque tout élément de g de G . Pour une telle décomposition d'Iwasawa,
nous avons alors, avec la notation du théorème [ 1 4 . 6 ) ,

lim sup I^CUCexp V ) T ] - À ( U ) <^> ( V ) v [ T ] = 0 .

1 4 . 8 . Théorème. - Soient (G,p) comme en ( 1 4 . 5 ) et [ ^ . ^ . [X ] , [P j )
——————— n n G HM x x G G

ta marche aléatoire droite de loi p sur G . Considérons les décompositions

G = N A K (luasaua) et G = B (exp W) K mod m (voir ( 1 4 . 0 ) ) . x désignant un

élément quelconque de G y pour fP -presque tout œ de Q, , X ( œ ) s'écrit^ àx n
partir d'un certain rang y

x (a)) [exp h (a)) ] k C œ ) ,n n n

où {h (( jû)} et {k C o ) ] } sont des suites d'éléments respectivement de W et K ^

{ x ^ C œ ) } est une suite d'éléments de B convergeant vers un élément x [œ] de

BQ . De plus si \> désigne ta toi de x^ par rapport à HP y l'image de v

par l'application naturelle de G sur G/,,;^, s'écrit e x v , où \> désigne
M p r\IMl X

t'unique mesure ^-invariante de M [ /.^ p, -, •
•

D'autre part, soient U et T des boréliens respectivement de B et K tels

que m ^ C r O U ) ] = 0 et m ^ C 9 T ] = 0 . Alors si g est un élément de G comme en

( 1 4 . 5 ) nous avons

lim sup | P [x^ e U[exp V)T] - \) [U) ^> [V ] \) [ T ] | = 0 ,g n -J g 'n cn V

où <^> , v et V sont comme dans le théorème ( 1 4 . 6 ) .
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Preuve ; Reprenons les notations des paragraphes 1 et 2 : désignons par

-</ = &M @ CS. @ V^ la décomposition d'Iwasawa de l'algèbre de Lie -Of, qui corres-

pond à celle G = N A K de G ; par E l'ensemble des poids de la représen-

tation adjointe de Ç5t dans c^T . Pour tout Â G E , on note ^ le poids de la
1 À

représentation adjointe de A dans cN dont la différentielle en e est \ .

Nous avons alors :

1 4 . 9 . Lemme. - (D'après Virtser^ (jS^l lomme 4 ) . Soient {a } une suite d'éléments

de A telle que :

i ) Log ^a^ 1 ^ -00 V A G Z^

Log l^a^l
ii) sup ———————————— < + ° o V À , À ' G Z ;

n Log |(j), , (a ] |A n

'v' r\,
et C un compact de N tel que u a appartienne à K [exp W ) K pour tout entier

naturel n et tout élément u de C .

Alors à partir d'un certain rang3 nous pouvons écrire

^ ^ r\, '\J ^

u a = x [u) a' [u] k [u] [u € C) ,n n n n

où (x [ u ] } (resu. (k [ u ] ) ] est une suite d'éléments de B_ (resp. K^ con-n - n 0
vergeant^ uniformément sur C , vers e _, et { a ' ( u ) } est une suite d'éléments

de exp W telle que {a [u') a ' [ u ' ] } cower^e,, uniformément sur C 3 ygrs e .

Preuve. - Pour u G C , écrivons u a = x ' a' k' avec x ' G K , a' G exp W et————— n n n n n n
k' € K . Posons B = K H NANF ; B est un ouvert partout dense de K [voir ["26"| ) .

Désignons par 3 l'application naturelle de K sur / , g [B ] = 3 [ B ] est
K -^

alors un ouvert partout dense de / .

D'après la preuve du lemme 4 de [26J, nous savons que la suite { x ' } a ses va-

leurs d'adhérence qui appartiennent nécessairement à r . Autrement dit la suite
i/

{ g ( x ' ] } de / converge vers 0 C e ] . A partir d 'un certain rang nous avons donc

x ' G B et x ' s'écrit t y avec t G B-, et Y G r . Nous avons alorsn n n n n 0 n
u' a = t a ' [ y k ) et nous pouvons appliquer les. conclusions du lemme 4 de [26^].

Le lemme [ 1 4 . 9 ) est établi.

Preuve du théorème 1 4 . 8 . - Ecrivons X '= N [exp H ]K avec N G N , H G Ct—————————————————— n n n n n n
et K G K. • Considérons la décomposition d' Iwasawa, G = KAf^ , de G et

'\» '\> .
posons N = y u a-, avec y c K , u G N et a G A . Remarquons quen n n " n n n - 1 - 1

-1 '\>-1
y = N a u appartient nécessairement à B- . Soit x G G . Comme N con-n . n n n 0 n
verge, P -p.s., vers N , les suites y , u et a convergent P -p.s. res-
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pectivement vers des variables aléatoires y , ï et a , à valeurs respectivement

dans B , N et A telles que N^ = y S a .

p étant étalée, il est -Facile de voir [cf. [ 9 . 1 3 ) ) que l'on a
E ^D^r^ ^^P w^] < + °° . Il existe alors un sous ensemble mesurable ÎT

n G N
de tP^-mesure- 1 tel que pour tout œ € ^' , il existe un entier n [œ) pour le-

quel V n > n [œ) .

X ^ [ œ ) = x ^ [ œ ) exp h^ [œ) l^Cœ) avec x G B , h G W et k G K .

Sur ^' nous avons alors à partir d 'un certain rang

^n exp Hn] = ^n1 xn ] ^P ̂  [ \ C ] •

Désignons par {-r^ , À G Z ^ } la famille d' A-cocycles sur B [G) x' Ve associée

à G pour la décomposition d'Iwasawa G = NAK et par v l'unique éîément de

B [ G ) x \ invariant par NAF [voir $ 2 ) . Posons ST' = {œ G ^' : lim N [œ) = N [œ)
D n °°

1 u n
ïï T À ( v o ' x ^ [ œ ] ] —> ^ < ° ' v À e E^ . ^" est de IP -mesure 1 [voir [ 9 . 5 ) ) .

Pour tout œ G ^" la suite a ^ [ œ ) exp H^[ùj) vérifie les hypothèses i) et ii) du

lemme [ 1 4 . 9 ) . En effet pour tout À E Z , nous avons sur î2"

-n- Log [(^[o^ exp H^) [ = -^ Log |<^[c^) [ + ^ Log .(^[exp H^) |

= - ^ L o g |^[^)[ ̂  ^^^Xp^ ^°ir [ 2 . 9 ) )

———> a < 0 .A

D'après le lemme [ 1 4 . 9 ) , sur ST , nous avons donc à partir d ' u n certain rang

n̂ exp ̂  = ̂  e xP [ hn ] ̂  -
où { t ^ } [resp { k ^ } ) est une suite d'éléments de B^ [resp. de K) convergeant
vers e , { h ^ } est une suite d'éléments de W telle que [a exp H ) e xp[-h )
converge vers e .

Dn en déduit que sur ^" , nous avons à partir d ' u n certain rang

\ ~~ ̂  ̂ ̂ avec ^n e r
Hais comme x^ G B^ et y^ t^ converge vers y G B^ , les suites { x } et {y }
convergent respectivement vers y et e .
Soient \^[resp À ^ ) la loi de la v . a . y [res p . NJ par rapport à (P

Comme les mesures images de ̂  et À^ par l'application naturelle de G sur
^AfÏr' sont ide^lt:i-qLles' la première assertion du théorème [ 1 4 . 8 ) est prouvée.
Soient U et T des boréliens respectivement de B et K tels que

m ^ [ r [ 9 U ) ) = D et m , . [ 9 T ) = D .
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Nous savons que sur ^î' , à partir d 'un certain rang, on a :

i] x = y t' , où t' converge vers e et y converge vers une v.a. y dont

la loi \) , par rapport à IP , vérifie \; [ 9U ] = 0 .
X X X

[Car m. , [ r [9U] ] = 0 et l'image de v par l'application naturelle de K sur
K x K/ est la restriction à un ouvert d 'une mesure quasi-invariante de / ] .

ii] k - k" K , où K" converge vers e et les mesures \> sont absolument

continues par rapport à la mesure de Haar de K . n

II est clair alors que l 'on a
\

lim sup | P f x € U , h G V , k G -H - P FV G U , h G V , K G T"] |„ ' x 1 - n n n J x '--n n n J '

< lim ^^n e u ' ^'^ T) A (y e u ' K e T^ = 0 •
n

-l
D'autre part sur ^" , H -h converge vers exp a . Vu le comportement de H

[voir ( 1 4 . 3 ) ] , il est alors clair que l 'on a

lim sup | P [[H e V] A [h e V]] = 0 .
n V x n n

On en déduit que l 'on a

lim sup P fx e U , h C V , k e TÎ - IP fy e U , H <= V , K e -1-1 = 0 .> , x l- n n n -! x L n n n J

G
Désignons par g l'application naturelle de °/ ^ [^K/ ] . La restriction ç>

(resp. @ ] de 0 à N [resp. à B ] est un homéomorphisme de N [resp. B ]

sur son image qui est un ouvert partout dense de ° / ^ . En notant alors que

^n e u , H^ e v . K^ e T] = p^ e g,1 o ^ (U] , H^ e v . ̂  e î] ,
0

la deuxième assertion du théorème résulte du théorème [ 1 4 . 6 ] .
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