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Ce mémoire se situe dans la topologie différentielle et algébrique des variétés

différentiables de dimension 3<

Soit donnée une application f : (l-i , ÔI'l) —^ (il , ON) de 3-variétés compactes

connexes satisfaisant & 1 * hypothèse fondamentale ^(f) , que f induit un isomor-

phisme de groupes fondamentaux et que f respecte la première classe dû otiefel—

Whitney» Dans cette situation ce travail comporte les éléments d'une classification

à homotopie rel oM près d'applications qui sont homotopes à une application qui

coïncide avec f jusqu'au 1-squelette de n (qui possède une décomposition cel-

lulaire).

Ceci peut être conçu comme une continuation des travaux de THOrlAS et SV7ARUP dans

la théorie d'homotopie de dimension 3<» D'après ces travaux on est tenté de voir le

type d^omotopie d1^^ 3-variété (fermée) ri comme la donnée de i° son groupe

fondamental TT M qui prescrit grosso modo le 2-squelette de la variété, i, e. le

type dthomotopie de M-point, et de 2° la façon dont "la 3-cellule" est attachée

au 2-squelette, SWARTÎP la voit comme l'image de la classe fondamentale

(M) 6 ïL(M ; Z) dans le troisième groupe d'homologie de l'espace d'Eilenberg^-

MacLane de n. M , T, e H-(K("n- M y l) ? J )̂ . Bans [H4l cet invariant est inter-

prété comme la première obstruction pour trouver une rétraction de i sur son 2-

squelette (ou, ce qui revient au même sur li-point). S^ARUP a montré qu'un isomor-

phisme 6 : TT. M —> TT- N tel que Q * i\, = T,j peut être réalisé par une équiva-

lence d*homotopie de degré l» Si on attache peu d'importance à la donnée 2°, une

3—variété ressemble à un espace d'Eilenberg-ilacLane et on peut s'attendre à ce que

la classification à homotopie près des applications réalisant ô soit abordable.

Ceci est un cas spécial de la classification recherchée.

Des résultats partiels sont connus. Dans [P ; p< 356] et [L ; App. Il] on

montre que la rotation parallèle è une sphère qui ne sépare pas la 3-variété n'est

pas homotope à l'identité. Dans [Hl] j'ai considéré le problème suivant ; Soit

donnée une variété I-i qui est une somme connexe de variétés suffisamment larges et
2 1d'exemplaires de S x S et une 2-sphère dans II • Est-ce que la rotation paral-

lèle à cette 2-sphère est homotope à l'identité ? Il y est montré que c'est le cas

seulement si cette sphère est nul—homotope.

Le théorème de sphères de Laudenbach (voir [L ; Ch. 11:1 J ) et [ill] menaient è

un théorème à la Waldhausen pour des variétés non nécessairement indécomposables

pour la somme connexe dans [H2~| • Ce dernier travail comporte principalement un

théorème de scindement d'équivalences d'homotopie de variétés P -Inscérable s

(i. e. ne pas possédant de plans projectifs à fibre normal trivial) le long d'une



2-3phore (voir aussi [L ; Ch. V] ). Le présent mémoire a servi dans [H3~| à dé-

crire l'obstruction totale au scindement d'équivalences d'homotopie'le long d'une

2-sphère dans la situation générale de la présence de plans projectifs à deux côtés»

Ce travail nous place au plein milieu du problème suivant> qui est en quelque

sens la version absolue de ce qu*on a discuté tout au début.

Soit f : (N , ON) —^ (N y ON) une application coïncidant avec l'identité sur

ON et sur le 1-squelette et qui est (une équivalence d'homotopie) de degré !•

Est-ce que f est homotope à un homéomorphisme ?

Remarquons qu'on a éliminé les effets de la Conjecture de Poinearé et de la tor-

sion de Franz-Reidemeister. En plus dans [H3] on a montré que dans cette

situation-ci la torsion de Jhitehead de f est nulle. On sait décider si f est

homotope à une composition de rotations parallèles aux sphères et aux plans pro-
p

jectifs à deux côtés (voir g. plus loin). Si N est P -inacérable f est ho-

motope à une rotation parallèle à une sphère. Si N ne l'est pas, f n'est pas

nécessairement homotope à un homéomorphisme selon [lï3 ? Th. C] (voir aussi la

Conjecture 1 de Ch. V, 4.5).

LES AUXILIAIRES

1. La théorie d'obstruction à la Eilenberg-Steenrod-Olum ou la récurrence par sque-

lettes. Cette théorie a déjà eu succès dans la classification des applications

K3 —> S2 d'un 3-complexe K sur la 2-sphère. C'est le travail de HOPF et

POîJïHYAGIN (LPJ) dont le résultat est comme suit. Soient f » g î K—> S" deux

applications coïncidant sur le 2-squelette ; alors f est homotope à g si et
'Ï -$fr ^

seulement si la première obstruction d ( f , g ) e H ( K 5 f TT- S ) satisfait à une

égalité comme suit :
d(f , g) = x u f* z2

où x1 <= ir^K ; f* rr^ S2) et où z est un générateur du groupe infini cyclique
? 5 ?

H (S 5 17^ S ) et où on utilise le produit de Jhitehead comme homomorphisme
? 2 2

""2 <8> ̂  s ——> "3 "

2. Le théorème de la sphère de Papakyriakopoulos-'tiniitehead-Epatein (voir [E]).

Etant donnée une 3-variété compacte et connexe N , il fournit une résolution de

•n N en tant que TT N-module.

3. Le théorème de llilton sur les groupes d'homotopie d'un bouquet de sphères. Si

•n \\ i- 0 , le revêtement universel M de N a le type d'homotopie d'un bouquet de

2-a pliure s et alors ce théorème nous donne une expression du groupe abélien (libre)
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TL- N en termes du groupe abélien libre TT- N o

En l'ab-^nce de plans projectifs à fibre normal trivial ceci mène déjà à une sim-

plification surprenante. Si f , g : (M » ÔM) —> (N » ON) coïncident sur le

1-squelette et satisfont à F(f) et F(g) et que deg f == deg g-, alors il y a

une composition p de rotations parallèles à des sphères dans N telle que

f ^ pg • Pour compléter la classification, il restera à considérer les cas sui-

vants : Soit W une variété compacte telle que ôW ^ S et que n, W soit fini f

est-ce que la rotation p.. le long de ôW est homotope ou non à l'identité

(rel ôW) ?

La réponse suit d'une recherche de suffisamment de propriétés formelles de l'obs-

truction ô(prj f Id) et de l'injection des théorèmes sTivants,

4» Théorèmes de Smith, d'Artin-Tate et de Bumside sur les groupes finis. D'après

Si-iITH, la cohomologie d'un groupe fondamental fini TT d'une 3-variété fermée est

périodique, d'après ARTIN-TATE, tout Sylow-sous-groupe est alors soit cyclique,

soit quaternionique généralisé. BURKTSIDE donne une présentation d'un groupe dont

tout Sylow-sous-groupe est cyclique.

En présence de plans projectifs à fibre normal trivial on a besoin d'une étude

supplémentaire de TT^CN) en tant que TT, N—module. Remarquons que la présence des

plans projectifs n'est pas toujours comme celle dans un facteur de somme connexe

Al ou P2 x S1 ([Ri).

5. Grâc.e aux Théorèmes a'Epstein relatifs aux plans projectifs à fibre normal tri-

vial [El , on obtient une notion de self-intersection homotopique sur TT,, N (voir

plus loin) qui mène i une description de la classification entamée, indépendante du

choix fait dans 2»

LS3 RJ^UIITATS PRINCIP^JX

Soit IT une 3-variété compacte connexe, posons A., le sous-ensemble de n N

des éléments d'ordre 2 et renversant l'orientation. A^ est muni de l'action de

TT. il par conjugaison, et il a ainsi un nombre fini d'orbites y. , • • • , y , re-

présenté par des éléments a . , . . . , a • Soit pour chaque élément \ e A«r ,

o- î (S , *) —^ (îî , *) une immersion dont l'image est un plan projectif à fi-
À

bré normal trivial portant le lacet À. , alors :

(a) XI est ••l̂ fini_ une suite exacte de TT H-modules

0 —» TT^ ^(iï) —^ TT^ N -!-» |[ (g) ^:A,] —> Û

en •••^j.^n;: l(o ) = L <8> o;. et l(o) == 0 si CT est un plongem^-nt de la sphère
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dans N»TT? - (îT) est le souâ-module de TT^ N engendré par les plongements. L'ho-

momorphisme 1 est la self-intersection homotopique (voir 5.).

Etant données deux applications f , g : (l-i , St-l) —->(N , ôN) coïncidant sur

le 1-squelette et qui satisfont aux hypothèses fondamentales J?(f) resp< ?(g) ,

alors :

(b) Si deg f = deg g , il y a un homéomorphiame p composé de rotations paral-

lèles à un système de plans projectifs à fibre nomal trivial dans ri , mutuelle-

ment disjoints, tel que gp et^ f sont homotopes jusqu'au 2-squelette.

Précisé d'une autre façon, les classes d'applications g : (l: , o^) —> (K , ON)

coïncidant avec f sur le 1—squelette et homotopea entre eux jusqu'au 2—

squelette, sont en correspondance avec les éléments de S (L , QM ; f' -n N) •

Cette correspondance est donnée par la première différence g<—>-d(f , g) ,

(c) L^omomorphisme H2^! y ôll ? f* TT^ N) ^ ï ^ ^ ' ^ x (^ <â,, ,Z[Aî-l) <ioimée par

ôd(f , g) = deg g - deg f ^

ud(f , g) = (v^ u 1̂  d(f , g)) n (M , ÔL.) e H^(L ; ̂  ® S-^) = ̂  ^ ^^3
1 TL. N '

est un isomorphisme sur son îmage ( w,, désigne la première classe de Stiefel-

Whitney de K ).

(d) N est fermée et n N admet un sous-groupe libre jl'ind_icefini_ si_et soule«-

ment si l'image à.Q ô n'est pas triviale, ce qui revient à dire que

H^(l. , m ; f^ TT^ N)

est de rang !•-

Les résultats b , c et d généralisent les résultats rie [112 ; § 2] qui
?

étaient restreints aux variétés P —insécables (i. e. A = ^ ),

Dans la suite on considère cl^s applications qui sont une équivalence J; ' homotopie •

Soit f ; (i-i , ai1.) —^ (N , ON) une telle application, j.1 y a un homomorphisme

A : H1^ , ÔÎ-. ; f* TT^ N) ——>P?(l-. , ̂ i ; f'^ n N) tel que eoker A est en cor-

respondance avec les classes il ' homotopie rel 01 '"!'applications q^i coïncident

avec f jusqu'au 2—squelette, 1 osons tf(A.^) le Z-mo^ule engen;lré p :̂-.' les pair-es

(^ f P') > (^ » P- e ^n) et le3 éléments X (A e A ) avec certaines "e If L-ions.

(e) II y a- une suite exacte rie j^—modules

j^ ^ r^ SPh(;,•) ——^cok- A -^.-(Aj ——».L .
'n ili

En posant pour x ^ n i'! , (x] la classe -l'homologie '"n-i cocyclc :̂ jii prc-n4 aur

la 3—collule cie i. la valeur x , on construit t ;<; trilo .façon (^11-
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t ( { f , , ( j , f , a ])) = <À , p.) et que t([o IIopf}) = À
f^ f^

(où C » 3 es^ 1e produit de Whitehead et où IIopf est le générateur de TL, 3 ),

L*image de r correspond aux applications pf où p est une rotation parallèle à

une sphère dans ÎI •

(f) La rotation parallèle à la sphère plongée 3 dans N est homotope i l*iden-

tité si, et seulement ai., r(l ® J) = 0 , ce qui est le cas si, t-t seulement sî  J

ûupare N , N = N # N^ et quo soit N , soit N? ^ est la som re connexe de va.rio-
A Q — -*• —

2 1 2 1tés fermées homotopiquement équivalentes à un 3 -fibre sur J ou à P x J et

de variétés fermées à groupe fondamental fini et è 2-Sylow—sous—groupe cyclique,

En posant ^" (N , n) l'espace topologique '.ÎQQ équivalences d'homotopie

S : (N , <àN y n) ——> (îî , ôM f n) homotope rel{n] u ôîT à l'identité jusqu^u

i-sq^eictte, on a la propriété suivante.

(g) II y a une suite exacte de Z -modules

^ ^ n^ N —^n^ ^(N , n) -^î(^) —> 0

où limage de r est engendrée par les rotations parallèles à des sphères et -les

plans projectifs,

Les introductions aux chapitres suivies de Ch 7, 4 forment une partie conçue

pour être lisible en soi et elles servent comme guide ("îo lecture.
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PRELIMINAIRES

Introduction.

Ce chapitre donne un résume des outils algébriques dont on va se servir.

Dans §1 on a rassemble des conventions et des notations et dans §2 les

résultats employés de la théorie de l'homologie et de la cohomologie à

coefficients dans un système local. Dans §3 on donne des applications

aux revêtements du théorème de Leray-Sërre.

Dans §4 on trouve un aperçu de la théorie d'obstruction. Grosso modo,

étant donnés un complexe cellulaire relatif ( X , A ) et des applications

f,g : X ̂  Y telles que f et g coïncident sur le k-squelette (X.A)^ > 1 )
k+1 T?+1 xil y a la première obstruction d ( f , g ; A ) e H ( X , A ; f TT ( Y ) ) quik"t" 1

décide si g est homotope à une application g* rel ( X . A ) ^ " telle que f

et g' coïncident sur le (k+1)-squelette. Supposé qu'elle soit triviale et

que g' soit comme ci-dessus, il y a l'obstruction d + ( f , g ' ; A ) et un
sous-ensemble image d'une fonction

A^fiA) : H^X.A^Tr^Y)) -. H^X^A^Y) )

tel qu'il y ait une application g ' ' , homotope à g' relÇx^)^1 et

coïncidant avec f sur le (k+2)-squelette si et seulement si
1/-4.0 1-

d" " ( f , g ' ; A ) £ im A ^ f . A ) .
•\r

A ( f ; A ) ( ç ) donne l'effet d'une homotopie qui "bouge" le k-squelette

de la façon prescrite par ç . En fait A^^a) est un homomorphisme ( î )

et la classe de d ( f , g ' ; A ) dans coker A^^A), le groupe des

deuxièmes obstructions, est bien déterminée par g.

§ 1 . Conventions.

Soient X et Y des espaces topologiques, il est sous-entendu que les

applications f : X -»- Y sont continues. Les homomorphismes induits en



groupes d'homotopie (resp. homologie et cohomologie) sont évoqués par

• "1 "f
les symboles f» , (resp. f^ et f ). H^ désigne 1'homologie à chaînes

(singulières) localement finies. H désigne la cohomologie à cochaînes
1)

à support compact.

Si o : S -> X est une application, sa classe d'homotopie rel le

point base est notée par [o]. Si À est un cycle ou un cocycle sa classe

d'homologie ou de cohomologie est notée par { À } .

Si on a des inclusions de paires (X,Y) c: (X ' ,Y u ( X ' - X ) ) = 3 ( X * , Y ' ) ,

l'homomorphisme composé de l'excision (si elle existe) et de la restric-

tion e^ ^.: H*(X,Y) ^^H^X^YL^X'-X)) ^riction^*^,^^

est évoqué par le mot extension.

Un complexe cellulaire relatif (X,A) est toujours supposé CW,
i-

le k-squelette (X,A) est la réunion de A et des cellules de dimension

inférieure ou égale à k.

S désigne la sphère standard (plongée dans IR1 ) de dimension i.

1 2 ^Les points base de S , S et S sont désignés par x , y,, et z .
i 2 2P est l'espace projectif réel de dimension i. p : S ->-P est le

revêtement standard à deux feuillets et on note p (y ) = y .

Si X est un espace topologique et Y c: X, alors Y désigne

l'adhérence de Y, Int Y désigne l'intérieur de Y et ^ signifie homo-

tope ou homotopiquement équivalent. Si X est une variété, w est

l'homomorphisme d'orientation v : -iï.(X) ->• { + 1 , - 1 } = G 1 ( 1 , £ ) . Une

variété de dimension 3 est irréductible si toute sphère plongée y
p

borde une boule et elle est P -insécable s'il n'existe pas de plonge-

ments à fibre normal trivial du plan projectif. Un espace d'Eilenberg-

MacLane sera toujours de la forme K('iï,l).
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Soit E un ensemble, alors Z [E] désigne le groupe abêlien

libre de combinaisons ^-linéaires finies d'éléments de E. Si E a

en plus une structure de groupe, £ CEJ est un anneau de la façon

naturelle et on dira souvent E-module au lieu de £ fEj-module.

Si R est un anneau, A (resp. B) un R-module à droite (resp.

à gauche) A 8 B désigne le produit tensoriel. Si ff est un groupe
R

et A et B sont des ^ DirJ -modules à gauche A 8 B désigne le quotient
7T

d e A 8 B = A 8 B par le sous-groupe engendré par les éléments
^

g" a 8 b - a 8 gb, où a e A , b 6 B et ' g é TT .

Les références intérieures à un chapitre sont débitées après

le signe § ( p . e . § 3 . 1 ) , intérieures à ce travail après Ch ( p . e .

Ch III, 3 . 1 ) et celles qui sont extérieures entre les signes E J

( p . e . CEJ et aussi [ E ; ( 9 , 5 ) J ) .

§ 2. ,
Systèmes locaux ([s 2; p.28l-283_|)

2.1 -
Systèmes locaux.
Soit X un espace topologique. Un système local ( G , F ) (ou simplement

G) sur X est la donnée pour tout x 6 X d'un groupe abêlien G et pour

tout chemin œ : [ o , l j - ^ X d'un isomorphisme 1^: G^ ̂  ->• G^o) avant

les propriétés suivantes:
1 ) JF ne dépend que de la classe d'homotopie à extrémités fixes de

a) , et
2) étant donnés des chemins œ. et œ tels que œ ( 1 ) = œ ( 0 ) , on

a la relation F̂  = r^1^-

Soient ( G , r ) et ( G ' , F ' ) des systèmes locaux sur X , alors le



produit tensoriel (G 8 G', r 8 F ' ) de G et G* est le système local

défini par (G 8 G ' ) = G 8 G' pour x ç X et par

(r 8 r ' ) = r 8 r' : G , , N 9 G ' , , v - ^ G , ^ 8 G ' , , - x pour toutcû a) œ œ ( l ) 0 ) ( 1 ) œ ( o ) œ(0 ) p

r
chemin œ.

D'une façon analogue on définit la somme directe (G <B G ' , r ® r 1 ) de

G et G' .

Un homomorphisme de systèmes locaux p: ( G , r ) -> ( G ' , F ' ) est la

donnée pour tout x 6 X d'un homomorphisme p : G ->• G' tel que pour

tout chemin œ, F' p /., v = y / _ N F .' (jû œ( 1 ) d)(0) a)

On a la notion du noyau ker p, du conoyau coker p de 'p et des suites

exactes de systèmes locaux. Pour qu'une suite soit exacte il suffit

qu'elle soit exacte au-dessus d'un point de chaque composante connexe

par arcs.

Soit x.. ç X; un isomorphisme rel x-. de systèmes locaux, v: G -> G ' ,

est un homomorphisme inversible, tel que p soit l'identité (et
^

donc G = G' ).
^ ^ ^

Remarque : Supposé que X est connexe par arcs,.et que x,, € X; un sys-

tème local G est déterminé à un isomorphisme rel x près par G et
U XQ

l'action de TT (X,x ) définie par T sur G . Un homomorphisme de sys-
^

ternes locaux est déterminé par sa valeur en x .

Soit G un système local sur X et f: W ->• X une application, alors

f G désigne le système local induit par f de G sur W. Si W est connexe

par arcs et que v g W, il est déterminé à isomorphisme rel w près par

(f G) = G / ^ et par l'action de TT (W,v) sur G / N , induite de l'action

de - i ï , (X, f (w)) par 1'homomorphisme

f« : î^(W,w) -> 7 r ^ ( X , f ( w ) ) .

On désignera f G aussi par (f«) G "bien que le dernier ne détermine un
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Exemple : Soit X un espace topologique, alors '"'•^.(x) désigne le système

local défini par '"^(X) = TT ( X , x ) ( k=2 ,3 , . . ) , un chemin œ donne lieu
K X K

à un isomorphisme TT ( X , œ ( l ) ) ->- TT ( X , o ) ( 0 ) ) qui sera noté par z ->- œ.z .
K K

2.2 -
Homologie et cohomologie.

Pour une paire d'espaces topologiques ( X , Y ) et un système local G sur
1ç

X on a les groupes d'homologie H (X,Y^;G) et de cohomologie H ( X , Y ; G )

( k = 0 , 1 , 2 , . . ) .

Soit p: G — > . G ' un homomorphisme de systèmes locaux, alors il y a
p

l'homomorphisme de coefficients I L ( X , Y ; G ) -Ï H ( X , Y ; G ' ) et

k
H (X,Y;G)-^ H ( X , Y ; G ' ) ; i l est fonctoriel.

Soit f: ( X ' . Y ' ) — ^ ( X , Y ) une application, alors il y a des homomor-

phismes induits f : ^ ( X ' . Y ' . f ^ G ) ^ H ( X , Y ; G ) et f^ : H^X^G) ^
K K K

H^X' ,Y' ;f*G); ils sont fonctoriels.

L'homomorphisme de coefficients "commute" avec 1'homomorphisme induit

d'une application.

A la paire ( X , Y ) munie d'un système local G sont associées des suites

exactes longues d'homologie (on note i: Y c: X et j: X < r ( X , Y ) )
* \ ^

. ..^H ( X , Y ; G ) -> H. (Y; i G) —> H ( X ; G ) —> H ( X , Y ; G ) - ^ . . .
K . ' 1 K K K

et de jCohomologie
k. k

...^"''(Y.i^G) -^ H k ( X , Y ; G ) ^ H k (X;G)- l - ,H k (Y; i î l 'G)-^ . . . .

Les homomorphismes associés à des applications de paires et les homomor-

phismes de coefficients induisent des morphismes de suites exactes.

Pour un couple excisif de paires dans X on a les suites exactes de

Mayer-Vietoris en homologie et en cohomologîe. De même on a, dans la



même situation que pour l'homologie et la cohomologie singulière classique,

la propriété d'excision,

A une suite exacte courte de systèmes locaux sont associées les suites

exactes longues de coefficients en homologie et en cohomologie, fonc-

torielles par rapport aux homomorphismes associés à des applications

et des homomorphismes de coefficients provenant d'un morphisme de suites

exactes courtes. L'homomorphisme connectant de la suite exacte longue

sera évoque par l'homomorphisme de Bockstein associé à la suite exacte

courte.

Remarque : Pour les systèmes locaux G et G' il y a des isomorphismes foncto-

riels

H, ( X , Y ; G « G ' ) = H , ( X , Y ; G ) « H ( X , Y ; G ' ) etK K K

H^X.Y.G « G ' ) = H^X.Y.G) ® H^X^G').

Soient A ̂ X et B cr X , G. et G- des systèmes locaux sur X , alors on a

le cap-produit

H : H^X^G^ H ( X , A U B;G^) -̂  H ( X , B ; G ^ Q G^)

fonctoriel par rapport aux homomorphismes de coefficients. La foncto-

rialitê par rapport aux applications s'énonce comme suit:

Soit f: ( X ' , A ' , B ' ) -> ( X , A , B ) une application, pour tout

u € H^X.A.G ) et z é H ( X ' , A ' U B';f*G^) on a l'égalité

f (f^uîO z) = u H f ( z ) .j <1-P (!

r\j ^Soit M une variété connexe de dimension m , x € M , alors Z de-
signe le système local défini par ^ = Z muni de l'action définie

par l'homomorphisme d'orientation v . . : T T , ( M , x ) ->• { + 1 , - 1 } = G 1 ( 1 , ^ i ) .

Soit { M , 9 M } une classe fondamentale de M , i . e . un générateur du groupe

infini cyclique H ( M , 9 M ; ^ ) , alors pour tout système local G
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0 { M , 9 M } : H^M^l^G) -̂  H _ ( M ; G 8 Ï)

est un isomorphisme pour tout p , il s'appelle 1'isomorphisme de la

dualité de Poincaré. ,1

Soient M et N des variétés de dimension m et f: ( M , x ) -̂  ( N , y )

une application propre telle que f( 3 M ) C 9N et que

v f , , = w : 7 r ^ ( M , x ) -r { + 1 , - 1 } ( i . e . f* Ï = ^ ) . En choisissant des classes

fondamentales { M , 8 M } resp. { N , 8 N } de M et de N , le degré de f est

défini comme l'entier d tel que f { M , 9 M } = d { N , 3 N } . Le degré est in-

variant par homotopie rel 9 M u { x } de f. Si v , , f , , i- w-, on définit leiv n- r'1
degré de f comme étant zéro.

2.3 -
Homologie de groupes.

Soit X un complexe cellulaire connexe par arcs et soit x e X. On peut

construire un espace d'Eilenberg-MacLane K(TT ( X , x ) , 1 ) en ajoutant à

X des cellules de dimension supérieure à 3 , d'où

Lemme 1 : Soit i = 0 , 1 . Il y a une identification

H ^ ( X ; A ) = H . ( ^ ( X , x ) ; A ^ )

pour tout complexe cellulaire connexe X , x 6 X et tout système local A.

(On est conseillé de prendre les groupes pour des espaces d'Eilenberg-

MacLane dans ce contexte.)

Lemme 2: II y a un isomorphisme canonique
)

Z 0 A = H - ( X ; A ) .
^ ( X , x ) x °

II fait correspondre à 1 8 a, pour a 6 A , la classe de la chaîne a.o

où a est le 0-simplexe singulier à valeur x.

Les isomorphismes du lemme 1 et 2 sont fonctoriels.



§ 3 -
Revêtements.
3.1 -
Le revêtement universel.

Soit X un complexe cellulaire connexe par arcs et spit x» € X. Le

revêtement universel p: (X ,x») -> (X,x..) est défini comme suit: un

point (y, [y]) ^-e X consiste en un point y = p ( ( y , £ y 7 ) ) € X et en une

classe d'homotopie à extrémités fixes ^y7 d'un chemin y "b^l que

y ( 0 ) = x,, et y ( l ) = y. La topologie sur X est déterminée par la condi-

tion que p est un revêtement. L'action à gauche de IT, (X,X. , ) sur X

est la suivante: étant donné un lacet .a en x- dans X, on pose

CaJ . (y ,M) = (y ,CctyJ) .

Soit H,-,(p ; Z) le système local sur X défini comme suit;

pour x e X, H^p"1; Z)^ = HQÇp'^x) ; % ) ,

pour a): [ O , l j ^ X, r^: H^p^Ml ) ) ; Z) -^ H Q ( p ~ ' ' ( œ ( 0 ) ) ; ^) est induit

de l'application ( œ ( l ) , r y j ) ^ ( œ ( 0 ) , Cyœ" J).

De la même façon on définit le système local H (p ; Z.) à ceci près,

que pour un chemin a), T : H (p ( œ ( l ) ) ; Zi) ->- H (p ( o ) ( 0 ) ) ; £) est in-

duit de l'application (o) (0) , [y j ) -> (o}( 1 ) ,[y(i)J).

Puisque p (^^ s'identifie par définition à 7 T , ( X , x » ) il y a clairement

des isomorphismes "canoniques".

( I s . ) H Q ( P ~ ' ' ( X Q ) ; Z) = ^i(X,XQ)J et H ^ ( p ~ ' ' ( x Q ) ; Z) = E[^ (X,XQ)J ,

et F définit la structure de TT, (X,x-)-module suivante,?, sur

^ ['"'•< (X,x^)J : pour un lacet y à point base x,. et

Z n g € zF-iï (X ,x )J on pose
6

^v-i^ v^= z ^^ ^r1)-L I J g 0 g °
L'action de T T . ( X , X , , ) sur X définit pour tout g é T T , ( X , X ^ ) des isomorphis-

mes de systèmes locaux définis par
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H^p-^Xp); 1)-^ H^p-^); Z) et H^ (p-''(xç); Z)^ H^P-''(XQ); Z ) ,

qui coïncident par les isomorphismes (is.) avec

Xg: zr^(x,xQ)j -^[^(X,XQ)J '•
défini par la multiplication à gauche par g.

Notation: Le système local défini par l'action p de • I T . ( X , X ^ ) sur

^[-iï (X,x^)J sera désigne par z[iT (x)J . Si l'action À est sous-enten-

due on note ^[71^ (X,x^)J . Soit T: ^[^(X,XQ)J -> z[^ (X,XQ.)J l'homo-

morphisme de groupes atéliens défini par g M- g pour g é TT (X,x,.),

alors T définit un isomorphisme de systèmes locaux (toujours dénoté

par T)

T : Z [7T^ (X ,XQ)J ^ z[i^(x)J .

3.2 -
Revêtements, transfert.

Soient p: ( X , x ) ->- ( X , x ) un revêtement, Y C X et G un système local sur

X. Supposé que ( X , Y ) est un complexe cellulaire relatif, on a le prin-

cipe général suivant, qui est une conséquence immédiate du théorème de
Leray-Serre:
Théorème : II y a des isomorphismes

H ^ ( X , Y ; H^p"1;?^)) ^ H^(X, p~' 'Y; p^G)

et si ( X , Y ) est un complexe relatif fini,

H*(X,Y; H^p-^p'G)) ^ H^(X, p^Y; p*G)

qui sont fonctoriels par rapport aux morphismes de revêtements et aux

homomorphismes de systèmes locaux. Ils sont compatibles avec la struc-

ture du cap-produit et du cup-produit.

Ces isomorphismes proviennent des isomorphismes

E - = E - (resp. E 1 = E î ) dans les suites spectrales dégénéréess, 0 s, 0 ——=- 2 °° •r °

associées au revêtement p.



On en fait les applications suivantes: On considère Z [n ( X , x ) 1 comme

p^TT.. (X,x)-module libre a. droite et comme TT (X ,x ) -module a gauche (par

la multiplication). Si ir (X,x) agit trivialement sur G et X et X sont

connexes, on a des isomorphismes de systèmes locaux.

HQÇP'SG) ^ ^l"p,.^(X,x)\T^(X,x)]°8 G ^ ^ [ 7 r ( X , x ) J 8 -„ G
p^(X,x)

où le dernier isomorphisme est induit par T (voir § 3 . 1 ) .

Proposition: Soient f: (W,w) -> (X ,x) une application de complexes cel-

lulaires connexes, q: (W,v) ->- (W,v) le' revêtement induit de p par f ,

f: ( W , w ) — > (X,x) le relèvement de f et G un groupe abêlien,alors il y

a un diagramme commutatif dont les flèches verticales sont des isomor"

phismes,comme suit:

f
H (W;f*( ^tTr (X,x)J 8 , G ) ) — î H (X; Z[TT (X,x)J 8 , G)
I ^ P^/X.x) , ^ p^^(X.x)

- f* v -
H^(W;G) —————————————————> H^(X;G)

Si en plus fj, ' f f , ( W , ' w ) CL. PM^I ( X , x ) , désignons la composante de W

contenant w par W et i: W c W alors q. | W : W ^ W est un homêo-

morphisme et on a le diagramme commutatif suivant

H^(W;G) ——*—^ H^(W;f*( ^^/X,x)J 8 , G ) )

S [ ( d w . ) - 1 , | ^ V1(x îx )

^ i» ' -
H ^ ( W ' ; G ) — — — — ^ H^(W;G)

où a est l'homomorphisme de systèmes locaux défini par l'injection

G = -Z^P.TT (X,x)J 8 ^ G C ^!^(X,x)J 8 ^ G .
p,7^(X,x) p . 7 r ^ ( X , x )
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Définition; Soient p: (X,x) -»• (X,x) un revêtement fini, Y c X tel que

(X,Y) soit un complexe cellulaire relatif (fini) et G un système local

sur X.

On définit l'homomorphisme de systèmes locaux

tr^: G ->• HQÇp''1;?^) (resp. tr°: H°(p~1 ^G) -> G)

par la formule (tr-) (a) = Z a.{y} pour a 6 G
U X — 1 i \ Xy e p (x)

(resp. (tr ) ( Z a .y ) = T. a ', où y désigne la 0-cochaîne
——— x yçp-^x) y y y

indicatrice de y). A l'aide de l'isomorphisme de Leray-Serre on obtient

le transfert en homologie (resp. en cohomologie) comme suit:

tr^: H^(X,Y;G)——°-^ H^X^H^p"1;?^)) ^ H^(X,p~''Y;p'^G)

(resp.tr*:H*(X.p'•1Y;p*G)^ H*(X,Y;H°(p~1 ;p*G) ) (-tI-lJ H * ( X , Y ; G ) ) .

On a les propriétés bien connues que les compositions

tr1?1: I^X^G) -> Hi(X,Y;G) et p.tr^: H.(X,Y;G) -^ H. (X,Y;G)

coïncident avec la multiplication par l'ordre du revêtement.

Remarque ; Soit p : ( M , m ) — > ( M , m ) un revêtement fini. Si M est une

variété compacte, de dimension n, à bord 9 M , munie d'un système local G ,

les diagrammes suivants commutent

H^M, 3M; p*G) ——tr—> H^M, 8M;G)

0 { M , 9M} n { M , aM}

H^^(M; p*(G8 2)) -pn^-^ H^^(M;G8 &)

et



H^M, 9M;p*G) H^M, 9M; G)

n { M , 8M} U { M , 9M}

tr .
H . ( M ; p*(G8^)) <——n^- H . ( M ; G8 2)n-i '

pour des choix convenables des classes^fondamentales de M et M, c'est
•» A

à dire en prenant { M , 3M} = tr { M , 3M} .

[La remarque suit des propriétés par rapport au cap-produit des isomor—

phismes de Leray-Serre. La structure du cap-produit est particulière-

ment simple dans la fibre du revêtement.J

§ 4 -Aperçu de la théorie d'obstruction»

La théorie d'obstruction pour l'existence d'homotopies sera traitée

jusqu'à la deuxième obstruction. La référence est le travail d'01um(0j,

voir aussi le livre de Hu ()î7 ; P.193J.

4.1 -
La première obstruction.

Soit (X,A) un complexe cellulaire relatif et soit xé(X,A) . Soient

données des applications f,g: (X,x) -> (Y,y) telles que

f|(X,A)°= g|(X,A)°.

(i) Au cas où (X,A) = {x}, il y a une application g': (X,x) -»• (Y,y)

telle que g' ^ g rel x et que f | (X,A) = g ' | (X,A) si et seulement si

îy= g^ : TT^ (X , x ) -> ^(Y,y).

(ii) Soit k >_ 1 , supposons que f | (X,A) = g|(X,A) et soit

6 = fji = Su •' T^(X,x) -> TT^ (Y ,y ) .

On définit une classe de cohomologie d^3 (f,g;A) C H^1 (X,A;9\ (Y) )
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par le cocycle dans le (k+1)-iême groupe du complexe de "cochaînes
!<'+1 TC+1 T< îfr

cellulaires" H ((X,A) ,(X,A) ;e \+/Y)) qui est l'obstruction pour

trouver une homotopie

fKx^)^1 ^ gKx^)^1 rel (X^.

k+l
d (f,g;A) est la première obstruction pour l'existence d'une homo-

topie f ^ g rel A.

Elle a les propriétés suivantes :

(a) Soit g': X -^ Y une application telle que g ' IÇX.A)^ g^X^)1^ et

qu'il y ait une homotopie g' ^ g' ' rel (X,A) ~ telle que

g"^^)^ gKx^)^1, alors d^Çf^A) = d^1 (f,g« ;A),

(b) II y a une application g': X -»-Y telle que g' ^ g rel (X.A)^1 et

telle que f^X^)1^^ g' |(X,A)k + 1 si et seulement si d^Çf^A) = 0,

(c) Soit z € H^^X^)^2, A; e\^(Y)) = H^ÇX^e^T^Y)) alors

il y a une application g': (X.A)^2 ^ Y telle que fKx^)^ g ' IÇX^) 1 ^

et que d^1 (f| (X^)^2, g'; A) = z. et

(d) Soit h : X - ^ Y une application telle que f| (X.A)^ h| (X^)1^, alors

d^f^A) = d^^f^^) + d^Çg^A).

4.2 -
La deuxième obstruction.

Soient (X,A) , x € X et f: (X,x) -> (Y,y) comme dans § U . 1 . Soit

F: X><Co,lJ -> Y l'homotopie constante de f définie par F(z,t) = f (z) .

On identifie TT., (Xx[o,lJ , (x,0)) et 7 r ^ (X ,x ) et on note

(X^)11^'1^ XxOUÇx.A)^ ! uÇx^î^Eo,!]. Voir la figure 1 pour

(X^)^-2^



(X,A)'S<l:0,lJ

(x.Aî^ro.ij
Kx.AÎ^xfo.lJ

figure 1

^[0.1]

Définition: Pour u € H^X^O,-!], (X,/0 ̂ -^ ; 9^(Y)), soit

G: Xx[o,l] ->• Y une application telle que F et G coïncident sur

(X^)^"21 et que d^F.G; (X.A)1'1^"2^ ) = u. On définit

Ç(u) = d^f^^çH^X^Y^Y)).k + r ' 7 7 *

Remarque : G existe par la propriété (c) de § 4 . 1 et du fait que

X x 0 UÇx^^roj] est un rétracte par déformation de X xfo,lj.

Soit G' une autre homotopie satisfaisant aux conditions de la

définition, alors

G"1 . G* : G. ^ G^

est une homotopie rel (X,A) ~ , homotope à une homotopie rel ( X , A )

(par (d) et ( b ) ) et donc par (a) d^f.G^A) = d^f.G^A).

Supposé que f * : ( X , x ) -> (Y ,y ) est une application telle que

f ' I Ç X ^ ) ^ f^X^A) 1 ^ , que F' et Ç ' sont construits à partir de f

comme ci-dessus, et que G' est construite avec f et u alors on peut

supposer que G ' | (X.A)^" x Lo» 1 ] = G I (X ,A) x[o, l j et par conséquent

que d^Ç^f^A) = d^1 (G. ,G1 ;A) [les deux correspondent par la

"formule de Kunneth" à d^^G^^A x [o,l] ) C H^1 ( ( X , A ) x [o, l[;9\^^ ( Y ) ) ;

la formule de Kunneth est encore valable pour les produits cartésiens

( X , A ) x [ o , l ] et ( X , A ) x ([o,l] , { 0 , 1 } ) où elle est de vérification
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immédiate si on se sert de la cohomologie "cellulaire"J . Par consé-

quent

Ç ' ( ^ ) = ̂ (f^) = d^f^f) + d^f.G,) + d^G,^) =

V-t-1 ''
= d^f.G^) = Ç ( z ) ,

et Ç est détermine par f^X.A)^

Corollaire ; Ç est un homomorphisme.

Ç est construit pour la propriété suivante (qui justifie le titre de

cette section):

Soient k >_ 2, f,g: (X,x) -^ (Y,y) des applications telles que

f | (X,A) = g | (X,A) , alors il y a une application g* : X -^ Y telle que

g' ^ g rel (X^-2 et que f[ (X^)^ g» | (X^)^1 si et seulement si
1..4.1

^"(f^A) € im ( Ç ) .

Le but du suivant est de trouver un homomorphisme ayant la

même image que Ç mais qui a un domaine de définition plus convenable.

Affirmation;^ s'annule sur le noyau de la restriction surjective

H ^ x x f o . i ] , (x^^e^Y)) - H ^ x x C o ^ J , (x.A^^e^Y)).

En effet, soit z e H^1 ( (X.A) ̂ -^. (X.A)^'0 3 ; 6\(Y)). et soit

ç un cocycle qui représente z, alors il y a une application

G: X xfûj] x [0,1J -î- Y telle que (voir la figure 2)

G(x,s,t)= f(x) si (x ,s , t )€ X x ([o,l]x 0 u { 0 , 1 } xfo,lj) U

(X.A)1''"^ [0 ,1 ] x [ojJlAX.A)1'"2 x[o,l]x 1 et que pour toute

(k-2)-cellule a de (X,A) ,

dk(G|a x [o,lj x [o,tj,f prja x[o,l]x[o,t] ;9 (ox[o, l] x [o, l] ) ) =

ç(ox[o,l] ).(En d'autres mots, d (G,f pr ) correspond à z x 1 , où 1

désigne le générateur de H 1 ( [ O , t ] , { 0 , 1 } ; ^ ) . )



(x^-^llo^Mo,^
Kx^-^ro,1:1x1:0,1]

Kx^^ro. i^roj î

figure 2

Clairement d^C^xfo, l] xi ,F; (X.A)^^"2^) = { 6 ç } = <Sz.

Puisque G|x x 1 x 1 = G |x x o x 1 = f , on a la propriété Ç ( < 5 z ) = 0.

L'homomorphisme induit

H^Co.l]^^)1^'07; 9\(Y)) ^H^^CX.A.e'iT, , ( ï ) )
•"- K+1

sera toujours noté par Ç.

Soit n l'isomorphisme composé de l'isomorphisme de KUnneth

(voir ci-dessus) et de la restriction

H^X^e^Y)) -^(XxCo,!]. (X^)^'0 3 ; 6\(Y)) -.

^ H^X xfoj], (X^)^5 0 3 ; 9\(Y))

Définition:

A^fiA) = Çn : H k- ' l(X,A;9\(Y)) ^ H^^X.AîO^^Y)).

k — 1
Puisque im A ( f ; A ) = im Ç on peut résumer:

Résuma: Soient k >_ 2, f ,g: (x ,x) -^ (Y ,y ) des applications telles que

f | ( X , A ) = g | ( X , A ) , alors il y a une application g * : X -> Y, telle que

g' ^ g rel (X^-2 et que fKx^)^ 1 = g^X^)^1 si et seulement

si la classe de d^Çf^A) dans coker A^^f^) s'annule.

La classe d + ( f , g ; A ) dans coker A^^f iA) est la deuxième obstruction

pour l'existence d'une homotopie f ^ g rel A.
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k— 1 #
Recette: Soit z 6 H (X,A;9 TT ( Y ) ) , soit ç un cocycle représentant z.

On construit une homotopie de f rel (X^)^"2

G : X x ['0,1] -> Y

telle que pour toute (k-1)-cellule o de (X,A),

d^Gla x [0 ,1 ] , f prjcr x [o,lj-, 9(a xfo,^ )) = ç (o ) (voir

figure 1 ) , et que G^X^ = ^(X.A)1^.

Alors d^^f^^A) = A^f^A) ( z ) .

4,3 -
Propriétés de naturalitê.

Soient ( X , A ) et (W,B) des complexes cellulaires relatifs, x ê ( X , A ) ,

w e ( W , B ) ° , Y et Z des espaces, f,g: (X ,x ) -^ ( Y , y ) , r: (Y ,y ) ^ ( Z , z ) ,

s: (W,B,v) -> ( X , A , x ) des applications et supposons que f | ( X , A ) = g [ ( X , A ) .

On note r^ l'homomorphisme de systèmes locaux (pour n = k, k+1)

r,, : 9% ( Y ) = A ( Y ) -> fVSr ( Z ) = 9*r\ ( Z ) ,y n n n n

alors on a les égalités suivantes

(^^(f^A) = d k + l ( r f , rg; A)

^k+1 ^k+1(^g^) = d^^fs, gs; B)

et les diagrammes commutatifs suivants:

( )k~1

H k" ' ' (X,A;9\(Y)) ——r#-^ H^ÇX^; e V T T f Z ) )
i i

A^^fiA) A^rf.A)
v

( )k+1

H k + 1 (X ,A;9 \^^ (Y) ) -rf——> H^^X.A; eV^^Z))



k — J
H^X^e^Y)) -s———> H^W^sV^Y))

^\f,A) , A k- 1(fs ;B)

k+1
H^^X.A.e^^Y)) s————> Hk+1(W,B;s' (9\^^(Y)).
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LE DEUXIEME GROUPE D'HOMOTOPIE D'UNE 3-VABIETE

Introduction.

Ce chapitre sert de référence pour tout ce travail. On y a rassemble

les propriétés du deuxième groupe d'homotopie ï ï ^ (N ,n ) d'une 3-variêté N,

compacte et connexe, en tant que TT, ( N , n ) -module.

Le point de départ est le théorème d'Epstein affirmant que»
TT ( N , n ) est engendré par un système TT de 2-sphêres et de plans projec-

tifs plongés a fibre normal trivial dans N ( § 1 ) . En posant S = U V
^ v<ïyr

et p: ( N , n ) ->• ( N , n ) le revêtement universel on obtient sous

l'hypothèse SE(N) , disant que N n'est pas fermée, une suite exacte (§2)

SE(N) : 0 ->• îL-d^p'^S)) ->• H^p'^S)) -> 7 r^ (N,n ) -> 0

et dans §3 on étudie dans quelle mesure une composante connexe V de

p ( S ) , telle que p (V) = IP , est déterminée par son groupe d'isotropie

pour l'action de 7 r , ( N , n ) sur N (lemme 2 ) . Cette étude revient à

une application presque immédiate des théorèmes d'Epstein sur les plans

projectifs dans N.

Dans §U on tombe sur une expression du quotient de TT ( N , n ) par le

TT. (N,n)-sous-module •n? - ( N , n ) engendré par les plongements de la

sphère: En notant A l'ensemble des sous-groupes d'isotropie des compo-

santes V de p (S) différents du groupe trivial, on a la suite exacte

0^ TT^ÇN.n) ̂  7 T ^ ( N , n ) ——'——> Z [A J® Ï -> 0.

3_ ne dépend que légèrement de ?T : son choix sert pour étalonner un

nombre fini de signes. 1_ est une sorte de "self-intersection homotopi-

que".



§ 1 -
Systèmes d'Epstein.

Soit N une variété compacte et connexe de dimension 3, n Ê N. On a le

théorème suivant d'Epstein, qui est une généralisation du théorème de

la sphère.

Théorème ( [E;(2.1)J) : II y a un nombre fini d'applications

o. : S2 -»• Int N

telles que (i) o. soit un plongement ou une immersion dont l'image est

un plan projectif à fibre normal trivial ,

que (ii) o^(S2) H o.(S2) = 0 sj_ i ^ j

et que (iii) pour des chemins Y - joignant n à o.(y ),—,——— —.————.—_——_— ^ ——_ — ^ y

{ [ ^y .c r . J ; i } engendre f f - ( N , n ) en tant que IT.(N,n)-module, (y,s désigne

le point base de S .)

Un système { < Y . , C T . > ; Î } satisfaisant aux propriétés du théorème sera
o

appelé un système d'Epstein paramétrisé de N, le système { o . ( S );i}

y associé est un système d'Epstein de N. On note o. : S ->- N le relèvement

de o. dans le revêtement universel p: ( N , n ) -> (N ,n ) de ( N , n ) obtenu

•< . ^en relevant y.a. a partir de n.

Définition: h., : H^(N) -^7T-(N,n) est l'isomorphisme composé de l'inverse

de l'isomorphisme de Hure-wicz •iï (N,n) -> H (N) et de l'isomorphisme

p^: 7T^(N,n) -> 7r^(N,n). •

Clairement h^ est l'isomorphisme de ïï.(N,n) modules ayant la propriété

Yn^t52^^0^-

De ceci il suit que la propriété (iii) du théorème équivaut
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Remarque 1 : Pour l'injection i : S = p ( U ̂  • ( S ) ) c N , l'homomor-

phisme i : H-(S ) -> H ( N ) est surjectif, ou, ce qui revient au même,

H^(ÎI,S*) = 0 .
La remarque suivante exprime que les membres d'un système

d'Epstein n'ont rien de particulier:
Remarque 2: Pour tout système fini { o . ; i } satisfaisant a ( i ) et_ ( i i )

p
du théorème, { o . ( S ) ; i } peut être complète en un système d'Epstein de N.

p
En effet, soit U un voisinage régulier de ̂ ^(S ) • Selon le théorème

i
on peut munir les composantes de N-Int U de systèmes d'Epstein. On note
•CT (S ) ; a } la réunion de ces systèmes. On vérifie facilement à l'aide

? ?de la remarque 1 , que { T (S ) ; a } et à fortiori { r (S ) ; a } U ( o . ; i } est

un système d'Epstein de N.

Une autre propriété caractéristique d'un système d'Epstein

est donnée par :
Proposition: Soit { a . ; i } un système fini satisfaisant à ( i ) et ( i i ) du
théorème.

? ?On note S = U o . (S ) . { a . ( S ) ; i } est un système d'Epstein si et seule-
i

ment si pour toute sous-variété V qui est une 2-sphère ou un plan

projectif à fibre normal trivial dans N et qui est disjointe de S,
il y a une composante W de_ N-(V U S) telle que V c: 9 W cr V U S et que

T T ^ ( V ) ^ T T ^ ( W ) .

p
Démonstration: Supposons que {o^ ( S ) ; i ) est un système d'Epstein. Le

revêtement universel de ( N , n ) est noté par p : ( N , n ) ->- ( N , n ) . Soit V
une composante de p ( V ) . S'il n'existe pas de composante W de N-(V U S)
comme demandée on peut trouver une application propre c : TR -> N - 9 N ,



telle que c( IR) soit disjoint de p (S) et que c rencontre V transver-

salement et en un point. On fait serpenter c d'une composante de p" (V)

vers une autre en faisant les rencontrer (au plus) une fois (et transver-

salement) ou on fait rapprocher c d'une composante de 8N.

Par une orientation de N-8N il est définie l'intersection homologique

n : H," (îf-aîf) 8 H^îf-aîO -> î.
A " ^ 2

et il est clair que {c} H {V}= ± 1 "bien que {c}<)a.^{S } = 0 pour tout
A 2 i\f

relèvement a.: S ->• N de o.. Ceci est absurde par la remarque 1 .
p p

Pour montrer la suffisance, soit {o.( 'S ) ; i }U {T (S ); a} un système

d'Epstein de N, ceci existe selon la remarque 2. L'hypothèse sur

{o.;i} exprime que tout [r J est une combinaison ir, (N,n) -linéaire

des éléments ^o.J (tous reportés au point base n) et par conséquent

{(^.(S2)^} était déjà un système d'Epstein de N.

c.q.f.d.

§ 2 - ^
Une présentation de TT ( N ) .

Soit dans la situation de § 1 , Î T un système d'Epstein de N; on notera

S la sous-variété S = (J V de N, S la préimage S = p~ (S) et
VCÎT-# ^

i: S C N l'injection.

Selon la remarque 1 de §1 l'homomorphisme

i = h_ i : H^(S ) ->• TT ( N , n ) est surjectif. En outre sous l'hypothèse

suivante

HYPOTHESE S E ( N ) : 7r ( N , n ) est un groupe infini ou le bord 9N de N

n'est pas vide,

le revêtement universel S n'est pas une variété fermée et donc H - ( N ) = 0.

De la suite exacte longue de la paire ( N , S ) on déduit donc la suite
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exacte courte de ir.. (N,n)-modules :

SE(N) : 0 -^ H (^,S*) —ô-> Hg(S*) —l—^ ir^(N,n) ->• 0.

i»

L'hypothèse SE sera faite chaque fois que l'on fait appel à la suite SE.

Remarque : Puisque le deuxième groupe d'homotopie d'une varêtê fermée
•

à groupe fondamental fini est trivial, l'hypothèse SE(N) est vérifiée

dès que - i ïp(N,n) ^ 0.

On note W'= {W;W est une composante connexe de N-S telle que

^-W c S et que TT^ (w) soit fini}. Alors

Lemme : 1) On a les décompositions suivantes en somme directe de

•ff,(N,n)-modules :

H.(&.S*) == <8 H,(p~''W, p'^W-W)) et H^S") = <B H.(p'"1V).
3 WéTïT 3 2 Ve^ 2

Pour tout W € 'y2fîT , soit V l'adhérence d'une composante

connexe de p~ W et soit pour tout V € ^ , V une composante connexe

de p V. On se donne des orientations de N et du fibre normal a S

dans N (la dernière revient à une trivialisation du fibre normal).

-1 . . . ^ —1On oriente p W de façon compatible avec l'orientation de N et p V

de façon que pour x ç p V une base orientée du fibre tangent

à p~ V en x suivie d'une base orientée du fibre normal à p~ V en x,

dont l'orientation est induite de celle du fibre normal à S, est

une base orientée du fibre tangent à N en x. Les classes fondamentales

choisies seront compatibles avec ses orientations. Pour un sous-ensemble

T C N, le groupe d'isotropie de T est noté par l(T)= {g é TT-(N,n) ;gT = T}.

Pour W 6 Wresp. V é 'ÏÏ' ) l(%) (resp. l (v)) est dans la classe de

conjugaison de sous-groupes de ir.(N,n) déterminée par ir.(w) (resp.ir..(v)).



Leimne (suite) : 2) Pour W é W (resp. V € ÎT ) H^(p"1 W. p^Çw-W))

(resp. H^(p V ) ) est un TT., (N,n)-module cyclique engendré par {W,8W}—— ^ ————- i

(resp. {V } ) . Une base en tant que groupe abêlien libre est donnée par

{ (gîî, 9gS} ; g ê ^(N.n)/l(%)} (resp. { (gv'} ; g é^(N.n)/l(v) }).

ff (N,n) agit par la formule

g' {gS, 9gS} = v^(g') {g'gîî, Sg'gSî (resp.g»{g^} = w^(g') {g'g^}).

3) pour W (?W ,

^(p"1^, p'^W-W)) = (£^i(N,n)] 8, z[{S,aîf}]) 8 Ï et pour V g W ,
j I(W)

H-Çp"'^) = (^[ïï (N,n)J 8 £ [{^}J ) 8 2î, en tant que TT (N ,n) -module s.
'- ' I (V)

Pour V ç. ̂  , V (resp. V .) est la composante du bord d'un voisinage

régulier de V qui se trouve du côté positif (resp. négatif) de V,

de la même façon on a v^ et v ^ . Soient V 6 ̂  , W êWet e ê {+1 , -1 }

(tels que V cW) , alors on définit l'homomorphisme de iT.(N,n)-modules

d ( W , V , e ) : H^(p''''W , p'^W-W)) -^ H^(p~' 'V)

en posant

d(W,V.c) ({^.9ÎÎ}) = ——— ^ ^ v (g) g(v)
|l(V)| gV^cW

Lemme (suite) : U)

d({S,3ÎÎ)) = 2: ed(W,V,e) ({î?,3^}).
V,£

Démonstration: Quant à 1 ) pour une composante X de N-S , H^(X,X H S )^ 0

seulement si 9X C S et que X est compacte, donc si p(X) çW". D^utre

part H^(ft,S*) = ® H ^ ( X , X D S*). 2) et 3) sont immédiats. Quant à U )
j X J

il suffit de remarquer- que

d({î?,aih) = E s j . . . £ e{g^} .
ve^r c=+j,-i Tî(^T g^ c ^

e
q.e.d.
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Dans [^S5;§3J on peut trouver pour des variétés N, fermées et
orientables, une présentation pareille à celle donnée ici en termes

de factorisations en produit libre du groupe fondamental TT ( N ) .

§ 3 - . .Plans projectif s a fibre normal trivial.

Rappels :

Les énoncés des théorèmes suivants, rej-atifs aux plans projectifs

dans une variété de dimension 3 et dus à Epstein ( [ E J ) et S-warup ( [ s 6 j ) ,

sont adaptés à leur usage dans ce travail.

Théorème 1 ( [ E ; ( 8 . 2 ) ( i ) ] ) : Soient N une 3-variêtê et \ € TT ( N , n )
?

(n é N ) . Si X = e et w,^) = - 1 , alors il y a un plongement

t: (P ,y.J -> ( N , n ) tel que t | ( P ,7^) représente X .
p

Evidemment le fibre normal de t( B? ) dans N est trivial.

Théorème 2 ([~E ; ( 5 . 1 ) J ) : Soit N une 3-variétê compacte, non-orien-
table à groupe fondamental fini. Soient r le nombre de composantes

p
de 9N homêomorphes à S et Z la variété obtenue en enlevant l'intérieur

Ç)
de r boules disjointes de IP x I. Alors il y a une équivalence d'homo-r

topie ( N , 3 N ) ̂  ( Z , 8 Z ) .

Théorème 3 ( [ s 6 ; 3 . 3 J ) : Soit N une 3-variêtê. Si 9N contient deux
?composantes différentes P- et P? homêomorphes à TP , telles que les

lacets non-triviaux sur P. et P? sont librement homotopes dans N ,

alors il y a une sous-variété N. de N telle que P. U Pp C 8 N . , que
3N - ( P . U Pp) soit une 2-sphêre dans Int N et que N^ soit homotopi-
quement équivalent (rel le bord) au complémentaire d'une boule ouverte

pdans IP x I. En d'autre mots, P. et Pp constituent le bord d'un fac-



0teur pour la somme connexe, homotopiquement équivalent à 3P x 1.

Soient N , n, KÏ' , S et S comme dans §2. Le but de ce paragraphe

est d'étudier la fonction qui associe à une composante V de S son

groupe d'isotopie l ( V ) . Avant de commencer on donne un complément
2 2a la proposition de § 1 . ( p p : S ->• P désigne le revêtement standard

et YQ = P^Vo)- )
p

Lemme 1 : a) Soit t: P -> N un plongement à fibre normal trivial et
p

soit y un chemin de n o_ t ( y „), alors il y a un plongement t * : P ->- N

(à fibre normal trivial), un chemin Y*" de n à t ' (y ) et x€ ® H-(p~ V)
——————— — ~ ° ~ V63T,V^S2 2

tels que t ' ( P )0 "S = 0 ,

^ue, [y(t| P^Y"1]- Y ' d ' l P^CY' ) "^ T r ^ ( N , n )

et que Y [tpp ] = Y ' [ t ' P p J + 1 (x) 6 T T ^ ( N , n ) .

p
b) Soit (j): S -> N un plongement et soit y un chemin de n ^ ^ ( y ^ ) ,

alors y. l^]^ ® ^ p H (p"^).
———— Ve'îT,V^S2 '-

p
c) Dans la situation a) il existe même un plongement t ' : T P -> N

p p
tel que, au lieu de t ' ( f f ) 0 S = 0, que t ' ( P ) soit une composante

àe_ S.

Démonstration: (Elle sera utilisée pour le théorème 2 de Ch V, 3.2)
p

Soit t: IP -> N un plongement à fibre normal trivial, transversal sur S.
p

t( P ) 0 S consiste en une réunion de cercles qui sont tous à fibre
ï

normal trivial dans S et qui donc, tous, bordent des disques dans S.
2 2Soit D un disque dans S tel que 9D C: t( ÎP ) H S et que Int D 0 t( P )= 0,

p
alors le bord d'un voisinage régulier de t( P ) U D consiste en une

2-sphêre R et un plan projectif P à fibre normal trivial. Soit <{» (resp.-E)
p

une paramêtrisation de R (resp.de P) , alors t( P ) r\ S a moins de compo-
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2 — i J 1 1santés que t( P ) H S , î| P est librement homotope à t| P et

t^Pp î = L^Pp J+ (e - [t I ]p J) •['^J dans 7 T p ( N , n ) (après avoir ramené

d'une fapon convenable les classes d'homotopie en question au point base

n ) . Par récurrence a) est donc une conséquence de b,) . Puisque le même

procédé de coupure marche pour un plongement de la sphère on n 'a qu'à

montrer.^) au cas où <()(S )D S = 0. Selon la proposition de § 1 il existe
p

en ce cas une composante simplement connexe W de N - ( S U < t » ( S ) ) , telle

que (HS^C aWcrW - Wc=S U^S 2 ) . Puisque W a le type d'homotopie d'une

boule trouée, la conclusion dans b) est immédiate. Pour montrer c) ,

soient t et t ' comme dans a) . Selon la,proposition de §1 et le théorème

2 il y a une composante W d e N - ( S U t ' ( P ) ) , telle que

t ' ( P^ClôWcW - W c : S U t ' ( P2) et que W a le type d'homotopie de

P x Int 1 où on a enlevé quelques boules disjointes. La conclusion

dans c) en suit immédiatement, q.e.d.

p
Définition: A == A = { À € 71. (N,n) ; À = e et -w {\) = - 1 } .

A est pourvu d'une action de i r , ( N , n ) par la conjugaison, en formule

g . À = g À g~ (g 6 7 T . j ( N , n ) , À e A )

II faut noter que d'après le théorème 1, À é A si et seulement si il y a
p

un plongement à fibre normal trivial t: ( P î Y n ^ "̂  (N»1 1) tel que

[_t| P J = X . A l'aide du lemme 1 c) on trouve alors:

Proposition 1 . Soit À ç A , alors il y a une composante V de S , tel

que I(V) = (e ,À ) .

En fait, cette proposition, ainsi que les suivantes, peuvent être

démontrées sans peine avec les méthodes de CE; Ch.IIlJ.



On utilise le théorème 3 de Swarup pour étudier la situation où la com-

posante V de la proposition 1 n'est pas unique.

Proposition 2. Soient V ei_ V deux composantes de'S*, telles que

KV^) = I (V^) = {e,À}et que p(Vg) = V^ V^= p ( V ^ ) , alors îT- { V ^ }

est un système d'Epstein. En particulier il y a Wç W tel que V c 8W.

L'hypothèse est équivalente à l'hypothèse que les lacets non triviaux

sur VQ et V. sont librement homotopes-

Démonstration: Soit k: S x [ o , l J ^ N une homotopie de lacets non trivi-

aux, telle que k(S x i)c:V^ (1=0 ,1 ) et que k soit transversale sur

S. On peut supposer qu'il n'y a aucune composante de k'^S) qui borde

un disque quitte à changer la définition de k dans un voisinage de la

réunion des disques dans S ^Ojj dont le bord est contenu dans

k~ (S). En ce cas S x [o,lj - k'^S) est une réunion d'anneaux.

Par conséquent il y a une composante V de S, différente de V , et une

homotopie k: S x [o,l j-^ N telle que kÇS^ o) Ç_ V, que ^ (S 1 ^ 1 ) d V ,

que k~ (S)n Int (S 1 ^ Fo,lJ) = 0 et que kfs^ 1 ne soit pas nul-homo-

tope. Par le théorème 3 il y a une sous-variété W contenue dans la

composante W de N - S qui contient k(lnt (S 1 ^ [0 ,1 ] ) ) , telle que

V et V ^ soient adhérentes à W^, que aw^rKN-S) ^ S2 et que TT (W ) ^ JL .

Par la proposition de § 1 W - W,. est simplement connexe, donc TT (w) ^ Ê

et W c W e t par conséquent selon la remarque 1 de § 1 , ÎT- {V } est
's

encore un système d'Epstein.

q.e.d.

Définition: Le système d'Epstein îT de N est projectivement minimal

si pour tout V<f îT tel que V ^ P2,^- {V} n'est plus un système

d'Epstein.
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Remarque : Soit ôT un système d'Epstein projectivement minimal de N.

Alors il y a une correspondance biunivoque entre les classes de conju-

gaison d'éléments de A et les membres de ÎT homêomorphes a P2. Elle

associe à la classe de conjugaison F de À 6 A l'élément V ^ ?T , tel

que V = P et que - i ï ^ ( V ) et { e , U sont dans la même classe de conju-

gaison de sous-groupes de i T . ( N , n ) .

Lemme 2: Suppose que ÏT est un système d'Epstein projectivement minimal,

soit À € A et soit V une composante de S* telle que l(V ) = { e , X } . On

pose P ( V Q ^ = vo* Les enoncQS suivants sont équivalents:

( i ) I ( X ) i. ( À ) = { e , U , i.e. il y a g € T^(N,n^g ^ l(V ) tel que

K g V Q ) = l ( V Q ) .

( i i) II y a W € W tel que V^ c Int W; par conséquent l'adhérence W

de la composante de &-S* telle que (VQ^CW est compacte, 9Wc S* et

\ € I ( W ) .

(iii) VQ est ̂ û^enue dans un facteur N , homotopiquement équivalent
p •»

a JP x s , d'une décomposition en somme connexe de N.

(iv) I ( X ) = L 9 Z et I ( X ) est un facteur d'une décomposition en

produit libre de - i ï . (N ,n ) .

Si (i i) est vrai, il y a 3 € T T ^ (N,n) , conservant l'orientation, et

y€ L \ 2 î{2{p~^) tels que c^w.^w} = (e-e) ' {V.}+(X-e)y. En ce casv^.V^S 0 J

K A ) = , ( À , 8 ) C î ^ ^ ( N , n ) . En plus, si KgV^)= KV^), il y a

z € ® H (p'"''V) tel que
Vç^.V^S" "

{gV^} =' {V^} + ( X - e ) . z mod im d.

Démonstration: Par intermédiaire du théorème 2 on a l'implication



(ii) -»• (iii). (iv) suit de (iii) par des propriétés élémentaires du

produit libre et le fait que • n ' . ( ] P x S ) = Zi^ (D <Z. Une adaption de la

démonstration de la proposition 2, en posant V^= V — e t en exigeant

que [kly^x [0,l] j ^ e é ^(N,7^), possible d'après (i), donne l'impli-

cation (i) -»" (ii). (iv) -f (i) est évident.
q.e.d.

Digression: On dérive un lemme qui est, au sens strict, inutile pour

ce travail mais qui va servir quelques,fois pour mettre pied a terre.

D'abord une remarque:

Proposition 3: Soit TT un sous groupe de TT. (N,n), alors

H^ÇTT; H^(S*) 8 À) = 0 et H^ÇTT; H^îf.S*) 0 &) = 0 pour k > 1 .

Démonstration: En posant pour g é TT \ 7 r . ( N , n ) et V é ̂  ,

A^ - H ( U h g ^) 8 &,
vlg "- hÊir

on a comme dans le lemme 3) de §2 : A— = Z [ îrj 8 Siv t g i(g^)mr

et H? (S ) 8 £ = ® A— .La proposition suit alors du fait
V,-g îg

que H^(TT;A^ ) ^ H^(l(g^)n TT; Z) = 0 pour k >_ 1, par la proposition

de Ch I, 3.2 et parce que l(gV)n-iï est un groupe cyclique (d'ordre

inférieur à 2). La deuxième conclusion suit par des arguments analogues.

^ q.e.d.

Lemme 3: Soit Xç A ,(\) le sous-groupe de ïï.(N,n) engendré par À

e^t^: ( JP , y^) -> (N,n) un plongement tel que t |( 1P ,y ) représente X,

alors :

1 . Si x ç TT (N,n) et Àx = x alors x est divisible par (X+e) (i.e.
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H^( ( X ) ; 7T^(N,n ) 8 À) = 0 ).

2. Si_ x é ïï?(N,n) et_ Àx = -x alors x = a.ft p^ J + (À-e) y pour

a = 0 ou_ a = 1 et certain y ç •iï?(N,n) (i.e.

H ^ ( ( À ) ; ï ï ^ (N ,n ) 8 ^) ^ Z^ est engendre par

• { ([t^j8 1 ) . À } ).

Démonstration: On a la partie suivante'de la suite exacte longue

associée à SE(N) dont les extrémités s'annulent par la proposition 3

(pour k >_ 2).

O ^ H ^ ( ( X ) ; 7 ^ ( N , n ) 8 À) -^H^( ( X ) ; H^(îf,S*) 8 À)————2k^

^ ^k-^ ( À ) ' H2(s*) 0 ^) ^ ^k-l ( ( À ) Î T T 2 ( N ^ n ) 8 ^) -^ °-

H (S*) 8 À et H (Sf,S*) 8 Ï ont les bases suivantes en tant que

groupes abêliens libres (lemme 2) de §2).

B =' (v(g) g' {v} 8 1 ; V é W et g é Tr^(N,n)/ l (v ' )} et

C = ' { w ( g ) g' tô,a&} 8 1 ; W é W e t g € i^(N,n)/l(ÎÏ)} qui admettent

la multiplication par À comme involution. Il en suit que les (X)-modules

H (S ) 8 È et H^(N,S ) 8 <Z sont la somme directe d'un (X)-module

libre et d'un (X)-module trivial ayant comme base B respectivement

C , qui est l'ensemble de points fixes de À dans B resp. C.

On peut supposer que t,( IP ) fait partie du système d'Epstein
A

de N et que le système est projectivement minimal. Si (ii) du lemme 2

est vrai, il y a 3 é TT.(N,n) conservant l'orientation et tel que

l (A) = ( X , @ ) et alors B et C peuvent être identifiés au quotient

( À , g ) / ( x ) = ( @ ) , de telle façon que par l'isomorphisme

H^ ( ( X ) ; £ [ ( 3 ) ] ) ^ £^[ (p)] , (d «> 1)^_., est identifié à la



multiplication (&-e) : ^ [ ( P) ]-> ^ [( ?) J .

Du fait que ( @ ) est un groupe infini cyclique, il suit que (|3-e) est.

injectif et que le conoyau est engendré par 1 . 3 :y^es t à aire que

(d 8 1 ) / - est injectif et que le conoyau est engendre par
£iK— l

' {( C^ Pô J 8 1 ) - ^ (si k = 1 ) .
À £-.

Si (i) et (ii) du lemme 2 ne sont pas vrais, C = 0 et B consiste en

un élément. Donc de nouveau, (d 0 ^oi,' 1 es^ injectif et le conoyau est

engendré par' { ( [t.Pp] 8 1 ) . ^ ( s i k = 1 ) .

Le lemme en suit par la périodicité de l^homologie de ( x ) en dimension

supérieure à 1 avec période 2.

q.e.d.

§ 4 -
Self-intersection homotopique.

Soit N une 3-variêtê compacte connexe, n é N.

Définition: TT? ( N , n ) est le TT. (N,n)-sous-module de TT ( N , n ) engendré
2

par les classes des plongements de S dans N.

Théorème : Soit { <y. ,o.>;i } un système d^pstein paramétrisé et projec-

tivement minimal de N. On définit une suite exacte d'homomorphismes de

TT .(N,n)-modules
l

0 -> TT^N.n) C-, 7^(N,n) -^ ^[ A^ ^] 8 1 -> 0

en posant , si o. (S ) ^ S que l( C ï - o * J ) = 0 et si a. (S ) ^ 1P et_

que a. est le lacet non-trivial sur a. (S ) que l( Fï'0^ ) =[ y.a.y. J® 1 .

Démonstration: Les notations sont comme dans §2. On oriente le fibre
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normal de S = p~ ( ^a.ÇQ ) ) c N de telle façon que les relèvements

o. (voir § 3 ) ont la propriété que

S. {S2} = (S.(S2)} . Soit H3^ = ® ^ lUp^V),!' alors selon le
1* 1 2 Vé'3T,V^S- "

lemme 1 b) de §3 , i H^ = ^(N^).

On définit l'homomorphisme de TT. (N,n)-modules

r : H^ (S^/H^-^CA;^ ^

en posant pour toute composante V de S , V = P : 1' ( {V}) = X 8 1 si

l(V) = {e,X}. La surjectivitê de 1' suit de la proposition 1 de §3.

D'après la suite exacte SE(N), il suffit de montrer que ker 1' =

(H3^ + d H (Î^S*))/!!31^ , parce qu'il en suit que l'homomorphisme

1 dont la définition est compatible avec celle de 1' est "bien défini

et qu'il rend la suite exacte. Puisque 1' envoie les générateurs

{{V}; V composante de S* et pV ^ JP2} de H^S*)/^11 sur la base

{ X 8 1 ; X ê A } d e ^ [ A ] ® î il suffit de montrer si

r{^} = 1 ' {V^ , que {V^} - {v^H^ + d H^Î&.S*).

Ceci est montré dans le lemme 2 de §3.

q . e . d .

L'homomorphisme 1 est presque indépendant du système d'Epstein paramê-

trisê . A mon avis son arbitraire est comparable avec le choix d'une

orientation du revêtement universel d'une variété pour la définition

de l'intersection homologique à valeurs dans l'anneau du groupe fonda-

mental. En effet, du lemme 1 c ) de §3, il suit:
p _

Proposition: Soit t : ( P îYn^ -> ^î1'1) un plongement a fibre normal

trivial et soit À = [ 11 F1J , alors l( [tp^J ) = f X 8 1 .



J'appelle 1 la self-intersection homotopique, parce que si

o ; (^YC)) ̂  ( N ? n )

r
est une immersion dont l'image est un plan projectif a fibre normal trivial

p
et que À est l'élément non trivial de - i r . ( o ( S ) , n ) , on peut faire
une (petite) homotopie régulière de o à une immersion en position
générale avec une seule ligne double qui représente À .
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DEMARRAGE, L'HYPOTHESE FONDAMENTALE

Introduction:

Dans §1 on énonce le problême auquel on est intéressé : Sous quelles

conditions est-ce que deux applications

f, g : (M,8M) -^ ( N , 3 N )

sont homotopes rel 8 M» On suppose que f et g coïncident déjà sur le

1-squelette relatif de ( M , 9 M ) et que F ( f ) , c'est que f (et donc g)

induit un isomorphisme de groupes fondamentaux munis de l'homomorphis-

me d'orientation.

On s'y ramène aux homotopies rel 9 M et rel un point base de M.

Dans §2 on donne des implications de l'hypothèse F ( f ) pour le degré de f

et pour l'homomorphisme fj/ : TT (M,m) -^ i T - ( N , f ( m ) ) .

§ 1 -
Position du problème et l'hypothèse fondamentale.

On se pose la question suivante:

Soient M et N des variétés compactes de dimension 3, soient données

deux applications f , g : (M,8M) -> ( N ^ N ) telles que f |3 M = g |9M.

Etant donnée une décomposition cellulaire de M et supposant que

f et g coïncident sur le 1-squelette relatif ( M , 9 M ) ,

Est-ce que f est homotope à g rel 9 M ?

A l'avance on fera l'hypothèse suivante fondamentale:

HYPOTHESE F ( f ) : f induit un isomorphisme !„ de groupes fondamentaux——_—__— y

munis de l'homomorphisme d'orientation : 'w,,fji = •W. . :TT . (M) ->• {+1,-1}

(donc f * ^ Ï î).



Avec la théorie d'obstruction de Ch 1,4 on peut décider

seulement l'existence d'homotopies rel le 0-sqj.ielette (M,9 M) . Dans

la suite on se débarrasse des complications dues au >0-squelette.

Remarque: Soit m é 9 M s j i _ 9 M ^ 0 et_ m é M sinon, f ^ g rel 9 M U {m}

si et seulement si f ^ g rel ( M , 9 M ) .

On voit ceci de la façon suivante: on peut plonger un arbre A dans M

poussant en m et dont les branches passent par toutes les 0-cellules

( M ^ M ) -CM. (A -' {m} C: Int M ) . Par une homotopie rel (M,9M)° on peut

supposer que f |A = g|A. L'espace des applications de (A,m) dans ( N , f ( m ) )

étant contractile, toute homotopie F : f ^ g rel 9 M Û foi} peut être

déformée en une homotopie rel 9M U A D (M,9M) .

Essentiellement à deux exceptions près le 0-squelette n'a

pas d'influence du tout:

Proposition: f ^ g rel 9M si et seulement si f ^ g rel (M,9M) sauf
?

si M est homotopiquement équivalente, soit au S -fibre non-orientable

sur S , S x s , soit a ff x g . En ces cas il existe une application

h : M -^ M coïncidant avec l'identité sur (M,9M) , de degré -1 (.voir

Ch 1,2.2) et homotope à l'identité et_ f ^ g si et seulement si

f ^ g rel M ou que f ^ g h rel M . (Remarquez que g 96 g h rel M°,

si deg g i- 0. Si deg g = 0, g ^ g h rel M est possible seulement si

M ^ S2^ S1 et que N ^ S2 ï S^trouêe.)
j

Démonstration: Soit m 6 ( M , 9 M ) . On suppose que le centre de ï ï . ( N , f ( m ) )

est nul. Si il y a une homotopie F: f ^ g rel 9M, on a un lacet <^ en

f ( m ) , ( f ) ( t ) = F ( t , m ) , qui a la propriété que

[4'J g^ ( v ) W = f^ ( y ) pouî' "bout y e T ^ ( M , m ) .
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Puisque f,. = g» et que g» est surjectif (même bijectif), [<(>J appar-

tient au centre de TT.. ( N , f ( m ) ). Donc [<))] ^ e, l'élément neutre, et

on peut déformer F parmi les homotopies f ^ g rel 9M en une homoto-

pie rel 9 M U { m } . Par la remarque, il en suit que f ^ g rel (M,9M) .

En fait, par la même remarque, f ^ g rel (M,9M) des que 9M f- 0. Dans

la suite on suppose que 9M = 0 et que le centre de TT ( N , f ( m ) ) n'est

pas trivial. Alors N et M ne sont pas la somme connexe de de deux

variétés non-simplement connexes.

Deux cas se présentent:

a) T T ^ ( M , m ) = 0 : Si ï ï . (M,m) est infini M est un espace d'Eilenberg-

MacLane et H.- (7T^ (M,m) ; î} = îUM; À) ^ ^, donc 9N = 0 et N est un

espace d'Eilenberg-MacLane , donc f ^ g rel m des que f | M = g|M .

Si TT (M,m) est fini, H (ir.. (M,m) ; Ï ) ^ Z / | T T ^ (M,m) | est engendré par

la classe fondamentale de M ([ïj , voir aussi la démonstration du

lemme de §2 .1) et donc 9N = 0 et par conséquent - i ï - ( N , f ( m ) ) = 0. La

première obstruction à l'existence d'une homotopie f ^ g rel M se

trouve dans H (M; f*- i ï^(N)) ^ Z et est proportionelle à la diffé-

rence de degrés deg ( f ) - deg (g ) . Puisque M et N sont nécessairement

orientables, on ne peut pas changer le degré de f par une homotopie

quelconque, donc f ^ g implique déjà f ^ g rel M •

b) TT (M,m) i- 0: Si il y a une 2-sphêre (resp. un plan projectif

à fibre normal trivial) plongée dans M (cf.le théorème de Ch II,1)

M a S2 x S1 ou S2 î S1 (resp. P2 x S1 selon le lemme 2(i-M.ii) de Ch II, 3)

comme facteur de somme connexe. Donc M ^ S x S o u M ^ S x S (resp.

M ^ P2 x S 1 ) . Pour X = S2 x S 3 , resp. S2 î S1 et P2 x S1 on désigne

par %„. le groupe des équivalences d" 'homotopie de X. L'évaluation en

un point * induit un homomorphisme •n - . ( ^ , Id ) -> T T . ( X , * ) qui est sur-
i A 1



jectif sur ker Vy. Suppose que F : f ̂  g , soit ^> le lacet construit

à l'aide de F comme ci-dessus, alors f ̂  g rel M si w , , ( [ < ( J ) = +1 .

L'homêomorphisme h : X - » - X , o u X = S x S (resp. P x S ) , qui en
chaque fibre de la fibration X ->- S induit la symétrie êquatoriale

p
de S (resp. le quotient de cette symétrie par l'application anti-

podale) est l'identité sur X , pour une décomposition cellulaire

bien choisie, h est de degré -3 et il est homotope, voire isotope,
à l'identité de telle façon que le lacet <(» associé à cette homotopie

renverse l'orientation» La proposition suit facilement. Remarquons

que si M ̂  TP x S , H-(-iï ( M , m ) ; Z) = Ẑ  est engendré par la classe

fondamentale de M , et donc 3N = 0 et selon le lemme de § 2 . 1 le degré
de g est impair. Ceci établit la remarque de la proposition.

c . q . f . d .

§ 2-
Implications de l'hypothèse fondamentale.

2.J Le degré.

La conjecture de Kneser, démontrée par Stallings ( Fs4j ) , affirme
qu'une décomposition en produit libre du groupe fondamental d'une variété

compacte donne lieu a une décomposition correspondante en somme connexe.
Conjecture de Kneser: Soient ( K , . , k ) et ( K . , k . ) des espaces d'Eilenberg-

MacLane non-triviaux et soient M une 3-variêtê compacte, m e M et

c : ( M , m ) ̂  (K l__; [0,-lJU K 3 )
V0 l̂

une application induisant un isomorphisme de groupes fondamentaux telle

que c~ ( g ) H 9M = 0 • Alors il y a une homotopie
C : c ̂  c ' rel 3MU{ m } où c ' est une application transversale sur î
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telle que (c ' ) " 3 ^ ) ^ S2.

Lemme: Soit f: ( M , 9 M ) ->- ( N , 9 N ) une application de 3-variêtés compactes,

induisant un isomorphisme f» de groupes fondamentaux. Si N est la

réunion de deux sous-variétés compactes non simplement connexes N.

et N^ telle que 9N^ = N ^ H N^ et que 9N^ ^ S2 on peut affirmer que

1 . Sj_ T T ^ ( N ^ ) est fini, le degré de f et l'ordre de n . ( N ) sont

relativement premiers,

2 . Si N L - ^ D est homotopiquement équivalent à P x S le
" SN^S" ————:———————— ' —

degré de f est impair.

Complément : Si N (——^ D est irréductible et le nombre de bouts
aN^=s"

de T T ^ ( N ^ ) n'est pas 0 ou 2, le degré de f est j_ 1 et le signe est dé-

terminé par 1'isomorphisme f » .

Démonstration: (Ç^ [ T] et [S?]). Par la conjecture de Kneser il y a

une décomposition de M,M = M ^ U M^ telle que M H M - 9M ^ S2 con-

tienne le point "base m € M, que f ( m ) = n € N. n N et que

f^(M^,m) = ï ï ^ ( N ^ , n ) pour i = 1,2.

En notant K^= K ( ^ ( M ^ ,m) , 1 ) , L^= K(^( l^ ,n) ,3) et ( < ) . : ( K . , k . ) -^ (L. ,1. )

l'application correspondante à f, [ 7 T . ( M . , m ) , pour i = 1,2, on obtient

le diagramme commutatif à homotopie près
j

( M , 3 M ) ———°L^ (K, v K^, K , ) a ' , (Kg, kg)

f * 1 V * 2 4-2

(N,311) ———8^ (L, V Lg, L ^ ) g ' ^(Lg. lg)



où oi et 3 correspondent à la factorisation en produit libre

7 T ^ ( M , m ) = ï ï ^ ( M . j , m ) * T T ^ ( M ^ , m ) resp. 7^ (N ,n ) = 7 ^ ( N ^ , n ) * 7 T ^ ( N ^ , n )

et où ex' et 3' correspondent au collapse de K, et E, sur un point.

Alors on a la relation suivante pour les classes fondamentales de M et

de N: (^^(ct 'cO^M.aM} = deg ( f ) . ( e ' e ) ^ { N , 9 N } ç H (L^; Ï}.

Au cas 1 ° , N est orientable (théorème 2 de Ch 11,3 ) et le revête-

ment universel de N^ l——L D est homotopiquement équivalent à S ,
"9N^S"

donc H ( L p ; Z) = 1, /1 TT. ( N ? , n ) | Z> ayant comme générateur

( e ' f S ) ^ { N , 8 N } ( L T Î ) . De même ( a ' a ) ^ { M , 3 M } engendre H (K ; î.} et

puisque <(>? est une équivalence d'homotopie il est nécessaire que

deg f et ITT ( N , n ) [ soient relativement premiers.

Au cas 2 ° , L^ ̂  P°°x S 1 , et alors H (l^; Ï} ^ H (-n^^( P2 x S 1 ) ; ^) ̂  ̂
engendré par ( p ' p ) { N , 9 N } et comme avant deg f et 2 sont relative-

ment premiers, q . e . d .

Pour le complément il faut un raisonnement assez subtil en présence

de plans projectifs à fibre normal trivial.

Selon le théorème suivant, les conclusions du lemme 1° et 2° ne dé-

pendent que du groupe fondamental de N :

Théorème ( [ E ; ( 9 . 5 ) resp. ( 8 . 2 ) ( i i ) ] ) : Soit N une 3-variétê et G

un sousgroupe de T T , ( N ) isomorphe à Z ® ^- (resp. fini et contenu

dans ker w ) alors N = Q f R où Q est une variété fermée telle que

TT^ Q = ^ 9 ^, Çresp. T T ^ ( Q ) est fini) et que G est conjugué à un

sous-groupe de T T . ( Q ) .
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? 1
Si TT (Q) ^ t ® ^o»^ est hociotopiquement équivalent à P x S . (Cf»

le théorème 3 de Ch.11,3.)

2.2 -
Le deuxième groupe d'homotopie.

Le point de vue développe ici est emprunte a f L,App.III J.

Soit M une 3-variêtê sans bord, m e M, et soit donnée

une classe fondamentale {iheH1^; Z) du revêtement universel ft de M.

Définition: 6 est la composition des isomorphismes de 7T.(M,m)-———————— M,m '
modules :

^Y
9^ ^ H1 (M; ^[^(M)]0) -. H^a; Z)n-{^ Ï e H,(a; L)——^Ï 0 ^(M-m)^{ft

où le premier vient de Ch I, §3.2 et le troisième de Ch 11,1 et où
l'action de T T . ( M , m ) est explicité dans les flèches verticales du di

gramme suivant (voir Ch I, § 3 . 1 ) «

l'action de TT.(M,m) est explicité dans les flèches verticales du dia-

H^M; <^(M)]°) H^a; ̂  n{s(} > Ï 8 H,(ft; Z)

. -].«
(g )

v(g) 8 6,

H^M; Z("^(M)r)

T T

H^iSf; Z) ntt)(} > î 8 H^ft; £)

Par les diverses propriétés de naturalitê, on a la propriété suivante:
s

Si f: ( M , m ) _ » ( N , n ) satisfait a F ( f ) , alors le diagramme suivant commute

H^M; t^A»)]0) ———H'm- î, 8 Tr^(M,m)

f*. ̂ 1 8 t.

H^N^l^N)]0) d e 6 ( f ) > 9 N > n > Ï^^^)



et f . f~ est un isomorphisme (p^r une version cohomologique de

Ch I, 2.3) d'où

II y a un isomorphisme $- : ïïp(M,m) ->- np(N,n) tel ique

f^ = deg ( f ) . ^ : -iï^(M,m) -^ 7 r^ (N,n) .
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DU 3-SQUELETTE AU 2-SqUELETTE

Introduction.

Soient M et N des variétés compactes et connexes de dimension 3, et

soit M munie d'une décomposition cellulaire. Soient

f,g: (M,9M) ^ ( N , 8 N ) des applications telles que f^M^M)^ g | ( M , 8 M ) 1 .

L'obstruction pour l'existence d'une homotopie rel (M,3M) de f à g

jusqu'au 2-squelette de M est l'élément

d^f.g.SM) <= H^M^M^Tr^N)).

Dans §1 on calculece groupe de "premières obstructions". On ne tardera

pas de faire l'hypothèse F ( f ) que f induit un isomorphisme de groupes

fondamentaux munis de l'homomorphisme d'orientation.
? *Pour calculer H (M,9M;f 7 T p ( N ) ) on se sert de la présentation SE(N) de

iTpd^n) comme TT. (N,n)-module (voir Ch 11,2). En appliquant la dualité

de Poincaré et 1'isomorphisme f .. on se ramène au calcul de

H . ( N ; T T ? ( N ) 8 Z). Enfin on trouve une suite exacte (le cas où 8N = 0

et T T ^ ( N ) fini, étant exclus par S E ( N ) ) :

0 ^ R -f^ H^M.aM^TT ( N ) -ô^ D -> 0 .

Ici R est le Z--module fini S.^ 8 ^^l ayant une base en cor-
-^(N.n)

respondance biunivoque avec les plans projectifs d'un système d'Epstein
,J

projectivement minimal. D = & si N admet un revêtement fermé (donc

fini) à groupe fondamental libre et D = 0 sinon. Dans §1.2 on dérive

une expression maniable pour \. et un inverse à gauche de i- indépen-

dant du système d'Epstein. Dans §2 on exprimera ces premières obstructi-

ons en termes familiers: l'image de \ contient les obstructions
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d ( f , f p ) où p est la rotation parallèle à un plan projectif à

fibre normal trivial dans M et il y a un entier k-. € Z, tel que
? 1ô(d ( f , h ) ) = T— (deg(h) - deg(f)) pour toute application h coïncidant

"0 . . • '
avec f sur le 1-squelette de ( M , 9 M ) .

En l'absence de plans projectifs à fibre normal trivial
ces résultats ont été obtenus dans [^23 •

§ 1 - ^
Le calcul du groupe de premières obstructions. -

1.1-
La mise en une suite exacte courte»

Soit f: (M,3M) ^ (N,3N) une application de 3-variêtês compactes connexes

comme dans l'introduction et soit f(m) = n. On se donne un système

d'Epstein ^ de N et on utilise la notation du Ch 11,2, en notant par

exemple S = U V.
VéîT- '

Sous l'hypothèse SE(N) on a la suite exacte de systèmes locaux

induite par f de SE(N):

0 -> f^(îf,S*) -d^ f\(S*) -^ f*^(N) - ^ 0 .

On désigne l'homomorphisme de coefficients associe à d par

d1: H^M^M ; f^i^S*)) -»• H^M.aM; A^S*)).

î ' •
La suite exacte de coefficients en cohomologie de (M,9M) associée

à la suite exacte courte ci-dessus donne alors lieu à la suite

exacte suivante

2
(») 0 -> coker d2 -J-» H^M^M, f\^(N)) -^ ker d3 ->• 0.
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Dans ce paragraphe on montrera (sous les hypothèses SE(N)

e t F ( f ) ) ;

Théorème : La suite (») est isomorphe à une suite exacte

0 -> ^ 8 ^/^ ^J ̂  H^M.BM; f^(N))--^D -^ 0
7^(N,n) '

où D = Z si N est fermée et ï ï . . (N,n) a^un sous-groupe libre d'indice

i[ A,, 7 est un Z^-module de rangi- rt.n-1 ———— 2 ————•—————fini et où D = 0 sinon. Z,,
7^(N,n)

fini inférieur au nombre de plans projectifs dans ̂  .

Sous l'hypothèse F ( f ) on a les propriétés

1) si i = 0,1, f^ . : H. (M ; f G) ->- H . ( N ; G ) est un isomorphisme pour

tout système local G sur N (lemme 1 de Çh 1,2.3) et

2) f* Ï ^ Ï.

Après le choix d'une classe fondamentale {M,3M} € H.- (M,3M; Ï ) on a

la

Proposition: Le diagramme suivant, dont les flèches verticales sont

des isomorphismes pour i = 0,1, est commutât if

H^M^M; f^(îf,S*)) d > H^M.âM; f\(Q*))

n(M,9M} n { M , 8 M }

H^(M; f*H (îf,S*)8 î) H^(M; f'H^(S*)8 à)

(dOJ) .
H^(N;H^(îf,S i l t)8 Z) _———L^ H^(N; H^<S*)« À)



Corollaire: coker d = coker ((W-l)., et^ ker d ^ ker (d8J) .

Pour le théorème il suffit de démontrer les propositions

suivantes

Lemme J : ker (d 8 3 ) - £ si N = U W ; ker (d 8 3 ) - 0 sinon.
———— ° — WéW - ° ————

Remarque : N = N W si et Seulement si N est fermée et T T . ( N , n )
WéW- —————————————— —————————— 1

contient un sous-groupe libre d'indice "fini,

Lemme 2: II y a un isomorphisme £? 8 jS[ A J ->- coker (d 8 1 ) .
• f f . ( N , n ) tn

^ ^tel que pour tout À6 A et toute composante V de S , ensemble fixe

de X (i.e. À £ l ( V ) ) , 1 8 \ correspond à la classe dans coker (d 8 1).

ÉÊ

{ ( { V } 8 3 ) . À } é H ^ ( N ; H^(.S*) 8 î}.

Complément : Si î^ est un système d'Epstein projectivement minimal, alors

coker (d 8 1). = H , ( S ) par un isomorphisme qui envoie la classe de

{ ( { V } 8 1 ) . À ) sur l'élément non trivial de H ^ ( V ) . (J^.la remarque de

Ch 11,3.)

Rappelons que par le lemme de Ch 11,2 il y a une identifi-

cation d'homomorphismes

d 8 1 = E E e d ( W , V , e ) 8 3 : ® H (p '^W), p'^W-W)) 8 Ï ->
S WeW V,e WéW :J

-. 9 H^p-^V)) 8 Ï
V€ÎT " ,

et que d(W,V,e) ({»,aî/}) = ——— S w.r(g)g ^} .
[l(V)| gVcW 1'



134

Démonstration du lemme -3 (^f..[H^): On a le diagramme suivant, commu-

tatif par le lemme 2 de Ch I, 2.3'.

IL,(N; lUp'^W), p'^W-W)) 8 î)—————> '•H.(N;îUp~3V)8 Ï}
0 3 ( d ( W . V , c ) 8 l ) Q ° 2

\ 8 [H.(p~' l(W),p•" : l(W-W))9^:]————————^Z 9 [ H ( p - 1 V ) 8 2:J.
7 T ^ ( N , n ) :) 18(d(W,V,e)8l) 7 r ^ ( N , n )

Et il suit immédiatement du lemme 3) de Ch 11,2 que le groupe

i 8 [H.Çp'^W), p"'3(W-W))8 î] (resp. Z 8 [n (p~1V)8 Ï ] )
T r ^ ( N , n ) " T r ^ ( N , n )

est le groupe infini cyclique engendre par W = "î 8 (_{W,9W} 8 ij

(resp. par V = 1 8 [{^} 8 l]). Si V c:W, on a la formule

1 8 (d(W,V,e) 8 1 ) (W) = l1^! . V .

Clairement par les isomorphismes ci-dessus, l'homomorphisme (d 8 1 )„
îL

s'identifie à l'homomorphisme

A : ® Z . W - ^ ® Z . V
WéW V€IT

défini par A ( W ) = L
V,e tels que V c:W |l(^)|

Soit E n-, W un élément non nul. Si le bord de la réunion
W€W w - "

(J W n'est pas vide, il contient une composante Ve W . En ce cas

"W ^ ° . . .le coefficient de A (Z n., W ) sur V n'est pas nul. Par conséquent, si



N ^ U W, ker A = 0 = ker (1 8 d)-.
WeW 2: °

Si N = U W et E n^ W é ker A, notant W(V,e) le membre de W
WçW " i.

tel que V C:W(V,e), alors pour tout V € VT

^(v,^) 1 I^^ ^(v.-D l1^-1))!

et donc Z n-. W est un multiple de Z ———— W é ker A, où
W<?3T w W€ÎT|I(ÎO|

k^ = p.p.c.m. (11(^)1 ; W e W ) . (N est supposée connexe.) q.e.d.

Démonstration de la remarque (Cf. [H2J ): II est facile de construire

un revêtement fini à k,. feuillets de N, q : N ->• N, tel que q~ (W)
^0est la reunion disjointe de ———— exemplaires du revêtement universel|K»)|

W de W et que q~ (V) est la réunion disjointe de ——— exemplaires du
|I^)|

revêtement universel V de V. Par le théorème de van Kampen le groupe

fondamental de N est libre.

Démonstration du lemme 2 : Soit V ç QT , par le lemme 3) de Ch 11,2 on

a H^p-^^zETT/N.n):] 8 Z [:{v}]

et du lemme 1 de Ch 1,2.3 et de la proposition de Ch I, 3.2 on déduit

les isomorphismes suivants

H^N;H^(p-' 'V)8 À) ^ H^^(N,n);H^p-1V)8 À) ^ H^l(v'); £) ^ H ^ ( V ; Z).

Si V est une sphère ce groupe est trivial. Sinon V est un plan projectif

et si À est l'élément non trivial de l(v'), H.(N;H (p"^) 8 À) est en-

gendré par {({^} 8 1 ) . X } = ly, qui est d'ordre 2.

Soient WÊ W , V € TT , e <= {+1 , -1} , tels que V c: W. Si
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V est une sphère ( d ( W , V , e ) 8 1^ L = 0. Si V est un plan projectif,
Zi

alors le groupe fondamental de W, étant fini, est d'ordre 2 (théorème

2 de Ch 11,3) et il y a une seule paire (V ' ,£ ' ) . différente de (V,e)

telle que V 'çW , e ' é { + 1 , - 1 } , V ^ P2 et que V ' , c W . Il est clair.

qu'en ce cas d ( W , V , e ) 8 1 et d ( W , V ' , e ' ) 8 1 sont des isomorphis-
Z Ï

mes et par conséquent

( d 9 \\ (lw) ̂ v^'

où 1̂  désigne l'élément non trivial ds? H ^ ( N ; H (p""1^, p'^W-W)) 8 À).

On en déduit que 1^ = L- € coker ((d 9 1 ) ) implique
' 0 - 1 ^ '

que I(^Q) est conjugê avec l(vj. Réciproquement il y a une "chaîne"

de membres W € W de V à V., selon la proposition 2 de Ch 11,3 , d'où

on a 1 = 1^ . Le lemme suit alors de l'égalité 1 -{({V} 8 1 ) . X } pour

toute composante V de p~ V et X tel que l(V) = { 1 , X } .

q.e.d.

1.2 -
Fonctorialité et scindement»

On définit i : ^ 0 <Z[ A ] -^ H^M.SM; f*Tr ( N ) ) comme la compo-
1 {- T ^ ( N , n ) N î n 2

sition des isomorphismes du lemme 2 et le corollaire et de l'homomorphis-
^

me i de la suite exacte (») de § 1.1.

Soit ((>„ l'isomorphisme composé

p n { M , 3 M } f
4)^.: H (M,3M; f T T ^ ( N ) ) —-——> H ^ ( M ; f T T ^ ( N ) 8 Z ) —-4 H ( N ; T T (N)8 À)

alors on a la propriété suivante de i _ :

Proposition 1: Soit À : (S ,x ) ^ ( N , n ) un représentant de X = F X_ J^ A
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et soit s: ( 1P ,y,J -»• (N,n) une application telle que la restriction

a j IP égale À (par intermédiaire d'un homêomorphisme IP = S ).

Alors

(^ i^. (1 8 X ) = { ( [ s p^] 8 1). \ }

Démonstration: Soit { <y. , a.>;i} un système d'Epstein paramêtrisê

associe à ÎT .De la remarque de Ch 11,3 on sait qu'il existe un indice

i et un chemin y de n à a. (y,.) tel que, en notant a le lacet non
? 1

trivial sur o. (S ), \_ soit homotope rel n à yay" • Alors il est facile
? __

de construire une application (voire un plongement) t: ( P , y,.)-^-(N,n)

telle que t | IP = yay et que t p? soit homotope a y.a. (voir la

figure). On sait du lemme 2 de § 1 . 1 que

<f>^(t 8 À ) = { ( [ y CT^] 0 D . À } = {([tp^] 8 D.U.

(figure)

II y a une homotopie de s jusqu'à une application
p _ _ • 1 1

s ' : ( P , y,.) -»- (N,n) rel y,, telle que s ' [ P = t| P . Soit
p

d (s',t) ç •iï?(N,n) la classe de la différence entre s' et t sur la

2-cellule P2-P1, alors [s ' pg J - [t p^ ] = ( 1 -À) d^s ' ,t)

et donc f^en utilisant la formule du bord

8(x 8 1 . (g^,g^)J= x 8 1 . g ^ + g"^ x 8 v^(g", ). g^- x 8 l.g^gp J

on a ( [s 'p^]8 1 ) . À - ( [t pp J 8 1 ) . À = 3( d^s',^ 1 . ( À , À ) +

+ d^s',!) 8 1 . ( e , e ) ) .

c.q.f.d.
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îl est intéressant de comparer le résultat suivant démontre ci-dessus

avec le lemme 3 de Ch II »3.
o _

Remarque: Soient s,t : ( IP ,y^) -^ (N ,n ) deux applications telles que

s| IP ^ t| P rel y^ et posons À =[ s| P1] ç î ^ (N ,n ) . Alors il y a

un élément y ç T r^ (N,n) tel que [s p^] = [t p^J + (e - X) .y .

Un corollaire de la proposition 1 est la suivante, exprimant la fonc-

torialitê de i :

Proposition 2: L'homomorphisme de coefficients

(f^) 2 : H^M^M^M)) -^ H2(M,^M; f \^(N))

définit l'isomorphisme suivant sur les sousgroupes de torsion

1 8 f.' Zp 8 Z[ A 1 -> Z 6 ^r A., 1
1 2 ^(M.m) L M 'mJ 2 ^(N.n) L N'nJ

où f^ est induit de la restriction à A (et A de l'isomorphisme

f. .,: 7 r ^ ( M , m ) -^ 7 T ^ ( N , n ) .

Démonstration : On a le diagramme commutatif suivant:

-Zp 8 Z.J A ]
2 ^(M,m) 2 M 'mJ

-> ^ 8 Z [ A ,]
2 ^ (N,n) 2 N î n

^d

H"(M,8M;^(M))
(f^ 2-^ H'-(M,3M; f % ( N ) )

n{M,3M}= 4) Id n { M , 9 M }

H ^ ( M ; ^ ( M ) 8 i )
(^8 1) f

-y————^ H ^ ( M ; f ^(N) 8 &)—^ H ^ ( N ; ^ ( N ) 8 î)

Soient ^ : (S ,x ) -^ (M,m) un représentant de \ = Fx l e A et
- l- -- M-in



s: ( JP ,VQ) -^ (M,m) une application telle que s| P soit égale à Â_,

alors on a les égalités suivantes à l'aide de la proposition 1 :

f» ( ( f^2 ^d ( î e À ) n ̂ .^ = f» ( f^ » 1)! l^ld^1 8 x) n { M»^ M>] =

= f, (y 1 ) ^ ({ ( [ s p^J 9 1 ) . X } ) = f^({[f s p^]8 1}.X)=

= <[f s p^ j8 1}. f^ ( À ) = f^ l^d 8 f ^ ( À ) ) n { M , 8 M } ) puisque

f s| P1 est égale à f .̂.

La proposition en suit par la bijectivitê de f et de 0(M,9M} .

q.e.d.

La suite exacte du théorème de §1.1 possède un scindeur

indépendant du choix du système d'Epstein:

Théorème : La composition des homomorphismes suivants

2 w U
H^M^fV^N))-1-^ H^M.BM.f* z[ /^ J 8 &) JL^H3^^^!^; 7^8 f* < A^J)

^ z 8 • ^r\-, j
2 ^(N.n) Nïn

?
est un inverse à gauche de i,.. (l est l'homomorphisme de coefficients

associé à la self-intersection homotopique et v est la première classe

de Stiefel-Whitney).

Démonstration: Soit À € A^ ^ et soit t: ( P2,^) -»• (N,n) un plongement

tel quej [t| P ] = À (t existe selon le théorème 1 de Ch 11,3). Alors

(v^Ul2 I^ . (18À)) 0 {M.3M} = v^ 0 ( ( 1 8 1 ) ^ {([tp^] 8 1 ) . X } ) =

= v.. H { ( À 8 1 ) . À ) = w./X) 8 X= 1 8 X.
M M

La première égalité est une conséquence de la relation cup-cap qui

reste vraie à coefficients dans des systèmes locaux et de la factorialitê
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de la dualité de Poincarê par rapport au système local. La deuxième

égalité suit de la proposition de Ch 11,4.

q . e . d .

§ 2- ^
Sur la réalisation de premières obstructions.
2.1-
Le degré. Soit f: ( M , 8 M ) -> ( N , 9 N ) l'application comme dans l'intro-

duction. On choisit des classes fondamentales de M et de N. Dans la

suita on va étudier la surjection de la suite exacte du théorème de

§ 1 . 1 .

6 : H^M.aM; f\ ( N ) ) -»• D

Théorème: Supposé que N {et_ M) sont fermées et que n..(N,n) contient

un sous-groupe libre d'indice fini, il y a un générateur a 6 D = Z

et un entier k,. 6 IN tel que pour toute application g: M -^ N coïncidant

avec f sur le 1-squelette M on ait l'égalité

5 ^(f.g) = ^(^) - de^(f) ^ ^ ^
^0

L'entier }a est le minimum des indices des sous-groupes libres de

•iï^(N,n).

Démonstration: (_cf^[H2Î) Soit x ê H^M^TT ( N ) ) , soient g ,g ' : M -> N

des applications coïncidant avec f sur M , telles que

d^f^g) = d^f .g ' ) = x.

(il y en a par Ch I, U.1 ( c ) ) . Alors g' est homotope rel M à une
p

application g ' ' coïncidant avec g. sur M . Sous l'hypothèse SE(N), im-

pliquant que le revêtement universel de N n'est pas une variété fermée,



toute application S ->• N est de degré zéro d'où

deg(g) = deg(g") = deg(g ') .

Je peux donc définir une fonction

u^.: H^M; f\(N)) -> L

de telle façon que u,.(x) = deg(g) - deg(f).

Le revêtement associe à un sous-groupe libre d'indice fini de

T r ^ ( N , n ) est désigne par q: ( N , n ) -> ( N , n ) , le revêtement induit de q par

f par p: (M,m) -»• (M,m) et le relèvement de f par f: (M,m) -> ( N , n ) .

Les classes fondamentales de M et de N sont choisies de telle façon

que les degrés de p et q sont positifs.

Si g: M -> N est une application coïncidant avec f sur M et g est

le relèvement tel que g(m) = n, alors deg(g) = deg(g), deg(f) = deg(f)
Jb ? ^ A .- ?

et (q,,) d (g , f ) = p d (g , f ) . Par conséquent on a le diagramme commutatif

H^M; f \^(N))

{(q^r1

H^M^qf^N)) <:———p- H2(M;f\^(N))

(q^: f iTg(N) -^(qf) TT (N) est l'isomorphisme induit par

q^,: Tr^N,n)-^ - T r p ( N , n ) ) .

Par le lemme de rH2,§2.U] p,: est un isomorphisme de groupes.
,»,-3Par ailleurs, l'image de p { ( q ^ ) }~ consiste en les multiples de ko.

En effet, dans la situation de la démonstration du lemme 1 de § 1 . 1 ,



142

posant n-, le nombre de composantes de q~ W pour W € W' , on a

k
Z n_W = kX ———— W pour un certain k et en plus l'image de la com-

. |l(ÎO|

position

H^(M;f%3(N) 9 Î } pl-q5^! H^M;f\(N) 8 À) ^ H^(M; t'Haït.S*) » À)

est,-engendré par E n-, W . Donc module la torsion, l'image de p..(q^L

consiste en les multiples de k. Par la naturalitê de la dualité de

Poincarê il en suit que l'image de p {(q,u) }" consiste en les multiples

de k-, q étant de degré k k-.

Ceci démontre le théorème.

q.e.d.

2.2 -
Les rotations parallèles aux plans projectifs à fibre normal trivial.

Définition: Soit a: ( l ,{0,1}) -»• (0(2) , Id) un générateur de i^(0(2) ,Id).

0(2) est un sous-groupe de 0 ( 3 ) » de la façon correspondante à l'injec-
p ? 2 3 2tion ]R = {0}xJR c: jR x ]R = 3R . Soit pp: 3P x I l'homeomorphisme

défini par PQ(pg(x) , t ) = (p^(a( t ) (x) ) ,t) pour (x , t )eS 2 x I.
2 <^Pour un plongement i: P x 1 -»• M , la rotation parallèle au plan pro-

p
jectif i( 3P x o) (associée à i et'a) est l'homéomorphisme p: M -»• M

tel que
o p

t)(x)= x s i x ^ i ( 3 P x l ) e t que p i(x)= i Po(x) pour x € IP x I.

Avec ces conventions p- laisse fixe 3P x i.

Il est facile de vérifier que la différence entre p,. et l'identité

de Î x I sur la 2-cellule ( P1- P°)x I est égale à



+_[(? ̂ ,0)]çTT- ( P x I, y,.x 0), en considérant un relèvement

r: ( 1P1- P°) x I -> S2 (voir la figure) de

( P1-?0) x 1 -°-> P2^ 1 pro^ p2 dans le revêtement p^: S2 -»' ]P2.

r^P^P^xt]

rfdP^P^xo]
(figure)

Q

Remarque : d (p-,Id ^ ) est l'élément non trivial de——— 0 ^ ^ —————————————————————

H2( IP^ I,]?^ 81; 7r (P^ I)).

Soient i et p comme dans la définition, alors on a le diagramme

commutatif suivant: / . \2

H^ P^ I, P2^ 8I;iT^( P^IJ ^^ H^ P^I, P2x^I•,i\^(M))^H2(M.^M;^Tg(M))

n { ^xd,^!)} . n{M,8M}

H^ P^Ii^Ç P^I) 9 2)-^——^1 H^ P^I^TT^M)® î} * > H^(M; iTg(M)0 î)

où e est l'extension.

Clairement d^pjd^) H {M,9M} = i^(i^ D^d2??^,^ ^ )n{ P^d.Sl)}).

? ? ?
puisque d (p,Id^,) = e(i.) d (p ,Id ^ ).

M r u p"xl

o —
Théorème : Soit X 6 A,- , soit s: ( P ,7,,) ->• (M,m) un plongement tel

que \ = [f(s| P )J é7T.(N,n) et soit p: M ->• M la rotation parallèle

à s( ff2), alors

1^(1 8 X ) = d2(fp ,f; 3M) é H2(M,^M; f \^(N)).
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Démonstration: Par la naturalitê on a d^fp.f^M) = (fJ^d^p^d^M).

En plus on a les égalités:

^^{fp,f,m)= f^d^fp^^ntM^M^ f^ (y1 )^ (d î ^ (p , Id ;^M)n{M,^M})=

= f^(y 1)^ (([sp^]8 1). f ^ ( X ) ) = ( [ f sp^]® 1 ) . X =^i^.(1 @ À ) .

En remarquant que le degré d'une rotation parallèle à un plan projec-

tif (à fibre normal trivial) est 1 , on-obtient comme corollaire des

théorèmes de §2:

Corollaire: Soit f , g: (M,9M) ^ ( N , 9 N ) deux applications de 3-variê-

tês compactes connexes coïncidant sur le 1-squelette. Sous les hypo-

thèses F ( f ) et SE(N) on a:

Si deg(f) = deg(g) alors d^f^g) 6 im i CH^M^M;^ ( N ) )

et il y a un homêomorphisme R, composition de rotations parallèles

à un système de plans projectifs (que l'on peut choisir disjoints),

tel que fR soit homotope rel (M,8M) à une application qui coïncide

avec g sur le 2-squelette (M,3M) .



DU 2-SQUELETTE AU 3-SQUELETTE

Introduction

Soit, comme dans le chapitre IV, f: (M,9M) ->• ( N , 9 N ) une application de

3-variétês compactes et connexes. Selon Ch 1,4.2, les classes d'homo-

topie rel (M,9M) d'applications coïncidant avec f sur le 2-squelette

sont en correspondance bi-univoque avec les éléments de

coker A^f^M) : H1 (M,8M;f\^(N) ) -^-ir^M.aM^ïï ( N ) ).

De même que dans le chapitre IV on fera l'hypothèse F( f ) que f induit

un isomorphisme de groupes fondamentaux munis de l'homomorphisme d'orien-

tation. En plus on supposera que le revêtement universel de N n'est pas

ferme (i.e. S E ( N ) ) .

Dans § 1 on donne une expression pour H (M,9M;f ' f f ^ ( N ) ) , qui

est isomorphe à Z 8 TT-JN) par la dualité de Poincarê. Le point
T T ^ ( N ) -

essentiel est une suite exacte qui exprime TT- (N) en termes de TT ( N ) :

0 -^ S^N)-^ T^(N) -^ Zg 8 ^(N) -^ 0.

?
Ici S T T - ( N ) est le produit tensoriel symétrique de 7r - (N) et Wh correspond

au produit de Whitehead. L'homomorphisme v a la propriété que

v Hopf (x) = 1 8 x pour x e T T p ( N ) .

A la suite exacte SE(N) de Ch 11,2:

0 -. H^ÎT.S*) -^ H^(S*) -^ ^(N) ^ 0

est associée une suite exacte longue de cohomologie dont on retient la

partie
1 2

^(M^Mif^H^S*)) -^ H^M^M^f^ÇN)) -^ H^M^Mif'^dif.S*) ) -1-̂
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Dans §2 on déterminera l'image de A ( f ; 9 M ) i . Pour cela on montre

d'abord que pour un voisinage régulier U d'un système d'Epstein de

M, l'extension

H^U.aU^H^S*)!!;) -^ H^M^MîA^S*))

est surjectif. Il s'agit donc en fait de déterminer l 'effet de (cer-

taines) homotopies rel (M,9M) qui ont leur support dans U. On y

montre aussi que la dualité de Poincarê définit un isomorphisme

coker i1 ^ H^TT., (M) ;f*7^(N) ).

Dans §2.2 oncalcule effectivement l'image de. A ( f ; 3 M ) i . Comme résul-

tat on obtient dans §2.3, sous l'hypothèse supplémentaire que f est

une équivalence d'homotopie, une suite exacte de Z^-modules

0 -^ W( A.,) -c-^ coker A ^ f ^ M ) ^ -^ Z 8 TT ( N ) -> 0,
M. CL l \ C.

T T ^ ( N )

où W( A ) est engendré par les paires ( < X , p > ; X , p e A } avec certaines

relations et ou c ( < À , p > ) = 1 8 f^ [ t p^,t p J si t , t : ( JP ,y )->-(M,m)

sont des plongements tels que t , | JP ( = À et t [ IP = p. LaL- A •™ L P

surjection 18v admet une section au dessus de Z^. 8 TT p ( N ) dont
' ÎT^N) 2

l'image correspond aux rotations parallèles à des sphères dans N (com-

posées avec f ) .

Dans §3 on va déterminer l'image de l'homomorphisme induit

de A ^ f ^ M )

A ^ f ^ M ) : coker i1 -> coker A ^ f ^ M h 1 .

Soit îï1' un système d'Epstein projectivement minimal de N alors on



montre dans §3.3 que coker i est engendre par les classes des éléments

de f H ( W , 9 W ; 7 T - W) où W parcourt l'ensemble W des composantes W de

N - LJ V telles que W - Wc |̂ J V et que TT W soit, fini. Ainsi on a
V6?T Ve3T

réduit le calcul de A (f;8M) à celui de A (ld-»;9W). On l'attaque dans

§3.2 et §3.3. Ceci achève le calcul de l'image de A^f^M).

Les résultats finaux sont ramassés dans §4.

§ 1 -
Le groupe H^M^M.f*^ ̂ ( N ) ) .

Ce groupe est isomorphe à Z Q ïï^(N,n) par la compo-
T^(N,n) -5

sition des isomorphismes de la dualité de Pôincarê, de f et de celui

du lemme 2 de Ch 1,2.3:

(^H^M.SMif^N)) -^ HQ(M;f\^(N) 8 À) -. H^(N;^ (N) 8 Ï} ^ À 8 TT (N ,n ) .
• i ï ^ ( N , n )

Le calcul de 7 r^ (N ,n ) passe par une expression de •n^ (N,n ) comme groupe

abêlien.

1.1 -
Le groupe abêlien i rp(N,n) .

On se place dans la situation de Ch 11,2. On note ^ la base du groupe

abêlien Hp(S ) donnée dans le lemme 2) par

T = (w(g) g {^} ; g é T^(N,n) / I(^) , Vfc^ }

)
Proposition 1 : -iï?(N,n) est un groupe abêlien libre admettant une base

représentée par un sous-ensemble de T via la surjection

l: H^(S*) -^ 7 T ^ ( N , n ) .

La liberté de 7r^ (N) est due à Specker C S3J .
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Démonstration: Un système de générateurs de d(H (&,S*)) en tant que

groupe abélien est donne par l'ensemble indexé

^= (d(v(g) g {&.9&}) ; g^(N.n)/ l ( ÎO, W c W } .
c

La suite exacte SE(N) de Ch 11,2 donne la propriété

a.i induit un isomorphisme entre le quotient Z C ^ J / ( X ) et TT (N ,n ) .

En plus on a les propriétés, facilement déduites de la situation

géométrique dans (îf,S*),

b. Soit r = Z n .x çK , alors n V 0 implique que n =+ 3.
xeï x x "~

Soit r ( K , ^ ) le graphe dont les sommets sont les éléments de % et

dont les arêtes entre r et r' ( r,r' ç K ) correspondent aux éléments

x e r tels que x*(r) ^ 0 et x*(r ') ^ 0, alors

c. r ( % , y ) est une réunion d'arbres.

Soient données des injections o: ^^ IN et p: ^ -»• M, alors on a

le procédé suivant: soit r ê ^ la première relation non triviale de

K pour l'ordre induit par p et posons x ç. T l'élément le plus

grand de Ï(pour l'ordre induit par o) dont le coefficient dans r n'est

pas nul. Alors on définit T - T - {x } et la projection

p ^ : - Z C T ] - ^ Z[T^7 par p ^ ( x ) = x si x6Î^ et P,(x^)= x^. - x^(r)x .

Aussi on définit ^= { p ^ ( r » ) ; r ' ^ % }. a^ -ol^:^ -. M et o ^ : ^^ -. B

tel que p ^ ( p ( r ' ) ) = n ( r ' ) pour r'é % .

Facilement on constate que ( T . , ^ ) satisfait aux

propriétés a /b et c. Le graphe r(^.^) est obtenu de ï { K , T ) en
coalescent l'arête éven-
tuelle associée à x^ ou en enlevant l»étoile ouverte du sommet r.

Si on note (r^,^) et p^: ^IT^I^ £ [ rj

le résultat après avoir répété n fois ce procédé, alors il est clair



que p^ exprime l'élément x de T ,- T en une combinaison linéaire
n

d'éléments plus petits dans T . Par conséquent la limite

P=^P^..PI: ^ n - ^ C O ̂ ]

existe. Posons j : Z [0 T^"] C Z [ ^J alors p j = Id, p( ^ ) = 0

et j p= Id mod ( ' ? ? ) , et par conséquent la composition

i j : z[0y' J-»• -iï?(N,n) est un isomorphisme.

q.e.d.

Soit <X= {g {V. } ; a é A} à: T un .sous-ensemble tel que
a

i ( c x ) forme une base de i r? (N,n)«

Proposition 2 L H 1 J : N est homotopiquement équivalent au bouquet de

2-spheres V g V. par une application qui étend l'application
a e A a

canonique ir : U g V. -> V g ^.————-— a -a i a "a ia a

Démonstration: On peut supposer que C = U g ^. est un sous-a a ia

complexe d'une décomposition cellulaire de N; la première obstruction

pour étendre TT se trouve dans le groupe H (îf, C; TT-(V g ^ ) ) qui
2 a a a

est trivial puisque H (C) ^ H (Sf) ^ 7Tp(N,n) (et en utilisant des théorèmes

de coefficients universels).
q.e.d.

1.2 - f
7r-,(N,n) comme conséquence de iTp(N,n ) .

Soit <^ comme dans la proposition 2 de §1.1. Soit S. un

homêomorphisme de S sur ^.. Rappelons que la fonction

Hopf: 7Tp(x,x) -»• -iï-(X,x) est l'opération homotopique associée à la
?

fibration de Hopf, H o p f e T r ( S ). En mettant un ordre sur l'ensemble

d'indices A de OL , il suit du théorème de Hilton (r^JïEsiJ)
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Proposition 3 : II y a un isomorphisme

^ 8a î ) ^ ® ^^^ ® ® ^ (S3 Jj a a ^ acA 3 a c«6 3 a^ ^

de telle façon que le générateur du groupe infini cyclique TT.-(S )

(resp^. TT^ (S^ ) ) correspond à Hopf (g 3'. )(resp. au produit de

Whitehead [ g^ 3^ , g ^ ] ).
a a

Conséquence 1: T T - ( N , n ) est le groupe abelien libre ayant comme base

{Hopf (g^ i {^ }); a € A} U { [g^ i {^ },g^ i {^ }]; a<e a,e é A }.

Considérons les propriétés suivantes bien connues du Hopf

et du produit de Whitehead.

1 - F » ^ ^(l^n) x 7Tg(N,n) -> TT ( N , n ) est ^-bilinêaire et symétrique.

2. Hopf (x+y) = Hopf (x) + Hopf (y) + Cx,y] .

3. [x ,x]= 2 Hopf (x ) .

kf 6 [x,y] = ["gx, gy] et g Hopf (x) = Hopf (g x) pour g e ï ï . ( N , n ) .

^ p
En désignant pour un module B, S B le produit tensoriel symétrique

B 8 B/ (x 8 y - y 8 x; x,y é B) on a le théorème suivant:

Théorème : II y a une suite exacte d'homomorphismes de T T . ( N , n ) - modules

0 -> S^I^n) -wl 7 r^ (N ,n ) -; ^(N,n) /2^(N,n) -> 0

s
telle que Wh (x8y) = [x,yj et que v(Hopf ( x ) ) = x + 2-n ( N , n ) .

Démonstration: Par les propriétés 1 et 4, Wh est un homomorphisme de

TT^(N,n)-modules et par la conséquence 1 et les propriétés 2,3 et h,

la fonction Hopf définit un isomorphisme de TT. ( N , n ) -modules



TT?(N,n ) /2 i r ? (N,n ) = coker Wh. L'homomorphisme Wh est injectif par

la conséquence 1 et la propriété 3*

q.e.d.

On déduit de ce théorème la suite exacte de coefficients

H. (N;7T . (N) /27T , (N) 8 Î}-^Ï 9 S^d^n)-18^
1 2 2 T ^ ( N . n ) 2

(S)
Ï 8 TT ( N , n ) ^- Ï 8 TT (N^n) /2TT ( N , n ) ->• 0.

7 r ^ ( N , n ) - 7 r ^ ( N , n )

En supposant que le système d'Epstein ^ est projectivement

minimal on a,par le lemme 2 de Ch 11,3, pour tout W € WT qui n'est

pas orientable des éléments À.., 3.- 6 TT. ( N , n ) , y.-ê ® H-(p"" V)
W W 1 W - - d

Vé W,V=S

et une composante V p. de S = L J P~ V, tels que 0 conserve l'orienta-
0 „. . , VeW , w-

tion, que t , . ' . •

KV^) = Ki)) = {e,À^} -et que'd{ÎÏ,9ft} • = (g^e) {VQI + (X^- e).y^.

Proposition 2: A condition que N ^ U { W ; W e W , |l(ÎO| est impair},

l'image de 8 est engendrée par les éléments suivants:

a) par 1 8 ( i { ^ } 6 i{^}) pour tout V fi "ïT homéomorphe à JP et_

b) par 1 8 (À,, i y,, ® i y,,) pour tout W é W^ non orientable.£_— W W W ———~——— —'—'———'—————~~

Rabiota. 1. Les éléments sous 2a) ont en fait leur origine dans la partie

torsion de H ^ ( N ; 7 r ^ ( N ) 8 Ï} ^ H^N^N-.TT^N) ) (calculé dans Ch IV) par

la réduction modulo 2.

2. Si N = U { W ; W cW, | l ( W ) | est impair} , alors N est

3P -insécable (i.e. W contient seulement des 2-sphêres) et
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H^(N;7T^(N) /27T^(N) 8 i!) est engendré par la réduction modulo 2

du générateur du groupe infini cyclique

H ^ ( N ; T T ^ ( N ) 8 Z) S H^N.aN^N)) (théorème de Ch,IV, J . J ) , en par-

ticulier l'image de @ est engendrée par un élément.

Démonstration: On a la partie suivante de la suite longue de coeffi-

cients associée à la réduction modulo 2 de SE(N):

(l81 ^ ) ^
H^(N;H^(S*)8 £^) ————^ H^N;^(N)8^)4HQ(N;H^(îf ,S*)8 Z^) -^

^O
—————-^ HQ(N;H^(S )8 Z^)

Comme dans la démonstration du lemme 2 de Ch IV,3 .3 on a pour toute

composante V de S un isomorphisme

H^N;H^(p••1V) 9 Z^) ^ H ^ ( K ^ ) ; ^)

et si V est un plan projectif et l(V) = { 1 , À } , le générateur du

groupe d'ordre 2 , H ^ ( N ; H ^ ( p ~ 1 V ) 8 Z^),est donné par le cycle

( { V } 8 1 ) . À qui est la réduction modulo 2 du générateur de

H ^ ( N ; H ? ( p ~ V) 8 ^). Pour calculer l'image par @ de

( i8 î ^ ) ^ ( { ( { ^ } 8 1 ) . À } ) on observe que

8(Hopf i{^} 8 1 ) . À = (À'^Hopf i {^} ) 8 w ( À ~ 1 ) - Hopf i { V } 8 1 =

= -2 Hopf i{v '} 8 1 = - [i{v'}, i{^}] 8 1 6 CQ(N; î^ (N.n) 8 5:).
,j

Donc e(i81 ^ ) ^ ( { ( { ^ } 8 3 ) . X } ) = - 3 8 ( i { ^ } 8 i { v ) ) , et en passant

on a montré le rabiot ].

Le suivant concerne le noyau de (d8J ) . Soit WÊ W
^ °



non orientable, alors -{{î?,aîf} 8 1 } € ker (d 8 1 ) et
^ 0

ô ( { ( z { V o ) 8 .1). (Ç^ (z(y^) 8 J)^})= {{»,3%} 8 1 ) .
»'

En remarquant que

0=Hopf( id{^, 9ih)=Hopf( ^l{VQ))+Hopf( iIV^^+HopfÇ \^(yy))+

^opf i(y^)+ [^{V^}.- i^} + (^- e ) i y ^ J + [-i^} ,(^-ehy^] +

+ CÀw lyv» •"^y^ ] e7r^(N,n), on obtient-

P({( I {VQ} 8D.e^+(l(y^) 8 1 ) À ^ } ) = -1 8 (X^ 8 xy^).

Si W é W est orientable, tel que l(ÎÏ) soit d'ordre pair,

alors pour un élément donne x e l(&), x ^ 1 , il existe y e H (S^) tel

que d{ÎSf,8W} = ( l+x) .y . Il en suit que { { Î S f , a & } 8 1} é ker (d81 )
Z^ O*

que {{ f t , 9^} 8 1 } = 6 ( { ( i ( y ) 8 D.x"'1}) et que

S((Hopf i (y) 8 D-x"^ (x-1) Hopf l (y ) 8 1 = ((x+l)Hopf \ (y)-[l(y) ,l(y)] )81

= ((l+x)Hopf i (y ) + C i (y ) .x i (y ) J ) 8 1 = Hopf (id{iÏ ,9&})8 1 = 0

donc que { ( i (y )81 ) .x~ 1 } € (v81 ) (H. (N;7r (N)8 À ) ) et par conséquenti :J

(3{(l(y) 8 1 ) . X ~ 1 } = 0.

Supposons maintenant que { Z n,. {^,9%} 8 1}e ker (d81 ) .
WéîT " ^2 °

Pour calculer sa contribution à l'image de 0 (module les éléments sous

a) et b ) ) on peut supposer que n - 0 des que l(w) est d'ordre pair.

Comme dans la démonstration du lemme 1 de Ch IV,1.1 il faut que le

bord de la réunion |j W soit vide. En particulier, sous l'hypothèse
V0

de la proposition ceci implique que n - 0 pour tout W et sous celle du

rabiot 2, ker (d81 ) est le groupe d'ordre 2 engendré par
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{ E { W , 9 W } 8 J} qui est la réduction module 2, du générateur
WcW

de H ^ ( N ; 7 T ^ ( N ) 8 ^).

q.e.d.

§ 2 -
Le calcul de A^f .SM) i 3 .

2.1 -
Une façon d'engendrer H^M^M; f*H (S*)) .

On montre que H (M,9M;f H-(S ) ) est engendré par les cocycles

à support dans un voisinage régulier de la réunion d'un système

d'Epstein de M.

Soit R une sous-variété dans l'intérieur de M dont les compo-

santes forment un système d'Epstein de M. Soit U un voisinage régulier

de R dans M et soit D une réunion d'espaces d'Eilenberg-MacLane dont

le 2-squelette coïncide avec celui de U. En ce cas le 3-squelette de

M U D est celui d'un K ( ^ ( M , m ) , 1 ) (i.e. -iï^(M U D) = 0) . Posons

e : ( U , 3 U ) C: (M,M^ÏÏ) et r: (M,9M) C (M,M^U) les injections, alors

Proposition 1 : L'homomorphisme d'extension suivant est surjectif:

H^U^eVH^S*)) (e ) ) H^M.M^A^S*)) ^—^H1 (M,9M;f*H (S*)) .

Démonstration: Considérons le diagramme commutatif suivant, dont les

suites horizontales sont exactes. Les groupes d'homologie sont à

coefficients dans f*H (S*) 8 Ï .

H^(U) -î H ^ ( M ) - > H ^ ( M , U ) — . H ^ ( U )

^ ^ ^

H^(MUD)^(MUD,D)-^H^(D)



Par la dualité de Poincaré et sa naturalitê il suffit de montrer

que e est surjectif. Les homomorphismes r. -induits de l'inclusion

pour i=1,2,3- sont des isomorphismes pour i=1,2. Donc la nullité
c

de H^(M U D ) implique l'injectivité de H ( M , U ) ->- H ( U ) et donc

la proposition. Mais H^(M U D) ̂  H ( T T . ( M , m ) ; f*H (S*) 8 ^) = 0

par la proposition 3 de Ch 11,3.

q.e.d,

Considérons le diagramme suivant:

Hl(U,^U;e*f\(S*)) ——lIlHl(U,W;e•f\3(N))A1-(flui^S)H3(U,^U;el'f^3(ll))

, (1) ,(2) ,(3)

\> \b

H1(M.^M;f*H^(S*))—— l-^ H 1 (M,^M;f^(N)) A1 ( f ; 9 M ) ^ ^3^^^^»^^^

où e désigne l'homomorphisme d'extension (i=1,2,3) et où

i |U et i sont des homomorphismes de coefficients. Par les proprié-

tés de naturalitê on a l'égalité

A ' ' ( f ; 9 M ) i 1 e^ = e^ A ^ f l u ^ U ) i^U.

Puisque e est surjectif, pour calculer A (f;3M)i il suffit de

calculer e'3^ A^fU^U) i^U.

Proposition 2: im A^f^M)! 1 = e ' ^ im A1 ( f | u ; 3 U ) i 1 [u.

En fait l'image de i coïncide avec l'ensemble des classes

associées aux homotopies quelconques de f à support dans U, comme
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le dit le

Théorème : Les homômorphismes

^: H^M.aMif 'H^S^) ) -> H : ' (M,^M;f\^(N))

et. e^: H^U^eW^N)) ^ H^ (M,9M;f\^(N) )

ont la même image. Par la dualité de Poincarê elle correspond au noyau

de la surjection, induite de l'application canonique k: M -»- K(7r. (M,m) ,1 )

k^:H^(M,f\^(N)8 2) ->• H^ (Tr^ (M,m) ' ; f \ (N ,n )8 Ï ) .

Ce phénomène bizarre de la "dualité" entre le choix d'un système d'Epstein

au but et à la source pourrait déjà être constate dans Ch IV,1 .1

quant à la torsion du deuxième groupe de cohomologie H (M,9M;f TT^(N)) .

Démonstration: On doit montrer que le noyau de k- coïncide avec les

images de

l^: H^(M;f*H^(S*)8 À) -> H^(M;f\^(N)8 Ï}

et de e^: H^(U;e*f\^(N)8 î} -> H^(M;f\^(N)0 2).

Pour i- ceci suit immédiatement de la commutativitê du diagramme

suivant

^(M.^ÇS*)® Z) -^H^(M;f\^(N)8 î) ^ H^(M;f*H^(ÎT,S*)8 À)

^ ^ ^1
' f . 4'

H ^ ( 7 T ^ ( M , m ) ; f * H ^ ( S * ) 8 â:)-^(^ (M,m);f \^(N.)9 î : ) ->H^Tr^(M,m) ;f*H.(îï,S*)8 2;)

dont les suites horizontales sont exactes, dont k. est un isomorphisme

et dont le groupe H^(TT^ (M,m) ;f*H (S*)0 î} est trivial par la proposi-

tion 3 de Ch 11,3.



Pour e^ ceci suit du diagramme commutatif dont les groupes sont des

groupes d'homologie à coefficients dans f\ (N)8 2:

H^(U) —2-^ H^(M) —————. H^(M,U) ll

l- •i
H^(D) ———^ H ^ ( M U D ) ————> H g ( M U D . D )

Les suites horizontales sont exactes, H^(M,U) -^ H (M UD.D) est

l'isomorphisme d'excision, H^(M U D)= H ^ ( ^ ( M . m ) ) et H (D) = 0 par

le lemme 3 de Ch 11,3.

q.e.d.

2.2 -
Calcul de A ( f | u ; 9 U ) i |u.

2.2.1 -
Soit VQ une composante d e R , U^ la composante de U qui contient V .

Dans A on considère le cas où V^ est une 2-sphêre et dans B le cas

où V est un plan projectif. On pose

P = S2 dans A et P = IP2 dans B

et on choisit un diffêomorphisme u: P ^ C-1,+17 -^ M sur U , tel que

u(PxO)= V .

A. Une décomposition cellulaire de S2 x(|:-3,+3j, { - 1 , + 1 } ) est donnée

par CQ x(-3,+l) et e^ x( -3 .+3) où e^ {y^} et e^ S2- e^ On désigne

par ^: (D2,S:I) -. (D 2 |S 3 ,S 3 [S 3 ) = (S2,^) l'application caractéristi-

que de e^. Les J-cocycles Y de C*(S2 x([-l,+l],{-3,+l}); u*f*H (S*))

sont les fonctions y données par un élément quelconque <(> € H (S*)



158

(riç. = fu(y,. ,0)) en posant

^V^^1 = ^

B.Une décomposition cellulaire de P2^^,+j],{^J;'+j}) est donnée

par e^xÇ-^+J) , e^x( -J ,+ l ) et e^x(-j,+j) où e^ P°= {y }, e - P3-P°

et e^= P2- P1 . On désigne par e^: (D'-.S1^) ^ ( IP1, p1-1) lîapplication

caractéristique de la cellule e^(i=3,2) et par a=f(e 0)J l'élément

non trivial de TT ( P ><r-1,+]]) .

Un 1-cocycle Y de C*^2^ [-1 ,+lJ ,{-] ,+j }) ; uVH^) ) est une fonction

y ayant comme valeur y(eQx(- l ,+j ) ) = ^ satisfaisant à ip= a.i|;. Puisque

^air ^^^^ H2(s*) 8 ^) = ° (proposition 3 de Ch 11,3) et que

l'élément f^cx, appartenant à A est d'ordre 2 il existe

^ ç ^2^ ^ ^O" fu ^O'0^ tel que ^ = (e+f.u (cx ) ) ( f ) et on pose

^O^-1^1^ = y^o^-^+D) =Ce+f^(a))(î).

Dans les trois sections suivantes on va réduire le calcul de A 1 ! 1 à

deux cas universels correspondants à A et à B et on rappellera le genre

de calcul qu'on est ramené à faire.

2.2.2 -
Le cocycle "universel". Dans les situations A et B on prendra un re-

présentant c: (S2^) -> (N.n^) de i(((>) e TT^N^). L'application

r: Pxf-1,+]j -^ p est la projection sur le premier facteur et on

notera par i l'injection i: P = Px{0}C Px[-1,+lJ. Alors on a le dia-

gramme homotopiquement commutatif suivant dont les triangles "propres"

sont commutât if s



Px[^^] -———————fu————————————, N

^^^^ fuvc

(PX[--3,+JÎ) V

P V S

On notera K : (D^S3) -proj^ (D2 |s\si [S1 ) = (S2, y^) c (P V S^b)

et on définira le cocycle universel

y ç C ^ P x Ç C - l ^ l J , { - 1 , + 3 } ) ; u\^(Pv'S2))

dans le cas A par y ( e ^ x ( - 1 , + 1 ) ) = K

dans le cas B par y(e x ( - j , + l ) ) == ( l + y a ) . K .

Remarque : Dans les cas A ef_ B on a les égalités suivantes :

1. ( f u ^ v c ) ^ ( Y ) = ^ ( ï ^ ^ C 3 ( P x ( [ - î , + ] 7 , { - 3 , + 1 } ) ; ( fu )%^(N) )

et 2. ( f u ^ v c ) ^ A 1 ( u ; P x { - ] , + l } ) ( { y } ) = A : ' ( f u ;Px{- l ,+1} ) i^y }) et donc

A ' ' ( f | U Q ; 9 U Q ) i^u"1)*^}) = ( u - ^ ^ Ç f u ^ v c ) ^ A ' ' ( u ; P x { - 1 , + 1 } ) ( { Y } )

dans H^U^U^; f \ ^ (N) |UQ) d'où l'ad.iectif "universel" de Y.

Pour prouver l'égalité 2 on remarque en utilisant les propriétés

de naturalité de A , que le premier membre égale

(f u ^ V c ) ^ A ' ' ( ( rx ld ) l ) (rxld) (ixld) ( { y } ) =

= (f u ^ v c ) ^ ( r x l d ) ^ A^ iKixId )^ ( { y } ) =

= (f u v c ) ^ A^l ) (ixld)^ ( { y } ) =

= A^f u) (f u v c ) ^ (ixld)^ ( { y } ) = A^f u) i^y }) .

2.2.3 - ^
La façon de calculer A ( u ; P x { - 3 , + j } ) ( { y } ) . Soit G une homotopie

de u: Px[-1,+lJ -> p v s telle que G diffère de l'homotopie constante
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sur la 2-cellule e^(-J ,+J )^(0,J ) de P^<[-J ,+l] x[o,:l] par

ï(e^(-J ,+J) ), c'est à dire par

K: (S2,^)—^? v S2,^) dans le cas A et par

(e+ua).K dans le cas B (a, est le générateur de TT,(Px[-.J,+Jj ) S ir Jp2)

et telle que G, et u coïncident sur le 2-squelette de Px[-J,+]].

On calcule alors

A^u^-^+l}) ( {y } ) = d3^^;?^-:!,+:!}) £ H3(Px([-j,+l],{-3,+l})..,

A^(P VS 2 ) )

de la façon suivante: Gje?x[-3,+3] peut être obtenue par intermédi-

aire d'une déformation de e?x[-3,+ljx1 rel le bord sur la réunion

3(e^x[-l ,+l])x[o,l] U e^x[-] ,+lJxO. Donc sur la "3-boule" décomposée

comme suit

D^D^^I.+^D^^I^lJxOU D^-.^+nx^l] U S^f-l^ljxfo,!}

l'application G.(£?xldr . .̂-i ) s'écrit à homotopie près comme

(x,s,t) ^ u^e^x) si x c D2 et (s. t )e [-1 ,+l] ><0 U {-1 ,+1 }x[o,l] ,

(x,s,t) ^ G(e^(x),s.t) si (x,s ,t) € S^^l,+]] x[o,l] .

En total, pour la décomposition suivante de S , représentée dans les

figures 1 et 2,

S^ D^r-l.+^xl U (D^-^+ljxO U D^-^+DxCo.l] U S^r-^+ljxfo,!])

avec les recollements évidents ( z - xx. 0 x 0), d (D,G.) est repré-

senté par le 3-cocycle qui, sur la 3-cellule e?x(-3,+l), prend la
-3 0

valeur de la classe d'homotopie de l'application v: S -»- P v S définie

par

v(x,s,t) = u^e^(x) sur D x3([-l ,+jj x[o,lj ) et

v(x,s,t) = G(e (x),s,t) sur S1^ [-1 ,+l]x[o,l] .



figure 3

Eg Pr,

eQx[-1.+l]x[o, l ]

^l8 -"[-l^xro,^
figure 2

Par conséquent, pour le calcul il suffit de connaître une extension de

l'application G, bien déterminée sur le 2-squelette

(p) x[-1 ,-»-lJx[o,lJ = e,.x[-1 ,+:ljx[o,jj, jusqu'au 3-squelette

(P^xj^+ljxl^lî de Px[-1,+3jx[o,l],

2.2-4 -
.L'identification des éléments de TT- ( V S , x ) ( [ H l J ) . Après le relê-

eeE ^
vement de w dans le revêtement universel de P V S qui est un bouquet

d'au plus trois 2-sphêres, on est ramené a identifier la classe d'homo-
topie d'une application

œ : S" -.V S"
e e E e

Hopf (0^61) donne une façon "géométrique" pour déterminer la classe d'homo-
topie d'une application de S dans la 2-sphêre. Nous allons l'expliciter
dans le cas qui nous intéresse» Soit

V s2 - V ^
e eeE e

2 2un homeomorphisme de S sur le facteur S du bouquet et soient p et
^

q deux points différents de S dans la partie lisse du bouquet. On

munit les espaces tangents à pg et q̂  de l'orientation induite par i
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p
de l'orientation standard de S . Suppyaé que (D est transversale sur

l'ensemble {p ,q ; e € E}, on définit le nombre d'enlacement

^0 <.» ^ = lk ^œ (P ^> (13~ ^ » )) P01-11* p 6» 6 ' e E*e ,e e e '

En ordonnant l'ensemble E on a le lemme suivant

Lemme: Sur la base de Hilton de •n-{ V S2^ ) (voir Cons.J de §J .2)
e 6E

on a l'égalité

1>J ::= S Ye e(a)) ^P^^^ E ^ pi ^ ^ C 1 'i .1-
e eE ' e<e' e ïe e e

(C'est à dire que les y _ . (e < e ' ) forment la base duale de lae,e —

base de Hilton.)

2.2.5 -
2 2 2Le cas A. Dans ce cas P = S , K : S C P V S .

Proposition: A (u ;Px{ -1 ,+1}) ( {y} ) est représenté par le cocycle qui

sur la cellule e^x(-1,+l) prend la valeur du produit de Whitehead

[UQ, KJ ç TT^ (P v S2, b)

i p . i
Corollaire : A (fu;S x { - 1 , + 1 } ) i ( { - Y , } ) est représenté par le cocycle

qui sur la cellule e^x(-1 ,+l) prend la valeur [~fu , i ( < ( > ) J ç 7 r^ (N,n )

Démonstration: II suffit de connaître l'homotopie G de u associée

à y (voir §2.2.3) sur (P) ̂ [-1 ,+1] x[o,l] = (y^}x [-1 ,+1J xFo, lj et on

peut la choisir de telle façon que
,l

G(yo,s,t) = u )̂ = b 6 P v S2 si | |(s,t- l) l ]> i

^yo^Sîi-^) = K(s,t) si (s,t) é D2 (voir figure 3 ).

Maintenant d (u,G^) est donné par l'application v: (S^z ) ->- (P^S2^)

définie dans §2.2.3 par (voir figure U)



w(x,s,t) = UQ£^(x)=u(e^(x),0) si (x,s,t) € D2^^-:! ,+l] x{o,lj) ou

v(x,;s,2+;t) = <(s,t)

(+1,0) ( + 1 , 1 )

si x e S3 et | |(s,t-5)| |> ;

si x 6 S^ et ||(s,t)|'I <_ J.

o—r'11

( -1 ,0) ( - 1 . 1 )

figure 3 figure 4

2 ^1

En fait v est (à peu de choses près) dans la forme standard du pro-

duit de Whitehead [ U Q . K ] . D'autre part l'image réciproque de deux
? •points réguliers de P (resp. de S ) consiste en deux courbes simples

non enlacées qui se trouvent dans D x 9 ( [ - . 3 ,+l] x [ o , l j ) (resp. dans
S ^L-lî+tj^ [ o , t j et l'image réciproque d'un point régulier de P
(la courbe dessinée en traits-points)et d'un point régulier de S2 (par
exemple l'âme du tore plein dessiné dans S xf-1,+ljx[o,l] ) forment
deux courbes enlacées une fois.

' q.e.d.

2.2.6 - J ^
Le cas B. Dans ce cas P = 3P et a désigne le lacet non trivial sur

^xF-^+JJà point base (^,0) = (p^y^O) où p^: S2 -^IP2 désigne

le revêtement standard.

1 ?
Proposition: A (i); 3P x{-l,+n) ( {y } ) est représenté par le cocycle

qui sur la cellule e?x( -1 ,+1) prend la valeur (à signe près)



[•< + ^ Pô, (y a) K] ç ^(P v S2^)."0 ^2

1 0 1 •

Corollaire : A (f u; P^x{--l,+J}) i ^TA^ est représente par le co-

cycle qui sur la cellule e-x(-J,+J) prend la valeur

[ l (<(>)+ f u^, (f u ) ^ ( a ) . i ( < ( ) ) ] ç i^(N,nQ).

Démonstration: On va construire l'homotopie G de u, associée à y» sur

( ^^[-l^+l])^^,!]. Soit v: S j~-^JP ]x( [-l,+l]x[o,l]) un plongement tel

que pr.v = p.—p. est le revêtement standard à 2 feuillets—disons,

pour fixer les idées, v(x) = (p (x), (0,2) + îx) pour x ç. S (voir

la figure 5) . On désigne par T: S x 2D -»• 1P x( [-3 ,+l]x[o,l] ) une para-

métrisation d'un voisinage tubulaire de v(S ) telle que 4') S x 0 s v et

que y(x,y) = (p^(x) ,'F^(y) ). où Y^^D^^I ,+l]x[o,l] est la composition

d'une translation et d'une homothêtie (par exemple ^ (y)=T7-y+pr?v(x)).

Dans la figure 6 on a dessiné les images de f et f pour

x = (cos <)>,sin ( < > ) 6 S 1 contenues dans p^ (x )x [^-1 ,+l] x^O, l] .

(+1 ,0 )

V Î S 1 )

(-•»,0)

figure 5 figure 6

Soit pour x ç S , u : [0,3'] -^ D le chemin de x- à x défini par. x ' '• ' • , ̂  r .., v • '
p (t) = 0-t)x + tx. On pose G| P3^ [-3 ,+j]î< [o,l] égale à



G 1'(x,y) = K(y) si (x,y) 6 SJ x D2

G y(x,y) = ^e^(llyll^) si (x,y) 6 S^D2-^2)

et G (x,s,t) = u (x) si (x,s,t) 6 p^^l^j]^^^] -im 'y.

(Dans le tore épaissi 1'(S x (2D -D ) ) on a mis un raccordement de points

base.) Il est facile de voir que la différence sur la cellule

p x[-l,+l]x [o,l] entre G et l'homotopie constante de u a la valeur

(e +[i^e?p ] ).K = (e+u a).K € TT (P v S ,'b). En étendant G en une

homotopie de u, d (u. G.) prend comme valeur sur ep^-ly+l) la classe
o o '

d'homotopie de v: (S ,z ) -> (P V S ,'b), définie dans §2.2.3 par

v(x,s,t)= ^o^) si (x^.t^D^^I.+lJxIo,!])

v(x.s,t)=G(p^(x),s,t) si (x.s^es^l-^+llxio.l].

Pour déterminer v on va la relever dans le revêtement universel

pîS^S^S^S^yQXyjUyQXS^y^UyQ^-y^x S2 —^ P2 V S2

défini par p(x^,x^,x^) = <(x^) si x^ y^

= K(x^) si x^ VQ

= ^Q^^^^ sinon*

Soit e: D -»• S l'application telle que p?e = e? et que e(D )

2contient l'hémisphère nord de S . Posons

^+, ^~: S1 x 2D2 ->• S^^-l.+^xto,-!])

les applications définies par 'y-(x,y) = (x,4'^ (y)). Alors un

relèvement ^ de v, ^: (S ,z ) ->• (S vS vS , YO^O^O^ sera defini

de la façon suivante

^(x,s.t) = (vQ,e(x), y^) si (x.s ,t) é J)2^^ [-J ,+l]x[ 0,j])

et si ( x , s , t ) eS 1 x["-1 ,+lJx[o,lJ - (im ^u im ^~),
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^ ^(x.y) = (yQ,e3^(||y||-J),y^ si (x,y) 6 S1 xÇsD2-^2),

S ^(x^) = (K(y), VQ, y^) si (x,y) é S^* ^ D2 ,

^ y~(x,y) = (VQ, -'e^(||y||^),yo) si. (x,y) 6 SJ x(2D2. D2) ,

^^(x^) = (yo»-yo» ^yo^ si ^^ € s^D2.1'

' y + (s 1 xo) / / î - 1 (p 1 )

^(s^o)//^-^?3)lc^_L^-^p) . ^^^

On choisira des points p , q ^ y-x y x y dans

s x ^^ ^^ P 3 t q3 ^ yox ^yo^ yodans yo^'yo^s2 et

2
P»<1 € y^x S x y^. On suppose que p et q se trouvent sur l'hémisphère

sud. Alors ï" (p ) et ^~ (q ) (resp. ^(p3) et ^(q3)) forment deux

courbes simples non enlacées parallèles à ^(S x 0) (resp. ^ (S x0) ) .

Les courbes ^~ (p ) et ÎT (q ) sont enlacées une fois. ï atteint l'hémi-

sphère sud de y^x S x y seulement dans 'y~(S x(2D2-D2)) et î'^p) et

•w (q) forment deux courbes simples non enlacées parallèles au mêri-

— 1 ?
dien du tore plein ^"(Q x D ) (yoir la figure 7) , i.e. bordant un

,J ^ j
disque plongé qui coupe Y"(S x 0) transversalement en 3 point. Par

conséquent [v] = pj»[wj = EK, (D a)Kj + [^^P?»(^ a)KJ. Pour la détermination

de l'image le problême du signe n'a pas d'intérêt puisque le 3-cocycle

Ç défini par Ç(e?x(-1 ,+1 ) )= J~K,(L) a)icj représente une classe d'ordre

2 dans H^ IP^Ç [-1 ,+lJ,{-1 ,+1} ) ;u\ ( P^S2)) (voir la démonstration

de la proposition 3) de §2 .3 ) .



2.3 - 3 J
Remarques sur coker A ( f ;9M) l .

En identifiant H^M^M; f\_,(N)) et A 0 Tr - (N,n ) par <(>- (voir §1)
3 r r^N.n) 3 f ———

et étant donne un système d'Epstein paramêtrisê { <y.,T.>; j} de M, la

proposition 2 de §2.1 et les corollaires de §2.2.5 et §2.2.6 impliqent

Proposition : L'image de A^f^M) i : H^M^M; f*H^(S*)) ^ H^M.ôM; f% ( N ) )

est engendrée par les éléments suivants :

1 ) 1 8 f f (y.T.) ,xJ pour tout T., dont l'image est une sphère et x€TT?(N,n),
J J J

2) 1 8 [x+f(y.T.) ,f(y.a.y7 )xJ pour tout T . > dont l'image est un plan
<] J J <3 <3 J p

projectif et x^7T^(N,n). a. désigne le lacet non trivial de T. (S ).<- J J
Rappelons que toute immersion T dont limage est une sphère ou un plan

projectif à fibre normal trivial fait partie d'un système d'Epstein (remarque 2

de Ch 1 1 , 1 ) .

Conséquences : Soient T . , x, a., y - comme dans 2 ) , alors
J J «3

3) 2 8 [f(y.T.),x] ç im A^f^M) i1 et
J J

U) 1 8 [ f (y.T.),x] e im A^f^M) i1 si en plus fÇy.a.y'^x = -x (par
3 J J J <3

exemple si x = f (y .T. ) ) .
J <J

Démonstration; 3) suit de 2) par les égalités suivantes (X.= f(y.a.y. )):
j J J J

2 8 [x,À.x"] = 1 Q[ x ,À.x] + 1 8 X.j"À.x,x] = 1 8 [x,X.x] - 1 8 [x.x,x] = 0.
J J J tj J J

Si en plus À .x = -x,
j

1 8 Hopf(x) = 1 8 Hopf(-x) = 1 8 Hopf (À.x ) = 1 8 X.Hopf(x) = - 1 8 Hopf(x),
j J i)

donc 1 8 [ x , À . x ] = 1 8 (-[x,x]) = - 2 8 Hopf(x) = 0. Q.e.d.
J

II en suit que l'image de A ( f ; 3 M ) i contient les éléments suivants:

pour X € T T ( N , n ) et 'y ç 7 r^(M,m) : 2(1 8 [ f^ (y ) ,x ]> par 1) et 3),

1 «[f^y^^ si en P1113 ye^3^^»111) P^ ^ et ^1 e yopf(y)) par

1 ) et 4).
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Remarque : Sj_ f est mie équivalence d'homotopie, en tant qu'application

f: M -^ N , coker A ( f ; 9 M ) i est un 7 -module. Sans cette hypothèse

coker A ( f ; 8 M ) i est un ̂  . ^-module.

En effet si f est une équivalence d^homotopie ceci suit de § 1 . 2 et de la

discussion ci-dessus. Généralement im A ( f ; 8 M ) i 3f*im A^Id^SN) i 1

ce qui est identifie par <̂  à deg(f).im A^Id^SN) i1 (naturalitê de la

dualité de Poincarê) et donc im A ( f ; 9 M ) i contient les multiples de 2 . d e g ( f ) .

Dans la suite on va détailler ce qui se- passe si f est une équivalence

d'homotopie.

Définitions: W ( A ) est le ^--module engendré par les paires < À , p > ,

À , v 6 A , , , avec les relationsM,m '
a) < À , p > = < p , À > ,

b) <gÀg"" ,gvg~ > = <X, i i> pour g é 7 r ^ ( M , m ) ,

c) < À , v > = < À , p À y > ,

d) < À , À > = 0.

L'homomorphisme c: W ( A ) " - » - Ï 8 , T T - ( N , n ) / i m A ( f ; 9 M ) i fait correspondre
; ^ (N ,n ) "

< X , y > à 1 8[f t^p^,f t p^J, si t ,t : ( 1P ,y ) -> (M,m) sont des plongements

tels que t |( P ,y ) et t f ( P ,y_) représentent À respectivement p.A u \i u

Par la proposition de Ch II,U, j^t p-3 est bien défini à signe près module

•iï^ p ( M , m ) , donc c ( < À , p > ) ne dépend pas du choix de t et de t . c respecte£- À p
les relations: a ) , b) et d) correspondent aux relations du produit de

Whitehead dans Z 0 •iï.,(N,n) module 2, données dans §1.2 et c) corres-
7 r ^ ( N , n ) 3

pond à la proposition 2) ci-dessus.

La suite exacte (S) de §1.2

0 - ^ Ï @ s ^ T T Ç l ^ n V i m f î 1 8 ^ ^ 9 ^ (^nî-^Z. 8 ^(N,n) ->- 0
^(N,n) " -iï^(N,n) :> -iï.,(N,n) <-



donnera lieu à la suite exacte suivante:

Théorème : Sj_ f: (M,8M) ->• (N,9N) est une équivalence d'homotopie (en tant

qu'application f: M -^ N) on a la suite exacte de Z -modules

o~>^I[Mm}——^ coker A^f^M) z 1 1ev . ) Z ' 'g .(N.n) -. 0
' ^ rw r,^ "7r^(N,n)

^ 1 8 vest induit de 1 0 v). Z^ 8 ^(N,n) est un Z -module de rang
7r.(N,n)

fini, inférieur ou égal à la cardinalite d'un système d'Epstein de N.

Démonstration; En identifiant 7^(M,m) et^(N,n) par f^ rhomomorphisme

f^: TT^(M,m) ^ 7r^(N,n) est un isomorphisme de T T ^ (M, m) -modules et selon la

proposition l'image de l'homomorphisme

(1 8 f^) ̂  A 1 ( f ; ^ M ) i1: H\M,9M; f\(S*)) -> Z. 8 ^(M,m)
Tr^M,m) j

est engendre en tant que groupe abêlien par { 1 8 Wh(d); deD} où

D = {[-r] 8 x; T: ( S ,y^) -> (M,m) est un plongement et X ^ T T (M,m)} U

Hx + [t p^J) 8 Àx; t: ( P ,y^) ->• (M,m) est un plongement à fibre normal

trivial, À = 1 1 ( JP ,y^) et x€-iï^(M,m)} comme sous-ensemble TT (M,m)-invariant
p

de S •ir^(M,m). L'image de l'homomorphisme de Bockstein (voir § 1 . 2 )

.e : H ^ ( M ; Z^ 8 7 r^ (M)) - ^ 2 8 S2^ (M.,m)
• i ï ^ (M,m)

est engendrée en tant que groupe abêlien par { 1 8 b ' ; b ' é B ' } O Ù B ' est

un ensemble i^ (M, m) -invariant, réunion d'un sous-ensemble de S^ ^(M,!!!)

et de

B = •trbp^]8[tp^]; t: ( P ,y^) -> (M,m) est un plongement à fibre normal

trivial ;} C S^^M.m).

De la suite exacte rappelée ci-dessus, ( S ) , on obtient donc une suite exacte

0->î 8 ^^^^^^(D)) -LAJÏS coker A ' ' ( f ; 9 M ) z 1 __.
7 T ^ ( M , m ) 2

J-8-^ &? 8 TT,(N,n) ^ 0 .
7ï/N,n) 2

Par construction (D) ̂ ^(M.m) 8 Tr^(M,m) et donc on a l'isomorphisme
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Ï 9 (S 2 ^T, (M.m)/ (B t )+(D)) = Ï 9 (S2(7^.(M,ln)/^r s p h(M,m) ) / ( B ) + ( D ) ).
^(M,m) 2 ^(M,m) 2 2

Soient S = U 8 À ; À € A } C S2( ^FAJ) et

& = { p 8 X v X + À8u; À , p € A } C: S2( £fAÎ) alors par le'théorème de Ch II, h

le dernier groupe est isomorphe à

w = Ï 8 {s2( ^fAj)/(î) + (»)) .
7^(M,m)

Remarquons que S ( Zfk} 0 Z) = S ( 2S[Aj) comme 7r.(M,m)-module. Puisque

dans Ï 8 S2 ZfA^, 1 9 (p 8 X u X ) = ' 1 8 X ( X p À 8 p) = -1 8 ( X p X 8 p ) =
T r ^ ( M , m )

= -1 8 ( y 8 X y X ) , tout élément est d'ordre 2 modulo Z 8 (ft) et on
• i ï^ (M,m)

vérifie facilement que W est isomorphe à W ( A ) et que 1 8 f^Wh est ainsi.

identifié à c. La remarque sur le rang de !i^ 8 ï ï^(N,n) est une
7^(N,n) 2

conséquence de SE(N) (voir Ch 11,2). q.e.d.

2.4 -
Les rotations parallèles aux sphères - 1 .

Ce paragraphe concerne le quotient coker A ( f ; 9 M ) 1 de t 8 7 r - ( N , n )
T ^ ( N , n ) "

au cas où f = Id^: N -> N.

Lemme 1: La suite suivante, induite de celle du théorème de Ch II,U^est

exacte

0 -^ 8 ^r. s p h(N,n)-^ Z. 8 7r.(N,n) -î0! Z 8 tfA ] -> 0 .f. i.- \ c. c. f — \ ^- £ - / , - \ n.n• f f . ( N , n ) Tr . . (N,n) T r . ( N , n ) t

2: L > homomorphi sme H : Z 8 TT sp ( N , n ) -^ coker A (Id ;8N) i qui
7 r . ( N , n )

. \ 2associe à 1 8 o, pour un plongement o: (S ly^) "̂  ( N , n ) , la classe de

1 8 Hopf(o) est bien défini et satisfait à 1 8 v H = Id SPh/•M t———————————————————————— Z 8 TT - , ( N , n } .
T T ^ ( N , n ) 2

Démonstration: Pour 1. il suffit de montrer que 1'homomorphisme de coef-

ficients: H (N; ^87r^(N)) -^ H ^ ( N ; Z^aeCA]) est surjectif, puisque



0 -^ Z^ 8 Tr^P^I^n) ^ Z^ 8 T^(N,n) -»- %^ 8 Z[Al-^ 0

est exacte. Soit { À . ; i = l, . . . ,p} un système de représentants des

orbites de A pour la T r , ( N , n ) -action. En désignant
-1 ll

l ( A . ) = { g € T r . . ( N , n ) ; gÀ.g = À . } on a un isomorphisme de Tr..(N,n)-modules

Z 8 Z r A ] ^ ®P zpff (N,n)] 8 £
2 i=l L 1 I(^) 2

Soit { t . ; i = 1,...,p} un système de plongements t.: (P ,y-) -»• (N,n)

tels que t . | ( P ,y-) représente X . . Alors l'élément { ( e 8 1 ) . X . } du groupe

H (N; Z[7T (N,n)] 8 Z ) correspond à { ( 1 8 X . ) . X . } dans H (N; Z, 8 ZFAJ)
I ( À . ) - i l \ d

qui est l'image de {(18[t .p-]) .À.}.

Par la proposition de Ch 1,3.2 on a un isomorphisme

H (N; Z[7r (N,n)J 8 Z ) ^ H ( l ( À . ) ; Z ). Si l ( X . ) = { e , À . } , c e groupe
I ( X . ) ^ J 1 £- 1 1

est engendré par { ( e 8 l ) . X . } , sinon par le lemme 2 de Ch 11,3, l ( X . ) est

un groupe abêlien engendré par À . et un certain g d'ordre infini, et il

faut un deuxième générateur { 1 . @ }eH , ( l (X . ) ; Z?) qui correspond à

{(18^).B"1}^ (N; Z 8 Z r A 7 ) . Selon le même lemme il existe

ÇeTT^^d^n) tel que (|3-e).[t^J + (X^-e ) .Ç = 0, et donc

{ ( 1 8 A . ) . e ~ } = (181) { ( I8 [ t . p 'D.B^+^çLxT1}. Ceci montre 1. La deuxième

partie suit de ceci, du fait que la fonction x H- 1 8 Hopf(x) sur

•iï5 3 3 ( N , n ) est linéaire module im A (icL^&N) i et que pour un élément

xe- i ï ^(î^n) trivial module 2 et l'action de T ^ ( N , n ) , 1 8 Hopf(x)

appartiept à im A (ld-^;9N) i . q.e.d.

Pour la réalisation géométrique des éléments de l'image de H on

fait la définition suivante:

Définition:^. Ch IV,2.2) Soit a: ( I , { 0 , 1 } ) -> ( 0 ( 2 ) , I d ) un générateur
p p

de TT. ( 0 ( 2 ) , I d ) . Soit p : S xi -> s xi l'homêomorphisme défini par
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p^x,!) = ( a ( t ) ( x ) , t ) pour ( x , t ) cS xi. Pour un plongement
2 ?

i: S xi -> M, la rotation parallèle a la sphère i(S xo) (associée à i et
9a) est l'homeomorphisme p : M -> M tel que p ( x ) = x si x^ i (S xi) et

Q

que p( i (x)) = ip (x) pour xe S xi. 1!

Alors pour la décomposition cellulaire de S xi analogue à celle de

S x[-1,+l] de § 2 . 2 . 1 , p coïncide avec l'identité sur le 2-squelette.
0 p

Remarque : d (p ,Id; S x { p , l } ) est un générateur du groupe infini cyclique

H^S^I.S^ai; TT (S2^!)) isomorphe à TT (S2).

Démonstration : d ( p ,Id) est détermine par la classe d'homotopie de

w: S3 = D^IxO (___________l D^Ix-j- ——> S2

S^IxO = S^Ix-l
donnée par w(x,t,0) = e?(x) et •w(x,t ,3) = a(t) £?(x) pour (x^eD^I.

(c? désigne l'application caractéristique de la 2-cellule de S ). On

peut vérifier qu'elle représente Hopf(ld 2) (à signe près) par exemple

par le critère de l'enlacement des images réciproques de deux points de

e^(lnt D2) (voir S2.2.U). q.e.d.

Théorème : Soit x ç TT^ ( N , n ) alors 1°. il y a un plongement

a: (S2,^) -> ( N , n ) tel que 1 8 x = 1 8 ^a~f dans ^- 8 TT (N ,n ) ^fc
^(N,n) "

o ?2 . pour la rotation p parallèle à la sphère a(S ) l'obstruction

d (p , Id ; 8N) représente la classe H ( x ) d^ 1 0 Hopf(x) dans

coker A^Id ;8N) i1.

Démonstration: Si o existe comme dans 1 , par naturalitê de l'obstruction

on a d (p , Id ; 3N) = 1 9 Hopf(o) et par le lemme 2, H(x ) = H ( a ) donc on

a 2 . Soit { < Y _ , o _ > ; i} un système d'Epstein paramêtrisê de N, alors x,

étant une combinaison TT (N,n)-linêaire de plongements, est une combinaison

•iï^(N,n)-linêaire E n ( g , i ) . g . y . a . du système { y - o . ; o.(S2) ^ S2} selon le

lemme 1 b) de Ch 11,3. Module 2 - f f^ (N ,n ) et l'action de n (N ,n ) la con-



struction de o revient au problème évident de faire une somme connexe
p

plongée des sous-variétés non orientées (!) o.(S ) pour lesquelles

Sn(g.i) est impair, q.e.d.
g

§ 3 " . . ! . . 1La contribution de coker i à l'image de A (f;3M).

3.1 -
Réduction à des variétés "simples"»

Avant d'aborder la réduction on fixe une notation concernant l'homomor-

phisme i. Soient Z une 3-variétê compacte » z e Z » q: (Z,z) -> (Z,z) le

revêtement universel, T la réunion des membres d'un système d'Epstein

de Z et T = q~ (T), alors on a la surjection (voir Ch 11,2)

l: H^T*) ^(%) ^^(Z.z).

Soient X une 3-variêtê compacte et g: X -> Z une application, alors

Notation: l1 : H^X^Xig^H^T*) ) -^ H^X^X.g^r^Z) ) est l'homomorphisme

de coefficients associé à l. Si g est l'identité on pose i _ - = i -.Id^ Z

Au cas où l'homomorphisme g..; 'iï.(x) -»• "iï.(z) est injectif et respecte les

homomorphismes d'orientation et que Z n'est pas fermée (i.e. SE(Z)) , on

a parallèlement au théorème de § 2 . 1 :

Proposition: L'image de l correspond par la dualité de Poincaré au

noyau de l'homomorphisme
H^(X;g %^(Z)9 Z) ^ H ^ ( T T ^ ( X , x ) ; g 7 r^ (Z ,g (x ) )8Z) .

En particulier elle est indépendante du système d'Epstein choisi.

Soient f: (M,9M) -»• (N,8N) une application satisfaisant à F(f) et comme dans

Ch 11,2, 71 un système d'Epstein projectivement minimal de N, S = (J V
Nç.T

et TÏT l'ensemble des composantes W du complémentaire de N-S telles que

W-WCS et que ir..(W) soit fini. Quitte à rajouter des 2-sphêres à VT on
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peut supposer que pour tout W eW, ^ est une variété simple, c'est à dire

une variété compacte d'un des trois types suivants:

1 une variété simplement connexe, donc du type d'homotopie d'une boule

trouée, 1!

2 une variété à groupe fondamental fini dont le bord est une 2-sphère et

3 une variété homotopiquement équivalente (rel le bord) au complémentaire

2 1d'une boule dans P xS .

En particulier le bord d'une variété simple est une réunion de 2-sphêres.

Dans cette situation on a les lemmes suivants:

Lemme; 1 : L'homomorphisme de Bockstein associé à SE(N) induit un isomorphisme

coker t 1^ ^ H^N^N; H (S,S*))-.

2: ® coker i - , e^ ^ coker i est un isomorphisme. e,,
WçW w N w

désigne l'homomorphisme induit de l'homomorphisme d'extension (aussi sur

les coefficients) H^W.ÔW; 7r^(W)) -^H^N^N; TT (N)).

3: f 1 : H^N^N; TT^(N)) -> H^M.SM; f\^(N)) induit un isomorphisme

f : coker i -> coker i .

Rabiot : coker i - ^ H (W; Z).

Le point 3 est trivial si 9N = 0 parce que f induit un isomorphisme de

groupes fondamentaux.

Démonstration : D'après la proposition et la démonstration du lemme 2 de

Ch IV,1.1 l'homomorphisme de coefficients

H^N.SN; H^(N.S*))^ H^N.ÔN; H^(S*))

est trivial sous l'hypothèse ci-dessus de minimalitê. Ceci prouve 1 . En

prenant une composante W de p~ ( W ) , où p: A -»• N désigne le revêtement

universel de N, on a l'homomorphisme d'extension

e^ : H^W^W; H^W^ns*)) -> H^N^N; îî^p"^ ̂  (W-W) ) ) .

En appliquant la dualité de Poincaré et le lemme 3 de Ch 11,2 il suit

de la proposition de Ch 1,3.2 ,appliquée deux fois (W comme ci-dessus,



G = Z, X = W et X = N, i^(X,x) = l ( î f ) ) que e^ s'identifie à l'identité

de H ^ ( W ; Z) , et il est donc un isomorphisme. Par la naturalitê de l'homo-

morphisme de Bockstein par rapport aux suites exactes ( SE(W)-^SE(N) )

et aux espaces ( WcN ) , on peut conclure 2. Pour montrer 3 il suffit

de montrer que p ?
f : îT(N,8N; H^(îf,S ) ) -> H^M^M; f*H.(ît,S*))

est un isomorphisme. Ceci suit des faits que

f ^ : H ^ ( M ; f*H^(îf.S*)8 î) -^(N; H^(Î/,S*)8 î)

est un isomorphisme et que la multiplication par deg(f) est un isomorph-

isme de H ( N , 9 N ; H (îf,S*)). Le dernier^fait est une conséquence de

1'isomorphisme trouve ci-dessus: coker i ,, ^ H.(W; Z) , du lemme 2 et du

lemme de Ch 111,2.1 disant que deg(f) et |TT ( W ) | (et à fortiori

I H (W; Z ) | ) sont relativement premiers pour tout W •€ W. q.e.d.

En dénotant A^,: coker i -»• coker A ( f ;3M) i l'homomorphisme induit

de A ( f ;3M) et en utilisant la naturalitê de A , le lemme ci-dessus

implique que l'image de A-. est engendrée par les images des homomorphismes

coker i^ -^ coker A^Id^aw) i1^ —w^ eoker A^Id^SN) i 1 — — * -

—£-^ coker A^f^M) i1

où W parcourt Wet où e-, est induit de l'extension

H^W^W; - i ï^ (W)) ^ H 3 (N,^N; TT ( N ) ) .

Si W est simplement connexe, coker i -. = 0 donc pour calculer l'image de

A il suffit de considérer les W tels que W est une variété simple de

type 2 (§3.3) et de type 3 (§3.2). Rappelons que par 1'isomorphisme ^

de §1, essentiellement revenant à la dualité de Poincarê, f induit la

multiplication par deg(f) dans Ï 8 ir .-(N,n).
• i ï ^ (N .n ) J
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3.2 -
Le cas des variétés simples: exemples»

On va déterminer l'image de A (ld^;9X) pour des variétés X obtenues à

partir d'un espace lenticulaire "classique" ou de P ̂ <S en enlevant une

boule ouverte. On donne une autre description de ces variétés dans la

proposition ci-dessous.

Q 4 ?

Soit Bdnt D xS une boule, a: S ->• 8B un homêomorphisme (pour fixer les
1 1 ?

idées tel que a" ( {0}xS ) = ^JQ^-yQ^)9 soit D cp un disque centré en

y . A un lacet a: (l,9l) -^ (0(2),Id) sont associées des isotopies de
0 1 0

D xS et de JP :

<f> (x,s) = (a( t ) (x ) ,s ) pour (x.sîeD^S1 , tel et

ip.(p?(x)) = p a( t ) (x) pour xêS 2 , tel (̂ . la définition de Ch IV,2.2).

On peut s'arranger que 4> et ^ laissent invariant B respectivement D."c "c

II est clair, si a représente le générateur de TT,(0(2),Id), que l'homêo-

morphisme 3BxI -»• 9BxI défini par (z,t) -^ (<(», (z) , t ) est la rotation

parallèle à la sphère 9BxO (voir §2.U).
2 1 2 1Proposition: Soit X une variété, recollement de D xS -Int B et de D xS

(resp. de^ ( P -Int D)xS ) par un homêomorphisme h: 8D xS = 8D xS (resp.

h: 8D xS = 9DxS ) alors

1 8 Hopf (o )6 im A1(Id^;^X)C Ï 8 T T ^ ( X ) .
7 r , ( X )

Q

C'est à dire que la rotation parallèle à o(S ) = 9X est homotope à

l'identité rel8X (elle l'est même isotopiquement).

Démonstration: Quitte à faire une isotopie de h, h est la composition de

2 1
deux "translations" chacune préservant un paramètre de 9D xS . En ce cas

h commute avec les translations <(>. 18D xS , qui peuvent être étendues à

l'aide de <(> (resp. de i^.xld) et de la "translation" dans la direction
u • t



1 2 Jde S en une isotopie de l'identité à l'identité sur D xS (resp. sur
0 0 1

( IP -D )xS ). En modifiant l'isotopie ainsi obtenue dans un collier de

3B on peut obtenir une isotopie de Id— rel 8B aboutissant à la rotation

parallèle à SB, p. Par §2.4, d^p.Id^ 3B) = 3 9 Hop:Ç(o). q.e.d.

Théorème 1 : Soit X le complémentaire d'une boule ouverte dans une variété

à groupe fondamental cyclique fini, admettant une décomposition de
P 1

Heegard de genre 3 (resp» dans 3P xS ), alors (i) pour un homéomorphisme

a: S2 -> 8X

im A^Id^ax) = im A^Id-^âX) i1 + ( . 3 9 Hopf(o) ) d Ï 0 7r.(x),
" X X ^^ j

yt_ (ii) coker A (lcL.;3X) = 0 (resp. coker A (lcL.;3X) = £- engendré
p

par 1 9 Hopf(t p^) où t: P ->• X est un plongement à fibre normal

trivial). Il en suit le même pour toute variété homotopiquement équival-

ente (rel le bord) à X.

Démonstration: Selon le théorème de §2.3,

coker A^Id^âX) i1 = Z 9 TT (x ) , parce que W ( A ) = 0. Z 9 TT (X)
Jî x ^(X) 2 x ^(X) 2

est engendré par-1 9 a (resp. par 1 9 a et 1 9 t p-) . Le résultat suit

immédiatement de la proposition ci-dessus (resp. il faut s'en convaincre

que l'on a récolté vraiment tout dans cette proposition. Dans §3.1 on a

vu que coker i y est isomorphe a IL ( Z-; Z) et donc cyclique. La

présentation SE(X) de 'n^(X) de Ch 11,2 donne un isomorphisme de -i ï . (X)-

modules T T ^ ( X ) = Z("TT, (X)] .tp ® z[7r.(X)J.o modulo les relations

(e + À ) . t p et (g - e).tp + (\ - e) .a où T T ^ ( X ) = z[ri9 t [\1. Par

conséquent Z- 9 TT (x) est de rang 2 et 3 9 o n'est pas trivial, donc
\W 2

1 9 Hopf(o) engendre l'image A-(coker i -,) contenue dans
A À

coker A^Id^SX) i1 ). q.e.d.
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Rabiot de ce paragraphe: Soit B C Int P x^ une boule» p , p , p désignent

les rotations parallèles à 8B, à PxQ et à P xj dans P xl-int B. Alors
la composition p p p est isotope à l'identité rel le bord. Etant
données des paramêtri s allons t . : P -> P xi pour i = O 1 , ! on a l'égalité
d ( I d , p ) = 1 8 Hopf(t p -t p ) . Par conséquent

p
Théorème 2: Soient S Q , S ^ : P -̂  N des plongements à fibre normal trivial
tels que s^[ P et_ s . | P soient homotopes. Notons la rotation parallèle

p
â  s^( P ) par p^ ( i = 0 , 1 ) . Alors il y a,une composition h de rotations

parallèles à des sphères telle que p» soit homotope a h p . (rel le
0-squelette relatif). On a l'égalité
d^Id.h) = 1 e Hopf(s^-SQP^) mod im A^Id^âN) i1 .

Démonstration: D'après la démonstration du lemme 1 c ) de Ch 11,3 on peut
passer de s à s. par une suite de plongements s = t ,t . . . ,t ,t = s

o p
du plan projectif tel que t . ( P } f \ t . ( P ) = 0 pour j = 0 , . . . , k - 1 etJ J *p p
que t _ ( P ) U t . ^ ( P ) fait partie du bord d'une sous-variété plongée,
homotopiquement équivalente à P xl-int B. Le résultat suit alors du
rabiot ci-dessus et du lemme 2 de § 2 . U .

3.3 -
Le cas des variétés simples.

Dans cette section on considère, sauf mention contraire, des variétés

simples (voir § 3 . 1 ) W a groupe fondamental fini (et dont le bord consiste

en une 21-sphêre).
p

Proposition 1 : Soit o '. S ->- 9W un homéomorphisme, alors.,

coker A^Id^ôW) î  ^/(2, | T r ^ ( W ) | )

et il est engendré par la classe de J 0 Hopf(a), correspondant à la

rotation parallèle a 8W.



Démonstration: Par le théorème de §2.3, coker A (l(Lp9W) i -- est iso-

morphe à Z- 8 TT (W) et on sait que Tr^(W) ^ £[ir. (W)]/( Z g) est
S^(W) 2 2 J géT^ (W)

engendre par a. y

Définitions: r : coker A (ld,,;9W) i -»-Z/(2, |ïï. (W) | ) est l'isomorphisme

unique,

p^: coker i^ -»- H^W^W; H^(ft,aiy)) -^ H^(V; Z) •> H^TT^W); Z)

est l'isomorphisme de §3* ' l , compose, rappelons-le, de l'homomorphisme

de Bockstein (lemme 1 , § 3 . 1 ) , de l'isomorphisme de la dualité de Poincarê

(en utilisant pour le revêtement univers.el W l'orientation induite de

celle de W; il ne dépend pas du choix) et de l'isomorphisme canonique et

^: H ^ ( - f f ^ ( w ) ; Z) -»- Z / (2 , | - i ï ^ (W) | ) est la composition r^ S^ p^"1 (voir

§3 .1 pour A,,).

Dans les deux propositions suivantes on donne le comportement de ^y par

rapport aux applications induisant un isomorphisme de groupes fondamentaux

et aux revêtements (connexes).

Proposition 2: Soient W. , o. comme dans la proposition 1 ( i = 1 , 2 ) ,

w. = (j.(y^) et a: TT.. (W_ ,v.. ) -> •iï,(W ,v ) un isomorphisme, alors il y a

une application a: (W ,3W. ,w. ) -»• (W^,8W ,w-) telle que (i) a induit a,

(ii) deg(a) et |^^(W.,w.) - | sont relativement premiers,

(iii) [a a. ] = deg(a) [^o?] ç7r?(W-,w?) eĵ  (iv) on a le diagramme commutatif:

H^(7^(W^,v^); Z) ^———"1—— H^T^(W^); Z)

l \ l \
Z / ( 2 , [ T r ^ ( W ^ , v ^ ) [ ) = Z / ( 2 , | T T ^ W ^ , w ^ ) | )

Démonstration : ir.. (W. ,'w. ) est canoniquement isomorphe à •nr..(W. U D ,v. ) pour

i = 1 ,2 et puisque ïï^,(W U D ,v^.) = 0 il y a une application
<- <- o. ^~

i
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a: (W. U D ,w-) -^ (W? U D ,v ) induisant a. Puisque a induit une sur-

jection de groupes fondamentaux on peut s'arranger, quitte à faire une

hoicotopie rel v, que (a) (D ) = D (voir p.e. [H2;prop. 1..lJ). En ce cas
__ i> '
a induit par restricticn une application a: (W.,8W.,w.) ->• (W-,9W ,w )

qui satisfait à (i). (ii) est une conséquence du lenune de Ch 111,2.1 .

â|8W. induit une application de degré deg(â) = deg(a), d'où (iii).

Considérons le diagramme conunutatif suivant:

, 1
i ' •» * an .,, 1 a____ , 1 #___ , - 1coker i -. —————————> coker i •<——————— coker iW^ a W^

\ \ ' \"2 a "1
w 3 '

coker A^Id-, ;8W )i1 —a^ coker A^a îâWj i 1 <-î- coker A^Id-, ;8Wji1 .
"<^ <- "o - a w.. i w^

Dans la suite de la démonstration on suppose que |'iï.(W.)| est pair, alors

coker A^Id-, ;8W ) i1 , engendré par 1 8 Hopf(o-), est d'ordre 2.
"2 2 "2

Puisque deg(a) est impair on a les égalités suivantes dont la deuxième

est expliquée à la fin de § 3 . 1 :

a^l 8 Hopf(o^)) = a3(deg(a) 8 Hopf(a^)) = deg(a)2 8 Hopf(o^) =

= 1 8 Hopf(a o ) = a 3 ^ 8 Hopf(aJ) .
? ' ?

Puisque deg(a) est impair (par (ii)) l'élément Ç = deg(a) 9 Hopf(o?)

dans coker A (a;8W.) i s'envoie par la surjection induite de 1 8 v

(voir la suite (S) de § 3 . 2 et la proposition de §2.3) sur le générateur

de ^ 8 TT- (W^) . Par conséquent la composition (a,, )~ a existe et
\(W,) 2 2 *

elle est l'isomorphisme unique.

Le choix des classes fondamentales de W, et de W- donnent des

"trivialisations" des systèmes locaux suivants:

a*H^(^,9^) = £, H^Î^.ÔÎ^) = £ et H^(î^ ,9%^) = Z.



Ceci fait, l'homomorphisme de Bockstein (voir le lemme 1 de § 3 . 1 )

identifie a à l'homomorphisme

a2: H^W^SW^; Z) -^ H^W^aW^; Z).
|f

Par la dualité de Poincarê ceci correspond à l'homomorphisme

deg(a) ( a ^ ) ~ 1 : H^(W^; Z) -^ H ^ ( W ^ ; ^).

D'autre part, a induit la multiplication par deg(a)

deg(a): H^.a^) = Z -^ = a*H (^,8^)

(par définition du degré) et donc l'homoDiorphisme de Bockstein identifie

Q.J, a l'homomorphisme

deg(a): H2 (W^,^W.^; Z) ^ H2 (W^,^W^; ^)

et par la dualité de Poincarê ceci correspond à la multiplication par

deg(a) dans H,(VL; ^,). L'entier deg(a) est inversible module |7 r - (W, ) [

donc a.,, est inversi'ble.

En résumant p.- et p.. identifient (a» ) a à (a^)" . La proposition^ W^ y 1

en suit.

Remarque:Soit W une variété compacte à groupe fondamentale fini et à bord

non connexe, soit W,CW une sous-variété compacte de codimension 0, telle

que TT (W ) = TT (W) , que 8W soit une sphère et donc que W-Int W soit

homotopiquement équivalent à une boule trouée, alors

(i) le diagramme suivant est commutatif

coker i „ ————— W. ———>• coker i „

I 1 Ihw hw
' 1 e3 i

coker A^Id^ ;9W^) i1^ ——ÏJ——^ coker A^Id^aw) i1

où e „ et e „ sont induits des homomorphisjnes d* extension ̂
"1 "3

(ii) e „ est un isomorphisme,
"3
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(iii) Si { o . ; i} est un système de paramêtris allons des composantes de

8W, qui est une réunion de sphères, im e est engendré par la classe
" J

de Z 3 8 H o p f ( o . ) . C'est à dire, la rotation parallèle à 9W\. est
i

homotope à la composition des rotations parallèles aux composantes de 8W.

Proposition 3; Soit q: (W,v) -> (W ,v' ) un revêtement, W connexe (a bord

non connexe) et W comme dans la proposition J. Soit W,CW comme dans la

remarque ci-dessus, alors le diagramme suivant est commutatif

H ^ T T ^ W ' . W » ) , ^) -br^ H^(^(W,v) ; ^) = H^(7^(W^); £)

1 ^W 1 ^W
l " mod|7r, (W)| l "1

^ / ( S j T T ^ W ' ) ! ) ————'———^£/ (2 , | 7 r ^ (w ) | ) = Z / ( 2 , | T T ^ ( W ^ ) | )

Démonstration : Considérons le diagramme commutatif
1

1 e W1 qJ . 1 " 1 . 1
coker i , ———•—i————> coker i <————————— coker ii - i - i - 'h , l'" .'. 1'".

coker A 1 (icL^, ; a W ' ) l1^,-^ coker A^Id^aw) i1^ ^—l-coker A^Id^ ; 8 W ^ ) i1^

im q = im e „ parce que les deux sont engendrés par la classe reprêsen-
"1

têe par la classe correspondante à la composition des rotations parallèles

aux composantes de 8W. Cette classe survit dans la projection induite de

1 8 v de coker A^Id^ôW) i1 sur Z 8 TT W (voir le théorème de §2.3) ,
TT.W

supposé que l'iï.w) est pair. Par conséquent (e -- ) q est défini et
1 "1

envoie 1 8 Hopf(o') sur 1 8 Hopf(o.), o' et a. étant des paramétrisations

de 8W' et de 8W^ ; et r^ (e3^ ^q^r , ï"3 est la réduction module | TT W |.
1 } 1 1Par l'isomorphisme du lemme 1 de §3.1, q et e correspondent aux

"1
homomorphismes 2.

2 e W
H^w' .aw; z) -q-> H^w.aw; &) < ^ ^(w aw ; ^)

Par la dualité de Poincarê ceci correspond a (voir Ch 1,3.2)
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H^W; Z) -fcî^ H ^ ( W ; Z)«— H ^ ( W ^ ; Z ) ,

où le dernier homomorphisme est induit de 1^ injection W , < ^ W . q.e.d.

\i
Leimne 1 : Soit G- un groupe fini. Si pour tout sous-groupe G de G- il est

donne un homomorphisme

<^: H ^ ( G ; Z) -^ Z / ( 2 , | G | )

tel que ( i ) ^ est sur.jectif si G est cyclique,

que (ii) ^pêst invariant par automorphismes de G

et que (iii) pour tout sous-groupe G 'cG

H ^ ( G ; Z) —br————> H ^ ( G ' ; Z ) '

i ^ G [^

Z / ( 2 , | G | ) mod ^ ^ l ) Z / ( 2 , | G ' | )

commute, alors ^ est surjectif si le 2-Sylov-s ous-groupe S^ de G^ est

cyclique et qu'en plus, tr: H, (G^ ; Z) -»• H.(S?; Z) est surjectif; sinon

\~-°-
Démonstration: Si Sp est cyclique et tr: H . ( G ; Z) •> H.(S-; Z) est

surjectif, ^ est surjectif par ( i ) et (iii).

Si tr: H (G ; Z) -^ H (S ; Z) n'est pas surjectif (et S est cyclique),

son image est contenue dans 2 .H, (S- ; 2S). La réduction mod|s-[ étant un

isomorphisme il en suit que <p- =0. Si S- n'est pas cyclique il suffit de

montrer que i^ = 0 pour un certain sous-groupe 2-primaire non trivial

G de G-. Deux cas se présentent: 1) . il y a un seul élément x ç S d'ordre

2 et 2 ) . ^ il y a deux éléments x ,yéSp d'ordre 2. Dans le cas 1) S est

un groupe quaternionique généralisé (voir Ç W; 5-3 .2J) qui a une présent-

ation comme suit :
?a--1 a-2

(A,B; A = 3 , B = A , BAB = A"" ) (a ^ 3)

si S- est d'ordre 2 . Par conséquent S contient le groupe quaternionique
^a-3

Qo à 8 éléments engendré par A et B. Dans le cas 2) S- contient un
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p 0 T-

is-groupe de présentation ( x , y ; x = y ^ (xy) = -1 ) , (k. ̂  2) et donc

S contient le 4-groupe de Klein Z ® Z = V» engendre par x et (xy) 5 .

Il est facile de vérifier que les automorphismes de V, et Qn agissent

transitivement sur les éléments non triviaux de leur premier groupe
d'homologie qui est isomorphe à V i . Il en suit que ̂  = 0 (au cas 1 ) ) et

8
que ^.. = 0 (au cas 2 ) ) . Ceci achève la démonstration.

U

Les groupes finis G,, qui sont le groupe fondamental d'une 3-variêtê
compacte ont la propriété suivante (voir p . e . ^ M j ) : la cohomologie
H (G ; Z) est périodique ( à période 4)-et (donc) tout p-Sylov-sous-
groupe est cyclique sauf éventuellement pour p = 2 où il peut être

quaternionique généralisé. Si le p-Sylow-sous-groupe est cyclique pour

tout p le théorème de Burnside (voir p . e . F ^ » 5 . 4 . 1 J ) affirme que G- a

une présentation comme suit:
( A , B ; A111 = B" = 1 , BAB-1 = A1')

où JG- 1 = m . n , p c g d ( ( r - 1 ) n , m ) = 1 et r = 1 (mod m ) . Remarquons que m est
impair: sinon ( r - 1 ) est impair, donc r est pair et r ^ 1 (mod m ) . Par

conséquent le 2-Sylow-sous-groupe est engendré par une puissance de B. Il
est facile de voir que H . ( G ; Z) = Z , engendré par B.

Lemme 2: Soit G le groupe fondamental d'une 3-variété compacte tel que

^ 2-Sylov-sousgroupe Ŝ  c: G,, soit cyclique, alors
tr: H^(G ; Z) ̂  H (S^; Z) est surjectif.
Pour prouver ceci on remarque que i : H . ( S ^ ; Z.) -^ H, ( G - , £) est un
isomorphisme sur la partie 2-primaire de H. ( G - , Zi) et que i tr est la
multiplication par l'indice [ G , . : S - J qui est impair, donc im i tr = im i
et tr est surjectif.



Comme conséquence immédiate du théorème -3 de §3.-2, les propositions -1,2 et

3 et les lemmes 3 et 2 on a
Théorème (supplément du théorème 1 de § 3 . 2 ) : Soit X une 3-variété compacté
^ , . ^ ca groupe fondamental fini et a bord connexe. Alors

côker A (ld^;3X) = 0 si le 2-Sylov-sous-groupe de ï ï . ( x ) est cyclique et

coker A (ld^;8X) = coker A (ld^;8X) i - £ , sinon, et il est engendré

par 1 8 Hopf(o) où o est une paramétrisation du bord de X. Cette classe

correspond à la rotation parallèle au bord de X.

§/^
Résumé.

4,1 -
Le groupe de deuxièmes obstructions.

Soit f: (M,9M) -»• ( N , 3 N ) une application de 3-variêtês compactes ( m e M ,

f ( m ) = n) satisfaisant à l'hypothèse F ( f ) que f induit un isomorphisme

de groupes fondamentaux munis de l'homomorphisme d'orientation.

Soient { < @ . , T . > ; j} et { < y . , o . > ; i) des systèmes d'Epstein
p

paramêtrisês de M et de N (voir Ch 11,3). On suppose que { a . ( S ); i}

est pro.iectivement minimal (voir Ch 11,3). Posons W- l'ensemble des
* ? ?

composantes W de N - U O . ( S ) telles que W-Wc: \ J a . ( Q ) , que T T . ( W ) soit

fini et que le 2-Sylov-sous-groupe de TT . (W) soit cyclique.

En utilifeant l'identification de § 1

4)-: H^M^M; f \ - (N)) ^ î 8 T T ^ ( N , n )
f 3 7 T ^ ( N , n ) 3

on peut réunir les résultats de la proposition de §2.3, de §3.^1, du

théorème 3 de §3.2 et du théorème de §3.3 dans
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Théorème : Sous les hypothèses ci-dessus le groupe de deuxièmes obstructions

coker A^f .SM): H^M.aM; f\ ( N ) ) -> H^M.SM; f\ ( N ) )

est le quotient de Ï 8 •n^ (N,n ) par le sous-groupe engendre par les
•^(N,n) J

éléments suivants:

1 9 [f|3.r.,xj , sj_ T . (S 2 ) ^ S2 et_ x f - i ï ( N , n ) ,
J j <J c-

1 8 [x + fe .T . , f ( e . a . e .~ ' l ) .xJ , sj_ T.(S 2 ) ^P2 e^ x e-rr ( N , n ) , où a. désigne
J J J J J J ^- tJ

p
le lacet non trivial de T . ( S ) et

J
deg(f). Z 3 8 Hopf(y.o.) , si W eW

a^S2)^?^ i i — . 0

A l'aide de la remarque 2 de Ch 11,1 on en déduit que l'image de A ( f ; 9M )

est engendre à fortiori par les éléments sous 1 , 2 et 3:

1 . 1 8 r11'̂ ] » pour tout plongement T : ( S ,y ) -^ (M,m) et X É 7 T ^ ( N , n ) .

2. 1 8 [x + f tp^,f( t | P^.x] , pour tout plongement t: ( I52,^) ->• (M,m)

à fibre normal trivial et x É 'T r - (N ,n ) .

3. deg(f) 8 Hopf(o) , pour tout plongement o: (S ,y ) -> ( N , n ) tel que

l'on puisse écrire N = N. U- N- de sorte que N , O N ^ = o(S2) et que
3 . . . a(s2) 1 2 . -1

D U N. soit une variété fermée, soit homotopiquement équivalente à
2 1 .JP xS , soit à groupe fondamental fini dont le 2-Sylow-sous-groupe est

cyclique.

Les conséquences 3 et U de la proposition de §2.3 sont les suivantes:

U. 2 8 rf 'bpp»x]eim A ( f ; 9 M ) dans la situation 2 ci-dessus et

5. 1 8 [ftp^,x]çim A ( f ;8M) si en plus f ( t | JP^.x = -x, en particulier

1 8 [ftp^.ftp^] = 1 8 2f^Hopf(tp^)6im A ^ f ^ M ) .

Dans la remarque de §2.3 on a déduit des relations 1, 2, h et 5 que

coker A ^ f . â M ) est un Z/(2 deg(f ))-module.

Pour discerner le jeu du degré de f on fera l'application suivante du
théorème ci-dessus:



Exemple : Suppose que M et N soient des variétés fermées, il y a une

suite exacte:

coker-A^IdJ -J^ coker A^f ) ->• &/ (deg( f ) ) 8 ïï .(N,n) -> 0
N 7^(N,n) -3

Rappelons que par l'identification faite ci-dessus, f est l'homomorph-

isme induit par la multiplication par deg(f) dans Ï 8 •iï^(N,n). Il
TT.(N,n)

suffit donc de montrer que im A 1 ( f )c :deg(f) . Ï 9 IT ( N , n ) . D'après
•^(N,n) -'

Ch 111,2.2 il y a un isomorphisme $„: TT (M,m) -^ ir^(N,n) tel que

{ „ = deg(f ).$,,. Par conséquent
f ±

1 ® [ f . ( y ) , x ] = 1 8 [deg(f) ^(y) ,x]= deg(f) .1 ®[^(y) ,x]

pour y e i r (M,m) et x € i T p ( N , n ) et il suffit de montrer encore que

1 8 [x ,Àx]edeg(f ) . î 8 ï ï^ (N,n) pour tout ^A^» i•e• ^ € T ^ ( N , n )
T T . ( N , n )

et \ est le lacet non trivial d'un plan projectif plonge à fibre normal

trivial (Ch 11,3). Puisque 1 8 [x,Xx] est d'ordre 2 dans Ï 8 TT (N ,n )
• f f . , (N,n)

il suffit que deg(f) soit impair (pourvu que A^ ^ ^ 0), mais ceci suit

du lemme 2° et son complément de Ch 111,2 .1 .

4.2 -
Le cas d'équivalences d'homotopie.

Dans la situation du début de §U.1 on pose R- le sous-groupe de

Z 8 TT ^(N.n) engendré par les éléments
^(N.i^) 2

{ . Z 1 8 y^ ; W6W }.
a^s^caw 1 1 0

Alors le théorème de §4.-1 (et la proposition de §.2.3) dit que

coker A^f^M) = coker(A3 ( f ; 9 M ) \^}/f*^^

où H: Z^ 8 T T ^ ^ N . n ) ->• coker A^Id ;9N) i 3 est défini dans le
d /,- \ c. 1' "i r . ( N , n )
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lemme 2 de § 2 . 4 . Le théorème de §2.3 donne lieu au théorème suivant

Théorème : Si f est une équivalence d'homotopie en tant qu'application

f: M -> N, on a la suite exacte de Z^-modules:

0 -^W(A^ ^) -c-^ coker A ^ f ^ M ) -18V^ ̂  8 ^(N,n) /RQ -> 0
' i ï . (N,n)

(où c et 18v sont induits de c et Ï8v).

Démonstration: Si R ^ 0, le degré de f est impair par le lemme de

Ch 1 1 1 , 2 . 1 . Par conséquent on a l'égalité:

T8v"f* H ( R ^ ) = 18v deg(f) H ( R ^ ) = deg(f) R^ = R^. q.e.d.

Dans la suite on suppose que f est une équivalence d'homotopie de paires

(rel les bords).

Remarque 1°: Une section de T97 au dessus de R^^N) = Z 8 TT ^(N n)/R •
^(N.n) 2 î 0'

Du lemme 1 de §2.4 on déduit la suite exacte

0 ^ R^N) -> ^ 8 î r ( N , n ) / R . -m^^ 8 Z[A_ ^0
^/N.n) 2 ° ^^ (N^) N » n

où 1 est la self-intersection homotopique (Ch 11,4) , et suivant le lemme 2

de §2.4 il y a un (unique) homomorphisme

^sph^ ^sph^ ^ ̂ ^ A ^ I d - S N )
J^

tel que pour un plongement (^(S2,^) -^ ( N , n ) , Hsph(18CT) soit la classe de

18Hopf(o) dans coker A (ld^;9N). Cette classe correspond à la rotation

parallèle à la sphère o(S2). H8^ définit une section

f* H3^: R s p h(N) -. coker A ' ' ( ld^ ;9N) =^ coker A ' ' ( f ; 9 M )

de f8v au dessus de R^ÇN), i.e. Î8v'f* R5^ = Id^sph, ..

Remarque 2°: Une section de Ï8v modulo R s p h(N) ^b f* Hsph(RSI)h(N) ) : On

pose
H?1'00: Z 8 Z[A ]-^ coker A-1 (ld.-;3N)/im H8^

. ^ ^ ( N . n ) Nï r l N

l'homomorphisme qui associe à un générateur J8À ( À é A ) la classe deN,n



1 9 Hopf(tp ) où t: ( JP ,y ) -»• (N ,n ) est un plongement tel que t |( P ,y )

représente À » Elle ne dépend, pas du choix de t par les propriétés du

foncteur Hopf et par le lemme 3 de Ch 11,3. Il est facile de.voir que

H1^0'3 est bien défini et que (18l)(i8y) H^0^ est l'iûentitê. On a donc

la suite exacte scindée suivante: ^uP1'0^

0 - ^ W ( A . , ) •c^ coker A^f^MVfV^R^N) ) " " ^ Z ® &[A ^0
Mîm (J8l)(Î9v) ^(N.n) Nîn

Remarque 3 : Une présentation de Z- 0 ir-(N,n)/R-.: Soient { < Y . , O . > ; i}
—~'~~———•A—l— —————————— '——————'——————~~~ ^" / — \ £'. U 1 1T T i ( N , n )j »

un système d'Epstein de N et îir,, comme au début de § U . 3 . Soit

A.: <B ^-.W ->• 0 Z .o.(S2)
u W€ W - " i " -1———

l'homomorphisme défini par A,JW) = ^ Z a.(S ), alors
°~ o.(S2 )C^W^———

Z^ 8 TT^(N,n ) /R ^ coker A^
•i ï . , (N,n)

(cf. la démonstration du lemme 1 de Ch IV,1.1) .

4.3 -
Les rotations parallèles aux sphères - 2.

Soit S une sphère plongée dans N et soit p la rotation parallèle à S,

alors

Théorème : 1 . Si S ne sépare pas N , p n'est pas homotope à l'identité (rel

le bord).

Si S sépare N , soient N. et N- des sous-variétés de N telles que

N UN = ' N et que N UN = S alors

2. p est homotope à l'identité si et seulement si N, ou N- est

la somme connexe d'une boule et de variétés homotopiquement équivalentes
? •! ? 1à un S -fibre sur S ou a P xS et de variétés fermées dont le groupe

fondamental est fini et possède un 2-Sylov-s pus-groupe cyclique.
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Le théorème J est du à Pontryagin [ P ] , voir aussi LL] pour'une démonstra-

tion savoureuse. Dans IH^ J on trouve un critère (plus faible) pour que
p soit non homotope à 1'identité.

c
Remarque: La composition de rotations parallèles aux sphères d'un système

de sphères disjointes est-isotope à la rotation parallèle à la sphère
qu'on obtient en faisant la somme connexe plongée des sphères du système
(par le théorème de § 2 . 4 , voir aussi la figure: on peut annuler la

rotation parallèle à Sj^S par des rotatîons (dans le "même" sens)
parallèles à S^ et a S ^ ) .

(figure)

Démonstration des théorèmes: On peut étendre S à un système d* Epstein de
N , ÎT , il y est associé ÎTÏ- et ^ comme au début de § U . 1 et comme dans
la remarque 3° de § U . 2 . Suivant la proposition de Ch 1 1 1 , 1 , p est
homotope à l'identité si ê  seulement si elle l'est rel le 0-squelette
relatif, donc (.voir la remarque 1° et 3° de § U . 2 ) si S_e imA^. Supposons que

jS = A- E n-- W , alors nécessairement S = 8( fj W) ( c f . le lemme 1 de
^̂ 0 V° ~~

Ch I V , 1 . 1 ) donc S est cobordant à zéro (ce qui montre 1 ) et soit pour
i = 1 , soit pour i = 2, N. = U W , c'est à dire que N. est la réunion

. 1 YO
de membres de W . Q . e . d .

,;
4.4 -
Evaluation.

Soit N une variété compacte de dimension 3, munie d'une décomposition
cellulaire. % ( N , n ) désigne l'espace des équivalences d'homotopie



g: (N,9N) -> (N,9N) telles que g(n) =; n, que g coïncide avec l'identité

sur 9N, que g soit homotope rel 8NU{n} à une application g' telle que

g* co'incide avec l'identité sur le J-squelette (si 9N = 0, ceci revient

à dire que g,, = Id: n/N.n) -^ 7r,(N,n) (Ch I,U.J(i)), et que deg(g) = +J.
fr -' -1

Soient g et g' dans ^(l^n) comme ci-dessus. d^Id^') éH^N^Ni-iï W)
p

ne dépend que de g. Puisque deg ( g * ) = +J = deg(ld), d ( l d , g ' ) é i m i-

(voir Ch IV) et il y a une composition p de rotations parallèles à un

système de plans projectifs à fibre normal trivial dans N telle que

d^Id,?) = d^Id^'). Selon le théorème'2 de §3.2, p est bien déterminée

à une composition de rotations parallèles à des sphères près. Alors

d^Id^'p-1) = d^Id,?-1) + d^p-^g'p"1) = -(p-'Wdd,?) + (p-1 )*(ld,g« )

= 0

et il y a g ' ' € 3^ (N,n), coïncidant avec l'identité sur -le 2-squelette

et homotope à g'p" rel 8NU{n}. On pose

T(g)6coker A 1 (id^aNVH^R^N) )

la classe de d^Id.g").

Théorème : Sous l'hypothèse SE(N) (i.e. le revêtement universel de N n'est

pas une variété fermée) ceci définit un homomorphisme surjectif

T: ^(^(N^Ud) -> coker A 1 (id^SNVH^R^N) ).

Démonstration: L'hypothèse SE(N) implique que la réunion du 1-squelette

de N et d'un système d'Epstein de N engendre Tr^(N) (voir § 1 ) . Par

conséquent, à homotopie rel le 2-squelette près, la rotation parallèle à

un plan projectif (ou une sphère) commute avec toute application

coïncidant avec l'identité sur le 2-squelette» Si g., g.', p. et g." sont

comme ci-dessus (i = ^ 1 , 2 ) on a

1(6362) = ^(Id.g/'gg") = ^(Icl.gg") + gg'^dd^") = T(gg) + T(g,)
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puisque d e g ( g " ) = -3. Ceci montre que T est bien défini et que T est un

homomorphisme. La surjectivitê de T est évident (réalisation des éléments

de H ( N , 8 N ; î T ( N ) ) comme des premières obstructions).

Le noyau de T est engendré par les rotations parallèles à des sphères et

des plans projectifs à fibre normal trivial et il est isomorphe à

Z- @ 7 T ^ ( N ) / R . En effet, utilisant la suite exacte de la remarque J^ w 2 °
de si».2, la suivante (dont la surjection provient du théorème de Ch IV,].2)

0 + R^df) + ker T -> i, 9 XA,, ]-»• 0
^(N) "^

et le théorème 2 de §3.2, il est un exercice simple de montrer que l'on

définit un isomorphisme

L 0 TT^(N) /R ——^ ker T
%(N) ' °

?
en posant (i) r(l9o) est la rotation parallèle à a(S ) si a est un

p
plongement et ( i i) r ( l9sp^) est la rotation parallèle à s( JP ) si

p
s : iP -> N est un plongement à fibre normal trivial.

La remarque 2 de § U . 2 donne lieu à la définition suivante:

Définition: Soit J = j (-n. ( N , n ) sV^) la somme directe

T= L 9 ^AI. . ,3® W ( A )
^(N.n) N î n N ^ n

i.e. le Z--module engendré par les éléments de

^ n = < À 6 7 r / N > n ) ; À2 = e » v^^ = -^

et par les paires { < À , u > , À , p € Â , , } ayant comme relations:j il ,n
( i ) < X , p > = < p , À > , <\,\> = 0 ,

(i i) gXg~' = À et <gXg~ ,gvg'~" > = <X,-p> pour tout g e - i ï . ( N , n ) ,

(iii) < ^ î p > = < î X , p À l J > .

Soit v: T ^ cokerA^Id^ôîO/ir^R^^N)) l'homomorphisme tel que pour

À ^^P* < ; À » P > ) » v (^ ) (^esp. v ( < À , u > ) ) est la classe de 1 9 Hopf(t p )



(resp. de J ^ t t p - y t P o J ) » ou "̂  e^ ^ désignent des plongejnents*• À -^ ji ^- À p
t^,t : ( JP2,^) ^ (N,n) tels que [tJ IP3 ] c; À et que [t | IT'J = p. v est

un isomorphisme d'après la remarque 2 de §U,2 et les dêfinitions-

Le théorème ci-dessus s'énonce alors comme suit:

Théorème : La suite suivante, de Z^-modules, est exacte

0 -^ ^ 0 TT ( N . n ) / R -^ TT (^(N,6) ,^) ^ ^(TT ( N , n ) , w ) -^ 0
i r ^ ( N , n )

Rappelons que l'image de r est engendrée par les homêomorphismes de

rotation parallèle à une sphère ou un plan projectif à fibre normal
Gy-̂

trivial et que J = 0 si N est orientable.

4.5 -
Conjectures.

Ayant écarte dans §U. 4 toutes les complications dues à la torsion de
Whitehead (c f . la proposition 2 de [ H 3 ; I I , § 3 . 2 J ) et à la conjecture de
Poincarê on peut conjecturer:
Conjecture I: Soit g 6 ̂  ( N , n ) , alors g est homotope à un homêomorphisme
rel 8MU{m} si et seulement si w~ T ( g ) = 0.
Dite d'une autre façon:
Conjecture I ' : Si g 6 'St ( N , n ) et g est un homêomorphisme, alors g est
homotope, a une composition de rotations parallèles à un système de plans
projectifs et de 2-sphères (disjoints).
Un autre problème qui n'a pas été aborde ici est celui de la fonctorialitê
de la self-intersection homotopique de Ch II:
Conjecture II: La suite exacte
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0 -> TT sph - > v -> le Z[A] -> 0

est fonctoriel par rapport aux équivalences d'homotopie.

Pour ceci il suffit

Conjecture III : Soit f: M -> N une équivalence d'homotopie.
2 ^Si o: S ->• M est un plongement, alors fo est homotope a un plongement.
2 x . >.Si s : JP -> M est un plongement a fibre normal trivial, alors fs est

homotope à un plongement.

Evidence pour I: a) La conjecture est vraie si N est orientable (voir

§ U . U ) ou si M = P xi. " b ) A l'aide de [ H 3 ] certains éléments de "base

< À , p > de J peuvent être interprétés comme une obstruction de scindement

le long d'une sphère "caractéristique" dans le revêtement associé au

sous-groupe ( À , p ) = Z-* ̂ , d'un relèvement d'un représentant de < À , p > .
2 ^Evidence pour III: Si o : S ->• M est un plongement et M et N sont fermées,

alors fo est homotope à un plongement ( [ L ; p . 1 1 o j ) .
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