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INTRODUCTION GENZRALE

Ce mémoire se situe dans la topologie différentielle et algébrique des variétés
différentisbles de dimension 3. ‘

Soit domnée une application f s (u , ) —> (w R A) de 3-variétés compactes
connexes satisfaisant & 1'hypothdse fondamentale 7(f) , que f induit un isomor-

phisme de groupes fondamentaux et que f respecte la premidre classe do Stiefel-
Whitney. Dans cette situation ce travail comporte les éléments d'une classification
2 homotopie rel A prés d'applications qui sont homotopes & une application qui
cofncide avec f jusqu'au l-squelette de i (qui possdde une décomposition cele

lulaire).

Ceci peut &tre congu comme une continuation des travaux de TIOLAS et SWARUP dans

la théorie d'homotopie de dimension 3. D'aprés ces travaux on est tenté de voir le

[l

type d*homotopie d'une 3-variété (fermée) I comme la domnée de L° son groupe
fondamental ™ M qui prescrit grosso modo le 2-squelette de la variété, i. e. le
type d'homotopie de l—point, et de 2° la fagon dont "la 3-cellule" est attachée

au 2-gquelette, SWARUP la voit comme 1'image de la classe fondamentale

(M} e H3(M H Z} dans le troisidme groupe d'homologie de l'espace d'Eilenberg-
NacLane de m M, T, € H3(1<(rr1 H,1)3Z) . Dans [H4] cet invariant est inter-
prété comme la premidre obstruction pour trouver une rétraction de i sur son 2-
squelette (ou, ce qui revient au méme sur ii~point). SYARUP a montré qu'un isomor-
phisme 6 : m M —> m N tel que 6 * T, = Ty peut 8tre réalisé par une équiva—~
lence d'homotopie de degré 1. Si on attache peu d'importance & la donnée 2°, une
3-variété ressemble & un espace d'Eilenberg-iiacLane et on peut s'attendre & ce que
la classification 2 homotopie prés des applications réalisant 6 soit abordable.

Ceci est un cas spécial de la classification recherchée,

Des résultats partiels sont connus. Dans [P ; p. 356] et [L ; app. II] on
montre que la rotation paralldle & une sphdre qui ne sépure pas la 3-variété n'est
pas homotope & 1'identité. Dans [H1] j'ai considéré le probldme suivant : Soit
donnée une variété I qui est une somme connexe de variétés suffisamment larges et
d'exemplaires de 82 x S1 et une 2-sphdre dans I . Est-ce que la rotation paral~
ld¢le & cette 2-sphdre est homotope & 1l'identité ? Il y est montré que c'est le cas
vseulement si cette sphdre est nul-homotope.

'Le théortme de sphdres de Laudembach (voir [L ; Ch. IiI]) et [:l] menaient 2
un théordme a la Waldhausen pour des variétés non nécessair-ment indécomposables
bpour la somme connexe dans [H2_] . Ce dernier travail comporte principalement un
théordme de scindement d'équivalences d'homotopie de variétés .I:_Z-inscérables

(i. e. ne pas possédant de plans projectifs & fibré normal trivial) le long <'une



2-aphdre (voir aussi [L j Ch. V] ). Le présent mémoire a servi dans [H3] 2 dé-
crire 1'obstruction totale au scindement d'équivalences d'homotopie 'le long d'une

2-gphdre dans la situation générale de la présence de plans projectifs & deux c8tés,

Ce travail nous place au plein milieu du probléme suivant, qui est en quelque

sens la version absolue de ce qu'on a discuté tout au début.

Soit £ : (W , W) —> (@ , ON) une application coincidant avec 1'identité sur
N et sur le 1l-squelette et qui est (une équivalence d'homotopie) de degré 1.

Est-ce que f est homotope & un homéomorphisme ?

Remargquons qu'on a éliminé les effets de la Conjecture de Poincaré et de la tor-
sion de Franz-Reidemeister. En plus dans [H3] on a montré que dans cette
gituation-ci la torsion de Whitehead de f est nulle. On sait décider si f est
homotope & une composition de rotations paralldles aux sphires et aux plans pro-

jectifs & deux c8tés (voir g. plus loin). 5i N est ge-inscérable f est ho-

motope & une rotation paralldle & une sphdre. Si N ne 1l'est pas, f n'est pas

nécessairement homotope & un homéomorphisme selon [H3 ; Th. C] (voir aussi la
Conjecture I de Ch. V, 4.5).

LES AUXILIAIRES

1, La théorie d'obstruction & la Eilenberg-Steenrod-Olum ou la récurrence par sque=

lettes. Cette théorie a déja eu succeés dans la classification des applications
2 —> 52
PONIRYAGTH ([P)]) dont le résultat est comme suit. Soient £, g2 K—>S

applications coIncidant sur le 2-squelette § alors f est homotope &8 g si et

d'un 3-complexe K sur la 2-sphire. C'est le travail de HOPF et
2

deux

3
seulement si la premidre obstruction a(e , 8) € HB(K s £ n3 52) satisfait & une

égalité comme suit ¢

3*
d(f ’ g) =x VU f z2

*
ou x1 € Hl(K s T , 52) et oh 22 est un générateur du groupe infini cyclique
32(32 3T, 82) et ou on utilise le produit de Whitehead comme homomorphisme

2 (2 2
n2b ®n2b —-)nBS .

2. Le théordme de la sphdre de Papakyriakopoulos-whitehead-Epstein (voir [E]).

Etant donnée une 3-variété compacte et connexe N , il fournit une résolution de

n2 N en tant que m N-module.

3. Lc théordme de ililton sur les groupes d'homotopie d'un bouquet de sphéres, Si

, N #0 , le revétcment universel ¥ de N ale type d'homotopie d'un bouquet de
2-gphtres et alocrs ce théordme nous donne une expression du groupe abélien (1ibre)
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n3 N en termes du groupe abélien libre m, N

En 1'ab:-nce de plans projectifs & fibré normal trivial ceci mene déja 2 une sim-
plification surprenante. i f , g : (1 , ) —> (N, 3N) cofncident sur le
l-squelette et satisfont & F(f) et F(g) et que deg f = deg g., alors i1 y a
une composition p de rotations paralldles & des sphdres dans N telle que

f ~ pg . Pour compléter la classification, il restera & considérer les cas sui-
‘ vants ¢ Soit W une variété compacte telle que W :SZ et que ™ W soit fini
est—-ce que la rotation Py le long de W est homotope ou non & 1l'identité
(re1 aw) 7

La réponse suit d'une recherche de suffisamment de propriétés formelles de 1'obs—

truction a(pw 9 Id) et de 1l'injection des théordmes swivants.

4. Théorimes de Smith, d'Artin-Tate et de Burnside sur les groupes finis. D'aprés

SHITH, la cohomologie d'un groupe'fondamantal fini mw d'une 3-variété fermée est
périndique, d'aprés ARTIN-TATE, tout Sylow-sous—groupe est alors soit cyclique,
soit quaternionique généralisé. BURNSIDE donne une présentation d'un groupe dont
tout Sylow-sous-groupe est cyclique. ‘

En présence de plans projectifs & fibré normal trivial on a besoin d'ume étude

supnlémentaire de m,(N) en tant que m, N-module., Remarquons que la présence des
Px 2 q q q

1
plans projectifs n'est pas toujours comme celle dans un facteur de somme connexe

PPx1 ou P2« st ([R)).

5. GrAce aux Théordmes :'Epstein relatifs aux plans projectifs & fibré normal tri-

vial [E], on obtient une notion de self-intersection homotopique sur m, §¥ (voir

plus loin) qui mdne : une description de la classification entamée, indépendante du

choix feit dans 2.
LE3 RESULTATS PRINCIPLUX

Soit ¥ ume 3-variété compacte connexe, posons !\H le sous-ensemble de "1 N

des éléments d'ordre 2 et renversant 1l'orientation. AN est muni de 1'action de

s par conjugaison, et il a ainsi un nombre fini d'orbites Yy eee s Yp y TE—

L B
présenté par des éléments %

o, (52 , *) —> (1 , *) une immersion dont l'image est un plan projectif & fi-

bré normal trivial portant le lacet A , alors :

s ees 3 & o 30it pour chaque élément A € I\N .

(a) 11 est 1éfini une suite exacte de ™ H-modules
0 —>m, () —>m, N> Z @ FA,]—>0

o )=1®a et 1(c) =0 si o ost un plongencnt de la sphdre

i
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dang N.nz Sph(I‘I) est le sous-module de M, N engendré par les plongements. L'ho-

momorphisme 1 est la self-intersection homotopique (voir 5.).

Etant données deux applications f , g ¢ (i, M) —» (N, aN) coTncidant sur
le 1l-squelette et qui satisfont aux hypotheses fondamentales F(f) resp. F(g) ,

alors

(b) Si deg f = deg g , il y a un homéomorphisme p composé de rotations paral-

ltles & un systime de plans projectifs & fibré normal trivial dans i , mutuelle~

ment disjoints, tel que gp et f sont homotopes jusqu'au 2-squelette.

Précisé d'une autre fagon, les classes d'applications g : (ii , &) —=> (¥ , dN)
colncidant avec f sur le l-squelette et homotopes entre eux jusqu'au 2-
: *
squelette, sont en correspondance avec les éléments de HZ(}; y Ao, N) .

Cette correspondance est donnée par la premidre différence g €—>d(f , &) .
(¢) L*homomorphisme oG, g £ om W) —(a-t-‘ﬁpz x (2, ®, 2[A]) domnée
4 flomomorphlsne e 02 o B =X =2 n’x Ayl) domnée par
Au(f , g) = deg g - deg £ et
wl(f , g) = (wh vl, d(f , g)) n {1, A} € Ho(i. 3 2, ® _z_[nN]) = Z, "®N _Z_[AH]‘
1

est un isomorphisme sur son image ( Wy désigne la premidre classe de Sticfel-
Whitney de X ).

(d) N egt fermée et nl N admet un sous—groupe libre 1'indice fini si et seule-

ment si 1l'image de o n'est pas triviale, ce qui revient & dire que

. *
HZ(I-. y 35 £ m, N)
est de rang 1.

Les résultats b, ¢ et d généralisent les wrésultats de [i2 3 § 2] qui

étaient restreints aux variétés Pz—ins‘écables (i. e. 4 =¢ ).

Dans la suite on considére dcs applications qui sont une dquivalence d'homotopie.

Soit £z (u ’ Aa) — (N , ) une telle application. il y & un homomorphisme

* st
bt HYGL, By £ m, ) P, ws f my ) tel que coker A est en cor-
respondance avec les classes d'homotopie el & A'apnlications gui coIncident
avec f Jusqu'au 2-squelette. iosons 71-(1\],) le Z-module engendrdé pax les paives

Ay, W, (A, ne ATI) et les éléments A (A € 1\.N) avec certalnes welt%ions.

(e) I1 y a une suitc exacte de é_e-modules

CSPRGY T oker A =S T(0)) —>C .

2, ®" rz

~
m, i

En posant pour x € r‘.3 ity {x} 1la classe 1'homologie ‘M cocycle yui prend sur

la 3=cellule de 1. la valeur x , on construit ¢ ¢ telle fagon (us
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t({£, 0 y f,0 1) =, u) et que t({o, Hopf}) = A
{# f;fl)\ # f-lp, 3] qu [)\ P

(o [, ] est lc produit de Whitehead et o Topf est le générateur de ) 52 ).
L'image de r correspond aux applications pf ol p est une rotation paralldtle 2
une sphére dans I .

1

(f) La rotation paralldle & la sphire plongée o dans 11 est homotope & 1'iden~

tité si, et seulement si, r(J. [ J) = C , ce qui est le cas si, ¢t seulement si, 3

sépare H , H = Nl g 1‘32 et quec soit Nl , Soit N2? est la som¢ comnexe de varide

tés fermées homotopiquement équivalentes & un 32—fibré sur Jl ou & P2 x Jl et

de varistés fermdes & groupe fondamental fini et & 2-Sylow-sous-groupe cyclique.
En posant R"l(N ’ n) 1'espace topologique 4cs Squivalences d'homotopie
g: (W y o, n) —> (N , 3 , n) homotope rel{n} U A & 1l'identité jusqu'eu

l-gguelctte, on o la propriété suivante.

(g) 11 y a une suite exacte de ée—mOtlules

Lor T —
it -—1-»110 24 (x , n) —i(a) —> 0

‘Z-2 n®?~* n
1 ¥
o 1l'image de r est engendrée par les rotations paralldles & des 3phdres et les

plans projectifs.

Les introductions aux chapitres suivies de Ch V, 4 forment une paritie congue
’ b

2

pour 8tre lisible en soi et elles servent comue guide o lecturse.
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§1.

PRELIMINAIRES

Introduction.
v
Ce chapitre donne un résumé des outils algébriques dont on va se servir.

Dans §1 on a rassemblé des conventions et des notations et dans §2 les
résultats employés de la théorie de 1l'homologie et de la cohomologie &
coefficients dans un systéme local. Dans §3 on donne des applications
aux revétements du théoréme de Leray-Serre.

Dans §4 on trouve un apergu de la théorie d'obstruction. Grosso modo,
étant donnés un complexe cellulaire reiatif (X,A) et des applications

f,g * X > Y telles que f et g coincident sur le k-squelette (X,A)k(k > 1)

k+1(

il y a la premiére obstruction dk+1(f,g;A)e H X,A;f*ﬂ (1)) qui

k+1
décide si g est homotope & une application g' rel (X,A)k_1 telle que f

et g' coincident sur le (k+1)-squelette. Supposé qu'elle soit triviale et

k+2

ue g' soit comme ci-dessus, il y a l'obstruction 4~ “(f,g';A) et un
q g

sous-ensemble image d'une fonction

Ak(f;A) : Hk(x,A;f*n (Y)) + Hk+2(x,A;f*1r (v))

k+1 k+2

tel qu'il y ait une application g'', homotope & g' rel()(,A)k-1 et
coincidant avec f sur le (k+2)-squelette si et seulement si

&*2(£,g758) € im A5(£3A).

K "

A"(£3;A)(z) donne 1l'effet d'une homotopie qui "bouge" le k-squelette

de la fagon prescrite par . En fait Ak(f;a) est un homomorphisme (!)
! k+2 k

et la classe de 4 (f,g';A) dans coker A (f;A), le groupe des

deuxiémes obstructions, est bien déterminée par g.

Conventions.

Soient X et Y des espaces topologiques, il est sous-entendu que les

applications f : X + Y sont continues. Les homomorphismes induits en



groupes d'homotopie (resp. homologie et cohomologie) sont é&voqués par

1f

. désigne l'homologie & chaines

les symboles f, , (resp. f, et 7). H
(singuliéres) localement finies. H: désigne 1la coho%ologie 4 cochafines
5 support compact.

Si g : 8™ X est une application, sa classe d'homotopie rel le
point base est notée par [0]. Si A est un cycle ou un cocycle sa classe
d'homologie ou de cohomologie est notée par {A}.

Si on a des inclusions de paires (X,Y) < (X',Y U(X'-X))> (X',Y'),

1'homomorphisme composé de l'excision (si elle existe) et de la restric-

excision ¥

: H‘(X,Y) SXEISIOR H (X', Y u(X'-X)) restriction i

tion e (x',y")

X,X!

est &voqué par le mot extension.

Un complexe cellulaire relatif (X,A) est toujours supposé CW,
k
)

le k-squelette (X,A)” est la réunion de A et des cellules de dimension

inférieure ou égale & k.

S' désigne la sphdre standard (plongée dans m1+1) de dimension i.

Les points base de S1, 82 et S3 et z..

0* Yo 0
2 *—Pz est le

sont désignés par x
P’ oest 1'espace projectif réel de dimension i. Pyt S

revétement standard & deux feuillets et on note pz(yo) =¥y

Si X est un espace topologique et Y < X, alors Y désigne
1'adhérence de Y, Int Y d&signe 1'intérieur de Y et ~ signifie homo-
tope ou homotopiquement &quivalent. Si X est une variété, wy est
(X) + {+1,-1} = G1(1,Z). Une

1'homomorphisme d'orientation Wyl Ty

variété de dimension 3 est irréductible si toute sphére plongée y
2 . . .
borde une boule et elle est IP -insécable s'il n'existe pas de plonge-

ments & fibré normal trivial du plan projectif. Un espace d'Eilenberg-

Maclane sera toujours de la forme K(w,1).

89



Soit E un ensemble, alors Z [E] désigne le groupe abélien
libre de combinaisons &-linfaires finies d'éléments de E. Si E a
en plus une structure de groupe, Z [E] est un anneau de la fagon
naturelle et on dira souvent E-module au lieu de & [E]-module.

Si R est un anneau, A-QEEEP. B) un R-module & droite (resp.
& gauche) A 8 B désigne le produit tensoriel. Si m est un groupe
et A et B sont des 2 [n] -modules & gauche A ® B désigne le quotient

. 4 m

de A ® B=A 8 B par le sous-groupe engendré par les &léments
4

g—1a 8b-a®gb,olia€chA,becBet gem.

Les références intérieures & un chapitre sont débitées aprés
le signe § (p.e. §3.1), intérieures 4 ce travail aprés Ch (p.e.
Ch III, 3.1) et celles qui sont extérieures entre les signes [ J
(p.e. [E] et aussi [E;(9,5)]).
§2.

Systémes locaux ([s 23 p.281-283])
2.1 -

Systémes locaux.
Soit X un espace topologique. Un systéme local (G,T) (ou simplement
G) sur X est la donnée pour tout x € X d'un groupe abélien GX et pour

1 . 1 1 3 .
tout chemin w: [0,1]-+ X d'un isomorphisme Fw. Gw(1) > Gm( ayant

0)
les propriétés suivantes:

1))Fw ne dépend que de la classe d'homotopie & extrémités fixes de
w, et

2) étant donnés des chemins w, et w, tels que w1(1) = m2(0), on

a la relation Tw1w =T T

Soient (G,T') et (G',I') des systémes locaux sur X, alors le



or

produit tensoriel (G 8 G', T ® T'') de G et G' est le systéme local

défini par (G ® G')x =G_®G' pour x € X et par

(r ® F')w = Fm 2] F'w : Gm(1) 8 G'w(1) > Gm(o) 8 G'P(O) pour tout
chemin w. ‘

D'une fagon analogue on définit la somme directe (G ® G', T & T') de
G et G'.

Un homomorphisme de systémes locaux n: (G,I') + (G',I') est la
donnée pour tout x € X d'un homomorphisme ux: Gx hd G'x tel que pour
tout chemin w, F'w Hu(1) = uw(O) Fw.

On a la notion du noyau ker u, du coﬁoxau coker u de u et des suites
exactes de systémes locaux. Pour qu'une suite soit exacte il suffit
qu'elle soit exacte au-dessus d'un point de chaque composante connexe
par arcs.

Soit X, € X; un isomorphisme rel Xq de systémes locaux, u: G + G',
est un homomorphisme inversible, tel que My soit 1'identité (et

0

done G =G' ).
0 0

Remarque: Supposé que X est connexe par arcs, et que X € X; un sys-

o Pres par Gx0 et
) définie par T sur Gx . Un homomorphisme de sys-
0

témes locaux est déterminé par sa valeur en x

téme local G est déterminé & un isomorphisme rel x

1l'action de w1(X,x0

o
Soit G un systéme local sur X et f: W - X une application, alors

%G désigne le systéme local ‘induit par f de G sur W. Si W est connexe

] . . . .
par arcs et que w ¢ W, il est déterminé & isomorphisme rel w prés par

(f*G)w= G et par 1l'action de n1(w,w) sur Gf(w)’ induite de 1l'action

f(w)

de n1(X,f(w)) par 1'homomorphisme

fy n1(w,w) > (X,£(w)).

. * . * . . 2 .
On désignera f G aussi par (f#) G bien que le dernier ne détermine un



systéme local qu'd isomorphisme rel w prés.

Exemple: Soit X un espace topologique, alors nk(X)vdesigne le systeme

local défini par m (X)X = nk(X,x) (k=2,3,..), un chemin w donne lieu

k

4 un isomorphisme nk(X,w(1)) > ﬂk(X,w(O)) qui sera noté par z - w.z.

2.2 -
Homologie et cohomologie.

.

Pour une paire d'espaces topologiques (X,Y) et un systéme local G sur

X on a les groupes d'homologie Hk(X,Y5G) et de cohomologie Hk(X,Y;G)

(k=0,1,2,..).
Soit u: G-+ G' un homomorphisme de systémes locaux, alors il y a

u
1'homomorphisme de coefficients Hk(X,Y;G) 3 Hk(X,Y;G') et

k
Hk(X,Y;G)-E7 Hk(X,Y;G');il est fonctoriel.

Soit f: (X',Y')—» (X,Y) une application, alors il y a des homomor-

*
phismes induits £ Hk(X',Y';f G) » HR(X,Y;G) et £5: Hk(

k¢

X,Y;G) »
H X',Y';f*G); ils sont fonctoriels.
L'homomorphisme de coefficients "commute" avec 1'homomorphisme induit
d'une application.
A la paire (X,Y) munie d'un systéme local G sont associfes des suites
exactes longues d'homologie gon note i:'Y cX et j: Xe(X,Y))

k

i J
(X,Y;0) —» Hk(Y;i*G) —5 1, (%36) B (X,736)...

...—>Hk+1 X
et de cohomologie

k-1(

o

. .k
¥ ¥
et ri%0) > B Y6) 45 BN OGe) S BN (yi%e).. .
Les homomorphismes associés & des applications de paires et les homomor-

phismes de coefficients induisent des morphismes de suites exactes.

Pour un couple excisif de paires dans X on a les suites exactes de

Mayer-Vietoris en homologie et en cohomologie. De m&me on a, dans la



méme situation que pour 1l'homologie et la cohomologie singuliére classique,

la propriété d'excision.
prop

A une suite exacte courte de systémes locaux sont a%sociées les suites

exactes longues de coefficients en homologie et en cohomologie, fonc-

torielles par rapport aux homomorphismes associés & des applications
et des homomorphismes de coefficients provenant d'un morphisme de suites
exactes courtes. L'homomorphisme connectant de la suite exacte longue

sera évoqué par 1'homomorphisme de Bockstein associé & la suite exacte

courte.

Remarque: Pour les systémes locaux G et G' il y a des isomorphismes foncto-

riels

Hk(X,Y;G 9 G'")
k
(

Hk(X,Y;G) ) Hk(X,Y;G') et

H (X,Y;G 8 G') Hk(X,Y;G) ® Hk(X,Y;G').

Soient A «X et B < X, G1 et G2 des systémes locaux sur X, alors on a

le cap-produit

N: BP(x,A;6,)8 Hq(X,A U BiG,) > H__(X,B36,8 G,)

a-p
fonctoriel par rapport aux homomorphismes de coefficients, La foncto-

rialité par rapport aux applications s'énonce comme suit:
Soit f: (X',A',B') > (X,A,B) une application, pour tout

* s
u e HP(X,A;G,) et z € Hq(X',A' U B';£G,) on a 1'égalité

1 2

fq_p(fp(u)ﬂ z) =un fq(z).

. . . . Yy
Soit M une variété connexe de dimension m, x € M, alors £ dé-

signe le systéme local défini par %x = & muni de l'action définie

par 1'homomorphisme d'orientation wy: m,(M,x) > {+1,-1} = ¢1(1, 2).

M:

Soit {M,3M} une classe fondamentale de M, i.e. un générateur du groupe

infini ecyclique H;f(M,BM; 2), alors pour tout systéme local G

93
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- .q) o .
N0M,aM) ¢ HD(M,3M56) Hm_p(M,G 8 2)

est un isomorphisme pour tout p, il s'appelle 1l'isomorphisme de la

dualité de Poincaré. '

Soient M et N des variétés de dimension m et f: (M,x) » (N,y)
une application propre telle que f(3M) < 3N et que
wa# = Wyt n1(M;x) > {+1,-1} (i.e. e Z). En choisissant des classes
fondamentales {M,3M} resp. {N,3N} de M et de N, le degré de f est
défini comme l'entier @ tel que f {M,3M} = a{N,3N}. Le degré est in-
variant par homotopie rel 3Mu{x} de f. Si wa# # Wy ©on définit le

degré de f comme étant zéro.

203 -
Homologie de groupes.

Soit X un complexe cellulaire connexe par arcs et soit x € X. On peut
construire un espace d'Eilenberg-MacLane K(NT(X,x),1) en ajoutant &

X des cellules de dimension supérieure & 3, d'ol

Lemme 1: Soit i = 0,1. I1 y a une identification
B, (X38) = o (m (X,x)54)
pour tout complexe cellulaire connexe X, X € X et tout systéme local A.

(On est conseillé de prendre les groupes pour des espaces d'Eilenberg-

MacLane dans ce contexte.)

Lemme 2: Il y a un isomorphisme canonique
i
z e A =H(XA)

0
ﬂ1(X,X)

I1 fait correspondre & 1 8 a, pour a € Ax’ la classe de la chaine a.o
ol 0 est le O-simplexe singulier & valeur x.

Les isomorphismes du lemme 1 et 2 sont fonctoriels.
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§3 -

Revétements.

3¢l =

Le revétement universel.

Soit X un complexe cellulaire connexe par arcs et spit x, € X. Le

0

revétement universel p: (%,;o) - (X,xo) est défini comme suit: un

point (y,[y]) de ¥ consiste en un point y = p((y,[Y])) € X et en une

classe d'homotopie & extrémités fixes [y] d'un chemin y tel que

y(0) = X et y(1) = y. La topologie sur ¥ est déterminée par la condi-

~

. N . v
tion que p est un revétement. L'action & gauche de = (X,xo) sur X

1

est la suivante: étant donné un lacet o en x

[a]. (v,[vD) = (y,[av]D).

0 dans X, on pose

Soit Ho(p_1; Z) le systéme local sur X défini comme suit:

-1 -1
pour x € X, Ho(p 5 Z)x = Ho(p (x); z2),

pour w: [0,1] + X, T, Ho(p-1(m(1)); z) »~ Ho(p_](m(o)); Z) est induit

de 1'application (w(1),[y]) - (w(0), [yw‘[]).

1

De la méme fagon on définit le systéme local Hg(p- 3 Z) a ceci prés,

0, - -
que pour un chemin w, T Hc(p 1(w(1)); z) »> Hg(p l(m(O)); Z) est in-

duit de 1'application (w(0),[y]) =+ (w(1),[yw]).
Puisque p_1(x0) s'identifie par définition & ﬂj(X,xo) il y a clairement
des isomorphismes "canoniques'".

(1s.) Hy(p™ (xg)5 2) = Z[n,(X,x)] et HO(p™ (xy)5 2) = &l (X,x,)],

0 0

et T définit la structure de w1(X,xO)-module suivante,p, sur

p/A [n1tX,xo)]: pour un lacet y & point base Xq et
z ngg € Z[ﬂ1(X,x0)J on pose
g
-1
pr.4(Zng)=12n (g[v] ).
', e g &
L'action de w](X,xo) sur X définit pour tout g € w](X,xO) des isomorphis-

mes de systémes locaux définis par
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1\%
)0(

g -
- 4 (p_1(x0); Z)Qg__9 H,

Ho(p™ (x)s 2) —F 0

-1 -1
Ho(p (xo); Z) et Hy ) (xo), z),
qui coincident par les isomorphismes (Is.) avec
Xg: Z[ﬁ1(X,xo)] > Z[WI(X,XO)J '

défini par la multiplication & gauche par g.

Notation: Le systéme local défini par 1l'action p de w1(X,xo) sur
Z[n1(X,xO)J sera désigné par Z[w](XU‘D. S8i 1'action A est sous-enten-
due on note Z[ﬂ1(X,xO)J. Soit T: Z[ﬂ1(X,x0)J > Z[n1(X,xO)] 1'homo-
morphisme de groupes abéliens défini par g g-1 pour g € w1(X,x0),
alors T définit un isomorphisme de systémes locaux (toujours dénoté
par T)

T : Z[w1(X,xo)] > Z[n1(X)]O.

3.2 =
Revétements, transfert.

Soient p: (X,%) - (X,x) un revétement, Y € X et G un systéme local sur
X. Supposé que (X,Y) est un complexe cellulaire relatif, on a le prin-

cipe général suivant, qui est une conséquence immédiate du théoréme de
Leray-Serre:

Théoréme: Il y a des isomorphismes

H (X,Y; Ho(p'l;p*c)) X H*(;(, p'lY; p'G)
et si (X,Y) est un complexe relatif fini,

H;‘(X,Y; Hg(p'1;p*G)) z H:(;C, p~lv; pe)
qui sont fonctoriels par rapport aux morphismes de revétements et aux
homomorphismes de systémes locaux. Ils sont compatibles avec la struc-

ture du cap-produit et du cup-produit.

Ces isomorphismes proviennent des isomorphismes

2 Yy (resp. E;’o 0)

Es,O = s,0

s .
= E_’") dans les suites spectrales dégénerées

. N
associées au revétement p.



On en fait les applications suivantes: On considére Z[nj(X,x)J comme

p#w1(§,i)-module libre & droite et comme w1(X,x)-module a gauche (par

la multiplication). Si n1(X,x) agit trivialement sur G_ et X et § sont

connexes, on a des isomorphismes de systémes locaux.

Ho(p_1;G) z Z[P#w1()?,i)\n1(x,x)]oe G = 2lr (x,x)] 8 - G
p#ﬂ1(x %)

ol le dernier isomorphisme est induit par T (voir §3.1).

Proposition: Soient f: (W,w) > (X,x) une application de complexes cel-

lulaires connexes, q: (W,#) > (W,w) le revétement induit de p par f,

-~ PN

£: (W,3) — (X,%) 1le reldvement de £ et G un groupe abélien,alors il Y

a un diagramme commutatif dont les fléches verticales sont des isomor-

phismes, comme suit:

£
H, (w3 (2ln (X,x)] o 6) 3 H(x; 2l (x,x)] 8 . ©)
l " P#ﬂ1(x,i) l N p#n1(x,ﬁ)
: : :
H*(W;G) > H*(X;G)

Si_en plus f#-ﬂ1(w,w) c:p#ﬂ1(X,i), désignons la composante de W
contenant @ par W' et i: W' < W alors q | W' : W' - W est un homéo-

morphisme et on a le diagramme commutatif suivant

H, (W;C -——?H(Wf(Z["(XX)J&AAG))
l(qlw T 2yry o3
H,

————> H (w;G) R

ol a est l'homomorphisme de systémes locaux défini par l'injection

z[p#w1(i,i)] 6. Gocuzln(xx] 8. G .
p#n](x,i) p#nJ(X,i)
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Définition: Soient p: (X,%) » (X,x) un revétement fini, Y < X tel que
(X,Y) soit un complexe cellulaire relatif (fini) et G un systéme local
sur X.

On définit 1'homomorphisme de systémes locaux

- -1 *
try: G > Ho(p 1;p*G) (resp. t20: Ho(p 1;p G) + G)
par la formule (tr.) (a) = I a.{y} pour a €G
0'x -1 X
yep (x)
(resp. (tro)x (¢ _ a, .y‘) =%a_ 3ol y* désigne la O-cochaine
yep (x) ¥ y ¥

indicatrice de y). A 1l'aide de 1'isomorphisme de Leray-Serre on obtient

le transfert en homologie (resp. en cohomologie) comme suit:

ne

(tr,)
0% -1 =» A 1 *
try: H (X,Y36) — H‘(X,Y;Ho(p sp 6)) = H (X,p~ ¥5p°G)

0.\%
" *y) ter )

LI | * v 0, -1 *
(resp.tr :H (X,p” Y;p G)= H (X,Y;H (p ;p 5 H (X,Y;G)).

On a les propriétés bien connues que les compositions
idi, i i
trip : H (X,Y3;G) » H (X,Y3;G) et pitr;: Hi(X,Y;G) > Hi(x,x;c)

coincident avec la multiplication par l'ordre du revétement.

Remarque: Soit p : (M,fi)—» (M,m) un revétement fini. Si M est une
variété compacte, de dimension n, & bord 3M, munie d'un systéme local G,

les diagrammes suivants commutent

A i ,

Hvl(M, M; pre) —F 5 HM(M, aM;0)
lmﬂ, am} N, M}
B .(M; p*ce 2)) ——>p“'i H . (M;08 2)
n_i b p n_i k]

et



U i .
BN (M, M;pTG) P HE(M, aM; @)

n{M, aM} n{M, aM}

~ tr_ .
(M p(ce ) <"t H,_;(M; G8 %)

-

pour des choix convenables des classes fondementales de M et M, c'est
4 dire en prenant (&, Bﬁ} =tr, {M, aM} .

[La remarque suit des propriétés par rapport au cap-produit des isomor-
phismes de Leray-Serre. La structure du cap-produit est particuliére-

ment simple dans la fibre du revétement.]

§ 4 -
Apercu de la théorie d'obstruction.

La théorie d'obstruction pour 1l'existence d'homotopies sera traitée
jusqu'd la deuxiéme obstruction. La référence est le travail d'Olum[b],
voir aussi le livre de Hu [H?; p.193J.

4ol =
La premiére obstruction.

Soit (X,A) un complexe cellulaire relatif et soit xe(X,A)O. Soient

données des applications f,g: (X,x) > (Y,y) telles que

fl(x,A)°= g|(X,A)0.

(i) Au cas ol (X,A)O= {x}, il y a une application g': (X,x) > (Y,y)

telle que g' v g rel x et que fI(X,A)1= g'l(X,A)1 si et seulement si

£= gy * n1(X,x) -+ n1(Y,y).

(ii) Soit k > 1, supposons que f|(X,A)k= g|(X,A)k et soit

8 = f# =8y ¢ n1(x,x) > nl(Y,y).

k+1

On définit une classe de cohomologie dk+](f,g;A)el{ (X,A;e‘w (Y))

k+1



i)

par le cocycle dans le (k+1)-iéme groupe du complexe de "cochaines

+1 +1 k * . .
k (( k L(X,A)730 m  (Y)) qui est 1'obstruction pour

X,A) k+1

cellulaires" H
trouver une homotopie
+1 +1
£l (x0T 0 g, rer (x 00k,

k+1(f,g ;A) est la premifre obstruction pour l'existence d'une homo-

topie f ~ g rel A.

Elle a les propriétés suivantes:
(a) Soit g': X > Y une application telle que g'|(X, A) g| (%, A)

qu'il y ait une homotopie g' v g'' rel (X,A) “ltelte que

k+1 +1
( ak*

+1 k+1
g 1,0 s gl (x0T, a1ors @ (£,e50) = £,8'3A),

(b) I1 y a une application g': X Y telle que g' ~ g rel (X, F T et

telle que f|(X, A)k+1 g' | (x A) si et seulement si a* (f,g,A) =0,
. +1 k+2 *
(c) Soit z € H*"'((x,a) Ay 00w (1)) = k"1(x I mepq(¥)) alors
. . . +
il y a une application g': (X,A)k 25 Y telle que f‘(X,A) = g'[(X,A)k
k+1 k+2

et que d (f|(X,A)" %, g'; A) =z, et

(d) Soit h : X — Y une application telle que fI(X,A)k= hl(X,A)k, alors

k+1 k+1 k+1

a  (f,n3A) = a (f,g3A) +d (g,h3A).
4.2 -

La deuxiéme obstruction.

Soient (X,A), x € X et £: (X,x) > (Y,y) comme dans §4.1. Soit
F: xx[0,1] + Y 1'homotopie constante de f définie par F(z,t) = £(z).
On identifie ﬂ1(Xx[0,1J, (x,0)) et n1(X,x) et on note

X S
oum) B2y U (3,005 u (x,8) 1% [0,1] . Voir 1a figure 1 pour
) sk-2]
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(x,A)¥x[0,1]
(X,A)k_]x[0,1] figure t,

I(X,A)k-zxfo ,1]

o,1]

k -
Définition: Pour u € H (XX[0,1], (X,K)[k’k 2]; e*nk(y)), soit
G: XX[0,1] + Y une application telle que F et G coincident sur
(x,A)[k’k'z] et que dk(F,G;(X,A)[k’k-Ql) = u. On définit

ke I+ ().

*
g(u) = a G sA e (X,A500m

1

Remarque: G existe par la propriété (c) de §h.1 et du fait que
Xx0 U(X,A)kX[O,1]»est un rétracte par déformation de X X[O,I}.
Soit G' une autre homotopie satisfaisant aux conditions de la

définition, alors

-1

G . G': G1 ~ G;
. k-2 N . k-1
est une homotopie rel (X,A)" °, homotope & une homotopie rel (X,A)
+
(par (d) et (b)) et donc par (a) ax ](f,G];A) = dk+1(f,G;;A)-

Supposé que f': (X,x) » (Y,y) est une application telle que
f'I(X,A)k= f|(X,A)k, que F' et &' sont construits & partir de f'
comme ci-dessus, et que G' est construite avec f' et u alors on peut

]
supposer que G'|(X,A)k x[0,1] =¢ |(X,A)k %[0,1] et par conséquent

que dk+1(f,f';A) = dk+1(G1,G;;A) [ 1es deux correspondent par la
"formule de Klnneth" 3 a¥*'(G,0'5a x [0,1]) e #* ' ((x,8)x[0,7;06%r _ (¥));

k+1

la formule de Klnneth est encore valable pour les produits cartésiens

(x,8) x[0,1] et (X,A) x (f0,1], £0,1}) oii elle est de vérification



102

immédiate si on se sert de la cohomologie "cellulaire"] . Par consé-

quent

£1(2) = (e ,00) = (e 0) + & e,0,) + B

G1,G;) =

= a*M(r,6,) = £(2),

et £ est déterminé par ka,A) .

Corollaire: £ est un homomorphisme.

£ est construit pour la propri&té suivante (qui justifie le titre de

cette section):

Soient k > 2, f,g: (X,x) » (Y,y) des applications telles gue

fI(X,A)k= gI(X,A)k, alors il y a une application g': X + Y telle que
k-2

g' v grel (X,A) et que fI(X,A)k+]= g'l(X,A)k+1 si_et seulement si

dk”(f,g;A) € im (£).

Le but du suivant est de trouver un homomorphisme ayant la

méme image que £ mais qui a un domaine de définition plus convenable.

Affirmation:£ s'annule sur le noyau de la restriction surjective
1 (x x[0,1], (X, A)[k k- 2] 1r (1) » 55(x x[o,1], (x, A)[k de‘n (1)).

[x,0]

y [k 2] , ( s e*nk(y)), et soit

En effet, soit z € o (X A X,A)

¢ un cocycle qui représente z, alors il y a une application
6: x x[0,1] x [0,1] > Y telle que (voir la figure 2)
G(x,s,t)= £(x) si (x,s,t)e X x ([0,1]x 0 v {0,1} x[0,1]) U
(X,A)ki3x [0,1] [O 1JL/(X A) X[O 1]X 1 et que pour toute
(k-2)-cellule o de (X,A),

a*(clo x [0,1] x [0,1],r pr,Jo x[0,1)x[0,1] 30(0x0,1]x[0,1])) =

c(ax[0,1]),(En d'autres mots, dk(G,f pr,) correspond & zx1, ol 1

1
P 1
désigne le générateur de H ([0,1],{0,1}; 2).)
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(x,0)5 [0, 1] x[0,1]
X (x,0)2x[0,1]x[0,1]
I(x,A)k'i [0,1]x [0,1]

[0,1]
[0,1]

figure 2
Clairement dk(G|Xx[0,1]x],F; (X,A)[k’k—gl) = {8z} = &z.
Puisque G|X x 1 x 1 =G|X x 0 x 1 = £, on a la propriété £(8z) = 0.
L'homomorphisme induit

15 (xx[0,1], (x,m) o 0T 6%, (1)) » B 050" (1))

k+1
sera toujours noté par &.

Soit n 1'isomorphisme composé de 1l'isomorphisme de Kiinneth
(voir ci-dessus) et de la restriction

5150 (1) > B<0xo,1], 6w 000 e*n (1))

H
> 15 x[0,1], 0, B0 % ()
Définition:
-1 -1 * +1 *
857N (e5a) = en BT OG0T (1) > BT O as0" (1)),

Puisque im Ak_1(f;A) = im £ on peut résumer:

Résumd: Soient k > 2, f,g: (X,x) » (Y,y) des applications telles que

f|(X,A)k= gI(X,A)k, alors il y a une application g': X + Y, telle que
k-
)

2 et que fI(X,A)k+1 = g’I(X,A)k+1 si et seulement

. +1 -1
si la classe de d° (f,g;A) dans coker Ak (f3;A) s'annule.
k-1
(

g' v g rel (X,A

+ ‘s .
La classe d" 1(f,g;A) dans coker A f3A) est la deuxiéme obstruction

pour l'existence d'une homotopie f v g rel A.
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Recette: Soit z € Hk-1(X,A;G*wk(Y)), soit % un cocycle représentant z.
On construit une homotopie de f rel (X,A)k_2
G:Xx[0,1]>Y
telle que pour toute (k-1)-cellule o de (X,A), ‘
a“(clo xL0,1], £ prjo x [0,1]; 3(o x[0,1])) = ¢(o) (voir
figﬁre 1), et que G1l(X,A)k = 4(X,A)k.

+1 -
Alors @ 1(£,0,50) = A7 (£30) (2).

4.3 -

Propriétés de naturalité.

Soient (X,A) et (W,B) des complexes cellulaires reclatifs, x e(X,A)O,

vve(w,B)O, Y et 7 des espaces, f,g: (X,x) » (Y,y), r: (Y,y) > (Z,z),

s: (W,B,w) > (X,A,x) des applications et supposons que f|(X,A)k= gl(X,A)k.

On note r, 1'homomorphisme de systémes locaux (pour n = k, k+1)

* * * * * ¥
Ty i 8 ﬂn(Y) =f ﬂn(Y) - fr nn(Z) =0 r nn(Z),

alors on a les égalités suivantes

dk+‘]

(r#)k+1dk+1(f,g;A) (rf, rg; A)

k+1 _k+1
s (

a dk+1

f,g;A) (fs, gs; B)

et les diagrammes commutatifs suivants:

k-1
(r#)

H“WwaﬂmW))——“a HLWXA;ennMZH
Ak_1(f;A) Ak_1(rf;A)
(r#)k+1
k+1 * k+1 * ¥
H(X,A30 ﬂkH(Y)) —T— 3> H (X,A; 8'r wkH(Z))



et

k-1
k-1 * -
B (X,A507m (1) S 1 (0,B35™0™n (1))

© k-1 -
A5 (£;n) , 251 (s;8)

k+1
k+1
( H

* s k+1 * %
B (X,A307m L (Y)) —— (w,B3s70"m . (Y)).

105



106

LE DEUXIEME GROUPE D'HOMOTOPIE D'UNE 3-VARIETE

Introduction.

Ce chapitre sert de référence pouf tout ce travail. On y a rassemblé
les propriétés du @euxiéme groupe d'homotopie wz(N,n) d'une 3-variété N,
compacte et connexe, en tant que ﬂ1(N,n)-module.

Le point de départ est le th%oréme d'Epstein affirmant que
ﬂz(N,n) est engendré par un systéme N de 2-sphires et de plans projec-
tifs plongés & fibré normal trivial dens N (§1). En posant S = U V .
et p: (ﬁ,g) + (N,n) le revétement universel on obtient sous ven
1'hypothése SE(N), disant que N n'est pas fermée, une suite exacte (§2)
(p7"(8)) » m

SE(N): 0 + H3(?f,p'1(s)) +H (N,n) >0

2

et dans §3 on étudie dans quelle mesure une composante connexe V de

2

p-1(S), telle que p(G) 2 IP2, est déterminée par son groupe d'isotropie
pour l'action de ﬂ1(N,n) sur N (lemme 2). Cette &tude revient &

une application presque immédiate des théorémes d'Epstein sur les plans
projectifs dans N.

Dans §4 on tombe sur une expression du quotient de HZ(N,n) par le
w1(N,n)-sous—modu1e nzsph(N,n) engendré par les plongements de la
sphére: En notant A 1l'ensemble des sous-groupes d'isotropie des compo-

santes V de p-](S) différents du groupe trivial, on a la suite exacte

1
0'> 1, PR (N,n) S my(N,n) ——— 2[AJ8 2~ o.

2
1 ne dépend que 1égérement de U : son choix sert pour étalonner un
nombre fini de signes. 1 est une sorte de "self-intersection homotopi-

que".



§1-

Systémes d'Epstein.

P
Soit N une variété compacte et connexe de dimension 3, n € N. On a le
théoréme suivant d'Epstein, qui est une généralisation du théoréme de

la sphére.

Théoréme ([E;(2.1)]) : Il y a un nombre fini d'applications

0, 82 > Int N

.

telles que (i) o, soit un plongement ou une immersion dont 1'image est

un plan projectif & fibré normal trivial ,

que (i1) o;(s%) Noy(s%) = @ si i # 5

et que (iii) pour des chemins v joignant n & ci(yo),

{ [yiai] ; i } engendre WQ(N,n) en tant gue ﬂ1(N,n)-module. (yo désigne

le point base de 82.)

Un systeéme { <yi,ci>;i } satisfaisant aux propriétés du théoréme sera

appelé un systéme d'Epstein paramétrisé de N, le systéme {Ui(s2);i}

y associé est un systéme d'Epstein de N. On note gi: S2 + N le reldvement

de 0, dans le revétement universel p: (ﬁ,;) + (N,n) de (N,n) obtenu

. N
en relevant Yici a partir de n.

Définition: hy Hg(ﬁ) +ﬂ2(N,n) est 1'isomorphisme composé de 1'inverse
>

. . N . .
de 1'isomorphisme de Hurewicz m (ﬁ,n) > Hz(ﬁ) et de 1'isomorphisme

2
Y
Dy né(N,n) > ne(N,n).

Clairement h est 1'isomorphisme de ﬂ1(N,n) modules ayant la propriété

N,n
N

2 -
hN,n ( oi* {s%}) = [yioi .

De ceci il suit que la propriété (iii) du théoréme équivaut
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Remarque 1: Pour l'injection 1i: s*= p_1(L) 01(32)) c ﬁ, 1'homomor-
i

phisme i_: Hz(s*) > H2(ﬁ) est surjectif, ou, ce qui revient au méme,

*
1, (¥,s*) = o.
La remarque suivante exprime que les membres d'un systéme

d'Epstein n'ont rien de particulier:

Remarque 2: Pour tout systéme fini {o,;i} satisfaisant a (i) et (ii)

du théoreme, [ci(Sg);i} peut &tre complété en un systéme d'Epstein de N.
En effet, soit U un voisinage régulier de L}oi(sz). Selon le théoréme
on peut munir les composantes de N-Int U delsystémes d'Epstein. On note
{Ta(S2);a} la réunion de ces systémes. On vérifie facilement & 1'aide

de la remarque 1, que {TG(SQ);G} et-a fortiori {Ta(S2);a} l}{oi;i} est

un systéme d'Epstein de N.

Une autre propriété caractéristique d'un systéme d'Epstein
est donnée par:
Proposition: Soit (ci;i} un systéme fini satisfaisant & (i) et (ii) du
théoréme.

On note S = L}oi(sz). {Gi(SE);i} est un systéme d'Epstein si et seule-
i

ment si pour toute sous-variété V qui est une 2-sphére ou un plan

projectif a4 fibré normal trivial dans N et qui est disjointe de S,

il y a une composante W de N-(V U S) telle que VC 8 WV US et que

nl(V):g n1(w).

2 . 2y . N .
Démonstration: Supposons que {oi(S )3i} est un systéme d'Epstein. Le
revétement universel de (N,n) est noté par p: (N,g) > (N,n). Soit V

-1 . .
une composante de p (V). S'il n'existe pas de composante W de N-(V U §)

2 . . N
comme demandée on peut trouver une application propre ¢ : R > N - aﬁ,
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telle que c( R) soit disjoint de p_](S) et que c rencontre G transver-

salement et en un point. On fait serpenter ¢ d'une composante de p'1(V)

vers une autre en faisant les rencontrer (au plus) Fne fois (et transver-
" salement) ou on fait rapprocher c d'une composante de Bﬁ.

Par une orientation de N-3N il est définie 1'intersection homologique
n:utt M) e M) » 2

et il est clair que {c} f\{§]= + 1 bien que {c}l\gi*{sz} = 0 pour tout
relévement ;i: S2 hd N de O Ceci est absurde par la remarque 1.

Pour montrer la suffisance, soit {oi(SQ);i}lJ {Ta(Sz); a} un systéme
d'Epstein de N, ceci existe selon la remarque 2. L'hypothése sur
{oi;i} exprime que tout [ra] est une combinaison w1(N,n)-linéaire
des éléments [oi] (tous reportés au point base n) et par conséquent
{ci(sz);i} était déjd un systéme d'Epstein de N.

c.q.f.d.

§2-
Une présentation de WQ(N).

Soit dans la situation de §1, 0 un systéme d'Epstein de N; on notera

S la sous-variété s = J VvV de N, s* 1a préimage s*= p_1(S) et
Ve It

. * N P .

i: S C N l'injection.

Selon la remarque 1 de §1 1'homomorphisme

t=h, i.: H(S) + (N,n) est surjectif. En outre sous 1'hypothése
N,nts’ H2 2

suivante

HYPOTHESE SE(N): n1(N,n) est_un groupe infini ou le bord 3N de N
n'est pas vide,
le revétement universel N n'est pas une variété fermée et donc H3(N) = 0.

s N ¥ 2ae s
De la suite exacte longue de la paire (N,S") on déduit donc la suite
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exacte courte de n1(N,n)-modules:

SE(N): 0+ H3(?(,s*) N HQ(S*) — m,(W,n) > 0.

¥
L'hypothése SE sera faite chaque fois que 1l'on fait appel & la suite SE.
Remarque: Puisque le deuxiéme groupe d'homotopie d'une varété fermée
.
d groupe fondamental fini est trivial, 1l'hypothése SE(N) est vérifiée

dés que w2(N,n) # 0.

On note M= {W;W est une composante connexe de N-S telle que
WWCsaqwﬂ#msdtﬁMLAMm

Lemme : 1) On a les décompositions suivantes en somme directe de

w1(N,n)—modules:

H(H,s%) = o w7, pT () et Hy(8T) = @ Hy(pTV).
wem* veW

Pour tout We MW, soit ¥ 1'adnérence d'une composante
connexe de p—1W et soit pour tout Ve W , V¥ une composante connexe

1

de p_ V. On se donne des orientations de N et du fibré normal & S

dans N (la derniére revient & une trivialisation du fibré normal).
On oriente p'1w de fagon compatible avec l'orientation de N et p-1V

de fagon que pour X € p—1V une base orientée du fibré tangent

a p"V en x suivie d'une base orientée du fibré normal a p-1V en x,
dont 1'orientation est induite de celle du fibré normal & S, est

une bake orientde du fibré tangent & ¥ en x. Les classes fondamentales

choisies seront compatibles avec ses orientations. Pour un sous-ensemble

TC N, le groupe d'isotropie de T est noté par I(T)= {g ¢ ﬂ1(N,n);8T = T},

Pour W € W (resp. Ve ) (W) (resp. I(V¥)) est dans la classe de

conjugaison de sous-groupes de ﬂJ(N,n)'déterminée par n](w) (resp.wj(v)),



Lemme (suite) : 2) Pour W € M (resp. Ve o) 1-13(1,\-1 W, p_l(W-W))

(resp. Hg(p-‘V)) est un ﬂ1(N,n)-modu1e cyclique engendré par {W,aﬁ}

(resp. {¥}). Une base en tant que groupe abélien libre est donnée par

{ (W, 2} 5 g € 1, (N,0)/I(M)} (resp. { {gV} ; g € (W,n)/1(¥) }).

n1(N,n) agit par la formule

g' {g&, Bga} = wN(g') {g'gw, Bg'gw} (resp.g’{gv} = wN(g') {g‘gv}).

3) pour W € W, .
Hy(p™ ', 7' (A-W)) = (2w, (N,n)] % 2[(¥,0M]) o X et pour Ve o ,
I

H2(p-1v) = (Z[ﬂ1(N,n)] ?v) [ {V1]) e Z, en tant que n1(N,n)—modu1es.
I

Pour Ve W, v, (resp. V_1) est la composante du bord d'un voisinage

1
régulier de V qui se trouve du cbté positif (resp. négatif) de V,
de la méme fagon on a V+1 et V_l. Soient Ve W, W eMWMet ¢ € {+1,-1}
(tels que VEc:W), alors on définit 1'homomorphisme de w1(N,n)—modu1es
-1= -1,= -1
a(w,v,e): H3(p W, p (W-w) > Hy(p™ V)

en posant

Lemme (suite) : k)

y
a(iW,am}) = I ea(w,v,e) ({W,aW)).
V,e
P . « ¥-s* o *
Démonstration: Quant & 1) pour une composante X de N-S , H3(X,X NnNs)#o
seulement si 3X C 8" et que X est compacte, donc si p(X) € W'. D'autre
3(i,i Ns*). 2) et 3) sont immédiats. Quant & k)

il suffit de remarquer. que

part H3(N,s”) =0 H
X

a({w,aW) = = x L e .
Ve e=t1,-1 |T(N)] gvecw”

q.e.d.
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Dans [85;53] on peut trouver pour des variétés N, fermées et
orientables, une présentation pareille & celle donnée ici en termes

de factorisations en produit libre du groupe fondagental "I(N)'

§3-

Plans projectifs & fibré normal trivial.

Rappels:

Les énoncés des théorémes suivants, relatifs aux plans projectifs
dans une variété de dimension 3 et dus & Epstein ([E]) et Swarup ([S6]),

sont adaptés & leur usage dans ce travail.

Théordme 1 ([E; (8.2)(i)]): Soient N une 3-variété et X € n1(N,n)
(n € N). si %= e et wN(A) = -1, alors il y a un plongement
t: (P2,§0) + (N,n) tel que t|( P],io) représente A.

Evidemment le fibré normal de t( P2) dans N est trivial.

Théoréme 2 ([E; (5.1)]): Soit N une 3-variété compacte, non-orien-
table & groupe fondamental fini. Soient r le nombre de composantes

de 3N homéomorphes a 82 et Z la variété obtenue en enlevant 1l'intérieur
de r boules disjointes de E?X I. Alors il y a une équivalence d'homow

topie (N,3N) ~ (Z,9Z).

Théordme 3 ([86;3.3]): Soit N une 3-variété. Si ON contient deux
composantes différentes P1 et P2 homéomorphes & P2, telles que les
lacets, non-triviaux sur P1 et P, sont librement homotopes dans N,
alors il y a une sous-variété N, de N telle que P, U P, C3N,, que

N, - (P1 U P2) soit une 2-sphére dans Int N et que N, soit homotopi-
quement équivalent (rel le bord) au complémentaire d'une boulé ouverte

dans EQ X I. En d'autre mots, P1 et P2 constituent le bord d'un fac-
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teur pour la somme connexe, homotopiquement équivalent & IE2 x I.

Soient N, n, W , S et Sals comme dans §2. Le but de ce paragraphe
est d'étudier la fonction qui associe & une composapte V de s* son

groupe d'isotopie I(V). Avant de commencer on donne un complément

2

& la proposition de §1. (p2: s°» p? désigne le revétement standard

et ¥, = pylyy).)
Lemme 1: a) Soit t: P2+ N un plongement & fibré normal trivial et

soit y un chemin de n & t(fro),alors il y a un plongement t': B° > N

(& fibré normal trivial), un chemin y* de n 3 t'(y.) et xe @& H (p-1V)
> caes —_ = o = N 22
5 Ve, V=8
tels que t'(P)N S =46,
- 1 -1
que [y(t] ]P1)Y 1]= yre| P)(y) € 1r1(N,n)

et que v [tp,]=v' [t'p2]+ 1(x) e m,(N,n).

b) Soit ¢: 82+ N un plongement et soit y un chemin de n & ¢(y0),

-1
alors y.[¢]er @ H(p~ V).
venr vis? 2

c) Dans la situation a) il eXiste méme un plongement t': P2

tel que, au lieu de t'( 1P2) Nns =@, que t'( JP2) soit une composante

de S.

Démonstration: (Elle sera utilisée pour le théoréme 2 de Ch V, 3.2)
Soit t: IP2—> N un plongement & fibré normal trivial, transversal sur S.
t( 1P2) N S consiste en une réunion de cercles qui sont tous & fibré
normal,trivial dans S et qui donc, tous, bordent des disques dans S.
Soit D un disque dans S tel que 3D C t( IP2) N S et que Int D N t( IP2)= @,
alors le bord d'un voisinage régulier de t( )P2) U D consiste en une

2-sphére R et un plan projectif P & fibré normal trivial. Soit ¢ (resp.t)

une paramétrisation de R (resp.de P), alors t( P2) N S & moins de compo-
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santes que t( JP2)ﬂS, | P’ est librement homotope i t P et
[tp2]= l:t_;p2 T+ (e - [1;| IP’J).H] dans 1r2(N,n) (aprés avoir ramené
d'une fagon convenable les classes d'homotopie en question au point base
n). Par récurrence a) est donc une conséquence de b) . Puisque le méme
procédé de coupure maréhe pour un plongement de la sphére on n'a qu'd
montrer b) au cas oil ¢(S2)ﬂ S = @. Selon la proposition de §1 il existe
en ce cas une composante simplement connexe W de N - (SU¢(82)), telle
que ¢(S2)C WeW - WCSU¢(S2). Puisque W a le type d'homotopie d'une
boule troude, la conclusion dans b) est' immédiate. Pour montrer c),
soient t et t' comme dans a) . Selon la proposition de §1 et le théoréme
2 il y a une composante W de N - (SUt'( IP2)), telle que
1 ( PZ)CBWCW - Wesut'( IPQ) et que W a le type d'homotopie de

2

P° x Int I ol on a enlevé quelques boules disjointes. La conclusion

dans ¢) en suit immédiatement. g.e.d.

P _ - -
Définition: A = AN,n = {Aew](N,n), A e et wN(A) 1}.

A est pourvu d'une action de 1r1(N,n) par la conjugaison, en formule

gA=gig (gem (N,n), ren)

I1 faut noter que d'aprés le théoréme 1, Ae A si et seulement si il y a

un plongement 4 fibré normal trivial t: (1P2,§0) » (N,n) tel que

[t[ IP1J= A. A 1'aide du lemme 1 c) on trouve alors:

Proposition 1. Soit A €A, alors il y a une composante V de S*, tel

-

que I(V) = {e,r}.
l
En fait, cette proposition, ainsi que les suivantes, peuvent &tre

démontrées sans peine avec les méthodes de [E; Ch.III].
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On utilise le théoréme 3 de Swarup pour étudier la situation ol la com-

posante V de la proposition 1 n'est pas unique.

.. . > i *
Proposition 2. Soient V, et V., deux composantes de'S , telles que

0 1
I(\;O) = I(\;1) = {e,\}et_que p(\?o) = VO # v,= p({;])’ alors W - {V1}

est un systéme d'Epstein. En particulier il y a We ¥ tel que V1caw.

L'hypothése est équivalente 3 1l'hypothése que les lacets non triviaux

sur VO et V1 sont librement homotopes..

Démonstration: Soit k: S1x [0,1] + N une homotopie de lacets non trivi-
aux, telle que k(S1 x i) v, (i=0,‘l)‘et que k soit transversale sur

S. On peut supposer qu'il n'y a aucune composante de k_1(S) qui borde
un disque quitte & changer la définition de k dans un voisinage de la
réunion des disques dans S1 X [0,1] dont le bord est contenu dans

k™ '(3). En ce cas s' x [0,1] - k_1(S) est une réunion d'anneaux.

Par conséquent il y a une composante V de S, différente de Vy» et une
homotopie k: s'x [0,1] + N telle que K(s'x 0) c V, que E(é1x Ncv,,
que E-1(S)ﬂ Int (S1>< [0,1]) = ¢ et que EJS]X 1 ne soit pas nul-homo-
tope. Par le théoréme 3 il y a une sous-variété W, contenue dans la
composante W de N - S qui contient k(Int (S1>< [0,1])), telle que

V et V, soient adhérentes & Wy, que BWOﬂ(N-S) Y s? et que n1(wo) 2 z,.
Par la proposition de §1 W - WO est simplement connexe, donc 1r1(w) X Z2
et We W et par conséquent selon la remarque 1 de §1, ¥- {V1} est
encoré un systéme d'Epstein.

q.e.d.

Définition: Le systéme d'Epstein W de ¥ est projectivement minimal
. v N
si pour tout Ve tel que V = IPE,’n\- {V} n'est plus un systéme

d'Epstein.
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Rerarque: Soit W un systéme d'Epstein projectivement minimal de N.
Alors il y a une correspondance biunivoque entre les classes de conju-

gaison d'éléments de A et les membres de ¥ homéomorphes & P°. Elle
T

associe 4 la classe de conjugaison A de A€ A 1'élément V ¢ W, tel
que V 2 JP2 et que 1r1(V) et {e,A\} sont dans la méme classe de conju-

gaison de sous-groupes de 1r1(N,n).

Lemme 2: Supposé que I est un systéme d'Epstein projectivement minimal,

soit A€ A et soit V(, une composante de s* telle que I(Vo) = {e,A}. On

pose p(VO) =V, Les énoncés suivants sont dquivalents:

(1) I(A) # (1) = {e,A}, ie. il ya ge 111(N,n),g ¢I(VO) tel que
I(gVO) = I(Vo).

(ii) I1 y a W € W tel que VyC Int W; par conséquent 1'adhérence W

de la composante de N-s* telle que (V )_1CW est compacte, aWC s* et

0
X € I(W).

(iii) V, est contenue dans un facteur N, homotopiquement équivalent

2 1 P
4 IP°x 8, d'une décomposition en somme connexe de N.

N

(iv) I(x) Z,0 Zet I()A) est un facteur d'une décomposition en
produit libre de 1r1(N,n).

Si (ii) est vrai, il y a B € w](N,n),conservant l'orientation,et

ye @ ., H2(p—1V) tels que AW, W} = (B-e) {VO}+()\-e)y. En ce cas
Ve W ,v=s
I(x) =,(x,B)C "I(N’n)' En plus, si I(gv0)= I(VO), ily a

z € (p_1V) tel que

® H
Vs’?flf‘,vgs2 2

gV} = W} + (A-e).z mod im .

Démonstration: Par intermédiaire du théoréme 2 on a 1'implication



117

(ii) » (iii). (iv) suit de (iii) par des propriétés élémentaires du
produit libre et le fait que n](Isz SJ) 2 Z, ® Z. Une adaption de la
démonstration de la proposition 2, en posant V0= V]vet en exigeant
que'[k|y0x [0,1]] $ec¢ ﬂ1(N,VO), possible d'aprés (i), donne 1'impli-

cation (i) » (ii). (iv) » (i) est évident. g.e.d

Digression: On dérive un lemme qui est, au sens strict, inutile pour
ce travail mais qui va servir quelques.fois pour mettre pied & terre.

D'abord une remarque:

Proposition 3: Soit m un sousgroupe de nJ(N,n), alors

Hy, (73 H2(s*) 82) =0et Hyy (75 H3(%t,s*) 82) =0 pour k > 1.

Démonstration: En posant pour g € ™\ n](N,n) et VeW

AV,g=H2(U ngV) e 2,

hem

on a comme dans le lemme 3) de §2 : A, e LAY AR ev z
’ I(gV)nm

et HZ(S*) 8 2 ® A, _ . La proposition suit alors du fait
s8

Vg
que H2k(";AV,g) 2 H2k(I(gV)n m; £) = 0 pour k > 1, par la proposition
de Ch I, 3.2 et parce que I(g&)f}n est un groupe cyclique (d'ordre
inférieur & 2). La deuxiéme conclusion suit par des arguments analogues.

I q.e.d.

Lemme 3: Soit A€ AN n,()‘) le sous-groupe de n](N,n) engendré par A
b

et t

— 1 - .
A (IP2, yo) > (N,n) un plongement tel que tx|(<P ,yo) représente A,

alors:

1. 8i x € nz(N,n) et Ax = x alors x est divisible par (A+e) (i.e.
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Hy( (A); my(m,n) e &) =0).

2. 8ix em,(N,n) et Ax = -x alors x = a.[t)‘p2]+ Slk—e) y pour

a=0oua=1c¢et certainy e 112(N,n) (i.e.
v Pl
1'11( ()5 ﬂg(N,n) o %) =2 Z, est engendré par

(k] e 1) ).

Démonstration: On a la partie suivante'de la suite exacte longue
associée 4 SE(N) dont les extrémités s'annulent par la proposition 3

(pour k > 2).

(ae1)
0> By ( (\smy(i,n) 8 2) > Hy (05 Hy(¥,s%) 8 3) — 2=,

> Hy (003 Hy(sT) 8 8) >y o ( ()3 my(N,n) @ 2) > o0,

H2(S*) 8 2 et H3(ﬁ,s*) ® Z ont les bases suivantes en tant que
groupes abéliens libres (lemme 2) de §2).

B

“fw(g) g,{iy} 81; Vel et ge ﬂ1(N,n)/I(Q‘)} et

c

“w(g) g Mo e 1; welW et g e n1(N,n)/I(€f)} qui admettent
la multiplication par A comme involution. Il en suit que les ()\)-modules
HZ(S*) 8 2 et H3(ﬁ,s*) ® 2 sont la somme directe d'un (A)-module
libre et d'un (X)-module trivial ayant comme base B)‘ respectivement
CA, qui est l'ensemble de points fixes de A dans B resp. C.

On peut supposer que tx( IPZ) fait partie du systéme d'Epstein
de N eJt que le systéme est projectivement minimal. Si (ii) du lemme 2
est vrai, il y a B € 1r1(N,n) conservant 1l'orientation et tel que
I(x) = (A,B) et alors B* et peuvent &tre identifids au quotient
(x,8)/ () 2 (B), de telle fagon que par 1'isomorphisme
o) s 2 [(8)]) 2 2,[ (0], (a0 1) est identifié 3 la

2k-1



119

multiplication (B-e) : Z, [(e)]~ L, [ 7.
Du fait que (B) est un groupe infini cyclique, il suit que (B-e) est
injectif et que le conoyau est engendré par 1. Bo,vé'éét a dire que

(a ®1) est injectif et que le conoyau est engendré par

2k-1

‘{([tA p, ] & 1). 2} (sik=1).

Si (i) et (ii) du lemme 2 ne sont pas vrais, ¢ = g et B' consiste en

un élément. Donc de nouveau, (d ® ])2k11

engendré par { ( [txpz] ® 1). A} (si k = 1),

est injectif et le conoyau est

Le lemme en suit par la périodicité de l'homologie de (A) en dimension

o s 2
supérieure d 1 avec période 2.

q.e.d.

§4-
Self-intersection homotopique.

Soit N une 3-variété compacte connexe, n & N.

Définition: ﬂzph (N,n) est le n](N,n)-sous—module de m_(N,n) engendré

2

2
par les classes des plongements de S  dans N.

Théoréme: Soit { <Yi,oi>;i } un systéme d'Epstein paramétrisé et projec-

tivement minimal de N. On définit une suite exacte d'homomorphismes de

nl(N,n)—modules
]

sph 1 A
0 » 1P (W,n) C» my(N,n) = 2] N,n] 8 20
. 2y v 2 _ . 2y v 2
en posant , si oi(S)—S ﬁl([vicij)-og_,_sioi(s)—ﬂ’ et

que o, est le lacet non-trivial sur 01(52) que 1( [Yici] ) =1 YiaiY;1]@ 1.

Démonstration: Les notations sont comme dans §2. On oriente le fibré
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normal de S*= p_]( %}ci(se))c: N de telle fagon que les relévements
gi (voir §1) ont la propriété que

¥, 1s%) = {'31(52)}. Soit HSPP = @ Hz(p_]V),l'alors selon le

i* 2 yew ,v¥%°
lemme 1 b) de §3 , 1 Hzph = n;Ph(N,n).

On définit 1'homomorphisme de w](N,n)-modules

1, (s*)/ﬁzph+.z[l\]@ 2

2.1 lw) =28 1si

en posant pour toute composante V de S*, vE P
I(V) = {e,r}. La surjectivité de 1' suit de la proposition 1 de §3.
D'aprds la suite exacte SE(N), il suffit de montrer que ker 1' =

;ph +d H3(N,S*))//Hzph , parce qu'il en suit que 1'homomorphisme

(H
1 dont la définition est compatible avec celle de 1' est bien défini
et qu'il rend la suite exacte. Puisque 1' envoie les générateurs
{{;}; v composante de s* et p& ¥ P2} e H2(S*)/HZPh sur la base

081;%e AYde 2[A1e 2 il suffit de montrer si

sph

1v{\70) = 1'0,) , que {\70} - e 4 g Hy(¥,8%).

Ceci est montré dans le lemme 2 de §3.
q.e.d.

L'homomorphisme 1 est presque indépendant du systéme d'Epstein paramé-
trisé . A mon avis son arbitraire est comparable avec le choix d'une
orientation du revétement universel d'une variété& pour la définition

.

de 1'intersection homologique & valeurs dans 1'anneau du groupe fonda-

mental. En effet, du lemme 1 c¢) de §3, il suit:

Proposition: Soit t: ( Pz,io) -+ (N,n) un plongement & fibré normal

trivial et soit A =[t| P'] , alors 1( [tp,]) =+ 1@ 1.
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J'appelle 1 la self-intersection homotopique, parce que si

2
o : (8 ,yo) + (N,n)
v
est une immersion dont 1'image est un plan projectif & fibré normal trivial

et que A est 1'élément non trivial de n](c(S2), n), on peut faire
une (petite) homotopie réguliére de o & une immersion en position

générale avec une seule ligne double qui représente A .
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DEMARRAGE, L'HYPOTHESE FONDAMENTALE

Introduction:

v
Dans §1 on énonce le probléme auquel on est intéressé : Sous quelles

conditions est-ce que deux applications
£, g : (MaM) - (NBN)

sont homotopes rel 3M. On suppose que f et g coIncident d&jad sur le
1-squelette relatif de (M,9M) et que F(f), c'est que f (et donc g)
induit un isomorphisme de groupes fondamentaux munis de 1'homomorphis-
me d'orientation.

On s'y raméne aux homotopies rel 3M et rel un point base de M.

Dans §2 on donne des implications de 1l'hypothése F(f) pour le degré de f

et pour 1'homomorphisme fy 1r2(M,m) > wg(N,f(m)).

§1 -
Position du probléme et 1'hypothése fondamentale.

On se pose la question suivante:

Soient M et N des variétés compactes de dimension 3, soient données
deux applications f, g : (M3M) > (N,éN) telles que f]pM = g M.
Etant donnée une décomposition cellulaire de M et supposant que

f et g coincident sur le 1-squelette relatif (M, M)1,

Est-ce que f est homotope & g rel aM ?

A l'avance on fera l'hypothése suivante fondamentale:

HYPOTHESE F(f) : f induit un isomorphisme f# de groupes fondamentaux

munis de 1'homomorphisme d'orientation : w, f# = WM:"I(M) > 1,1}

N
(done £¥ 2 2 2).
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Avec la théorie d'obstruction de Ch I,4 on peut décider
seulement 1'existence d'homotopies rel le O-squelette (M,BM)O. Dans

la suite on se débarrasse des complications dues au D-squelette.

Remarque: Soit medM sidM# @ et me Mo sinon. f ~ g rel 3M U {m}

si et seulement si £ v g rel (M,aM)o.

Or voit ceci de la fagon suivante: on peut plonger un arbre A dans M
poussant en m et dont les branches passent par toutes les O-cellules
(Mp M)o-a M. (A - {m} c Int M). Par une homotopie rel (M,BM)O on peut
supposer que f|A = g|A. L'espace des applications de (A,m) dans (N,f(m))
étant contractile, toute homotopie F : £ ~ g rel aMU fm} peut &tre
déformée en une homotopie rel 3M U A :)(M,BM)O.

Essentiellement & deux exceptions prés le O-squelette n'a

pas d'influence du tout:

Proposition: f ~ g rel 3M si et seulement si f Nvg rel (M,BM)O sauf

. P . 2 . . .
si M est homotopiquement €quivalente, soit au S -fibré non-orientable

sur S1, S2 % S1, soit & P2 x Sl. En ces cas il existe une application

h : M > M coincidant avec 1'identité sur (M,aM)1, de degré -1 (yoir

Ch I,2.2) et homotope & 1'identité et f v g si et seulement si
f v grel MO ou que f v g h rel MO. (Remarquez que g % g h rel MO,
si deg g # 0. 51 deg g = 0, g ¥ g h rel MO est possible seulement si

M~ S2/>\<J S1 et que N ~ 82 X S1-trou€-e.)

)
Démonstration: Soit m € (M,BM)O. On suppose que le centre de n1(N,f(m))

est nul. Si il y a une homotopie F: f ~ g rel 3M, on a un lacet ¢ en

f(m), ¢(t) = F(t,m), qui a la propriédté que

[¢] 8y (v) [¢]-1 =1, (y) pour tout vy e ﬂ1(M,m).
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Puisque fy = gy et que g, est surjectif (méme bijectif), [¢] appar-
tient au centre de ﬂ](N,f(m)). Done [¢] = e, 1'é1ément neutre, et

on peut déformer F parmi les homotopies f ~ g rel %M en une homoto-
pie rel MU {m}. Par la remarque, il en suit ﬁue £ grel (M,BM)O.
En fait, par la méme remarque, £ v g rel (M,aM)0 dés que M £ 4. Daﬁs
la suite on suppose que M = @ et que le centre de ﬂ1(N,f(m)) n'est

pas trivial. Alors N et M ne sont pas la somme connexe de de deux

.

variétés non-simplement connexes.

Deux cas se présentent:

a) nz(M,m) =0 : 8i m,(M,m) est infini M est un espace d'Eilenberg-

1

MacLane et H3(w1(M,m); 7)== (M3 7)) = Z, donc 3N = @ et N est un

3
espace d'Eilenberg-Maclane , donc f v g rel m dés que fIM1 = g[Mj.

Si n1(M,m) est fini, H3(ﬂ1(M,m); 7) = Z/|n](M,m)| est engendré par

la classe fondamentale de M ([T] , voir aussi la démonstration du
lemme de §2.1) et donc oN = @ et par conséquent wz(N,f(m)) = 0. La
premiére obstruction & l'existence d'une homotopie f v g rel M1 se
trouve dans H3(M; f*n3(N)) 2 Z et est proportionelle & la diffé-
rence de degrés deg (f) - deg (g). Puisque M et N sont nécessairement
orientables, on ne peut pas changer le degré de f par une homotopie
quelconque, donc f v g implique déja f ~ g rel M1.

b) nz(M,m) # 0: 8i il y a une 2-sphére (resp. un plan projectif

a4 fibré normal trivial) plongée dans M (cf.1le théoréme de Ch II,1)

)
Mas?xs ous®¥Xs' (resp. P? x s! selon le lemme 2(i»iii) de Ch II, 3)

1 1

comme facteur de somme connexe. Donc M ~ 82 x S ouM~n 82 %s

M m]PQXS]).PourX=S2 !

(resp.
x S], resp. 2 ¥s! et PP x s! on désigne
par 9ZX le groupe des équivalences d'homotopie de X. L'évaluation en

un point * induit un homomorphisme ﬂ1(3ZX,Id) > n1(X,*) qui est sur-
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jectif sur ker Wye Supposé que F : £ v g, soit ¢ le lacet construit
8 1'aide de F comme ci-dessus, alors f ~ g rel M0 si WN([¢]) = +1,
L'homéomorphisme h: X + X, ol X = 52 ¥ SJstfgr P2 ? S]), qui en
chdque fibre de la fibration X - s induit 1a symétrie équatoriale
de 82 (5252: le quotient de cette symétrie par l'application anti-
podale) est 1'identité sur X], pour une décomposition cellulaife
bien choisie. h est de degré -1 et il est homotope, voire isotope,

8 1'identité de telle fagon que le lacet ¢ associé & cette homotopie
renverse l'orientation. La proposition suit facilement. Remarquons

que si M v IPZXS]

, H3(n](M,m); ?) = Z, est engendré par la classe
fondamentale de M, et donc 3N = @ et selon le lemme de §2.1 le degré
de g est impair. Ceci établit la remarque de la proposition.
c.q.f.d.

§2-
Implications de 1'hypothése fondamentale.

2.1 Le degré.

La conjecture de Kneser, démontrée par Stallings ([ Si] ), affirme
qu'une décomposition en produit libre du groupe fondamental d'une variété
compacte donne lieu & une décomposition correspondante en somme connexe.

Conjecture de Kneser: Soient (Ko,ko) et (K1,k1) des espaces d'Eilenberg-

MacLane non-triviaux et soient M une 3-variété compacte, m € M et

¢t (Mym) > (K L_J [0,1]U) K, 3)
k0=0 1=k]

une application induisant un isomorphisme de groupes fondamentaux telle

que c-1(%) N oM = ¢ . Alors il y a une homotopie

C:cne' rel aMU{m} ol c¢' est une application transversale sur 3



126

telle que (c')—](%) ¥ g2,

Lemme: Soit f: (M,3M) - (N,3N) une application de 3-variétés compactes,
induisant un isomorphisme f# de groupes fondamentau;. Si N est la
réunion de deux sous-variétés compactes non simplement connexes N]
et N2 telle que 3N2 = N1 n N2 et que 8N2 2 82 on peut affirmer que

1°. 8i m,(N,) est fini, le degré de f et 1'ordre de m,(N,) sont
relativement premiers, .
2°. 8i N (- D3 est homotopiquement &quivalent & P° x S1, le
— 2 o S0 —
o .

degré de f est impair.

. L as 3 o .
Complément: Si N2 gﬁ_§é2D est irréductible et le nombre de bouts

2
de n1(N2) n'est pas 0 ou 2, le degré de f est + 1 et le signe est dé-
terminé par 1'isomorphisme f#.
Démonstration: (Cf[TJ et [S7]). Par la conjecture de Kneser il y a

une décomposition de M,M = M1\J M2 telle que M]rﬂ M2= 8M2 2 32 con-

tienne le point base m € M, que f(m) = n € N, NN, et que
f#n1(Mi,m) = "1(Ni’n) pour i = 1,2.
En notant K.= K(n1(Mi,m),1), L;= K(n](Ni,n),]) et ¢>i:(Ki,ki) > (Li,li)

1l'application correspondante & fy |n1(Mi,m), pour i = 1,2, on obtient

le diagramme commutatif & homotopie prés
)

1
(M,3M) % (K, v K,, K;) . (Kyy k)

£ b1V, %

(N,oN) ~_8_~_> (L1 V Ly, L]) _B'__}(Le,lQ)
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ol a et B correspondent & la factorisation en produit libre
ﬂ](M,m) = n](M],m) * ﬂJ(MQ,m) resp. ﬂJ(N,n) = n](Nj,n) * w](Nz,n)

et ol o' et B' correspondent au collapse de K1 et I, sur un point.

1

Alors on a la relation suivante pour les classes fondamentales de M et

de N: (4,),(a'a) (M,3M) = deg (£). (8'8),(N,aN} € Hy(Ly; 2).

Au cas 1°, N, est orientable (thdordme 2 de Ch II,3 ) et le revéte-

ment universel de N, —t, D3 est homotopiquement équivalent & S3,
N =S
2

2

Y

donc H3(L2; Z) z /|n](N2,n)[ Z ayant comme générateur
(8'8), {N,oN} (CT]). De méme (a'a), {M,3M} engendre H3(K2; 2) et

puisque ¢, est une équivalence d'homotopie il est nécessaire que

deg f et |n1(N,n)| soient relativement premiers.

Aucas 2°, L, ~ P™x 8", et alors Hy(Lys ) 2 Hy(m( P xs"); ) Y,

2
engendré par (B'B)* {N,3N} et comme avant deg f et 2 sont relative-
ment premiers. g.e.d.
Pour le complément il faut un raisonnement assez subtil en présence
de plans projectifs & fibré normal trivial.

. . o o
Selon le théoréme suivant, les conclusions du lemme 1~ et 2  ne dé-

pendent que du groupe fondamental de N:

Théorme ([E; (9.5) resp. (8.2)(ii)]): Soit N une 3-variété et G

un sousgroupe de n1(N) isomorphe & Z ® Z, (resp. fini et contenu

dans ker wN) alors N = Q # R ol Q est une variété fermée telle que
T, Q 2 ze z,, (resp. ﬂ1(Q) est fini) et que G est conjugué & un

sous-groupe de n](Q).
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8i n](Q) ¥ ze Z,,Q est homotopiquement équivalent & p2x s’. (cf.

le théoréme 3 de Ch.II,3.)

2.2 -
Le deuxiéme groupe d'homotopie.

Le point de vue développé ici est emprunté & [ L,App.III J.

Soit M une 3-variété sans bord, m e M, et soit donnée
une classe fondamentale {ﬂ}eﬂ%f(ﬁ; z) ‘du revétement universel N de M.
Définition: eM’m est la composition des isomorphismes de 171(M,m)—

modules:

18
O’ (5 2fr,0]°) > H;(ﬂ; LS H, (M z);Mﬂi ® m,(M,n)

ol le premier vient de Ch I, §3.2 et le troisiéme de Ch II,1 et ol
l'action de n1(M,m) est explicité dans les fléches verticalts du dia-

gramme suivant (voir Ch I, §3.1).

Oy 2fr, )]0 — w1l 2) AUV (M5 2)
y (s—])* wig) 8 g,
n{M

0t 2fn, 0] —  wl(h 2) A o Fe (i 2)

Par les diverses propriétés de naturalité, on a la propriété suivante:
)
8i f: (M,m)— (N,n) satisfait & F(f), alors le diagramme suivant commute

)

Hl(M; Z[w](M)]O) ____&"_I__ﬁ 29 ne(M,m)
Tl f;1 181,
deg(f) . 8

w2 (] ——— B0, Fe )
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et . f]J est un isomorphisme (par une version cohomologique de
Ch I, 2.3) d'oll

11 y a un isomorphisme &, : 1r2(M,m) > wz(N,n) tel ique

f, = deg (f). o, = my(Mym) > 7, (Nyn).
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DU 1-SQUELETTE AU 2-SQUELETTE
Introduction.

Soient M et N des variétés compactes et connexes de dimension 3, et
soit M munie d'une décomposition cellulaire. Soient

f,g: (M,éM) + (N,3N) des applications telles que f](M,aM)1= gI(M,aM)1.
L'obstruction pour l'existence d'une homotopie rel (M,BM)O de f a g
jusqu'au 2-squelette de M est l'élément'

a®(£,g30M) € H2(M,3M;f’n2(n)). v

Dans §1 on calcule ce groupe de "premiéres obsfructions". On ne tardera
pas de faire 1'hypothése F(f) que f induit un isomorphisme de groupes
fondamentaux munis de 1'homomorphisme d'orientation.

Pour calculer H2(M,3M;f*n2(N)) on se sert de la présentation SE(N) de
n2(N,n) comme n1(N,n)-module (yoir Ch II,2). En appliquant la dualité
de Poincaré et 1'isomorphisme f"1 on se raméne au calcul de
H’(N;wz(N) ® 2). Enfin on trouve une suite exacte (le cas ol aN = ¢

et n1(N) fini, étant exclus par SE(N)):

1
0 -8 -5 B, S0

Ici R est le Z,-module fini 52 ] Z[A] ayant une base en cor-
n](N,n)

respondance biunivoque avec les plans projectifs d'un systéme d'Epstein
|
projectivement minimal. D = Z si N admet un revétement fermé (donc

fini) 4 groupe fondamental libre et D = 0 sinon. Dans §1.2 on dérive

une expression maniable pour ‘f et un inverse & gauche de 1, indépen-

f

dant du systéme d'Epstein. Dans §2 on exprimera ces premiéres obstructi-

ons en termes familiers: l'image de 1, contient les obstructions

f
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d2(f,f p) ol p est la rotation paralléle & un plan projectif &

fibré normal trivial dans M et il y a un entier k. € Z, tel que

0
6(d2(f,h)) = El (deg(h) - deg(f)) pour toute applifation h coincidant
0 o

avec f sur le l-squelette de (M,3M).

En 1'absence de plans projectifs’'a fibré normal trivial

ces résultats ont &té obtenus dans [H2] .

§1-
Le calcul du groupe de premiéres obstructions.

lelem
La mise en une suite exacte courte.

Soit f: (M,3M) - (N,3N) une application de 3-variétés compactes connexes
comme dans 1'introduction et soit f(m) = n. On se donne un systéme
d'Epstein M de N et on utilise la notation du Ch II,2, en notant par

exemple S = U v.
Ve @

Sous 1'hypothése SE(N) on a la suite exacte de systémes locaux

induite par f de SE(N):
0 » £y (¥,8%) s £u,y(s") L etn, () > 0,
On désigne 1'homomorphisme de coefficients associé & d par

. . . . ‘
at: mt(M,oM ; f‘ﬂ3(ﬁ,s )) > HH(M,M; £, (S™)).
1 .
La suite exacte de coefficients en cohomologie de (M,3M) associée

a la suite exacte courte ci-dessus donne alors lieu & la suite

exacte suivante

3

2 .
2 1, u%(m,M; £,(N) > ker a0 > O,

0 =+ coker d
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Dans ce paragraphe on montrera (sous les hypothéses SE(N)
et F(f)):

~

Théoréme : La suite (%) est isomorphe & une suite &xacte

1
0 » 2 o 2lny ] —L, w2, 0m f*nz(N)) S0+ 0
1(N,n) ’

oD = Z si N est fermée et ﬂ](N,n) a,un sous-groupe libre d'indice

fini et ou D = O sinon. 52 8 [ AN,nJ est un Z2—modu1e de rang
w](N,n)

fini inférieur au nombre de plans projectifs dans W'.

Sous 1'hypothése F(f) on a les propriétés

1) si i=0,1, f .: Hi(M ; %) - HigN;G) est un isomorphisme pour

*,1
tout systéme local G sur N (lemme 1 de Ch I,2.3) et

2) * 2 Y 2.

Aprés le choix d'une classe fondamentale {M,dM} € H3 (M, aM; ?2) ona

la

Proposition: Le diagramme suivant, dont les fléches verticales sont

des isomorphismes pour i = 0,1, est commutatif

. 3-i .

1373 (m, M5 £71,(¥,8%)) 2, i, £1,(s%))
NiM,aM} N M, M}

H, (M3 f‘H3(R,s*)e ) —— H, (M3 f'Hg(s')s-Z)

f* f*

(a81), -
Hi(u;n3(i¥,s‘)e ) ——y  H(N Hg(s’“)e 2)
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Corollaire: coker P coker (dQJ)1 et ker d3 2 ker (d@J)O.

Pour le théoréme il suffit de démontrer les propositions
v
suivantes

Lemme 1: ker (d @ ])0= ZsiN-= U W ker (a8 ])0= 0 sinon.
we ;

Remarque: N = L%n.w si et seulement si N est fermée et n1(N,n)
We

contient un sous-groupe libre d'indice ¥ini.

Lemme 2: Il y a un isomorphisme 2 8 Z[ A, ] + coker (d & 1)
2 N,n 1
m,(N,n)

- * .
tel que pour tout Ae l\N n et _toute composante V de S, ensemble fixe
k]

de » (i.e. » €I(V)), 1 8 A correspond & la classe dans coker (d 8 1)

1
de

{ ((V} 8 1)) € H, (N5 Hy(s™) & 2).

Complément : Si N est un systéme d'Epstein projectivement minimal, alors

coker (d 8 1) 2H (S) par un isomorphisme qui envoie la classe de
;S H(S)p P q

{({V} @ 1).A} sur 1'élément non trivial de H1(V). (Cf.1a remarque de

Ch II,3.)
Rappelons que par le lemme de Ch II,2 il y a une identifi-

cation d'homomorphismes

ae 1= g I e d(W,v,e) 8 1: ® H3(p‘1(W), p‘1(W-w)) 82
I Welr V,e We W0

> @ Hz(p“](v)) W4
Ve

1

X ed

et que d(W,V,e) ({W,aW}) = wN(g)g Wy .
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Démonstration du lemme 1 (cf.[ HJ): On a le diagramme suivant, commu-

tatif par le lemme 2 de Ch I, 2.3:

Hy (N; n3(p‘1(ﬁ), P W) 82) — 5 H, (N3, (p'V)e 2)
(d(W v, 6)81)

z [uy(p "W l@)ed]l— sz e [Hz(p—1V)9 2].
L3 (N n) 18(a(w,v,e)8) 1r1(N,n)

.

Et il suit immédiatement du lemme 3) de Ch II,2 que le groupe

Z 8 [H3(p“(v7),p"(ﬁ-w))e 2]"(resp. z e [H2(p—1V)G 2])

n1(N,n) nI(N,n

est le groupe infini cyclique engendré par W = 1 8 [{W,aiﬂ} 2] 1]
(resp. par V.= 1 8 [{Q’} e 1]). si Ve C W, on a la formule

18 (a(w,v,e) 8 1) (W) = Jg(_el_)i .V
[T

Clairement par les isomorphismes ci-dessus, 1'homomorphisme (d ® 1 )

20

s'identifie & 1'homomorphisme

A: ® Z.W >~ @ L.V

Wenr Vet~

défini par AMW) = L -, ¢ 1(W) V.
V,e tels que V_cW [z

Soit I n, W un &lément non nul. 8i le bord de la réunion
Weat

U ¥ n'est pas vide, il contient une composante Ve %' . En ce cas
#0

le coefficient de A (= n, ¥ ) sur V n'est pas nul. Par conséquent, si
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N # U W, ker A=0=ker (1 ed)o.
Well 2

siN= U Wetz:n, W €ker A, notant W(V,e) le membre de "
Welt v

tel que V_ c W(V,e), alors pour tout V€& W

By ,+1) | I(W(V,+1)| = — |T(W(v,-1))]
K

et donc I n, W est un multiple de I 0 W €ker A, ol
Wear wewr |1(W) |
k, = p.p.c.m. (|I(W)| ; WeT ). (N est supposée connexe.) q.e.d.

Démonstration de la remarque (C_f_. [H2] ): Il est facile de construire

un revétement fini & k, feuillets de N, q : N > N, tel que q-I(W)

k
est la réunion disjointe de 0 exemplaires du revétement universel
: [1(W)]
-1 k0
W de W et que ¢~ '(V) est la réunion disjointe de | (V)| exemplaires du
I

revétement universel ¥ de V. Par le théoréme de van Kampen le groupe

fondamental de N est libre.

Démonstration du lemme 2 : Soit V € W , par le lemme 3) de Ch II,2 on

e H(p Ve zln ] e 2L[N]
(M

et du lemme 1 de Ch I,2.3 et de la proposition de Ch I, 3.2 on déduit

les isomorphismes suivants

1}
ne

- -1
B, (N3, (p7 V)8 ) % 1, (n, (N,n)5i,(p7 V)8 2) ¥ B, (1(N); 2) 2, (v; 2).
8i V est une sphére ce groupe est trivial. Sinon V est un plan projectif
et si ) est 1'élément non trivial de I(V), H1(N;H2(p_]v) 8 2) est en-

gendré par {({¥} 8 1).A} = 1y, qui est d'ordre 2.

Soient WeM" , Ve T , ¢ e{+1,-1}, tels que V.cw. si
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V est une sphére (d(W,V,e) ® 1, )] = 0. 8i V est un plan projectif,
z

alors le groupe fondamental de W, é&tant fini, est d'ordre 2 (théorsme
2 de Ch II,3) et il y a une seule paire (V',e') diftérente de (V,e)
telle que V'eW ,e'e {+1,-1} , V 2 P2 et que V!,CW. I1 est clair.
qu'en ce cas a(W,V,e) ® 12 et a(w,v',e') 8 12 sont des isomorphis-

mes et par conséquent
(@8 1)) (1) = 1y + 1y,

ol 1, désigne 1'élément non trivial & H1(N;H3(p—1w, p-1(W;W)) 8 2).
On en déduit que lVO = lv1 € coker ((d ® 12)1) implique

que I(VO) est conjugé avec 1(01). Réciproquement il y a une "chatne"

de membres W€ WY de Vo a V,, selon la proposition 2 de Ch II,3 , d'oll

onal, =1, . Le lemme suit alors de 1'égalité lV={((V} ® 1).1} pour
0 1 N -~

toute composante V de p-1V et A tel que I(V) = {1,xr}.

q.e.d.
1.2 -
Fonctorialité et scindement.
PP 2 *
On définit 1.: & 2 z[ A ] + H°(M,3M; f 7 (N)) comme la compo-
f 2 N,n 2

n1(N,n)

sition des isomorphismes du lemme 2 et le corollaire et de 1'homomorphis-

me 12 de la suite exacte (%) de § 1.1.

Soit ¢f 1'isomorphisme composé

N{M, 3M} £
bpt H2 (M, 8M; f*nz(N)) _ H'j(M;f*vg(N)@ ?) —%» #,(N3m,(N)8 2)

alors on a la propriété suivante de lp

Proposition 1: Soit A: (S1,x0) + (N,n) un représentant de A =[ A Je A
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et soit s: ( P2,§b) - (N,n) une application telle que la restriction

o | P’ égale A (par intermédiaire d'un homéomorphisme p' ¥ S1).

Alors

bp 1 (182) =1 ([s» Te1).r?

Démonstration: Soit { <Yy ci>;i} un systdme d'Epstein paramétrisé
associé & W .De la remarque de Ch II,3 on sait qu'il existe un indice

i et un chemin y de n & Ui (yo) tel qﬁe, en notant o le lacet non
trivial sur oi(Se), A soit homotopevrel n & yuy_1. Alors il est facile
de construire une application (voire un plongement) t: ( PQ, ;b)+(N,n)
telle que t | E1 = YaY_1 et que t Py soit homotope & Y0y (voir 1la
figure). On sait du lemme 2 de §1.1 que

1,01 82) = (([y 0,70 D) = (ep, [ @ D))

g Y.oi t Py

(figure)

Il y a une homotopie de s jusqu'ad une application
s': ( P2, ;b) + (N,n) rel ;6 telle que s'| p' = t] P'. Soit
d2(s',t) € nz(ﬁ,n) la classe de la différence entre s' et t sur la
2-cellule P P1, alors [s! p2J - [t p2] = (1 -=x) dg(s',t)

et dond [en utilisant la formule du bord
-1 -1
a(xe 1. (g1,g2))— x8 l.g+ gl x® wN(g1 ). g~ x 8 1.8, 1
on a ([s'p2]8 N - ([t p2]® 1).x = a( d2(s',t)® 1 (A +

+ de(sgt) 81 .(e,e)).

c.q.f.d.
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11 est intéressant de comparer le résultat suivant démontré ci-dessus
avec le lemme 3 de Ch II,3.

. 2 — . .
Remarque: Soient s,t : (IP ,yo) + (N,n) deux appllca:'plons telles que

s| lP‘I n ot ll”1 rel ;O et posons A =[ sl PIJ €1r.'(N,n). Alors il y a
un élément y € 112(N,n) tel que [s p2]= [t p2]+ (e - A).y.

Un corollaire de la proposition 1 est la suivante, exprimant la fonc-
torialité de 1!

Proposition 2: L'homomorphisme de coefficients

(f#)2 : HQ(M,aM;ne(M)) > H2(M, 3M; f*nz(u))

définit 1'isomorphisme suivant sur les sousgroupes de torsion

19 f,: 2 & z[ A ]+ 2 & z[ A ]
1 %2 ", (4,m) M,n 2 ", (4,m) N,n

ol f, est induit de la restriction & A, (et A y de 1'isomorphisme
s

N,n
f#,l: 1r1(M,m) -> 111(N,n).

Démonstration: On a le diagramme commutatif suivant:

8 ? 8
z, z2[ AM,m] ceecees 2, 22[ Ay 1
nI(M,m)

‘14 ‘r

(f,
H2(M,8M;n2(M)) o P, f'n2(N))
1

n{M,M}= 414

e

N{M, M) e

(r,8 1) f
H,(M3m, (M) @ 7y — 1 H](M;f*n2(n) 8 2)~—§$ H, (N3, (N)® 2)

. 1
Soient A : (8 ,xo) + (M,m) un représentant de A = (A]e A M et
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st ( Pz,yb) + (M,m) une application telle que s| P' soit égale & A,

alors on a les égalités suivantes & 1l'aide de la proposition 1:

£, ((f#)2 g (18N N M) =1, (g,81) [{ .t(1en)n tM,am}] =

£, (£,8 1), ({([s p,J 8 1).2} ) = £ ({[f s p,]@ 1}.2)=

{[£ s p2]8 1} 1, (A) = f*(\f(1 ] f,(x))n{M,aM}) puisque

f s P! est égale & T A.

La proposition en suit par 1la bijectivité de f, et de N{M,dM}.
* ) ’

q.e.d.

La suite exacte du théoréme de §1.1 posséde un scindeur

indépendant du choix du systéme d'Epstein:

Théoréme: La composition des homomorphismes suivants

2 w, U )
HQ(M,aM;f’wz(N))-l—, Ho(M,om;2™ 2[ A Je 2) Mu3(m, M5 2.8 2[ n,])

e

2.8 gl A

]
2 ﬂ1(N,n) N,n

est un inverse & gauche de e (l2 est 1'homomorphisme de coefficients

associé & la self-intersection homotopique et LY est la premiére classe

de Stiefel-Whitney).

Démonstration: Soit A€ AN 0 €t soit t: ( Pe,;b) + (N,n) un plongement
’

tel que; [t] P1] = A (t existe selon le théoréme 1 de Ch II,3). Alors

(wMul2 lf(mx)) N MM} = wy N ((181), {([tp2] 8 1).1})=
= w, N {081).1} = w, (1) 8 )= 18 2.

La premiére égalité est une conséquence de la relation cup-cap qui
P 3 P P

~

reste vraie a coefficients dans des systémes locaux et de la factorialité
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de la dualité de Poincaré par rapport au systéme local. La deuxiéme

égalité suit de la proposition de Ch II, kL.

q.e.d.

§2=-
Sur la réalisation de premiéres obstructions.

2.1-
Le degré. Soit f: (M,3M) + (N,3N) 1'application comme dans l'intro-

duction. On choisit des classes fondamentales de M et de N. Dans la
suite on va étudier la surjection de la suite exacte du théoréme de
§1.1.

§: HO(M,aM; f*nz(N)) > D

Théoréme: Supposé que N (et M) sont fermées et que ﬂ](N,n) contient

un sous-groupe libre d'indice fini, il y a un générateur a €D = £

et un entier ko € IN tel que pour toute application g: M -+ N colncidant

1 . - P
avec f sur le 1-squelette M on ait 1'égaliteé

5 a2(r,q) = deg(g)k- deg(f)
0

L'entier ko est le minimum des indices des sous-groupes libres de

n1(N,n).

Démonstration: ngi[H2]) Soit x € HZ(M;f*nz(N)), soient g,g': M + N
des applications coincidant avec f sur M1, telles que

de(f,g) = de(f,g') = x.

(Il y en a par Ch I, 4.1 (c)). Alors g' est homotope rel M° 3 une
application g'' coincidant avec g sur M2. Sous 1'hypothése SE(N), im-

pliquant que le rev@tement universel de N n'est pas une variété fermée,
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toute application 83 5 N est de degré zéro d'ou
deg(g) = deglg'') = deglg').
Je peux donc définir une fonction

2 *
np: H (M; £ ne(N)) > Z.

de telle fagon que uf(x) = deg(g) - deg(f).

Le revétement associé & un éous—groupe libre d'indice fini de
ﬂ1(N,n) est désigné par q: (ﬁ,;) > (N,n}, le revétement induit de q‘par
f par p: (ﬁ,;) + (M,m) et le relévement de f par £: (ﬂ,;) > (ﬁ,;).

Les classes fondamentales de ﬁ et de ﬁ sont chéisies de telle fagon
que les degrés de p et q sont positifs.

Si g: M > N est une application coIncidant avec f sur M1 et ; est

le relévement tel que ;(;) = ;, alors deg(;) = deg(g), deg(;) = deg(f)

et (q#)’ dg(g,f) = p*da(g,f). Par conséquent on a le diagramme commutatif

#2(; £r,(M)) it 2
g™ | Mg
200 ¢ oy ¥ * 2 »
B (M3(af) "my (W) B HE (M £, (W)

(q#: f*n2(N) »(qf)*ﬂz(n) est 1'isomorphisme induit par

ay: ﬂzeﬁ,;)+ 12(N,n)).

Par le lemme de [H2,§2.h] “; est un isomorphisme de groupes.
. . * - . .
Par ailleurs, 1l'image de p ((q#)*} ! consiste en les multiples de k.

En effet, dans la situation de la démonstration du lemme 1 de §1.1,
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posant n le nombre de composantes de q-JW pour We M, ona

k
z nwﬂ = kI | (;)l W pour un certain k et en plus 1'image de la com-
I

3
position

(q#)

- - - P -
H,(M;7m,(N) @ %) %) (3%, (8) @ 2) » HO(M;f*H3(N,s‘) 8 2)

est .engendré pAr L ny W . Donc modulo la torsion, 1l'image de 1)1(11#)1
consiste en les multiples de k. Par 1a naturalité de la dualité de
Poincaré il en suit que i'image de pfu{(q#)m}'"1 consiste en les multiples
de kg, q étant de degré k k.

Ceci démontre le théoréme.

q.e.d.

2.2 = .
Les rotations paralléles aux plans projectifs & fibré normal trivial.

Définition: Soit a: (I,{0,1}) + (0(2),Id) un générateur de n1(0(2),Id).

0(2) est un sous-groupe de 0(3), de la fagon correspondante & 1'injec-

2

tion 1R2= {0}x JR2C R x R°= ]R3. Soit Py’ IP2x I 1'homéomorphisme

défini par pO(PQ(x)’t) = (p2(a(t)(x)),t) pour (x,t)ES2x I.

Pour un plongement i: ]P2x I »M, la rotation paralléle au plan pro-

~

jectif i( 1P2x 0) (associée & i et a) est 1'homéomorphisme p: M + M
tel que

plx)= x si x ¢ i( »°x I) et que p i(x)=1i po(x) pour x € P I.

. . . 0
Avec ces conventions 0 laisse fixe P x I.

Il est facile de vérifier que la différence entre g et 1'identité

de Pox I sur la 2-cellule ( P- IPO)X I est égale &
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j_[(pz,o)]sn2 (]P2x I, Sr-ox 0), en considérant un relévement

r: (IP1—PO) x I + 82 (voir la figure) de

2] . .
(1P1- IPO) x I -—0> Pox 1 Brode, IP2 dans 1le revéte"ment '~p2: 52 > ]P2.

.

Y r[( - PO)xt]

(i )
@ *o r[( P1_Po)xo] igure

N -

Remarque: d2(p0,Id o ) est 1'élément non trivial de
Px1I

12( P°x I,IP2>< 3, 112( P°x 1)).
Soient i et p comme dans la définition, alors on a le diagramme

commutatif suivant: . )2

1
H2( Pox I, Px aT;my( lple))_‘f, H2( P2x1, P2xaI;i"n2(M))—eyH2(M,aM;n2(m)

N{ P2x(1,51)} - ntu,om

(i#m)1

H,( P (PoxI) 8 2)— 5 H,( P’

i
x13i*m, ()8 ) 25 H, (M;m, ()8 2)
ol e est 1l'extension.

Clairement d2(p,IdM) N {M,M} = i‘(i*o 1)1(d2(p0,1d 5 n{ IPQX(I,aI)}),
PxI

puisque d2(p,Id.M) = e(i#)2 d2(p0,1d 2 ).
P xI

Théordme: Soit A€ Ay o> Soit s: (192,;0) + (M,m) un plongement tel
t]

que A = [f(s] ]P1)J en,(N,n) et soit p: M + M la rotation paralléle

a sl 1?2), alors

1.(181) = a(gp ,£5 aM) € HO(M,aM; f'ng(n)).
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Démonstration: Par la naturalité on a dz(fp,f;aM) = (f#)*dz(p,ld-,aM).

En plus on a les égalités:

¢fd2(fp,f;aM)= f*(de(fp,f;aM)n {M,3M})= f*(f#m)*(dg(p,ld;BM)ﬂ{M,aM})=
=1 (g0 1), (([spyJe 1). r;’(x))=([f sp2]8 1)x =gp1,(181).

~

En remarquant que le degré d'une rotation paralléle & un plan projec-
tif (& fibré normal trivial) est 1, on-obtient comme corollaire des.

théorémes de §2:

Corollaire: Soit f, g: (M,QM)‘+ (N,aN) deux applications de 3-varié-
tés compactes connexes cofncidant sur le 1-squelette. Sous les hypo-
théses F(f) et SE(N) on a:

Si deg(f) = deg(g) alors a°(f,g) € im 1 CHQ(M,aM;f*nz(N))

£
et il y a un homéomorphisme R, composition de rotations paralléles
8 un systéme de plans projectifs (que l'on peut choisir disjoints),

tel que fR soit homotope rel (M,BM)O & une application qui coincide

avec g sur le 2-squelette (M,BM)2.
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DU 2-SQUELETTE AU 3-SQUELETTE

Introduction

Soit, comme dans le chapitre IV, f: (M,3M) - (N,dN) une application de
3-variétés compactes et connexes. Selon Ch I,4.2, les classes d'homo-
topie rel (M,BM)0 d'applications coIncidant avec f sur le 2-squelette
sont en correspondance bi-univoque avec les &léments de

" coker Al esam): H‘(M,aM;f*nz(N)) > ~H3(M,3M;f*1r3(N)).>

De méme que dans le chapitre IV on fera 1'hypothése F(f) que f induit
un isomorphisme de groupes fondamentaux munis de 1'homomorphisme d'orien-
tation. En plus on supposefa que le revétement universel de N n'est pas

fermé (i.e. SE(N)).

Dans §1 on donne une expression pour H3(M,3M;f‘ﬂ3(N)), qui

est isomorphe & 2 e n3(N) par la dualité de Poincaré. Le point
m,(N)
1

essentiel est une suite exacte qui exprime "3(N) en termes de n2(N):
2 Wh v
0~+8S 1r2(N)———~ n3(N) —Z,8 ﬂQ(N) + 0.

Ici S2n2(N) est le produit tensoriel symétrique de n2(N) et Wh correspond
au produit de Whitehead. L'homomorphisme v a la propriété que

v Hopf (x) = 1 8 x pour x € n2(N).

A la suite exacte SE(N) de Ch II,2:
*
0+ Hy(¥,8%) - 1y (s") s my(W) > 0
est associée une suite exacte longue de cohomologie dont on retient la

partie

: 1 2
H’(M,aM;f*ﬁQ(s*)) LN H'(M,aM;f’ne(N)) > H2(M,aM;f*H3(?f,s')) R
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- . . 1

Dans §2 on déterminera 1'image de A](f;BM)l . Pour cela on montre
d'abord que pour un voisinage régulier U d'un systéme d'Epstein de
M, 1l'extension

H' (0,005 2" 5,(5™) [U) > B (,0M38%,(s™))
est surjectif. Il s'agit aonc en fait de déterminer 1'effet de (cer-
taines) homotopies rel (M,aM)O qui ont leur support dans U. On y
montre aussi que la dualité de Poincaré définit un isomorphisme
coker 1! ¥ H,(n, (10)32%n,(1)).
Dans §2.2 on calcule effectivement 1'image de,A1(f;3M)11. Comme résul-
tat on obtient dans §2.3, sous l'hypothése supplémentaire que f est

une équivalence d'homotopie, une suite exacte de Zz-modules

0 > W( Ay) S5 coker a'(g3aM)! %Yz e m,(N) > o,

2 w1(N)

ol W( AM) est engendré par les paires {<\,u>; A,ue AM} avec certaines

. . _ . o2
relations et ou c(<A,u>) =18 f#l:txp2’tup2] sity, t: (P ,yo)+(M,m)

1
sont des plongements tels que [txl E1] = et[tu| P ] = y. La

surjection 18v admet une section au dessus de Z, © ﬂzph(N) dont

n1(N)

1'image correspond aux rotations paralléles & des sphéres dans N (com-

posées avec f).

Dans §3 on va déterminer 1'image de 1'homomorphisme induit
de 4'(£;0m)

A](f;BM) : coker \1 > coker A](f;aM)tl.

Soit W un systéme d'Epstein projectivement minimal de N alors on
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montre dans §3.1 que coker 1] est engendré par les classes des éléments
* 1= = = ]
de £ H (w,aw;n2 W) ol W parcourt 1l'ensemble W' des composantes W de

N - L_j V telles que W - Wc |LJ V et que 7, W soif, fini. Ainsi on a
Vel Ve )

réduit le calcul de Aj(f;aM) a celui de A](IdW;BW). On 1l'attaque dans
§3.2 et §3.3. Ceci achéve le calcul de 1l'image de A1(f;3M).

Les résultats finaux sont ramassés dans §b.

§ 1=
Le groupe H3(M,3M;f*n3(n)).
Ce groupe est isomorphe & 2 9 n3(N,n) par la compo-
m,(N,n)

1

sition des isomorphismes de la dualité de Poincaré, de f, et de celui

du lemme 2 de Ch I,2.3:

¢f:H3(M,aM;f*n3(N)) > HO(M;f*n3(N) 8 2) -+ HO(N;n3(y) e?2) X2 e m4(N,n).

ﬂ](N,n)
Le calcul de n3(N,n) passe par une expression de wZ(N,n) comme groupe
abélien.
lel =
Le groupe abélien ﬂ2(N,n).

On se place dans la situation de Ch II,2. On note 7" 1la base du groupe

abélien H2(S*) donnée dans le lemme 2) par

T=(ulg) g (VI ;g€ m,(N,n) / V) , vew)

]
Proposition 1: w2(N,n) est un groupe abélien libre admettant une base

représentée par un sous-ensemble de ¥ via la surjection

1 HQ(S*) > "Z(N’n)’

La liberté de nz(N)'est due & Specker [ S3].
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Démonstration: Un systéme de générateurs de d(HB(ﬁ,S*)) en tant que
groupe abélien est donné par 1'ensemble indexé

R= {a(w(g) g (W,0M)); g ewl(N,n)/I(W), Wear},
v
La suite exacte SE(N) de Ch II,2 donne la propriété
a.1 induit un isomorphisme entre le quotient Z[ ¥1/(RK) et 112(N,n).

En plus on a les propriétés, facilement déduites de la situation

. . *
géométrique dans (N,S ),

b. Soit r = ¢ n_.x €X , alors n # 0 implique que n_ = + 1.
xer X X X -

Soit T(®,T) le graphe dont les sommets sont les &1léments de ® et
dont les arétes entre r et r' ( r,r' € ® ) correspondent aux éléments

xe® tels que x'(r) # 0 et x*(x') # 0, alors
c. I'(®,7) est une réunion d'arbres.

Soient données des injections o: 7'+ IN et p: K + IN, alors on a
le procédé suivant: soit r € & 1la premiére relation non triviale de
® pour l'ordre induit par p et posons x, € 7" 1'élément le plus
grand de 7 (pour 1l'ordre induit par o) dont le coefficient dans r n'est
pas nul. Alors on définit T1= T- {xr} et la projection
Py 2L %] » z[ T,] par p1(x.) = x si xe"'\1 et Pl(xr)= x, - xr*(r)xr.
Aussi on définit 33.1= {p1(r'); r'e®}, o, =cx|“6\1:7~1 +N et o,: /R" + W
tel que pl(p1(r')) = n(r') pour r'e & .

Facilement on constate que ('6\1, 3(1) satisfait aux
propriétés a,”b et c. Le graphe I'(%,,% ) est obtenu de T(R,?) en
coalescent 1'aréte éven-

tuelle associée & X, ou en enlevant 1'étoile ouverte du sommet r.

Si on note (Tn,ﬂn) et p : l[Tn_1J-> Z[’J‘n]

le résultat aprés avoir répété n fois ce procédé, alors il est clair



que p exprime 1'élément x, de Tn - Tn en une combinaison linéaire

" a'é1éments plus petits dans Tn. Par conséquent la limite

[0

p=limp...p;: Z07T > 20N Y]
existe. Posons j: Z [Q Tn] cz[7r] alorspj=1Id, p(R) =0
et j p= Id mod (%), et par conséquent la composition

K Z[Q Tn] > 1r2(N,n) est un isomorphisme.
q.e.d.

Soit Q= {ga{iyi }; « e AY& T un sous-ensemble tel que
a

1(@) forme une base de 1r2(N,n).

Proposition 2 [H1] : ¥ est homotopiquement &quivalent au bouquet de

kS . . . . 2 ' . .
2-spheéres . \e/ N - Vla par une application qui étend 1'application

canonique T : Lana Via -+ \O{ g, O'i .

a

Démonstration: On peut supposer que C = 'aj 8y i)'i est un sous-
a

complexe d'une décomposition cellulaire de ﬁ; la premiére obstruction

pour étendre m se trouve dans le groupe H3('I¥, C; “2(¥ €y Q‘Q)) qui

est trivial puisque H2(C) 2 H2(N) 2 112(N,n) (et en utilisant des théoreémes

de coefficients universels).

q.e.d.

1.2 - !
1r3(N,n) comme conséquence de 1r2(N,n).

Soit @& comme dans la proposition 2 de §1.1. Soit ?"i un
homéomorphisme de 82 sur Q‘i' Rappelons que la fonction
Hopf: wQ(X,x) > 1r3(X,x) est 1'opération homotopique associée & la
fibration de Hopf, Hopf€ﬂ3(32). En mettant un ordre sur 1'ensemble

d'indices A de @, il suit du théoréme de Hilton ([HS} ,[S1J)

149



150

Proposition 1: Il y a un isomorphisme

2 3
(Vg Y.)2 e m.(8°) e & m, (57 )
3 a ° la oeA 3 a<B 3 G,Bv

de telle facon que le génératcur du groupe infini cyclique w3(S§)

(resp. 3 (Sz B)) correspond & Hopf (ga 3i )(resp. au produit de
b
a

Whitehead [ga gi > 8g Zi ])'
a a

.

Conséquence 1: n3(N,n) est le groupe abélien libre ayant comme base '

{Hopf (ga 1 {Vi 1) a e AY U { [ga 1 {Vi },gB 1 {Vi }]; a<B a,B € A }.
o ‘ o g :

Considérons les propriétés suivantes bien connues du Hopf
et du produit de Whitehead.

.0, ]: “2(N’n) x ﬂ2(N,n) > "B(N’n) est Z-bilinfaire et symétrique.
2. Hopf (x+y) = Hopf (x) + Hopf (y) + [x,y].

3. [x,x1= 2 Hopf (x).

h. g [x,y] = [ex, gy] et g Hopf (x) = Hopf (g x) pour g € n1(N,n).

En désignant pour un module B, SzB le produit tensoriel symétrique

BB/ (x®y-y®x; x,y €B) on ale théoréme suivant:

Théoréme: Il y a une suite exacte d'homomorphismes de n1(N,n)— modules

0+ &%n,(0,0) ' 7 (N,0) 3 ny(W,0)/2my(W,m) > 0

)
telle que Wh (x8y) = [x,y] et que v(Hopf (x)) = x + 2w2(N,n).

Démonstration: Par les propriétés 1 et 4, Wh est un homomorphisme de
n1(N,n)-modules et par la conséquence 1 et les propriétés 2,3 et L,

la fonction Hopf définit un isomorphisme de w1(N,n)-modules



1r2(N,n)/2112(N,n) ¥ coker Wn. L'homomorphisme Wh est injectif par
la conséquence 1 et la propriété 3.

q.e.d.

On déduit de ce théoréme la suite exacte de coefficients

H,(N3my(N)/2my(N) @ ) B, e Sznz(N,n) Jewh,
Tr](N,n)
(s)
A 8 1r3(N,n) ey y 8 ne(N,n)/an(N,n) + 0.
ﬂI(N,n) 1r1(N,n)

En supposant que le systéme d'Epstein A est projectivement

minimal on a,par le lemme 2 de Ch II,3, pour tout We W qui n'est
pas orientable des &léments Ay By € 1r1(N,n), Y€ @ H (p~1V)

N2 2
Ve @ ,V=5

-~ * - - )
et une composante V0 de S = l | P ]V, tels que Bw conserve l'orienta-
e - Ve® .

tion, que )

I(GO) = 1(W) = fe, ) et quetd{W,&W} = (B,-e) (GO} + Oy e)yy

Proposition 2: A condition que N #U{W; WeW, II(W)[ est impair},

1l'image de B est engendrée par les éléments suivants:

a) par 1 @ (1(0‘} e \{9‘}) pour tout V & " homéomorphe & IP2 et

b) par 1 @ (Aw Ly, €t yw) pour tout W e  non orientable.

Rabiot; 1. Les €léments sous 2a) ont en fait leur origine dans la partie
torsion de H1(N;1r2(N) ® Z) 2 HQ(N,BN;nz(N)) (calculé dans Ch IV) par
la réduction modulo 2.

2. 8i N=U{w; wet, |1(W)| est impair} , alors N est

P°-insécable (i.e. ™ contient seulement des 2-sphéres) et

151
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HJ(N;WQ(N)/2H2(N) 8 Z) est engendré par la réduction modulo 2
du générateur du groupe infini cyclique
H (Nmy(N) 8 2) % H2(N,3N;ﬂ2(N)) (théordme de Ch IV, 1.1), en par-

ticulier 1'image de B est engendrée par un élément.

Démonstration: On a la partie suivante de la suite longue de coeffi-
cients associée & la réduction modulo 2 de SE(N):

(81, )
£,

H(03H,(sM)8 £,) — 25 1, (N;my (M8 2,) 5 B (s (H,sM)e 2,) »
(q@] 22)0 *
—=> 1y (W3H,(s™)e 2,)

Comme dans la démonstration du lemme 2 de Ch IV,1.] on a pour toute

composante V de S un isomorphisme
-1 N
H,(N;Hy(p™ V) @ Z,) % HI(I(V), z,)

et si V est un plan projectif et V) = {1,)}, le générateur du

groupe d'ordre 2 ,H1(N;H2(p_1V) -] Za),est donné par le cycle
({3 8 1).n  qui est la réduction modulo 2 du générateur de

H1(N;H2(p—1V) 8 2). Pour calculer 1'image par B de

(181 ({({V} 1).1}) on observe que

)
2,1

3(Hopt 1{V} @ 1).x = (A".Hopf V1) 8 W(A_1) - Hopf 1{V} 8 1=

= -2 Hopt 1{V} @ 1
1

Donc B(181 z,

[Nl e 1 e Cy(N3my(N,n) @ 2).

), ((({V} @1).a}) = -J@(\{V}el{V}), et en passant

1

on a montré le rabiot 1.

).. Soit we W

Le suivant concerne le noyau de (d8] z o
2
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) et
22 0

non orientable, alors {{W,oW} @ 1} € ker (d ® 1

5({(1{‘70} 8 1). B;I’+ (1(y) ® J))\;I1})= {v,5% e 13.
|l
En remarquant que

0O=Hopf( 1a {W, oW })=Hop£ ( Bwl{\70 })+Hopf( 1{\70})+Hopf( wa(yw) )+

+Hopf t(yw)+ [BWI{GO},- 1{;0} + (Xw- e)tyw 1+ [-1{;0},(Aw—é)1yw] +

+ [Xw\yw, -y Te n3(N,n), on obtient.

BLT) 01). 6.1+ (a(y) @ DG = =1 0 Oy @ )

Si W e M est orientable, tel que I(W) soit d'ordre pair,
alors pour un &lément donné x € I(W), x # 1, i1 existe y € H2(S*) tel

que a{W,aw) = (14x).y. Il en suit que {{w,BW) 8 1} € ker (481 g )

s
> 0

que {{W,3W} 8 1} = 6({(1(y) & 1).x"1}) et que

5(Hopf 1(y) ® 1).x" )= (x-1) Hopf 1(y) 8 1 = ((x+1)Hopt Wy)-Ny) (y)])es

= ((14x)Hopf 1(y) + [1(y),x1(y)]) ® 1 = Hopr (1a{¥,3W})e 1 =0

donc que {(1(y)81).x-1} € (ve1 2)1 (H1(N;n3(N)@ 2)) et par conséquent
8l(1(y) @ 1).x7'} = 0.
Supposons maintenant que { I n, {W,aﬁ} ® 1}e ker (de1 z )O.
Welr 2

Pour calculer sa contribution & 1l'image de B8 (modulo les €léments sous
a) et b)) on peut supposer que n=0 dés que I(W) est d'ordre pair.

] ~ . .
Comme dans la démonstration du lemme 1 de Ch IV,1.1 il faut que le

bord de la réunion |J W soit vide. En particulier, sous 1'hypothdse

nw#o

de la proposition ceci implique que n = 0 pour tout W et sous celle du

)

rabiot 2, ker (d®1 z est le groupe d'ordre 2 engendré par
2

0
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{z {W,a%} ® 1} qui est la réduction modulo 2, du générateur
wenr

de H (N;my(N) 8 2).

q.e.d.

2 -
§ 1 1
Le calcul de A (f;aM) v .

2.1 - _
Une facon d'engendrer H](M,BM; f*Hz(S*)).

On montre que H’(M,aM;f*Hz(S*)) est engendré par les cocycles
& support dans un voisinage régulier de la réunion d'un systéme
d'Epstein de M.

Soit R une sous-variété dans 1'intérieur de M dont les compo-
santes forment un systéme d'Epstein de M. Soit U un voisinage régulier
de R dans M et soit D une réunion d'espaces d'Eilenberg-MacLane dont
le 2-squelette coincide avec celui de U. En ce cas le 3-squelette de
M U D est celui d'un K(ﬂj(M,m),l) (i.e. nz(M U D) = 0). Posons

e:(U,3U) < (M,M-U) et r: (M,3M) C (M,M-U) les injections, alors

Proposition 1: L'homomorphisme d'extension suivant est surjectif:

*, -1 * B
H1(U,au;e"f"ﬂz(s")) (CIDEN H1(M,M-U;f*H2(s")) r—»Hl(M,aM;f"’Hz(s’*)).

Démonstraﬁion: Considérons le diagramme commutatif suivant, dont les
suites horizontales sont exactes. Les groupes d'hbmologie sont &

coeffiicients dans f*H2(S*) 0 2.

e
1,y (V) = By () — Hy(M,0) —H, (V)

r r r

2

3 1

H2(MUD)»H2(MUD,D)-,H1 (D)
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Par la dualité de Poincaré et sa naturalité il suffit de montrer

que e, est surjectif. Les homomorphismes rs -induits de 1'inclusion

L

pour i=1,2,3- sont des isomorphismes pour i=1,2. Donc la nullité
3

de H2(M UD) implique 1'injectivité de H2(M,U) > Hl(U) et donc

la proposition. Mais H2(M uD) = Hz(ﬂ](M,m); f*HQ(S*) e Z)=o0

par la proposition 3 de Ch II,3.

q,e.d,

Considérons le diagramme suivant:
g

1 1
H’(U,aU;e*f*H2(s*)) aly H’(U,au;e*f’nz(n))M)H3(U,w;e*r’*n3(n))
KB (@ (3

1 1.,
H’(M,aM;f*HQ(s*))—L; H’(M,aM;r*nz,(N)) NEST N H3(M,3M;r*n3m))

ol e(l) désigne 1'homomorphisme d'extension (i=1,2,3) et oi
1]|U et 11 sont des homomorphismes de coefficients. Par les proprié-

tés de naturalité on a 1'égalité

2l (g5 (12 (3 A1(f|U;8U) \1|U.

(1 est surjectif, pour calculer Al(f;BM)l1 il suffit de
(3)

Puisque e

calculer e A,(f U;aU) 1]|U.

Proposition 2: im Al(f;BM)xj = e(3) im A’(f|U;aU)\]|U.

En fait 1l'image de \1 coincide avec 1l'ensemble des classes

associées aux homotopies quelconques de f & support dans U, comme
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le dit le

Théoréme: Les homomorphismes

ot om ", (s™)) -+ H’(M,am;f*n2(n))

(2)

et ') ' (u,005e" M m () > 1 (v, 000580, (W)

ont la méme image. Par la dualité de Poincaré elle correspond au noyau

de la surjection, induite de 1l'application canonique k: M -+ K(w1(M,m),1)

Kyt H, (M, 251, (N8 )+ Hylm, (M,m)3e 7 (N,n)e D).

Ce phénoméne bizarre de la "dualité" entre le choix d'un systéme d'Epstein
au but et & la source pourrait déjd &tre constaté dans Ch IV,1.1

~ R N . *
quant & la torsion du deuxiéme groupe de cohomologie H2(M,3M;f ﬂ2(N)).

Démonstration: On doit montrer que le noyau de k2 coincide avec les

images de

1 Hy (e, (s%)8 B) > Hy(M3e7n, (e 2)

2

et de e, Hg(u;e*f*ne(N)e 2) » H2(M;f*n2(u)e 2.

Pour 1, ceci suit immédiatement de la commutativité du diagramme

suivant
1
lE(M;f:HE(S*)? ) —2>H2(M;f'°n2(n)@ 2) > H1(M-,f*1-13(ﬁ!,s*)e 2)

~
= k

ky, . 1

He(n1<M,m);f*H2(s*)9 2)-+H '(1r1(M,m);f*112(N)8 Z)+H1(n1(M,m);f*H3(?f,s*)e )

2

dont les suites horizontales sont exactes, dont k1 est un isomorphisme
. * A :

et dont le groupe H2(ﬂ1(M,m);f*H2(S )8 2) est trivial par la proposi-

tion 3 de Ch II,3.



Pour e, ceci suit du diagramme commutatif dont les groupes sont des
groupes d'hohologie a coefficients dans f‘wz(N)a Z:

e ° v
Hy(U) ~—— H,y(M) ———— H,(M,U)

i

H2(D) — HQ(MUD) _ H2(M ub,D)

Les suites horizontales sont exactes, H2(M,U) > HQ(M UD,D) est
1'isomorphisme d'excision, H2(M U D)= Hz(n](M,m)) et HE(D) = 0 par

le lemme 3 de Ch II,3.

q.e.d.

2.2 - 1 1
Calcul de A (£|U;3U) 1 |U.

2.2.1 =

Soit VO une composante de R, U, la composante de U qui contient VO.

0

Dans A on considére le cas ol Vv, est une 2-sphére et dans B le cas

ol VO est un plan projectif. On pose

P = 82 dans A et P = P2 dans B

et on choisit un difféomorphisme u: P [-1,+1] =+ M sur U_, tel que

O,
u(Px0)= \

A. Unbk décomposition cellulaire de g2 x([-1,+1], {-1,+1}) est donnée

S _ o2 P
par ey x(=1,+41) et e, x(=1,+1) ol ey= {yo} et e,= 57~ e, . On désigne

par e, (D2’SJ) -+ (D2|S],S][SJ) = (Sz,yo) 1'application caractéristi-
que de e,. Les I-cocycles y de C*(S2 x([-1,+1],{-1,+1}); u*f*He(S*))

. . . *
sont les fonctions y, données par un élément quelconque ¢ € H, (S")
¢ A 2 n

157
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(no = fu(yO,O)) en posant
y¢(eOX(-J,+J)) = ¢,

B.Une décomposition cellulaire de PZX([-J,+J],{-JE+J}) est donnée

N 0 - 1 0
par eOX(-J,+J), ejx(-J,+1) et e x(-1,+1) ol eg= = {y)}, e=FP -P

et e,= »°- P on désigne par gy (Dl,Sl_J) > (P, P 1'application
caractéristique de la cellule ei(i=3,2) et par a=[(e1,0)]1'élément
non trivial de n]( P2X[-1,+1]).
*,. 2 * % % .
Un 1-cocycle y de C (P x([-1,+1],{-1,+1}); u £ HE(S )) est une fonction
Y ayant comme valeur y(eox(-1,+1)) = { satisfaisant & y= a.y. Puisque
* ers
Hoggr ((fyuge)s Hy(S) @ 2) = 0 (proposition 3 de Ch II,3) et que
1'élément fyuga, appartenant a Ays est d'ordre 2 il existe
*
(s™)

> g (n0= fu (56,0)) tel que ¢ = (e+f#u#(a))¢ et on pose

Y¢(eox(-1,+1)) = Y(eox(-1,+1) =(e+f#u#(a))¢.

¢ €H

. . . . 1.1
Dans les trois sections suivantes on va réduire le calcul de A 1 &

deux cas universels correspondants & A et & B et on rappellera le genre
de calcul qu'on est ramené & faire.

2622 =
Le cocycle "universel". Dans les situations A et B on prendra un re-

présentant c: (Se,yo) > (N,no) de 1(9) € n2(N,nO). L'application

r: Px[-1,+1] -+ P est la projection sur le premier facteur et on
notera par i 1'injection i: P = Px{0}C Px[-1,+1]. Alors on a le dia-
gramme' homotopiquement commutatif suivant dont les triangles "propres"

sont commutatifs



Px [-1,+1] fu s N

(:\\\43 fu[g//’/q

(Px[-1,+1]) v 2

rxId ixId fuove

pVg®

j. 1 '
on notera «: (02,8) BXody (p?|s? s!is?) = (s?, vy) c (Pv s2,b)

et on définira le cocycle universel

Yy € C](PX([-I,H], {-1,+1}); U‘wz(PV‘Sz))

K

dans le cas A par y(eox(—],+1))

dans le cas B par YQOM-L+U) (1+va) K.

Remargue: Dans les cas A et B on a les &galités suivantes:

1 (fugv e)y(v) = 1 (r,) € €l (Bx([-1,41],{-1,413); (£0) ", ()

et 2. (fuyve), A (usPx{=1,+11) ({y}) = A7 (fu;Px{-1,+1}) 1’({Y¢}) et donc

) Ty D = T rugv o)y 8l (uspx-1,411 (D)

1 .
8 (£|uy;e0 o

0

dans H3(UO,3U0;

Pour prouver 1'égalité 2 on remarque en utilisant les propriétés

f*ﬂ3(N)'U0) d'ol 1'adjectif "universel' de vy.

de naturalité de A1, que le premier membre égale

(f ugvel, A'((rx1d)1) (1), (ix1a),({y}) =

(£ uyve),(rx1a), a'(1)(ix1a), ({v}) =

0 #
)
(fuve)

. A1) (ix1a), ({yD)

A](f u) (fuve)

(ix1a), ({y}) = a’(£ u) 11({y¢})-

#

20203 =
La facon de calculer A](U;PX{-],+J}) ({y}). Soit G une homotopie

de v: Px[-1,+1] > P v S2 telle que G différe de 1l'homotopie constante

159
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sur la 2-cellule e *(-1,41)%(0,1) de Px[-1,+1]x[0,1] par
Y(eox(-1,+3)), c'est & dire par
K: (S2,yo)-—>(P v §2,b) dans le cas A et par

v

(et+va).k dans le cas B (o est le générateur de nJ(PX[—J,+J]) = m P2)

et telle que G, et v coincident sur le 2-squelette de PX[-J,+J].

On calcule alors
81 (usPx{-1,+1)) ({y}) = a>(0,6,3Px{=1,41}) € B3 (Px([-1 1], 0=1,410)3

v*n (e v s?)

de la fagon suivante: G1|e2x[—1,+l] peut &tre obtenue par intermédi-
aire d'une déformation de e2x[—],+IJXIbre1 le bord sur la réunion
3(e2x[-1,+1])X[0,1] V] e2x[-1,+[]x0. Donc sur la "3-boule" décomposée
comme suit

D322 [-1,+1]=D?x[-1,+1] x0 U Dex(-1,+1}x[0,1] u s'x[-1,+1] x[0,1]
1'application G1(e2XId[_1,+ﬂ ) s'écrit & homotopie prés comme

(x,s,t) — erz(x) si x €D° et (s,t)e [-1,+1]x0U{-1,+1}x[0,1],
(x,8,t) = Gley(x)s,t)  si (x,8,t) € s'x[-1,+1]x[0,1].

En total, pour la décomposition suivante de 83, représentée dans les

figures 1 et 2,

3

§3= D2 [-1,+1]x1 U (D%[-1,+1]x0 U D?x{-1,+1}x[0,1] U s'x[-1,+1]x[0,1])

avec les recollements évidents (zo= XX 0x0), d3(U,G]) est repré-
)
senté par le 3-cocycle qui, sur la 3-cellule e2X(—],+l), prend la

valeur de la classe d'homotopie de l'application w: S3 > va2 définie
par
w(x,s,t) = UOE2(X) sur D2xa([—1,+]]x[0,]]) et

wix,s,t) = G(ez(x),s,t) sur ij[—1,+1]x[0,]].



~ex[-1,+1] x[0,1]

1
Gle,yls” x Id[.1,+1]x[o,1])
figure 1 figure 2

Par conséquent, pour le calcul il suffit de connaltre une extension de
1l'application G, bien déterminée sur le 2-squelette

(P)ox[_1,+1]x[0,1] = eox[-1,+1]x[0,l], jusqu'au 3-squelette

() 'x[-1,+1]x[0,1] ae px[-1,+1]x[0,1].

Re2+4 =
.L'identification des €léments de 3 ( \/ S » X ) ([HI]) Aprés le relé-

vement de w dans le revétement unlversel de PV S qui est un bouquet

S

d'au plus trois 2-sphéres, on est ramené & identifier la classe d'homo-

topie d'une application

w:s sV s,
e
\ ) eckE

Hopf ([H6]) donne une fagon "géométrique" pour déterminer la classe d'homo-
topie d'une application de S3 dans la 2-sphére. Nous allons 1l'expliciter’

dans le cas qui nous intéresse. Soit
[

i 82 >V S
e
ee€ E

P . 2 .
un homéomorphisme de S  sur le facteur Si du bouquet et soient P et
qe deux points différents de Si dans la partie lisse du bouquet. On

munit les espaces tangents & Pe €t g, de l'orientation induite par ie
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de l'orientation standard de 82. Suppusé que w est transversale sur
1'ensemble {pe,qe; e € E}, on définit le nombre d'enlacement

-1 -1
Te,e! (w) = 1k (0™ (p)w (q,,)) pour ye,e'eE.

En ordonnant l'ensemble E on a le lemme suiyant

Lemme: Sur la base de Hilton de ﬂ3( v S2

,xo) (voir Cons.1 de §1.2)
e€R

on a 1'égalité

[w] =2 v, (o) Hopf(ie)i Iy, o (w) [ie,i

e (E
e€E ° e<e' €

(C'est & dire que les Ye o (e <e") forment 1a base duale de la
’

base de Hilton.)

262:5 = o - 5
Le cas A. Dans ce cas P =87, k: SSCPvVS.

Proposition: Al(U;PX(—1,+1}) ({y}) est représenté par le cocycle qui
sur la cellule eQX(-1,+1) prend la valeur du produit de Whitehead

2

[UO,K] € 1r3(PVS,b)

Corollaire: A1(fu;82X{-1,+1)) 11({y¢}) est représenté par le cocycle

qui sur la cellule e, x(-1,+1) prend la valeur ffu0,1(¢)]e ﬂ3(N,nO)

2

Démonstration: Il suffit de connaitre 1'homotopie G de v associée
& y (voir §2.2.3) sur (P)IX[—1,+{]XIO,I]= {yo}x [-1,+1] x[o,{] et on

peut la choisir de telle fagon que
! 2
G(ygss,t) = uylyy) =b € P vs® si[|(s,8-3)]]> ¢

G(yo,Es,%+Et) = k(s,t) si (s,t) ¢ D? (voir figure 3 ).

Maintenant d3(u,G1) est donné par l'application w: (SB,z ) > (P\'Se,b)

0

définie dans §2.2.3 par (voir figure }4)
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w(x,8,8) = e, (x)=0(e,(x),0) si (x,5,8) € 22x3([-1,+1]x[0,1]) ou

sixes et [(s,6-3)]]> &

w(x,is,3+it) = «(s,t) six € 5! et ||(s,8)]] < 1.
+1,0) (+1,7) ’ /"'-'\'
i
i
|
(:ﬁi»—————(o,%) i
4
)
i
i
]
i

(-1,0) (-1,1) \

figure 3 figure 4

En fait w est (& peu de choses prés) dans la forme standard du pro-
duit de Whitehead [UO,K]. D'autre part l'imagg réciproque de deux
points réguliers de P (_r_eﬂ;_). de S2) consiste en deux courbes simples
non enlacées qui se trouvent dans sza([—J,HJX[O,IJ) (f_ﬂ” dans
SIXE—1,+1]X[0,1] et 1'image réciproque d'un point régulier de P

(1a courbe dessinée en traits-points)et d'un point régulier de 2 (par
exemple 1'ame du tore plein dessiné dans S1X[—1 ,+1]x[0,1j) forment

deux courbes enlacées une fois..

q.e.d.

2,2.6 = !
2 P PO
Le cas B, Dans ce cas P = P et o designe le lacet non trivial sur

IP2X(-],+J]E point base (;0,0) = (p2(y0),0) ol Pyt s° > p? désigne
le revétement standard. ‘
Proposition: A](u; ]P2X{-1,+1}) ({y}) est représentd par le cocycle

qui sur la cellule e2x(-1,+1) prend la valeur (& signe prés)
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2
[« + Ug Pps (v @) ] e WB(P v 55,b).

2 ] oz 2
Corollaire: A’(f uj; P x{~1,+1}) 1 ({Y¢}) est représenté par le co-

cycle qui sur la cellule eQX(-J,M) prend la yaleur
[1(o)+ £ ugp,, (£ u )u(a)1()] € ny(N,np).

Démonstration: On va construire 1'homotopie G de v, associde & y, sur
(]P]x[-1,+1])><[0,1]. Soit v: S]ﬁlP?x( [—1,+1]><[0,1]) un plongement tel
que pr,v = p,—p, est le revétement standard & 2 feuillets— disons,

N

pour fixer les idées, v(x) = (p](x), (0,3) + ix) pour x € s' (voir

la figure 5). On désigne par ¥: s'x 2p2

> JP]x( [-1,41]x[0,1]) une para-
métrisation d'un voisinage tubulaire de v(Sl) telle que ‘{’|S1>< 0=vet
que Y¥(x,y) = (p1(x),‘l’x(y)) ol ‘{fx:2D2+[-1,+1]><[0,1] est la composition
d'une translation et d'une homothétie (par exemple ‘l’x(y)=-]—% y+pr2v(x)).

Dans la figure 6 on a dessiné les images de ¥ et ¥_ pour

= (cos ¢,sin ¢)GS1 contenues dans p1(x)x[_—-1,+'1]x[0,1] .

j\ﬂ 1)

wx(is )

(+1,0)
23)

(‘190) (—111)

figure 5 figure 6

Soit pour x e S s My [0 J] > D2 le chemln de xo g x deflnl par

ux(t) (I-t)x + tx. On pose G| P x[_-J +J]x[0 l]egale a
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2

G ¥(x,y) = x(y) si (x,y) e s xp
G ¥(x,y) = Uoszux(lly|l-l) si (x,y) € s7x(2p%-p?)

et G (x,5,8) = vy(x) si (x,5,8) ¢ P'x[-1,+1]x[0,1] —im v.

' P 1 . .
(Dans le tore épaissi ¥(s'x(20%-0%)) on a mis un raccordement de points
base.) Il est facile de voir que la différence sur la cellule
Pox[-],+1}X[0,1] entre G et 1'homotopie constante de v a la valeur

(e +[u E | ] Yok = (e+v a).x € 7. (P v Sz,b). En étendant G en une
02 “Xq 2 .

homotopie de v, d3(u, Gl) prend comme valeur sur eex(-1,+1) la classe

d'homotopie de w: (S3,z0) > (pv Sz,b), définie dans §2.2.3 par,
w(x,5,8)= voe,(x) si (x,s,t) €D2xa([-1,+1]x[0,1])
w(x,s,t)=G(p1(x),s,t) si (x,s,t)€ S1X[—1,+1]X[p,1].

Pour déterminer w on va la relever dans le revétement universel

2 2

2 2.2 2 2 2
p:S°vsvsT=s xyoxyOUyoxS xyOUyOx(-yO)x s° —P-vs
défini par p(x1,x2,x3) = K(x]) si x]# Yo

= K(x3) si x3# Yo
UOP2(X2) sinon.
. 2.2 L _ 2
Soit €: D” -+ S” 1l'application telle que Py = €, et que e(D )
contient 1'hémisphére nord de 2. Posons

W+, y=: 8! x 2% & SIX([;1,+1]X[O,1])

e s . +
les applications définies par ¥-(x,y) = (x,W+x(y)). Alors un
reldvement w de W, W (S3,zo) > (ngS2v82, yoxyoxyo) sera défini
de la fagon suivante

W(x,8,8) = (y5,€(x), ¥,) si (x,8,t) eD%xa([-1,+1]x[ 0,1])

etsi(x,gt)es1XE4,+ﬂXE,ﬂ-(imW+UimW-L
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v W+(x,y) = (yo,pr(IlyII—l),yo) si (x,y) € g! x(2D2-D2),
W W+(x,y) = (k(y), Yo» yo) si (x,y) € SJ % D° s
V¥ (x,y) = (3 ~en_ (vl 1-1),7,) s (x,3) €87 x(20°~ p7),
G"l’_(x,y) = (yo"yo’ K(yo)) si (x,y) € SJXDZ -“
—
+,.1 -1,.1
k//—T'w (s'x0)/ w '(p)
— .
1T -l -1, 3
: | ;/‘!’ (s'x0)/w '(p°)
L"N'G)r\l?f‘(p) fgure T

P . 1
On choisira des points p], q # yox yox Yo dans
2 3 3 2
8% yux¥gs P7s @ # yox (=¥ )x y, dans y X(-y )% §° et
P,q € ¥X 52x Yor On suppose que p et g se trouvent sur 1'hémisphére
sud. Alors 3_1(p1) et g_](q]) (resp. 3'](p3) et 3_1(q3)) forment deux
courbes simples non enlacées paralléles & W+(ij 0) (resp. ¥~ (SJXO)).

Les courbes 3-1(p1) et 3-1(

q3) sont enlacdes une fois. W atteint 1'hémi-
sphére sud de yqx 5% ¥, seulement dans W_(Slx(2D2—D2)) et 3-1(p) et
3—](q) forment deux courbes simples non enlacées paralléles au méri-

dien du tore plein W_(S]x D2) (yoir la figure T) , i.e. bordant un
disque élongé qui coupe W'(ij 0) transversalement en 1 point. Par
conséquent [w] = p#[gj = [K,(U G)K] + [UOPZ'(U a)K]. Pour la détermination
de 1'image le probléme du signe n'a pas d'intérét puisque le 3-cocycle

£ défini par E(e2x(-1,+1))= [«,(v a)K] représente une classe d'ordre

2 dans H3( ng([—1,+1l{-1,+1});u*n ( PQVSE)) (voir 1a démonstration

2
de la proposition 3) de §2.3).
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2-3 - . 1 1
Remargues sur coker A (f3;3M) 1.

En identifiant HO(M,aM; f*n3(N)) et £ o my(N,n) par ¢, (voir §1)
nj(N,n)

et étant donné un systéme d'Epstein paramétrisé { <¢3,rj>; j} de M, la
proposition 2 de §2.1 et les corollaires de §2.2.5 et §2.2.6 impligent

‘s . 1 1 9 * * 3 *
Proposition : L'image de A (f3;3M) 1 : H (M,3M; f H2(S )) +~ H7(M,aM; f ﬂ3(N))

est engendrée par les éléments suivants:

1) 18 [f(yjrj),x] pour tout T3 dont 1'image est une sphére et xen2(N,n),

2) 18 [x+f(yj1j),f(yjujygl)x] pour tout Ty dont 1'image est un plan

projectif et x:en2(N,n). aj désigne le lacet non trivial de Tj(S2).

Rappelons que toute immersion T dont 1'image est une sphére ou un plan
projectif & fibré normal trivial fait partie d'un systéme d'Epstein (remarque 2

de Ch II,1).

Conséquences: Soient Tis X g, Yy comme dans 2), alors

3) 28 [f(yj‘rj),x] cim a'(£3oM) 1! et

L)y 18 [f(yjrj),x] €im A](f;aM) 11 si en plus f(yjajygj)x = -x (par
exemple si x = f(yjrj)).

Démonstration: 3) suit de 2) par les égalités suivantes (Aj= f(Yjan31)):

28 [x,xjx] =1 9[-x,ij] + 18 Aj[ij,x] =18 [x,ij] -18 [ij,x] = 0.

Si en plus ij = -x,

18 Hopf)‘(x) = 1 8 Hopf(-x) =18 Hopf()\jx) =189 }\jHopf(x) = -1 ® Hopf(x),

donc 18 [x,xjx]= 18 (-[x,x]) = -2 ® Hopf(x) = 0. Q.e.d.
I1 en suit que 1l'image de A1(f;3M)l1 contient les éléments suivants:

pour x eng(N,n) et’y-en2(M,m): 2(1 9[:f#(y),x]) par 1) et 3),

18 [f#(y),x ] si en plus y'ew25ph(M,m) par 1) et 2(1 8 f#Hopf(y)) par

1) et b).
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Remarque : Si f est une équivalence d'homotopie, en tant qu'application

f: M > N, coker Al(f;aM) 1] est un Zz-module. Sans cette hypothése

coker A1(f;3M) 11 est un Z -module.

2.deg(f)

En effet si f est une €quivalence d'homotopie ceci suit de §1.2 et de la
discussion ci-dessus. Généralement im Aj(f;aM) 11:)f*im Aj(IdN;BN) 11
ce qui est identifié par L & deg(f).im A1(IdN;3N) \1 (naturalité de la

dualité de Poincaré) et donc im A’(f;aM) W] contient les multiples de 2.deg(f).

Dans la suite on va détailler ce qui se passe si f est une &quivalence

d'homotopie.

Définitions: W(A m) est le Z_-module engendré par les paires <\,u>,
3

M 2

XﬂJEAM,m, avec les relations
8.) <ALU> = <p,A>,
-1 -1 _
b) <ghg” ,gug > = <A,u> pour gem,(M,m),
e) <h,u> = <A,uAn>,
d) <A,A> = 0.

L'homomorphisme c: W(A) =+ 2 e ,n3(N,n)/im Aj(f;aM) ! ofait correspondre
-~ " 1, (N,n)
1 t]

~ . 2 -
<A,u> a4 18 [ftxp2’ftup2]’ si t,, ( E’,yo) -+ (M,m) sont des plongements

t
. o u

tels que txl( P’,io) et tuf( Pj,io) représentent A respectivement yu.

Par la proposition de Ch II, k4, [txpé]‘est bien défini & signe prés modulo

n25ph(M,m), done c(<\,u>) ne dépend pas du choix de t, et de tu. ¢ respecte

A

les relhtions: a), b) et d) correspondent aux relations du produit de

Whitehead dans 2 e
n1(N,n)

wB(N,n) modulo 2, donndes dans §1.2 et c) corres-
pond & la proposition 2) ci-dessus.
La suite exacte (S) de §1.2
v
0+2 @ 82112(N,n)/im3 18Wh 5 5 a.(N,n) %z e m,(N,n) > 0
w](N,n n](N,n) m
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donnera lieu & la suite exacte suivante:

Théoréme: Si f: (M,3M) -+ (N,3N) est une &quivalence d'homotopie (en tant

qu'application £f: M > N) on a la suite exacte de Ze-modules

p » 13
0 - w(AM m) —C > coker A1(f‘;3M) 18 8 1|’2(N,n) >0
E)

21r1(N,n)

(1 ® v est induit de 1 8 v). Z 8 7

2 -moﬁule de rang
ﬂ1(N,n)

2(N,n) est un Z

2

fini, inférieur ou égal & la cardinalité d'un systéme d'Epstein de N.

Démonstration: En identifiant w](M,m) et ﬂ](N,n) par fy,, 1'homomorphisme
f#:‘ nB(M,m) > n3(N,n) est un isomorphisme de 1r1(M,m)-modu1es et selon 1a
proposition 1'image de 1'homomorphisme

(18 f#—I) bp al(esam) o E'(M, oM f’Hg(s*)) >Z 8 w (M)
3
Tr](M,m)

est engendré en tant que groupe abélien par {1 8 Wh(d); deD} ol

D={[t]® x; t: ( S2,y0) + (M,m) est un plongement et xenz(M,m)} U

{(x + [t p2]) 8 Ax; t: (]P2,3_ro) + (M,m) est un plongement & fibré normal
trivial, 1 = t]|( IP1,§O) et x€1r2(M,1_n)} comme sous-ensemble 1r1(M,m)—invariant
de S2n2(M,m). L'image de l'homomorphisme de Bockstein (voir §1.2)

B: H,(M; 2, 8 n (M) » 2 @ s°n (M,m)
- 1 2 2 2
1r1(M,m)
est engendrée en tant que groupe abélien par { 1 ® b'; b'eB'} ol B' est

un ensemble 1r1(M,m)-inv,ariant, réunion d'un sous-ensemble de Som,SPB

(M,m)
et de

B = {[tpzjﬁftpz]; t: ( IP2,§O) + (M,m) est un plongement & fibré normal
trivial;}C 521r2(M,m) .

De la suite exacte rappelée ci-dessus, (S), on obtient donc une suite exacte

0+ e (s%m,(M,m)/(B)+(D)) 18 T rer a'(£50M) 1] ——
1!1(M,m)
: 18Y 5 @ m,(N,n) > 0 .

2
wj(N,n)

sph

Par construction (D)Dw2 (M,m) 8 WE(M,m) et donc on a 1'isomorphisme
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¥ oo (SPr,mm)/()+(D)) = B 8 (5%(n,0,m)/n,%PP(,m))/(B)+(D)).
w,(M,m) n](M,m)

Soient ¥ = {A8A;1€ A} C 52 Z[A]) et ‘
B = {uerur + A8y A,nehl 82( Z[A]) alors par le 'théordme de Ch II,h
le dernier groupe est isomorphe &

w= 2 o (SPara/(®) + (B)) .
ﬂ1(M,m)
Remarquons que Sz( 2Z[1\] e 2) = SE( Z[A]) comme ﬂ](M,m)-module. Puisque

dans 2 © S22Z[A], 18 (u @ Aud) =°1 8 A(Auh 8 u) = -1 8 (Aur @ y) =
: ﬂ1(M,m) :

=-18 (y ® \u\), tout élément est d'ordre 2 modulo 2 8 (¥) eton
: wl(M,m)

vérifie facilement que W est isomorphe & W(A) et que 1 ® T Wh est ainsi

identifié & c. La remarque sur le rang de Z, 8 wz(N,n) est une
n](N,n)

conséquence de SE(N) (voir Ch II,2). q.e.d.

Red =

Les rotations paralléles aux sphéres - 1.

Ce paragraphe concerne le quotient coker A1(f;aM) 1 ge z, 8 ﬂZ(N,n)
w1(N,n)
au cas o f = Idg: N > N.

Lemme 1: La suite suivante, induite de celle du théoréme de Ch II,h,est

exacte
0 2z, ® M) > 2z, o n (N3 2z e sz J-o.
2 2 2 2 2 N,n
m,(N,n) m,(N,n) m,(N,n)
1 1 1
. sph 1 1 .
2: L'homomorphisme H: Z e (N,n) + coker A (Id 33N) 1~ gqui
2n (N,n) 2 N .
2

f 1

associe & 1 8 o, pour un plongement o: (Sz,yo) + (N,n), la classe de

1 ® Hopf(o) est bien défini et satisfait & 18 v H = Id gz @ g SPB
o

2
nj(N,n)

(N,n).-

Démonstration: Pour 1. il suffit de montrer que 1'homomorphisme de coef-

ficients: H,(N; Z28n2(N)) + HJ(N; ZgﬂlfA]) est surjectif, puisque
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sph
0+ Z,0m, ? (N,n) > Z, 8 m,(N,n) > 2,8 Z[A]>0
est exacte. Soit {)\i; i =1,...,p} un systéme de représentants des
orbites de A pour la 1r1(N,n)—action. En désignant
v
I(Ai) = {gen1(N,n); g)\ig-]= li} on a un isomorphisme de n1(N,n)-modules

2,0 Z[A]% i:? i[w,(n,n)] 8 z

I(Ai)

2

Soit {ti; i=1,...,p} un systéme de plongements b (]Pz,io) + (N,n)
tels que til( P1,§0) représente )‘i' Alors 1'élément {(e81).)\i} du groupe
H,(N; 2]~ (N,n)] @ Z_) correspond & {(18X.).).} dans H,(N; 2.8 Z[A])
1 1 (2 2 : i i 1 2

i
qui est 1'image de {(19[tip2]).>‘i}-

Par la proposition de Ch I,3.2 on a un isomorphisme

N

H (N; z[n (N,n)] e Z,)=H(I(x,); Z,). 8i I(r,) = {e,);},ce groupe
1 1 2 1 i 2 i i
I(,)
i
est engendré par {(e91).>\i}, sinon par le lemme 2 de Ch II,3, I().i) est
un groupe abélien engendré par A; et un certain B d'ordre infini, et il

! }£H1(I(Ai); 22) qui correspond &

faut un deuxiéme générateur { 1.8°
((18)\1).6-1}6H1(N; z.8 Z[A]). Selon le méme lemme il existe
EEﬂZSph(N,n) tel que (B—e).[tipz] + ()\i—e).E = 0, et donc
((1exi).e'1} = (191)1{(18[tip2]).8_1+(195).A;1}.Ceci montre 1. La deuxiéme
partie suit de ceci, du fait que la fonction x#+ 1 8 Hopf(x) sur

sph

, (N,n) est linéaire modulo im A1(IdN;8N) 11 et que pour un élément

X€E 112Sph(N,n) trivial modulo 2 et l'action de 1r1(N,n), 1  Hopf(x)

PO 1
appartiept & im AI(Id.N;BN) 1. q.e.d.

Pour la réalisation géométrique des éléments de 1'image de H on
fait la définition suivante:
Définition:(cf. Ch IV,2.2) Soit a: (1,{0,1}) » (0(2),Id) un générateur

: 82xI » oI 1'homéomorphisme défini par

de n1(0(2),1d). Soit Py
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po(x,t) = (a(t)(x),t) pour (x,t)€ §°xI. Pour un plongement

i: 851 » M, la rotation paralléle & la sphére i(SQXO) (associée & i et

a) est 1'homéomorphisme p: M > M tel que p(x) = x si x éi(S2XI) et
que p(i(x)) = ipo(x) pour xe€ s2x1. v

~

Alors pour la décomposition ceéllulaire de SexI analogue & celle de

S2XE-1,+1] de §2.2.1, p. coincide avec l'identité sur le 2-squelette.

0
Remargue: d3(po,Id; SQX{Q,I}) est un générateur du groupe infini cyclique

H3(S2x1,82xaI; n3(52x1)) isomorphe & 1r3(82).
Démonstration: d3(p°,Id) est déterminé par la classe d'homotopie de

wi 83 = DoxIx0 L] D?xIx1+ — §°
S1xIXO = S1xIX1

donnée par w(x,t,0) = eg(x) et w(x,t,1) = a(t) EQ(X) pour (x,t)e D2xI.
(e

o désigne 1'application caractéristique de la 2-cellule de SZ). On
peut vérifier qu'elle représente Hopf(IdSQ) (& signe prés) par exemple

par le critére de 1l'enlacement des images réciproques de deux points de

52(Int D2) (voir §2.2.L4). q.e.d.
2 x . sph o .
Théoréme: Soit x €m, (N,n) alors 1 . il y a un plongement

2
o: (8%,y,) » (N,n) tel que 18 x =186 [o] dans 12“ (S n)1r2(N,n) et
’ ’

2°, pour la rotation p paralldle & la sphére 0(82) 1'obstruction

d3(p,Id; 3N) représente la classe H(x) de 1 8 Hopf(x) dans

1 1
coker A (IdN;3N) 1.
Démonstration: Si o existe comme dans 10, par naturalité de 1l'obstruction
Demonstration

3 . = = .
on a d”(p,Id; aN) = 1 ® Hopf(o) et par le lemme 2, H(x) = H(o) donc-on
a 2°. soit (<yi,ci>; i} un systéme d'Epstein paramétrisé de N, alors x,
étant une combinaison nl(N,n)—linéaire de plongements, est une combinaison
P . < 2

w1(N,n)—11nea1re Zn(g,l).g.yici du systéme {yici; oi(S )y 2 Sz} selon le

lemme 1 b) de Ch II,3: Modulo 2n2(N,n) et 1l'action de n1(N,n) la con-



173

struction de o revient au probléme éyident de faire une somme connexe
. . 2
plongée des sous-variétés non orientées (!) ci(S ) pour lesquelles

tn(g.i) est impair. q.e.d.
g

§ 5 -
La contribution de coker 11 d 1'image de A](f;aM).

3el = .
Réduction & des variétés "simples".

Avant d'aborder la réduction on fixe uné notation concernant 1'homomor-
phisme 1. Soient Z une 3-variété compacte , zeZ, g: (2,2) > (2,2) 1le
revétement universel, T la réunion des membres d'un systéme d'Epstein

de Z et T" = q-1

(T), alors on a la surjection (voir Ch II,2)
h
* Z,2
v H(TY) > B (2) 2% (2,2).
Soient X une 3-variété compacte et g: X -+ Z une application, alors
. * * 1 ) .
Notation: 118: H1(X,3X;g H2(T )) »H (x,ax;g*n2(z)) est 1'homomorphisme

1

. . [N . . iy 2 1
de coefficients associé & 1. Si g est 1'identiteé on pose 1 =1,

IdZ

Au cas ol 1'homomorphisme &y’ n1(X) -+ ﬂl(Z) est injectif et respecte les
. ~
homomorphismes d'orientation et que Z n'est pas fermée (i.e. SE(Z)), on

a parallélement au théoréme de §2.1:

Py . 1 . . ”
Proposition: L'image de 1 g correspond par la dualité de Poincaré au

noyau de 1'homomorphisme

Hy(X3g™n,(2)8 2) > Hy(n, (X,%)38"n,(2,8(x))e ¥).

En partjculier elle est indépendante du systéme d'Epstein choisi.

Soient f: (M,3M) + (N,3N) une application satisfaisant & F(f) et comme dans

Ch II,2, Wun systéme d'Epstein projectivement minimal de N, S = U V
VeW
et M 1'ensemble des composantes W du complémentaire de N-S telles que

#-Wwcs et que n1(w) soit fini. Quitte & rajouter des 2-sphéres & " on
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peut supposer que pour tout W e®, ¥ est une variété simple, c'est & dire

une variété compacte d'un des trois types suivants:

1° une variété simplement connexe, donc du type d'homotopie d'une boule
v
trouée,
0 AL AN

2" une variété a groupe fondamental fini dont le bord est une 2-sphére et

3° une variétd homotopiquement équivalente (rel le bord) au complémentaire

d'une boule dans P2XS1.

En particulier le bord d'une vari&té simple est une réunion de 2-sphéres.
Dans cette situation on a les lemmes suivants:

Lemme:1: L'homomorphisme de Bockstein associé & SE(N) induit un isomorphisme

n
coker 11N 2 H2(N,8N; H3(N,S*)).
2: (] coker 11‘7] _z_ejl_écoker 11
wem
désigne 1'homomorphisme induit de 1'homomorphisme d'extension (aussi sur

est un isomorphisme. e

N w

les coefficients) H1(W,3W; ng(ﬁ)) > Hl(N,aN; ﬂg(N)).

3: £l H’(N,au; w2(N)) > H’(M,aM; f*nz(u)) induit un isomorphisme

f’: coker 11

i coker 11f.
Rabiot: coker 11‘71 S H1(w-, z).
Le point 3 est trivial si 3N = § parce que f induit un isomorphisme de
groupes fondamentaux.
Démonstration: D'aprés la proposition et la démonstration du lemme 2 de
Ch IV,1.1 1l'homomorphisme de coefficients
H2(N, 3N; H3(ﬁ,s*))+ H2(N, 3N; H2(s*))
est trivial sous l'hypothése ci-dessus de minimalité. Ceci prouve 1. En

prenant une composante W' de p-j(W), ol p: N > N aésigne le revétement

universel de N, on a 1l'homomorphisme d'extension
2= .= —=N =N * 2 e =1,=
e ¢ HO(W,0W; Hy(W', W' N8T)) » HO(N,3M; Ho(p™ W,p” (W-W))).
En appliquant la dualité de Poincaré et le lemme 3 de Ch II,2 il suit

de la proposition de Ch I,3.2 ,appliquée deux fois (W comme ci-dessus,
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G=Z,X=WetX=N n(Xz) =I() que e} s'identifie & 1'identits

1

de H](w; Z), et il est donc un isomorphisme. Par la naturalité de 1'homo-
morphisme de Bockstein par rapport aux suites exactes ( SE(W)-#SE(N) )

- v
et aux espaces ( WcN ), on peut conclure 2. Pour montrer 3 il suffit

de montrer que
£2: H2(N,3N; 33(ﬁ,s")) > H2(M,0M; f*ﬂ3(ﬁ,s*))

est un isomorphisme. Ceci suit des faits que

£1 H (M f*n3(i¥,s*)e ) >, (N H3(i¥,s")e 2)
est un isomorphisme et que la multiplic;tion par deg(f) est un isomorph-
isme de H2(N,8N; H3(ﬁ,s*)). Le dernier fait est une conséquence de

. . P v
1'isomorphisme trouvé ci-dessus: coker 11W = H](W; Z), du lemme 2 et du

lemme de Ch III,2.1 disant que deg(f) et |n1(w)| (et & fortiori

IHI(W; Z)|) sont relativement premiers pour tout W.e W, q.e.d.

En dénotant Zf: coker 11f + coker A](f;aM) ‘]f 1'homomorphisme induit

de A1(f;3M) et en utilisant la naturalité de A‘, le lemme ci-dessus

implique que l'image de Ef est engendrée par les images des homomorphismes

1 Kﬁ 1 =y 1 Ew 1 1
coker 1 7 ——> coker A (Idw;aW) 1z — coker A (IdN;aN) vy

_ coker A1(f;3M) llf ,

ol W parcourt W et ol Ew est induit de 1'extension

H3(W,aw; n3(W)) > H3(N,8N; 1r3(N)).

W

Kf il shffit de considérer les W tels que W est une variété simple de

type 2 (§3.3) et de type 3 (§3.2). Rappelons que par 1l'isomorphisme s

Si W est simplement connexe, coker 11- = 0 donc pour calculer 1l'image de

de §1, essentiellement revenant & la dualité de Poincaré, f3 induit la

a
multiplication par deg(f) dans 2 e ﬂ3(N,n).
n](N,n)
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302 -
Le cas des variétés simples: exemples.

On va déterminer 1'image de A](Idx;ax) pour des variétés X obtenues &
partir d'un espace lenticulaire "classique" ou de Po%s’ en enlevant une
boule ouverte. On donne une autre description de ces variétés dans la

proposition ci-dessous.

Soit BCInt p2xs’ une boule, o: s > 9B un homéomorphisme (pour fixer les
idées tel que 0—1({0}XS]) = {+y0,-y0}). Soit D <P un disque centré en
io. A un lacet a: (I,3I) »+ (0(2),Id) sont associées des isotopies de

D2><S1 et de IP2:

8,(x,8) = (a(t)(x),s) pour (x,s)€D’xs’ , tel et

¥, (py(x)) = p, a(t)(x) pour xes? |, tel (cf. la définition de Ch IV,2.2).
On peut s'arranger que ¢t et wt laissent invariant B respectivement D.
Il est clair, si a représente le générateﬁr de n1(0(2),Id), que 1'homéo-
morphisme 3BxI -+ 3BxI défini par (z,t) - (¢t(z),t) est la rotation
paralléle & la sphére 3Bx0 (voir §2.k4).
Proposition: Soit X une variété, recollement de D2XS]-Int B gﬁ_gg_DexS1

(resp. gg_(‘Pg-Int D)XS1) par un homéomorphisme h: ap°xs' ¥ aD°xs! (resp.

h: 30°xs' ¥ aDxs') alors

1 8 Hopf(o) € im A1(Idx;3X)C 2 e m(X).
w,(X)

C'est & dire que la rotation paralléle & 0(82) = 3X est homotope &
l'identiéé reldX (elle 1'est méme isotopiquement).

Démonstration: Quitte & faire une isotopie de h, h est la composition de
deux "translations" chacune préservant un paramétre de ap>xs’. En ce cas

h commute avec les translations ¢t|aD2xSJ, qui peuvent &tre &tendues &

1'aide de ¢, (resp. de wthd) et de la "translation" dans la direction
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de s’ en une isotopie de 1'identité & 1'identité sur p2xs? (resp. sur
(IP2-D2)XSJ). En modifiant 1'isotopie ainsi obtenue dans un collier de
3B on peut obtenir une isotopie de 14, rel 3B aboutissant & la rotation

paralldle & 9B, p. Par §2.4, a>(p,Id,; 2B) = 1 @ Hopf(o).  g.e.d.

Théoréme 1: Soit X le complémentaire d'une boule ouverte dans une variété

& groupe fondamental cyclique fini, admettant une décomposition de

Heegard de genre 1 (resp. dans szsj), alors (i) pour un homéomorphisme

[ H S2 + 93X

in a"(1a,50%) = im a'(1a,30%) ', + (.1 8 Hopf(o) ) < ? )n3(x),
: w] X

et (ii) coker A’(Idx;ax) =0 (resp. coker AI(IdX;BX) = Z2 engendré

par 1 8 Hopf(t p2) ol t: P° > X est un plongement & fibré normal

trivial). Il en suit le méme pour toute variété homotopiquement équival-

ente (rel le bord) & X.

Démonstration: Selon le théoréme de §2.3,

1 1 n
coker A (Idx,ax) 1,= 2, © n2(x), parce que W(Ax) =0. 2, ® nz(x)

A ™ %r (%)
1 1

est engendré par-1 ® o (resp. par 1 8 o et 1 8 t p2). Le résultat suit
immédiatement de la proposition ci-dessus (resp. il faut s'en convaincre
que 1l'on a recolté vraiment tout dans cette proposition. Dans §3.1 on a
vu que coker IIX est isomorphe & H1( Z,; Z) et donc cyclique. La
présentation SE(X) de ﬂ2(x) de Ch II,2 donne un isomorphisme de w](x)-
modules, my(X) = 2[r (X)].tp, & 2[r (X)].c modulo les relations

(e + A).tpy et (B - e).tp, + (A - e).o ol m,(X) = z[sle ZQ[A]. Par

conséquent Z_ 8 (X) est de rang 2 et 1 ® o n'est pas trivial, donc

m
gnl(X) 2

1 @ Hopf(o) engendre 1'image Zx(coker IJX) contenue dans

1 1
coker A (IdX;BX) Uy ). q.e.d.
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Rabiot de ce paragraphe: Soit B C Int P2XI une boule. p, Po? Py désignent

les rotations paralléles & 3B, & P°x0 et & P°x1 dans P°xI-Int B. Alors

la composition p f0 P4 est isotope & 1'identité rel le bord. Etant
données des paramétrisations ;¢ P2 » PPxi pour i = 0%1 on a 1'égalitéd

d3(Id,p) = 1 8 Hopf(t ). Par conséquent

192702
2

Théoréme 2: Soient s " P > N des plongements 3 fibré normal trivial

0’8

1 1 _ . . s
tels que sol P et s]| P’ soient homotopes. Notons la rotation parallele

~

g_si( Eg) par p; (i = 0,1). Alors il y a une composition h de rotations

paralléles & des sphéres telle que °0 soit homotope § h o4 (rel 1le

0-squelette relatif). On a 1'égalité

a3(1a,n) = 1 8 Hopf(s ) mod im A’ (Idy;oN) 1’N.

1P27%0P2

Démonstration: D'aprés la démonstration du lemme 1 c¢) de Ch II,3 on peut

passer de S, & s, par une suite de plongements g = tO’t1""’tk—1’tk =

du plan projectif tel que tj( P2)0 tj+1( %) = ¢ pour j = 0,...,k-1 et

s

que tj( P2)thj+1( P2) fait partie du bord d'une sous-variété plongée,
homotcpiquement &quivalente & PQXI—Int B. Le résultat suit alors du
rabiot ci-dessus et du lemme 2 de §2.h.

33 =

Le cas des variétés simples.

Dans cette section on considére, sauf mention contraire, des variétés
simples (voir §3.1) W & groupe fondamental fini (et dont le bord consiste
en une 2Lsphére).

Proposition 1: Soit o: 82 + 3W un homéomorphisme, alors,

coker A](Idw;aw) ‘1w 2 z/(2,[n, (W)

et il est engendré par la classe de 1 8 Hopf(o), correspondant i la

rotation paralléle a aW.
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Démonstration: Par le théoréme de §2.3, coker AJ(IAd.w;aw) l]’w est iso-

morphe & Z_ ® w_(W) et on sait que w (W) ¥ Z[n W/ x g) est
2 2 2 1
WJ(W) gew](w)
engendré par o. v
Définitions: r,: coker A](Idw;BW) 1]w > Z/(Z,IwJ(W)I) est 1'isomorphisme

unique,

p.: coker 1)+ HO(W,aw; H_(W,oW)) + H (W; &) » H, (7 (W); £)

W w ) s M3 ’ 1 ) 1 1 5
est 1'isomorphisme de §3.1, composé, rappelons-le, de 1'homomorphisme
de Bockstein (lemme 1, §3.1), de 1l'isomorphisme de la dualit? de Poincaré
(en utilisant pour le revétement universel W 1'orientation induite de
celle de W; il ne dépend pas du choix) et de l'isomorphisme canonique et

eie -1 .
byt H1(n](w); z) > Z/(2,|1r1(w)|) est la composition ry Aw Py (voir

§3.1 pour Zw).

Dans les deux propositions suivantes on donne le comportement de by par
rapport aux applications induisant un isomorphisme de groupes fondamentaux
ét aux revétements (connexes).

Proposition 2: Soient Wi, o; comme dans la proposition 1 (i = 1,2),

’

W, = oi(yo) et a: 1r1(w1 ,w1) -+ "1(”2"’2) un isomorphisme, alors il'y a

une application a: (w1,aw1 ,wj) > (we,awe,wz) telle que (i) a induit a,

(ii) deg(a) et |u1(w1 ,wl)l sont relativement premiers,

(iii) [a (11] = deg(a) [cg]ewz(wz,we) et (iv) on a le diagramme commutatif:

}!{1(1;](w2,w2); z) +—21— Hy(m (W ,wy);5 Z)
12 )
, |,

2/(2, |7, (i) ) = z/(2, |, (W ,w)])

Démonstration: w](wi,wi) est canoniquement isomorphe & w](WiLé D3,wi) pour

1

i = 1,2 et puisque w2(W2LOJ D3,w2) =0 il y a une application
i
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a: (W, U D3,w ) > (W, %J D3,w ) induisant a. Puisque a induit une sur-
1 2 > 2

1 94
jection de groupes fondamentaux cn peut s'arranger, quitte & faire une
homotorie rel w

que (E)-](D3) =03 (voir p.e. [ H2;prop. ],1]). En ce cas

5)

qui satisfait & (i). (ii) est une conséquence du lemme de Ch III,2.1.

1

- [
a induit par restricticn une application a: (W],3W1,w]) > (W2,3W2,w

alaw] induit ure applicaticn de degré deg(a) = deg(a), d'od (iii).
Considérons le diagramme commutatif suivant:

1
1 . a
coker 11 - coker 11 4———~§————— coker'l1
w2 a W1

5, o R,
3

a

W )11 —2, coker Al(a;aw )11 - coker A1(Idw 3 OW )11 .
1 a 3 1 w1

1
coker A (Idwn; Iy
-

2
Dans la suite de la démonstration on suppose que |ﬂ1(w1)| est pair, alors
coker A‘(Idw 39W,) 3! , engendré par 1 8 Hopf(c,), est d'ordre 2.
> 2 W2 2
Puisque deg(a) est impair on a les égalités suivantes dont la deuxiéme

est expliquée & la fin de §3.1:

a3(1 8 Hopf(cz)) a3(deg(a) [:] Hopf(cz)) = deg(a)2 [} Hopf(cz) =

= 1 8 Hopf(a 01) = a#B(l 2] Hopf(o])).
Puisque deg(a)2 est impair (par (ii)) 1'é1ément & = deg(a)2 8 Hopf(cz)
dans coker A1(a;aw1) 1]a s'envoie par la surjection induite de 1 8 v

(voir la suite (S) de §1.2 et la proposition de §2.3) sur le générateur
-1
3) 3

de Z 8 ne(w2). Par conséquent la composition (a# a” existe et

2
n1fW2)
elle est 1l'isomorphisme unique.

Le choix des classes fondamentales de W] et de W2 donnent des

"trivialisations" des systémes locaux suivants:

a*H3(W2,a'v‘J2) =z, H3(W2,ax712) =z et H3(W1,3W1) =z,
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Ceci fait, 1'homomorphisme de Bockstein (yoir le lemme 1 de §3.1)
identifie a' & 1'homomorphisme

a%: K2(Wy,0M,5 2) > HO(W, W, 5 2).

Pd s P4 . -~ " .
Par la dualité de Poincaré ceci correspond & 1'homomorphisme
-1

deg(a) (aj) : H](WQ, z) > H](wj, z).

D'autre part, a induit la multiplication par deg(a)
*

deg(a): H3(W1,3w1) =Z+Z=a H3(W ,3%2)

(par @éfinition du degré) et donc 1l'homomorphisme de Bockstein identifie
1

ay 4 1'homomorphisme

deg(a): H2(W W3 z) > H2(w

1° BW]; 2-)

1’
et par la dualité de Poincaré ceci correspond & la multiplication par
deg(a) dans H (W ; ). L'entier deg(a) est inversible modulo |w](W1)[
donc a#1 est inversible.

En résumant p,; et p, identifient (a.#j)—1 al 3 (a1)—]. La proposition
1 2

en suit.

Remarque:Soit W une variété compacte & groupe fondamentale fini et & bord

non connexe, soit W,C W une sous-variété compacte de codimension 0, telle

1

que w1(w1) = n](w), que AW, soit une sphére et donc que W-Int W, soit

homotopiquement équivalent & une boule trouée, alors

(i) le diagramme suivant est commutatif
1

coker 11 —Cw ——3 coker 11
W, 1 W
! - -
A
J ¥ 3 w
1 1w 1 1
coker A (Idw];awl) 1 W 1, coker A (Idw;aw) vy
ol elw et e3w sont induits des homomorphismes d'extension,

1 1

(ii) e]w est un isomorphisme,
1
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(iii) si {oi; i} est un systéme de paramétrisations des composantes de

9W, qui est une réunion de sphéres, im e3w est engendré par la classe
1
de £ 18 Hopf(ci). C'est & dire, la rotation paralléle & W, est
i
homotope & la composition des rotations paralléles auk composantes de 3W.

Proposition 3: Soit q: (W,w) = (W',w') un revétement, W connexe (& bord

non connexe) et W' comme dans la proposition 1. Soit W,c:W comme dans la

remarque ci-dessus, alors le diagramme suivant est commutatif

Hy(r (W t)5 2) =5 (n, (W,w)5 2) = H, () (W, ,w,)5 2)

Yy Yy
mod|ﬂ1(W)| 1
2/(2,|n,(W)|) ———— 2/(2, |7, (M]) = 2/(2,]n (W )])

Démonstration: Considérons le diagramme commutatif

e1
1 W

coker 11W' —3 5 coker 11W 4L————————<—l- coker l1w

1
A A A
W l W 3 J/ W

3 W
1 1 1 1 1 1 1
coker A (Id,;3W') 1 w,—‘i» coker A (Id;3W) 1 . &— coker A (Idw1;aw1) vy

im q3 = im e3w parce que les deux sont engendrés par la classe représen-
1

tée par la classe correspondante & la composition des rotations paralléles

aux composantes de dW. Cette classe survit dans la projection induite de

1 8 v de coker A1(Idw;aw) 11 sur Z. ® m.W (voir le théoréme de §2.3)
w 2ﬂ W 2 -_— 2
1

supposé que |n1W| est pair. Par conséquent (e3w )_1q3 est défini et
1
étant des paramétrisations

envoie 1)8 Hopf(o') sur 1 ® Hopf(o,), o' et o

1 1

de 3W' et de 3W (e3w )_1q3(rw,)-] est la réduction modulo |n]W1|.
1

Par 1'isomorphisme du lemme 1 de §3.1, q et er correspondent aux
1

; et r

1 W1

homomorphismes e2

2 W
HE(We,outs 2) S HO(W,0w; 2) == Ho(w, o5 2)

Par la dualité de Poincaré ceci correspond & (yoir Ch I,3.2)

1
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(W05 2) Es w1 (W 2) <= 1, (W, 2),
ol le dernier homomorphisme est induit de 1'injection W]c:W. q.e.d.

o s . v .
Lemme 1: Soit G0 un groupe fini. Si pour tout sous-groupe G QE_GO 1]l est

donné un homomorphisme

Vi H(65 2) > 2/(2,]6])

tel que (i) ¢, est surjectif si G est cyclique,

G

que (ii) Ygest invariant par automorphismes de G

et que (iii) pour tout sous-groupe G'cCG

8,(6; 2) P SN H(G'5 2)

| v | ¥
Z./(g,lGl) _IM_I.E_L, Z/(2,|G'|)

commute, alors wG est surjectif si le 2-Sylow-sous-groupe 52 de G0 est
0

cyclique et qu'en plus, tr: H1(GO; 2) » H,(S2; Z) est surjectif; sinon

v, =o.
%o

Démonstration: Si S, est cyclique et +tr: H1(GO; z) » H1(Sg; Z) est

2

surjectif, ¢GO est surjectif par (i) et (iii).

Si tr: H1(G0; z) > H1(82; Z) n'est pas surjectif (et S, est cyclique),
son image est contenue dans 2.H1(52; Z). La réduction modISQl étant un
isomorphisme il en suit que ¢GO=O. Si S2 n'est pas cyclique il suffit de
montrer que WG1 = 0 pour un certain sous-groupe 2-primaire non trivial

G, de G,. Deux cas se présentent: 1). il y a un seul élément x eS2 d'ordre

2 et 2)./i1 y a deux éléments x,y €S, d'ordre 2. Dans le cas 1) 5, est

un groupe quaternionique généralisé (voir [W; 5.3.2]) qui a une présent-

ation comme suit :
a-1 a-2
(A,B; a° =1, B° =4 s BAB™ = A']) (a > 3).

si S, est d'ordre 2%. Par conséquent 82 contient le groupe quaternionique
a-3
Eh 4 8 éléments engendré par A et B. Dans le cas 2) S, contient un

183
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1s-groupe de présentation (x,y; < = y2 = (xy)k = 1), (k > 2) et donc
s, contient le lY-groupe de Klein Z,62,=V, engendré par x et (xy)ik.
Il est facile de vérifier que les automorphismes de Vh et Q8 agissent
transitivement sur les &léments non triviaux de leur 'premier groupe

d'homologie qui est isomorphe & V). I1 en suit que Vo= 0 (au cas 1)) et
8

que ¥, = 0 (au cas 2)). Ceci achéve la démonstration.

Les groupes finis G, qui sont le groupe fondamentai d'une 3-variété
compacte ont la propriété suivante (voir p.e.[ M]): la cohomologie
H*(GO; Z) est pégiodique (2 période L)-et (donc) tout p-Sylow-sous-
groupe est cyclique sauf éventuellement pour p = 2 ol il peut &tre
quaternionique généralisé. Si le p-Sylow-sous-groupe est cyclique pour

tout p le théoréme de Burnside (voir p.e.[ W; 5.4.1]) affirme que G

0@
une présentation comme suit:

(A,B; A™ = 8" = 1, BAB™! = AT)
ol |G0| = m.n, pcgd((r-1)n,m) = 1 et r® = 1 (mod m). Remarquons que m est

impair: sinon (r-1) est impair, donc r est pair et r" # 1 (mod m). Par

conséquent le 2-Sylow-sous-groupe est engendré par une puissance de B. Il
Y P

est facile de voir que H1(GO; z) = Zn, engendré par B.

Lemme 2: Soit GO le groupe fondamental d'une 3-variété compacte tel que

le 2-Sylow-sousgroupe 82 c% G0 soit cyclique, alors

tr: H1(Go; z) ~ H1(82; Z) est surjectif.

Pour prouver ceci on remarque que i : H (S?; z) ~ Hj(Go; Z) est un

* 0
isomorphisme sur la partie 2-primaire de H](Go; Z) et que itr est la

multiplication par 1l'indice [60:82] qui est impair, donc im i‘tr = im i*

et tr est surjectif.



Comme conséquence immédiate du théoreéme 1 de §3.2, les propositions 1,2 et
3 et les lemmes 1 et 2 on a
Théoréme (supplément du théoréme 1 de §3.2): Soit X une 3-variété compacte

4 groupe fondamental fini et & bord connexe. Alors

coker Al(IdX;BX) 0 si le 2-Sylow-sous-groupe de n1(X) est cyclique et

1 1 1 . . -
coker A (Idx;ax) coker A (IdX;BX) vy = L,, sinon, et il est engendré

n

par 1 8 Hopf(o) ol o est une paramétrisation du bord de X. Cette classe

correspond & la rotation paralléle au bord de X.

§ 4~
Résumé.

4,1 =
Le groupe de deuxiémes obstructions.

Soit f: (M,3M) + (N,3N) une apélication de 3-variétés compactes (meM,
f(m) = n) satisfaisant & 1'hypothése F(f) que f induit un isomorphisme
de groupes fondamentaux munis de 1'homomorphisme d'orientation.

' Soient {<Bj,Tj>; i} et {<Yi,0i>; i} des systémes d'Epstein
paramétrisés de M et de N (voir Ch II,1). On suppose que {ci(S2); i}

est projectivement minimal (voir Ch II,3). Posons Wnb 1l'ensemble des

composantes W de N- Ljoi(SQ) telles que W-Wc L}ui(Sg), que n1(w) soit
i i
fini et que le 2-Sylow-sous-groupe de n1(W) soit cyclique.

En utilikant l'identification de §1

0ot H3(M, aM; f'n3(N)) ¥ 8 n(N,n)

n](N,n) 3

on peut réunir les résultats de la proposition de §2.3, de §3.1, du

théoréme 1 de §3.2 et du théoréme de §3.3 dans

185
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Théoréme: Sous les hypothéses ci-dessus le groupe de deuxiémes obstructions

coker AT (£3aM): H(M,aM; f"’nz(n)) > H3(M,0M; f*n3(N))

est le quotient de 2 e
W](N,n)

(N,n) par le sous-groupe engendré par les

™3

éléments suiyants:

. 2y v 2
18 [fsjtj,x] , si rj(S ) =8 gxeﬂz(ﬂ,n),

-1 . 2y v 2 ~ 2:
. . = . d
18 [x+ fBjTj,f(Bjaij ) x], si TJ(S ) =P° et x snz(N,n), ol o, désigne

le lacet non trivial de rj(Sz) et

deg(f), 5. 18 Hopf(yo,) , ﬂwemo'
oi(S Yo oW ‘

A 1'aide de la remarque 2 de Ch II,1 on en déduit que 1l'image de A](f;aM)
est engendré & fortiori par les éléments‘sous 1, 2 et 3:

1. 1 8 [ft,x] , pour tout plongement r:(Sz,yo) > (M,m) et x€ ne(N,n).

2. 18[x+ ftpg,f(tl IP1).x] , pour tout plongement t: (192,3_70) + (M,m)
d fibré normal trivial et x e«z(N,n).

3. deg(f) 8 Hopf(o) , pour tout plongement o: (Sz,io) + (N,n) tel que
1'on puisse écrire N = N, ;?éz) N, de sorte que N,NN, = 0(82) et que

p3 lGIN1 soit une variété fermée, soit homotopiquement &quivalente &
P2XSI, soit & groupe fondamental fini dont le 2-Sylow-sous-groupe est
cyclique.

Les conséquences 3 et U4 de la proposition de §2.3 sont les suivantes:
4, 2 8 [ftp2,x] €im A1(f;8M) dans la situation 2 ci-dessus et

5. 18 [ftpz,x] €im A1(f;3M) si en plus f(tl]P1).x = -x, en particulier
18 [ftpz,ftp2] =18 2f#Hopf(tp2) cim a'(£30M).

Dans la ;emarque de §2.3 on a déduit des relations 1, 2, 4 et 5 que

coker A1(f;3M) est un Z/(2 deg(f))-module.

Pour discerner le jeu du degré de f on fera l'application suivante du

théoréme ci-dessus:
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Exemple: Supposé que Met N soient des yari&tés fermées, il y a une

suite exacte:

N .
coker—AJ(IdN) £, coker AJ(f) > i/(deg(f)) ] 1r3(N,n) + 0
ﬂJ"(N,n)

Rappelons que par l'identification faite ci-dessus, t* est 1'homomorph~

isme induit par la multiplication par deg(f) dans 2 e n3(N,n). I1
m,(N,n)
1 b

suffit donc de montrer que im A](f)C deg(f). 2 e =
n](N,n)

3(N,n). D'aprés

Ch III,2.2 il y a un isomorphisme ¢ 1r2'(M,m) > 1r2(N,n) tel que

"
f# = deg(f).(bf. Par conséquent
18 [f#(y),x]= 1 8 [deg(f) Qf(y),x] = deg(f).1 8[¢f(y),x]

pour ye 1r2(M,m) et xe'rrz(N,n) et il suffit de montrer encore que

18 [x,Ax] € deg(f). 2 o . (N,n) pour tout AeA, , i.e. Aem (N,n)
3 N,n 1
111(N,n)

et A est le lacet non trivial d'un plan projectif plongé & fibré normal

trivial (Ch II,3). Puisque 1 8 [x,Ax ]| est d'ordre 2 dans ¥ e 1r3(N,n)
m,(N,n)
1 ’

il suffit que deg(f) soit impair (pourvu que L # @), mais ceci suit
’
du lemme 2° et son complément de Ch III,2.1.

442 -
Le cas d'équivalences d'homotopie.

Dans la situation du début de §4.1 on pose R, le sous-groupe de

0

zZ, 8 HQSph(N,n) engendré par les éléments
m, (N,n) ©
1
{ T 18 y.0, ; WeW 1.,
Oi(SQ) o 171 0

Alors le théoréme de §4.1 (et la proposition de §2.3) dit que
coker AJ(f;aM) = coker(AI(f;aM) ljf)/f’H(RO)

ol H: Z ® nzsph(N,n) + coker A](IdN;BN) IIN est défini dans le
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lemme 2 de §2.4. Le théoréme de §2.3 donne lieu au théoréme suivant

Théoréme: Si f est une &quivalence d'homotopie en tant qu'application

f: M+ N, on a la suite exacte de Z,-modules:

2
c 1 18y
0 ->W(AM ) — coker A (f3;3M) —— ¢ 8 w,(N,n)/R, +0
,I 2 (N,n) 2 0
m,{N,n

(ol ¢ et 18V sont induits de c et 18v).
Démonstration: Si R, # 0, le degré de f est impair par le lemme de
Ch III,2.1. Par conséquent on a l'égalité:

Tev £* H(R.) = 18v deg(f) H(R

o ) = deg‘(f) R, = R

. q.e.d.

0 0

Dans la suite on suppose que f est une &quivalence d'homotopie de paires

(rel les bords).

Remarque 1°: Une section de 18v au dessus de RSph(N) = 22 2] ﬂ2sPh(N,n)/R0:
n1(N,n)
Du lemme 1 de §2.4 on déduit la suite exacte
0+8rPP(N) »2z. o m(Nn)/R. —L.p e ZA, J=+o0
2 2 0 2 N,n
w1(N,n) w1(N,n)

ol 1 est la self-intersection homotopique (Ch II,k4), et suivant le lemme 2

de §2.4 i1l y a un (unique) homomorphisme

#SPB, RSPR(N) 5 coker A1(IdN;3N)
sph

tel que pour un plongement 62(32,y0) + (N,n), H ¥ (180) soit la classe de

18Hopf(o) dans coker A1(IdN;3N). Cette classe correspond & la rotation
#%PY 42rinit une section
*

e* Hst: RSPR(N) > coker A1(IdN;aN) =L coker a'(£;0M)

paralléle & la sphére 0(82).

de 18v au dessus de RsPh(N), ice. Tov £* BSPD = IdRsph(N).

Remarque 2°: Une section de 18v modulo RSPP(N) et £* wSPR(RSPR()): on

pose rol 7 h
Pz e z[a + coker A" (Id, ;aN)/im H5P
2 N,n N

(N,n)

1'homomorphisme qui associe & un générateur 18X (X € Ay n) la classe de
t]
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1 8 Hopf(tp,) ol t: ( Eg,io) + (N,n) est un plongement tel que t|( P],§0)
représente A. Elle ne dépend pas du choix de t par les propriétés du
foncteur Hopf et par le lemme 1 de Ch II,3. Il est facile de .voir que
EPTOJ est bien défini et que (181)(18y) HP™® est 1'identité. On & done
la ;uite exacte scindée suivante: f*Hproj

= JE
0> W(ny ) L, coker a'(£;aM)/e*ESPRRTPE(N) — S 2 2[n, 150
»

®
(181)(T8%) %n,(N,n) 2

Remarque 3°: Une présentation de Z 8 m,(N,n)/R.: Soient {<y.,0.>; i}
2w (¥,n) 2 0 1’71
1'72

un systéme d'Epstein de N et ﬂfo comme au début de §4.1. Soit

2
Ay: ® Z,.W 8 Z,.0.(57)
Owemr, 27 4 21—
1'homomorphisme défini par A,(W) = 5 I o.(SQ), alors
Lt .95
o, (8%) Col =—

z 8 m,(N,n)/R, = coker A
2 2 0
1(F,n)

m
(cf. la démonstration du lemme 1 de Ch IV,1.1).

0

4.3 -
Les rotations paralléles aux sphéres - 2.

Soit S une sphére plongée dans N et soit p la rotation paralléle & S,

alors

Théoréme: 1. Si S ne sépare pas N, p n'est pas homotope & 1'identité (rel

le bord).

Si S sépare N, soient N, et N, des sous-variétés de N telles que
= _

NILIN2 N et que N]I\Ne S alors

2. p est homotope & 1'identité si et seulement si NJ ou N2 est

la somme connexe d'une boule et de variétés homotopiquement &quivalentes

~ ~

4 un Se-fibré sur 57 ou & P2XSJ et de variétés fermées dont le groupe

fondamental est fini et posséde un 2-Sylow-sous-groupe cyclique.
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Le théoréme 1 est du & Pontryagin [P], yoir aussi [ L] pour une démonstra-
tion savoureuse. Dans | H1] on trouve un critére (plus faible) pour que

o soit non homotope & 1'identité.

Remarque: La composition de rotations paralléles aux :phéres d'un systeéme
de sphéres disjointes est.isotope & la rotation paralléle & la ‘sphére
qu'on obtient en faisant la somme connexe plongée des sphéres du systéme
(par le théoréme de §2.4, voir aussi la figure: on peut annuler la

~

rotation paralléle & S]#S2 par des rotatfons (dans le "méme" sens)

) »
‘ \ (figure)
\ 82

Démonstration des théorémes: On peut étendre S & un systéme d'Epstein de

paralléles & 5, et a

N, W, il y est associé 'mB et A, comme au début de §L.1 et comme dans

]
la remarque 3° de 5L4.2. Suivant la proposition de Ch III,1, p est

homotope & 1'identité si e} seulement si elle l'est rel le O-squelette

relatif, donc (voir la remarque 1° et 30 de §k4.2) si Se imA . Supposons que

0

§=4, I mn W, alors nécessairement S = 3( U W) (cf. le lemme 1 de
= Oyemr VT #

0 Ty
Ch IV,1.1) donc S est cobordant & zéro (ce qui montre 1) et soit pour
i =1, soit pour i = 2, Ni = U W, c'est & dire que Ni est la réunion

nw#o
de membres de .. Q.e.d.

0
!

404 -
Evaluation.

Soit N une variété compacte de dimension 3, munie d'une décomposition

cellulaire. % ](N,n) désigne l'espace des €quivalences d'homotopie
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g: (N,dN) » (N,3N) telles que g(n) = n, que g coincide ayec 1'identité
sur 3N, que g soit homotope rel 3NU{n} & une application g' telle que
g' coincide avec 1'identité sur le l-squelette (si 3N = @, ceci revient

& dire que gy = Id: nJ(N,n) > wJ(N,n) (Ch I,4.1(i)), Bt que deg(g) = +1.

Soient g et g' dans ?Z](N,n) comme ci-dessus. d2(Id,g')e;H2(N,3N§n2(N))
ne dépend que de g. Puisque deg (g') = +1 = deg(Id), d2(Id,g')e imag,
(voir Ch IV) et il y a une composition p_de rotations paralléles & un
systéme de plans projectifs & fibré normal trivial dans N telle que
d2(Id,p) = d2(Id,g'). Selon le théoréme 2 de §3.2, p est bien déterminée
4 une composition de rotations paralléles & des sphéres prés. Alors
P(1a,g'7") = 21,07 + o™ a0 = <07 R (1a,0) + (") *(1a,8")
=0
et il y a g''e 721(N,n), coincidant avec 1'identité sur le 2-squelette
et homotope & g'p_1 rel 3NV {n}. On pose

T(g) € coker A1(IdN;8N)/HSPh(RSPh(N))
la classe de d3(Id,g").

Théoréme: Sous 1'hypothése SE(N) (i.e. le revétement universel de N n'est

pas une variété fermée) ceci définit un homomorphisme surjectif

T: n0(921(1v,n),1d) > coker A’(IdN;aN)/HSPh(RSPh(N)).
Démonstration: L'hypothése SE(N) implique que la réunion du l1-squelette
de N et d'un systéme d'Epstein de N engendre ﬁ3(N) (voir §1). Par
conséquent, & homotopie rel le 2-squelette prés, la rotation paralléle &
un plan projectif (ou une sphére) commute avec toute application

"

coincidant avec 1'identité sur le 2-squelette. Si 8 gi', CH et 8, sont

comme ci-dessus (i = 1,2) on a

T(g]gQ) - d3(Id,g]"gz") - d3(Id,gg") + 32"*d3(1d,g1") - T(g2) + T(g])
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puisque deg(g2") = 1, Ceci montre que T est bien défini et que T est un
homomorphisme. La surjectivité de T est éyident (réalisation des éléments
de H3(N,8N;ﬂ3(N)) comme des premidres obstructions).

Le noyau de T est engendré par les rotations parallélgs & des sphéres et
des plans projectifs & fibré normal trivial et il est isomorphe &

Ze"r ?N)nz(N)/RO . En effet, utilisant la suite exacte de la remarque 1°

de §4.2, la suivante (dont la surjection provient du théoréme de Ch IV,1.2)

0 » RSPP(N) > ker T » £, o A

I-o0
m, (¥) n

N,

et le théoréme 2 de §3.2, il est un exercice simple de montrer que 1l'on
définit un isomorphisme

Z, 8 w,(N)/R.—+ ker T
2n (N) 2 0

1
en posant (i) r(180) est la rotation paralléle & 0(82) si o est un

plongement et (ii) r(1esp2) est la rotation paralléle & s(.P2) si

st Ez + N est un plongement & fibré normal trivial.

La remarque 2° de §4.2 donne lieu & la définition suivante:

s s . a .
Définition: Soit & = ﬁg(ﬂ1(N,n),w ) la somme directe

N
a -
J=1z, ® Z.[AN’n]G W(AN’n)
n1 N,n)
i.e. le Z,-module engendré par les éléments de
= .52 2 -
AN,n = {)\Enj(N,n), A e, wN(A) -1}

et par lis paires {<A,u>; A,u EAN,n} ayant comme relations:
(1) <A,u> = <p,d> , <A,\> =0,
(ii) gxg_J =) et <gxg-],gug_1> = <A,u> pour tout ge n1(N,n) s
(iii)  <A,p> = <A,pAp> .

soit w9 — cokerAJ(IdN;BN)/HSPh(RSph(N)) 1'homomorphisme tel que pour

A (resp. <A,p>), w(A) (resp. w(<i,u>)) est la classe de 1 ® Hopf(txpz)

—



(resp. de 1 8 [txp2,tpp2]), ol t et tp désignent des plongements

t (P ,io) + (N,n) tels que [thl IPJ]= ) et que [tul JPJ] = ). w est

A’tu
un isomorphisme d'aprés la remarque 2° de 4.2 et les définitionms.

3

Le théoréme ci-dessus s'énonce alors comme suit:

Théoréme: La suite suivante, de Zz—modules, est exacte

-1
; w T @
0+ 2, 8 m(N,n)/R. > a (£'(N,8),1a) — T (x (N,n),w) + 0
2 . 2 0 0 1 N
ﬂ](N,n)
Rappelons que 1l'image de r est engendrée par les homéomorphismes de

rotation paralléle & une sphére ou un plan projectif & fibré normal

trivial et que gd= 0 si N est orientable.

4.5 -
Conjectures.

Ayant écarté dans §4.l toutes les complications dues & la torsion de
Whitehead (cf. la proposition 2 de [H3;II,§3.2]) et & la conjecture de
Poincaré on peut conjecturer:

Conjecture I: Soit ge ?21(N,n), alors g est homotope & un homéomorphisme
rel 3M U{m} si et seulement si w—]T(g) = 0.

Dite d'une autre fagon:

Conjecture I': Si ge ‘321(1\!,11) et g est un homéomorphisme, alors g est
homotope, & une composition de rotations paralléles & un systéme de plans

projectifs et de 2-sphéres (disjoints).

Un ‘autre probléme qui n'a pas été abordé ici est celui de la fonctorialité

de la self-intersection homotopique de Ch II:

Conjecture II: La suite exacte

193
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v
o+nzsph+n2-> ZeoZ[A]l+ o0

est fonctoriel par rapport aux équivalences d'homotopie.
Pour ceci il suffit

i
Conjecture III : Soit f: M -+ N une équivalence d'homotopie.
Si o: 52 + M est un plongement, alors fo est homotope & un plongement.

Si s: P2 + M est un plongement & fibré normal trivial, alors fs est

homotope & un plongement.

Evidence pour I: a) La conjecture est vraie si N est orientable (voir
§h.4) ou si M = P2XI. b) A 1'aide de |H3 ] certains éléments de base

<A,p> de gJ peuvent &tre interprétés comme une obstruction de scindement

"

le long d'une sphére "caractéristique" dans le revétement associé au

sous-groupe (A,n) z 12* ZZ’ d'un relévement d'un représentant de <A,p>.
Evidence pour III: Si o:S2 + M est un plongement et M et N sont fermées,

alors fo est homotope & un plongement ([L;p.110]).
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