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FORMES ET OPERATEURS DIFFERENTIELS
SUR LES ESPACES ANALYTIQUES COMPLEXES

par

Jean~Michel KANTOR

"De la mdme fagon, le calcul -
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INTRODUCTION,

Dans ses "Eléments de Géométrie algébrique", A. GROTHENDIECK propose un
formalisme du calcul différentiel sur les schémas : faisceaux de jets, opérateurs

différentiels, complexes de formes différemtielles.

A l'origine de ce travail, notre propos était de confronter ce formalisme &
1'étude locale des singularités d'espaces analytiques.

Dans la premidre partie de ce mémoire, nous &tudions 1'algébre des opérateurs
différentiels sur un espace analytique complexe X. Ayant défini le faisceau
des fonctions analytiques sur X, et celui des fonc¢tions différentiables, on peut
construire 1'algdbre des opérateurs différentiels sur X "& coefficients" dans chacun
de ces faisceaux. L'outil principal de 1'étude est la notion d'image inverse d'un
opérateur différentiel : considérons un morphisme de variétés analytiques complexes

m V> W

qui soit, en dehors d'un vrai sous—ensemble analytique Z de V, un isomorphisme local.
Soit P un opérateur différentiel sur W & coefficients (par exemple) holomorphes. On
définit son image inverse. C'est un opérateur différentiel sur V-Z, & coefficients
holomorphes, avec des pSles sur Z. On généralise cette notion au cas de morphismes
d'espaces analytiques normaux, et aux opérateurs différentiels sur ces espaces &
coefficients différentiables. Plusieurs cas particuliers sont envisagés :

a) Le morphisme T est un revétement ramifié au desssus de C".
L'étude se déduit alors d'un théordme de prolongement des opérateurs différentiels,
etwpermet d'€lucider la structure de l'anneau des germes d'opérateurs différentiels
& coefficients méromorphes sur un germe d'espace analytique (chapitre II).

b) Le morphisme T est 1'application quotient

m V->X=V/G

ol V est une variété analjtique complexe sur laquelle opére un groupe G proprement
discontinu d'automorphismes. Le quotient X est muni d'une structure d'espace analy-
tique normal. Un tel espace sera appelé singularité-quotient.

On décrit alors complétement la structure de l'algébre des germes d'opérateurs
différentiels holomorphes en un point de X.

c¢) Le morphisme T est une résolution des singularités

T XX



construite par la méthode de Hironaka. On précise la nature des pdles sur le

. . . 4 . . . .
diviseur exceptionnel de 1l'image inverse d'un opérateur différentiel sur X .

Enfin, au chapitre IV, on &tudie la topologie sur 1l'espace £(X) des fonec-
tions différentiables sur 1'espace analytique X , définie par les semi-normes.
£e€(x) = sup [P(£)(x)]
xeK
ol K parcourt la famille des compacts de X, et P 1la famille des opérateurs
différentiels. Nous montrons que dans le cas des singularités—quotients (b)) cette
topologie est une topologie d'espace de Fréchet, mais qu'en général ce n'est pas

le cas.

Dans la seconde partie, nous étudions des complexes canoniques d'opérateurs
différentiels d'ordre 1 sur l'espace analytique X , qui généralisent les com-—
plexes du "d" et du "§" des variétés analytiques complexes.

L'étude locale de ces complexes nous conduit aux résultats suivants :

1°/ Pour le complexe de De Rham holomorphe d'une singularité isolée, on
améliore le théordme de Bloom-Herrera en en donnant une nouvelle démonstration,
utilisant le "bourgeonnement" (et non plus la résolution des singularités ni
le théoréme 4'images directes de Grauert). )
2°/ 8i (X,x) est un germe de singularité isolée irréductible, les groupes
non
¢

d'homologie du complexe analytique de "o sont des ex x*modules libres de
s

type fini, non nuls en général.

3°/ Au chapitre II, nous étudions les complexes de torsion des complexes
de formes différentielles. Supposons X plongé comme sous-espace analytique
d'un ouvert U de G . On établit un critdre pour qu'une forme holomorphe
sur U induise un élément de torsion dans le complexe de De Rham holomorphe de X.
On en déduit la dimension (sur €) des modules de torsion d'une singularité
isolée d'hypersurface (généralisant un résultat de O. Zariski), et un théoréme
concernant les systémes de Pfaff dans Gn . D'autres résultats qui concernent
le complexe du "5" & coefficients distributions ont été publiés dans le cadre
du Séminaire F. Norguet (1974-75), Springer (Lecture Notes n°® 482).

Je suis heureux d'exprimer ma reconnaissance d H. CARTAN pour ses nombreuses
et patientes critiques qui ont guidé 1'élaboration de ce travail. Je tiens aussi
3 remercier L. BOUTET de MONVEL, pour les encouragements et les suggestions qu'il

m'a apportés, ainsi que C. HOUZEL.



CHAPITRE I : FORMALISME DU CALCUL DIFFERENTIEL.,

Dans tout notre travail, les espaces analytiques considérés sont réduits et
dénombrables & 1'infini.

On désigne par 0% le faisceau structural de l'espace analytique (complexe) X.
Soit LéX le faisceau des germes de fonctions continues sur X, & valeurs complexes.
On définit le sous—faisceag ‘&X (resp. éx) des germes de fonctions analytiques—
réelles (resp. différentiables), et les faisceaux d'opbrateurs différentiels asso-
ciés, dont on explicite une représentation locale .

I -
FONCTIONS ANALYTIQUES REELLES ET DIFFERENTIABLES SUR X.

Théoréme 1. Il existe un unique faisceau:kX (resp. €X) sur X vérifiant les proprié-
tés suivantes :
1°) On a les injections de faisceaux
%c@c%c&;
ol f% désigne le faisceau des germes de fonctions continues 3 valeurs complexes sur
X.
2°) s8i X estylisse,a‘f-X (resp. EX) coincide avec le faisceau des germes de fonc-
tions analytiques-réelles (resp. différentiables) 3 valeurs complexes
3°) Pour tout morphisme d'espaces analytiques
f:X->Y
le morphisme
Tt %Y > f*(ex)
induit un morphisme
£y > £ (&

qui est surjectif si f est une immersion fermée.

) (resp. EE £Y > f*(ix))

Définition 1. On appelle ik (resp. £X) le faisceau des germes de fonctions analy-

tiques-réelles (resp. différentiables) sur X.



Remarque: Désignons par i : V «»X 1'injection de la variété des points réguliers

dans X. Du diagramme commutatif

A 22 @) 6 s iE)
l i l (resp. L Ty !, )
€y — 0 i€y b, —— i)

on déduit, puisque V est dense dans X, que les morphismes
i, :AX > 1)&(R‘V)
s L g -
N 1*("V)

sont injectifs.

Démonstration:

a) Le faisceau H}( » s'il existe, est unique; il suffit de le vérifier pour un
ensemble analytique X d'un ouvert U de Cn, dont V désigne 1s variété des points
réguliers. D'aprés les hypoth&ses, on a une suite exacte

I* .
0—>J—>9.U—» J*(il.x)-»o

oll j désigne 1l'immersion de X dans U. D'autre part, on déduit de l'injection canoni-
que 1 : V — X , une injection

i, R’X > 1*(%)
et donc une injection

¥ g > G @) =3 R LT = ei .

On déduit alors du diagramme commutatif :

0+J+RU—J*—— 3y >0

3 [w’
Jx .
j*(ﬁv)
que J est déterminé de manidre unique comme noyau de j, ce qui détermine j*‘(ﬂx)

.

et donc aussi

A= %G00 s

le méme argument s'appliquerait & & -

b) Démontrons 1l'existence d'un faisceau VQ‘X’ vérifiant les assertions du théordme.

On construit d'abord ce faisceau pour X muni d'un plongement dans un ouvert U de Cn,

la construction est alors immédiate d'aprés a).
1
Si X est muni de deux plongements dans des ouverts de C%(c" )

x —F Ly cg®

"\AU'cc“'
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on montre que les faisceaux 'tX ne dépendent pas du plongement considéré :localement
on peut' supposer n égal & la dimension de 1l'espace tangent de Zariski au point con-—

sidéré. L'immersion ' se factorise alors en

X ——\'P—~>U
v

ol Y est une immersion sur une sous-variété fermée de U' [1, Prop.2] 3 le morphisme
O S L

est donc surjectif. Il en résulte que les faiseceaux TE‘P(X) et Q\e,(x)sont isomorphes

et donc que les faisceaux associés sur X par 1l'intermédiaire des.deux plongements

coincident.
Enfin, supposons 1l'espace X muni d'un recouvrement ouvert (X ) et de plongements -

\Pa: Xa > Uot
dans des ouverts de CR.
Désignons par ﬁ,a le faisceau défini sur Xa comme plus haut. Soient (0,8) deux indi-
ces du recouvrement. Le diagramme commutatif 4'isomorphismes d'espaces analytiques
X0 Xg -._i% FoX, 1 Xg)
h ¢ ‘ |8ap
B ﬂ;(xan Xg)
définit un isomorphisme (de maniére évidente)
%t Talx, nxg = Malx nx,
et on a, pour un troisisme indice Yy du recouvrement
euY = eaB ° 987 dans XotnXanY
On sait qu'on peut alors recoller les faisceaux (f&a) en un faisceau .‘i’x muni d'iso-
morphismes
o :ﬁ'X|X - f%a
Le faisceau hX est un sous-faisceau de ‘(.’X puisqu'il en est ainsi de chaque '%ot' Pour
vérifier la troisifme propriété du théoréme, il suffit de considérer une immersion
de X dans un ouvert U de €". La propriété résulte alors de la construction précé-
dente.
La construction du faisceau E’X est identique.-

Description locale.

Soit (X,0) un germe d'espace analytique réduit & l'origine de €”, et (f1,. ,fn)

un systéme de générateurs de 1'idéal des germes de fonctions holomorphes nuls sur
(x,0).
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La description suivante des germes de fonctions analytiques-réelles et diffé-

rentiables sur (X,0) répond 3 une question de B. Malgrange [27,p.12h].

Proposition 3.
1) si (X,0) est irréductible,

i°73%1,3=1...p
2) si (X,0) est un germe d'ensemble analytique-réel cohérent,

£ = ¢
X,0 Cn,O/(fi,fj)ECn o

Rappelons que X est cohérent si et seulement si les composantes irréductibles

en un point restent irréductibles aux points suffisamment voisins (loc.cit.).

. . n
Démonstration. Soient (x,y) les coordonnées réelles de €.

zZ = x + i z. = x. + iy. j = 1,...n
Y s 3 3 YJ s J s

. 2n
Désignons encore par (x,y) les coordonnées complexes de €

, qui induisent les coor-
données réelles sur
e =rPce
Enfin, soit (i,o) le complexifié du germe analytique-réel (X,0). On a (loc.cit.):
(1) (X,0) = (x,0) x (X,0).
Définissons une application

M : — ¢
an’o c2n ,0

2n

-y = o-=B
gé&cn’o g(z,2) = ¢ 842 %
M(g) €&, M(g)(zu) = T a_o2uP
. ¢2n o ~ OB .
D'aprds la définition du complexifié X le germe g est nul sur (X,0) si et

o~
seulement si le germe M(g) est nul sur (X,0) .

Or, 1'idéal de définition de ce germe & 1'origine de ¢ n'est autre que
J = (£;(2), fﬁ(u)).
La premiére assertion en résulte. Si le germe (X,0) est cohérent, on sait (loc.cit.
th.3) que tout .germe de fonction différentiable nul sur (X,0) est combinaison de
germes de fonctions analytiques-réelles nulles sur (X,O). La seconde assertion en

résulte.
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Topologies.

Désignons par (FN) la catégorie des espaces de Fréchet nucléaires, par (DFN)
celle des duals forts d'espaces de Fréchet nucléaires.

Ces deux classes sont stables par sous—espaces fermés, quotients séparés, pro-
duits tensoriels topologiques complété. (les topologies inductives et projectives
coincident), et on a le théoréme du graphe fermé pour chacun de ces espaces.

On appelle faisceau (FN) un faisceau F d'espaces vectoriels topologiques tels

que pour tout ouvert U, F(U) soit un espace (FN).

Proposition 4. Soit (X,Ek) un espace analytique complexe réduit.
I1 existe une unique structure de faisceau (FN) sur tout faisceau analytique cohé-
rent F sur X telle que

a) si F est libre, la topologie de F est celle de }a convergence uniforme sur
les compacts de X;

b) tout morphisme de faisceaux analytiques cohérents est continu.

L'espace des germes de F en un point de X, muni de la topologie limite induc—
tive naturelle, est un espace (DFN).

Ce résultat est bien connu [pour a), cf.[12], Prop.2,p.88j.

Corollaire. 3i le germe (X,x) est irréductible, 1'anneau ﬁx x est muni canoni-
t]

quement d'une structure d'espace (DFN).

On peut en effet identifier, d'aprés la démonstration de la Proposition 3,
1'anneau .A et 1l'anneau O~ .
X,x X,x
L'unicité de la topologie résulte du théor&me du graphe fermé.

Proposition 5. Le faisceau éx est un faisceau fin; il est muni d'une topologie cano-
nique de faisceau de Fréchet telle que
1) Si X est lisse, la topologie de EX est la topologie usuelle.
2) Pour tout morphisme d'espaces analytiques
f:X->Y
le morphisme induit
Ty b gy > T,(E)
est continu.
Démonstration. Puisque X est paracompact, on peut supposer, pour démontrer que le
faisceau QX est fin, que X est plongé dans un ouvert U de ¢ comme sous—ensemble
analytique fermé. Etant donnés deux compacts'A et B de X, il existe une fonction

différentiable dans U, valant 1 sur A, O sur B. Sa restriction est une fonction
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différentiable sur X, valant 1 sur A, O sur B; le faisceau €X est donc fin.
On munit &k d'une topologie de Fréchet construite par 1'intermédiaire de
plongements locaux. L'unicité de cette topologie est conséquence du théoréme du

graphe fermé.

Remarque: On définira sur €X une topologie associée aux opérateurs différentiels et

s Y 2 2z
qui ne vérifiera pas 2) en général.

II -
OPERATEURS DIFFERENTIELS.

On définit la notion d'opérateur différentiel dans une situation "abstraite",
et on montre qu'elle coincide pour les espaces analytigues avec la définition en
termes de jets introduite par A. Grothendieck [15].

Les anneaux considérés sont commutatifs, unitaires. Soit

f:A->B

un morphisme d'anneaux. Considérons deux B-modules M et N.

I.1. Définition 1.
On appelle A-opérateur différentiel d'ordre au plus égal & k de M dans N une
application A-lingaire
D: M~>N
telle que
a) Pour k = 0, D est B-linéaire.
b) Pour k > 0, et pour tout élément b de B, 1l'application
[p,b] : M> W
[D,b] (x) = D(bx) - BD(x)
est un opérateur différentiel d'ordre au plus égal & (k-1).

On désigne par Diff_, (M,N) 1l'ensemble des A-cpérateurs différentiels d'ordre

k
B/A
au plus égal 3 k de M dans N, et

. R <
lefB/A(M,N) = 1%111 lefB/A(M,N) .

On appelle ordre de l'opérateur différentiel D le plus petit entier k tel que

D= leflg/A(M,N) .
Proposition 1. L'application A-lindaire

D: M> N
est un A-opérateur différentiel d'ordre au plus égal & k si et seulement si pour
toute famille (a_,.
lentes suivantes :

1 [... [D,ao], a1,...,ak] =0

’f’ak) de (k+1)-é1éments de B, on a 1'une des propriétés équiva-
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2) 5 (-1 p o) p((1at) =0
HcIk+1 i¢H jeH d

pour tout élément t de M, ol Teyq = (0y...,k).

Démonstration par récurrence sur k.

Si N est muni d'une structure de (B,C)-module, alors Diff_,,(M,N) est muni

B/A
naturellement d'une structure de C-module.

Lemme 2. Soient (M,N,N') trois B-modules.
1) L'opération de composition induit une application |
Difflg/A(M,N) x Difflg}A(N,N') > Diff}g’/'i'(M,N')
pour tout couple d'entiers (k,k').
2) Si P (resp. P') est un A-opérateur différentiel de M dans lui-méme d'ordre
au plus égal a k (resp.k'), l'application
[p,p'] = pp' - P'P

est un opérateur différentiel d'ordre su plus égal & (k+k'-1).

Démonstration.
si D, (resp. D2) est un A-opérateur différentiel de M dans N (resp.de N
dens N'), pour tout élément b de B, on a :
[D2D1,b] = (D2D1)b - b(D2D1)
D,[D,,b] + [D,,bID,

On conclut par récurrence. La seconde assertion se démontre de la méme manidre.
Soit M un B-module.

Corollaire. L'application N - Diffg/A(!,N) (resp. N > DiffB/A(M,N)), définit un

foncteur covariant dans la catégorie des B-modules.

En effet, il suffit d'appliquer la premiére partie du lemme 2, avec k' = 0.
On aurait un résultat analogue pour N fixé, relativement & M.

On s'intéresse en particulier au cas ol M = B.
Soit A : B ﬁ B> B, l'application canonique; on désigne par I son noyau.
Notons: .
Py
B =——-%"B® =
5 A B p1(x) x® 1
18 x

e

n
t]
n

Définition 2. On appelle espace des jets d'ordre k de B sur A le quotient

(P‘]‘;/A=BXB/I .

: .k . .
On munit GB/A d'une structure de B-module par 1l'intermédiaire de Pys et on note

dg/A 1l'application (A-lindaire) composée
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[ . o K
dB/A : B PL)BZB -»(?B/A

C'est un A-opérateur différentiel d'ordre au plus égal 3 k.

Proposition 3. Le foncteur
s ppK
N > Diffy,, (B,N)
est représentable : pour tout B-module N,
ok _ k
lefB/A(B,N) = HomB(G’B/A,N).
Démonstration. Soit D:B~+XN
un opérateur différentiel d'ordre au plus égal 3 k. On pose :

D1 : B® B> N
A

D,(x & y) = x D(y)
on a , pour (a,x,x',y) dans B
D(a) = D,(1 @ a) Yo e B
D1(xx' ®y) =x D1(x' ®y).
De plus, si b est un élément de B,
D,((1eb ~ v®1)x ® y) = x[D,b] (y)

pour (x,y) arbitraires. D'aprds la proposition 1, D, est nul sur 1'idéal engendré

1
par les éléments de la forme

a = (18b, - bye1)...(18b, - b, ®1), b, € B

1
qui n'est autre que &+, L'application D, se factorise a travers @g/

~

nk
D: B/A ~ N,

Al
et on a :
=5 k
D=Do dB/A .
La réciproque est immédiate.
Convention: Si l'anneau B est donné, on notera Diffg(M,N), DiffB(M,N) les modules

d'opérateurs différentiels relatifs au sous-anneau premier.
Lemme 4. Soit P un A-opérateur différentiel de M dans N, d'ordre inférieur ou égal
a k. Pour tout idéal | de B, et pour tout entier n,

P(I™M) < 127 Fy avec ji =0,1<0

Corollaire. Soit ] un idéal de B. Tout opérateur différentiel est continu pour la

topologie ] —adique (sur M et N).
Démonstration du lemme par récurrence.

Proposition 4. Soit 1 (resp. @) 1'anneau des germes de fonctions analytiques & 1'o-

rigine de Rr" (resp. holomorphes i 1l'origine de c™). Tout opérateur différentiel de
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% dans 2 (resp. & dans €) d'ordre au plus égal & k, s'écrit de maniére unique dans

un systéme de coordonnées (Xi) (resp. (zi))

P= I a D% N
lal<k o
a, € R (resp. &),
a _ 05 " 3 \%n _ 8™ 3 \n
% = 8x1) ...-(an) (resp. = (az]) --~'(an) )

On appelle coefficients de P les germes (aa) (ils sont relatifs au systéme de coor-

données).

Démonstration. Nous considérons le cas analytique-réel.
a) Soit B 1'anneau C[xi] des polyndmes de n variables. On a :
B H B = Q![xi,x"j] (iy§=14...,n)

et dans cet isomorphisme le noyau I de A s'identifie & 1'idéal engendré par les

k
.—x! g P Z ~
(xl xl) . I1 en résulte une base de‘)C[X]/C , formée des polyndmes

(x'-x)* , Ja] £k (notations évidentes),

et par dualité, une base de Diff% (€rx1,60X]) formée des opérateurs D avec

p?(xP) = (B) P .
a
b) La restriction induit une application évidente

6 : Diff};/C (R,%)—= Difflérxj/c (€rx1, &)

injective d'aprés le théordme de Krull. L'application ¢ est surjective :
D'aprés a) et [5, ch.I, par.2,N°10] , puisque Qgrx]/c est libre de type fini,
- apK k
Diff (€rxJ, ) = Hom @ £ L pi iXi ])
€[xi/e > erxi/er erxi/e *°c lef:(X]/C(CLXj,C,X @c[x)&
L'application ¢ est donc surjective, et tout opérateur différentiel sur # est com-

. RPN - - 5 o
binaison linéaire finie & coefficients dans 4, des opérateurs (D).

Proposition 5. Soit € l'anneau des germes de fonctions différentiables & 1'origine

de Rn, muni de la topologie limite inductive d'espaces de Fréchet, et

P:e~>t
un opérateur différentiel continu. Il s'écrit de manidre unique
X o '
p= ayD > 8, € &
la|<k

ol k désigre l'ordre de P.

Démonstration. On remplace la référence au th€oréme de Krull par un argument de
continuité : les coefficients (aa)étant déterminés, on montre que P coincide avec
= o
P=1YalDbd
o

sur le sous-espace des polyndmes, donc sur x.
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Remarque: Si P est une application induite par un morphisme €-linéaire de faisceaux,

c'est un opérateur différentiel (théoréme de Peetre).
ITT -
ANNEAUX DE LEIBNIZ .

s 2N . . . . .
Les anneaux que nous considererons vérifient la propriété particulidre suivante,

relativement aux opérateurs différentiels sur le sous-anneau premier.

Définition 1. On dit qu'un anneau B est un anneau de Leibniz i pour tout opérateur
différentiel P d'ordre p, il existe une famille finie d'opérateurs différentiels

(Pi)ieI d'ordre au plus égal 3 p, tels que pour tout &lément b dans B, il existe
une famille (b.). I dans B, avec

1
(1) P(bx)

[

z . P.
ie1 by Pl(x) Yx e B.

Remarque: Si P est d'ordre un, la condition est toujours vérifiée :
P(bx) = b P(x) + x P(b) - xb P(1).
Exemple: Soit B l'anneau des polyndmes d'une infinité de variables sur R
B = 1jm R[Xj,...,%,] 3
n
B n'est pas de Leibniz; soit A 1'opérateur différentiel défini par
p= 3 (5002
i=1 9X.
On vérifie que (1) ne peut avoir lieu.

Proposition 1. L'anneau des germes de fonctions holomorphes (resp. analytiques, dif-

férentiables) sur un germe d'espace analytique complexe est un anneau de Leibniz.

Démonstration. (Cas différentiable).

1°) Si P est un opérateur différentiel 3 coefficients différentiables dans un

ouvert U de R®, d'ordre k, on a (notations usuelles)

p= 1 apd
o<
et on connait la formule de Leibniz
p(rg) = 2 0P(£) Pole)
ol P8 est défini par
1
P, = = [P
@ B = BT [Px1(p)

crochet B-uple avec les fonctions coordonnées (en un sens évident).

2°) Soient (X,0) le germe a l'origine de ¢ 3'un ensemble analytique complexe,

P un germe d'opérateur différentiel & coefficients différentiables sur (x,0),
induit par un germe P sur (C®,0).
D'aprés (2), les opérateurs PP indnisent des opérateurs différentiels Pp sur (x,0).
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Soit f un germe fe fonction différentiable sur (X,0) induit par un germe fy. Soit
r:€->
X,0

la restriction. On a:
p(rg) = 1 r(0%(£))) Fyle),
ce qui démontre l'assertion.
Désignons par K un corps de Leibniz de caractéristique nulle, par ¢§ 1'espace

des jets d'ordre m sur K,

m_KeK
@Kﬁ_ Im+1
et posons
o = 1/1°

(cette notation sera justifiée dans la Deuxidme partie).

Proposition 2. Supposonsllé de dimension finie. Alors l'anneau K[X] est de Leibniz.

Démonstration.
m ez r, ITH .
1°) Pour tout m, 1l'espace @K est filtré par les (I'/I° '), et on a la suite
exacte :
+
(Q;()Br-» o/t - o
le gradué associé azﬁg est de dimension finie. Il en est de méme deﬂ‘?. On a alors
pour tout espace vectoriel E sur K,

Difrf™(K,E) = HomK@?E,E) = E § HomKGFE

En particulier, tout opérateur différentiel de K dans K[X] est combinaison linéaire

,K) = E e Diff™(K).

4 coefficients dans K[(X] d'opérateurs de K.
2°) Soit D la K-dérivation canonique de K[X]. Notons D™ le m-idme itéré de D;
(c'est un opérateur différentiel d'ordre au plus égal 3 m), et posons, si P est un
opérateur différentiel de K dans K[X]J:
P& D" : K[X] » K[X]
(P ® %) (axd) = P(a) D’“(xj) ,JeN, aceK.

Lemme 5. Tout opérateur différentiel A sur K[X], d'ordr: au plus égal 3 p, peut
s'écrire de manidre unique

_ i
A= g A; ®D

ol A désigne un opérateur différentiel d'ordre au plus égal a (p-i).

Démonstration.
1°) On peut définir, pour toute famille (Pi) d'applications de K dans K[X] ,
additives, une application,
0o

X _ i
P = g Pi ® D
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De plus, P est nul si et seulement si chague P, est nul, comme on le vérifie en ap-

~

pliquant successivement P aux mondmes 3 coefficients dans K.
2°) Soit P un opérateur différentiel sur K[X]. On définit par récurrence une
famille (Pi) d'applications de K dans K[X] telles que
o X
P=1P, D
) o 1
On a:
. 1
[P,X] = £ (i+1) P,,,®D .

Supposons démontrée 1l'assertion du lemme pour les opérateurs différentiels
d'ordre p et supposons l'ordre de P au plus &gal & (p+1). D'apr@s 1'hypoth3se de
i+1)izo
a (p-(i -1)). Le lemme est donc démontré.

récurrence, les (P sont des opérateurs différentiels d'ordre au plus égal

I1 suffit alors, pour’achever la démonstration de la proposition 2, de remar-—
quer que les opérateurs (D) vérifient la condition (1), et d'appliquer aux opéra-
teurs A; le 1°).

IV -
FATSCEAUX D'OPERATEURS DIFFERENTIELS.

Iv-1.
Soit f : 4 +  un morphisme d'anneaux commutatifs unitaires sur 1'espace to-

pologique X, et (M,N) deux faisceaux de ®-modules.

Lemme 1. Pour tout entier k, le préfaisceau

..k .
U > Diffe iy /(1) (M(U),N(U))

est un faisceau, noté Diffgﬂ% (M,N), et appelé faisceau des #-opérateurs aifféren-
tiels de M dans W'
En effet, ce préfaisceau est un sous-préfaisceau du faisceau Hom ¢ (A4 .

On vérifie par récurrence qu'il est un sous—faisceau de ce faisceau.

Définition 1. Soit X un espace analytique complexe.

~

a) On appelle faisceau des opérateurs différentiels & coefficients holomorphes

(resp. analytiques) sur X, d'ordre au plus égal 3 k, le faisceau
. -k R
pife (b)) = lefc,x/c (0 4)

= Diff£x/c (%X,ﬁx))

b) On appelle faisceau des opérateurs différentiels & coefficients différentia-

(resp. Diffk(%x)

bles sur X, d'ordre au plus égal 3 k, le faisceau

Diffk(tx) ="{P, P ¢ Diff s P continu,}

(£yst.)
ex/w X* X
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Remarques:1) On montrera que les opérateurs différentiels 3 coefficients holomorphes
ou analytiques sont continus; il en résulte des injections canoniques
. ook s onkia conk
Diff  (0y) e Diff (%)) c Diff (Ey) .
2) Si X est lisse, 1l'hypoth&se de continuité est toujours satisfaite par les

morphismes de faisceaux (théor&me de Peetre).

Iv-2.
Soit (X,0) un germe & 1'origine de €" d'ensemble analytique.

Désignons par I 1'idéal des germes de fonctions holomorphes nuls sur (X,0), par I,
1'idéal des germes analytiques nuls sur (X,0), par pirek (resp. Diffg) 1'ensemble
des opérateurs différentiels holomorphes (resp. analytiques), d'ordre au plus égal
3 k 3 1'origine de ¢". Posons

Dirr¥(1) = {P e Diff ,P(I) < 1} Diffg:(Ia) ={P ¢ Diffla‘,P(Ia) c Ia}

I pire® = {P e pirg", PE) < T ).

I, Diffg = {P e Diffz, P(Ao) e} .

k

Soit
r: -~ Ck,o = /1
(resp. r : ﬁ+6XJ)=%ﬂa)

la surjection naturelle.

Théoréme 2.
1) Tout opérateur différentiel P de Diffk(I) (resp.Diffz(Ia)), induit un opé-

rateur différentiel A sur (X,0) tel que le diagramme

c—E .o ,
i : ( [ P > T
lr |r resp. lr !r
¢ A Y ¥ A |
X,0 > Iy0 %{,o ey 0
soit commutatif.
2) On a :
Dire(¥, ) = Diff*(1) / T Dife®
t]
. ook ok .
Diff (LX’O) = lefa(Ia)/Ia D:Lffk(Ia) .

Démonstration pour ﬁX 0 (la démonstration dans le cas holomorphe est identique).

Choisissons un systéme de coordonnées locales 3 l'origine de € = gD ,

soit (xi).

_ . Pour tout n-uple d'entiers a on pose
i=1,..2n
o
o _ 0 n
X=Xy Xy

1°) Si P est un upérateur différentiel sur 1'anneauA, qui conserve 1'idéal I,

il induit une application C-lindaire 4 : & — #
X,0 X,0
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et pour tout germe analytique f, [P,f] induit

[A,r(£)] : &X,O > QX,O

I1 en résulte par récurrence que A est un opérateur différentiel d'ordre au plus

égal & celui de P.

2°) Réciproquement, soit A un opérateur différentiel d'ordre au plus €gal 3 k
&u‘ﬂx’o . Choisissons des germes analytiques (aa) a 1l'origine de ¢" tels que
r(a,) = Ax(x*)  Va, |a|s k.
I1 existe un opérateur différentiel P 3 coefficients analytiques & l'origine
de €", d'ordre au plus égal 3 k, tel que
P(x*) =a , lof ¢ k.
On a r P(f) = A(r(£)), pour tout polyndme de degré inférieur ou égal 3 k. En appli-
quant la proposition 1, on montre que cette égélité a encore lieu pour un polynd-—
me f arbitraire. Soient alors g un germe de fonction analytique & l'origine de cn,

et m un entier quelcongue. On peut écrire,ﬁ1(resp.ﬁ1x) désignant 1'idéal maximal de

x,0
g=f+h, h ehm
ol f est un polyndme. On a :
r(P(g) - AM(r(g)) = r P(h) - A(r(h)).

D'aprés le lemme 4, le second membre appartient 5}1§-k. Puisque m est quelconque,

an o (resp. 1

on a, d'aprés le théoréme de Krull:

r P(g) = Alr(g)).
En particulier, P laisse invariant I,-
L'application .

. apk : apK

Diff (I,) » Diff (’ix’o)
est surjective. Son noyau est formé des opérateurs différentiels dont 1'image est
contenue dans Ia.
Corollaire. Les opérateurs différentiels d coefficients holomorphes ou analytiques

sur un germe d'espace analytique sont continus pour les topologies (DFN).

En effet, lu propriétd a lieu pour €. De méme, il résulte des représentations
locales qu'on a les injections canoniques de faisceaux
s anK . ankK
Diff"(¥y) e Diff (%X) .

IV- 3. Opérateurs différentiels 3 coefficiernts différentiables.

Supposons X plongé comme sous-ensemble analytique d'un ouvert U de .

Soit 1 1'idal des germes de fonctions différentiables nuls sur (X,0), et désignons
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par Dirfk(J) 1'ensemble des opérateurs différentiels dans E; qui laissent invariant
1'idéal j, et J Diff® 1'ensemble des opérateurs dont 1'image est contenue dans 3.

Proposition 3.

pirs(E,) = pire™(1)/7 piee®

Démonstration. Un opérateur différentiel P & l'origine de €, laissant invariant 1°
idéal J, induit un opérateur différentiel A sur (X,0), la continuité &tant assurée
par celle de P. Réciproquement, si A est défini sur E&,O , on montre comme dans
la démonstration du théoréme 2 qu'il existe un opérateur différentiel P & l'origine
de € tel que

r P(x) = A(r(£)) r: k> tX,O
pour tout polyndme f.

Soit g un germe différentiable & 1l'origine de ¢™. I1 existe un ouvert U oll P

est aéfini, et une suite (gn) de polyndmes qui converge sur U vers g. On a alors :

P(gn) - P(g)

r P(g ) —r P(g) = r P(g) = Ar(g))
r(g,) —=r(g)

La démonstration s'achéve comme plus haut.

Remarques:
1) On a les inclusions canoniques de faisceaux Diffk(&x)=Diffk($x) c Diffk(ex)

2) On peut formuler un analogue global du résultat précédent:

Soient X plongé dans l'ouvert U de €2, et Diffk(J) le faisceau des opérateurs
différentiels d'ordre au plus égal 4 k sur U, qui laissent invariant le faisceau
d'idéaux des germes de fonctions différentiables nulles sur X. D'aprés ce qui
précéde, on a un morphisme surjectif

Difr(d) » i, Diff(E,) > 0

i:Xe=>U.
Puisqu'il s'agit de faisceaux fins, le morphisme est globalement surjectif. Ainsi
tout opérateur différentiel 3 coefficients différentiables sur X peut &tre représen-
té par un opérateur différentiel sur U. La méme remarque s'applique dans le cas
analytique si X est cohérent comme ensemble analytique réel, puisque tout ouvert
de €" est de Stein pour les {-faisceaux cohérents, d'aprds la suite exacte suivante
et 1'étude du paragraphe V :

« ank RN . . .
0 > J, Diffy > Difrs() > i, D:Lffk(ffx) >0



23

V -
PARTTES PRINCIPALES ET OPERATEURS DIFFERENTIELS.

Soient Z un espace analytique,?Fz 1'un des faisceaux 0&, &Z’ EZ' Le morphisme
diagonal associé & l'espace analytique X
A: X» XxX
induit une suite exacte

0> Iy > A (F

XXX) - }TX -0

Définition 1. On appelle faisceau des parties principales d'ordre k a coefficients

dans ¥, le faisceau

X
;(k) = A%(F
X =4 T XxX

)/ J§+1

On munit ce faisceau d'une structure de ?X—module, déduite de la premidre projection
P XXX > X

et onm pose :

d, }k *'$§k)

k
*
4 =P,

ol » désigne la seconde projection.

)

. (k z
Remarque. Le faisceau {fy " est cohérent [15].

Le résultat suivant montre que le faisceau des parties principales d'ordre k

représente le foncteur "opérateurs différentiels d'ordre inférieur ou égal a k", &

coefficients dans }% défini plus haut (Dé&finition 2).

Théoréme 1. Un morphisme €-linéaire de faisceaux

P Sk —s}& -

est un opérateur différentiel a coefficients dans jk d'ordre au plus égal & k si
et seulement si il peut s'écrire

P=P .4 P ¢ Hom (?(k) F.)

® "k > FoOX X

Corollaire. Si X est cohérent, le faisceau Diffk(fx) (resp. Diffk(%x)) est un fais-
ceau cohérent de 6X'm0dules (resp. de *X—modules).
Démonstration.
1°) On a le diagramme commutatif
0 >y =8 (Fyq) ~ Fy
() P
0~ Iy *Tx% x> Tx

oll i est 1'application naturelle
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= *
i #X % ?i > A (ikxx)

i(f o g) = £(x)gly)
. * s
MWTJ“%%%+AGhﬂ%tmﬂMW.

Démonstration. Si X est régulier, le morphisme
..Z ? *
i bye By a7 (fy)
est injectif. L'assertion est alors vérifide. Soient X quelconque, U un ouvert dex

et V 1'ensemble (dense) des points réguliers de U. On a le diagramme commutatif :

g (U) @ E (u) -i——é ? UxU)

,r .r'
iUnV
’d

¢ (VxV)

v
x(V) @ (V) o

ol les fléches verticales sont injectives, et iUnv l'est aussi. I1 en résulte que

iU est injective. L'assertion en résulte.
On a donc, d'aprés (1)
- k+1 k+1
n (}k % tk) s Iy <y
Désignons par W; 1'espace des jets d'ordre k définis en II ("feisceautisd") (Défini-
tion 2)
k _ = k+1
@X_WX%FX/IX

On déduit de 1l'application F_-linéaire

k | = (k)
Fx > Ty
que tout opérateur ¥, -linéaire
5 . wl(k)
P ‘FX > ?X
définit un opérateur différentiel d'ordre au plus égal a k sur X, 4 coefficients

X

dans ? (dans le cas différentiable, on s'assure qu'on peut définir une structure
naturelle de faisceau de Fréchet sur k( k) 1! iaéal dJ est engendré par des fonc-

* .
tions analytiques, il est donc fermé ainsi que 7 dans A" (€ munl sur tout ou-

XXX)
vert de X de sa topologle naturelle d'espace de Frechet

De plus, dk x> té est continu.

() I1 suffit de vérifier cette assertion pour un ouvert U de C". Dans ce cas,
k .
¢ -(U) est un £(U)-module libre engendré par les &léments
=@ g «

et 1l'application 4y est définie par :

4 ¢ flx) > 1 (%) =)
a]<k a!

Le morphisme P est continu puisque &X—llnealre et défini sur 9( k) qui est loca-
lement de type fini
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~

I1 en résulte que P est continu, donc définit un opérateur différentiel & coef-

ficients différentiables sur X.

2°) Réciproquement, soit P un opérateur différentiel & coefficients dans ;X'
D'aprés la représentation locale (théoréme 2, proposition 3), il est induit locale-

ment dans un plongement de X dans un ouvert U de c” par un opérateur différentiel

~

P, dans U, & coefficients holomorphes, analytiques ou différentiables. On sait que

P, se factorise 8 travers 1l'espace des parties principales sur U d'ordre k :
Py

‘SU 2 Ty

N

()
$U

On constate que le noyau 1L ae 1'application naturelle
(x) (k)
ERRCIIESE N 69)
est engendré par 1'image de (P; 1, F): 4), ou } désigne 1'idéal noyau de

Fyv) > F o (x)

L'image par P] de f est contenue dans d'aprés 1'hypothése

P](j) < 1
I1 en résulte qu'on peut compléter le diagramme précédent en un diagramme commuta —
o P

tif yu 1 .?,U

! i §I(Jk) "'1

f /\;?)({k)~ Pe Homﬁx(ﬁ)((k), ffx)

N

5x ¥y
ce qui achéve la démonstration. On r'emarquc ent'in que le faisceau Diffk(ﬂ'x) est la
restriction & X du faisceau Diffk(o"i) sur le complexifié X de X supposé cohérent.
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CHAPITRE IT.

PROLONGEMENTS DES OPERATEURS DIFFERENTIELS .
NPERATEURS A COEFFICIENTS MEROMORPHES,

On étudie 1l'anneau des opérateurs différentiels sur le corps des germes de
fonctions méromorphes sur un germe d'espace analytique irréductible.

I~
OPERATEURS DIFFERENTIELS SUR UN ANNEAU ET SON CORPS DES FRACTIONS.

Soient A un anneau commutatif unitaire sans diviseur de zéro, et k son corps
des tractions. Les seuls opérateurs différentiels considérés sont ceux définis re-
lativement au sous—anneau premier de A.

On suppose que le module

QA=I/IZ, I =FKer(A ®A > A)
appelé module des différentielles de A, est de présentation finie.

On montre alors, comme au chapitre I (Prop.2, 1°) de la démonstration) qu'il

en résulte que pour tout entier m le module @i’ des jets d'ordre k est un A-module

de présentation finie.

Proposition 1. On a, pour tout entier m,
Difrf™(k) = k ® Dirf™(A)
A

Démonstration. La construction du module des jets est compatible avec la localisation
[15,16.4.15]. I1 en résulte que 1l'espace des jets d'ordre m relatifs d k n'est

autre que
em = pr
k= KOy
D'autre part, on sait que k est plat sur A. On a alors :

. m "
Diff™(k) = Hom, (P}',k) = Hom, (k ® ;’A“,k)

On sait alors, puisque le module‘?g est de présentation finie lef.5,ch.I,par.2,n°10],

qu'on a :
Hom, (k 8¢
kN AY

k) =k ® HomA('.?ﬁ,A) =k ® Dirf™(a)
A A

Définition. Soit (X,x) un germe d'espace analytique irréductible.
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On appelle germe d'opdératcur différentiel 3 coefficients méromorphes sur (X,x) un

opérateur différentiel sur le corpsI%X . des germes de fonction méromorphes sur
t]
(X,x).

Proposition 2.
1°) Soit A un germe d'opérateur différentiel & coefficients méromorphes sur
(X,x). Il existe un germe non-nul de fonction holomorphe u tel que
P = uA

soit un germe d'opérateur différentiel & coefficients holomorphes sur (X,x).

2°) Tout germe d'opérateur différentiel

. €
P X,x - gk,x
se prolonge en .
P : kX,x -*HX,X

de maniére unique.

Démonstration.
\
1°) Désignons par 5§k; le module des parties principales (holomorphes) d'ordre
E]

éral 3 k. D'aprés le chapitre I (par.V,Th.1), le module des opérateurs dif-
)

0 qui est un

férentiels d'ordre au plus égal a k s'identifie au dual de e;k
E]
GX x-module de présentation finie.
3 .
D'aprds la proposition 1, A est combinaison & coefficients dans»«X % - La pre-
’

-midre assertion en résulte.

2°) Soit P un germe d'opérateur différentiel holomorphe sur (X,x). On suppose

(X,x) plongé dans un ouvert U de €7, et soit ¢ 1'idéal de définition de (X,x). Il
existe un opérateur P1 a4 coefficients holomorphes dans U au voisinage de x, qui in-
duit P. Soit

a=7*f/g,ac€ hX,x H
le germe o peut &tre représenté par un germe f méromorphe au point x de U,

$= f]/g] ’ g]f * .
On pose

B(x) = r[py(£,/a,)]
ol r désigne la restriction & X des germes de fonctions méromorpvhes sur U, et défi-
nies sur X. La définition précédente a un sens, puisque

m <
im N, g, P1(f1/g1) € .
¢?,0

L'opérateur P est un opérateur différentiel sur « qui prolonge P. Si P est un

X,x
opérateur différentiel sur ﬂX ¢ Prolongeant P, il peut &tre représenté a 1l'origine
k]

n - . . . o~ .
de € par un opérateur i coefficients méromorphes déterminés de maniére unique.
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D'ol
P =P.
Théordme 3. Soit (X,x) un germe d'espace analytique irréductible de dimension n.
I1 existe n dérivations (Ai) du corps ﬂX,x aes germes de fonctions méromorphes
sur (X,x), qui commutent entre elles, telles que si P est un opérateur différentiel
d'ordre k sur (X,x) & coefficients méromorphes, P peut s'écrire, de maniére unique,

S

comme combinaison & coefficients méromorphes des mondmes :
A% = 1 Aan o, +...+0, ‘< k
PRERRIW g teeata § .
L'algébre graduée associée & 1'anneau des opérateurs différentiels méromorphes

~

est une algdbre de polyndmes de n variables & coefficients dans kX,x .
Démonstration.

Le germe (X,x) peut &tre représenté comme germe de revétement rumifié au
dessus de (€%,0). L'inclusion associée fait de kX,x une extension algébrigue
séparable de 1'anneau des germes de fonctions méromorphes 3 l'origine de C". On
sait [39] que toute dérivation de M n oA S€ prolonge de maniére unique & ﬂX,x .
On en déduit un morphisme d'anneaux ~ filtrés

¢ Diff(l[cn,o) > Diff(/{x’x)

tel que
8(£) = ¥ (£) VP &
U(P)u = P.
¢n,0

Le morphisme & est donc injectif. Sa surjectivité est conséquence &lémentaire du

lemme suivant, qui résulte du fait que 1l'espace vectoriel des jets méromorphes

. )
N(P' est de dimension finie.
€n,0
R , ,: . D
Lemme . Diff®(s i =H ®  Diff
S (“%n’o ’ X,x) Xy ACn,O * (ncn’o)

La démonstration du théoréme s'achdve en remarquant que & est un morphisme

d'anneaux qui induit un isomorphisme sur les algébres-graduées associées.



CHAPITRE III

IMAGES INVERSES D'OPERATEURS DIFFERENTIELS,

On considére un morphisme d'espaces analytiques normaux :
JC: X =Y

On suppose que T est, en dehors d'un vrai sous-ensemble analytique Z de X,
un isomorphisme local. On peut alors définir 1'image inverse d'un opérateur
différentiel sur Y. C'est un opérateur différentiel sur X - Z, ayant des pdles
sur Z. Si T est un revétement ramifié, notre &tude se déduit partiellement du
chapitre précédent; nous examinons le cas ol Y est le quotient d'une variété

X par un groupe, et celui ol T est un morphisme de résolution.

I~
CAS DES VARIETES.

I.1 - Les opérateurs différentiels considérés sont holomorphes, sauf mention
particuliére. .
Soit
v:V->W

un isomorphisme de variétés analytiques complexes. On peut associer, par trans-—
5

port de structure, un opérateur différentiel ¢7(P) sur V & tout opérateur dif-

férentiel P sur W. Cet opérateur est déterminé de maniére unique par
(1) $%P) (g cy) =Plg)cy

pour tout ouvert U de W, et pour toute fonction holomorphe sur U.

Le caractére local de cette construction relativement & la source de 1l'ap-
plication  permet de définir 1'image inverse de P méme si ¢ n'est qu'un isomor-

phisme local :

¢ V>V

un morphisme de variété analytiques complexes qui est, en dehors d'un vrai
sous—-ensemble (analytique) Z de V, un isomorphisme local. L'unique opérateur

différentiel ¥ *(P) sur V - Z défini par (1) s'appelle 1l'image inverse de P.

29
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Si P est une fonction f, son image inverse coIncide avec la composée avec

¢ de f. L'application * ainsi définie est un morphisme d'anneaux.

Soit a un point de Z, b son image, et J le déterminant jacobien de y calculé

dans un systéme de coordonndes locales arbitraires au voisinage de a (et b).

Par hypothése
J(x) #0 v¥x ¢ VA
Supposons d'abord P holomorphe :

Théoréme 1 : Sous les hypothéses précédentes, 1l'image inverse d'un opérateur

différentiel défini au voisinage de b s'écrit

’ 1
4XP) = 5= Q
J2k 1
ol Q est un opérateur différentiel défini au voisinage de a, et k désigne

l'ordre de P en b.

Démonstration :
On peut se ramener & un isomorphisme local sur U - Z, ou U est un ouvert

de Cn :

Soient

Q: 0 -7, Qu) =z . (u1,...,u )

(21,...,z§)

N
n

) . .
Di = FP) i=1,...,n .
i

On effectue le calcul explicite de l'image inverse de D d'aprés (1) : Si

R
“’(Di) - ; bi(u) du.
i i
on doit .avoir
? bi(u) Bui (z) = 6ij (Gi, symbole de Kronecker)

systéme d'équations linéaires en les bi qui poss&de une solution holomorphe

dans U - Z, telle que 1'opérateur

soilt holomorphe.
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De méme si

d
D; =34,
1

est défini dans U (3 coefficients antiholomorphes).

Tout opérateur différentiel holomorphe P au voisinage de l'origine est
combinaison lindaire & coefficients holomorphes des mondmes Di' Son image

inverse ¢*(P) s'écrit donc

WH(P) = T 9(ay) &

a 1 n _ .
A =A1'...An [a|-u1+...+an$k

I1 suffit donc de vérifier que l'opérateur

PN L)

est holomorphe dé&s que
la] €«
C'est une récurrence facile sur 1l'ordre k.

5i P est analytique-réel (resp. différentiable) la démonstration précé-

dente montre que 1l'on a

. 1
AN CE

ol Q est analytique-réel (resp. différentiable).

Remarque : Les coefficients de laepartie principale de P sont de la forme

suivante : si P est holomorphe (resp. analytique, différentiable)

c
p = 2
o Jk

‘o
(resp. b= — )

o Jijk—i

ol g, est holomorphe (resp. analytique, différentiable).
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Un opérateur P sera dit semi-méromorphe s'il existe une fonction analytique-

réelle u telle que uP soit analytique-réel (resp. différentiable).

I.2

Considérons une immersion de variété analytiques complexes :
m:Va>W

Soit P un opérateur différentiel sur W. Existe-t-il un opérateur ¢*P)
sur V vérifiant (1) ? Il est nécessaire que P satisfasse & la condition

suivante :

Si 7 induit sur l'ouvert U un isomorphisme
T:U>mU)=U'c W

ol U' est une sous-variété d'un ouvert W' de W, alors P laisse stable 1'idéal
des germes de fonctions nulles sur U'.

~

Nous dirons que P se restreint & m(V) si cette condition est vérifiée

(si m est un plongement, la condition signifie exactement que P se restreint

3 la sous-variété de W image de T).

Théoréme 2 : Soit

m: VW

une application de variétés analytiques complexes qui est une immersion en
dehors d'un vrai sous-ensemble analytique Z de V.

~

Si P est un opérateur différentiel sur W qui se restreint & m(V), il pos-
sdde une image inverse T(P) définie sur V - Z, et qui se prolonge en un opératew
différentiel méromorphe (semi-méromorphe) selon que P est holomorphe (ou
analytique-réel, différentiable).

~

L'ordre de 1'image inverse est au plus égal & celui de P.

Démonstration :

Si 1'opérateur différentiel P se restreint & m(V), on peut lui appliquer
la construction de I.1. On obtient ainsi un opérateur différentiel m (P) sur
V - Z. Montrons (par exemple) que si P est holomorphe, 1'opérateur obtenu est

un opérateur différentiel méromorphe.



I1 suffit de consid%rer le cas d'un germe
v (¢ ,0) — (Cq,O) , Tclz) = u
u Ugseensly)

z Z]"ff’zq)

Dans le complémentaire de 2, W est une immersion. Soit P un opérateur diffé-
rentiel holomorphe sur un voisinage de 1l'origine dans ¢q :

o

1 o

P= I oaya) ) ... G2)7C
|o]<x 2

De 1'hypoth&se il résulte qu'il existe un unique opérateur différentiel

holomorphe TX(P) sur le complémentaire de Z dans un voisinage de 1'origine
dans Gn tel que :

B, B

T™P) = I b,(u) (L) (—8~) ’
|8]<x 8 duy du,

T(P) (f o) =P(f) ¢ T era@“,o

Explicitons cette identité :

8,
(2) L pglu) (37) [£em] =

2.2 }
a (m(u)){(z=) £} (m(u))
IB,Sk o dz

z
}a[Sk
D'aprés la régle de dérivation composée, il existe des fonctions holomorphes

5 B a,v
(3;) (fem) =1 CB,\)(“) {(gg) £} (m(u))

le systéme (2) devient

v o
I ca bg(u () £3(n(2)) = z 8y (MWL) £} (n(w)

On doit donc avoir

B,ot(u) b, (u)
Ce systéme d'édquations linéaires posséde une solution unique en dehors de

Z, qu'on peut obtenir par inversion de la matrice (cB u)' La solution est donc
>

méromorphe sur Z.

Remarque : Pour n = q on retrouve comme cas particulier le théoréme 1.
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II- MORPHISMES D'ESPACES ANALYTIQUES.

II.1 Prolongement des opérateurs différentiels définis dans un ouvert.

Proposition 3 : Soient X un espace analytique complexe normal, Z un sous—espace

analytique tel qu'en tout point x de X
dimx z4 dimx X-2

Alors tout opérateur différentiel holomorphe P (resp. méromorphe) sur X - Z
se prolonge, de manidre unique, en un opérateur différentiel holomorphe (resp.

méromorphe) sur X.

De plus, si a est un point de Z, et P est d'ordre k sur U - Z, od U est

un voisinage de a, le prolongement est d'ordre k en a.

Démonstration :

On sait qu'une fonction holomorphe f sur X - Z se prolonge en une fonction
holomorphe T sur X pourvu que X soit normal,et Z de codimension au moins deux
[29 ; Proposition 4 p. 118]. Il en est de méme pour les fonctions méromorphes
|1oc. cit. p. 133].

L'assertion est de nature locale sur X. Démontrons par récurrence sur k
que si P est défini et d'ordre k dans le complémentaire de Z dans un voisinage
U de a, alors P se prolonge de maniére unique en un opérateur défini sur U et

d'ordre k.

Soit w un ouvert de U. On pose
P(g) = Plglu -2)  wge ((w)

L'opérateur P est bien un opérateur différentiel sur W : pour toute fonc-

tion holomorphe h sur w,
[, u = [p nl, _ ]

On conclut par récurrence.

La méme démonstration peut €tre faite pour les fonctions méromorphes.

Enfin, on a

[ [Ps g 1sees gyq] =0 8y -ees g,y €0 W-2)



Si et seulement si on a

l. I.‘P, hT.I,..., =0

o t]

% 111,...,}1]”1 ¢ € (w)
D'ol résulte l'assertion sur 1l'ordre.

II.2 Images inverses.

Compte tenu des propriétés de prolongement des opérateurs différentiels,

on a par exemple le résultat suivant, conséquence du théoréme 2

Proposition 4 : Soit
mT:X>Y

un morphisme propre d'espaces analytiques normaux ; on suppose que T est, en

dehors d'un vrai sous—ensemble analytique Z, une immersion.

Si P est un opérateur différentiel holomorphe sur Y, qui posséde localement
des restrictions aux sous—espaces analytiques images de 1'immersion, alors P
posséde une image inverse T*(P), qui est un opérateur différentiel & coefficients

méromorphes sur X

Les résultats précédents permettent d'énoncer un théoréme de prolongement

des opérateurs différentiels sur des corps de germes de fonctions méromorphes

Soit
mT: X>Y

un revétement ramifié de germes d'espaces analytiques normaux. Il induit une
injection

.o . 3

r* &, 0

Yy X

et une injection sur les corps de fonctions méromorphes

x . M oyt
SrE el

35
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Théoréme 3 : Tout opérateur différentiel P sur_’ZY se prolonge de maniére unique

en un opérateur différentiel sur . v de méme ordre que P.

Démonstration :

1°) Soit P un opérateur différentiel sur C}. I1 se prolonge de manidre
unique en un opérateur différentiel sur./iY (Ch. II, Proposition 2). Soit w™(P)
son image inverse. Il définit un opérateur différentiel suruix, dont on vérifie

aisément qu'il prolonge P.

2°) D'aprds les résultats du chapitre II, tout opérateur différentiel A sur
’YY est combinaison a coefficients dans,‘(Y d'opérateurs holomorphes. Le prolon-
gement de A est donc possible. Il est unique puisque bien déterminé sur 1l'ouvert

de X sur lequel T est un isomorphisme local.

Remargue : On peut &noncer des résultats analogues pour les opérateurs & coef-

ficients analytiques.

11
OPERATEURS DIFFERENTIELS SUR LES SINGULARITES—QUOTIENTS.

III.1 - Nous étudions 1'anneau desvopérateurs différentiels holomorphes sur les
espaces normaux définis comme quotients de variétés analytiques complexes V par

un groupe proprement discontinu d'automorphismes G [9].

On peut supposer sans restreindre la généralité
v=2e¢",x=¢"c

ol G est un sous—groupe fini de Gl(n, €).

L'anneau Pk o des germes de fonctions holomorphes & 1l'origine de X est
k]
alors identique au sous—anneau de Ca formé des germes de fonctions holomor-
¢",0

phes invariantes par G, noté (* .

Soient % 1'algébre des germes d'opérateurs différentiels holomorphes &
l'origine de @n, et G un sous-groupe fini de Gl(n, €). Le groupe G agit sur .

par automorphismes :

Pe'Z , geG,
(3)



G 2 ooz . . .
On note 22~ le sous—anneau des opérateurs différentiels invariants. C'est
G
un @ -module.
Soitﬁﬁx 1'anneau des germes d'opérateurs différentiels holomorphes & 1'ori-

gine de

X = ¢%/c

<

Définition 2 : On dit qu'un opérateur différentiel P de ¥ induit un opérateur

différentiel A sur X si A est la restriction de P &

Définition 3 : On appelle espace d'isotropie de G l'ensemble des points de e

dont le groupe d'isotropie est non-trivial.

C'est la rdunion d'un nombre fini de sous-espaces vectoriels stricts de €”.

Théordme 4 :
a) Pour qu'un opérateur différentiel P de & induise un opérateur différen-

tiel sur X, il faut et il suffit qu'il soit invariant par G.
b) L'anneauizG s'identifie canoniquement & un sous-anneau deiﬁx.

c) Pour que

il faut et 11 suffit que l'espace d'isotropie de G ne contienne aucun hyperplan.

Démonstration :

a) Si P est invariant par G, il résulte de (3) qu'il définit une application

qui est un opérateur différentiel (on le vérifie par récurrence). Réciproquement,

si on a un diagramme commutatif

v P (9
J

=
f_:. (o3

@
]
%

37
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considérons l'application canonique
¢t > et =X
On peut lui appliquer les résultats du paragraphe II.L'opérateur diffé-

. . . n . . .
rentiel A § 1'origine de ¢ posséde une image inverse m*(A), méromorphe, qui

est invariante par G. D'aprés (4) et le diagramme commutatif

Donc T*(A) est holomorphe, et P invariant.

b) Il reste 3 montrer que l'application

est injective : Soit P un opérateur invariant, nul sur les fonctions invariantes.

Alors P est nul : considérons la moyenne sur le groupe
. .G 1
m (> m(f‘) = ]E]— M fg
On a :

vrfe &
VPI:-ZG

P(f) = P(m(f)).
D'ol résulte l'assertion.

c) Il est clair que le lieu singulier de 1'application T est contenu dans
1l'espace d'isotropie. Si celui-ci est de codimension au moins égale i deux,
1'image inverse T*(A) d'un opérateur différentiel holomorphe sur X est un
opérateur holomorphe, puisque les pSles de ses coefficients appartiennent

S . . . . .
@ un ensemble analytique de codimension au moins deux. Réciproquement supposons

que l'espace d'isotropie de G contienne 1'hyperplan:
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seeesz ) 32, =01},

Hy={z= (Z1 n 1

1
Soit G1 le sous-groupe fini de G formé des automorphismes qui laissent
H, ponctuellement invariant. Il est facile de voir que, & un changement de

1
coordonnées prés

G1 ={gec G g(z) = (921,22,...,zn)}

¢ racine p-iéme de 1l'unité.

Considérons les opérateurs différentiels

o1 9  w_
(5) A= p-1 dz B A= m(A)
23 1

Lemme 5 : X induit un opérateur différentiel holomorphe sur X.

Si f est un germe de fonction invariante par G, elle est invariante par

~

G
el te f(z1,z2,...,zn) = f(z?, 22,...,zn)

fFeo

D'ol

Cependant A n'est pas holomorphe au voisinage de l'origine : chaque auto-
morphisme de G transforme H1 en un hyperplan. Soit (Hi) les hyperplans distincts
ainsi formés. On voit facilement d'aprés (5) que A s'derit
k
L A,

1

A =
i=1
ol &y est un opérateur méromorphe, dont le coefficient principal est



40

III.2 - Propriétés algébriques de wx.

. ~ . . G IS 2
On peut se restreindre au cas ou 3& est identique de &, d'aprés le résul-

tat suivant
Théoréme 5 : Si
X = ¢*/G

il existe un sous-groupe fini I' de G1(n, €) tel que X soit isomorphe i c™T et

que 1l'espace d'isotropie de I' ne contienne aucun hyperplan.

En effet, d'aprds un résultat de C. CHEVALLEY |6, Ch IV, § 5, Th. 3]
le quotient de @ par le sous—groupe I distingué de G des éléments laissant
invariants les points d'un hyperplan est isomorphe & ¢”, et le groupe quotient

G1 = G/T

agit sur ¢". On a
¢”/G = (e™/T)/G/T = ¢“/G1

et 1l'espace d'isotropie de G1 est 1'image par la projection canonigue des sous-

espaces de 1l'espace d'isotropie de G de codimension au moins deux.

On est donc ramené & 1'étude de 1l'anneau des invariants de & sous l'action

d'un groupe fini.

Théoréme 6 : Soit A un anneau filtré par une filtration positive croissante ;
soit Ao le sous—anneau des éléments de filtration nulle. Enfin soit G un groupe
fini d'automorphismes de A respectant la filtration, et dont 1l'ordre est inver-

sible dans A.

Supposons 1'anneau-gradué Gr(A) associé 3 A noethérien 3 gauche, et soit
G . . .
A" 1'anneau des invariants de A sous l'action de G.
Il existe un nombre fini d'éléments (ui) de AG tels que les mondmes en ces

212 G .
é€léments engendrent A~ comme module i gauche sur Ag, et que les 1mages de ces

~ G
mondmes engendrent (Gr A) comme module i gauche sur Ag.

Démonstration :

D'aprés 1'hypothdse sur l'ordre m de G, on peut définir une moyenne sur A :
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£7(x) = %- I g.x
geG

Cette application induit une moyenne

4 : Gr A~ (Gr n¢
i

Soit I 1'idéal engendré dans Gr A par les éléments homogénes de filtratioh
strictement positif invariants par G.
D'aprés 1l'hypothdse, il existe un nombre fini de générateurs de I. Soient
(u1,...,up) des représentants dans A de ces générateurs (ﬂ;) qu'on peut supposer
invariants par G, car

T e or A% — @ = lu,)

i i i
Supposons démontré que tout élément de AG de filtration au plus égale 3 k

est combinaison lindaire de mondmes formés i partir des u; (1'assertion est
triviale & 1l'ordre zéro), et soit u un &lément de AG de filtration au plus (k + 1)

L'image de u dans 1'anneau-gradué appartient 3 I

On peut supposer les &i de degré strictement inférieur 3 (k + 1).

On a donc
u=2Za u, +u'
1 1

ol les ay sont des représentants des &i, les &léments (ai, u') étant de filtra-
tion au plus égale a k.
Appliquons la moyenne aux deux membres de 1'égalité précédente. On a,

les ui étant invariants par G,

4(u) =u

Z9(a; ug) +4(u)

1

I glay) uy +4(ur)

On conclut par récurrence. La méme démonstration montre que les (i.) engen-
i

G - 2
drent (Gr A)~ (le méme résultat est valable pour une structure de module i droite).
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Définition 4 : On dit qu'un anneau M est un anneau de type fini & gauche (resp.
3 droite) sur un sous-anneau N s'il existe un nombre fini d'éléments de M tels
que les mondmes en ces &léments engendrent le N-module & gauche (resp. & droite)
M.

En appliquant le théoréme 6 &

filtré par 1'ordre, et & G sous-groupe fini de Gl(n, €), opérant dans A, on

obtient, compte tenu des résultats précédents :

Théordme 7 : L'anneau;!x des opérateurs différentiels sur un germe X de singu-
larité-quotient et 1'algdbre-graduée associde sont des anneaux de type fini

sur FX'

Cette propriété a lieu relativement aux structures de modules

i gauche et a droite.
Remarque : Ce théoréme s'applique au cOne de C3 défini par
x2 + y2 + z2 =0

. . or . 2 2 ot e
qui s'identifie au quotient de € par le groupe engendré par la symétrie par
rapport & l'origine. Par contre, Bernstein—Gel'fand2[3]ont montré que 1'anneau

:X au sommet du cdne

x3+y3+z3=0

n'est pas un ﬁk—anneau de type fini.

v -
RESOLUTION DES SINGULARITES.

L'opération d'image inverse des opérateurs différentiels possdde, pour un
morphisme de résolution des singularités de X "3 la Hironaka", des propriédtés
particuliéres : les pdles des images inverses d'opérateurs différentiels sur X
sont définis par des fonctions analytiques sur X. Nous donnons une démonstration

explicite de ce résultat (remarqué indépendamment par D. Burns [8]).



III.1 - Soit X un espace analytique complexe.

Définition 1 : On appelle résolution des singularités de X un morphisme

m:X>X
d'une variété analytique complexe X sur X, tel que

a) T est propre
b) Si S(X) désigne le lieu singulier de X, 7 : X - n_1(S(X) > X - S(X)
est un isomorphisme.
c) L'ensemble
A =7 (s(x))
est un hypersurface localement réunion finie d'hypersurfaces lisses, n'ayant

que des croisements normaux.

Théordme d'Hironaka : Soit X un espace analytique complexe dénombrable &

1'infini. Il existe des résolutions des singularités de X.

La construction d'Hironaka f7] possdde des propriétés supplémentaires,

aussi nous introduisons la définition suivante :

Définition 2 : Soit X un sous—espace analytique d'un ouvert U de ¢". on appelle

résolution d'Hironaka des singularités de X une résolution des singularités

Yl
el M N: X -—=>X

=Ty 1

)
3
o

(1)
=X

~ ~/ ~~ ~
mo: X, ., +X Xpq1 =X 5 X

i " T i k+1

N . . . . ~
ou . est induit par 1'éclatement 0i d'une sous-variété d'une variété U, contenue
i

dans le lieu singulier de 1l'espace analytique ii’ avec

X1 =X U1 =U

< k ~
0] - ..... U, —U
'k+1 2 .
N v
Xk;T* . X2 — = X

X. transformé strict de X. suivant €.
1+1 1 1

43



44

La démonstration d'Hironaka montre que de telles résolutions existent Eﬂ
Théoréme 1 : Soit
mT:X>X

une résolution d'Hironaka des singularités de X espace analytique complexe
réduit. En tout point x de X, il existe un germe de fonction holomorphe u non
nul tel que si P est un opérateur différentiel holomorphe au voisinage de x,

d'ordre k,

1

T (P) = ———
(uem )k

Q

N z copz . F -1
ol Q est un opérateur différentiel holomorphe d'ordre k au voisinage de m (x).

Démonstration :
1°) I1 suffit de démontrer l'assertion pour un morphisme m comme en (1).

Soit donc

0
—_—

My <
Moocs Al

ol ?, U sont des variétés, X est le transformé strict de X par 1'éclatement ©
d'une sous-variété lisse contenue dans le lieu singulier de X. Soient x un point
de X, et P un opérateur différentiel holomorphe en x. Il possdde un représen-
tant P dans un ouvert (encore noté G) qui est un opérateur différentiel holomor-

phe en x.

Introduisons un systdme de coordonnées locales qui identifie (localement)

1'éclatement 6 3 1'éclatement de @k dans €7,
1<k<n

" = (z1,...,zk, Zk+1""’zn)
Posons

p=n-%

L'éclaté de Ck dans €" est la variété définie dans €% x Pp_1 par les équations



Z. W, =W. Z. i=k+1,...,n

k+1,...,n

[
L[}

On vérifie alors que 1l'image inverse de 1'opérateur

=, 9
Ai = 21 Ba.
i

est holomorphe. Il en résulte comme au § I-(démonstration du théoréme 1) que

si P est d'ordre h, et si

2h-1
o)

alors

est holomorphe au voisinage de tout point de 1l'image inverse de 1l'ouvert ol P
est défini.

De plus, on peut supposer que u n'est pas identiquement nulle sur X
(sinon on pourrait plonger X dans c“_1).

En appliquant successivement ce qui précéde aux morphismes m de (1),

on obtient, pour le morphisme de résolution 4'Hironaka :

J

— > X 3 x

. 8
Ug——U
J

~ T

X

un germe de fonction holomorphe u en x, non nul sur le germe de X, tel que

pour tout opérateur différentiel d'ordre k P sur U,

Q=" P)
soit holomorphe.

Si P induit un opérateur différentiel sur X, Q induit un opérateur dif+~
férentiel sur X ; en effet soit g une fonction holomorphe sur U, nulle sur X.

D'aprés 1'isomorphisme

~

s X - (s(X)) > X - 8(X)

on a

45



46

la fonction
g, =gem

est nulle sur X - S(X), donc sur X - n_l(S(X)) on a :
Q(g) =0

~
et donc aussi sur X.

Le cas des opérateurs différentiels analytiques sur X serait é&tudié de la

. TN
meme manliere.
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CHAPITRE IV

FONCTIONS DIFFERENTIABLES SUR LES ESPACES ANALYTIQUES

Soit E(X) 1'espace des fonctions différentiables sur un espace analytique
X (dénombrable & 1'infini).

On a défini sur €(X) une structure canonique de Fréchet (par 1'intermé-
diaire de plongements locaux). Nous comparons cette topologie & celle de la
convergence uniforme sur tout compact des fonctions et de leurs images par les
opérateurs différentiels sur X. Nous montrons que les topologies coiIncident pour

les singularités—quotients, mais sont en général distinctes.

I-
OPERATEURS DIFFERENTTELS A COEFFICIENTS DIFFERENTIABLES.

Soit (X,0) un germe d'ensemble analytique réel & 1l'origine de ﬁN. Rappelons
le résultat suivant [27].
Théordme 1 : Supposons (X,0) défini par 1'idéal I de ﬂb, et soit K 1'idéal de
So formé des germes de fonctions différentiables nulles sur (X,0).

Les propriétés suivantes sont &quivalentes :

i) K= EO &I
T
ii) (X,0) est cohérent.
De plus, si (X,0) est induit par le germe d'un ensemble analytique complexe

X de ¢", chacune de ces propriétds équivaut 3 la suivante :
iii) Les composantes irréductibles de Xa l'origine restent irréductibles aux
points voisins.
Supposons X analytique complexe vérifiant 1'une des propriétés précédentes.
.. (k)
Soit X

3 coefficients analytiques (resp. différentiables).

(resp. Eik)) le faisceau des parties principales d'ordre k sur X,

Lemme 1 : On a, en tout degré k,

(k) _ ¢ & (k)
("x =& ®+X "tx

Démonstration : gonsidérons les suites exactes
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v

f A > -
O e T ) T 7O
~
o+J4 & >0

- Ve
X,x X X X,(x,x) EX,x

Le germe X X X est cohérent, d'aprés iii) ; d'aprés le théoréme 1,

~
‘ =€ @ 1
JX,x X x X,(x,x) %X * X, (x,x) X,x
k] 3
L'espace des parties principales d'ordre k & coefficients analytiques est

défini par la suite exacte

4 k+1 (k)
(2) 0 _)”X,x > ﬁ\'X x X,(x,x) *’QX,X >0
L'anneau des germes de fonctions différentiables & 1l'origine de R" est
fidélement plat sur 1l'anneau des germes de fonctions analytiques [26, p.88:| .
I1 en résulte ,'5, p.68, Corollaire de la Proposition 5] que l'anneau des germes
de fonctions différentiables en un point de X X X est plat sur 1l'anneau des

germes de fonctions analytiques.

La suite (2) reste donc exacte par tensorisation avec EX x X On obtient

la suite exacte

'.“'k+1
>

N
0~y X,x X x X,(x,x)

> (k)
EX %’txﬁx,x 0

qui est équivalente a l'assertion du lemme.

Théoréme 2 : Pour tout ouvert U de X, et pour tout entier k,

Diffk(GX(U)) = £

o . k
X(U) %ﬁx(u) Diff (er(U)).

En particulier, le préfaisceau

U~ £(U) Qfﬂ ) pire® (1(u))

(U

est un faisceau, qui coIncide avec le faisceau des opérateurs différentiels &

coefficients différentiables d'ordre au plus égal 3 k.
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Démonstration :
1°) Soit x un point de X. D'aprds le lemme 1 et le théordme 1, paragraphe V,

du chapitre I,

. ook _ (k) .
Diff (6X,x) = Homg (&X,x’ &X,x)
X,x
=kom, (g &, ¥ e )
X, x X 7 X,x s X »X
k
= Hom, (ﬁ; i, £ o)
X,x ’
On montre aisément, en identifiant l'anneau.ﬁ X 4 1l'anneau des germes de
fonctions holomorphes au point x du complexifié, que i;ki est un ﬁx x—module de
3 b
présentation finie. D'autre part €X % est (fidélement) plat sur 1X % On a donec
k] k]
(5, p.38]
..k ¢ .ok
Diff (Ex,x) = EX,x ®‘tx Diff (ﬁx’x)
s X

2°) Considérons alors le préfaisceau

U~ E L(0) @ ) Diffk(;'tx(u))

1’(U
C'est un sous-préfaisceau de Diffk(&k(U)). I1 suffit alors de montrer que
ce préfaisceau est un faisceau, puisque d'aprés le 1°) ses germes en un point

coincident avec ceux du faisceau Diffk(&x).

Soit U un ouvert de X, (Ui) un recouvrement ouvert, qu'on peut supposer

localement fini, de U.

D'aprds les théordmes A et B pour les espaces analytiques-réels [9], compte
tenu du corollaire du théoréme 1, paragraphe V du chapitre I, il existe un
nombre fini d'opérateurs différentiels analytiques d'ordre au plus égal 3 k,

(Aj)’ qui engendrent le faisceau Diffk(ﬂk) comme ﬁk;module.

Soit
Diffk(&(ui))
P. =% ¢. & A. , Wij € &(Ui)

et supposons que les Pi coincident deux & deux sur Ui n Uj' Soit (Gi) une parti-

tion de 1'unité associée au recouvrement (Ui). On pose
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On a :

ce qui achéve la démonstration.

Le théordme 2 a plusieurs conséquences. Il permet d'étendre les résultats

du chapitre III. Ainsi on déduit du théoréme 3 (ch. III) le corollaire :

Corollaire : Soit X un espace analytique complexe normal, cohérent en tant

qu'espace analytique réel, et
m:Y+X

un morphisme propre d'un espace analytique complexe normal sur X, qui est un

isomorphisme local en dehors d'un vrai sous-ensemble analytique Z.

Soient P un germe d'opérateur différentiel a coefficients différentiables
au point x de X, z un point de ﬂ_1(x) appartenant & Z. Il existe un germe de

fonction analytique u non nul tel que

~

soit un opérateur différentiel & coefficients différentiables au voisinage de z.
I.2 - Topologie de Schwartz.

On sait (Ch. I. I.3) que le faisceau EX des germes de fonctions différen-
tiables sur X est muni d'une structure canonique de faisceau de Fréchet. On

introduit une nouvelle topologie

Définition 1 : On appelle topologie de Schwartz sur 1'espace &(X) des fonctions

différentiables sur X la topologie définie par la famille des semi-normes
fr> || = sup |P(f)(x)]
P.K
xeK

ol K parcourt la famille des compacts de X, et P celle des opérateurs différen-

~

tiels & coefficients différentiables sur X.



On note Ed or

Fréchet introduit au Ch.I.

(X) 1'espace topologique ainsi défini, et £(X) 1l'espace de

Proposition :
i) Pour tout couple d'ouverts

VecU

la restriction

&) — &L (V)

diff diff

est continue.

ii) Pour tout recouvrement ouvert (Ui) d'un ouvert U de X,
3 )

Gipp(U) = Lim Ldlff(U )

i

(8galité entre espaces vectoriels topologiques).

iii) Pour tout ouvert U de X, on a les applications continues

. Identlte
gl - — g, .. (0) ———>if(U)

i désignant l'injection canonique.

iv) S8i X est cohérent (en tant qu'espace analytique-réel), la topologie

de Schwartz de £(X) peut &tre définie par une famille dénombrable de semi-normes.

Corollaire : L'espace X étant supposé cohérent, la topologie de &diff(x) est
une topologie de Fréchet si et seulement si elle coincide avec la topologie
usuelle.

Démonstration :

i) Considérons un couple d'ouverts
VecU

et soit donné un opérateur.différentiel P sur V, et un compact K de V4 il existe

un opérateur différentiel Q sur U, égal 3 P au voisinage de K.

On a
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v e E

diff(v)

sup |P(£)(x)] = sup |a(f)(x)]
xeK xeK

On a donc, si (Ui) est un recouvrement ouvert de U, une application conti-
i
nue?

(U) ——1im (u.)

Identité : & . .
e{—~ diff 1

diff

Montrons qu'elle est bicontinue : soit K un compact de U. On peut construire
un recouvrement ouvert de U, soit (U'i), tel que U‘i soit relativement compact

dans U, . Soit (U',...,Ué) un sous-recouvrement fini de K, et

W= {f ¢ iig E(Ui), S?p|P(f)(x)l < ¢}
i .
i

U est un voisinage de O pour la topologie limite projective, et on a :

felU => sup |[P(F)(x)] < ¢
K

ce qui démontre l'assertion.

ii) Montrons que la topologie de Schwartz est moins fine que la topologie
canonique de Fréchet. Il suffit de considérer le cas ol X est un sous-ensemble

analytique fermé d'un ouvert U de ¢". On a alors la suite

S(U) =, f(x)—»&iff(x)

ol s est l'application de restriction; il suffit de montrer que l'application
composée est continue. Soit P un opérateur différentiel sur X. Il est induit

par un opérateur différentiel P sur U, et on a :

[P(£)(x)] = |B(£)(x)] VxeK, £fe&U)
f= s(f)

D'autre part l'injection
. F
Cipp0) €mll)

est continue (prendre pour P la fonction 1)
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iii) D'aprés le théoréme 2, on peut définir la topologie deffdiff(x) par
la famille des opérateurs différentiels & coefficients analytiques. Pour tout

entier k, le module Diffk(ﬁ(X)) est de type fini sur A(X).

On peut définir la topologie de £(U) par la famille dénombrable de semi-

enormes

sup [Pk j(f)(X)] ,kynel
Xe Kn ’

.) engendre le faisceau Diffk(ﬁi), et ol

k,J U
(Kn) est une famille exhaustive de compacts.

ol pour k fixé la famille finie (P

Exemple : Il s'agit,pour simplifier,d'un espace analytique réel (les opérateurs

différentiels sont définis comme dans le cas complexe).

Soit X le sous—ensemble analytique de Rz défini par

xy =0
Les opérateurs différentiels 3 l'origine de X sont les combinaisons linéaires

des opérateurs

9 i ) J
1,D; = X(gzﬂ s Dj = y(g;? > 1,d = 1,0
les fonctions différentiables sur X s'identifient aux couples (f,g) de fonctions

différentiables ayant méme valeur a l'origine.

Montrons que la topologie de Schwartz sur &jx) coincide avec la topologie
de Fréchet : soit (fn) une suite de fonctions différentiables sur R, de Cauchy

pour la famille de semi-normes définies par les opérateurs (Di)'

Cette suite converge vers une fonction continue f, différentiable en dehors
de 1l'origine. Il en résulte que les distributions (fn) convergent vers la dis-

tribution définie par f.
(k)

Soit f la dérivée k-iéme de la distribution f.

On a, pour toute fonction-test ¢ (3 support compact)

< f(k),w > = 1im S fik) Y = lim (-1)k It w(k)

On peut supposer

Y(o) = 0 = P(x) = x «(x)
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(x) (k)

n

<, > = 1lim Sfx £ ¢

I1 résulte de 1'hypothése qu'on a (pour un compact K contenant l'origine),

I<f(k), P> € ¢ sup [W(x)|

xeK

L'ordre des distributions-dérivées de f est borné (égal & un). Il en
résulte EB&, Cor. du th. XXI, p.BBJ que f est une fonction indéfiniment diffé-

rentiable.
Remarque : Eh'général, un morphisme d'espaces analytiques

mT: X~>Y

n'induit pas un morphisme continu pour les topologies de Schwartz

I -
TOPOLOGIE DE SCHWARTZ SUR £(X) : exemples.

Théoréme 3 : Soit X une singularité-quotient, cohérente comme espace analytique

réel. La topologie de Schwartz sur E(X) coincide avec la topologie de Fréchet.

Démonstration :

On peut supposer, d'aprés le caractére local de la topologie de Schwartz,
x = ¢*/c

ol G est un sous-groupe fini de Gl(n, €), dont l'espace d'isotropie ne contient
pas d'hyperplan. Le complexifié

3

X=X XX
s'identifie au quotient de c2n par un groupe G vérifiant la méme propriété. Il
résulte alors du théoréme de préparation différentiable que 1l'anneau des germes

de fonctions différentiables & l'origine de X colncide avec l'anneau des germes

différentiables & 1l'origine de RZn invariants par G.

Soient (fi) une suite de Cauchy pour la topologie de Schwartz sur £(X), et



TR > X

* .
la projection. La suite (T (fi)) est encore de Cauchy, et converge vers une

fonction g invariante, donc
*
g=m(f), f € EXX).
Montrons que‘

f. > f
1

dans £(X). D'aprds le théordme 2, il suffit de considérer un opérateur diffé-
rentiel P & coefficients analytiques sur X, donc induit par un opérateur diffé-
rentiel holomorphe sur }, qui n'est autre qu'un opérateur holomorphe sur C2n

invariant par G. Soit T 1a restriction de cet opérateur 3 m2n.

On a :
* _xr* = % 2n
w [p(e))] = F [0 (£,)] » B(r"(£)) dans E®T)
I1 en résulte,m étant propre, qu'on a :

P(f;) » P(f) dans ¥(X)
L'opérateur P étant arbitraire, la suite (fi) converge dans £(X) pour la

topologie de Schwartz.

II.2 - On considére la famille des espaces analytiques réels X ayant un point x
tel que le germe (X,x) soit isomorphe au germe en son sommet du cdne de R3
par 1'équation

x3 + y3 + z3 =0

(les mémes résultats s'étendent & un cdne dont la variété projective associée
est une courbe de genre au moins égal & un).

Théordme b4 : L'espace (X) n'est pas complet.

diff
Plus généralement, on obtient une famille d'espaces analytiques X pour lesquels
la topologie de Schwartz est strictement moins fine que la topologie usuelle

en considérant les produits ~
X=XxY

défini

55
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oll Y est un espace analytique quelconque : la projection

X xY~>X

identifie E%iff(x) 3 un sous-espace fermé de Eﬁiff(x % Y), qui ne peut donc 8tre
un espace de Fréchet.

Démonstration : D'aprds (I.2, prop. 1), il suffit de considérer le cas du cdne

cubique & l'origine de m3

C={x,Y¥, 2 ¢ m3 s x3 + y3 + z3 = 0}
(2) ﬁC,O = 05:0

~
ol C désigne le cdne cubique de ¢3 défini par la méme équation.

Le groupe G'agit par homothétie sur C. Il en résulte une action sur
. -, . .. . . *
1'anneau des opérateurs différentiels holomorphes, qui induit une action de R
sur 1l'anneau des opérateurs différentiels analytiques
A

A ¢ R feh £

c,0 x) = £(Ax)

P ¢ Dire® Q{C O)
Pr(e) = [p(e" )]

Un opérateur différentiel analytique est dit homogéne de force k si l'on a :

PP =Ep, oy e R

Pour cela, il est nécessaire et suffisant que P soit induit par un opérateur
différentiel homogéne de force k & l'origine de R3. D'aprés (2) et 1'étude de
[3], il n'existe pas d'opérateurs différentiels analytiques non-nuls de force
strictement négative sur le cdne C (on peut montrer ce résultat directement

en considérant la variété projective ¢ associée 3 C, et 1'algébre des opéra-

teurs différentiels sur C).



D'autre part on montre facilement que tout opérateur différentiel analy-
tique est la somme d'une série convergente (en un sens évident) d'opérateurs
différentiels homogénes.

~

Soit @ une fonction différentiable & support compact dans IR3, telle que

Considérons
$(nx)
Notons q;n la restriction de N ac
Lemme :
l'én > 0 dans 8diff(c)
Admettons d'abord ce lemme, et montrons qu'il en résulte que la topologie

de Schwartz n'est pas identique & la topologie de Fréchet de €(C). On aurait
en effet '

¢n + 0 dans E(C)
v, ®)
wn =0 sur C

- 3
%, lbn ~+ O dans (R7)

Considérons 1'application

®>) > R

af
f = E (Os Y —'y)

C'est une application continue. De plus

3 3 3)

glp=0cme=( +y +2 %)

v, Ye R
—

dg (.3 3 3, Y 2
ax(x,y,Z) (x” +y +4z)ax+3xw

57
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g —y) =
3% (05 ¥s 7¥) =0

Elle induit donc une application continue

D : E(C) ~ ER)

On aurait ﬁonc
N e oY
D(y ) >0 D(¥ ) (y) = 37 (0, ny, -ny)

Cependant, pour tout compact K voisinage de l'origine dans R

s;p {D(ﬁ;)t > 1

Contradiction.

Démonstration du lemme :
Si P est un opérateur différentiel analytique homogéne de force k, on a

Pour tout compact K

ECRIIE = 2@l
n

La suite HP(¢h)” est de Cauchy. Le cas général en résulte alors par un simple

calcul de convergence.
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DEUXIEFE PARTIE :

LES COMPLEXES DU “a” ETpu "9" SUR LES ESPACES ANALYTIQUES

PREMIER CHAPITRE : HOMOLOGIE LOCALE DES COMPLEXES DU "d' ET DU "3" .

I -
DEFINITIONS

On associe classiquement Ds] 3 un espace annelé (X,¥) un complexe 125(1=)

appelé complexe de de Rham de (X, F).

Si X est un espace analytique complexe, nous désignons par

Il%(resp. Jlk ﬂx) , i) (Ex)) le complexe de de Rham associé & 1'espace
annelé (X, OX) (resp. (X,-RX), (X, £X)) . Ce complexe sera appelé complexe de
de Rham holomorphe (resp. analytique, différentiable) de X. On désigne par d
la différentielle.

Théoréme 1 : On suppose X localement irréductible, cohérent (comme espace ana-
lytique réel).

1 Le complexe Il LRX) se décompose canoniquement en un bicomplexe
m
Nhp = @ 2%y
ptg=m
29+ . P p*i,q 3. s A D, q+1

a=92 3: AP A) — NP hed) ey -t
ol jl?’q(Jlx) désigne le faisceau des formes différentielles induites par des
formes homogénes de type (p,q) dans un ouvert lisse réalisant un plongement local

de X.
2 Soit (f.). _ n 1'idéal de définition du germe de X plongé &

l'origine de C

ﬂg’q ('Rx)= n— g’q(wn%p,q

N
ou

m m Tl m
P.q _ P,q n - L K F oW A N
x> -{ w€ﬂo’ (@), w -,; £w, o+ & T, W, + & an MBS ar Ay
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b3
&
I
S

o™, B« Qg"%“)

RS RN

/

Définition

On appelle complexe analytique du 2 1le complexe 90’ (J{X) .

La démonstration de ce théordme (ainsi que du résultat analogue relatif

au faisceau &1( , qui introduit le complexe différentiable du 3 ,

noté  2°° | gx)) a été publide dans [20] auquel nous renvoyons le lecteur.

Munissons les faisceaux Q% des structures de faisceaux de type (FN)
canoniques, et les espaces de germes des topologies de limites inductives.
D'aprds un résultat précédent (Premidre Partie, Ch.I, Proposition L et

Corollaire), on peut munir les modules ﬂi’q (‘ﬂX) de topologies de type

(DFN) .

Proposition : On a, en tout degré p ,

p,0 - - e
M = 6 ®
b'q (jtx) X,x ? X,x

(produit tensoriel complété pour l'une des topologies T ou & ) .
Déponstration
1°/ En degré zéro :

Supposons

On a bien
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En effet si (Ki) désigne un polydisque compact, B(K) 1'espace de Banach

des fonctions continues sur Ki » holomorphes & m 1'intérieur, on a (12])
pay
B(K1 % K2) = B(K1) ® B(K2)

Il suffit de passer &-la limite inductive, pour obtenir 1'assertion.

Par passage au quotient on déduit :

2°/ On a la suite exacte

0— K°— aP%a ) — QP’O(ﬂX) —o0
¢

D'autre part on sait que la suite exacte
0— 3¥F — () —s 2P — o
t]
(ot P aésigne le sous—module des formes différentielles de degré p appar-

tenant & 1'idéal différentiel engendré par les (fj)) reste exact par

produit tensoriel complété avec 6X % -
’

Or
:)P ® 9 = ‘RP:O
[}

X, x

En effet, si &) est une forme de 0 , elle s'écrit

: $ s s
= n »
W= G 5w+ & T+ & an 8y

et on peut approcher chacun des coefficients des formes du second membre par
des combinaisons de produits d'éléments de GX < ¢t 3& % d'aprés
k] N b

la premiére partie. La démonstration s'achéve alors trivialement.
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II -
Fonctions dont la différentielle est nulle. Dans ce paragraphe, on considére

des espaces &ventuellement non , réduits.

Définition 5 : L'espace X est appelé bon espace analytique au point x
si la suite
- e d 91
0— ¢ X,x “X,x

est exacte.

Lemme 6 : Supposons X plongé dans un ouvert U de < contenant 1'origine,

et soit I 1'idéal des germes de fonctions holomorphes nulles sur (X,0) ;

le germe (X,0) est bon si et seulement si la condition suivante est vérifiée :
of

f ep > 5x. €1 ¥j=1 ,... = f - fo)el

Q
“

o]
(S

Démonstration : On a :

Q' o /
X,0 [ 1
1o; +0ar

~
Soit f un germe de fonction holomorphe 3 l'origine de €

~
dfeISl; + 64l & dgeTI, fi&'I

7 Zp 15 w, e )
F=nag+Z, f,w, , neq , wef

ou encore :
~ ) . w. €1 ,21
d(f - gh) = g dh +Z_fi Wy 2
Proposition 6 : Si (X,0) est irréductible réduit, c'est un bon germe.
En effet soit f un germe de différentielle nulle. Tl est constant sur la varié-

té connexe des points réguliers, donc

£ - £(0) =0 dans Q(X’o)réd = = f = £(0)

e
X,0
L'exemple suivant répond & une gquestion qui nous a été posée par J. Giraud :

Un exemple : Soit (X,0) un germe artinien. Ce peut &tre un bon germe, comme le

montre le cas trivial

& = oz .
X,0 6;" o/ . » .MM idéal maximal.
LIV 75

En général ce n'est pas le cas : soit f un germe 3 singularité isolée 3 1'origine
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de €%, tel que

f;(J(f)=(?T21 yeees fz;) , flo) =0

C'est le cas si f n'est pas un polyndme quasi-homogéne (dans aucun systme

local de coordonnées, cf. [33] ) . Soient (X,0) 1le germe artinien défini par

1'idéal jacobien, et f 1a classe de f dans Bx o - On a
K
~
f#0 , af=o0 :df(—'.J(f‘),(?,1n
Cc ,0

Ainsi (X,0) n'est pas un bon germe.

D'autres exemples de bons germes sont donnés par la Proposition suivante :

Proposition T :

Soit (X,0) un germe d'espace analytique défini par 1'idéal I . Si I est
intégralement clos, ou si I peut &tre engendré par des mondmes , (X,0) est

un bon germe.

Démonstration :

a/ Supposons I intégralement clos. Soit f un germe tel que

£(0) =0
2f .
?—;i-él N i=1,...,n

On sait que f est entier sur 1'idéal jacobien (d'aprds par exemple le critére
valuatif de dépendance intégrale). On a donc, en désignant par I 1la clSture

intégrale de 1'idéal I ,

f€JNeI=1I

b/ Soit

~

) _ )
(z yeees T ) O(i-(‘xiﬂ ey XL )

un systéme fini de générateurs monomiaux de I . On a

P
of _ X @ . gz 9 i=1
? zi J=1 i,

Par intégration on obtient

. o -
f(z) = §é1 ng 2 9 4 gi(z)



64

Lemme 7 : Si g; (resp. gj) est un germe qui ne dépend pas de z; (resp. Zj)

tel que
gi - gjel
Alors
gl=gij +hi hl’ hJEI
g. =g! . + h, g. - g'.ee{z /\ 7
J 1,J J 1,J ? 1,d L S “n}
En effet, on peut diviser gi(resp. gJ.) par "JJ. (resp. Azl)
g.(2) =g, .(z) + z, h,
i 8i.j i i A A
.. 1.€0652 cey 2. . Z
glJ 3 glJ i 1 ’ b i b J e n}

J i:j 1 J P
. &
h, c&{zi}
i, € ¢ .
O s € ein)
n a
2
.. —g!. 4+ 2, h. - 'z. h. = P
Bij By T R By T H Ny T o «

En annulant successivement (Zi,’zj) , puis (zi) R (Zi) , on obtient
..o — gl e
Bij &8¢!
2. h.
5 By €I
2z h, €1
R |
On en déduit alors la proposition par récurrence sur le nombre de variables.

1
Théoréme de finitude pour les singularités isolées.

II.1. Soit X un espace analytique ayant une singularité isolée en x .

Désignons par F€° (u) 1'homologie du complexe des sections du complexe de de

Rham sur U :

rw, 2y )— ... — T, 2)1() 4
et par -fft;( 1'homologie du complexe J'Z.‘x( e’x)

Le résultat suivant précise un théordme de Bloom-Herrera [h] dont la

démonstration requérait la résolution des singularités et le théoréme des images

directes de Gravert :

3
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Théoréme 2 :

1/ L'homologie Je; est un espace vectoriel de dimension finie, et il existe

une base d'ouverts U voisinages de x tels que la restriction

(M I (v) —>

soit un isomorphisme.

2/ Soit fi(éf&) un complexe de faisceaux cohérents qui coincide avec le complexe
de de Rham sur
X =X-x
Alors 1'homologie ae; de ce complexe est de dimension finie et vérifie

la méme propriété (1) .

Démonstration : On utilise la méthode des bourgeonnements (furoconli) que nous

exposons bridvement (dans le cas ol les "bourgeons" sont lisses).

IITI.2 Bourgeonnement.

Soit X un espace analytique. On dit que 1'ouvert U2 de X est obtenu

<

par bourgeonnement & partir de 1l'ouvert U, s'il existe un ouvert V de X

tel que
1/ U2 = U1 J v
2/ V et
W= U1 nv

sont analytiquement isomorphes & des ouverts convexes d'espaces GN
En particulier, U1 et U2 ne différent que par des points réguliers
de X .

Lemme k4 :
Soient U un ouvert de " contenant l'origine, h une fonction de
classe 02 sur U , & valeurs réelles. On suppose h fortement plurisousharmo-
nique,
h(0) =0
dh (0) # 0

Alors il existe un isomorphisme analytique € d'un ouvert convexe V de ¢

sur un voisinage de l'origine dans U tel que
h1 =he &

soit fortement convexe.
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En effet, on sait [18, p.51] qu'il existe un systdme de coordonnées 3
1'origine de @n dans lequel h prenne la forme

= ézh(O)

~ 2
h1(z1,..,Zn) =Inmz +sz 2 azjaz.k )

+0(12 )

ol la matrice hessienne est définie positive par hypoth&se. Il en résulte que h1

est fortement convexe.

Proposition 5 : Soient X un espace analytique, h une fonction de classe 02
sur X , et x .un point régulier tel que
h(x) =0
ah(x) # 0
On suppose h fortement plurisousharmonique au point x . I1 existe alors un
voisinage compact K de x dans X tel que pour toute fonction h'
de classe 02 assez voisine de h , et pour toute fonction u positive a
support dans K , l'ouvert
U, ={¥E&X 3 h'(y) < uly) §
se déduise de
= . '
v, {y(.X ; h'(y) <O 3

par bourgeonnement.

Démonstration : On peut supposer x & 1l'origine de a” , et h définie et

fortement convexe (lemme 4) sur une boule ouverte B de centre l'origine.

Soit W un ouvert relativement compact dans B . Si u est.une fonction

assez petite & support dans ﬁ , et h' quelconque,

U, = U, (BN U2)

Puisque h est fortement convexe sur B , les fonctions h' et
h" = h' - u
sont fortement convexes pourvu que h' soit proche de h , et u assez petite.

On en déduit que les ouverts
= n
v B U2
V' = B_’\U1

sont convexes, ce qui démontre la proposition.



Théoréme 5 : Soient X wun espace analytique, V 1la variété de ses points
réguliers, et h une fonction de classe 02 sur X , & valeurs réelles.

Pour deux nombres réels a,b,

a<b
on pose
*=h (-w,al)
x® = h N (~w,bl)
X0 = x° - x?
a

On suppose

1/ X:CV . XZ relativement compact.

2/ h fortement plurisousharmonique au voisinage de X: .
et

dh(x) # 0 Vx e )'cz

Alors Xb se déduit de x* par un nombre fini de bourgeonnements.

Démonstration.
Soit ¢ un nombre tel gque
ac<c<hb

Pour tout point x du compact h—j(c) , 11 existe un voisinage compact K;
tel que si h' est voisine de h , et u positive 3 support dans K , assez
petite, 1l'ouvert

Y =l n'(y) - cculy)} ,
se déduit par bourgeonnement de

Y={y : h'(y)<c}

Par une partition de 1'unité associée au recouvrement (K;) , on en déduit qu'il
existe ¢ tel que
é>0
v oc > ¢, c-§ = c1$c2ﬁ-c+<‘_
‘2 ¢4
1'ouvert X se déduit de l'ouvert X par un nombre fini de bourgeonnement.

On en conclut, par une partition finie convenable de 1l'intervalle (a,b],

que Xb se déduit de X° par un nombre fini de bourgeonnements.

6

e
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III.3. Bourgeonnements et complexes de de Rham

Proposition 6 : Soient U un ouvert de X , et V de Stein obtenu par un
nombre fini de bourgeonnements & partir de U . La restriction de V 3 U induit

un isomorphisme en homologie

F (V) ————> F (1)

Démonstration : Il suffit de considérer le cas ol V est obtenu par un bourgeon-

~

nement 3 partir de U , soit
V=Uuv W

oi (W,UNW) sont isomorphes & des ouverts convexes d'espaces c® . Ies

faisceaux £ sont acycliques sur W et sur UNW , et d'aprds 1'hypothdse
de convexité
#(W,¢) = 0 K> 0
uawe) =0 k> o0
Le complexe
0—>¢— TW,2) ¢ — re) — ... — r(w152“) —>0
est donc exact (de méme pour UNW)
D'autre part, d'aprés la suite exacte de Mayer-Vietoris, on a (puisque V est
de Stein
(3) o— (v, nh) 5 w(u, oh @ H°(w,:2.i)—e-> (unw, ) — 0

T(w) = @] ,e ,w>

X, D) = -3
eeeP =~yay Plyaw

Considérons alors le diagramme suivant, ol les suites verticales sont exactes,

ainsi que la derniére suite horizontale :

r(v,x) i) r(v, ni) <5

m(u,) & I'(w,x) — r(u, )11)@ ~(w, ah — (1)
i Vo

T(UAW, ) — r(uaw, ') —>

| ' }
On vérifie que 1'homologie du complexe (4) n'est autre que J¢' (U)
On déduit alors de (3) que la restriction
r R (V) — ()

est un isomorphisme



Proposition 7 : Si 1l'ouvert de Stein V de X est obtenu par un nombre fini
de bourgeonnements & partir de l'ouvert U relativement compact dans V ,

alors (V) et ¥ (U) sont isomorphes et de dimension finie.

. R ro 3 . . 3 .
Démonstration : Si ¥ est un faisceau cohérent sur X , on sait que la restriction

| TV, %) — nU,F) |

est compacte. On a donc aussi une application compacte
i i

z7 (V) —  z7(u)

ol

2% (v) ={wW; wel(v, fzi), dw =0}
Considérons 1'application
rw, 2N 2h ) — 2t

(s sm) —_— duw+a

Elle est surjective, d'aprés la proposition 6. La somme de cette application

et 1'application compacte
2t (v) — zh (W)

Y
§ — lU

a une image de codimension finie [35]

Achevons la démonstration du théoréme 2.

Si. x est un point singulier isolé de X , on sait que le germe (x,X) est
isomorphe au germe 4 l'origine d'une variété algébrique V de ¢ .

D'aprés [28 , Cor. 2.9] , les sphéres centrées 3 1'origine et de rayon assez
petit coupent V transervalement.

La fonction

n
_ 2
n(z) =2,z |

induit sur V une fonction fortement plurisousharmonique, a laquelle on
peut appliquer le théoréme 5. Le théordme 2 résulte alors de la proposition 7.
On remarque enfin que la démonstration s'applique & un complexe de faisceaux
cohérents qui coIncide avec le complexe de de Rham holomorphe en dehors de la

singularité.
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IIT-4 Homologie du complexe du "2 " analytigue

Le résultat suivant est bien connu des spécialistes :
Lemme 1 : Soient E° wun complexe d'espaces (DFN), ol les différentielles sont

A
des homomorphismes, et F un espace (DFN). Alors 1'homologie du complexe F@®E’

vérifie
. . A .
F(FGE) =FoMHE)
Démonstration

On sait que le foncteur (F @ .) est exact dans la catégorie (DFN) ( 31,
Prop. 1, ii] . On 1'applique successivement aux suites exactes

i+1(

0—> 2 () — B 25 @) — 0

00— Bi(E) — Zi(E) — #(8) — 0

Théordme 2 : Soit (X,x) - un germe de singularité isolée irréductible d'espace
analytique complexe. L'homologie du complexe analytique de Dolbeault-Crothendieck
est un 6X x—mdﬂule libre de rang fini égal en chaque degré i la dimension de

E]

1'homologie du complexe de de Rham holomorphe.

Démonstration :

On a vu (Ch.I. (Prop. 9) que

(1) P&, ) =6 6 2

D
X,x X X,x

D'autre part, montrons que la différentielle du complexe de de Rham est un
homomorphisme. D'aprés le Théoréme 2 1l‘'homologie est de dimension finie, et
ona [T]
A
H (2 X,x) = H(:’ZX,X)

L'espace des bords formels est de codimension finie dans un espace de Fréchet,

donc fermé; l'espace des bords holomorphes est lui-méme fermé :

) = B2, ) A

BN 2
B ( X,x X,x X,x

On applique alors le lemme 1 au complexe (1), par conjugaison on obtient le

résultat.
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CHAPITRE IL

TORSION DES COMPLEXES DE FORMES DIFFERENTIELLES,
ET COMPLEXES REDUITS, S

Soit F;( 1'un des complexes de formes différentielles sur X que nous

avons définis. Nous étudions le sous-complexe de torsion de . . Le critdre

X
pour qu'une forme soit de torsion démontré dans le théoréme 1 donne une démons-
tration élémentaire du résultat suivant : si (X,x) est un germe de singularité

isolée d'hypersurface, les modules (5&;( GX)') sont sans torsion pour
i< dimXX
Ie critére établit de plus un lien entre notre &tude et celle des équations
‘de Pfaff. Enfin nous identifions le quotient du complexe des formes différentielles
Kpar le sous—complexe de torsion aux complexes introduits dans [4] .
I -
Torsion du complexe de de Rham holomorphe.

I-1.
On désigne par S 1le lieu singulier de l'espace analytique X , par V 1la
variété de ses points réguliers. A tout complexe :Jt° de faisceaux analytiques

. o= ) . .
cohérents sur X , on associe le complexe t ¥ ° des faisceaux de torsion, et le

~

complexe I’SCF’ des germes de sections 3 ‘suppértkda.ns .8 .

Soit .’.‘,’X le complexe de de Rham holomorphe *

Lemme 1 : on a 1'égalité de complexes

2 = o5
t X S LX

En effet, les germes de sections de T, coincident (d'aprds le théorime

Qo
S X
des zéros de Hilbert pour les faisceaux analytiques cohérents) avec les germes

de -'?-'X qui sont annulés. par une puissance de 1'idéal de définition de S . D'ol

l;ﬁ,"x ct n_‘x

Réciproquement, le complexe '»'2'X étant localement libre sur V , une forme diffé-

rentielle de torsion est nulle sur V .

n

Corollaire : Si p est la dimension de X au point x , les modules "'Xlx sont
k]
des modules de torsion pour i>p .
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En effet, une forme différentielle holomorphe sur V ne peut &tre de dimension

supérieure & p sans &tre nulle.

I.2. Un critére de torsion :

Soit (X,0) 1le germe 3 1l'origine de ¢N d'un espace analytique défini par
1'idéal I . On note encore X un représentant du germe. On suppose (X,0)

réduit équidimensionnel, de dimension n ; on pose

m=N-n.

Théordme 1 : Soit W une forme différentielle holomorphe & 1'origine de GN .
Pour que w induise un élément de torsion dans Qk 0° il faut et il suffit qu'on
b

ait la condition suivante :

v’f1 s £y seees €T

(P

w A df A“.Ad%QIQ'

1 N ‘

¢,0

Démonstration :

a/ Remarquons d'abord que si (X,0) est le germe de la sous-variété définie par

(dans un systdme de coordonndes locales)

alors (P) signifie que la restriction de W i cette sous-variété est nulle.

b/ Soit w une forme différentielle holomorphe dans un ouvert U de CN contenant
l'origine, et vérifiant (P). Montrons que « vérifie la condition (P)x aux
points voisins de X : en des points suffisamment proches de 1'origine, 1'idéal I,

de définition du germe (X,x) est engendré par les (fi) générateurs de I .

v By seees By € I,

P
g.=2. h. f. I=(f ,...,f)
1 1 1,0 ] 1 i)
w = . < N . . ] :
A dg, A n dg Zh(l) w af, A naf, + %fj w

()= (1,.0,0) ! "

La forme (. vérifie donc bien (P)x . D'aprés a/ , elle induit une forme

nulle aux points réguliers, donc un élément de torsion.
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Réciproquement, soit «} une forme différentielle 3 1'origine de CN qui induit
sur X un élément de torsion, c'est-3-dire une forme nulle aux points réguliers.

Pour tout m-uple d'éléments de I , la forme
fi= W ANAf, A ... AAT
1 m

a ses coefficients nuls aux points réguliers de X ol elle est définie, donc
nuls & 1'origine; ses coefficients appartiennent donc & I puisque (X,0) est

réduit.

Corollaire : Si (X,0) est cohérent en tant que germe analytiéue—réel, pour qu'une

forme (J analytique-réelle induise un élément de torsion dans 2 (& ) , i1

X,0
faut et il suffit qu'on ait :

(p) Vr1 seees £ € T

8 secvs gm ¢ I

W A AA g A..AQaE T .
ar, ar A dg, az, ¢ (1,1) 120

En effet, le complexe n:(d%x O) s'identifie au complexe de de Rham de X (X .
b

Remarque : On peut énoncer un critére analogue pour les formes & coefficients
différentiables.

I.2. Calcul de la torsion.

La torsion du complexe de de Rham a &té &tudiée récemment (38] , seulement

pour des intersections complétes.

Le théoréme 1 permet de donner une démonstration €lémentaire du résultat suivant

Théordme 2 : Soit (X,0) un germe de singularité isolée d'hypersurface irréduc-—
. s .. + i .
-tible et réduite & 1l'origine de GN ! . Les modules 52; 0 sont sans torsion pour
E]
i< N1
N+1

est un module de torsion.
X,0

le module 3 g o posséde de la torsion, et R
3

Démonstration. On sait que la suite des dérivées partielles du germe f définis-

sant 1'hypersurface est une suite réguliére.

a/ Soit W une forme différentielle 3 1'origine de CN+1 , de depré strictement

inférieurr & N . Pour que « induise un &lément de torsion, il faut et suffit
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qu'on ait
WAAT = fo , XENT
On a alors
> Adf =0
D'aprés le théoréme de division de de Rham appliqué & df (11]
«x ANdAf = 0 => °<=df/\ﬁ
D'ol

(W-fp) Adf =0 = WETLR +dfAY

La forme 4 induit la forme nulle dans IZ& 0
’
b/ Soit k 1le plus petit entier tel que
k of
e (5)
)zi
N Jf
13
-3 8 33
f ) 1 (‘Zi
La forme
S i o
w =% (-1)" a. dzA. adz.a. .ndz
1 1 o 1 N

vérifie (P) , donc induit un &1ément . de torsion. Cependant .l n'est pas
nulle : si on avait

Y = ] \
w fw1+dem2

on aurait aussi

w A af = £y A af) = £F az Ao dz = =1 e 3(9)

contrairement & la définition de k .

Calcul de la torsion :

Le faisceau de torsion est un faisceau cohérent concentré & 1 origine, donc un

espace vectoriel de dimension finie.

Considérons 1'application

n
ar : 2", —— 90
,0
) = ; = A
df(a ) = g w A df = g dz A dz_

Son image est 1'idéal jacobien J(f). D'autre part, d'aprds le lemme de division
de de Rham :



wo=fy +d4af po w &= af(w) e (f). J(F)

1 2
. 2 ~ . . +1 .
Soient alors F 1le module des formes de degré n & l'origine de Cn 1, qui

induisent sur X des &léments de torsion 3 l'origine, et E le module de
n

torsion t 2 X0 ° On a le diagramme commutatif
k] 0 0
)
T (£)n J(£)
E -—L—) f£). J(f
F — 5 ()
T - )

n af
f.le;Hé1 + dfa flcrll31 —_— (£).J(F)

1

0

o

L'application induite

(£)nJ(f)
(£).3(f)

af : E >

est injective:
Si W est une forme différentielle telle que-
af = f g dzol\ /\dzn
I1 existe une forme JB telle que

W= £B) s df =0
=33 =fR +daf n ¥

dans n
X

L'isomorphisme canonique

(£) A 3(£)
£y, J(f

permet de calculer la dimension de E :

Proposition 3 :

dimgE = dimg c?/(fﬂ(f))

75
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Démonstration : Il suffit de considérer les deux suites exactes d'espaces vectoriels

de dimension finie :

(£,9(£)) o 4
0 =7 50y . T Fan o °
o —s {tnate M o Y2 pran
2 15).3(f) J(E) 7 TI(E) -
ol
V. (f8) = ¢
qz(h)=(ff1)
Remarque :

Compte tenu des résuitats de (387 on peut établir une réciproque au théordme

de division de de Rham dans le cas de formes exactes : soit f une fonction

s - + Los s .
holomorphe a 1l'origine de CN ! , définissant un espace analytique X dont

le lieu singulier S vérifie 1'une ou l'autre des conditions suivantes
codimX S« N-2 , dim S >3

Alors il existe une forme différentielle 4 holomorphe telle que
waAdf =0, a:¢df AL

1.3 - Systémes de Pfaff.

Soient (&.)

un nombre fini de formes différentielles holomorphes
1

i=1,...,
de degré 1 dans ¥ . on peut donner la définition suivante [13]

Définition 1 : On appelle solution du systéme de Pfaff

un espace analytique X tel que la forme

v =, N, AW

1 P

soit de torsion sur X .

4 . 1 .
On sait [38] que si X est normale en x , le module 9 n'a pas de torsion.

X,x
I1 résulte la propriété suivante, qui généralise un résultat de [13] .



Théoréme 3 : Si W est a coefficients polynomiaux homogénes de degré o , et V
une hypersurface algébrique définie par un polyndme homogéne irré&ductible de degré p

solution de Pfaff de W , on a :

p&r

II

Complexes réduits

Soit X un espace analytique (de lieu singulier S), et considérons un

complexe F°' de faisceaux sur X .
Définition 2

On appelle complexe réduit associé 3 F' 1le complexe

Fo=F
/T
ol FSSF' désigne le complexe des germes de sections de i’ 3 support dans S.

Remarque : Le complexe réduit associé au complexe de de Rham différentiable n'est

autre que le complexe é% de [L]

Soit (X,0) un germe d'hypersurface irréductible & singularité isolée &
. . +
1l'origine de Cn !
Proposition : 1/ L'homologie du complexe réduit associé & Qk 0 est nulle
t]

en degré strictement inférieur & (n-1).

2/ Soit a (resp. .- ) sa dimension en degré n (resp. (n-1))

1

On a :
s (£,3(£))
Démonstration :

D'aprds (I, lemme 1, et théordme 2)

roaQ
X 0 QX

o
R
[

. On sait que le complexe de torsion est concentré en degrés (n,n+1) , et que

. n s <]
dlmc(t,lx’o) = dim, IENI6)

Considérons la suite exacte de complexes

e i —_— . —
00—t X,0 —_— X,0 V\‘v',\,O‘ 0



L 03 i ” 2] .
Désignons par :}ﬁx’o (resp. t JMX,O , %QJ X,O) 1'homologie du complexe

Q' Lt a9°
ro (98 ® s 2 o)

On a la suite exacte (bornde)

T, s . 2 .
et ¥ o ST 2, el
X,0 X,0 2¥X,0 t %x,o - ...

On sait [7,36] qu'on a
i .
;%X,O =0 i=1,..., n1

D'autre part on a vu que

i .
t QX,O =0 i=0,1,...,n=1
. . e
aim (t 22 ) = dim, -—2r— ., = & o+t
¢ x,0 ¢ (Fa) T U 2y
n+1 n+1
t 2 = o
““x,0 Q X,0
On a donc
Je 1 _gei _ s
~F vy 0T g0 7 0 1=1,...,n-2

s 2

-1 3¢n-1 n-1 @ . 73! n “X,0
0 _)t%;‘(,o >Myo0 Et'3‘(:?(,0 ’ x,o_)?ﬁx,o > n >0,

*X,0 )

at
(b o

I1 en résulte la suite exacte

+1
Qn
e ) >
() 0—> I et g kv 2, X0 5,
*~ X,0 X,0 X,0 4 X,0 2
alt2y o)

b

On a de manidre évidente
oD n
A Q =
t*”x,o {wet § X0 ° dw =0}
et la suite exacte

(B) 0 - tHE —s el oM, ot —0
X,0 X,0 X,0 %0 [aea® )
X,0
On compare ensuite les dimensions des espaces vectoriels qui figurent

dans (A) et (B) . La formule 2) en résulte, d'aprés [T] .
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