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Mémoire 53, 1977, p. 5-80.

FORMES ET OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS

SUR LES ESPACES ANALYTIQUES COMPLEXES

par

Jean-Michel KANTOR

"De la même façon, le calcul
dont relevait le plaisir -"
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I N T R O D U C T I O N ,

Dans ses "Eléments de Géométrie algébrique", A. GROTHENDIECK propose un
formalisme du calcul différentiel sur les schémas : faisceaux de jets, opérateurs
différentiels, complexes de formes différentielles.

A l'origine de ce tra-v-ail, notre propos était de confronter ce formalisme à
l'étude locale des singularités d'espaces analytiques.

Dans la première partie de ce mémoire, nous étudions 1'algèbre des opérateurs
différentiels sur un espace analytique complexe X. Ayant défini le faisceau
des fonctions analytiques sur X, et celui des fonctions différent table s, on peut
construire l'algèbre des opérateurs différentiels sur X " à coefficients" dans chacun
de ces faisceaux. L'outil principal de l'étude est la notion d''image inverse d'un
opérateur différentiel : considérons un morphisme de variétés analytiques complexes

•iï: V -> W
qui soit, en dehors d'un vrai sous-ensemble analytique Z de V , un isomorphisme local.
Soit P un opérateur différentiel sur W à coefficients (par exemple) holomorphes. On
définit son image inverse. C'est un opérateur différentiel sur V-Z, à coefficients
holomorphes, avec des pôles sur Z. On généralise cette notion au cas de morphismes
d'espaces analytiques normaux, et aux opérateurs différentiels sur ces espaces à
coefficients différent table s. Plusieurs cas particuliers sont envisagés ;

a) Le morphisme TT est un revêtement ramifié au desssus de C .
L'étude se déduit alors d'un théorème de prolongement des opérateurs différentiels,
et permet d'élucider la structure de l'anneau des germes d'opérateurs différentiels
à coefficients méromorphes sur un germe d'espace analytique (chapitre II ) .

b) Le morphisme ir est l'application quotient
-iï: V ->• X = V/G

où V est une variété analytique complexe sur laquelle opère un groupe G proprement
discontinu d'automorphismes. Le quotient X est muni d'une structure d'espace analy-
tique normal. Un tel espace sera appelé singularité-quotient.

On décrit alors complètement la structure de l'algèbre des germes d'opérateurs
différentiels holomorphes en un point de X.

c ) Le morphisme TT est une résolution des singularités
TT : X -r X



construite par la méthode de Hironaka. On précise la nature des pôles sur le
diviseur exceptionnel de l'image inverse d'un opérateur différentiel sur X

Enfin, au chapitre IV, on étudie la topologie sur l'espace E ' ( x ) des fonc-
tions différentiables sur l'espace analytique X , définie par les semi-normes.

f € 6 ( X ) -> sup ( P ( f ) ( x ) |
x^K

où K parcourt la famille des compacts de X, et P la famille des opérateurs
différentiels. Nous montrons que dans le cas des singularités-quotients ( h ) ) cette
topologie est une topologie d'espace de Fréchet, mais qu'en général ce n'est pas
le cas.

Dans la seconde partie, nous étudions des complexes canoniques d'opérateurs
différentiels d'ordre 1 sur l'espace analytique X , qui généralisent les com-
plexes du " d " et du "(?'" des variétés analytiques complexes.

L'étude locale de ces complexes nous conduit aux résultats suivants :

1°/ Pour le complexe de De Rham holomorphe d'une singularité isolée, on
améliore le théorème de Bloom-Herrera en en donnant une nouvelle démonstration,
utilisant le "bourgeonnement" (et non plus la résolution des singularités ni
le théorème d'images directes deGrauert).

2°/ Si ( X , x ) est un germe de singularité isolée irréductible, les groupes
d'homologie du complexe analytique de " ^ " sont des 6- -modules libres deX ,x
type fini, non nuls en général.

3°/ Au chapitre II, nous étudions les complexes de torsion des complexes
de formes différentielles. Supposons X plongé comme sous-espace analytique
d'un ouvert U de (F . O n établit un critère pour qu'une forme holomorphe
sur U induise un élément de torsion dans le complexe de De Rham holomorphe de X.
On en déduit la dimension (sur ( E ) des modules 'de torsion d'une singularité
isolée d'hypersurface (généralisant un résultat de 0. Zariski), et un théorème
concernant les systèmes de Pfaff dans (T" . D'autres résultats qui concernent
le complexe du "^" à coefficients distributions ont été publiés dans le cadre
du Séminaire F. Norguet (1974-75), Springer (Lecture Notes n° 482).

Je suis heureux d'exprimer ma reconnaissance à H. CARTAN pour ses nombreuses
et patientes critiques qui ont guidé l'élaboration de ce travail. Je tiens aussi
à remercier L. BOUTET de MONVEL, pour les encouragements et les suggestions qu'il
m ' a apportés, ainsi que C. HOUZEL.



CHAPITRE 1 ; FORMALISME DU CALCUL DIFFÉRENTIEL,

Çans tout notre travail, les espaces analytiques considérés sont réduits et
dénombrables à l'infini.

On désigne par ^ le faisceau structural de l'espace analytique (complexe) X.
Soit L̂  le faisceau des germes de fonctions continues sur X, à valeurs complexes.
On définit le sous-faisceau À (resp. é. } des germes de fonctions analytiques-
réelles (resp. différentiables), et les faisceaux d'opérateurs différentiels asso-
ciés, dont on explicite une représentation locale .
I -
FONCTIONS ANALYTIQUES REELLES ET DIFFERENTIABLES SUR X.

Théorème 1 . Il existe un unique faisceau ck (resp. (Ly) sur X vérifiant les proprié-
— — — ~ — ' — ~ ~ " A A

tés suivantes :

1° ) On a les injections de faisceaux

^e^c^c^ ;

où îf,, désigne le faisceau des germes de fonctions continues à valeurs complexes sur

X.

2°) Si X est lisse,c^-, (resp. Cy) coïncide avec le faisceau des germes de fonc-

tions analytiques—réelles (resp. différent table s) à valeurs complexes .

3°) Pour tout morphisme d'espaces analytiques

f : X -> Y

le morphisme

f» :^- ̂ x)
induxt un morphi sme

f^: Ay -> f^(^) (resp. f^: êy -> ^(^))

qui est surjectif si f est une immersion fermée.

Définition 1 . On appelle Jty (resp. ^y) le faisceau des germes de fonctions analy-

tiques-réelles (resp. différent table s) sur X.



Remarque : Désignons par i : V <—» X l'injection de la variété des points réguliers

dans X. Du diagramme commutât if

^ -̂ -> i^) ^ -^— i^)
| , 1 (-P- l , i )

•'t 1* > . /^ „ ^ * • fto \
^X — — - > ̂ ^ "X ———————t> ^^

on déduit, puisque V est dense dans X, que les morphismes

S. : \ - W
i» : ^x + V^v5

sont injectifs.

Démonstrat ion :

a) Le faisceau fi^ , s'il existe, est unique; il suffit de le vérifier pour un
ensemble analytique X d'un ouvert U de C , dont V désigne la variété des points

réguliers. D'après les^hypothèses, on a une suite exacte

0-.J^y -^ j^(A^) -. 0

où j désigne l'immersion de X dans U. D'autre part, on déduit de l'injection canoni-

que i : V —->- X , une injection
x * : \ - W

et donc une injection

f : J^J'-x) ^ (^1»)^) = J»(Ay) , J = J°i •
On déduit alors du diagramme commutatif :

0 -. J -> ̂  -^— j^(J^) -> 0

^ l-f
J*\, i

W
que J est déterminé de manière unique comme noyau de j , ce qui détermine J^GA*,.)

et donc aussi

,.̂  j*(j,(°x)) ;
le même argument s'appliquerait à é .

A

b) Démontrons l'existence d'un faisceau ,̂ vérifiant les assertions du théorème.

On construit d'abord ce faisceau pour X muni d'un plongement dans un ouvert U de C11,

la construction est alors immédiate d'après a).

Si X est muni de deux plongement s dans des ouverts de C^C11 )
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on montre que les faisceaux »?L_ ne dépendent pas du plongement considéré : localement
on peut'supposer n égal à la dimension de l'espace tangent de Zariski au point con-
sidéré. L'immersion 41' se factorise alors en

où ^ est une immersion sur une sous-variété fermée de U' f i , Prop.2] ; le morphisme

^ •• ^-u. " 'W
est donc surjectif. Il en résulte que les faisceaux T ^ / ^ . et À , , .sont isomorphes

et donc que les faisceaux associés sur X par l'intermédiaire des.deux plongements

coïncident.
Enfin, supposons l'espace X muni d'un recouvrement ouvert (X ) et de plongements

4» : X ^ U•a a a
dans des ouverts de C11.

Désignons par ff le faisceau défini sur X comme plus haut. Soient (a,!3) deux indi-

ces du recouvrement. Le diagramme commutatif d'isomorphismes d'espaces analytiques

v^ —^wv
" ^ l6^

g »^n Xg)
définit un isomorphisme (de manière évidente)

V-^nxg^^nxg
et on a, pour un troisième indice y du recouvrement

^ Y ^ a B 0 9 ^ d a n s X ^ X g O X ^

On sait qu'on peut alors recoller les faisceaux {if ) en un faisceau iT, muni d'iso-
CX A

morphismes

^xlx^——^
Le faisceau ff y est un sous-faisceau de v,, puisqu'il en est ainsi de chaque/?: . Pour

A A (X

vérifier la troisième propriété du théorème, il suffit de considérer une immersion
de X dans un ouvert U de C11. La propriété résulte alors de la construction précé-

dente.

La construction du faisceau £-^ est identique.-
A

Description locale.

Soit (X,0) un germe d'espace analytique réduit à l'origine de C11, et (f ,..,f )
un système de générateurs de l'idéal des germes de fonctions holomorphes nuls sur
(X,0) .
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La description suivante des germes de fonctions analytiques-réelles et diffé-

rentiables sur (X,0) répond à une question de B. Malgrange (_27,p.124],

Proposition 3.
1 ) Si ( X , 0 ) est irréductible,

/4 , = ̂  ,X.O C^,0/(f ^ . ) . ,
1' J ' i , j = 1 . . . P

2) Si ( X , 0 ) est un germe d'ensemble analytique-réel cohérent,
ç - c,
x'0 ^.o^f.^.)^lï J c",o

Rappelons que X est cohérent si et seulement si les composantes irréductibles
en un point restent irréductibles aux points suffisamment voisins ( l o c . c i t . ) .

Démonstration. Soient ( x , y ) les coordonnées réelles de C11.
z = x + iy , z, = x. + iy. , j = 1, . . .n

j <j j o
Désignons encore par (x,y) les coordonnées complexes de C , qui induisent les coor-

données réelles sur

C" = R2" C C2" .

Enfin, soit (X,0) le complexifiê du germe analytique-réel (X,0). On a (loc.eit.):

( 1 ) (X.O) = (X,0) x (x.O).

Définissons une application

(C^O "̂  ^^.O

^n.O ^^^W^

^^^^o ^^ '^^
D'après la définition du complexifiê X le germe g est nul sur (X.O) si et

seulement si le germe M(g) est nul sur (X.O) .

Or, l'idéal de définition de ce germe à l'origine de (T n n'est autre que

J = (t,(z), f j(u)).

La première assertion en résulte. Si le germe (X,0) est cohérent, on sait (loc.cit.

th.3) que tout.germe de fonction différent table nul sur (X,0) est combinaison de

germes de fonctions analytiques-réelles nulles sur (X,0). La seconde assertion en

résulte.
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Topologies.

Désignons par (FN) la catégorie des espaces de Fréchet nucléaires, par (DFN)
celle des duals forts d'espaces de Fréchet- nucléaires.

Ces deux classes sont stables par sous-espaces fermés, quotients séparés, pro-
duits tensoriels topologiques complétée (les topologies inductives et projectives
coïncident), et on a le théorème du graphe fermé pour chacun de ces espaces.

On appelle faisceau (FN) un faisceau F d'espaces vectoriels topologiques tels
que pour tout ouvert U, F ( U ) soit un espace ( F N ) .

Proposition 4. Soit ( X , ^ ) un espace analytique complexe réduit.A
II existe une unique structure de faisceau (FN) sur tout faisceau analytique cohé-
rent F sur X telle que

a) si F est libre, la topologie de F est celle de la convergence uniforme sur
les compacts de X;

b ) tout morphisme de faisceaux analytiques cohérents est continu.

L'espace des germes de F en un point de X, muni de la topologie limite induc-
tive naturelle, est un espace ( D F N ) .

Ce résultat est bien connu [pour a ) , c f . [ l 2 ' J , Prop.2,p.88J .

Corollaire. Si le germe ( X , x ) est irréductible, l'anneau ̂ - est muni canoni-
-A. , X

quement d'une structure d'espace (DFN).

On peut en effet identifier, d'après la démonstration de la Proposition 3,
l'anneau Jl et l'anneau ^"^A,x X,x

L'unicité de la topologie résulte du théorème du graphe fermé.

Proposition [ ? . Le faisceau k est un faisceau fin; il est muni d'une topologie cano-
nique de faisceau de Fréchet telle que

1 ) Si X est lisse, la topologie de c- est la topologie usuelle.À
2) Pour tout morphisme d'espaces analytiques

f : X -̂  Y
le morphisme induit

f» : ^ -" ^(y
est continu.

Démonstration. Puisque X est paracompact, on peut supposer, pour démontrer que le
faisceau €^ est fin, que X est plongé dans un ouvert U de C" comme sous-ensemble
analytique fermé. Etant donnés deux compacts A et B de X, il existe une fonction
différentiable dans U, valant 1 sur A , 0 sur B. Sa restriction est une fonction
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différentiable sur X, valant 1 sur A , 0 sur B; le faisceau Çy est donc fin.
On munit C'y d'une topologie de Frêchet construite par l'intermédiaire de

plongements locaux. L'unicité de cette topologie est conséquence du théorème du
graphe fermé.

Remarque : On définira sur ty une topologie associée aux opérateurs différentiels et
qui ne vérifiera pas 2) en général.

II -
OPERATEURS DIFFERENTIELS.

On définit la notion d'opérateur différentiel dans une situation "abstraite",
et on montre qu'elle coïncide pour les espaces analytiques avec la définition en
termes de jets introduite par A. Grothendieck [ l ^ ] .

Les anneaux considérés sont commutatifs, unitaires. Soit
f : A ->- B

un morphisme d'anneaux. Considérons deux B-modules M et N .

1. - 1 . Définition 1 .
On appelle A-opérateur différentiel d'ordre au plus égal à k de M dans N une

application A-linéaire
D : M -̂  N

telle que
a) Pour k = 0, D est B-linêaire.
b) Pour k > 0, et pour tout élément b de B, l'application

[D,b] : M -> N
[ D , b ' J ( x ) = D(bx) - bD(x)

est un opérateur différentiel d'ordre au plus égal à ( k - 1 ) .

T-
On désigne par Diff , ( M , N ) l'ensemble des A-opérateurs différentiels d'ordre

au plus égal à k de M dans N, et
Diff^(M,N) = l̂ m Diff^(M.N) .

k
On appelle ordre de l'opérateur différentiel D le plus petit entier k tel que

D -. Diff^(M.N) .
Proposition 1 . L'application A-linêaire

D; M -> N
est un A-opérateur différentiel d*ordre au plus égal à k si et seulement si pour
toute famille ( a ^ , . . . , a ^ ) de (k+1)-élément s de B, on a l'une des propriétés équiva-
lentes suivantes :

1 ) [ . . . [D.aJ, a ^ , . . . . a ^ = 0



14

2) £ (^)Card(H)^ ^ ̂  ̂  ̂ ^ ^ ^
H<a^ i^H 1 jeH <3

pour tout élément t de M, où 1 - (0,...,k).

Démonstration par récurrence sur k.

Si N est muni d'une structure de (B,C)-module, alors Diff . (M,N) est muni
naturellement d'une structure de C-module.

Lemme 2. Soient ( M , N , N ' ) trois B-modules.

1) L'opération décomposition induit une application

Diff^(M.N) x Diff^(N.N') -> Diff^ '(M.N')
pour tout couple d'entiers ( k , k ' ) .

2) Si P (resp. P ' ) est un A-opérateur différentiel de M dans lui-même d'ordre
au plus égal à k (resp.k ' ) , l'application

CP,P'] = PP' - P'P

est un opérateur différentiel d'ordre au plus égal à (k+k ' - l ) .

Démonstration.

Si D.j (resp. D^) est un A-opérateur différentiel de M dans N (resp.de N
dans N ' ) » pour tout élément "b de B, on a :

[D^.b] = (D^)b - b(D^)

= D^[D^b3 + [D^.b]D^

On conclut par récurrence. La seconde assertion se démontre de la même manière.
Soit M un B-module.

Corollaire. L'application N -> Diff^/^M^N) (resp. N -^ Diffg, (M,N) ) , définit un
fondeur covariant dans la catégorie des B^nodules.

En effet, il suffit d'appliquer la première partie du lemme 2, avec k' = 0.
On aurait un résultat analogue pour N fixé, relativement à M.

On s'intéresse en particulier au cas où M = B.
Soit A : B g B ^ B , l'application canonique; on désigne par 1 son-noyau.
Notons :

PI
B ^_-^ B ®^ B p ^ ( x ) = x ® 1

p^(x) = 1 ® x

Définition 2. On appelle espace des jets d'ordre k de B sur A le quotient
(T ~ - -R ffl -D / T^1
J B/A - B ^ B / T •

On munit (7^ d'une structure de B-module par l'intermédiaire de p^, et on note
^"B/A ^-'o-PPi dation (A-linéaire) composée
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^/A : B -^--^S——^/A •

C'est un A-opérateur différentiel d'ordre au plus égal à k.

Proposition 3» Le fondeur
N -> Diff^(B.N)

est représenta'ble : pour tout B-module N,

Diff^(B.N) = Hom^^.N).

Démonstration. Soit D î B ->• N

un opérateur différentiel d'ordre au plus égal à k. On pose :

D. : B <8 B ^ N
1 A

D ^ ( x ® y) = x D(y)

on a , pour (a,x,x',y) dans B

D(a) = D ^ ( 1 ® a) ^01 € B

D.(xx' ® y) = x D-(x ' ® y).

De plus, si b est un élément de B,

D,,((l®b - b»l)x ® y) = x[D,b] (y)

pour (x,y) arbitraires. D'après la proposition 1 , D est nul sur l'idéal engendré

par les éléments de la forme

a = (1®^ - bo<8-l)...(-l<8^ - b^®l), b^ € B

qui n'est autre que 1 . L'application D. se factorise à travers f^, :
^ ^ ir J B/A
^^ /A^ .

et on a :

D ' D ° 4/A
La réciproque est immédiate.

Convention: Si l'anneau B est donné, on notera Diff (M,N), Diff.p(M,N) les modules

d'opérateurs différentiels relatifs au sous-anneau premier.

Lemme 4. Soit P un A-opérateur différentiel de M dans N, d'ordre inférieur ou égal

à k. Pour tout idéal '.1 de B, et pour tout entier n,

PC^M) c ̂ "^ avec ^ = 0, i < 0

Corollaire. Soit H un idéal de B. Tout opérateur différentiel est continu pour la

topologie J-adique (sur-M et N).

Démonstration du lemme par récurrence.

Proposition U. Soit 'i (resp. 0') l'anneau des germes de fonctions analytiques à l'o-

rigine de IR" (resp. holomorphes à l'origine de C"). Tout opérateur différentiel de
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t dans ia (resp. (r dans 6") d'ordre au plus égal à k, s'écrit de manière unique dans

un système de coordonnées ( x . ) (resp. ( z . ) )
P = E a D" ,

M<k a

a e ff (resp. 6 - ) ,
^ a . n, a • ^ a 1 ^ a^^^ •••• (4 ) n ^^-'^ ••••^ ) •

On appelle coefficients de P les germes (a ) (ils sont relatifs au système de coor-

données) .

Démonstration. Nous considérons le cas analytique-réel.

a) Soit B l'anneau CFx-] des polynômes de n varia'bles. On a :

B ® B = (C[x.,xn (i,j=1,...,n)
C -L J

et dans cet isomorphisme le noyau 1 de A s'identifie à l'idéal engendré par les

(x.-x') . Il en résulte une "base de (?-,?,,-,/-, , formée des polynômes

(x'-x) , ]a ] < k (notations évidentes),

et par dualité, une "base de Diffp (crxn,crx]) formée des opérateurs D avec

D^x3) = (^) Xe-01 .

b) La restriction induit une application évidente

0> = Diff^ (^ ,Û) - Diff^/ç (CW, fi)

injective d'après le théorème de Krull. L'application (j) est surjective :
Tr

D'après a) et F 5, ch.I, par. 2, ?10] , puisque (fçry-i/ç est lî re de type fini,

^ro/c ( c^x ] '4) = ̂ cm/e^m/c 'ft L Dif^^//(c[x^cx^^^A
L'application ^ est donc surjective, et tout opérateur différentiel sur 'Î est com-

'binaison linéaire finie à coefficients dans ^, des opérateurs (D ).

Proposition ^. Soit &' l'anneau des germes de fonctions différentia'bles à l'origine

de ÎR11, muni de la topologie limite inductive d'espaces de Fréchet, et

P : t ^ ÎL

un opérateur différentiel continu. Il s'écrit de manière unique

P = :-: a D01 , a € ^, , , a - aI a | <k

où k désigne l'ordre de P.

Démonstration. On remplace la référence au théorème de Krull par un argument de

continuité : les coefficients (a )étant déterminés, on montre que P coïncide avec

P=ra,D"

sur le sous-espace des polynômes, donc sur t.
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Remarque : Si P est une application induite par un morphisme <C-linéaire de faisceaux,
c'est un opérateur différentiel (théorème de Peetre).
III -
ANNEAUX DE LEIBNÎZ .

Les anneaux que nous considérerons vérifient la propriété particulière suivante,
relativement aux opérateurs différentiels sur le sous-anneau premier.

Définition 1 . On dit qu'un anneau B est un anneau de Leibniz si pour tout opérateur
différentiel P d'ordre p, il existe une famille finie d'opérateurs différentiels
(P j _ ) ^ -r d'ordre au plus égal à p, tels que pour tout élément b dans B, il existe
une famille ( b . ) . dans B» avec
( 1 ) P(bx) = . ^ b^ P^(x) Vx € B .

Remarque ; Si P est d'ordre un, la condition est toujours vérifiée :
P(bx) = b P ( x ) + x P ( b ) - xb P ( 1 ) .

Exemple : Soit B l'anneau des polynômes d'une infinité de variables sur R
B = l̂ m R [ X ^ , . . . , X ^ ] ;

n
B n'est pas de Leibniz; soit A l'opérateur différentiel défini par

oo '•\ o
A = Z (.I-)2

i=1 î
On vérifie que ( 1 ) ne peut avoir lieu.

Proposition 1 . L'anneau des germes de fonctions holomorphes (resp. analytiques, dif-
férentiables) sur un germe d'espace analytique complexe est un anneau de Leibniz.

Démonstration. (Cas différentiable).
1 ° ) Si P est un opérateur différentiel à coefficients différentiables dans un

ouvert U de R11, d'ordre k, on a (notations usuelles)
P = E aD«

|a|sk °
et on connaît la formule de Leibniz

P(fg) = î: D^f) Pg(g)
où Pg est défini par
( 2 ) ï'B'ir^^îe)
crochet P-uple avec les fonctions coordonnées (en un sens évident).

2 ° ) Soient ( X , 0 ) le germe à l'origine de $11 d'un ensemble analytique complexe,
? un germe d'opérateur différentiel à coefficients différentiables sur ( X , 0 ) ,
induit par un germe P sur (C^O). __
D'après ( 2 ) , les opérateurs Pg induisent des opérateurs différentiels P» sur ( X , 0 ) .
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Soit f un germe de fonction différentiable sur (X,0) induit par un germe f . Soit
r : c ^ ^X.O 1

la restriction. On a:

P(fg) = E r Ç D ^ f ^ ) ) P^(g) .

ce qui démontre l'assertion.

Désignons par K un corps de Leibniz de caractéristique nulle, par (f^ l'espace
K

des jets d'ordre m sur K,
/^m ^ K 8> K
' K jn+1

et posons

"K=I/I2
(cette notation sera justifiée dans la Deuxième partie).

Proposition 2. Supposons^- de dimension finie. Alors l'anneau K[X] est de Leibniz.

Démonstration.

1° ) Pour tout m, l'espace (r est filtré par les (l /I- ), et on a la suite
Jv

exacte :

(^fc-. I1'/!3^1 -. 0

le gradué associé à(?111 est de dimension finie. Il en est de même de(r111. On a alors
1Y K

pour tout espace vectoriel E sur K,

Diff^K.E) = HonL-^E) = E « Hom-(<FÇ,lO = E ® Diff^K) .K K K K K ^

En particulier, tout opérateur différentiel de K dans Kf-X] est combinaison linéaire

à coefficients dans K[X] d'opérateurs de K.

2°) Soit D la K-dérivation canonique de KFX] . Notons D111 le m-ième itéré de D -

(c'est un opérateur différentiel d'ordre au plus égal à m ) , et posons, si P est un

opérateur différentiel de K dans K[.X~]:

P «> D111 : K[X] -^ K[X]

(P ® D^aX^ = P(a) D^) , j e N, a e K.

Lemme ^. Tout opérateur différentiel A sur K[X], d'ordre au plus égal à p, peut

s'écrire de manière unique
P -,

A = Z A. ® D
o 1

où A. désigne un opérateur différentiel d'ordre au plus égal à (p-i).

Démonstrat ion.

1°) On peut définir, pour toute famille ( P . ) d'applications de K dans K[X] ,

additives, une application,

P = Z P^ 8> D1

o
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De plus, P est nul si et seulement si chaque P. est nul, comme on le vérifie en ap-
pliquant successivement P aux monômes à coefficients dans K.

2 ° ) Soit P un opérateur différentiel sur KFX] . On définit par récurrence une
famille ( P . ) d'applications de K dans KCX] telles que

00
P = Z P. ® D1

o 1

On a:

r-P,X] = Z (i+1) P g» D1

Supposons démontrée 1'assert ion du lemme pour les opérateurs différentiels
d'ordre ? et supposons l'ordre de P au plus égal à ( p + 1 ) . D'après l'hypothèse de
récurrence, les (P^-,)^ sont des opérateurs différentiels d'ordre au plus égal
à (p-(i - 1 ) ) . Le lemme est donc démontré.

Il suffit alors, pour^achever la démonstration de la proposition 2, de remar-
quer que les opérateurs (D 1) vérifient la condition ( 1 ) . et d'appliquer aux opéra-
teurs A. le 1 ° ) .

IV -
FAISCEAUX D'OPERATEURS DIFFERENTIELS.

IV-1.

Soit f : ̂ t -^ tô un morphisme d'anneaux commutatifs unitaires sur l'espace to-

pologique X, et (H,l{} deux faisceaux de (R-modules.

Lemme 1 . Pour tout entier k, le préfaisceau

u ' ̂ (uv^u) Wu).^(u))
est un faisceau, noté Diff^ (^.^. et appelé faisceau des .^-opérateurs différen-
tiels de ^ dans A\

En effet, ce préfaisceau est un sous-préfaisceau du faisceau Hom<û (//.4/).

On vérifie par récurrence qu'il est un sous-faisceau de ce faisceau.

Définition 1 . Soit X un espace analytique complexe.

a) On appelle faisceau des opérateurs différentiels à coefficients holomorphe

(resp. analytiques) sur X, d'ordre au plus égal à k, le faisceau

Diffk(^ = ̂ /c (^

(resp. Diff^) = Diff^ ^ (-^x^
X

b) On appelle faisceau des opérateurs différentiels à coefficients différente
bles s^ X, d'ordre au plus égal à-k, le faisceau

Diff^) ='{P, P e Diff^ ^ (l̂ ,y . p continu,}
X
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Remarques:i\ On montrera que les opérateurs différentiels à coefficients holomorphes

ou analytiques sonb continus; il en résulte des injections canoniques

Diff^) c Diff^) c Diff^) .

2) Si X est lisse, l'hypothèse de continuité est toujours satisfaite par les

morphismes de faisceaux (théorème de Peetre).

IV-2.

Soit (X,0) un germe à l'origine de (C11 d'ensemble analytique.

Désignons par 1 l'idéal des germes de fonctions holomorphes nuls sur (X,0), par 1

l'idéal des germes analytiques nuls sur (X,0), par Diff (resp. Diff ) l'ensemblea
des opérateurs différentiels holomorphes (resp. analytiques), d'ordre au plus égal

à k à l'origine de C11. Posons

Ditf^l) = {P e Diff^Pd) c 1} Diff^I ) = {P € Diff^Pd ) c I }

1 Diff1^ = {P e Diff\ P(^) c l }.

1^ Diff^ = {P e Diff^. P )̂ c 1^} .

Soit

r : ̂  'x.o = c71

(resp. r : ^-^x.O = ̂ a )

la surjection naturelle.

Théorème 2.

1 ) Tout opérateur différentiel P de Diff^l) (resp.Diff^'Cl )), induit un opé-

rateur différentiel A sur (X,0) tel que le diagramme

,-̂ —..,rf
Ir ir ( resp. jr |r

^.0———> ^O ^X,0-——''^X^

soit commutatif.

2) On a :

Diff^^ ^) = Diffk(I) / 1 Diff1^

Diff^'Ç^ ) = Diff^D/I, Diffk(I ) .A j u a, a, a, a,

Démonstration pour -Ty (la démonstration dans le cas holomorphe est identique).

Choisissons un système de coordonnées locales à l'origine de C = R

soit (^,)-_i p . Pour tout n-uple d'entiers ex on pose

~ "^̂,...,x^

1°) Si P est un opérateur différentiel sur l'anneau^, qui conserve l'idéal 1 ,
a

il induit une application C-linéaire A : «A /. —? ?fey p,x a u x, o



21

et pour tout germe analytique f, [ P , f ] induit
CA,r(f)]=^^

II en résulte par récurrence que A est un opérateur différentiel d'ordre au plus
égal à celui de P.

2 ° ) Réciproquement, soit A un opérateur différentiel d'ordre au plus égal à k
sur ff . Choisissons des germes analytiques (a ) à l'origine de C" tels que

r(a^) = Ad^x")) V a , | a | < k.

Il existe un opérateur différentiel P à coefficients analytiques à l'origine
de C11, d'ordre au plus égal à k, tel que

P^) = â  , [ a ] .< k .
On a r P ( f ) = A ( r ( f ) ) , pour tout polynôme de degré inférieur ou égal à k. En appli-
quant la proposition 1 , on montre que cette égalité a encore lieu pour un polynô-
me f arbitraire. Soient alors g un germe de fonction analytique à l'origine de î11,
et m un entier quelconque. On peut écrire, M (resp. f\ ) désignant l'idéal maximal deA

*ĉ o ^̂ P- ̂ x.c^
g = f+h , h e M"1

où f est un polynôme. On a :
r ( P ( g ) - A ( r ( g ) ) = r P ( h ) - A ( r ( h ) ) .

D'après le lemme 4, le second membre appartient à ̂ .m . Puisque m est quelconque,
on a, d'après le théorème de Krull:

r P ( g ) = A ( r ( g ) ) .
En particulier, P laisse invariant 1 .
L'application

Diff^(l^) -. Diff̂  ̂

est surjective. Son noyau est formé des opérateurs différentiels dont l'image est
contenue dans 1 .a

Corollaire. Les opérateurs différentiels à coefficients holomorphes ou analytiques
sur un germe d'espace analytique sont continus pour les topologies (DFN).

En effet, la prupriété a lieu pour C . De même, il résulte des représentations
locales qu'on a les injections canoniques de faisceaux

Diff^S^) c: Diff^^) .

IV- 3. Opérateurs différentiels à coefficients différent labié s.

Supposons X plongé comme sous-ensemble analytique d'un ouvert U de C11.
Soit .1 l'idéal des germes de fonctions différentiables nuls sur ( X , 0 ) , et désignons
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par Diff^J) l'ensemble des opérateurs différentiels dans £" qui laissent invariant
1'idéal 1 , et J Diff l'ensemble des opérateurs dont l'image est contenue dans ' 1 .

Proposition 3.
Diff^(t^) = Diff^VÎDiff1'

Démonstration. Un opérateur différentiel P à l'origine de C " , laissant invariant 1'
idéal J, induit un opérateur différentiel A sur ( X , 0 ) , la continuité étant assurée
par celle de P. Réciproquement, si A est défini sur é", „ , on montre comme dansA, U
la démonstration du théorème 2 qu'il existe un opérateur différentiel P à l'origine
de C tel que

r P(i') = A ( r ( f ) ) r : k^ t.,
J'-X,0

pour tout polynôme f.

Soit g un germe différentiable à l'origine de C11. Il existe un ouvert U où P

est défini, et une suite (g ) de polynômes qui converge sur U vers g. On a alors :

P(g^) ->P(g) 1

r P(g^) ->T P(g) ^ ==> r P(g) = A( r (g ) )

r(g^-*r(g) I

La démonstration s'achève comme plus haut.

Remarques ;

1 ) On a les inclusions canoniques de faisceaux Diff^ ̂ eDiff^t ) c Diff^Ê )
X X X

2) On peut formuler un analogue global du résultat précédent:

Soient X plongé dans l'ouvert U de C11, et Diff^J) le faisceau des opérateurs

différentiels d'ordre au plus égal à k sur U. qui laissent invariant le faisceau

d'idéaux des germes de fonctions différentiables nulles sur X. D'après ce qui

précède, on a un morphisme surjectif

Diff^J) -> î  Diff^y -^ 0

i : X ̂  U .

Puisqu'il s'agit de faisceaux fins, le morphisme est globalement surjectif. Ainsi

tout opérateur différentiel à coefficients différentiables sur X peut être représen-

té par un opérateur différentiel sur U. La même remarque s'applique dans le cas

analytique si X est cohérent comme ensemble analytique réel, puisque tout ouvert

de C11 est de Stein pour les f-faisceaux cohérents, d'après la suite exacte suivante

et l'étude du paragraphe V :

0 -. .̂  Diff^ -. Diff^(^) -> î  Diff^) -. 0
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V -
PARTIES PRINCIPALES ET OPERATEURS DIFFERENTIELS.

Soient Z un espace analytique,T l'un des faisceaux ^-, /£ , £y. Le morphisme
Li Zi Zi 2j

diagonal associé à l'espace analytique X
A : X ->- XxX

induit une suite exacte
0 " ̂  + ̂ (^ " \ " °

Définition 1 . On appelle faisceau des parties principales d'ordre k à coefficients
dans ^y le faisceau

^ (k ) , ̂  ) / k + 1
" X ^XXX' 7 "X

On munit ce faisceau d'une structure de ^-..^nodule, déduite de la première projection
p^ : yx -^ X

et on pose :

\-\^¥
\^2

où -CL désigne la seconde projection.

Remarque. Le faisceau Q" est cohérent (^15].

Le résultat suivant montre que le faisceau des parties principales d'ordre k

représente le fondeur "opérateurs différentiels d'ordre inférieur ou égal à k", à
coefficients dans ?S^ défini plus haut (Définition 2 ) .

Théorème .1. Un morphisme C-linéaire de faisceaux

P=V,T,
est un opérateur différentiel à coefficients dans ̂  d'ordre au plus égal à k si

À: •

et seulement si il peut s'écrire . ,

P = P . d^ . P <£ Hom^ (^k),^)

Corollaire. Si X est cohérent, le faisceau Diffk(<fr ) (resp. Diff^f ) ) est un fais-
ceau cohérent de C' -modules (resp. de -^-modules).X X
Démonstration.

1° ) On a le diagramme commutât if

0 " ^X -'A>lL?XxX) " \
( 1 ) i

0 -> 1 ^ 8> ? -> f
X X (P X X

où i est l'application naturelle
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i -Fx^x-^xxx)
i(f ® g) = f(x)g(y)

Lemme 1 . i: ̂  ® ^X ^ ^^XxX^ est ^ective.

Démonsbration. Si X est régulier, le morphisme

^x^x-^x)
est injectif. L'assertion est alors vérifiée. Soient X quelconque, U un ouvert dex

et V l'ensemble (dense) des points réguliers de U. On a le diagramme commutatif :

.^(U)^(U) ^-^(UxU)

r jr'

^(V) 8^(V) -^^(y.V)
c

où les flèches verticales sont injectives, et i l'est aussi. Il en résulte que

iy est injective. L'assertion en résulte.

On a donc, d'après ( 1 )

^ = ̂  n ^X ^ ̂  • ^+1 c ^+1

Désignons par ̂  l'espace des jets d'ordre k définis en II ("f&isceautisé") (Défini-

tion 2)

^k = f ® î' / l̂ 1

X 'X g X / -4:

On déduit de l'application Ïy-linéaire
4)k -(k) x

^X-^X

que tout opérateur Ï-y-linéaire
P:TW^

définit un opérateur différentiel d'ordre au plus égal à k soi1 X, à coefficients

dans T^ (dans le cas différentiable, on s'assure qu'on peut définir une structure

naturelle de faisceau de Fréchet sur ^k} : l'idéal J^ est engendré par des fonc-

tions analytiques, il est donc fermé ainsi que H^'1'1 dans A^(£,, -) muni sur tout ou-
-A. XXX

vert de X de sa topologie naturelle d'espace de Fréchet.

De plus, d^ î fex-^^- ' est continu.

Il suffit de vérifier cette assertion pour un ouvert U de C11. Dans ce cas.

(U) est un b(U)-module libre engendré par les éléments

(y-x)^ , |a| ^ k.
et l'application d^ est définie par :

\ : t(x) -> Z D^x) -(^^
Ia |^k a!

Le morphisme P est continu puisque fe^-linéaire et défini sur ç- (k ) qui est loca-
lement de type fini x



25

II en résulte que P est continu, donc définit un opérateur différentiel à coef-
ficients différent tables sur X.

2 ° ) Réciproquement, soit P un opérateur différentiel à coefficients dans îy.
D'après la représentation locale (théorème 2, proposition 3 ) , il est induit locale-
ment dans un plongement de X dans un ouvert U de C11 par un opérateur différentiel
P. dans U» à coefficients holomorphes, analytiques ou différent labiés. On sait que
P- se factorise à travers l'espace des parties principales sur U d'ordre k :

' ̂
ôo A
U

On constate que le noyau î de l'application naturelle

^k) (u^î^tx)
est engendré par l'image de (p^ 1 , P. 3 ) , où ^ désigne l'idéal noyau de •

?u(u) -̂ x̂
L'image par P. de .̂ est contenue dans r! d'après l'hypothèse

p^d) <• '•l
II en résulte qu'on peut compléter le diagramme précédent en un diagramme commuta -
lit : „ PI „

U ' "T.

^k) À
^(k)
^ X „

^ / p ^ ^

'X ———————* ^A /

P <= Hom, ( ,̂ (k)
.^

ce qui achève la démonstration. On remarque enfin que le faisceau Diff (^y) est la
restriction à X du faisceau Diff^^-) sur le complexifié X de X supposé cohérent.A



C H A P I T R E I I .

PROLONGEMENTS DES OPÉRATEURS DIFFÉRENTIELS
OPÉRATEURS À COEFFICIENTS MÉROMORPHES,

On étudie l'anneau des opérateurs différentiels sur le corps des germes de
fonctions méromorphes sur un germe d'espace analytique irréductible.
1 -
OPERATEURS DIFFERENTIELS SUR UN ANNEAU ET SON CORPS DES FRACTIONS.

Soient A un anneau commutatif unitaire sans diviseur de zéro, et k son corps
des fractions. Les seuls opérateurs différentiels considérés sont ceux définis re-

lativement au sous-anneau premier de A.

On suppose que le module
^1 = I/I2 , 1 = Ker(A ® A ^ A)

appelé module des différentielles de A, est de présentation finie.

On montre alors, comme au chapitre 1 (Prop.2, 1°) de la démonstration) qu'il

en résulte que pour tout entier m le module îp, des jets d'ordre k est un A-module

de présentation finie.

Proposition 1. On a, pour tout entier m,

Diff^k) = k <8 Diff^A)
A

Démonstration. La construction du module des jets est compatible avec la localisation

1115,16.4.15]. Il en résulte que l'espace des jets d'ordre m relatifs à k n'est

autre que

^ = k 8 ^
D'autre part, on sait que k est plat sur A. On a alors :

Diff^k) = Hom^C-^k) = Hom^(k ® ^,k)

On sait alors, puisque le module'?"1 est de présentation finie rcf.^îCh.Ijpar.?,!!0 '^],

qu'on a :
Hom.(k ^^k) = k ® Hom.p^A) = k ® Diff^A)K A A A A A A

Définition. Soit (X,x) un germe d'espace analytique irréductible.
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On appelle germe d'opérateur différentiel à coefficients méromorphes sur ( X , x ) un
opérateur différentiel sur le corps ̂  des germes de fonction méromorphes surA,X
( X , x ) .

Proposition 2.
1 ° ) Soit A un germe d'opérateur différentiel à coefficients méromorphes sur

( X , x ) . Il existe un germe non-nul de fonction holomorphe u tel que
P = uA

soit un germe d'opérateur différentiel à coefficients holomorphes sur ( X , x ) .
2 ° ) Tout germe d'opérateur différentiel

p : ^.x " ^X.x
se prolonge en

P : ^^X.x-^X.x
de manière unique.

Démonstration.
1 ° ) Désignons par v '" le module des parties principales (holomorphes) d'ordreA,X

éf;al à k. D'après le chapitre 1 ( p a r . V , T h . l ) , le module des opérateurs dif-
férentiels d'ordre au plus égal à k s'identifie au dual de ̂ — , qui est un- ^ ^ï 1̂
u -module de présentation finie.A^X

D'après la proposition 1 , A est combinaison à coefficients dans A . La pre--X. yX
-mière assertion en résulte.

2 ° ) Soit P un germe d'opérateur.différentiel holomorphe sur ( X , x ) . On suppose
( X , x ) plongé dans un ouvert U de C11, et soit ̂  l'idéal de définition de ( X , x ) . Il
existe un opérateur P^ à coefficients holomorphes dans U au voisinage de x, qui in-
duit P. Soit

a = f/g , a c // ;
A ,X

le germe a peut être représenté par un germe f méromorphe au point x de U,
^= t^ , g^ ^ .

On pose
PW = r(P ^ ( f ^ ) ]

où r désigne la restriction à X des germes de fonctions méromorphes sur U, et défi-
nies sur X. La définition précédente a un sens, puisque

îm < = ( N , g"" P.(t/gJ ^ L\1 1 1 1 (C^O
L'opérateur P est un opérateur différentiel sur À qui prolonge P. Si P est un

A ,X
opérateur différentiel sur H prolongeant P, il peut être représenté à l'origineA ,X
d e . C par un opérateur à coefficients méromorphes déterminés de manière unique.
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D'où
P = P.

Théorème 3. Soit ( X , x ) un germe d'espace analytique irréductible de dimension n.
Il existe n dérivations ( A ^ ) du corps 4-, des germes de fonctions méromorphes
sur ( X , x ) , qui commutent entre elles, telles que si P est un opérateur différentiel
d'ordre k sur ( X , x ) à coefficients méromorphes, P peut s'écrire, de manière unique,
comme combinaison à coefficients méromorphes des monômes :

A" = A ^ 1 . . . A^ ô  + . . . + o ^ < : k .

L'algèbre graduée associée à l'anneau des opérateurs différentiels méromorphes
est une algèbre de polynômes de n variables à coefficients dans kX ,x

Démon strat ion.
Le germe (X,x) peut être représenté comme germe de revêtement ramifié au

dessus de ( C - , 0 ) . L'inclusion associée fait de A une extension algébrique

séparable de l'anneau des germes de fonctions méromorphes à l'origine de C11. On
sait [39] que toute dérivation de fi se prolonge de manière unique à K
On en déduit un morphisme d'anneaux ' filtrés

? : Diff(^) -. Diff(^)

tel que

^ ( f ) = ^ ( f ) V^^
(r(p)| , = P .

Cn.O

Le morphisme t- est donc injectif. Sa surjectivité est conséquence élémentaire du

lemme suivant, qui résulte du fait que l'espace vectoriel des jets méromorphes
, . (p ) .
h est de dimension finie.

^".O

Lemme . Ditf^ , U( ) = /Y ,® Diff33^ )
çn^Q À,X X,x ^n,0 C^O

La démonstration du théorème s'achève en remarquant que ^ est un morphisme
d'anneaux qui induit un isomorphisme sur les algèbres-graduées associées.



C H A P I T R E III
IMAGES INVERSES D'OPERATEURS DIFFERENTIELS,

On considère un morphisme d'espaces analytiques normaux :
7C : X —> Y

On suppose que TT est, en dehors d'un vrai sous-ensemble analytique Z de X ,
un isomorphisme local. On peut alors définir l'image inverse d'un opérateur
différentiel sur Y. C'est un opérateur différentiel sur X - Z, ayant des pôles
sur Z. Si ir est un revêtement ramifié, notre étude se déduit partiellement du
chapitre précédent, nous examinons le cas où Y est le quotient d'une variété
X par un groupe, et celui où TT est un morphisme de résolution.

1 -
CAS DES VARIETES.

1 . 1 - Les opérateurs différentiels considérés sont holomorphes, sauf mention
particulière. .

Soit :
^ : V ->• W

un isomorphisme de variétés analytiques complexes. On peut associer, par trans-
port de structure, un opérateur différentiel ^*'(P) sur V à tout opérateur dif-
férentiel P sur W. Cet opérateur est déterminé de manière unique par

( 1 ) ^(P) ( g c ^-) = P ( g ) c H

pour tout ouvert U de W, et pour toute fonction holomorphe sur U.

Le caractère local de cette construction relativement à la source de l'ap-
plication (f permet de définir l'image inverse de P même si ̂  n'est qu'un isomor-
phisme local :

^ : V -*• W

un morphisme de variété analytiques complexes qui est, en dehors d'un vrai
sous-ensemble (analytique) Z de V , un isomorphisme local. L'unique opérateur
différentiel ̂ (P) sur V - Z défini par ( 1 ) s'appelle l'image inverse de P.
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Si P est une fonction f, son image inverse coïncide avec la composée avec
•4- de f. L'application v^* ainsi définie est un morphisme d'anneaux.

Soit a un point de Z, b son image, et J le déterminant jacobien de 4 calculé
dans un système de coordonnées locales arbitraires au voisinage de a (et b ) .

Par hypothèse

J(x) ^ 0 / x i Z

Supposons d'abord P holomorphe :

Théorème 1 : Sous les hypothèses précédentes, l'image inverse d'un opérateur

différentiel défini au voisinage de b s'écrit :

^(P) = ̂  Q

où Q est un opérateur différentiel défini au voisinage de a, et k désigne

l'ordre de P en b.

Démonstration :

On peut se ramener à un isomorphisme local sur U - Z, ou U est un ouvert
de (C" :

soient l ( ) : U - ^ V , q>(u) = z , u = ( u , . . . , u )/ n \
3 . ; z=(z, . . . . ,^ )

"i "aï" ' ' = 1 ' • • • • " •
1

On effectue le calcul explicite de l'image inverse de D., d'après ( 1 ) : Si

^(D,) = Z b^u) ̂ -
1 1

on doit.avoir

9^.
Z b . ( u ) 7—°- ( z ) = ô . . ( ô . , symbole de Kronecker)i 9u. ij i

système d'équations linéaires en les b. qui possède une solution holomorphe

dans U - Z, telle que l'opérateur

J 4^) = ^

soit holomorphe.



De même si

J ( z ) ^*(D^) = A^

est défini dans U ( à coefficients antiholomorphes).

Tout opérateur différentiel holomorphe P au voisinage de l'origine est
-naison linéaire à coefficients holomorphes des monômes D . . Son image

inverse ^(P) s'écrit donc
combinaison linéaire à coefficients holomorphes des monômes D . . Son image

4*(P) = £ ^(a^) A"

A = A . . . A 1 1 |a| = a +. . .+a •$ k1 n ' 1 1 n

II suffit donc de vérifier que l'opérateur

r = j2^ A°
est holomorphe dès que

| a [ ^ k

C'est une récurrence facile sur l'ordre k.

Si P est analytique-réel (resp. différentiable) la démonstration précé-
dente montre que l'on a

""^ - | , , 2 ^ - 1 ) 9

où Q est analytique-réel (resp. différentiable).

Remarque : Les coefficients de la,partie principale de P sont de la forme
suivante : si P est holomorphe (resp. analytique, différentiable)

h
ba=7

(resp- ̂ ^

où ĉ  est holomorphe (resp. analytique, différentiable).
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Un opérateur P sera dit semi-méromorphe s'il existe une fonction analytique-
réelle u telle que uP soit analytique-réel (resp. différent table).

I.Z
Considérons une immersion de variété analytiques complexes :

•iï : V -̂  W

Soit P un opérateur différentiel sur W. Existe-t-il un opérateur tp^P)
sur V vérifiant ( 1 ) ? Il est nécessaire que P satisfasse à la condition
suivante :

Si TT induit sur l'ouvert U un isomorphisme

•iï : U ̂  T T ( U ) = U' c- W

où U' est une. sous-variété d'un ouvert W de W , alors P laisse stable l'idéal
des germes de fonctions nulles sur U ' .

Nous dirons que P se restreint à TT ( V ) si cette condition est vérifiée
(si ir est un plongeaient, la condition signifie exactement que P se restreint
à la sous-variété de W image de i r ) .

Théorème 2 : Soit :

•n- : V -»- W

une application de variétés analytiques complexes qui est une immersion en
dehors d'un vrai sous-ensemble analytique Z de V.

Si P est un opérateur différentiel sur W qui se restreint à ' i ï ( V ) , il pos-
sède une image inverse Tf(P) définie sur V - Z, et qui se prolonge en un opérateur
différentiel méromorphe (semi-méromorphe) selon que P est holomorphe (ou
analytique-réel, différentiable).

L'ordre de l'image inverse est au plus égal à celui de P.

Démonstration :
Si l'opérateur différentiel P se restreint à ' i ï ( V ) , on peut lui appliquer

la construction de I . l . On obtient ainsi un opérateur différentiel TT ( P ) sur
V - Z. Montrons (par exemple) que si P est holomorphe, l'opérateur obtenu est
un opérateur différentiel méromorphe.



Il suffit de considérer le cas d'un germe
7Ï : (ç^O) - ((S^O) , -tT(z) = u
u = u^,...,uj
z = (z^....z^)

Dans le complémentaire de ̂  est une immersion. Soit P un opérateur diffé-

rentiel holomorphe sur un voisinage de l'origine dans (̂  :

p = , f ^ (^!-)^•• ̂ -^H<:k a ^1 8^

De l'hypothèse il résulte qu'il existe un unique opérateur différentiel

holomorphe TT^P) sur le complémentaire de Z dans un voisinage de l'origine

dans (T tel que :

^ ^

-^(P) = Z l» (u) (——) ... (,9-)
W^ 3 ^1 ^n

'n-^P) (f o •JT) = P ( f ) c TT v' f 6 ^n .
(£ ,0

Explicitons cette identité :

(2) W^^ (^)B[fcw ' s ̂ ^^^^ wu))

D'après la règle de dérivation composée, il existe des fonctions holomorphes

(^) ( f c 7 T ) = Z e^^(u) {(^) f} (7T(u))

le système (2 ) devient

z CB^(U) ̂ ^^^ ^^(2)) = z ^^^^^^^ ^^î)

On doit donc avoir

^ (^u)) '^e,^^ V^
P

Ce système d'équations linéaires possède une solution unique en dehors de

Z, qu'on peut obtenir par inversion de la matrice (co ). La solution est doncp,a
méromorphe sur Z.

Remarque : Pour n = q on retrouve comme cas particulier le théorème 1 .
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II- M3RPHISMES D'ESPACES ANALYTIQUES.

11-1 Prolongement des opérateurs différentiels définis dans un ouvert.

Proposition 3 : Soient X un espace analytique complexe normal, Z un sous-espace
analytique tel qu'en tout point x de X

dim Z < dim X - 2x - x
Alors tout opérateur différentiel holomorphe P (resp. méromorphe) sur X - Z
se prolonge, de manière unique, en un opérateur différentiel holomorphe (resp.
méromorphe) sur X.

De plus, si a est un point de Z, et P est d'ordre k sur U - Z, ou U est
un voisinage de a, le prolongement est d'ordre k en a.

Démonstration :
On sait qu'une fonction holomorphe f sur X - Z se prolonge en une fonction

holomorphe f sur X pourvu que X soit normal,et Z de codimension au moins deux
[29 ; Proposition 4 p . 1 1 8 ] . Il en est de même pour les fonctions méromorphes
[loc. cit. p. 133l.

L'assertion est de nature locale sur X. Démontrons par récurrence sur k
que si P est défini et d'ordre k dans le complémentaire de Z dans un voisinage
U de a, alors P se prolonge de manière unique en un opérateur défini sur U et
d'ordre k.

Soit a) un ouvert de U. On pose

P ( g ) = P(g|ùû - Z) vg e C'W

L'opérateur P est bien un opérateur différentiel sur ûù : pour toute fonc-
tion holomorphe h sur eu,

|p, h] = [p, h|^ _ ^j

On conclut par récurrence.

La même démonstration peut être faite pour les fonctions méromorphes.

Enfin, on a

HP, g/L..., ĝ ;1 - o g^ ,..., g^ éO^-z)



Si et seulement si on ar i p , h , : i . . . . ^ , . i = o
V h , , . . . , h ^ C - f . ( a ) )

D'où résulte l'assertion sur l'ordre.

11.2 Images inverses.

Compte tenu des propriétés de prolongement des opérateurs différentiels,
on a par exemple le résultat suivant, conséquence du théorème 2 :

Proposition k : Soit

TT : X -̂  Y

un morphisme propre d'espaces analytiques normaux ; on suppose que TT est, en
dehors d'un vrai sous-ensemble analytique Z, une immersion.

Si P est un opérateur différentiel holomorphe sur Y , qui possède localement
des restrictions aux sous-espaces analytiques images de l'immersion, alors P
possède une image inverse 7 r ' * ' ( P ) , qui est un opérateur différentiel à coefficients
méromorphes sur X

Les résultats précédents permettent d'énoncer un théorème de prolongement
des opérateurs différentiels sur des corps de germes de fonctions méromorphes :

Soit

•iï : X -> Y

un revêtement ramifié de germes d'espaces analytiques normaux. Il induit une
injection

^•'Y^X

et une injection sur les corps de fonctions méromorphes

r.x . \ ^. i!• " Y X
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Théorème 3 : Tout opérateur différentiel P sur.^L. se prolonge de manière unique
en un opérateur différentiel sur-t , de même ordre que P.

Démonstration :
1 ° ) Soit P un opérateur différentiel sur c ' . Il se prolonge de manière

unique en un opérateur différentiel sur Ay (Ch . II, Proposition 2 ) . Soit TT^P)
son image inverse. Il définit un opérateur différentiel sur^'L., dont on vérifie
aisément qu'il prolonge P.

2 ° ) D'après les résultats du chapitre II, tout opérateur différentiel A sur
A est combinaison à coefficients dans,1/ d'opérateurs holomorphes. Le prolon-
gement de A est donc possible. Il est unique puisque bien déterminé sur l'ouvert
de X sur lequel 7T est un isomorphisme local.

Remarque : On peut énoncer des résultats analogues pour les opérateurs à coef-
ficients analytiques.

m
OPERATEURS DIFFERENTIELS SUR LES SINGUIARITES-QUOTIENTS.

III.1 - Nous étudions l'anneau des opérateurs différentiels holomorphes sur les
espaces normaux définis comme quotients de variétés analytiques complexes V par
un groupe proprement discontinu d'automorphismes G [ 9 l .

On peut supposer sans restreindre la généralité

V = ̂  , X = C^G

où G est un sous-groupe fini de Gl(n, ( ï ) .

L'anneau C^ ̂  des germes de fonctions holomorphes à l'origine de X est
alors identique au sous-anneau de ^ formé des germes de fonctions holomor-

G < ; n• o
phes invariantes par G , noté r •

Soient ^" l'algèbre des germes d'opérateurs différentiels holomorphes à
l'origine de <£ , et G un sous-groupe fini de G l ( n , ( C ) . Le groupe G agit sur-Q
par automorphismes :

P<='2 , g (r G ,
( 3 )

P^f) = | P ( f c g - 1 ) ] , g



On note ̂  le sous-anneau des opérateurs différentiels invariants. C'est
un e -module.

Soit'2: l'anneau des germes d'opérateurs différentiels holomorphes à l'ori-
gine de

X == d̂ /G

Définition 2 : On dit qu'un opérateur différentiel P de S' induit un opérateur
différentiel A sur X si A est la restriction de P à

6 =^x , o
Définition 3 : On appelle espace d'isotropie de G l'ensemble des points de (G11
dont le groupe d'isotropie est non-trivial.

C'est la réunion d'un nombre fini de sous-espaces vectoriels stricts de Œ11.

Théorème 4 :
a) Pour qu'un opérateur différentiel P de ̂  induise un opérateur différen-

tiel sur X , il faut et il suffit qu'il soit invariant par G.

b ) L'anneau^ s'identifie canoniquement à un sous-anneau de .^.' .X
c ) Pour que

^V
il faut et il suffit que l'espace d'isotropie de G ne contienne aucun hyperplan.

Démonstration :
a ) Si P est invariant par G , il résulte de ( 3 ) qu'il définit une application

A : ("^ -> (^

qui est un opérateur différentiel (on le vérifie par récurrence). Réciproquement,
si on a un diagramme commutatif

w J1 J1

^ -^ A ^ ^
\ =^ ————^x =c 'x
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considérons l'application canonique

-iï : (C11 -> C^/G = X

On peut lui appliquer les résultats du paragraphe II.L'opérateur diffé-

rentiel A à l'origine de Œ possède une image inverse 7r^(A) , méromorphe, qui

est invariante par G. D'après (4) et le diagramme commutatif

^- î̂
II /i'
^ /

on a, en dehors du lieu singulier de ir, donc partout :

P = 7r*(A)

Donc TT*'(A) est holomorphe, et P invariant.

b) II reste à montrer que l'application

est injective : Soit P un opérateur invariant, nul sur les fonctions invariantes.

Alors P est nul : considérons la moyenne sur le groupe :

m :c^-> ^G m(f) = T^T- Z fg

g <-- G

On a :

V f C- r

.pc-.^
D'où résulte l'assertion.

P ( f ) = P ( m ( f ) ) .

c ) II est clair que le lieu singulier de l'application -iï est contenu dans
l'espace d'isotropie. Si celui-ci est de codimension au moins égale à deux,
l'image inverse -iï^A) d'un opérateur différentiel holomorphe sur X est un
opérateur holomorphe, puisque les pôles de ses coefficients appartiennent
a un ensemble analytique de codimension au moins deux. Réciproquement supposons

que l'espace d'isotropie de G contienne l'hyperplan:"



H., = { z = ( z^ , . . . ^ ) ; z^ = 0 } .

Soit G le sous-groupe fini de G formé des automorphismes qui laissent

H ponctuellement invariant. Il est facile de voir que, à un changement de

coordonnées près :

G-, = { g ^ G g(z ) = (ez^ ,z^ , . . . , z^ ) }

e racine p-ième de l'unité.

Considérons les opérateurs différentiels

(5 ) A = ^ —— , A = m ( A )
z! '

Lemme ^ : A induit un opérateur différentiel holomorphe sur X.

Si f est un germe de fonction invariante par G, elle est invariante par

^ :

G
f <= G 1-^ f (z^ ,z^ , . . . , z^ ) = f(z' , z^,. . . ,z^)

f e C^

D'où

A ( f ) = p|̂  e c-

A ( f ) c ^G

Cependant À n'est pas holomorphe au voisinage de l'origine : chaque auto-

morphisme de G transforme H en un hyperplan. Soit ( H . ) les hyperplans distincts

ainsi formés. On voit facilement d'après ( 5 ) que A s'écrit

k
A = Z A.

1=1 '
où û.. est un opérateur méromorphe, dont le coefficient principal est

^ ( z ) = ^ — — H ^ = Iz ; h ^ ( z ) = 0}
h. {z )
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III.2 - Propriétés algébriques de ̂ ^.X

On peut se restreindre au cas où £ est identique de ̂  , d'après le résul--X.
tat suivant :

Théorème c? : Si

X = d̂ /G

il existe un sous-groupe fini F de Gl ( n , C ) tel que X soit isomorphe à C^F et
que l'espace d'isotropie de F ne contienne aucun hyperplan.

En effet, d'après un résultat de C . CHEVALLEY [ 6 , Ch IV, § 5 , Th. 3.|
le quotient de Œ11 par le sous-groupe F distingué de G des éléments laissant
invariants les points d'un hyperplan est isomorphe à (C11, et le groupe quotient

G., = G/F

Ŝ /G ^ (([^/n/G/r ^ d̂ /G

et l'espace d'isotropie de G est l'image par la projection canonique des sous-
espaces de l'espace d'isotropie de G de codimension au moins deux.

On est donc ramené à l'étude de l'anneau des invariants de «2 sous l'action
d'un groupe fini.

Théorème 6 : Soit A un anneau filtré par une filtration positive croissante ;
soit A le sous-anneau des éléments de filtration nulle. Enfin soit G un groupe
fini d'automorphismes de A respectant la filtration, et dont l'ordre est inver-
sible dans A.

Supposons l'anneau-gradué G r ( A ) associé à A noethérien à gauche, et soit
A l'anneau des invariants de A sous l'action de G.

n

II existe un nombre fini d'éléments ( u . ) de A tels que les monômes en cesp 1 /--i
éléments engendrent A comme module à gauche sur A , et que les images de ces

G ° Cmonômes engendrent (Gr A ) comme module à gauche sur A .o

Démonstration :
D'après l'hypothèse sur l'ordre m de G , on peut définir une moyenne sur A



^ .: A^A 0

A ( x ) = - Z g.x
^ m gCG

Cette application induit une moyenne

^ : Gr A ̂  (Gr A) G

Soit 1 l'idéal engendré dans Gr A par les éléments homogènes de filtration
strictement positif invariants par G.
D'après l'hypothèse, il existe un nombre fini de générateurs de I. Soient
(u , . . . , u ) des représentants dans A de ces générateurs ( u . ) qu'on peut supposer
invariants par G, car

.---G-. .-.ïï". fc Gr A ==^ u. = ^(u. )

Supposons démontré que tout élément de A de filtration au plus égale à k
est combinaison linéaire de monômes formés à partir des u_ (l'assertion estp -'-
triviale à l'ordre zéro), et soit u un élément de A de filtration au plus (k + 1 )
L'image de u dans l'anneau-gradué appartient a i :

û" = Z a. u.i i

On peut supposer les a. de degré strictement inférieur à (k + 1 ) .
On a donc

u = Z a. u. + u'i i

où les a. sont des représentants des a . , les éléments ( a . , u ' ) étant de filtra-
tion au plus égale à k.

Appliquons la moyenne aux deux membres de l'égalité précédente. On a,
les u. étant invariants par G ,

^ ( u ) = u = Z 7 ( a . u . ) + ^ ( u ' )

= Z ̂ (a? u^ + ^ ( u ' )

On conclut par récurrence. La même démonstration montre que les ( û . ) engen-
r» 1

drent (Gr A ) (le même résultat est valable pour une structure de module à droite).
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Définition h : On dit qu'un anneau M est un anneau de type fini à gauche (resp.
à droite) sur un sous-anneau N s'il existe un nombre fini d'éléments de M tels
que les monômes en ces éléments engendrent le N~module à gauche (resp. à droite)
M.

En appliquant le théorème 6 à

A = ̂

filtré par l'ordre, et à G sous-groupe fini de Gl(n, Œ ) , opérant dans A , on
obtient, compte tenu des résultats précédents :

Théorème 7 ; L'anneau y,,, des opérateurs différentiels sur un germe X de singu-A
larité-quotient et l'algèbre-graduée associée sont des anneaux de type fini
sur ̂ .

Cette propriété a lieu relativement aux structures de modules
à gauche et à droite.

Remarque : Ce théorème s'applique au cône de £ défini par

2 2 2x + y + z = 0

2qui s'identifie au quotient de Œ! par le groupe engendré par la symétrie par
rapport à l'origine. Par contre, Bernstein-Gel'fand [3] ont montré que l'anneau
•^ au sommet du côneA

x3 + y3 + z3 == 0

n'est pas un i^-anneau de type fini.

IV -
RESOLUTION DES SJJQGUIARITES.

L'opération d'image inverse des opérateurs différentiels possède, pour un
morphisme de résolution des singularités de X " à la Hironaka", des propriétés
particulières : les pôles des images inverses d'opérateurs différentiels sur X
sont définis par des fonctions analytiques sur X. Nous donnons une démonstration
explicite de ce résultat (remarqué indépendamment par D. Burns f 8 j ) .



III.1 - Soit X un espace analytique complexe.

Définition 1 : On appelle résolution des singularités de X un morphisme

TT : X -> X

d'une variété analytique complexe X sur X , tel que

a) TT est propre
b) Si S<X) désigne le lieu singulier de X , TT : ? - ̂ ""^(X) -> X - S( X )

est un isomorphisme.
c ) L'ensemble

A = -n~\S{X})
est un hypersurface localement réunion finie d'hypersurfaces lisses, n'ayant
que des croisements normaux.

Théorème d'Hironaka : Soit X un espace analytique complexe dénombrable à
l'infini. Il existe des résolutions des singularités de X.

La construction d'Hironaka ['?] possède des propriétés supplémentaires,
aussi nous introduisons la définition suivante :

Définition 2 : Soit X un sous-espace analytique d'un ouvert U de (t11. On appelle
résolution d'Hironaka des singularités de X une résolution des singularités

TT = TT^C ... c 71-^ A : X ——^ X

( 1 )

\ : ^1 ̂ i ^1 =7Ï ^ = x

où TT^ est induit par l'éclatement ̂  d'une sous-variété d'une variété U. contenue
dans le lieu singulier de l'espace analytique X . , avec

u .̂....u^

W • • • V - - x

X , transformé strict de X. suivant ('-'i-*-1 i -^



La démonstration d'Hironaka montre que de telles résolutions existent jll] •

Théorème 1 : Soit

-iï : X -> X

une résolution d'Hironaka des singularités de X espace analytique complexe
réduit. En tout point x de X , il existe un germe de fonction holomorphe u non
nul tel que si P est un opérateur différentiel holomorphe au voisinage de x ,
d'ordre k,

TT'ÇP) = ———— Q .
(u.TïF

où Q est un opérateur différentiel holomorphe d'ordre k au voisinage de TT ( x ) .

Démonstration :
1 ° ) II suffit de démontrer l'assertion pour un morphisme ir comme en ( 1 ) .

Soit donc
^ Q . -V——> U
3 S
~ 7T
X——> X

où V , U sont des variétés, X est le transformé strict de X par l'éclatement 9
d'une sous-variété lisse contenue dans le lieu singulier de X. Soient x un point
de X , et P un opérateur différentiel holomorphe en x. Il possède un représen-
tant P dans un ouvert (encore noté U) qui est un opérateur différentiel holomor-
phe en x.

Introduisons un système de coordonnées locales qui identifie (localement)
l'éclatement 9 à l'éclatement de ̂  dans î11,

1 ̂  k <: n

Œ " = (z,,...,^, Vr-..^)

Posons

p = n - k

L'éclaté de € dans (E11 est la variété définie dans (C11 x (P par les équations



z^ v - v^ z i = k + 1 . . . . ,n

j = k + 1 , . . . , n

On véri.fie alors que l'image inverse de l'opérateur

A! = ̂  ̂
est holomorphe. Il en résulte comme au § I (démonstration du théorème 1 ) que
si P est d'ordre h, et si

--^-^
alors

•iï^u P) = Q

est holomorphe au voisinage de tout point de l'image inverse de l'ouvert où P
est défini.

De plus, on peut supposer que u n'est pas identiquement nulle sur X
(sinon on pourrait plonger X dans (C ) .

En appliquant successivement ce qui précède aux morphismes TT. de ( 1 ) ,
on obtient, pour le morphisme de résolution d'Hironaka :

, . 9U ———> U
J 3
^ 7T
X —-—^ X î x

un germe de fonction holomorphe u en x, non nul sur le germe de X, tel que

pour tout opérateur différentiel d'ordre k P sur U,

Q = TT^U1' P)

soit holomorphe.

Si P induit un opérateur différentiel sur X, Q induit un opérateur dif-

-férentiel sur X^ , en effet soit g une fonction holomorphe sur U, nulle sur X.

D'après 1'isomorphisme

TT : î - ^"^(X)) ^ X - S(X)



46

Q(g) = {^ P(g C TT"1)} <- TT

la fonction

est nulle sur X - S ( X ) , donc sur X - TT ( S ( X ) ) on a :

Q ( g ) = 0

et donc aussi sur X.

Le cas des opérateurs différentiels analytiques sur X serait étudié de la
même manière.



C H A P I T R E IV

FONCTIONS DIFFÉRENTIABLES SUR LES ESPACES ANALYTIQUES

Soit c ( X ) l'espace des fonctions différent table s sur un espace analytique
X (dénombrable à l'infini).

On a défini sur ê ( X ) une structure canonique de Fréchet (par l'intermé-
diaire de plongements locaux). Nous comparons cette topologie à celle de la
convergence uniforme sur tout compact des fonctions et de leurs images par les
opérateurs différentiels sur X. Nous montrons que les topologies coïncident pour
les singularités-quotients, mais sont en général distinctes.

1 -
OPERATEURS DIFFERENTIELS A COEFFICIENTS DIFFEÎ ENTIABLES.

Soit ( X , 0 ) un germe d'ensemble analytique réel à l'origine de <R . Rappelons
le résultat suivant [27J•

Théorème 1 : Supposons ( X , 0 ) défini par l'idéal 1 de ̂  , et soit K l'idéal de
^ formé des germes de fonctions différentiables nulles sur ( X , 0 ) .

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i ) K = ̂  ̂  1
"^o

ii) ( X , 0 ) est cohérent.

De plus, si ( X , 0 ) est induit par le germe d'un ensemble analytique complexe
X de (C11, chacune de ces propriétés équivaut à la suivante :
iii) Les composantes irréductibles de X à l'origine restent irréductibles aux
points voisins.

Supposons X analytique complexe vérifiant l'une des propriétés précédentes.
( k ) ( k )Soit rt • (resp. ^y ) le faisceau des parties principales d'ordre k sur X ,
A À

à coefficients analytiques (resp. différentiables).
Lemme 1 : On a, en tout degré k,

^k) = £ & ^ (k )
^ ~X ^ X

Démonstration : considérons les'suites exactes
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0 + ^x^Xxx^x.x^X.x"0

f^l

"^X.x-^xxx. îx .x) " ^x" 0

Le germe X x X est cohérent, d'après iii) ; d'après le théorème 1 ,

rJ

^.x= & x x ^(^'^(xx^x.x)''1^

L'espace des parties principales d'ordre k à coefficients analytiques est

défini par la suite exacte

f ? ) 0 ^k+1 -> ^ . -^(k) -^ 0{ 2 ) u "X.x '\ x X , ( x , x ) X,x

L'anneau des germes de fonctions différentiables à l'origine de (R est

fidèlement plat sur l'anneau des germes de fonctions analytiques [26, p.88j.

Il en résulte [5 , p.68, Corollaire de la Proposition 5] que l'anneau des germes

de fonctions différentiables en un point de X x X est plat sur l'anneau des

germes de fonctions analytiques.

La suite (2 ) reste donc exacte par tensorisation avec 6 ^ ,,. On obtient

la suite exacte

o ^k+1 -. ^ , -. e ^ ^ ( k ) ^ ou ^X^ X x X,(x,x) '-X^-'X.x

qui est équivalente à l'assertion du lemme.

Théorème 2 : Pour tout ouvert U de X, et pour tout entier k,

....k,
Diff^fU)) = ^(U) ^ (y) Diff^dJ)).

En particulier, le préfaisceau

U ^ ^ ( U ) <^/^ Diff1' ( - . - t (U))

est un faisceau, qui coïncide avec le faisceau des opérateurs différentiels à

coefficients différentiables d'ordre au plus égal à k.



Démonstration :

1 ° ) Soit x un point de X. D'après le lemme 1 et le théorème 1 , paragraphe V,
du chapitre I,

Diff^^) - Hom (£^, g^)
A 5 X

= Hom (^ & -d", & )
^.x -'•'x "X.x x ï x x>x

= Hom ^M f )
X x

On montre aisément, en identifiant l 'anneau^- à l'anneau des germes deX 5 x / , \
fonctions holomorphes au point x du complexifié, que .-(-' • est un rt -module de

X ,x X ,x
présentation finie. D'autre part êy est (fidèlement) plat sur t . On a donc
[5,P.38]

^^U-^^ ^(^
A 5 X

2°) Considérons alors le préfaisceau

U -^ ê^(U) ̂  ^^ Diff k(7t^(U))

C'est un sous-préfaisceau de Diff (& ( U ) ) . Il suffit alors de montrer que

ce préfaisceau est un faisceau, puisque d'après le 1°) ses germes en un point

coïncident avec ceux du faisceau Diff (fe ) .X

Soit U un ouvert de X, ( U . ) un recouvrement ouvert, qu'on peut supposer

localement fini, de U.

D'après les théorèmes A et B pour les espaces analytiques-réels ["9] , compte

tenu du corollaire du théorème 1 , paragraphe V du chapitre I, il existe un

nombre fini d'opérateurs différentiels analytiques d'ordre au plus égal à k,
( A . ) , qui engendrent le faisceau Diff^-t„) comme ^-module.

J X X

Soit

^ € ̂ ^ %u^) ^Wu,))

P. = Z 4'. f. A . , ^. . e ^(U. )
1 • i,J J 1j 1J

et supposons que les P. coïncident deux à deux sur U. n U . . Soit ( 9 . ) une parti-

tion de l'unité associée au recouvrement ( U . ) . On pose
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P = Z ( ^ ^ ) A j
J —

On a :

P e ^ ( U ) ®^^ Diffk( ( U ) )

Pi = P' U . i

ce qui achève la démonstration.

Le théorème 2 a plusieurs conséquences. Il permet d'étendre les résultats
du chapitre III. Ainsi on déduit du théorème 3 ( c h . III) le corollaire :

Corollaire : Soit X un espace analytique complexe normal, cohérent en tant
qu'espace analytique réel, et

•iï : Y -»• X

un morphisme propre d'un espace analytique complexe normal sur X , qui est un
isomorphisme local en dehors d'un vrai sous-ensemble analytique Z.

Soient P un germe d'opérateur différentiel à coefficients différent labiés
au point x de X, z un point de TT ( x ) appartenant à Z. Il existe un germe de
fonction analytique u non nul tel que

Q = u TT*(P)

soit un opérateur différentiel à coefficients différentiables au voisinage de z.
1.2 - Topologie de Schvartz.

On sait ( C h . I. 1 . 3 ) que le faisceau Cs, des germes de fonctions différen-
tiables sur X est muni d'une structure canonique de faisceau de Fréchet. On
introduit une nouvelle topologie :

Définition 1 : On appelle topologie de Schwartz sur l'espace ^,( X ) des fonctions
différentiables sur X la topologie définie par la famille des semi-normes

f ̂  | f [ p ̂  = sup [ P ( f ) ( x ) |
' xcK

où K parcourt la famille des compacts de X , et P celle des opérateurs différen-
tiels à coefficients différentiables sur X.



On note é.,-^^. W l'espace topologique ainsi défini, et ^(X) l'espace de'" ^ " " ^diff
Fréchet introduit au Ch.I.

Proposition :
i ) Pour tout couple d'ouverts

V c U

la restriction

^W^-^diff^
est continue.

ii) Pour tout recouvrement ouvert ( U . ) d'un ouvert U de X ,
i

W^.= ̂difW
i

(égalité entre espaces vectoriels topologiques).

iii) Pour tout ouvert U de X , on a les applications continues

Identité . . i

tW -——> t^(u)——>g-(u)
i désignant l'injection canonique.

iv) Si X est cohérent (en tant qu'espace analytique-réel), la topologie
de Schvartz de € ( X ) peut être définie par une famille dénombra'ble de semi-normes.

Corollaire : L'espace X étant supposé cohérent, la topologie de ̂  . ( X ) est
une topologie de Fréchet si et seulement si elle coïncide avec la topologie
usuelle.

Démonstration :
i ) Considérons un couple d'ouverts

V c U

et soit donné un opérateur.différentiel P sur V , et un compact K de V^ il existe
un opérateur différentiel Q sur U, égal à P au voisinage de K.

On a •
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V f . £^(V)

sup | P ( f ) ( x ) | = sup | Q ( f ) ( x ) |
xeK X£K

On a donc, si ( U _ ) est un recouvrement ouvert de U, une application conti-
nue;

Identité : Ê^(U) ———^^ifW
1

Montrons qu'elle est bicontinue : soit K un compac't de U. On peut construire
un recouvrement ouvert de U, soit ( U ' . ) , tel que U ' . soit relativement compact
dans U^. Soit ( U ' , . . . , U ' ) un sous-recouvrement fini de K, et

•l̂  { f e l ^ m ^ ( U . ) , ^ u p | P ( f ) ( x ) | < £}
^ 1 U ' .

U'est un voisinage de 0 pour la topologie limite projective, et on a :

f € U- =.> sup | P ( f ) ( x ) | < c
K

ce qui démontre l'assertion.

ii) Montrons que la topologie de Schwartz est moins fine que la topologie
canonique de Frêchet. Il suffit de considérer le cas où X est un sous-ensemble
analytique fermé d'un ouvert U de (E1'1. On a alors la suite :

^U) J^(X)-^^(X)

où s est l'application de restriction, il suffit de montrer que l'application
composée est continue. Soit P un opérateur différentiel sur X. Il est induit
par un opérateur différentiel P sur U , et on a :

| P ( f ) ( x ) | = | P ( f ) ( x ) [ Vx € K, f e £ ( U )
^ = s ( f )

D'autre part l'injection

Cdiff^ ̂ w

est continue (prendre pour P la fonction 1 )



iii) D'après le théorème 2, on peut définir la topologie de Ç . ( X ) par
la famille des opérateurs différentiels à coefficients analytiques. Pour tout
entier k, le module Diff k(A(X)) est de type fini sur^X).

On peut définir la topologie de ̂ (U) par la famille dénombrable de semi-
-normes

sup |P . ( f ) ( X ) | , k , n e IN
n̂ ÎJ

où pour k fixé la famille finie (P^ _ ) engendre le faisceau Diff^'), et où
(K ) est une famille exhaustive de compacts.

Exemple : II s'agit,pour simplifier,d'un espace analytique réel (les opérateurs
différentiels sont définis comme dans le cas complexe).

Soit X le sous-ensemble analytique de (R2 défini par

xy = 0
Les opérateurs différentiels à l'origine de X sont les combinaisons linéaires
des opérateurs

i^=^)1^ =y^)\ i , j = 1 , . . .

les fonctions différentiables sur X s'identifient aux couples ( f , g ) de fonctions
différentiables ayant même valeur à l'origine.

Montrons que la topologie de Schwartz sur ^(X) coïncide avec la topologie
de Fréchet : soit (f^) une suite de fonctions différentiables sur ÎR, de Cauchy
pour la famille de semi-normes définies par les opérateurs ( D . ) .

Cette suite converge vers une fonction continue f, différentiable en dehors
de l'origine. Il en résulte que les distributions ( f ) convergent vers la dis-
tribution définie par f.

( k )Soit f la dérivée k-ième de la distribution f.

On a, pour toute fonction-test ̂  ( à support compact)

< f^,^ > = lim / f̂  ̂  = lim ( - l ) 1 ' /f̂  -^(k)

On peut supposer

1^(0) = 0 ==$. i^(x) = x ip(x)
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<f(k), ^lim/xf^^
n

II résulte de l'hypothèse qu'on a (pour un compact K contenant l'origine)

\<fw, ^>[ < C sup | ^ ( x ) |
xeK

L'ordre des distributions-dérivées de f est borné (égal à u n ) . Il en
résulte [34, Cor. du th. XXI, p.85} que f est une fonction indéfiniment diffé-
rent table.

Remarque : En'général, un morphisme d'espaces analytiques

TT : X ̂  Y
n'induit pas un morphisme continu pour les topologies de Schvartz :

\ '• ^Y'^SX

rr -
TOPOLOGIE DE SCHW?\RTZ SUR £(X) : exemples.

Théorème 3 : Soit X une singularité-quotient, cohérente comme espace analytique
réel. La topologie de Schvartz sur ^(X) coïncide avec la topologie de Fréchet.

Démonstration :
On peut supposer, d'après le caractère local de la topologie de Schvartz,

X = (E^/G

où G est un sous-groupe fini de Gl(n, ( T ) , dont l'espace d'isotropie ne contient
pas d'hyperplan.. Le complexifié

X = X x X

s'identifie au quotient de £ n par un groupe G vérifiant la même propriété. Il
résulte alors du théorème de préparation différentiable que l'anneau des germes
de fonctions différentiables à l'origine de X coïncide avec l'anneau des germes
différentiables à l'origine de (R211 invariants par G.

Soient ( f ^ ) une suite de Cauchy pour la topologie de Schvartz sur Ç ( X ) , et



•iï : IR211 - X

la projection. La suite ( TT ( f . ) ) est encore de Cauchy, et converge vers une

fonction g invariante, donc

g = T T * ( f ) , f € &(X) .

Montrons que

f . - ^ f

dans £W. D'après le théorème 2, il suffit de considérer un opérateur diffé-

rentiel P à coefficients analytiques sur X, donc induit par un opérateur diffé-

rentiel holomorphe sur X, qui n'est autre qu'un opérateur holomorphe sur (E

invariant par ' S . Soit P la restriction de cet opérateur à (R n.

On a :

Tr*[p(f^)J = ? [TT*(f^)J -> P ( T T * ( f ) ) dans ^((R211)

II en résuite,7T étant propre, qu'on a :

P ( f ^ ) ->- P ( f ) dans 1^(X)

L'opérateur P étant arbitraire, la suite ( f . ) converge dans ^(X) pour la
topologie de Schwartz.

II.2 - On considère la famille des espaces analytiques réels X ayant un point x

tel que le germe ( X , x ) soit isomorphe au germe en son sommet du cône de IR défini
par l'équation

x3 + y3 + z3 = 0

(les mêmes résultats s'étendent à un cône dont la variété projective associée

est une courbe de genre au moins égal à un) .

Théorème U : L'espace ( " . ^ ( X ) n'est pas complet.

Plus généralement, on obtient une famille d'espaces analytiques X pour lesquels

la topologie de Schwartz est strictement moins fine que la topologie usuelle
en considérant les produits ^

X = X x Y
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où Y est un espace analytique quelconque : la projection

X x Y -> X

identifie C^^W a un sous-espace fermé de ^^(X x y ) , qui ne peut donc être
un espace de Fréchet.

Démonstration : D'après ( 1 . 2 , prop. 1 ) , il suffit de considérer le cas du cône
cubique à l'origine de'R :

C = { x , y , z e !R3 ; x3 + y3 + z3 = 0}

( 2 ) ^C.0-^,0

où C désigne le cône cubique de (E défini par la même équation.

Le groupe (ï agit par homothétie sur C . Il en résulte une action sur
l'anneau des opérateurs différentiels holomorphes, qui induit une action de (R*
sur l'anneau des opérateurs différentiels analytiques :

X e IR* f € ̂ c 0 f x ( x ) = f(xx)

P e Diff1^ C'I C , 0
. . , - 1 X
P^f) = [P{^ ) ]

Un opérateur différentiel analytique est dit homogène de force k si l'on a

PÀ = \^ P , V À e R*

Pour cela, il est nécessaire et suffisant que P soit induit par un opérateur
différentiel homogène de force k à l'origine de 1R . D'après ( 2 ) et l'étude de
[ 3 ] , il n'existe pas d'opérateurs différentiels analytiques non-nuls de force
strictement négative sur le cône C (on peut montrer ce résultat directement
en considérant la variété projective C associée à C , et l'algèbre des opéra-
teurs différentiels sur C ) .



D'autre part on montre facilement que tout opérateur différentiel analy-
tique est la somme d'une série convergente (en un sens évident) d'opérateurs
différentiels homogènes.

Soit 4? une fonction différentiable à support compact dans IR , telle que

9-̂  rn 1 --H = -i
3x ( o î 1 Î - 1 ) = 1

Considérons

4^(x) = ^(nx)

Notons dï la restriction de '<p à C•n •n

Lemme :

^n"0 ^£^(0

Admettons d'abord ce lemme, et montrons qu'il en résulte que la topologie

de Schvartz n'est pas identique à la topologie de Fréchet de Ç ( C ) . On aurait
en effet

^ ^ 0 dans ^(C)

.3^6 ((R3)

ip = 0 sur Cn

<4) - ^ -»• 0 dans (iR )n n

Considérons l'application

(IR3) ^ W

f — — — | ^ ( 0 , y , - y )

C'est une application continue. De plus

g [ ^ = 0<=^g = (x3 + y3 + z3)^ , ^ e ((R3)

j^ (x, y, z ) = (x3 + y3 + . z 3 ) J^ + 3x2^
d X d X



1^ (0, y, -y) = 0

Elle induit donc une application continue

D : £(c) ^ ew

On aurait donc

D(^) -^ 0 D(^)(y) = ĵ ' (0, ny, -ny)

Cependant, pour tout compact K voisinage de l'origine dans R

sup |D(^ ) | >. 1
K

Contradiction.

Démonstration du lemme :

Si P est un opérateur différentiel analytique homogène de force k, on a

P(^) (x) = -^ PW (nx)
n

Pour tout compact K

HP(^)|I -<4îT ll^^ll
K n

La suite |JP(<F )|| est de Cauchy. Le cas général en résulte alors par un simple
n K

calcul de convergence.



DEUXIBE PARTIE ;

LES COT-PŒXES DU " ^ " ET DU tf^fl SUR LES ESPAŒS ANALYTIQUES

PREMIER CHAPITRE : HOMOLOGIE LOCALE DES COMPLEXES DU " S ! ET DU "S11 .

1 -

DÉFINITIONS

On associe classiquement [15 j à un espace annelé (X,^) un complexe JZ'C^)

appelé complexe de de Rham de (X, "? ).

Si X est un espace analytique complexe, nous désignons par

Fi (resp. -U( A. ) , -H- ( £ )) le complexe de de Rham associé à l'espace

annelé (X, 6^) (resp. (X,A^) , (X, Ê )) . Ce complexe sera appelé complexe de

de Rham holomorphe (resp. analytique, différentiaMe) de X. On désigne par d
la différentielle.

Théorème 1 : On suppose X localement irréductible, cohérent (comme espace ana-

lytique réel).

1 Le complexe \L ^ ' • ' Ï - y ' ) se décompose canoniquement en un bicomplexe

^(^^ = © -QJ^-AJ
p+q=m

d=9.5 à:^'^^) -^ û^'^^ ^=Jlp•î(4)-^Jîp•î+1(^)
où Sî^9^^^ désigne le faisceau des formes différentielles induites par des

formes homogènes de type (p,q) dans un ouvert lisse réalisant un plongement local
de X.

2 Soit ( t . ) . ^ - l'idéal de définition du germe de X plongé àJ J • 9 ' ' ?m
l'origine de C11 .

jir^^-no^^^
où

f m m m m
^ -{ U€Sl^ (1"). ^ ̂  ̂  ̂  T, ̂  ̂ ^^ ̂  ̂



^ , ^ . ̂ 'W ; (̂  s^-1'^") , y^ K^Î-I(^)

Définition

On appelle complexe analytique du 3 le complexe Sî0' dA,.) .
X

La démonstration de ce théorème (ainsi que du résultat analogue relatif

au faisceau ^ , qui introduit le complexe différentiable du ^ ,À

noté Q, ' < ^- -v-) ) a ete publiée dans [20] auquel nous renvoyons le lecteur.

Munissons les faisceaux Sî^ des structures de faisceaux de type (FN)
X

canoniques, et les espaces de germes des topologies de limites inductives.

D'après un résultat précédent (Première Partie, Ch.I, Proposition h et

Corollaire), on peut munir les modules Jî ( ^L.) de topologies de type

(DFN) .

P r oj) o si t ion : On a, en tout degré b ,

si 9 (^ ) = 0 à ̂
x '"X- X,x X,x

(produit tensoriel complété pour l'une des topologies Tf ou ^ ) .

Pgmonstration

1 0 / En degré zéro :

Supposons

On a "bien
A = e == e ® o
^,0 Œ^.O ^.0 ^.0
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En effet si ( K . ) désigne un polydisque compact, B ( K ) l'espace de Banach
des fonctions continues sur K. , holomorphes à m l'intérieur, on a (_12"3

B(K^ K^) = B ( K ^ ) ê B(K^)

II suffit de passer à-la limite inductive, pour obtenir l'assertion.
Par passage au quotient on déduit :

A = S @ e
X,x X,x X,x

2°/ On a la suite exacte

o — — , y'0——) ^(^ ) — ^ a P ' ° ( A ) - ^ o
(C11 x

D'autre part on sait que la suite exacte

o -^ ^ ——> SIP(C") ——) a? -^ o
U A , X

(où '^ désigne le sous-module des formes différentielles de degré p appar-
tenant à l'idéal différentiel engendré pa:tenant à l'idéal différentiel engendré par les ( f . ) ) reste exact par

J
produit tenaoriel complété avec 0X, x

Or

3? ^ ^-^'°

En effet, si ù^ est une forme de '.K?'0 » elle s'écrit

m m m

^ = ^1 /i^ j î - l ^ ^ " À "k^k

et on peut approcher chacun des coefficients des formes du second membre par
des combinaisons de produits d'éléments de ç> et <9 , d'aprèsX, x X ,x
la première partie. La démonstration s'achève alors trivialement.
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II -
Fonctions dont la différentielle est nulle. Dans ce paragraphe, on considère

des espaces éventuellement non ^ réduits.

Définition c? : L'espace X est appelé bon espace analytique au point x

si la suite

°-^ ̂  \. -4 <x

est exacte.

Lenrnie 6 : Supposons X plongé dans un ouvert U de (C11 contenant l'origine,

et soit 1 l'idéal des germes de fonctions holomorphes nulles' sur (x,0) ;

le germe (X,0) est bon si et seulement si la condition suivante ^st vérifiée :

f fe 6 n ' Jlf <= I ^ =i ' • - • =^ f - f (ô)^ I
C^O ^j

Démonstration : On a :

^ = îl1 /
x'0 °/^o -QO-

-v» ^ . . n
Soit f un germe de fonction holomorphe a l'origine de î

d? e I^1 + ô dl <==̂  3g fc l , f. ci

p
d? = h dg + Z, f^^ , h é 6^ , ^eP^

ou encore :

d(? - gh) = g dh + £ f^ ̂  é I -^

Proposition 6 : Si (X,0) est irréductible réduit, c'est un bon germe.

En effet soit f un germe de différentielle nulle. Il est constant sur la varié-

té connexe des points réguliers, donc

f - f(0) = 0 dans e(x,o)red = ^,0 ^ f = f(o)

L'exemple suivant répond à une question qui nous a été posée par J. Giraud :

Un exemple : Soit (X,0) un germe artinien. Ce peut être un bon germe, comme le

montre le cas trivial

^X 0 = ^n / ' ̂  idéal maximal.

En général ce n'est pas le cas : soit f un germe à singularité isolée à l'origine



de C , tel que

^^f-fz, ' • • • ' ^) • f ( o ) = o

C'est le cas si f n'est pas un polynôme quasi-homogène (dans aucun système
local de coordonnées, cf. ['331 ) . Soient (X,0) le germe artinien défini par
l'idéal jacobien, et f la classe de f dans 6 ^ . On a

A,-'

f^ 0 , d? = 0 : df € J ( f ) ^1

C ,0

Ainsi (X,0) n'est pas un bon germe.

D'autres exemples de "bons germes sont donnés par la Proposition sut vante :

Proposition T :

Soit (X,0) un germe d'espace analytique défini par l'idéal 1 . Si 1 est

intégralement clos, ou si 1 peut être engendré par des monômes , (X,0) est

un "bon germe.

Démonstration :

a/ Supposons 1 intégralement clos. Soit f un germe tel que
f(0) = 0

^r61 . i = 1 • • • • . n

On sait que f est entier sur l'idéal jaco'bien (d'après par exemple le critère
valuatif de dépendance intégrale). On a donc, en désignant par 1 la clôture

intégrale de l'idéal 1 ,

f (: J(f) c I = 1

b/ Soit

(^ ,..- ^p) ^i^i.t - "i.^

un système fini de générateurs monomiaux de 1 . On a

^ = ^ ^. . z^ i = 1 ...., n
^ z. J=1 i,J

Par intégration on obtient

f(z) = t, ̂  ^ j + g,(.5



Leimne T : Si g. (resp. g.) est un germe qui ne dépend pas de z. (res-p. z.)

tel que

^-g^I

Alors

^i^ij^i ) h^h^I

g. = g— + h- g. . , g! . e © f z. , . . . ,? . , . . . , z lJ -L » J 3 j 1 3 J 1 5 J L 1 i ïï 5

En effet, on peut diviser g.(resp. g.) par z. (resp. .2 ) :
u J 1

6,(Z)=6^(Z).^ ^ ^

^ ^ij^^l ' • • ' ^ ' • ' j . - ' ^^
6 j ( . ) = g ^ ( x ) . ^ ^

^ ^'l2!}

'j^2,}
On a

Bij - ^j + '-j ^ - l̂ "j = 1-1 ': " ^K

En annulant successivement ( z . ^ z . ) , puis ( z . ) , ( z . ) , on obtient
1 J i ^

,̂1 - ^ j f e T

î. h. <: I
J 1

Z. h. ér I
1 J

On en déduit alors la proposition par récurrence sur le nombre de variables.

Ttï
Théorèmf; de finitude pour les singularités isolées.

1 1 . 1 . Soit X un espace analytique ayant une singularité isolée en x .

Désignons par -^é '(U) l'homologie du complexe des sections du complexe de de

Rham sur U :

r ( u , ; - ) — ^ ... —-> r(u,.?1) --4-
A A

et par '-^'i l'homologie du complexe Jî4 ( ^'-y) .
X X A

Le résultat suivant précise un théorème de Bloom-Herrera [h] dont la

démonstration requérait la résolution des singularités et le théorème des images

directes de Grauert :



Théorème 2 :

1/ L'homologie É̂̂  est un espace vectoriel de dimension finie, et il existe
une base d'ouverts U voisinages de x tels que la restriction

( 1 ) ^-(U)——^'x
soit un isomorphisme.

2/ Soit 51 (0'x^ un comPlexe de Faisceaux cohérents qui coïncide avec le complexe
de de Rham sur

X* = X - x

Alors l'homologie ̂  de ce complexe est de dimension finie et vérifie
la même propriété ( 1 ) .

Démonstration : On utilise la méthode des bourgeonnements (furoconli) que nous
exposons brièvement (dans le cas où les "bourgeons" sont lisses).

III.2 Bourgeonnement.

Soit X un espace analytique. On dit que l'ouvert U de X est obtenu
par bourgeonnement à partir de l'ouvert U. s'il existe un ouvert V de X
tel que

V U - U^ J V

2/ V et
W = U 0 V

sont analytiquement isomorphes à des ouverts convexes d'espaces 0̂
En particulier, U^ et U^ ne diffèrent que par des points réguliers

de X .

Lemme 4 :
Soient U un ouvert de (F11 contenant l'origine, h une fonction dep

classe C sur U , à valeurs réelles. On suppose h fortement plurisous harmo-
nique,

h ( 0 ) = 0
dh ( 0 ) i- 0

Alors il existe un isomorphisme analytique e d'un ouvert convexe V de C11
sur un voisinage de l'origine dans U tel que

h =• h o C
soit fortement convexe.
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En effet, on sait [ ' 1 8 , p . 5 1 3 qu'il existe un système de coordonnées à
l'origine de (C dans lequel h prenne la forme

p
h ^ ( ^ , . . , ^ ) = Imz +^Zj^ ̂^ + 0 ( ^ ) 2 )

J ^

où la matrice hessienne est définie positive par hypothèse. Il en résulte que h
est fortement convexe.

2Proposition 5 : Soient X un espace analytique, h une fonction de classe C
sur X , et x . un point régulier tel que

h ( x ) = 0
dh(x) ^ 0

On suppose h fortement plurisousharmonique au point x . Il existe alors un
voisinage compact K de x dans X tel que pour toute fonction h*pde classe C assez voisine de h , et pour toute fonction u positive à
support dans K , l'ouvert

U^ =^y^X ; h ' ( y ) < u(y) }

se déduise de
V^ = $y^ X ; h' ( y ) < 0 j.

par bourgeonnement.

Démonstration : On peut supposer x à l'origine de d , et h définie et
fortement convexe (lemme 4) sur une "boule ouverte B de centre l'origine.

Soit W un ouvert relativement compact dans B . Si u e'st .une fonction
assez petite à support dans W , et h' quelconque,

U^ = U^ 0 (B H U^)
Puisque h est fortement convexe sur B , les fonctions h' et

h" = h' - u
sont fortement convexes pourvu que h' soit proche de h , et u assez petite.
On en déduit que les ouverts

V = BHU
V = B^U

sont convexes, ce qui démontre la proposition.



Théorème 3 : Soient X un espace analytique, V la variété de ses points

réguliers, et h une fonction de classe C sur X , à valeurs réelles.

Pour deux nombres réels a,"b,

a < b
on pose

X8- = h'V^ai. )

X13 = ̂ (-^bU

On suppose

1 / X CV , X relativement compact.

2/ h fortement plurisousharmonique au voisinage de X ,
a

et

dh(x) ^ 0 \!x € X13

Alors X se déduit de X par un nombre fini de bourgeonnements.

Démonstration.

Soit c un nombre tel que

a < c < b

Pour tout point x du compact h ( c ) , il existe un voisinage compact K'
tel que si h' est voisine de h , et u positive à support dans K , assez
petite, l'ouvert

Y' ^ h'(y) - ccu(y ) }
se déduit par bourgeonnement de

Y = [ y : h ' ( y ) < - c ^

Par une partition de l'unité associée au recouvrement ( K 7 ) , on en déduit qu'il
existe ^ tel que

0̂
^ c-, , c^ c -E -̂  c^ < c^ ̂  c + €-

c c2 ^ - 1l'ouvert X se déduit de l'ouvert X par un nombre fini de bourgeonnement.
On en conclut, par une partition finie convenable de l'intervalle [a^J »

que X se déduit de X par un nombre fini de bourgeonnements..
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ÎII.3. Bourgeonnements et complexes de de Rham

Proposition 6 : Soient U un ouvert de X , et V de Stein o'btenu par un

nombre fini de bourgeonnements à partir de U . La restriction de V à U induit

un isomorphisme en homologie

^(V) ——————————^"(U)

Démonstration : II suffit de considérer le cas où V est obtenu par un "bourgeon-

nement à partir de U , soit

V = U U W

où ( W , U / ^ W ) sont isomorphes à des ouverts convexes d'espaces C . Les

faisceaux n sont acycliques sur W et sur U H W , et d'après l'hypothèse

de convexité

H^W,^) = 0 k > 0

H ^ U O W . Œ ) = 0 k > 0

Le complexe

o —> î —> rçw,^) ' 1 -—^ r (w,s r ) —> ... —> (-(w.^11) —> o
est donc exact (de même pour Vf} W) .

D'autre part, d'après la suite exacte de Mayer-Vietoris, on a (puisque V est

de Stein

(3) 0——^(V,?.1) -^ H°(U, J21) ^ H^W,.?.1)-^ H ° ( u n w , A 1 ) — — ^ 0

Z ( . v ) = (t-J ^ 1 )lu ' Iw
( > ' ^ i ' ~ r < | u o w ~'> l u n w

Considérons alors le diagramme suivant, où les suites verticales sont exactes,

ainsi que la dernière suite horizontale :

r(v,.r) ... -^ F(v, ^) -d-^
^ ^ ' i ir(u,^) G r(w,.r) — ^ r ç u , ^ ) ^ r(w,^1) —^ ( U )
^ ^ .

•"(u^w,^) - -^r (uow,^ 1 ) ——?-
i • i

On vérifie que l'homologie du complexe ( U ) n'est autre que ^* (il)

On déduit alors de (3) que la restriction

r :^' (V) ——•> ^(U)

est un isomorphisme



Proposition 7 : Si l'ouvert de Stein V de X est obtenu par un nombre fini

de bourgeonnements à partir de l'ouvert U relativement compact dans V ,

alors .5f&(V) et »X"(U) sont isomorphes et de dimension finie.

Démonstration : Si :f- est un faisceau cohérent sur X , on sait que la restriction

r(v,^) —ï> ndj,^ )
est compacte. On a donc aussi une application compacte

z^v) —> z^u)
où

z ^ v ) ^ ^ ; c^r(v, ^), d<^ = Q\

Considérons l'application

rdj,^1"1)^1^) —^(u)
( ( ^ , o t ) —————^ do-'+<\

Elle est surjective, d'après la proposition 6. La somme de cette application

et l'application compacte

z^v) —» z^u)

^ -^^|u
a une image de codimension finie [35"]

Achevons la démonstration du théorème 2.

Si x est un point singulier isolé de X , on sait que le germe (x,X) est

isomorphe au germe à l'origine d'une variété algébrique V de î .

D'après [28 , Cor. 2.9J 5 les sphères centrées à l'origine et de rayon assez

petit coupent V transervalement.

La fonction

h( . )=^ lz j2

induit sur V une fonction fortement plurisousharmonique, à laquelle on

peut appliquer le théorème 5. Le théorème 2 résulte alors de la proposition T.

On remarque enfin que la démonst-ration s'applique à un complexe de faisceaux

cohérents qui coïncide avec le complexe de de Rham holomorphe en dehors de la

singularité.
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III-1- Homologie du complexe du "P " analytique

Le résultat suivant est 'bien connu des spécialistes :

Lemme 1 : Soient E* un complexe d'espaces (DFN), où les différentielles sont

des homomorphismes, et F un espace (DFN). Alors l'homologie du complexe F^)E*

vérifie

^ • ( F ^ E - ) = F (â3£ (E- )

Démonstration

On sait que le fondeur (F @ .) est exact dans la catégorie (DFN) (̂  3 1 »

Prop. 1 , ii1 . On l'applique successivement aux suites exactes

0 —^ Z^E) ——> E1 ——> B^E) ——> 0

0——> B1(E) ——> Z^E) ——^j^(E) ——> 0

Théorème 2 : Soit (X,x) - un germe de singularité isolée irréducti'ble d'espace

analytique complexe. L'homologie du complexe analytique de Dol'beault-C-rothendieck

est un ^ -module libre de rang fini égal en chaque degré à la dimension de
A,X

l'homologie du complexe de de Rham holomorphe.

Démonstration :

On a vu (Ch.I. (Prop. 9) que

^ ^'"(AX^ - 6^ '<x

D'autre part, montrons que la différentielle du complexe de de Rham est un

homomorphisme. D'après le Théorème 2 l'homologie est de dimension finie, et

on a [73

H- (.^^) = H(B^)

L'espace des bords formels est de codimension finie dans un espace de Fréchet,

donc fermé; l'espace des bords holomorphes est lui-même fermé :

B" V - ̂ 'X^ n ^X.x

On applique alors le lemme 1 au complexe ( 1 ) , par conjugaison on obtient le

résultat.
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C H A P I T R E I I .

TORSION DES COMPLEXES DE FORMES DIFFERENTIELLES.
ET COMPLEXES REDUITS.

Soit ?' l'un des complexes de formes différentielles sur X que nousX
avons définis. Nous étudions le sous-complexe de torsion de .̂y . Le critère

A

pour qu'une forme soit de torsion démontré dans le théorème 1 donne une démons-

tration élémentaire du résultat suivant : si (X,x) est un germe de singularité

isolée d'hypersurface, les modules (^(ô ) ) sont sans torsion pour
X A

i < dim Xx

le critère établit de plus un lien entre notre étude et celle des équations

de Pfaff. Enfin nous identifions le quotient du complexe des formes différentielles

par le sous-complexe de•torsion aux complexes introduits dans [4]

I -
Torsion du complexe de de Rham holomorphe.

1-1 .
On désigne par S le lieu singulier de l'espace analytique X , par V la

variété de ses points réguliers. A tout complexe ; ^ît* de faisceaux analytiques
cohérents sur X , on associe le complexe t '"y'' des faisceaux de torsion, et le
complexe r ' - ^ " des germes de sections à support dans - S .

û ^ . • . , . . • . ,

Soit 0" le complexe de de Rham, holomorphe "
A •• . : ' ' • ! , ; , ,'•. ' ^.

Lemme 1 : on a l'égalité de complexes

t '-x' ^ ^x

En effet, les germes de sections de I" $r- coïncident (d'après le théorème
b A

des zéros de Hil'bert pour les faisceaux analytiques cohérents) avec les germes
de ^i' qui sont annulés- par une puissance de l'idéal de définition de S . D'où

^ct ^-x
Réciproquement, le complexe '7' étant localement libre sur V , une forme diffé-

A

rentielle de torsion est nulle sur V .

Corollaire : Si p est la dimension de X au point x , les modules ̂  sont
———————————— A,X

des modules de torsion pour i .> p
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En effet, une forme différentielle holomorphe sur V ne peut être de dimension
supérieure à p sans être nulle.

1 . 2 . Un critère de torsion :

Soit ( X , 0 ) le germe à l'origine de (C d'un espace analytique défini par
l'idéal 1 . On note encore X un représentant du germe. On suppose ( X , 0 )
réduit équidimensionnel, de dimension n ; on pose

m = N - n .

Théorème 1 : Soit l̂  une forme différentielle holomorphe à l'origine de (C
Pour que ti) induise un élément de torsion dans Q.' - , il faut et il suffit qu^onX, u
ait la condition suivante :

( P)
V f , f ,..., f ( = 11 2 m

'" ^1 A - - - " ï t ^ 1 ""̂

Démonstration :

a/ Remarquons d'abord que si ( X , 0 ) est le germe de la sous-variété définie par

(dans un système de coordonnées locales)

alors (P) signifie que la restriction de ^ à cette sous-variété est nulle.

"b/ Soit IAJ une forme différentielle holomorphe dans un ouvert U de $ contenant
l'origine, et vérifiant (P ) . Montrons que < '̂ vérifie la condition (P) aux
points voisins de X : en des points suffisamment proches de l'origine, l'idéal 1

de définition du germe (X,x) est engendré par les ( f . ) générateurs de 1 .

î ' • • • • ^ «-^
p

Si 3 1 ^,0^ I= ^1 ' • • • • ^

•̂  /\ dg A . . . A dg = ^ h / . x i,^ A df. A ... A df. + ^_ f . iC'.
m W- (^->i^ 11 ' m l 0 3

La forme i^ vérifie donc bien (P) . D'après a/ , elle induit une forme

nulle aux points réguliers, donc un élément de torsion.
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Réciproquement, soit k) une forme différentielle à l'origine de (E qui induit

sur X un élément de torsion, c'est-à-dire une forme nulle aux points réguliers.

Pour tout m-uple d'éléments de 1 , la forme

(3 = <J /s df, A ... A df/ 1 m
a ses coefficients nuls aux points réguliers de X où elle est définie, donc

nuls à l'origine; ses coefficients appartiennent donc à 1 puisque (X,0) est

réduit.

Corollaire : Si (X,0) est cohérent en tant que germe analytique-réel, pour qu'une

forme Cj analytique-réelle induise un élément de torsion dans Sî: {^y /J » il

faut et il suffit qu'on ait :

(P) ^ f, ...., f, e I.

Si ' • • - ^ é I

L^ A df,A.. .A(if A d g , A - . . A d g ^ (l,î) ^1 m 1 m o

En effet, le complexe ^1" (C^ ) s'identifie au complexe de de Rham de X *X .

Remarque : On peut énoncer un critère analogue pour les formes à coefficients

différentia'bles.

1.2. Calcul de la torsion.

La torsion du complexe de de Rham a été étudiée récemment [38] , seulement
pour des intersections complètes.

Le théorème 1 permet de donner une démonstration élémentaire du résultat suivant

Théorème 2 : Soit ( X , 0 ) un germe de singularité isolée d'hyper sur face irréduc-
-tible et réduite à l'origine de (r . Les modules ̂ 1 ̂  sont sans torsion pour

i -S; N-1

le module ^- „ possède de la torsion, et -̂  y n est un mo^le de torsion.X,0 A , U

Démonstration. On sait que la suite des dérivées partielles du germe f définis-
sant l'hypersurface est une suite régulière.

N+1a/ Soit (J une forme différentielle à l'origine de C , de degré strictement
inférieur' à N . Pour que tJ induise un élément de torsion, il faut et suffit
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qu'on ait

On a alors
us A df = f o<: , °< •^1

o/ A df = 0

D'après le théorème de division de de Rham appliqué à df [ 1 1 J

^ /\ df = 0 ==^ « = df A ̂

D'où

(^ - f^ ) A df = 0 ==» ^= f /3 + dfA M-'

La forme fv induit la forme nulle dans H^ ^

"b/ Soit k le plus petit entier tel que

^ ^ (^
N r)f

^ ai î
•*, li <"' -l-K; -̂ a ——

f = ^ i ̂ ,-

La forme
5" i A

1^} s*— ( -1 ) a. dz A .. A d z . A.-.Adz,-i 1 0 i N

vérifie (P) , donc induit un élément ^ de torsion. Cependant ^ n'est pas

nulle : si on avait

(^ = f u) + df A i-J

on aurait aussi
^ A df = f('"^ A df) = f^ dz A . . . / l dz^ ==^ f^1 fc •J(f)

contrairement à la définition de k .

Calcul de la torsion :

Le 'faisceau de torsion est un faisceau cohérent concentré à 1 origine, donc un

espace vectoriel de dimension finie.

Considérons l'application

^ : ..n —, °>
'Y^.o °

df( i^ ) = g i ^ A df = g dz A . , . A dz

Son image est l'idéal jacobien J(f). D'autre part, d'après le lemme de division

de de Rham :



^ = f ^ + d f A ^ p ^==^> df(^ ) é ( f ) . J ( f )

Soient alors F le module des formes de degré n à l'origine de S . 'qui

induisent sur X des éléments de torsion à l'origine, et E le module de

torsion t ^ . On a le diagramme commutatif
À gU

0 0

T T
1 ,,f ( f)nJ(f)
E ——â£——» (f). j(f)

î t
F ———î[——^ (f) ^ J(f)

î n-1 î
fS^n+1 + dfA ^^1 • • • df ;» ( f ) . J ( f )

' î ' î
0 0

L'application induite

(f ) f \J( f )
(f).J(f)

df : E

est injective:

Si '-'J est une forme différentielle telle que-

df = f g dz A ... A dz0 o n

II existe une forme jï telle que

^ - f fi ) /, df = 0
===» ^ = f ^ + df A ^

==^ »J = 0
- ndans <2

X,0

L'isomorphisme canonique

(f) n J(f)
E = (f). J(f)

permet de calculer la dimension de E

Proposition 3

dim^E= dimç 6^(f))



76

Démonstration : II suffit de considérer les deux suites exactes d'espaces vectoriels
de dimension finie :

•'-{f?-^^- ÎÀ- -^^^^0

où

^(fg) = g

^(h) = (fh)

Remarque :
Compte tenu des résultats de [38"| on peut établir une réciproque au théorème

de division de de Rham dans le cas de formes exactes : soit f une fonction
holomorphe à l'origine de C , définissant un espace analytique X dont
le lieu singulier S vérifie l'une ou l'autre des conditions suivantes

codirn^ S < N-2 , dim S .^3

Alors il existe une forme différentielle (^ holomorphe telle que

^ A df = 0 , 6 J^ df A Si'

1.3 - Systèmes de Pfaff.

Soient ( iv • ) • _ i "an nombre fini de formes différentielles holomorphesi i — 1 , . . . ,p
Nde degré 1 dans (î . On peut donner la définition suivante [13]

Définition 1 : On appelle solution du système de Pfaff

-^ = 0 i = 1 , . . . , p

un espace analytique X tel que la forme

soit de torsion sur X .

On sait 138 ] que si X est normale en x , le module ''l n ' a pas de torsion."- " X j x
II résulte la propriété suivante, qui généralise un résultat de (_133
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Théorème 3 : Si i\J est à coefficients polynomiaux homogènes de degré r , et V

une hypersurface algébrique définie par un polynôme homogène irréductible de degré p

solution de Pfaff de U) , on a :

p ^ r

II , .
Complexes réduits

Soit X un espace analytique (de lieu'singulier S), et considérons un
complexe CF' de faisceaux sur X .

Définition 2

On appelle complexe réduit associé à ^F" le complexe

s--%^.
où Fo^' désigne le complexe des germes de sections de ^ ' à support dans S.

Remarque : Le complexe réduit associé au complexe de de Rham différentiable n'est

autre que le complexe ^ - ' de |^4JÀ

Soit (X,0) un germe d'hyper sur face irréductible à singularité isolée à
l'origine de C

Proposition : 1 / L'homologie du complexe réduit associé à Q.' ^ est nulleX ) 0
en degré strictement inférieur à (n-1).

2/ Soit d (resp. d _ ) sa dimension en degré n (resp. (n-1))

On a :

d - d = dizn (f^n n-1 (F J ( f )

Démonstration :.

D'après (l, lemme 1, et théorème 2)

t \ = ^ "X

• On sait que le complexe de torsion est concentré en degrés (n,n+"l) , et que

, - n + 1 o1'1"1'1 .1- / ' ^ - " . n ^ j - fl
t^X,0 = ^X,0 ; ^C^^X^ = ^(T ( f , J ( f )

Considérons la suite exacte de complexes

"——^ ^X.O——» ^X.O -^ ,̂0. -^ 0
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Désignons par 3C^ ^ (resp. t .̂  ^ , ̂  ^ ^) l'homologie du complexe

^X.O ^P- " ^O - ^ X^

On a la suite exacte (bornée)

• • •^X.O ^,0———^.0 — — — t ^ -^ -

On sait (7>36J qu'on a

ae^o= ° i = 1 ' • • • ' n - 1

D'autre part on a vu que

t^,0=o i = 0,1,...,n-1

dimt(t "^O5 ° ̂  -(?5(?)) = ̂  "^0

+ p "-H - o "+1
t -"X,0 - -"X.O

On a donc

°fe i = î^1 == 0 i - 1 n 9"•-" -,0 X,0 u 1 ~ ' > - - - > n - 2

O-^,,^ -.̂  -.̂  ̂ -̂̂ n^n^ ̂  ^.———O.

^^-^.O5

II en résulte la suite exacte
pn+1

3 X 0
•X.O-^-X.O————X^ ^ X,0-^ ,,,on ^ "^°

(A) o—^11"1---^.^1 ——>^ ——>^ n -^ ——^———^AJ O—^ ^ x ^ ' ^ " ^ ^ ' ^ X ^ — X,0 , n .
v "X^7

On a de manière évidente

^x.o^^x.o' ^ = 0 )

et la suite exacte

<,) o^,-^__^;-,^^^o

On compare ensuite les dimensions des espaces vectoriels qui figurent

dans (A) et (B) . La formule 2) en résulte, d'après [73 .
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