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EQUATIONS LINEAIRES
DANS LES ANNEAUX DE)POLYNOMES

par.Daniel LAZARD

QUELQUES PROBLEMES FREQUENTS -

Soient k un corps, A = k [XI s e Xn] ; on désigne par a; , b, des élé-

ments donnés de A.
(i) Déterminer si b appartient a 1'idéal (al Y ey as); cela revient 2

résoudre 1'équation : a, z, = b.

[ [k}

i=1
(ii) Déterminer si les polyndmes a5 eees ag ont un zéro commun dans une

cldture algébrique de k. Cela revient & résoudre 1'équation I a; 2i = 1.

(iii) Déterminer la dimension de la variété définie par les équations a; se.a.

On peut montrer que cela se raméne 3 des problémes du type (ii).

I - UN EXEMPLE -

1. En 1955, J.P. Serre a posé la question suivante : Si A est un anneau de

polyndmes 3 n variables sur un corps k, tout A-module projectif est-il libre ?

En 1973, Suslin et Vaserstein ont montré que cela est vrai, pour n = 3, pour

n =4 et car(k) # 2, pour n =5 et k fini de caractéristique # 2. Ils ont

montré également que, pour=n = 4, un module projectif non libre est nécessaire-

: . 3 . P
ment de rang 2 et facteur direct de A"; autrement dit un tel module est défini

par trois éléments P, s Py 5> Pg , de A tels qu'il existe q; € A vérifiant
3 !
iZy Py 93 = 1
Il semble tentant de chercher un tel exemple sur ordinateur quand
A=k [X] s X2 , X3 s X4] ot k est le corps a deux éléments. Examinons ce
qu'il faut faire en se limitant aux Py de degré g 2.

31 Ilya 245 = 3.]0]3 tels systémes de trois polyndmes de degré 2. C'est

beaucoup‘tfop pour un examen systématique. Mais en faisant agir SL3(k) sur les

Py

le module défini par les p; et on.peut réduire beaucoup le nombre de cas &

et A4(k) sur les indéterminées, on ne change pas (3 un isomorphisme pré&s)

examiner : on peut se ramener d'abord au cas ol les parties de degré < 1 de

P, » P, » P sont de 1'une des six formes (1, 0, 0), (1, X, ), (1, X, Y),

(1 +X,0, 0, (1 +X Y, 0, (1 +X,-Y, Z), ce qui laisse encpre-6.230 = 6.104
cas 2 examiner...En poursuivant: la réduction, on peut raisonnablement espérer se
restreindre a un nombre de triplets assez petit pour que l'on puisse en faire

une étude systématique.
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3. 1I1 faut ensuite é&liminer ceux de ces triplets qui ne définissent pas de
modules projectifs. Cela revient d& déterminer si 1'équation linéaire I p; q; = 1

admet une solution. Nous reviendrons ultérieurement sur ce probléme.

4. ‘Parmi les modules projectifs que 1'on trouve ainsi, beaucoup, peut 8tre tous
sont libres. Il s'agit donc d'éliminer ceux pour lequel c'est manifeste, par
exemple ceux pour lesquels un des p;, ouun des 9 est constant et ceux pour
lesquels une combinaison linéaire & coefficients constants des P (resp. des
qi) est un polyndme constant. Quand deux systémes définissent des modules iso-
morphes, on peut &galement Eliminer 1'un d'eux. On peut espérer ainsi ne retenir
qu'un nombre de triplets (pl » Py s p3) assez petit pour &tre examinés indivi-
duellement 3 la main. Une nouvelle &limination, manuelle cette fois, devrait

alors conduire 3 ne conserver sur quelques triplets candidats & &tre 1'exemple

cherché.

5. Soit (pI > Py s p3) 1'un d'eux. Pour que le module projectif ainsi défini

ne soit pas libre, il faut et il suffit que 1'é@quation (& 6 inconnues polyndmes)

lpy rp s
Py r, 52 1
Py T3 3|

n'ait pas de solutipn. Si on se limite au cas ou les r, et les s; sont de
degré au plus 2, cela se raméne 3 savoir si un systéme de 210 équations quadra-
tiques 3 90 inconnues- sur le corps 3 deux éléments posséde ou non une solution

dans une extension algébrique.
6. Quelles conclusions peut-on tirer de cette &tude ?

6.1. Elle ne peut permettre de résoudre le probléme de Serre pour n =4 et
k corps 3 deux éléments : la limitation sur les degrés des p; empéche d'exami-
ner tous les modules projectifs et donc d'affirmer qu'ils sont tous libres. La
limitation sur les degrés des r, et des s; empéche de montrer qu'un triplet
(pI » Py s p3) définit un module projectif qui n'est pas libre. On peut donc
au mieux espérer trouver un module projectif qui a de bonnes chances de ne pas

étre libre.

6.2. Nous "espérons" beaucoup de choses. Cela est justifié par le fait que ces
espérances ont été réalisées quand nous avons fait la méme &tude pour n = 3
avant la publication des résultats de Vaserstein (3).

6.3. En dehors de problémes "ad hoc" gque beaucoup de patience et de temps
d'ordinateur permetrraient de résoudre, on est confronté 3 deux problémes d'inté-
rét général.

a) Résoudre un systéme d'équations linéaires sur un anneau de polyndmes
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b) Déterminer si une famille d'hypersurfaces affines possé&de un point commun.

II - ALGORITHMIQUE - » 4

1. Pour résoudre de tels problémes il y a trois étapes a surmonter : Il faut
d'aborq montrer qu'il existe dés algorithmes finis. Pour le probléme a) cela a
été fait en 1925 par G. Hermann [1) et pour le probléme b) celé résulte de la
théorie de 1'élimination, dont c'est d'ailleurs le but, et cela a été résolu
avant la fin du siécle dernier. Plus récemment Seidenberg a &tabli wune liste

importante de problémes d'algébre commutative qui possédent des algorithmes (5).

2. Quand il existe un algorithme fini, il faut en trouver de suffisamment
rapldes pour pouvoir &tre exécutés sur ordinateurs. Ce probléme apparalt claire-
ment si on essaie d' appllquer le Théoréme d'Hermann cité ci-dessus a la résolu-
tion de I.3. le théoréme affirme en effet que,si 1'équation I Py q; = 1 admet
une solution, elle en admet une ou les 4 sont de degré au plus 6650. Pour
résoudre une telle équation la méthode des '"coefficients indéterminés' conduit
3 un systéme linéaire d'environ 8.10 13 équations et 2.10 14 inconnues sur le corps

de base k!

3. Quand on posséde de bons algorithmes, il faut les réaliser en machine le
mieux possible, ce qui pose de nouveaux problémes, par exemple : comment gérer

les polyndmes de maniére économique ?

‘

III - RESOLUTION D'UN SYSTEME B'EQUATIONS LINEAIRES SUR A = k [x] s ey xn]

s .
Soit T aij zj = bi g 1i=1, ..., t; un systéme d'équations linéaires qui
j=1

sera dit sans second membre si tous les bi sont nuls., Résoudre un systéme avec
second membre signifie déterminer s'il existe des solutions et, dans 1'affirma-
tive, en exhiber une; résoudre un systéme sans second membre signifie trouver un
systéme de générateurs du module des solutions. Voici le meilleur algorithme que

je connaisse.

’

1. Déterminer sur le corps des fractions K = k(X1 s eens Xn) de A des
équations principales au sens de la théorie de Cramer. Si le systéme a un second
membre et n'a pas de solutions dans K, la résolution s'arréte 13; dans tous les
autres cas, on peut négliger les &quations non principales et supposer que le

rang du systéme est égal a t.

2. 8i k est fini, on remplace k par une extension algébrique infinie sur
laquelle on résoud le systéme (les solutions sur k s'obtenant ensuite par
descente fidélement plate). On peut aussi utiliser une extension transcendante

pure.
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3. Si le systéme n'a pas de second membre, on le rend homogéne & 1'aide d'une
indéterminée auxiliaire. J'entends par systéme homogéne un systéme dont la
. . . ~ t P,

matrice est la matrice d'un homomorphisme gradué de A% dans A , les éléments

t - - P P . -
de base de A° (resp. A7) @étant homogénes de degrés non nécessairement &gaux.

4. Soit I 1'idéal homogéne engendré :

- 8'il n'y a pas de second membre, par les déterminants de rang maximal extraits
de la matrice ainsi homogénéisée.

- S'il y-a un second membre, par les parties de plus haut degré des détermi-
nants de rang maximal extraits de la matrice des (aij)'

I1 faut déterminer une borne inférieure c¢ de la codimension de I et un
changement linéaire et homogéne d'indéterminées tel que l'on ne change pas cette
codimension en annulant les indéterminées d'indice supérieur & c. Cela revient
3 trouver une variété linéaire projective de dimension maximale ne rencontrant

pas une variété donnée en aucun point (méme irrationnel).

5. Supposons le changement d'indéterminées (ci-dessus) effectué. On dispose

alors du résultat non trivial suivant :

Dl . D2 ... @étant les degrés des générateurs de I rangés par ordre décrois-—
sant, si le syst@me avec second membre admet une solution, il en admet une dont
. - . - -~ C
le degré en XI s eees XC est inférieur ou égal a D = I (Di -1). Le module
i=1

des solutions du systéme sans second membre est engendré par les solutions ''tri-

~viales" (sclutions sur k(X1 s eees Xn) auxquelles on a chassé les dénominateurs)
et par les solutions dont le degré en X] s e XC est inférieur ou égal a

c

L (D, -1).

i=1 *

La "méthode des coefficients indéterminés' permet alors de se ramener 3 un
systéme d'équations sur k [XC+, s eews Xn]. Une récurrence permet alors de

terminer la résolution.
6. Le résultat suivant améliore beaucoup 5 quand ¢ =1 ou 2 et quand le

systéme n'a pas de second membre

Il existe un changement de variables, analogue a celui de 4., tel que, si

1 2
engendrées par les solutions triviales et les solutions telles que le degré de

aij est homogéne de degré dj -e, avec d 2d, > ... 2 dS , les solutions sont

z en X, et X, soit inférieur ou égal a
k 1 2
t+2 t
Dk = ‘E dj - 'E e —dk -p -2
=1 i=1
oi p est le degré du p. g. c. d. des déterminants de rang t extrait de la

matrice des (a..).
1]
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Remarque -

1) Si les dj e, = d sont constants, et si ¢ = 2, la majoration pour le
degré en Xl' et X, des solutions du systéme sans second membre est 2 dt -2
dans le cas de 5., et dt + d -2 dans le cas de 6., ce qui montre que 6. est
effectivement meilleur que 5.

2) Des contre-exemples montrent que la majoration de 6. est la meilleure pos-
sible dans le cas oi n =2 et ol il n'y a pas de second membre.

3) On peut affiner les résultats en faisant intervenir, outre le degré global,
les degrés partiels en une ou plusieurs parmi les indéterminées. Ces résultats
sontAtrop compliqués 3 énoncer pour trouver leur place ici.

4) Depuis la rédaction de cet exposé, le probléme de Serre a éfé complétement
résolu (2).

5) Les résultats esquissés dans le paragraphe III sont démontrés et améliorés
dans (“).
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