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APPROXIMATION DIOPHANTIENNE

ET ENSEMBLES LACUNAIRES

par

Jean~Francgois MELA

I. Introduction. Résuitats. Préliminaires.

On notera [x| 1la distance d'un réel x & l'entier le plus proche. Soit (Xj)
une suite infinie discrdte de nombres réels. Etant donné € > O et une suite infinie

de nombres réels (uj), on considdre le systime d'inégalités
(1) ||7\J.x-aj“ <e (=1, 2, «..).

A quelles conditions a~t-il une solution x€R ? Il s'agit d'un problime d'approxima-
tions diophantiennes simultanées qui généralise le probleme classique de Kronecker
[2].

Si 1'on veut que (1) ait une solution quel que soit € et quels que soient les
aj, il est nécessaire que les Aj soient indépendants sur les rationnels. Cette
dernidére condition est loin d'&tre suffisante ; il faut faire une hypothése supplé-

mentaire concernant la lacunarité de la suite (Aj), par exemple que l'on a



A,
+
lim -%—1 = o0 [4]. La propriété que 1l'on a alors peut s'exprimer en disant que

j—o 7
toute fonction de module 1 définie sur 1l'ensemble A= (AJ.) est limite uniforme

sur A d'exponentielles imaginaires e2)t1x)\.

Pour des suites (XJ.) vérifiant une condition de lacunarité moins forte et

sans la condition d'indépendance, on a des théordmes d'existence pour le systeme (1)

)‘;j+1
A,

J
0 <6=25(q) < % fonction croissante de q, telle que le systéme

pour certaines valeurs de €. Si 1l'on suppose par exemple que »q>3, il existe
Ax - a <l_s (G =1, 2y «uc)
J it 4

ait une solution, quels que soient les aj. Nous aurons l'occasion de redémontrer ce
résultat chemin faisant (cf. cor. th. 7). Il n'est pas possible d'ailleurs d'étendre

ce résultat & des valeurs de q trop petites, en tout cas pas & q < 2 [9] [1 2] .

Un intérét du résultat précédent est que l'on peut en déduire facilement la

propriété suivante [3] : pour tout € > 0 et toute suite (pj) de nombres complexes

N 2rig A
de module 1, il existe un polyndme trigonométrique P(A) = E c.e T te1 que
n=1
IP(AJ.) - le <e (G =1, 2, oeu).

Autrement dit toute fonction de module 1 sur A= ()\j) (et par suite toute
fonction bornde sur A) est limite uniforme sur A de polyndmes trigonométriques.
De facon générale un ensemble A= (Xj) qui possede cette propriété est appelé un

ensemble d'interpolation '[3] [8].
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La propriété précédente d'approximation par les polynSmes trigonométriques
mérite une certaine attention. Elle remplace la propriété d'approximation par les
exponentielles imaginaires du théoréme de Kronecker qui n'est vérifiée ici que pour
des suites (Xj) trés lacunaires, comme nous l'avons dit. Cette propriété d'approxi-
mation par les polyndmes trigonométriques se trouve &tre, en toute généralité,
exactement équivalente & une propriété d'approximation diophantienne & plusieurs

dimensions. On se reportera pour cela & [8] [9].

Les ensembles de Hadamard.

Dans la suite nous appellerons ensemble de Hadamard tout ensemble de nombres

A
réels positifs qui peut &tre ordonné en une suite ()‘j) telle que ';‘H »a> 1.
i

Bien que la propriété d'approximation diophantienne énoncée plus haut dans le cas
q > 3 ne soit pas vraie pour toute valeur de q > 1, on a néanmoins le résultat

suivant :

Théoréme 1. Tout ensemble de Hadamard est ensemble d'interpolation [12] .

Nous donnerons du théoréme 1 une démonstration élémenteire qui permet d'obtenir
du méme coup le théoréme 5, propriété fondamentale dont on peut déduire les résultats
classiques de Sidon (cf. [1]) et de Zygmund [13] dans le cas ol les Aj sont entiers,
ainsi que d'autres propriétés qui se rattachent plutét & la théorie générale de la
pseudo-périodicité [5] [6]. Nous nous contenterons de donner quelques exemples de ces

résultats renvoyant pour plus de détails aux travaux cités ou aux traités classiques

[ D4l



Etant donné un intervalle I borné ou non, nous noterons C }L(I) 1'espace
vectoriel fermé pour la topologie de la convergence compacte, engendré par la famille
iAx
(e 9 ). B(R) désigne l'espace des fonctions transformées de Fourier de mesures de

Radon bornées sur R et B(I) 1'espace des restrictions & I des fonctions de

B(R).

Théoréme 2. Si A est un ensemble de Hadamard, pour tout intervalle I,

CJ\.(I) Cc B(I). Toute ‘Ponction £ € CA(I) s'écrit de facon unique

© ik x
£(x) =) a, e J (x € 1)
=
o
avec a.| <.
avee ) eyl
J—
00 ik x
Théordme 3. Si A est un ensemble de Hadamard, toute série Z 8 e J qui
3=

converge au voisinage d'un point (par un procédé régulier de sommation guelconque)

converge absolument.

Ce théordme peut &tre amélioré dans plusieurs directions (cf. [7] [18]).

Théordme 4. Si A est un ensemble de Hadamard, toute fonction de CA(R) qui

est analytique au voisinage d'un point, est analytique partout.

A vrai dire le théoréme 4, comme beaucoup d'autres théortmes analogues cités
dans [5], demeurent valables pour des ensembles A beaucoup moins lacunaires que

les ensembles de Hadamard (il suffit par exemple que lim ()\j-H - )\J.) =), mais
j— oo
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nous le citons ici & titre d'exemple car tout comme les théortmes 2 et 3 il peut &tre

directement déduit du résultat suivant qui est plus fort :

Théoreme 5. Soit A= (RJ) un ensemble de Hadamard. Il existe des constantes

A et B, ne dépendant que de q, telles que, quel que soit l'intervalle I de

longueur II] > AA y On ait
1

n
Z Ia.l € B sup IP(x)l
= . xa
) n ik x
pour tout polyndme trigonométrique P(x) = Z ae 9.
J=1

La propriété du théordme 5 étant invariante par translation, il suffira de démon-
trer le théordme pour un intervalle I particulier. On trouvera la démonstration au
chapitre I1 en méme temps que celle du théordme 1. Pour les démonstrations des théord-

mes 2, 3, 4 & partir du théordme 5, nous renvoyons aux divers travaux cités plus haut.

Les ensembles de Sidon de premiére espece.

Définition. Un ensemble de nombres réels A est un ensemble de Sidon s'il

existe un intervalle I pour lequel CA(I) Cc B(I). Il existe plusieurs formulations

équivalentes de cette propriétés [6] ; nous utiliserons la suivante :

I1 existe un intervalle I et une constante C = CI telle que, pour tout

polyndme trigonométrique

P(x) =y _ a(r)e™*
Yt

on ait

; Ia.(A)] & C sup IP(x)|.
A x€I



k)|

Cette. dernidre propriété entraine en effet que toute fonction £ € CA(I) qui

est limite uniforme sur I de polyn8mes trigonométﬁques & spectre dans JL» s'éerit

£(x) = %a(h)eﬂx (x € I)

avec Z |a(A)| < ; done CA(I) € B(I). Pour la réciproque on se reportera & [6].
AEA .

Sous la deuxidme forme il est clair que, si les propriétés précédentes sont

réalisées pour un intervalle I, elles le sont pour tout intervalle J 3 I.

D'aprés le théordme 5 un ensemble de Hadamard est ensemble de Sidon. On démontre
que tout ensemble d'interpolation est ensemble de Sidon [8]. Un ensemble de Sidon est
nécessairement dénombrg,ble discret et assez lacunaire (cf. [6]) ; mais on peut cons—
truire des ensembles de Sidon irréguliers qui s'écartent des ensembles de Hadamard
(cf. plus loin remarque 2).

I1 n'est pas possible d'avoir la condition
g Ia(l)l € C sup IP(x)I
€ x€I

pour un intervalle I arbitrairement petit, avec la méme constante C. En effet
il suffit de considérer le polyndme trigonométrique P(x) = ei)‘x - ei A'x avec
MM €A, N#E N on doit avoir

24C[T] A= A
ce qui montre que |I| est borné inférieurement.

Néanmoins le théordme 5 nous montre que, dans le cas des ensembles de Hadéma.rd,

on peut prendre l'intervalle I arbitrairement petit avec la méme constante C, &
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condition de supprimer un nombre fini de termes de A .

Définition. On dira que A est un ensemble de Sidon de premidre espece s'il
existe une constante C ne dépendant que de M\ telle que, pour tout intervalle I,
on ait
(2) g [a(W)] ¢ € sup [P(x)]

€ x€I
I
pour tout polyndme trigonométrique

P(x) = ; a()\)ei)‘x

G)\I

ol AI désigne un sous—ensemble de A ne différant de A que par un nombre fini
de termes.

Avec cette terminologie un ensemble de Hadamard est ensemble de Sidon de premieé—
re espece.

Une conséquence de la définition est que toute fonction £ € CAI(I) qui est

limite uniforme sur I de polyndmes trigonométriques & spectre dans AI s'éerit

£2(x) =Y a(a)e™®
AGJ\.I

avec Zg Ia()\)| < 00, Par suite, toute fonction g € CA(I), qui est somme d'une

AEI

fonction de CAI(I) et d'un polynSme trigonométrique & spectre dans A~ J\I

s'éerit

a) = 1= p(N)e™

avec Zlb()\)l.< . Donc CA(I) c B(I) pour tout intervalle I. C'est cette
AEA v

dernitre propriété que J.-P. Kahane prend comme définition d'un ensemble de Sidon
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de premidre espéce [6]. La propriété CA(I) C B(I) est elle-méme équivalente, comme

nous l'avons déja dit, & l'existence d'une constante CI telle que
(3) 2 [a)| ¢ ¢ sup [P(x)]
AEA x€I

pour tout polynSme trigonométrique

P(x) = A;A\a,(l)eﬂx .

Mais nous ne savons pas si la propriété (3) supposée vraie pour tout intervalle I,

entraine la propriété (2) avec une constante C indépendante de I.

Les théorémes 2, 3, 4 demeurent vrais pour les ensembles de Sidon de premidre
espéce . Mais la propriété (2_) et 1'existence de la constante C indépendante de I

ont des conséquences supplémentaires. Tout d'abord nous avons

2¢cC|I| inf  |A - M\
)\,A'EAI
AEN

et lorsque II] tend vers O, nous en déduisons

(4) lim A=A =0 .
X,A‘—%CO
AEN

Les ensembles de Sidon de premidre espéce sont donc régulidrement lacunaires. Mais
nous verrons qu'il en existe qui ne sont pas des ensembles de Hadamard, ni méme des
réunions finies d'ensembles de Hadamard.

D'autre part les ensembles de Sidon de premidre espéce sont arbitrairement
svables. On entend par 1l& que, étant donné o arbitrairement grand, tout ensemble

A = (X;) tel que I)\S - Ajl € a est encore un ensemble de Sidon de premidre
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espéce. Pour cette question ainsi que pour le probléme connexe de "l'éla,rgi‘ssement"

des ensembles de Sidon, on se reportera & [9] [10] .

s ensembles d'interpolation.

Pour les ensembles de Hadamard les propriétés résumées par le th. 5 sont étroi-
tement lides & la propriété d'approximation par les polynSmes trigonométriques. Dans
la deuxiéme partie nous examinerons ce qu'il en est dans le cas général des ensembles
d'interpolation.

On ne peut espérer que tout ensemble d'interpolation soit ensemble de Sidon de
premidre espéce & cause de la condition (4) ; en effet on sait par exemple, que si-
A est d'interpolation, l'ensemble A U (A + «) ‘est aussi d'interpolation pour a
assez petit. Mais il s'avere que la propriété (2) demeure valable dans le cas général
& condition de remplacer l'intervalle I par la réunion d'un nombre fini d'interval-
les de longueur arbitrairement petite (th. 11).

On déduit de 1A le résultat suivant :

Théoréme 6. Tout ensemble d'interpolation est réunion finie d'ensembles de Sidon

de premidre espéce.

Supposons que A soit réunion de k ensembles de Sidon de premidre espece.

Pour tout 0> 0 écrivons

N(@) = Tim card(A n [x , x-!-.e]).
X | =0

Alors il est clair que 1'on a N(f) ¢ k pour tout 0.
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Nous utiliserons dans la suite le critere suivant.

Lemme 1. Pour gu'un ensemble A soit d'interpolation, il suffit qu'il existe

0 <& <1 tel que, pour toute fonction P(A) & valeurs + 1, on puisse trouver un

polyndme trigonométrique P tel que

[P - (V)| ¢ & (NEA).

On sait que les limites uniformes sur R des polyn8mes trigonométriques forment
une algébre de Banach de fonctions pour la norme uniforme, appelées fonctions presque-
périodiques. Le spectre de cette algébre est un compact qui contient R comme sous-
ensemble dense (pour la topologie du spectre) et qu'on appelle le compactifié de Bohr
de R. Les fonctions presque-périodiques se trouvent &tre les restrictions & R des
fonctions continues sur le compactifié de Bohr. Pour toutes ces questions on pourra

se reporter & [1 5] .

Etant donné une fonction p(A) =+ 1 nous poserons A, = [5_1(1) et

1
_A__1 = (5—1 (-1). L'hypothdse du lemme signifie que les ensembles _/\1 et _]\__1 ont
des adhérences disjointes dans le compactifié de Bohr et par suite il existe une
fonction presque périodique £ telle que £(A) =1 si )6]\1 et £(A) = -1 si
AEA__1. Donc f£(A) =P(A) pour tout A€EN et PB(A) est limite uniforme sur A
de polyn8mes trigonométriques.

I1 suffit alors de se rappeler que toute fonction bornée sur A est limite

uniforme de combinaisons linéaires de fonctions & valeurs + 1.

Remarque. Il peut &tre commode d'utiliser le critere précédent en faisant inter—
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venir les fonctions PA(A) & valeurs O, 1 ; il faut alors supposer 0 <6 < -12-.

Soit une suite croissante de nombres réels )‘j > 0 et une suite d'intervalles

1

fermés Aj de longueur 3= % ol a est un paramétre (0 <a <1§). On désigne

par Ej 1l'ensemble des nombres réels x tels que xXiE AJ. (mod 1). Chaque Ej

est un ensemble fermé périodique de période X1- et consiste en une réunion d'inter-
J
- a)e On cherche des conditions sur la suite Aj pour que

(

Nl =

valles de longueur X‘-
B

1'on ait, quel que soit le choix des Aj’

(1) N E, £ 6.

Nous utiliserons essentiellement les deux remarques suivantes qui sont évidentes
si 1'on veut bien faire un dessin.
a) Considérons un intervalle fermé O. Si la longueur de A est supérieure.-a

:-; fois la période de 1'ensemble E;j’ c'est-a-dire si

(2) IAI»%%j.

alors on est assuré que A contient un intervalle entier de 1l'ensemble Ej'
b) Supposons que la condition (2) ne soit pas satisfaite. Néanmoins, puisque le

complémentaire de Ej consiste en une réunion d'intervalles de longueur Al(% +a),
b

8 contiendra des points de E;j dés que la condition

11
(3) ‘ 'A|>/A—j(§+“)
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sera satisfaite. Alors A ne contiendra pas nécessairement un intervalle entier de

Ej mais au moins un sous-intervalle de longueur
1 1,1
(4) E[IA, -g('z' “'a)]~

Ces deux simples remarques vont nous permettre de donner une réponse & notre

Ag
probléme pour les ensembles de Hadamard. On supposera donc désormais X - qj) q>1.
-1

Nous utiliserons les remarques (a) et (b) en prenant comme intervalle A un

1
X

intervalle quelconque de E:j de longueur (-12- ~ a). Deux possibilités peuvent

1’

se présenter @

1. Ou bien la condition (2) est vérifiée, c'est-d~dire ici
3
(5) 4y 5

et alors un intervalle de E;j-1

contient nécessairement un intervalle entier de EJ,.

2. Ou bien la condition (2) n'est pas vérifiée mais seulement la condition (3)

qui s'éerit ici

14+2a
47 T
et se trouve réalisée dés que
1+2a
(6) 9 75§
et alors un intervalle de Ej 1 contient un sous—intervalle de Ej de longueur

12[-):—1—(15 -a) - )‘l(% + a)] . Mais nous pouvons utiliser & nouveau la remarque (a) en
J-1 J
prenant ce sous~intervalle comme intervalle A. Nous serons assurés qu'il contient

un intervalle entier de !Ej+ des que la condition (2) sera vérifide, c'est-a-dire

1
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si 1'on a
1r1 A 1.1 3 1
(7 _[_._._(._ -a) - —(z+ a)] 5 — .
2 Xj-1 2 )«J. 2 2 )‘j+1

Un calcul élémentaire montre que (7) est entrainée par la condition

6
(8) Yl > 7= 2alqH )

Etant donné un ensemble de Hadamard, on peut toujours choisir a assez petit ‘

pour que (6) soit vérifide. Soit alors Q tel que

6q
(9) Q)q—_{-

I1 est possible de prendre a de facon que l'on ait aussi

6q
O T

La condition (8) se trouvera satisfaite si l'on a
(10) U85, ¥ 2 -

Finalement si 1l'on suppose que 1l'on a la condition (10) vraie pour tout j et
si 1'on choisit a assez petit, l'une ou l'autre des possibilités 1) et 2) se présen—

te nécessairement. Nous allons voir qu'il est alors possible de conclure.

En effet, partons d'un intervalle quelconque A de E1. I1 peut se faire que

q'2 Vi &, auquel cas A contient un intervalle entier de E_2. Sinon on est dans

le deuxidme cas et A contient un sous-intervalle de E2 qui lui-méme contient un

intervalle entier de E;' I1 ne reste plus qu'd répéter l'argument de proche en proche,

ce qui nous donne : il existe une suite n d'indices (nk < nk_'_1 < nk+2) telle que,

pour tout k, AN Ezn Esﬁ ...ﬂEnk contient un intervalle de Enk+1° On en conclut

\
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[++]

que (1) a lieu et méme, de facon plus précise, A contient un point de M E;. Ou
=t
encore tout intervalle de longueur 2%, qui contient un intervalle A , contient
1

00
un point de () E,.
j=1

Remarquons que le choix de a qui a été fait ne dépend finalement que de q et

Nous pouvons résumer le résultat obtenu en termes d'approximations diophantiennes

en faisant intervenir les centres a.:j des intervalles AJ. et en posant 6 = %.

AL
Théordme 7. Soit (Xj) un ensemble de Hadamard (-—i:l »q> 1) vérifiant la
3
condition
j+1 .
gy X (G =23 ...).
A q-1

I1 existe 6> O ne dépendant que de q et Q, 1tel que, quels que soient les

nombres réels a.j, tout intervalle de longueur % contient un nombre x solution
1

du systéme

1
Ax-af <<-06 (3 =1, 2y eee)e
“ § J“ p J ) Sy )
Ajv 2
En particulier on a toujours Y 4" . La condition du théoréme sera satisfaite
=1
si
2 6q -
R

ce qui donne q > 3. On retrouve un résultat classique annoncé dans 1'introduction

et qui peut &tre établi directement & l'aide de (5)

A
Corollaire. Soit ()\j) un ensemble de Hadamard tel que ;.H 2>q > 3. Quels gque
3

soient les nombres réels aJ., tout intervalle de longueur %— contient un nombre x
1




solution du systeme

1 .
”ij_aj”\<-4--6 (G=1,2, ...),

pour 0 < & £ &8(q).

Remarque 1. Si l'on se reporte & la démonstration précédente on verra que 1'on
peut prendre 6(q) = q%; dans 1'énoncé du corollaire. C'est peut—&tre la meilleure
valeur possible de 6(q) ; en tout cas on voit que &(q) est aussi voisin que l'on .
veut de j-‘ pour des valeurs de q assez grandes. Cette remarque va nous permettre
de construire des ensembles (XJ.) pour lesquels la propriété du corollaire est vraie
(avec un & convenable) et qui ne sont ni des ensembles de Hadamard ni méme des
réunions finies d'ensembles de Hadamard.

Soit (”'j) et (VJ.) deux suites de réels telles que l'ensemble (P'j) V] (?J.)
posséde la propriété du corollaire avec un & > % alors l'ensemble (}\J.), ol
)‘J' = “'j + Qj, posséde également la propriété du corollaire avec &' > O. En effet,

étant donné une suite de nombres réels aJ., il existe un réel x tel que

1
“P'Jx - aj“ < Z -8

(J =1, 2, "') H

o < 3 -0

on en déduit aussitdt

-6 (G =1, 2y eea)e

=

AX -,
I & aJll<

2k .+1

et Oj=q J , avec q> 6 et kj

On pourra prendre par exemple l"';j = qu
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une suite croissante d'entiers positifs. L'ensemble ("'j) U(\?J.) est contemu dans
1'ensemble (qa) qui vérifie la propriété du corollaire avec & > 1§. Nous pouvons
choisir la suite kj de fagon que ()‘J') soit un ensemble & lacunarité irrégulidre.
Prenons par exemple
k;j = (n#1 )2 si n2 <jg (@#H )2 .
Pour un ensemble qui est réunion finie d'ensembles de Hadamard on vérifie sans peine
s . . n n+1 .
que le nombre de points de 1l'ensemble compris dans 1l'intervalle [A s A _] doit
&tre borné uniformément en n, quel que soit A > O. Or ici le nombre de points de
2(54—1 )2+1 2(n+ )2+
(}\j) compris dans l'intervalle [q s 4 2] augmente indéfiniment avec
n.
Démonstration des théorémes 1 et 5.
Considérons maintenant le cas général d'un ensemble de Hadamard quelconque
Y s . . n 6q
A= ()\J.). Soit n 1le plus petit entier tel que q > F. Posons

00

A= (Ain*k)jm (k =1, 2, aeey n).

n
On a évidemment A = U Ak et de plus, pour tout k,
k=1

AL

(j+1 )ntk n

S v
Jjn+k

I1 en résulte de fagon évidente que chacun des ensembles ]\.kU A[’. (k £8) vérifie
les hypothéses du théoreme 7 avec Q = qn. La conclusion du théoréme 7 est alors
valable avec un & ne dépendant que de q et indépendant de k et £.

Etant donné une fonction p (A) définie sur A et & valeurs O ou 1 nous

allons construire un polyndme trigonométrique qui approche la fonction p(k) unifor-
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mément sur A . Nous poserons

A_'

g ) A =g (0)

Ay

[}
]

Ny A= A"nn, (k =1, .oy n).
Nous pouvons appliquer le théoréme T & chaque ensemble .l.kU .A.e en prenant
les nombres aJ, égaux & O ou & -12- de fagon arbitraire. Ainsi, pour tout couple
d'indices k,l (k £ ) il existe Ek,e’ 0 ‘Ek,e < 5% tel que
Iy g Al < -6 s A€ A

1 1 .
“‘fk,e" - 5H <z-06 si M AL UA,.

Soit une fonction périodique de période 1, & série de Fourier absolument convergente

> 2xivx g
@(x):Zaveu (C=Z|a'l<+m)
- 00 - 00
telle que
o(x) =1 si Ixll < = -6
. 1 1
o(x) =0 si Ix - -2-“ <z- s.

Etant donné € > 0 soit N tel que ]; Ia"l < € ; posons
vy[>N

X oinx
P(x) = _ZN: age .
Il est facile de vérifier alors que le polynSme trigonométrique
n
ox) =y T T P& ,x)
k,@
k=1 1¢t«¢n
tfx

constitue une approximation uniforme sur A de la fonction p(k) avec une erreur

inférieure & n C" 2%e. Soit O <Y <+ ; il suffit de choisir € de fagon que
(4 2

ncn-ze (r pour que les conditions du lemme 1 soient satisfaites. Ceci démontre donc
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le théoreéme 1.

Mais nous avons démontré en fait quelque chose de plu; précis. Tout d'abord rap-
pelons que n et & ont été choisis seulement en fonction de q ; par suite il en est
de méme de la constante C. L'entier N dépend de q et mais est indépendant
de la fonction pA(A). Ecrivons

2(x) = 37 b(g)e™™*.
I1 est clair que l'on a
T 16®)] ¢ (g )™ = ne™!
d'autre part l'ensemble des fréquences du polyn8me Q se trouve situé dt;.ns 1'interval-

le

-3~ N(n-1) <t ¢ 3IXN(n-1) .
A A

Nous avons donc obtemu le résultat suivant.

A4

»q > 1. Soit

Théordme 8. Soit A = (7\3.) un ensemble de Hadamard, avec
j .
o<y« -15. I1 existe deux constantes positives A = A(q , x‘), B = B(q) telles gue,

pour toute suite pj =0, 1, il existe un polyn8me trigonométrique

2(x) = 37 b(s)e™™* (_Ib(%)] < B)

dont les fréquences sont situées dans l'intervalle |§ I < TA- et tel que
1
lor) -pley  G=1,2 w00
En effet il suffit de poser B = nCn"1 et A = 3tN(n-1). Remarquons d'ailleurs
que le raisonnement précédent montre aussi que le nombre de termes de Q ne dépend

que de q et Y-



Le théoréme 8 n'est qu'une formulation duale du théoréme 5. Pour s'en convaincre
on utilisera le lemme suivant. On désigne par ;» la transformée de Fourier d'une mesu-
re de Radon bornée p :

B0 = [ aut).

Lemme 2. Soit K un compact de R. ' Supposons qu'il existe des constantes B> 0

et & <1 telles que, pour toute fonction P(A) & valeurs + 1 sur A, on ait

une mesure p & support dans K, de norme ||p.” € B, telle que
[kQ) = p()] €8 (N EA).

Alors il existe une constante C ne dépendant que de B et &, telle gue, pour tout

polyndme trigonométrique P(x) = ): a(\)e , on ait
AEA
T la)| €C mp [P
AEA x -K)

Dans la démonstration du lemme nous supposerons d'abord que le polynéme P est

& coefficients réels. Posons alors

Q) = a())
|a(n)]

et soit p la mesure relative & la fonction (s(K), dont 1l'existence est supposée

dans le lemme. Nous aurons

IZ a(k)‘};(k)l = lJP(x)dp.(x)l § B sup ‘P(x)'
AEA x€K

et d'autre part

[T e[ > (37 a(p)| - 6 Tlalh)]
A€EA AEA AEA

y (1 —G)QIaml-
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On a la conclusion du lemme avec la constante C = 13—_3.

Dans le cas général d'un polyndme trigonométrique P & coefficients quelconques,
on peut écrire
P(x) = 0(x) + i R(x)
ol 0 et R sont des polynSmes & coefficients réels. Si 1'on pose a(A) = b(A) + ic(A)

avec b(A) et c(A) réels, on aura
9(x) = 37 b(n)e™™ = Lp(x) + FT=))
x % e 3

RG) =7 e = L(p(x) - FT=)).

Le résultat antérieur appliqué aux polynémes Q et R donne

b(A)| € C sup [Q(x)] €C  sup  |P(x)]
%] | x€K | | x —X)

€K U (

()] € Csup [R(x)| € C sup |P(x)]
Jed ol € s e R

d'ol 1'on déduit finalement

;h()\)l € 2C  sup |P(x)|.
€A )

x€K U (K

Pour obtenir le théoréme 5 & partir du théordme 8 nous utiliserons le lemme 2 en

prenant pour compact K 1'intervalle [— AA N Ai]' Etant donné une fonction
1 1
1 +B(As) .
pA) =+1 sur A= ()\j) nous poserons pj = 5 J£. Alors le polyndme trigonomé-—

trique Q du théordme 8, relatif & la suite pj satisfait 1'inégalité

|2Q(xj)-1 -ra(xj)l g2y <1 (=1, 2, «ca).
C'est 14 exactement 1'hypothése du lemme 2 car le polynSme trigonométrique 20Q(x) - 1

se trouve &tre la transformée de Fourier d'une mesure atomique portée par l'intervalle
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[-AA’AA et de norme 2B + 1.
1 1

Remarque 2. Les démonstrations des théordmes 1 et 8 se simplifient beaucoup dans -
le cas ou q > 3. Les théordmes 1, 8, 5 sont alors des conséquences du corollaire du
théordme 7 et par conséquent subsistent pour les ensembles (A j) qui possddent la
propriété du corollaire. Ainsi par exemple, l'ensemble que nous avons construit & la
suite de la remarque 1 est donc & la fois ensemble d'interpolation et ensemble de Sidon

de premidre espice, tout en n'étant pes réunion finie d'ensembles de Hadamard.

III. Le cas général des ensembles d'interm‘ lation.
On peut considérer qu'un polyn8me trigonométrique & fréquences réelles et &
n i x
coefficients complexes P(x) = Z ae est défini par la donnée de l'entier n
k=1
n .
et des vecteurs a = (51, coey an) €c” et E= (51, ...,En) €R . On écrira
P(x) =P(n, a , £, x).

Etant donné 0 < 6§ <1 désignons par F 1'ensemble des polynSmes trigonométri-
ques dont les valeurs sur A sont égales & 1 oud -1, & & prés. Etant donné
un entier n> 0, a € €', EER" et un nombre réel € > 0, on notera P(n,a,E,¢)
le sous—-ensemble des polyn8mes trigonométriques P € P qui s'écrivent

P(x) =P(n,a, &, x) avec

[C—€|= sup l";i-Eil‘e.
1¢ign

Soit E 1l'ensemble des fonctions @(A) définies sur A et & valeurs +1.

I1 existe une application ¢ de F dans E qui & tout polynéme P € P fait corres-
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pondre la fonction p()\) telle qﬁe
|P(A) = BA)| ¢ & (AEL).

Dire que A est d'interpolation revient & dire, d'aprés le critére du lemme 1 que
¢ est surjective. D'autre part on vérifie aisément que ¢ est continue si 1'on met
sur E et P la topologie de la convergence simple sur A. Muni de cette topologie
E est d'ailleurs un espace compact. Enfin on désignera par E(n , a , E, €) 1l'image
par ¢ de F(n,a, E, €).

L'ensemble E est réunion dénopbrable d'ensembles E(n , a, §, €). En effet
soit p(l) une fonction & valeurs + 1 ; il existe un polyndme trigonométrique @

tel que

Nl o

[or) = p(N)| ¢ (A €N)

puisque A est d'interpolation. Ecrivons

n ith
Qx) =3 b e .
k=1
Il existe a = (a,l, ceey an) €ct et E= (E1, seny En) € R", & coordonnées ration-

nelles (pour les on entend que partie réelle et partie imaginaire sont rationnelles)
e

tels que
n
[}
e -nle3
Lo 1%~ Bl €2
sup 5 -5 | e
1¢ké¢n k k
ol € est rationnel. Alors le polyndme trigonométrique

P(x) =P(n , a , §, x)

qui appartient & P(n , a , E, €) vérifie la propriété
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[p() - B(x)l €6 (AEN);

onadonc BEE(n, a, g, £)s Ceci démontre la propriété puisque les paramdtres
n,a, g, € neprennent qu'une infinité dénombrable de v;a.leurs.

De plus chaque ensemble F(n , a , £, €) est compact puisque c'est 1'image du
pavé |§ - El <€ de r" par i'applica.tion qui & tout § fait correspondre le
" polynfme trigonométrique P(n , a , & , x) et qui est contimue de: R' dans P comme
on le .vérifie aisément. Finalement E(n , a , E , €) est lui-méme compact comme image
de P(n, a ,AE , €£) par 1'application P

E étent compact donc espace de Baire, et réunion dénombrable de E(n', & ,  , €),
il existe un entier n > O, . a,€0n, EGRn et €>0 tels que E(n, a ,‘E y E) est
d'intérieur non vide. E(n , a , £, €) contient alors nécessairement un ouvert cylin—
drique de E, c'est-d-dire un ensemble de.fonctions p(k) dont les valeurs sont

~
fixées sur un sous-ensemble fini de A. et quelconques sur son complémentaire A . On

peut énoncer ce résultat sous la forme suivante 3

Théordme 9. Soit A un ensemble d'interpolation. Etant donmmé 0 <6 <1, il

existe un entier n > 0, (al, cesy e,n) € Cn, (E1, . En) ¢ R" et €> 0 tels que,

pour toute fonction B(A) = +1, on puisse trouver un polyndme

X

P(x)=23ke

k=1

avec sup Itk - Ekl <e, tel que [P(A) - B(A)| ¢ & (A GK)
16E<n

3.

o A ‘désigme un sous—ensemble de A de complémentaire fini.

Nous pouvons déduire de 1& un résultat plus fin. En effet, reprenant les notations
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antérieures, le pavé I", - E,l <ec de R° peut &tre écrit comme réunion de 2 pavés
- < 5 U= 1y eeey ou les sont des points du pavé initial. Il
est clair alors que

: 2 (1)
E(n,a,E,E)=UE(n,a,El,§)
i=1

et, en poursuivant le raisonnement du théoréme 9, on conclut que 1l'un au moins des
ensembles E(n , a , E(l) , 5) est d'intérieur non vide. Par suite la conclusion du

théordme 9 est encore valable si 1'on remplace & par 1l'un des E(l), € par g et

A par 11 convenable (A.\ K1 fini).

Naturellement on peut itérer cet argument. On montre ainsi 1l'existence d'une suite

de pavés emboités ll', - w\?l < Eq (¥ =1, 2, «..) avec © = € ' auxquels correspon-
2

dent des ensembles E(n , a , @,y £ ) d'intérieur non vide. La suite w, converge

7

vers W€ R® et il est clair que 1l'on a

€ €
E(n:a)qu—i)cE(nvavw)—o:T)
2 2
puisque le pavé IC - VI < % est contenu dans le pavé lC - wl < :_1. Donc
2 2

quel que soit Vv, En,a, 0, %1—) est d'intérieur non vide et le théordme 9
2

€ ~ ~
et A par A . convena~
20-1 v

demeure valable si 1'on remplace E par @, € par

Lo~
ble (AN _A.v fini). Ce que l'on peut énoncer sous la forme suivante :

Théoréme 10. Soit A un ensemble d'interpolation et 0 <6 < 1. Il existe un

entier n> 0, (8, ceeyn ) € <, @y weey @) € B" ne dépendant que de A et 6,

et pour tout « > O un sous—ensemble Aa de A (AN j\a fini) tels que, quelle

que soit la fonction B(\) = + 1, on puisse trouver un polynéme trigonométrique



n if x
P(x) =Z e
k=1 %
avec sup |§ -w I <a,
1¢k¢n k k

our lequel
[PO) - M)« 6 (A en,).

Ce résultat assez précis et étonnant montre que 1l'on peut réaliser l'ihterpolation
de toutes les fonctions & valeurs + 1 sur Ay 4 & pres, & 1'aide de polynSmes
trigonométriques ayant tous le méme nombre de termes, les mémes coefficients et les
mémes fréquences & « pres.

Un polyndme trigonométrique

P(x)=iake

k=1

it x

peut s'interpréter comme la transformée de Fourier de la mesure atomique

n

p= 8

SR
n

dont la norme est |||L“ = E lak| et le support {;1, ceey cn} est contenu dans le
k=1

compact

Km=kL=j1 @+ [, +a]).

Utilisant alors le criteére du lemme 2, on en déduit le résultat suivant qui est

ici 1'analogue du théoréme 5.

Théordme 11. Soit A un ensemble d'interpolation. Il existe un entier n > O,

n nombres réels Wyy ooy @ et une constante C, ne dépendant que de A, tels gue,

pour tout intervalle I, on ait
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la\)| € € sup [2(x)]
x€ U (wk-c»l)

k=1

pour tout polynSme trigonométrique P(x) = E a(l)ei)‘x, ol 'A'I désigne E sous—

ensemble de A, de complémentaire fini.

Remarquons que dans 1'énoncé du théordme 11 les notations different un peu de
celles du paragraphe précédent ; en effet, il faut comprendre que l'on a rajouté aux
points Wy eoey wn leurs symétriques par rapport & O, conformément & la proposition
du lemme 2.

Dans le cas. ol ul1 = an = eee = wn' A vest un ensemble de Sidon de premidre
espéce. Mais nous avons vu que ce n'est pas le cas en général et par conséquent le
théoréme est de ce point de vue le meilleur possible. Le nombre minimum de points 0y
distincts pour lequel on a la conclusion du théordme 11 est une caractéristique inté-

ressante de A que 1l'on pourra comparer avec la notion d'ordre d'un ensemble d'inter-

polation introduite dans [8_] .

En général on peut dire que les propriétés des ensembles de Mmard et des ensem—
bles de Sidon de premidre espdce, qui font intervenir un intervalle I de longueur
arbitrairement petite, s'étendent au cas d'un ensemble d'interpolation queiconque a
condition de remplacer I par une réunion finie convenable d'intervalles de longueur
arbitrairement petite. C'est le cas notamment du théordme 2. Le théordme 3 par exemple

se généralise comme suit.
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Théordme 12. Si A est un ensemble d'interpolation, il existe un nombre fini

de points Wyy eoey @ tels que toute série Z a()‘)el)‘x qui converge dans un
AEA

Yoisinage de {051 y eeey wn} ou de tout translaté de cet ensemble de points (par un

procédé régulier de sommation gquelconque) converge absolument.

Le théoréme 12 est peut—&tre suscéptible d'amélioration contrairement au théoréme
11 (e [7]).

Démonstration du théoréme 6.

Nous avons eu 1l'occasion de remarquer que, si le théordme 11 est valable avec
O = .ee = wn, alors A est un ensemble de Sidon de premiére espice. Ce sera le cas
en particulier si, pour au moins un 6 (0 <& <1) 1la conclusion du théordme 10 est
valable avec W = (uJ1, ceey u)n) = 0. Nous allons voir que l'on peut toujours décompo-
ser A en une réunion fiﬁe de sous-ensembles ayant cette dernidre propriété. On aura
donc ainsi le théordme 6.

Soit A un ensemble d'interpolation et O <8 <1, Soient n, a = (3.1, eeoy an)
W= (u)1 y eeey wn) les éléments qui interviennent dans 1'énoncé du théordme 10,

Etant donné &' > 0, on peut écrire

P
=y a,
=t !
ol les Aj sont des pavés de c8tés ¢ O' dans ™. Désignons par A;j 1'ensemble

des A€AL tels que

On a évidemment
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P
A=A, .
=3
Montrons que, si l'on choisit &' assez petit, chaque JLj est un ensemble de
Sidon de premidre espéce. Etant donné « > 0, toute fonction P(A) =+ 1 peut &tre

approchée & & preés sur ‘A'a (AN L“ fini) par un polynSme trigonométrique que

1'on peut écrire

n i(mk +gk)x
P(x) = Z 8 e
k=
avec |§| = sup IEkI & « suivant le théoréme 10. Désignons par Pj = (P.'iﬂ’"’P;i ,n)

k<n

un ‘point quelconque de A i’ On a évidemment

i) A
sup Ielmk - P kI £ 6 (N EA)
1¢k&n Iy J

et par suite, si 1l'on considére le polyndme trigonométrique

n igkx
0x) = L APy

il differe assez peu du polyndme P sur J\.J,. De fagon précise

n
[P(A) = Qj()\)l < &' g [oy | (A GAJ.)
d'ol

[8(A) - QJ.(A)] $8+8 g lay | MEASNA).

s

Les polynfmes Qj ont des fréquences l&kt S« ; si 1'on choisit &' de facon que
n
6+ & : [akl = 8" <1, ceci montre que la conclusion du théoréme 10 vaut pour J\j
k=1

avec 6 =06" et w=0. J\.J. est donc ensemble de Sidon de premidre espeéce.
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