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THEORIE DU DEGRE DANS CERTAINS ESPACES DE FRECHET.
D'APRES R.S, HAMILTON

par Nicole DESOLNEUX-MOULIS

Dans cet exposé&, nous complétons les résultats démontrés par Sergeraert dans la
méme conférence, en montrant que 1'on peut développer une théorie de Fredholm dans
le cadre de certains "bons espaces" (en fait tous ceux qui sont consid@rés dans la

pratique appartiennent & cette catégorie). Pour la partie linéaire de la théorie,
nous suivons HAMILTON [2].

Cet outil a été introduit par HAMILTON dans [2] pour étudier des problémes de
déformation de structures complexes de variétés & bord. On 1'applique dans [1] & la

construction d'un espace des modules pour les variétés hyperboliques et a 1'étude

du groupe des automorphismes de ces variétés.

I. APPLICATIONS DE FREDHOLM DANS LES 'BONS ESPACES DE MONTEL".

Soit E un bon espace de Fréchet au sens de HAMILTON et SERGERAERT [2] et [5].

Nous rappelons que E est un espace de Fréchet vérifiant les propriétés suivantes :

- La topologie de E est définie par une famille croissante de normes | |
- Il existe une famille & un paramétre d'opérateurs d'approximation S(t)

(0 < t < +w) vérifiant pour tout x de E les inégalités :

IS, < el |x|;

; -k
[s(t) (x) —x|i_k < ce'(i,k)t, |x|i.
Dans toute la suite, on notera En le complété de E pour la norme | In'

DEFINITION 1. - Un bon espace de Fréchet E est un bon espace de Montel Sz, pour n
assez grand, les normes Iln sont compactes (71 existe un ouvert de E relativement

compact. dans En).

Exemple fondamental. - Soit M une variété compacte de classe c”, 1'espace Cw(M,Rk)

des applications de classe c” de M dans Rk est un bon espace de Montel.

.

Si f est un &lément de Cw(M,Rk) nous posons ]f|n = z Sup IDkf(x)
0<k<n x€EM

L'existence d'opérateurs d'approximation dans Cw(M,Rk) résulte de [3] ou [4].




174

La compacité des normes | ln résulte du théoréme d'Ascoli.

~ . G . - .
De méme, l'espace des sections de classe C d'un fibré vectoriel ayant pour base

P 00
une variété M de classe C est un bon espace de Montel.

Les définitions de "bonne application' de classe C°, "bonne appoication de clas-
se C™" sont celles données par SERGERAERT dans [5]. Pour les bonnes applications
de classe C¥ (2 <r<w), on a le théoréme de fonctions implicites énoncé par

SERGERAERT dans [5].
Nous allons ici donner des raffinements de ce thé&oréme.

DEFINITION. - Soient E, F, G, trois bons espaces de Montel, B un owvert borné de E,

pour une norme | |,, un bon morphisme f : BxF - G, linéaire en la 2&me variable est
compact 8¢ il existe sur F une norme notée | |I et un entier s tels que pour tout
indice i :

lE@, )] < (@) +|nl, O]yl

Remarquons que si B' est un borné de F et m un élément de B, £({m} x B') est.rela-

tivement compact dans Gj pour tout indice j.

Exemples :

1. E=F=G-= CN(M,R) M variété compacte de classe C . L'application f donnée par
P

un produit de convolution est compacte
£(m,y) (€) =J y(MK(E,m(g) ,n)dn.
M

2. E est 1l'espace des structures presque complexes sur une variété M compacte, F=G
est 1l'espace des 1-formes différentielles, sur M, # CE est 1l'es-

pace des structures complexes sur M.

Pour toute structure complexe p, soit Hu la projection sur 1l'espace des formes
harmoniques pour la structure u. L'application H : MxF ~F définie par

H(u,v) = Hu(v) est un bon morphisme compact.

PROPOSITION 1. - La composition d'un bon morphisme linéaire et d'un bon morphisme

compact est un bon morphisme compact.
La démonstration est triviale.

PROPOSITION 2. (Lemme technique di & HAMILTON [2]). - Sotent E et F deux bons es—
paces de Montel, B un ouvert borné de E, m : BxF -+ F, un bon morphisme de projec—

tion linéaire en la 2éme variable (m(m,m(m,y)) = m(m,y). ™ est un bon morphisme li-
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néaire en la 2éme variable compacte si et seulement s Im m(m) est de dimension

finie constante.

Démonstration :
a) Supposons que T soit un bon morphisme de projection, linéaire en la 28me varia-

ble, compact. Il existe un entier s tel que pour tout i :

[r@,y]; <ec@ (nl, + Dyl
Posons 7 (m,y) = z ; m(m,z) =7(m,y) = z.
Donc |z|; <ec(i) (Inl,, + Dle],.
Dans 1'espace vectoriel Im m(m) les normes | [i sont équivalentes 4 la norme | [1

Im 7m(m) est un espace de Banach dont la boule unité est compacte, donc de dimension
finie. Montrons que cette dimension est localement constante. Pour tout m voisin

de m, donné :
dim Im 7(m) = dim Im m(m_).
Soit § = Ker m(m,) SN Im w(m,) = {0}.

Raisonnons par l'absurde et supposons qu'il existe une suite {mn}, limm_=m
n-> o

telle que dim(S N Im ﬂ(mn)) > 0.
Donc il existe une suite {yn} vérifiant' les propriétés suivantes :
8] =1,
vy, €8N Im ﬂ(mn) |yn[l 1
De la suite {yn) on peut extraire une suite convergente {yn } vers un élément y,.
k

v, €SN Im n(mn ) lyoll =1
o

d'oli une contradiction car S N Im Tr(mn ) = {0}. Donc il existe un voisinage ¥ de
o

m, tel que pour tout m dans ¥, dim(S N Im w(m)) = O.

Donc dim Im w(m) = dim Im mn(m,).

b) Récirpoquement, supposons que T soit un bon morphisme linaire en la 2&me varia-
ble tel que dim Im m(m) soit finie et constante.

Posons A(m) = m(m,) o m(m).

A(m) est un bon morphisme. Pour tout m, on définit A_](m) qui est un bon morphis-
me de Im m(m) dans Im m(m_ ) coempact, m(m) = m(m) o A-l(m) o m(m,) o m(m). Nous

en déduisons que m(m) est compact d'aprés la proposition 1.



176

DEFINITION 3. - Soit f un bon morphisme linéaire en la deuxiéme variable de BxF
dans F, f est un bon morphisme de Fredholm si f.est inversible modulo les opéra-
teurs compacts (c'est-d-dire s'il existe 2 bons morphismes 81s By 2 bons morphis-

mes compacts k, et k,, tels que :

29

f(m, g m,y)) -y =k (m,y)

82(m3 f(m,Y)) -y = kz(m9y)

Exemple. - Famille d'opérateurs sous—elliptiques dépendant d'un paramétre véri-
fiant une inégalité de type Garding. (Par exemple opérateur 3; oll p est une struc-

ture complexe variable).

PROPOSITION 3. - Soit £ un bon morphisme de Fredholm linéaire en la dewxiéme va-
riable, de ExF dans F pour tout élément m de B le noyau et le conoyau de f(m) sont

de dimension finie.
Cette proposition résulte immédiatement des définitions et de la proposition 1.

LEMME 1. - Soit E un bon espace de Montel, E, un sous-espace de E de dimension

finte, E. un swpplémentaire de E, fermé, E., est un bon sous-espace de Montel.

1 1

Démonstration :

- Par restriction, la topologie de E, est définie par une famille croissante de

1
normes compactes.

- Construisons sur E, une famille & un paramétre d'opérateurs d'approximation.

1

Soit ™ la projection sur E, parallélement & E,. Posons : S](t) =7, o S(t).

1
Soit m, la projection sur E, parallélement a E

1
1

T = x -G
Pour tout indice i :

]"1(x)|i < lx‘i + l“o(x)li'
Sur E , toutes les normes sont équivalentes
]wo(x)li <K@E) |7, (x) |,
D'autre part, m, étant continue, il existe un indice i, tel que [, (x|, < Kolxli
N o
]nl(x)li <§|x[i +‘K(i) K°|xli°'

Pour i assez grand, ]ﬂ](x)li < c'(i)lx[i.
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Donc |S;(t) (x) |j4 < c'(i,k) tk|x|;.
D'autre part, pour tout &lément x de E;

() = x =m0 S(O)(X) - x =m (S(t)(x) - %)

s, (0@ - x|, <c s - x|, <" x|;.
THEOREME 1. - Soient E et F deux bons espaces de Montel, B un ouvert de E, f une
bonne application linéaire en la 2éme variable de Fredholm BxF =+ F-; si pour un
élément m  de B, fy est un bon morphisme linéaire en la 2éme variable inversible
de F dans F, alors ;Z existe U, voisinage de m, dans B tel que pour tout m de U,,
£, est un bon morphisme inversible. En outre, soit &n 1'inverse de £ l'applica-
tion g U xF ~ F, (g(m,x) = ym(x)) est un bon morphisme linéaire en la 2éme va-
riable.

Principe de la démonstration :
a) Cas particulier ol fm = 1Id + km ol km est un bon morphisme linéaire en la 2&me

variable, compac:.

LEMME. - Sott k un bon morphisme linéaire en la 2éme "ariable, compact. Soit € > O

pour tout indice i = 2 donné, il existe U, voisinage de m_ tel que :

< . e
Vme U, ]km(y)|i s|y|1
Démonstration du lemme. - Soit n > 0, on peut recouvrir 1'image dans F, de la bou-
le unité de Ei par un nombre fini de boules de rayon r < n de centre
SARERD AURS T

Posons Ua = {m ; [k(m,ya)]i <n} et U, =N Ua'

Pour tout m dans U,

[k@m,y)|, < [k(m,ya)|i + [k, y-y )[; <n +c@ (1 + [mf;, On.

D'oll le résultat en restreignant U  de sorte que

]m|i+s <1 sur U,

Fin de la démonstration du cas a). — L'indice i &tant donné assez grand, pour tout

m dans U,, f est inversible ‘de E; dans E;. Il suffit donc de montrer que 1'inverse

ainsi défini est un bon morphisme de E dans E.

Or pour tout indice n :

Iyly < el + e,y
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N

[, <c@(m|  + Dy,

N

'@ (Im| o+ Dlyl;-

N

or Iyl < T8, + elvly

i

N

lyln c"(n) [Ifm(y)ln + (1 + ]mln*'s)lfm(y)lil.

Le résultat découle de cette inégalité en remarquant que pour n = i,

ENCOI PR EMCOI I

b) Cas général. - Soient 8 et g, les inverses a droite et & gauche de f modulo

les compacts.

glof=1d+k]

f o 8,= Id + k2

On applique a f g, le résultat précédent.
COROLLAIRE. - Soit f une bonne application de Fredholm de BxF -~ F ; pour tout élé-
ment m de B, on peut définir l'indice i(m) de £ L'application i est localement

constante.

II. BON MORPHISME DE FREDHOLM ET THEORIE DU DEGRE.

DEFINITION 4. - Soit f un bon morphisme de classe ¢? au moins défint sur un ouvert
B d'un bon espace de Montel E, f est un bon morphisme de Fredholm si la différen—
tielle de £ est une bonne application linéaire de Fredholm considérée comme appli-

cation de BxE dans E.

THEOREME 2. = Soit f un bon morphisme de Fredholm de classe ct (r=>2), on sup—
pose que Df(m)) est une bomne application linéaire en la 2éme variable inversible
de classe Crnl, alors 11 existe un voisinage V de m, et une application g de V

dans E de classe Cr-], quil est un bon morphisme telle que gof et fog sotent L'iden-

tité sur les owverts ou ils sont définis.

La démonstration est immédiate d'aprés le théoréme des fonctions implicites et

le théoréme 1.

COROLLAIRE. - Les espaces B, E, F, étant définis comme précédemment, soit £ un bon
morphisme de Fredholm de classe c* de B dans F ; on suppose Df(m,) surjective. Il
existe un voisinage V de f(m,) dans F et une application g de V dans E, de classe
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cr! qui est un bon morphisme telle que fog = 1d

\'
Démonstration. — Elle se fait comme dans le cas ol les applications sont définies
sur des espaces de Banach, en considérant £ B - BxKer Df(m ) définie par :
o
E@m) = (£m), 7 (m))
ol m est la projection sur Ker Df(m,) parallélement & un supplémentaire. Le théo-

réme | permet de conclure.

Remarque. - Dans le cas ol le noyau n'est pas de dimension finie, cette méthode de
y P

démonstration ne peut s'appliquer (voir SERGERAERT [6]).

THEOREME 3. - Soit £ un bon morphisme de Fredholm de classe C. ; on suppose que
1'espace E est séparable. I'ensemble des valeurs réguliéres de f est un ensemble
de Baire.

Compte tenu des théorémes énoncés précédemment, la démonstration est celle de

SMALE [7].

COROLLAIRE et DEFINITION DU DEGRE. - Sott £ un bon morphisme de Fredholm de B ou-

vert de E dans E de classe C ; on suppose que f est une application propre de B
dans E ; pour toute valeurs réguliére y de £, on définit y(y) comme classe de co-

bordisme (non orienté) de f_](y).

D'aprés les théorémes précédents, vy(y) est indépendant du choix de y dans sa

composante connexe. y(y) est un élément de z, qui sera appelé le degré de f.
) ;

PROPOSITION 4. - Les hypothéses étant celles de la définition précédente, soient
£, et £, deux applications homotopes par une homotopie & support dans 1'espace
des morphismes de Fredholm d'indice O.

Alors deg f, = deg f,.

Cette proposition se déduit du théoréme 3 suivant la démonstration de SMALE [7].
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