MEMOIRES DELA S. M. F.

FRANCIS SERGERAERT

Une extension d’un théoreme de fonctions
implicites de Hamilton

Mémoires de la S. M. F., tome 46 (1976), p. 163-171
<http://www.numdam.org/item?id=MSMF_1976__46__163_0>

© Mémoires de la S. M. F., 1976, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Mémoires de la S. M. F. » (http://smf.
emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html) implique 1’accord avec les
conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une
infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir
la présente mention de copyright.

NuMmbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=MSMF_1976__46__163_0
http://smf.emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Memoires/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Journées Géom. dimens. infinie [1975 - LYON] 163
Bull. Soc. math. France,
Mémoire 46, 1976, p. 163 - 171.

UNE EXTENSION D'UN THEOREME DE FONCTIONS IMPLICITES DE HAMILTON

par Francis SERGERAERT

1. INTRODUCTION.

On présente ici un récent théoréme "de fonctions implicites" de HAMILTON | H1],
le plus perfectionné actuellement dans son genre (méthode de Newton et opérateurs
de lissage), puis on explique comment le résultat de Hamilton peut €tre étendu au
cas ol la différentielle de la fonction donnée n'est pas inversible. On donne une
application au probléme de la stabilité des fonctions numériques de classe ¢’ ae-

finies sur une variété.

-~
Les démonstrations ne sont qu'esquissées ; les détails sont parus ou paraltront

ailleurs.

2. LE THEOREME DE HAMILTON.

2.1. DEFINITION. - Un "bod' espace de Fréchet E est un espace de Fréchet dont la to-
pologie peut &tre définie par une suite croissante de normes :

ey, < H.H] < II.II2 < ... ; de plus E dott étre‘muni d'une famille d un paramétre
S(t) (le paramétre t décrivant [1,+o[ C R) d'opérateurs "d'approxzimation'

S(t) : E » E vérifiant cect :

11l existe un entier r € N tel que

IsCexl; < e T, i=>5

2.2. e
i-j+ . .
lx=s ()l ; < T i<

i,]

(le symbole < signifie qu'il faut faire figurer au second membre une constante
i’j
ne dépendant que de i et j).

Si E. est le complété de E pour "'"i’ on voit que S(t) se prolonge en
S(t) : Ei + E ; S(t) approche ainsi un &lément de Ei par un élément de E. Les iné-

galités (2.2) précisent en fonction de t les comportements de S(t)x et de x-S(t)x.

Un exemple typique de bon espace de Fréchet est l'espace des sections de classe
c” d'un fibré vectoriel C 7 : E » M sur une variété compacte c”. Dans ce cas la
famille S(t) a été décrite par ‘NASH [N1] (il s'agit d'un opérateur construit par

recollement de convolutions par des noyaux bien choisis ; dans ce cas on peut véri-
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fier les inégalités (2.2) avec r=0).

2.3. DEFINITION. - Une "bonne" application f : (U CE) > F de source, un ouvert
d'un bon espace de Fréchet et de but, un autre bon espace de Fréchet F, est une ap-
plication continue vérifiant l'axiome suivant : pour tout x, € U, 7l existe un voi-—

sinage V de x, et un entier r € N tels que

IEGOT f Pl (si x € V).
I1 est clair que les bonnes applications se composent.
2.4, DEFINITION. - Une application £ : (UC E) +» F comme ci-dessus est une bonne
application de classe c! st f est une bomne application et s'il existe une bonne
application df : UxE » F, linéaire par rapport d E telle que
df(x,%) = lim (£(x+tX) - £(x))/t.
t->o

On définit de méme ce qu'est une bonne application de classe ct 0<r<w),
q

Un exemple typique de bonne application de classe Cr'pour tout r € N est le sui-
vant : soit £ : R" + R une application de classe Cw, et M une variété compacte.
Alors Cm(M,Rm), CN(M,RH) sont de bons espaces de Fréchet. Soit
f* : Cm(M,Rm) -> Cw(M,Rn) 1'application de composition & gauche avec
f: f*(g) = fog. Alors f* est une bonne application de classe ct pour tout r.‘Plus
généralement on peut affirmer la méme chose pour les opérateurs différentiels de

0
classe C .

On comparera les définitions ci-dessus avec celles de L-objet et L-morphisme de
[S1]. Les définitions sont &quivalentes en classe de différentiabilité finie. En
classe Cm, la définition naturelle de bonne application de classe C~ serait la sui-
vante : pour tout r il existe une bonne application df : UXxEY + F telle que ... ;
cependant cette définition provoquerait le rétrécissement indéfini des voisinages &
construire dans les démonstrations de théorémes de fonctions implicites. D'ol les
complications de [S1]. Tout ce qui suit s'&tend aux L-objets et aux L-morphismes de

©
classe C .

2.5. LE THEOREME DE HAMILTON [H1]. - Soit £ : (U C E) » F une bonne application de
classe ¢F (2 <r <w). On suppose de plus qu'il existe une bonne application de

elasse P (0 < p < r-rl)_, L : UXF > E, linéaire par rapport d F et telle que si
XxEU, XEE, yEF, alors df (x,L(x,5)) = J et L(x,df(x,%X)) = X (autrement dit

L : F>E estun inverse de df _ + E > F). Sotent x, € U et y, = f(x,). Alors il
existe des voisinages ouverts U' de o5 V' de y, tels que f soit un bon Cpﬂ—difféo—

1

morphisme de U' sur V', Z.e. £ : U' > V' est bijectif, et v s est une

bmmcwk@ﬂwwwn;&pws 1. - -1 R
df T (y,y) = L(E (y), ¥).
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2.6. PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME DE HAMILTON. - On peut supposer
X, =y, = 0. Il faut montrer que si y est peu différent de O, on peut résoudre en x
1'équation f(x) = y. La méthode d'Hamilton est essentiellement la méthode de Newton
comme modifiée par MOSER (voir [MI] ). n
. . @
Soit y peu différent de O fixé. On pose t, =e , puis on construit par récur-

rence en partant de x, = O.

o _ ,iéme
zn =y f(xn) n erreur
_ _ _iéme .
Axn = S(tn)L(xn,zn) n correction
iéme . . .
X =X, + Axn = (n+1) approximation de la solution x de f(x) = y.

Le terme L(xn,zn) est la correction typique de la méthode de Newton (voir figure).
La correction supplémentaire S(tn) a pour but de rattraper une 'perte de dérivées'
qui survient quand N
on obtient L(xn,zn).
En effet on ne dispose
que de majorations du

type :

j=}

L(x ,z .S I4x + [z
IL.C ° n)“1 < I n". I n".
1+r 1+r

"

& fini N
et aprés un nombre 2 /E(x) = L(x ,z.)
Viez . ' . n n n’n
d'itérations on n'aurait plus

aucun renseignement sur

IL(x_,z . 4 moins de con-
I n’ n)"1 ) 0 X n
naitre le type de croissance par

rapport & i de Hani et de Hani ; mais ceci n'est jamais le cas.

Hamilton démontre par récurrence sur n que pour un entier r convenable les inéga-

lités suivantes sont vérifiées :

6r
<
1) "xnlli ;~ t Ilylli
2) Izl < 8Tyl
n . 6 n 21r
3) Han < ¢ (pour un ¢ € R tel que Br(O,e) C v)
r
<
4) ||an|i T‘"y"i+20r
i
-4r
<
5) "znlli ;~ t "y"i+20r
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< .°T
6) ﬂAxn"' ;- t “y"i+20r'

i
L'inégalité 3) assure la correction de la construction par récurrence. On déduit
de ces inégalités que la suite X converge vers un X € U et que £(x) = y. On peut
donc poser x = f_](y). La convergence de X vers x est localement uniforme H £
est donc continue. L'inégalité 4) prouve que f_1 est bonne. Ensuite on montre que
df-](y,§) = L(f_](y),§), ce qui permet de déduire la différentiabilité de f_] de
celle de L.

Pour donner une idée de la démonstration de ces inégalités, indiquons comment

1) ==2).
hz I = Iy-£G I = Hy-f(xn_] + Axn_,)u
r .. r T )

= ly-f - df( + l 1-g)d%£( + | 2 4l
B v (xn—]) Xn-l’ Axn-l) o a-¢ xn—l £ Axn-l) * Axn—2 £ r
< -

"df(xn—l’ a S(tn—l)) L(Xn—l’zn—]))"r
+ l 1-cya’s s L x2 I

)y (=8)d%f(x_ _| + & bx ) . (e P& sz ) dell

En simplifiant beaucoup, disons seulement que le fait que les termes encadrés
soient trés petits permet de montrer que 1) = 2). Il n'est pas question de donner

ici plus de détails.

3. DIFFERENTIABILITE DE f ..

Dans la démonstration de Hamilton, la différentiabilité de f_] résulte de la for-
mule df-l(y,§) = L(f_l(y), §). Pour démontrer cette formule, il faut savoir que LX
est un inverse bilatére de dfx. Cependant, dans certains cas comme celui du problé-
me du déploiement universel qu'on étudiera plus loin, la différentielle dfx est
surjective, mais n'est pas injective. De fagon plus précise, il faut supprimer
dans les hypothéses du th@oréme de Hamilton celle qui affirme que
L(x,df(x,X)) = X et ne garder que la relation Hf(x,L(x,?)) = ¥. On va expliquer
maintenant comment la dérivabilité de f_] (qui, naturellement, n'est plus unique)

peut encore étre démontrée.

Les quantités X5 X5 2, Axn de 2.6 sont en fait des fonctions de y. La dériva-

. _ . .
tion de X X S(tn)L(xn,zn) donne

+1
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dx L1 (5Y) = dx (1,9) + S(EDALGx L dx (7,9),2) + S(e)LGx 5z, (7,9))

dzn+](y,y) y - df(Xn+], an+](Y,Y))

dz (y,¥) = df(x 4, dx  (v,5) + df(x, dx ., (7,5))

- dEGx, dx L (,9)) + dEGx s dx (3,9))

dfGx, | (1-8(t)) | Lix_,dz (3,9)))

=)

1
2 - -
- Jo d f(xn + EAxn, Axn s dxn+](y,y))dg

- df(xn,s(tn)dL(xn,dxn(y,§),

"

Les termes encadrés sont '"petits'. On peut ainsi prouver par récurrence et suc—

cessivement que :

o, r'
~ l -~ -~
<
Ilax (y,y)"i S t (Hy"i"yﬂ .+ Dyl .Hy"i)

i
—a,r' R .
ldz (v, 9)0 'f t, Uyl "y"r'jkr' Al YLD
~ —agr! - ~
Hdzn(y,y)lli f t ("y"r, "y"i+kr' + "y"i+kr'"y"r')
-o,r'

“ “ 4 - -
- <
"dxn+l(y,y) dxn(y,y)"i ;\ e ("y"r'"y"i+kr' + "y"i+kr'"y"r')

pour des entiers k, r'

assez grands, et pour des réels Qs Ggy Ogy Oy > 0 convena-
. s . -1 . -
bles. La derniére relation montre que f = lim X, est de classe C!. On ne conmnait

pas d'expression simple de df_] comme dans le cas de 1'&noncé de Hamilton.

Si L est de classe Cp, on peut montrer par des calculs analogues mais technique-
ment beaucoup plus compliqués que s est de classe cP (remarque : on obtient une

différentiabilité de moins qu'avec le théoréme de Hamilton).

4, APPLICATION AU PROBLEME DU DEPLOIEMENT UNIVERSEL.

Soit M une variété réelle C~ compacte. On note 7 (M) 1'espace des champs de vec-
teurs de classe C* de M (0 <r < ), Dr(M) 1'espace des Cr—difféqmorphismes de M,
Cr(M) 1'espace des fonctions numériques de classe ct définies sur M, D;(R).(resp.
C;(R)) 1'espace des Cr—difféomorphismes (resp. des cF-fonctions numériques) de R

a support compact.
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Soit £ € C (M). On peut définir deux applications :

tf : TE M) » ¢ Qo

wf : C;(R) > cf )

par tf(g)(x)
wi(g,) (x)

df (x) . E](X) =1f o El(x) et
EZ o f(X).

4.1. DEFINITION. - f est de codimension finie si tf(l‘w(M)) + wf(CK(R)) est de co-

dimension finie dans cT .

4.2, INTERPRETATION. - On peut considérer 1'action du groupe b M) x D;(IR) sur
") définie par (@, ©)) . £= P, 0 £o P

groupe opposée a la structure ordinaire). Alors I‘w(M) ® I‘;(IR) peut €tre considéré

(munir D” (M) de la structure de

comme 1'espace tangent a Dm(M) X D;(R) en (id, id), et tf @ wf comme 1l'application
tangente 3 l'action du groupe sur f en (id, id). Si cette action suit son comporte-

ment infinitésimal, on peut donc s'attendre 3 ce que si f est de codimension finie
. . 2o - o . . P
c, alors 1l'orbite de f soit une ''sous-variété" de C (M) de codimension c. Plus pré-

ctsément :

4,3, THEOREME. - Soit un entier c € N. Alors 7l existe des entiers r, r, avec

r <r, tels que, s £ : M > R est une fonction de classe ¢” de codimension finie c,
alors 1l existe c fonctions Eloeees fc € Cw(M), un voisinage ¥ de f dans ce ™),
et des applications continues 815 8y V> Dr“_r(M) x D;°_r(lR) x RS ayant la pro-

priété suivante : si g € ¥ et st

S](g) = (@19»@2 H )‘]’...’)‘C)’ 52(3) = (wl,\l)z H U]a~--’uc)

alors
g = (PZ ° (f+2>‘ifi) ° '*Pl =‘le ° fowl "'zuifi

. r' VS r'-r
De plus, st g€ ¥ N C° (M) avec r' = r,, alors tP], ¥y €D ),

r'-r
@, ¥, €D (R).

- A}

Enfin, st r' est assez grand, les applications 15 Sy restreintes @ ¥ N CcT (M)

sont aussi différentiables que 1l'on veut.

On peut donner un énoncé analogue dans le cas ol f lui-méme est de classe de

différentiabilité finie.
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... section transverse

f+2 RE,
1

Orbite de f

4.4, INDICATIONS SUR LA DEMONSTRATION. - Soit (fl,-..,fc) une base d'un supplémen-
taire de t£(I (1)) + wf(C;(R)). On considére 1'application

© : D (M) x D;(R) x RS » ¢~ (M)
définie par
B(P, W) 5 Aseed ) = D)0 (F+HINED) o @

C'est une "bonne'" application de classe c” (on peut considérer D (M) par exemple

comme variété modelée sur un bon espace de Fréchet).

Alors dé(id, id, O j El, Ez, Al,...,kc) = tf(gl) + wf(gz) +Z iifi de sorte que

do(id, id, 0) est surjective.

On va chercher & appliquer le théoréme de fonctions implicites démontré au § 3.
On sait déja que d¢(id, id, O) est surjective ; il faut maintenant construire la
fonction L figurant dans 1'énoncé de ce th&oréme, autrement dit il faut résoudre en

E], Ez, h\ 1'équation :
dq)(q)]: LPZ’A H g],‘éz,i) =;]

ol @1, @2, A, N sont donnés. En utilisant la structure.de groupe de DM(M) x D;(R)

on peut se contenter de résoudre 1l'gquation

d<I>id(id, id, 05 &5 &55 A) =

4?)\('47]: “'Pz)u) = \PZ o (f + Ekifi + Zulfl) ° ‘.Pl
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or do, (id, id, 0 ; &, £,y 1)

= t(f + mifi) . g] + w(f + }:Aifi)gz +Z Aifi =n.

I1 faut résoudre cette dernidére équation en El’ 52, A connaissant \ et n. C'est
le théoréme de division de Malgrange-Mather qui donne la solution. On va illustrer

ceci sur un exemple.

Supposons M=R (la non-compacité ne va jouer aucun rdle), et f(x) = x3. Alors

00 % @) et dome t£(E)) = 3%, wf(Ey)) = £,(). Adnsi
ETTOD) + wf(CE®) = (3% E + E,6N)).

C'est un sous-espace de codimension | dans C”(R). Une base d'un supplémentaire est

constituée par la fonction.fl(x) = x. Ainsi on peut résoudre

3x2 El + 22(x3) + Ax

n

par

PPN 3 ~,
g, =h@x, =70, E - “'”(O)X(:z) ~ 1 (Ox

©

ol X est un Elément de CK(R) qui vaut identiquement 1 au voisinage de z&ro. On note

ol . 0 . ~ . . ~ P
que El est bien de classe C si n est de classe Cw, et aussi que si n est supposé

seulement de classe Cr, alors El est en général de classe Cr-2 seulement.
Supposons maintenant qu'on veuille inverser dQA 3 i1 faut résoudre :
2 ~ - 3 -~ -~
(3x" + A)El + gz(x + AX) + AX =

Or le théoréme de division de MALGRANGE-MATHER ([M2], [M3], voir aussi [L1])

permet d'affirmer qu'il existe Q, h] et h2 tels que :

A0 = (357 + 200060 + b O)x + by(0).

~

Posons donc A = h], 52 = hz.X, et
a2 .3 ~ 3
- n=ix gz(x +x) B n hlx h2X(x + AX) 1-X(x3+xx)
&1 7 2 = 2 = QG + hy —=5——=
3x" + A 3x7 + A 3x° + A

On voit que si A est assez petit, le numérateur 1 - X(x3 + \x) s'annule identi-

quement au voisinage des points ol 3x2 + X = 0.

Ceci permet de construire L. Il faut encore montrer que L ainsi défini est une

"bonne'" application ; mais cela résulte de la démonstration du théor&me de division



qu'a donnée LASSALLE [Ll1].

La construction de L qu'on vient de décrire peut €tre généralisée a un f € c” )

de codimension finie quelconque.

Le théoréme de fonctions implicites que nous avons énoncé permet de construire

une section locale s de ¢. Ceci revient 3 affirmer l'existence de s du théoréme

du déploiement universel. L'existence de s, se démontre de la méme fagon.

Nous avions démontré un résultat analogue dans [S1]. Le progrés essentiel apporté
par le”théoréme d'Hamilton est 1l'existence d'une constante r (indépendante en par-—
ticulier de r') dans 1'énoncé du théoréme 4.3. Le résultat est ainsi beaucoup plus

satisfaisant.

(Rédaction d'un exposé présenté au Colloque "Dimension Infinie" de LYON (26-30 mai
1975).
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