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LA THEORIE DES POINTS FIXES DES APPLICATIONS

A ITEREE CONDENSANTE

par James EELLS et Gilles FOURNIER

1. INTRODUCTION.

Pour commencer, considérons les trois résultats suivants (définitions à suivre) :

THEOREME 1 . - Soient X un C 1 -rétract absolu de voisinage et f : X -^ X ., une C 1 -

application possédant un attracteur compact C. Si f est à itérée condensante ("even-

tually condensing11 ) près de C., alors le théorème de Lefschetz est valable. (C'est-

à-dire, le nombre de Lefschetz, A est bien défini et. A - ^ 0 implique l'existence
d'un point fixe pour f.)

THEOREME 1 bis. - Soient X un C -rétract absolu de voisinage^ Uj un ouvert de X

et f : U -^ X une C -application à itérée condensante telle que Fix(f) est compact.

Alors l'indice ind(f : U -> X) est défini et possède les propriétés usuelles. En
particulier^ ind(f) = A .

THEOREME 2. - Soient X un ^-rétracte absolu de voisinage et f : X -> X une applica-

tion holomorphe vérifiant les hypothèses du Théorème 1. Alors f possède un unique
point fixe.

.'<
Si X est un ouvert d 'un espace de Banach, alors le Théorème 1 devient le Corol-

lary 9 de NUSSBAUM [30 ] et le Théorème 2 est prequ'une reformulation d 'un résultat

de EARLE-HAMILTON [ l 2 ] . Avec nos définitions, nous ne rencontrons aucune difficulté

à passer au cas général en utilisant des méthodes bien connues ; les démonstrations

de ces théorèmes seront données dans l e - § 5. La définition de l 'indice d'une C -

application à itérée condensante (généralisant celle de NUSSBAUM [28] pour les C°-

applications condensantes) et la démonstration du Théorème 1 bis sont plus diffi-

ciles ; celles-ci sont données dans les § 6, 7.

Le but essentiel de ce travail est d'examiner les hypothèses de ces théorèmes,

du point de vue de situations et de certains exemples existant en analyse concrète.

Quant aux espaces X, le cadre est plus ou moins satisfaisant grâce aux développe-

ments récents de la topologie différentielle des variétés banachiques. Nous pré-
* Ce travail a été partiellement supporté par une bourse accordée par le Conseil
National de Recherches du Canada. Nous tenons à remercier I. NAMIOKA pour les fruc-
tueuses discussions.
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senterons beaucoup d'exemples dans le § 2.

Quant aux applications f, il y a deux types d'hypothèses ;

a) l'existence de l'attracteur compact. Cela intervient essentiellement, il nous
semble, dans la définition du nombre de Lefschetz suivant la méthode de Leray.

b) L'hypothèse que f ait une itérée condensante près de l'attracteur. D'abord,
nous ne savons pas si une telle restriction est essentielle. D'autre part, ceci
est une hypothèse souvent vérifiée, comme le montrent les exemples suivants :

Exempte -Z. - Soit f : X ->- X à itérée compacte. Alors f possède un attracteur
compact et a une itérée condensante ( § 3) ; le théorème 1 a été énoncé dans [ 1 5 ] .

Exempte 2. - Si f possède un attracteur compact C et si, pour tout x E C , la dif-
férentielle Df (x) d'une itérée f (n étant indépendant de x) est condensante,
alors f a une itérée condensante près de C ( § 4 ) .

Exempte 3. - Si f possède un attracteur compact C , qui attire un voisinage W, sur
lequel

sup HD^ll < ° o
i > 1

alors f a une itérée condensante près de C ( § 4 ) . Voir aussi Exemple 4C.

L'outil fondamental pour l'étude de l'hypothèse b ) , est le module de non-compaci-
té, y ( f ) , de l'application f. Cette notion (due à KURATOWSKI ( 2 2 ] ) a été utilisée
par DARBO [ 1 0 ] , en théorie des points fixes, et surtout, par NUSSBAUM [ 3 0 ] , d'une
manière puissante et fructueuse.

Nous n'avons aucune idée si les hypothèses de différentiabilité sont nécessaires
pour la validité des Théorèmes 1 et 1 Bis. (Celles-ci peuvent être écartées complè-
tement si X est localement compact, et, dans ce cas, le théorème est vrai pour tout
C°-ANR). Certainement, celles-ci sont essentielles pour appliquer les méthodes de
Nussbaum.

Conventions» - Les espaces sont toujours métrisables et les applications sont tou-
jours continues. Une variété (respectivement, application) de classe C (0 î̂  r ̂  ° ° )
sera appelée une C -variété (respectivement, C -application).

2. RESULTATS TOPOLOGIQUES.

Références générâtes. - [ l 3 ] , [ 1 6 ] , [ 2 2 ] .

(A) Soit X un espace métrisable, rétracte .absolu de voisinage (noté ANR). Il existe
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alors un plongement fermé de X dans un espace norme convenable, V, un voisinage N ,

de X dans V et une rétraction r : N -> X. Chaque C°-variété modelée sur un espace

vectoriel localement convexe est un ANR.

Par exemple, soit ^(S,M), l'espace des applications x : S ->• M d 'un espace compact

S, dans un ANR, M, muni de la topologie de la convergence compacte. Alors ^(S,M)

est lui-même un ANR. Il en est de même pour l 'espace ^ ( S , M ) , - d e s C -applications

d'une variété différentiable compacte. S, dans une variété différentiable,

M(0 < k < o o ) ^ ^ (S,M) étant muni de la topologie de la C -convergence compacte.

Enfin, £ (S,M) (r > (dim S ) /p ) , muni de la topologie de Sobolev évidente, est
aussi un ANR.

(B) Nous disons qu'un espace de Banach^ E, est C1", s'il existe des partitions de

l 'unité par des fonctions de classe C^. (Cette définition est équivalente à celle

donnée dans [l3], § 2 , si E est séparable.) Alors une C^variété banachique, X,

modelée sur E admet des C -partitions de l 'unité. Nous dirons que X est un Cr-

rétract absolu de voisinage (noté C^ANR) s'il existe un plongement de classe C1'

de X dans un espace de Banach convenable, V, un voisinage, N, de X dans V et une

rétraction r : N -> X, de classe C1". Notons ici que i (X) est un fermé de N. Dans

cet ordre d'idées, nous dirons qu'une variété analytique complexe X, est un H-ANR

s'il existe un plongement holomorphe de X dans un espace de Banach complexe et une

rétraction holomorphe r : N -> X, où N est un voisinage de X.

Exemple 7. - Etant donnée une variété différentiable M, les espaces ^ (S,M) sont

des variétés différentiables banachiques (0 < k < œ). Celles-ci n'admettent pas de

C -partitions de l 'unité (r > 1). Toutefois, elles sont des C^ANR, comme le montre

la construction suivante : soit i : M -> F un C^plongement dans un espace de Banach

F, et r : N -> M une C -rétraction d'un voisinage ouvert. Alors ^€ (S,N) est ouvert

dans l'espace de Banach ^ (S,F) et r induit (par composition) une C^rétraction

T : ^(S.N) -> ^(S.M).

De même, si M est une variété de Stein (de dimension finie), alors ^(S,M) est
un H-ANR.

Exemple 2. - On peut varier ces exemples en prenant des espaces d'applications vé-

rifiant les conditions de Holder d 'ordre a (0 < a < 1) sur les dérivées d'ordre

inférieur ou égal à k. On obtient ainsi des variétés banachiques non-séparables

^ (S,M) (0 < k < œ^ k entier). Celles-ci n'admettent pas de C^partitions de

l 'unité (r > 1).

Par contraste, les variétés A "^(S.M) définies dans [3] sont séparables et admet-
tent des C -partitions de l 'unité.
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Exemple 2. - Chaque C -variété X (séparable ou non) modelée sur un espace de Banach

réflexif est un C -ANR. (Par exemple, les variétés JC^S, M) où r > (dim S)/p et

1 <^ p < 0 0 . ) Ceci est une conséquence du résultat suivant :

PROPOSITION 2B. - Soit X une ^-variété modelée sur un (^-espace de Banach^ E

(r > 1 ) . Alors X admet un p.longement (fermé et direct) de classe C1" dans l î espace

de Banach ji (E). De plus^ il existe un C1'-voisinage tubulaire de X dans ^ (E). En

particulier, X est un C^-ANK.

Pour la démonstration, voir [16 , Corollary 12 .1 et Lemma (p. 180)]. Les modifica-

tions nécessaires pour rendre compte de la non-séparabilité éventuelle ne présent-

lent pas de difficultés, grâce aux résultats de TORUNCZYK [351 ; voir aussi [37].

(C) Etant donnée une application f : X ->• X, on appelle une partie compacte non-

vide C C X, un attracteur compact (pour î.) si

1) C est f-invariante (i.e. f (C) C C) ; et

2) à chaque partie compacteK C X, et à chaque voisinage, U, de C, correspond un

entier positif n^ tel que f (K) C U, pour tout n ^ n^.

Notons que la condition 1) n 'est pas restrictive ; en effe t , si C' est une par-

tie compacte de X ne vérifiant que la condition 2) , alors C = U { f ^ C ' ) : n ^ 1}

est un attracteur compact (pour f ) .

PROPOSITION 2C. - Une partie compacte non-vide s C., de X est un attracteur compact

pour f si et seulement si

i ) C possède un système fondamental de voisinages ^-invariants ; et

ii) X = U {f (U) : i ^ 1 } pour tout voisinage^ U., de C.
i

En outre^ si X^« —»X est un rétract de X et f^ : X^ -> X^ possède un attrac-

teur compact C^CX^ alors i(C^) = C est un attracteur compact pour f : X ->- ^défi-

nie par f = io f^or .

La démonstration est tout à fait élémentaire ; en particulier, voir f 3 0 ] , § 1.

(D) Le résultat fondamental suivant est dû à LERAY [ 2 6 ] , fondé sur sa notion de

trace généralisée :

THEOREME 2D. - Si X est un rétract absolu de voisinage et î. : X -> X^ une applica-

tion possédant un attracteur compacta alors le nombre (entier) de Lefschetz de f

est défini par

A - = A ( f ) = 2 (-1)1 Traced^lH^X)) .
i > 0
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De plus ̂

a) Si Y C X es^; un ANR têt que f(X) C Y., a^ors A( f ) = A ( f | Y ) ;

b) Si Xp< =± X es^ ^n petezût comme dans la Proposition 2C^ alors A ( f ^ ) = A( f ) .

c^) 6'z^ <& plus^ C es"^ un attracteur compact (pour î - ^ ) s alors j pour chaque voisina-

ge t^-invariant, U., a'ê C., ^'f ouvert W = r~ (U) est ^-invariant et A(f<,) = A ( f [ W ) .

Ici, H (X) désigne l'espace de cohomologie (d'Alexander, de Cech ou singulière)

de X de dimension i, à coefficients rationnels.

Soit K ( f ) , l 'idéal gradué et f-invariant de H (X) défini par

K*(f) = U {Noyau^f^* : H*(x) -> H*(X)) : p > 1}.

Alors l'existence d 'un attracteur compact implique que

dim H^X^K^f) < oo, et

H (X) /K ( f ) = 0 pour i suffisamment grand.

Suivant Leray, nous définissons

Trace ( f ^ l H ^ X ) ) = Trace (f* [H^X) /K^f) ) .

(E) La construction suivante est usuelle :

PROPOSITION 2E. - Avec les mêmes hypothèses sur X et f : X ->- X., étant donnée une

suite (r ) ^ C (R décroissante vers 0., supposons que (U ) ^ , soit un systèmem m s ^ l s c.t. m m ^ l
fondamental de voisinages ^.-invariants de C tel que chaque U admette un recouvre-

ment fini y ^ par des ouverts de diamètre inférieur à r . Supposons en outre,

qu'il existe une équivalence d'homotopie,.

^m
\ <==- ^m^

^m
de petit ordre r . (Ici N(e97 ) est le nerf du recouvrement y , ) Alors le thêo-m m •' m
rème de Lefschetz est valable.

Preuve. - D'abord si g = ^ o f o ^ : N(y^) -^ N(^), alors A = A.. Par consé-

quent, A,: 4- 0 implique l'existence d 'un point fixe, y , de g. En posant x = i^ (y ) »i m m m m
on voit que p ( f (x ), x ) < r . La compacité de C permet l 'extraction d'une sous-X m m m
suite de (x ) convergente vers un point x E C. Evidemment, f (x) = x.

(F) Voici quelques situations dans lesquelles on peut calculer sans peine le nom-

bre de Lefschetz. Nous supposons, une fois pour toutes, que les hypothèses du Théo-

rème 2D sont vérifiées.
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Exemple 1. - Si X é?s^ f^-acy clique ̂  c'est-à-dire^

H^X) = p si i=o

[ 0 si i^O

alorSs A,: = 1 . Par exemple,

(a) Si X est un sous-ensemble métrisable convexe d'un espace vectoriel, V, locale-

ment convexe.

(b) Si X est un ouvert métrisable contractile de V ; plus -généralement, si X est

une variété contractile modelée sur un espace de Fréchet.

(c) Si X = P(V), îespace projectif réel d'un espace de Banach, V ; plus générale-

ment, si X est la variété de Stiefel des n-repères dans V.

(d) Si X = S(V) = {x G V : |x| = 1 } o ù V est un espace de Banach de dimension in-

finie.

(e) L'espace classifiant B = K(r,l) d'un groupe fini r admet un représentant qui

•est un ANR. B est Ç -acyclique (toute classe de Z-cohomologie de B est une

classe de torsion dont l'ordre divise l'ordre de r). De même, K(r,n) est Q -acy-

clique pour tout groupe abélien fini r, et tout n.

(f) Etant donné un ANR Ç -acyclique et simplement connexe, X, soit Cl (X), l'es-
ab

pace des chemins continus sur X joignant a à b, muni de la topologie de la conver-

gence compacte. Alors n , (X) est un ANR ^ -acyclique.

"Exemple 2. - Soit X connexe. Supposons que l'algèbre de cohomologie H (X) (ou^ plus

généralement s H (X)/K (f)) à coefficients rationnels ne possède aucun élément nil-

potent^ alors A - = l .

Plus particulièrement, H^XVK^f) = 0 pour i > 0. En effet, pour u G H^X), il

existe m tel que u^ G K^f), alors ((f*)1^))"1 = (f*)1^"1) = 0, pour un certain k,

d'où (f*)^) = 0 et u G K^f). Par exemple,

(a) l'espace classifiant B d'un groupe de Lie compact, G, admet un représentant

qui est un ANR. Il est bien connu que l'algèbre de cohomologie à coefficients ra-

tionnels H (B ) possède la structure d'une algèbre de polynômes. On a les sous-

exemples suivants : la grassmannienne des n-plans (réels, complexes ou quaternio-

niques) dans un espace de Hilbert de dimension infinie, E.

(b) L'espace $ , ( E ) , des opérateurs de Fredholm d'indice k (entier) sur E. Là aussi,
»

H ($,(E)) est une algèbre de polynômes.

(c) Si S" = {x G IR114' : 1 1 x 1 1 = 1 } et ÎÎS11 est l'espace des lacets continus en un

point de S , alors H (î2S ) est une algèbre de polynômes à une variable, de de-

gré 2m. De la même façon, si G est un groupe de Lie compact et simplement connexe,

alors H (^G) est une algèbre de polynômes de la forme



» » ^l''1 « ^n-'1H OÎG) = H (îîS ) x . . . x H (nS ' J ) ,

où j est le rang de G.

(d) Si P est un polyhèdre fini tel que H (P) = 0 pour tout i > 0, alors
H ( ^(P, S )) est une algèbre de polynômes (puisqu'isomorphe à la cohomologie

d'un produit d'espaces d'Eilenberg-Mac Lane, K(Z', 2 n . ) , et puisque chacun de ces
derniers est une algèbre de cohomologie isomorphe à une algèbre de polynômes à
une variable).

3. MODULE DE NON COMPACITE.

Références générâtes. - [18] , [19] , [20] , [22] , [23], [29], [30].

(A) Rappelons maintenant la notion, due à KURATOWSKI [22, 23] , de module de non-
compactté, y » d 'un espace et d'une application.

Si (Y,p) est un espace métrique, on définit le nombre

y (Y) = inf { c
il existe un recouvrement fini, (S . ) , -^ . ^ , de1 1 ^ 1 ^ n
Y par des parties, S . , de diamètre ô ( S . ) < c

Nous remarquons que y(Y) < oo si et seulement si Y est borné.

Propriétés :
1 . 0 < y (Y) < 6 (Y) .
2. Si A C B C Y, alors y (A) < y(B)~.
3. y(A U B) = max(Y(A), y(B)).
4. yCA) = Y(A).
5. Si Y est complet, Y(A) = 0 si et seulement si A est relativement compact.
6. y ( N ^ ( A ) ) < Y(A) + 2e, où N^(A) = (y : p(y .A) < e) .
7. Si (Y,p) est complet et si A. D A^ D ... est une suite de parties non-vides

et fermées de Y telle que y(A ) -> 0, alors
a) A ='0 {A : 1 < n < °o} est non-vide et compacte.oo n -
b) A •> A^ dans la métrique de Hausdorff . En particulier, pour chaque voisinage,

U, de A dans Y, il existe un entier n^ tel que A C U pour n ^ n .

c) si chaque A est connexe, alors A est connexe.

8. Si f ; X -»• Y est une application entre deux espaces complets, X et Y, et si
X D A. ^ A« D ... est une suite de fermés telle que y(A ) -*• 0, alors

f( n A ) = n f(A ).
n=l n n=l
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Pour les démonstrations de 7. et 8., voir [22] ou [30].

Nous avons besoin de certaines propriétés spéciales du module de non-compacité

dans les espaces vectoriels topologiques. Les propriétés suivantes sont dues à

DARBO [ 1 0 ] . Soient A, B C E, où E est un espace vectoriel norme, alors

9. y(A+B) <y(A) + y (B) .

10 . y (rA) = [ r|y (A) , pour r G IR.

1 1 . y(co A) = y (A), où co A désigne l'enveloppe convexe fermée de A dans E.

(B) Le module de non-compacité d'une application f : X -^ Y est défini par

y(f) = inf {k> 0 : Yy( f (A)) < ky^(A) pour tout A C X} .

PROPOSITION 3B. - Dans cette dé finition, remplacer y - ( A ) par 6 ..(A) donne la mêmeA x
valeur de y( f ) : ï( f(A)) < ky Wpour tout A, si et seulement si y( f (A)) < ko (A)
pour tout A.

'Preuve. - La nécessité est une conséquence évidente de la Propriété 1 du § 3.A.

Prouvons la suffisance. Si y(A) = œ, c 'est évident ; sinon, posons r = y(A) .

Pour c >0 donné, on peut trouver S ,...,S tels que A = u S . et 6 (S .) < r+e .
Alors, i=l L 1

Yy(f(A)) = max {y ( f (S . ) ) : 1 < i < n)

<max{kô (S^ ) : 1 < i < n} < k(r+e) .

On déduit que y y ( f ( A ) ) < kr = ky (A) .

Propriétés :

1 . Si l'application f est compacte (c'est-à-dire, f(X) est relativement compact

dans Y), alors y(f) = 0. Réciproquement, si Y est complet et y(f) = 0, alors f

est localement compacte.
f g

2. Etant données X——»• Y———*> Z, nous avons : y(g°f) <y(g)y( f ) .

3. Soit f : X -> Y une application de Lipschitz (c'est-à-dire, il existe k >0 tel

que pY(f(xp, f(x^)) < kp^(x^x^) pour x ^ , x^ e X), alors y(f) < k.

4. En outre, si f : X -^ Y est localement lipschitzienne, alors, pour tout compact

C C X, il existe un voisinage, W, de C tel que y( f |W) < œ.

5. Si V est-un espace de Banach et si f,g : X -> V, alors y(f+g) < y(f) + y(g).

6. Si X et V sont deux espaces de Banach, alors y : jC(X,V) -> R est une semi-norme

sur l'espace des opérateurs bornés u : X -> V, continue par rapport à la topologie
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de la norme sur £- (X,V) ; en fait, y(u) ^ II ull • De plus, "y induit une norme sur le

quotient JC(X,V)/k(X,V), où

k(X,V) = uG ^(X,V)
u(A) est relativement compact, si

A C X est borné.

(C) DEFINITIONS. - Si X = Y et y( f ) < 1 , nous dirons que f est condensante ou que f

est un condenseur (f est dite "k-set contraction" (k < 1 ) , dans [30]). Une appli-

cation f : X -> X est dite à itérée condensante ("eventually condensing"), s'il

existe un entier, n, tel que la n18111 itérée, f , est condensante. Plus générale-

ment, si U est ouvert dans X, alors f : U - > - X est à itérée condensante, s'il existe

n tel que f11 : f ^X) -> X est condensante. Si f possède un attracteur compact, C,

nous dirons que f est condensante (respectivement, à •itérée condensante) près de C,

s'il existe un voisinage, W, de C tel que f |w (respectivement, f |W) est conden-

sante.

PROPOSITION 3C. - La propriété d'avoir une itérée condensante est indépendante du

choix des métriques compatibles sur X. (Nous dirons que deux métriques p. et p^
2

sont compatibles, s'il existe c > 0, tel que p.(x,y) < cp«(x,y) < c p.(x,y) , pour

x, y G X.)

^
Preuve, - La propriété (3) ci-haut, montre que y, (A) < cy-(A) < c y . (A) , pour tout

A C X . Si f11 est y .-condensante (y.(f11) = k< 1 ) , nous choisissons m tel que

c\m< 1 , alors y^f^) < 1 .

(D). Pour une application f : X -^ X, on dit qu'une partie C C X attire U^ un voisi-

nage de C, si pour tout voisinage, W, de C, il existe n tel que f (U) C W.

Exempte. - Si X est complet et si W est un ouvert f-invariant de X tel que

lim yÇf^W)) = 0 et tel que f^W) C W pour un certain m, alors

c = n f^w)
w n > 0

est un attracteur compact pour f |w, qui attire W, un de ses voisinages.

En particulier, si X=W, il est suffisant que lim y(f (X)) = 0.
n ->- °°

PROPOSITION 3D. - Soient X un espace complet et Cj un attracteur compact pour

f : X ^ X. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) C possède un voisinage, U, tel que
lim y(fn(U)) = 0 ;
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b) il existe un système fondamental de voisinages i^ de C tel que^ pour tous
V, V € ^ il existe n têt que f^V) C V ;
c) C attire U, un de ses voisinages,

Preuve. - a) "̂  c). Par la proposition 2C (i), nous pouvons supposer que f(U) C U.
Par la propriété 7 du § 3A,

K = D f^U)
n^l

est compact. Si W est un voisinage de C, il existe m tel que f^IC) C W. Par la pro-

priété 7 du § 3A, il existe k tel que f^U) C î~^W ; d 'où f^^U) C W.

c) ==> a). Nous utilisons encore la proposition 2C (i) pour supposer que U est f-

invariant. Alors, pour tout e > 0, il existe n tel que f £ (U) C N / ^ ( C ) . Par con-

séquent, n > n implique que

yd^U)) ^f^CU) <y(N^(C)) < e + Y ( C ) < e

b) => c). Evident.

c) ==> b). Choisissons un système fondamental de voisinages de C, Y^, tel que

V C U pour tout V € V^. Donc, pour V G ^, il existe n tel que f^U) C V' ;
d'où f^V) C f^U) C V, pour tout V G ^.

(E) PROPOSITION 3E. - Soient X un espace complet et C, un attracteur compact pour
f : X ->• X, Si f a une itérée condensante j alors C attire un de ses voisinages.

Preuve. - Soit m, un entier tel que f soit condensante. Choisissons un voisinage

borné et f-invariant, U, de C ; alors,

lim yÇf^W) = 0
i -> co

Notons que n > im, implique que f^U) C f^W ; d'où lim y C ^ C U ) ) = 0.
n -> oo

Par la proposition 3D, C attire un de ses voisinages.

4. LE CADRE DIFFERENTIABLE.

(A) PROPOSITION 4A. - Soient U c X des ouverts d'un espace de Banach, E., K C U, un

compact et f : U -^ X^ une C -application. Alors ̂

sup <Y(Df(x)) : x G K} = inf { y ( f | N ^ ( K ) ) : r > 0}

= lim y ( f | N (K)) ,
r -> 0
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où Df(x) désigne ta différentielle de f au point x et

N^(K) = { y e E : p(y,K) < r} .

En particulier^ sup {y(Df(x)) : x E K} < 1 si et seulement s'il existe r > 0 tel

que y(f|N^(K)) < 1 .

Preuve, - Pour chaque point x G K, le développement de Taylor (R (y) désignant le

reste au point x) s'écrit de la façon suivante :

f (y) = f(x) + Df(x)(y-x) + R^(y).

Il en résulte que, pour x G U, et A C U, ||R (y) II < ellx-yll , pour tout y G A.

On obtient : f (A) C N ^(p\^W - Df (x ) (x ) + D f ( x ) ( A ) ) et

f(x) - Df(x) (x) + Df(x) (A) C ^(A)^^-

On en déduit les majorations suivantes :

y ( D f ( x ) ( A ) ) = y ( f (x ) - Df(x) (x) + Df (x ) (A) )
(1)

<y(f (A)) + 2eô(A),

(2) y ( f ( A ) ) < y ( D f ( x ) ( A ) ) + 2e<S (A).

Posons k' = sup {y(Df(x)) : x G K} ; alors, pour tout e ' > 0, il existe x G K

tel que y(Df(x)) > k'-e' . Ainsi y(Df(x)(A)) > (k ' -e ' )ô(A), pour tout borné A C U ;

en utilisant la linéarité de Df(x), on obtient que y(Df(x)(ÀA)) > (k'-e ')6 (ÀA) ,

pour tout À > 0. Mais pour e > 0, il existe 6 >'0 tel que llx-yll < 6 implique que

N (x) C U et que ||R (y) || < ellx-yll ; de plus, il existe À > 0 tel que x + ÀA C N (x) .

Il découle de ( 1 ) que

y( f (x+ÀA)) + 2e 6 (x+ÀA) > y (Df(x) (x+ÀA)) > (k'-e ' )6 (x+ÀA) > ( k ' - e ' ) y ( À A ) .

C'est-à-dire, y( f (x+ÀA)) > (k' - ( e '+2e ) )y (x+ÀA) . Autrement dit, pour tous

r, e, e' > 0, y ( f | N ^ ( K ) ) > k' - (e' + 2e) ; d 'où,

(3) y ( f | N ^ ( K ) ) > k ' (pour tout r > 0) .

D'autre part, pour tout e > 0 et tout x G K, il existe 6 > 0 tel que llx-yll < 6

implique que llR (y) II < ellx-yll. On peut toujours trouver des points x. , . .. , x £ Kx i n
tels que K C U^ = U { N ^ (x^) : 1 < i < n}, et, r > 0 tel que N^, (K) C U H U, pour

i
tout r ' , 0 < r' < r. Si A C N , ( K ) , A. = N. (x.) H A, on obtient de (2) :

r x ^ 1

y(f(A)) = max {y( f (A^)) : 1 < i < n} < max {y(Df(x^) (A. )) + 2e6 (A. )} .
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D'où, y ( f ( A ) ) < m a x { k ' 6 ( A . ) + 2e6(A. )} < (k '+2e)6 (A) . Par la proposition 3B, on en

conclut que, pour tout e > 0, il existe r> 0 tel que, pour tout r ' , 0< r' < r,

(4) y ( f [ N ^ . ( K ) ) < k '+2e .

Finalement, de (3) et (4), on obtient la conclusion.

COROLLAIRE 4A. - Si chaque différentielle, Df(x)^ est un opérateur compact, pour

x G K, alors f| N (K) est condensante pour r suffi-somment petit,

Remarque» - Si f : U -> F est une C -application compacte, alors les différentiel-

les, D f (x) : E x ... x E -»• F, sont compactes pour i ^ r [ 2 l ] ; la réciproque est

fausse, même pour i=l [2].

(B) Application. - Notons £ (E), l'algèbre de Banach des opérateurs bornés sur l'es-

pace de Banach E, j f (E) , l'idéal des opérateurs compacts (plus. précisément, opéra-

teurs compacts sur les bornés) et

$(E) = { u G J C ( E ) : dim Noyau (u) < °° et codim Image (u) < œ} ,

l'espace des opérateurs de Fredholm. Nous remarquons, en passant, qu'on peut trou-

ver une caractérisation (utilisant un module de non-compacité un peu différent de

celui du § 3A) de ces opérateurs dans [24] .

LEMME (NUSSBAUM-YOOD [31] ).. - Si u G JC(E) a une itérée condensante, alors,

1 - u G < I ) ( E ) .

De plus, en appliquant les méthodes de NUSSBAUM [ 3 1 ] , on peut montrer que.

u G <£(E) a une itérée condensante si et seulement s'il existe 0 < k < 1 tel que

les valeurs propres de valeur absolue supérieure à k sont en nombre fini et de

multiplicité finie.

Comme application de la proposition 4A, nous citons le :

COROLLAIRE 4B. - Etant donnée une C1'-application (r ^ l)j f : U •> E., condensante

sur un ouvert U C Ej l'application F = I-f : U -> E est de Fredholm (au sens de

[14, 6 } } .

En particulier, à chaque point x E U, la différentielle, DF(x) , a son indice de

Fredholm (= dim Noyau (DF(x)) - codim Image (DF(x)) ) égal à zéro. De plus, si

F : U -> E est o-propre et r > 0, alors les valeurs régulières de F sont résiduelles

dans E [33] .
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Exempte 4B. - Soit u € E JC (E) , un opérateur de RIESZ [ i l , chap. XI] . Un tel opéra-

teur peut être caractérisé comme suit (Théorème de Ruston) :

lim inf {II u^Cll 1 /n : C€jr(E)} = 0.
n ->• o°

Dans ce cas, u a une itérée condensante. En effe t , pour 0 < e < 1, il existe n et

C, un opérateur compact, tels que || u^CH " < £ ; d'où

y (u11) = y (u11 + C-C) < y (u^C) + y (C) < 11 u^C» + 0 < e11 < 1 .

(Voir [31] et [37], pour le cas où E est un espace de Hilbert).

(C) PROPOSITION 4C. - Soient U un ouvert d'un espace de Banach^ E, et f : U -»• U^

une C -application possédant un attracteur compacta C, qui attire un voisinage de

ta forme N- (C). Posons

(5) b^ = sup { i D f ^ x ) - Df^y)] : x, y G N^(C)} ;

nous supposerons^ en outres aue

lim sup b . < 1 .
i -r oo

A^ors., z^ existe k, 0 < k < Ij e^ m ^e2.s que y(Df l(x)) < k poz^y tout x G N (C) et

tout i > m.

En remplaçant C par un seul pointa c G Cj ^zns ( 5 ) ^ on obtient la même conclusion

pour x e N (c).

Preuve* - Prenons r, s, et un entier, m, tels que b. < r < s < 1 et

y ( f (N^ (C) ) ) < (s-r)e, pour i ^ m, grâce à la Proposition 3D. Etant donnés un

sous-ensemble borné A C E et a G A, définissons B = (e/ô(A))(A-a) ; d'où e = 6 (B)

et B C N (0).

Maintenant, pour x e N (C) , il s'ensuit que

Df^x^B) C f^x+B) - f^x) - R^x+B) C f^N (C)) - f^x) - R^x+B).

On en conclut que

^(Df^xKB)) ^(f^N^C))) + y(R^(x+B)) < (s-r)£ + ô(R^(x+B)).

Si y, z G x+B, alors

HR^z) - R^y)!! < ||z-y|| sup (UDf^x ) - Df^Q-^z + ty) || : 0 < t < 1} < 6(B)b.< er

donc
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yÇDf^xXB)) < (s-r)e + er = se.

Ainsi,

YCDf^x^A)) ^ (Df^xXa+^.B)) = y (^- Df^x) (B)) < ô-^- se = sô (A) .

Par la proposition 3B, yCDf^x ) ) < k, et ceci, pour tout x G N (C) et tout i > m.

Remarque. - Supposons qu'il existe e , 0 < e < 1, et B, 1 < B < oo, tels que

9 '
W I I D f^z)!) < B pour z € N (x) et tout i> 1.

Alors,

b = sup { U D f ^ y ' ) - D f ^ y ) » : y ' , y e N (x)} < e < 1,• L > X ri

où n = e/2B'. En effet , pour y, y' G N (x), on a

l lDf^y ' ) - Df^y)!! < lly '-yll sup {llD2^ l-Oy' + ty)|| : 0 < t < l } < 2nB = e < 1.

COROLLAIRE 4C. - Conservons les notations de la Proposition 4C. Supposons en outre,

que W est un voisinage de C dans U têt que^ ou bien

a) il existe r > 0 têt que lim sup b.(r) < 1 ^ où

b^(r) = sup { l lDf^x ) - Df^y)!! : x, y G W et II x-yll < r} ;

ou bien

b) sup sup {llD^^x)!! : x € W} <oo.
i > 1

-Alors il existe m tel que sup {yÇD^Cx)) : x G C} < 1 .

En particulier ^ f a une itérée condensante près de C.
«

'Preuve. - Soient V un voisinage attiré par C , x E V H W e t O < e < 1 tel'que

^£^ < r et N« (x) C V H W. Encore par la proposition 3D, il s'ensuit que
x

lim YC^CN^ (x))) < lim YCf^V)) = 0 .
i •> oo x i -> oo

Soit b^ = sup { l l D f ^ y ) - Df^z)!) : y, z G N^ (x)}.

Cas a}. - b. < b . ( r ) ; d 'où, tim àup b. < 1.

i ->• oo

Cas b ) . - Posant B. = sup { H D f^z)!! : z e N. (x)}, nous avons
x

^ç = svi? ^B.. : i ^ 1} < oo. on peut donc supposer que e est suffisamment petit
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pour que lim sup b. <Ï 4e B < 1.
i -> oo

Dans les deux cas, par la proposition 4C, on obtient qu'il existe k < 1 et m

tels que yÇDf1^)) ^ k » pour tout y G N (x) et tout i > m . C étant compact, on
x Se x

peut trouver des points x . , . . . ,x G C tels que C c U (N. : 1 < j < n}, où

N . = N (x.) . Définissons m = max {m. : 1 < j < n} et k = max { k . : 1 < j < n}.
J £«, J J J

Donc, YCDf^y)) < k. < k < 1, pour y G N . . Ainsi,

sup {yCDf^y)) : y G C} < 1.<»

La dernière assertion du corollaire résulte de la Proposition 4A.

Exemple 4C. - Soient X un C^-ANR et f : X -> X, une C^-application possédant un

attracteur compact, C, attirant son voisinage W. Supposons que f soit la restric-

tion d'une application holomorphe ^ : U ->• U d 'un voisinage borné d 'un C^-plongement

de X, dans un espace de Banach complexe. Alors il découle de l'inégalité de Cauchy
k 2 k — 9(sur les itérées, (^ : U -»- U) que llD ^ (z ) l l < cte r\ ML pour tout z G N (C) ,

^^W n
tout k > 1 et pour un certain n > 0. Par conséquent, les hypothèses du Corollaire
4C sont vérifiées.

5. LES THEOREMES.

Dans l'énoncé du théorème 1 , la condition "f est à itérée condensante près de C"
est supposée vérifiée par rapport à une métrique finsiérienne sur X.

(A) Preuve du théorème 1 . - Par la définition d'un C -ANR, soit X 1 > N C V, une
r

C -rétraction d'un voisinage, N. Les applications r et i étant localement^lipschit-
zienne sur leur domaines, on peut appliquer la propriété 4 du § 3B. On peut donc
choisir W et U tels que W soit f-invariant, U, borné, i(W) C U, k = yC^ jW) < 1 ,
r(U) C W, Y(i|w) <°° et Y(I"|U) <°°.

Il s'ensuit qu'on peut choisir un entier m tel que y ( i | W ) k ^ C r j U ) < 1 ; d 'où ,

YCCioforlu)11111) » Ydof""1 o r f u ) < Y ( i | w ) Y C f ^ ^ Ç r j u ) < y ( i [ w ) k^rlu) < 1 .
C'est-à-dire, i o fo r : U ->• U a une itérée condensante.

La conclusion découle de l'énoncé suivant qui est un cas particulier du Théorème

l e t qui est obtenu par des modifications élémentaires de [30], Corollary 9 et
Theorem 3. (Remarquons que cet énoncé peut aussi être obtenu comme corollaire du
Théorème 1 bis que,nous prouverons aux paragraphes 6 et 7 . )
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PROPOSITION 5A. - Soient U un ouvert d'un espace de Banach et F : U -> U, une C -ap-
plication possédant un attracteur compacta C. Si V a une itérée condensante près
de Cj alors te théorème de Lefsàhetz est valable,

( B ) Preuve du Théorème 2. - Le résultat suivant est obtenu par des modifications
assez élémentaires d'un théorème de EARLE-HAMILTON [ 1 2 ] :

Soient U un ouvert connexe borné d'un espace de Banach complexe, E , et f : U -> U ,
une application holomorphe ; s 'il existe une itérée de f telle que
d(f ( U ) , E-U) > 0, alors f possède un et un seul point fixe, x.

En effet, f est une contraction stricte par rapport à la structure finsiérienne
de Carathéodory-Reiffen ; d ' o ù , (f ( U ) ) ŝ  . converge vers un point, x. Notons
qu'il existe un et un seul point fixe pour f si et seulement s'il existe un et un
seul point fixe pour f.

Le théorème 2 en est une conséquence facile.; en effet, avec les notations du
§ 5A, on choisit un voisinage connexe borné de i ( C ) , U , contenu dans un voisinage
tubulaire, N , et on définit F = iofor : U -> U. Alors f possède i ( C ) , comme attrac-
teur compact, et a une itérée condensante. La proposition 3E montre l'existence
d'une itérée F , telle que d(F ( U ) , V-U) > 0 ; c'est-à-dire que les hypothèses du
théorème de Earle-Hamilton sont vérifiées.

(C) Remarque. - Nous n'avons aucune idée si nos conditions de différentiabilité
sont nécessaires. Néanmoins, voici quelques situations topologiques, et quelques
résultats partiels, dans lesquelles le théorème de Lefschetz est valable :

1 . X un C°-ANR (séparable ou non) et f : X -> X, une application compacte [ 6 ] , [ 1 3 ] .

2. Plus généralement, si f possède un attracteur compact, C , et s'il existe un
voisinage de C, W, tel que f|w est compact (par exemple, X localement compact ou
dim X < o o ) , ce résultat a été démontré par Eells dans le Séminaire de Mathémati-
ques supérieures à Montréal (été 1 9 6 9 ; notes par M. Garançon (non publiées)) et
par Palais (communication personnelle, même époque). Voir aussi [ 7 ] , [ 8 ] et
[ 9 , § 3 ] .

D'autre part, nous ne savons pas si le Théorème 1 est vrai lorsque X est un ré-
tract absolu de voisinage (lipschitzien) et f, une application (lipschitzienne)
possédant un attracteur compact et une itérée condensante.
3. En revanche, voici une variation, très faible, du Théorème 1 : soient X une
sous-variété fermée différentiable d'un espace de Hilbert et f : X ->- X., une C°-
application possédant un attracteur compact C. Si f est condensante près de C.,
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alors le théorème de Lefs chefs est valable.

La démonstration suit celle du théorème 1. La norme de la différentielle de la
rétraction r : N -> X satisfait ||Dr(x)l| = 1, pour x E X. Par la proposition 4A, pour
tout e > 0, il existe un voisinage de i(C), U, tel que y ( r [ u ) < 1+e. Alors,
y ( F ( B ) ) < k ( l + e ) , pour B C U. En prenant 0 < e < ( l -k) /k , on garantit que F : U ^U
est condensante. Comme dans la preuve du théorème 1, nous avons réduit notre pro-
position au cas où X est un ouvert d 'un espace de Banach ; nous pouvons donc appli-
quer les méthodes de [30, Corollary 6 et Theorem 3].

6. INDICE DE POINT FIXE DANS LES ESPACES DE BANACH.

La notion d'indice de point fixe a été définie par LERAY dans [25, chap. VI] ;
voir aussi [5, 26, 32]. Une généralisation a été donnée, pour les applications
condensantes, par NUSSBAUM [28, 29] .

Dans ce paragraphe, nous supposons, une fois pour toutes, que, U.C X, sont des
ouverts d 'un espace de Banach.

(A) Nous dirons qu'une application f : U •> X est faiblement condensante s'il existe
m, un entier, k < 1 , k ' , K, e < ( l -k) /mk ' , r^, positifs, tels que
yd^A)) < k y ( A ) , y ( f ( A ) ) < k ' y ( A ) , pour tout A C W = f'^X) et tels que

N , ;7 ,^ ( c o A) c w et 6 (A) < K entraînent querô \c^.)

(1) y C f ^ N r / ^ ( c o A) ) ) < y C f ^ A ) ) + e6(A) pour tout i < m e t 0 < r < r < , .

L'inégalité (1) (plus particulièrement (2) , plus bas) est motivée par une ana-
lyse du théorème de Taylor (avec reste) pour'les applications différentiables ;
voir [15, Proposition 2] .

Notons ici que cette notion n'est introduite que pour simplifier la démarche à
suivre et est utile seulement en vertu des exemples suivants. Remarquons que l'on
peut partout accepter r=0 sauf pour obtenir la propriété 8 (homotopie) du § 7A.

Exemple 6A.
(1) Toute application condensante est faiblement condensante.
(2) Toute somme d'une application faiblement condensante et d'une application
compacte, est faiblement condensante.

PROPOSITION 6A.. - Toute C -application^ f : U -*• X., a itérée condensante est faible-
ment condensante au voisinage de tout compact t-invariant^ M, avec e aussi petit
que l'on veut, si K est assez petit,
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Preuve. - Choisissons k< 1 et m tels que y (f111 (A)) < ky(A) pour tout A C W = f'^X).

Définissons k' = sup {|| Df(x)ll + 1 : xG M } ; il existe s tel que y G N (M) impli-

que que ||Df(y)ll < k'. Alors || x-y|| < 3s entraîne que llf(x) - f(y)ll < k'Il x-yll , pour

tous x,yG N (M) ; d'où A C N (M) implique quey( f (A)) < k'y(A), car

y (N (M)) < 2s< 3s.

Choisissons e < (l-k)/mk' et K tels que 0< K < s et. II x-yll < K implique que

"llDf^x) - Df^y)!! < e / 4 pour tout i < m et tous x, y G N (M).K.

Si co A C N,,(M) et 6 (A) < K, alors pour tout i < m,1s.

(2) y a ^ c o A n ^ y Ç f ^ A ) ) + 2 ( e / 4 ) 6 ( A ) ,

car f^co A) C N r^/A^0 ^(A))- En effet, si { x, y^ ,.. ., y } C A et

n
2 a. = 1 (a. > 0), alors
i=l 1 1

lf\ ̂  a y ) - ^ a f^y )|| < ^ 'a | R^( ^ a y ) - R^(y )||
II j=l J •' j=l J J II j '=l •3 II x j=l J J x J II

n ij n n
< 2 a.. ( 2 a . y . ) - y . , sup {ilDf^x) - Df^y)!! : y G co A}

j '=l J II j=l J J J II

< (e/4)6(A).

Enfin, choisissons r <^ -^ eCk ' ) ; ainsi,

yÇf^N^^Cco A)) ) ^^( f^co A)) + (k '^rôCA)

< (YCf^A)) + j e6(A)) + ^ £ Ô ( A ) .

Remarque 6A, - Si, pour tout x e U, Df(x) est un opérateur de Riesz, alors f est

faiblement condensante près de Fix(f) = {x G U : f.(x) = x}.

En effet, d'après l'Exemple 4B, pour tout x G Fix(f), il existe m tel que
m m-, n

y(Df -(x)) = Y( (Df (x ) " ) < 1 . Comme x»——» y (Df (x)) est continue, il existe un

recouvrement fini, {N.,..., N }, de Fix(f) tel que x G N. entraîne que
m, l " J

y(Df "(x)) < 1 . Posons m = m.m- ... m. ; alors, pour tout x G Fix(f), on a :

^(Df^x)) < 1 et sup {^(Df^x)) : x G Fix(f)} < 1 . D'où, par les propositions 4A

et 6A, on obtient la conclusion.

(B) PROPOSITION 6B. - Soit f : U -> X une application faiblement condensante et

soit M. un compact ^-invariant de U. Alors il existe, {B } ^ .y une suite de réu-9 - n n î^ 1
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nions finies de fermés convexes de U telle que si Bo = f (B.), on ait :

( 1 ) B. est un voisinage de M,

( 2 ) f(B _, H B^) C B C B , pour tout n > 1,

r3; lim y(B ) = 0.nn -> °°

Preuve. - Choisissons N . , • . • , N , des fermés convexes de f (X) tels que
v

B, = U N . soit un voisinage de M et < S ( N . ) <^ K, pour tout j = 1, . . . ,v. On a que

f (B n B^,) C Bp Choisissons t > 0 tel que 1 < t2 < (k + e ( m - l ) k ' ) ~ 1 .

Par induction, supposons que B est défini et est une réunion finie de fermés

convexes vérifiant f(B n B ) C B . Choisissons S , , . . . ,S t;els queg n ° n i s
f(B H B^) = U S., 6 (S.) < ty(f(B H B^)) et chaque S. C N pour un certain

p = p(j). Définissons B - U{(co' S.) H B : 1 < j < s}. On n'a que B C B ,

que B . e s t une réunion finie de fermés convexes et que

f ( B , n B ) C f ( B D B ) C B , C B .n+1 ° n ° n + l n

II reste à montrer que lim y(B ) = 0.
n -> « n

Notons que co S. C N et 6 (S.) < 6 (N ) < K ; donc, pour i < m, on a :

y C f ^ B ^)) <max { y Ç f ^ c o S . ) ) : 1 < j < s} < max ( y C f ^ - C S . ) ) + c6 (S . ) : 1 < j < s}

d'où, yÇf^B^)) ^yCf^^B^)) + ety (f(B^)) .• Mais,

y(f(B )) < k'y(B ) < k'y(B.) , pour tout j < n, et y (B - ) < ty(f(B )), pour tout n.

D ' où,

m-1

^n^ ^ t^f(Bn.m-l)) ^ ̂ ^^ + ^ .̂  ̂ ^^

< t^k + e k ' C m - l ^ y C B ).

9
Ainsi, si k" = t (k + ek^m-l)) < 1, on n'a que

y(B ) < (k")^ (B . ) < (k'^^ÇB.) pour tout n > jm.n n—jm 1

D'où, lim y(B ) = 0.
n -> oo

(C) Le lemme suivant, et son utilisation pour bien définir l'indice de point fixe,

est la seule raison pour laquelle nous utilisons des fermés plutôt que des ouverts.
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LEMME 6C. - Soient (A.) ^ . ̂  ^es fermés convexes d'un espace de Banach. dotons

A = U {A. : 1 < j < n} et, pour chaque J C {!,...,n}^ A - H {A. : j C j}. Alors

il existe une application TT : A -> Aj telle que TT (A ) C A ^ pour tout JJ et il exis-J J
te un polyhèdre fini. P., teZ. çue TT (A) C P C A.

Preuve. - Le cas où H {A. : 1 ^ j ^ n} 5^ 0 est trivial ; supposons donc que nous

sommes dans le cas contraire.

Définissons ^ = (J C { 1 , . . . , n} : A ^ 0} . Soit .̂ o l'ensemble des éléments

maximaux de ^. Pour tout J G ^y, choisissons x G A . Définissons TT : A ->• A parJ J

2{p (x)x : j e j^}
ir(x) = ———————————————— , où p (x) = min { d ( x . A. ) : j ^ J} .

2{p^(x) : J G ^ } J J

Notons que x G A. et p,(x) ^ 0 impliquent que i € J ; d 'oùi j
•iï(A-) C co (x- , : J C J' G J^.} = P _ C A _ , pour tout J C { 1,. . . ,n}, etJ J j j
•iï(A) C P = U {P. : 1 < i < n} C A.

(D) Définition de l'indice. - Soit f : U -> X une application faiblement condensante

telle que Fix(f) = {x G U : f(x) = x) est compact. Par la proposition 6B, il existe

une suite {B } ^ ., de réunions finies de fermés convexes et B , un ouvert teln n s^ } o '
que Fix(f) C B^ C "sT C U, B ^ U f ( B _ H B^) C B , pour tout n > 1 , et

lim y (B ) = 0 . Notons que, f étant sans point fixe sur le fermé 9 B ^ , il existe f3 »
n ->• oo
un recouvrement ouvert de U tel que W G 3 et x € E W H 9B^ impliquent que f(x) (| W ;

en fait, pour tout x G 8B^, il existe U et V des ouverts tels que U n V = 0 ,

x £ U et f(x) G V ; alors il existe un ouvert, V, tel que
x -f0 = (V} U (U H f (V ) : x G 9B^} est un tel recouvrement. Soit a un raffinement

de 3 par des ouverts convexes.

Par la propriété 7 du § 3A, B^ = H { B : n > 1} est compact et il existe un

sousr recouvrement fini de B , donc de B . , pour tout i ^ n, si n est assez grand.

Dans ce cas, il existe { S . , . . . , S }, un recouvrement de B par des parties fermées

convexes de B , chacune contenue dans un élément de a.

Par le lemme 6C, il existe,

i

où P est un polyhèdre fini telle que ior(S.) C S . .

DEFINITION 6D. - l'indice d'une application faiblement condensante f : U ->• X, est

donné par



ind(f : U -> X) = in f ( ro fo i : P H i ^ (B^) -)- P) ,

Z-e membre de droite étant défini de. la façon habituelle [ 2 2 ] . Notons qu'à cause

des précautions prises ci-haut, l'application rofoi est sans point fixe sur

ai"^).

LEMME 6D. - Cette définition est indépendante des choix effectués.

1 2Preuve. - Soient (B.). ^ et (B,). ^ deux telles suites ; formons les intersec-

tions, B. = B. H B? pour i > 0 ; choisissons a > a H a tel que U G a et

x G U H ^BQ H (B U B ) entraînent que f(x) ^ U ; choisissons n ^ max{n. ,n^}

pour lequel il existe { A ^ , . . . , A-} , un recouvrement de B 1 , plus fin que a, par

des parties fermées convexes de B , pour p = 1,2.

Par le lemme 6C, il existe TT : B1 U B2 ^ B1 U B2 telle que TT (S?) C S? (où les

S? recouvrent ^ ), -nÇA?) C A? et TT (B?) C P? C B?, où P? est un polyhèdre fini,

p=l,2 et i <n ; de même, TT (B.) C P^ C B., où P. est un polyhèdre fini, P. C P?

pour p = 1 , 2 et i ^ n. Par homotopie et par commutativité, comme

r. o f o i. at r o TT o f o i, et -iïof a< -iïo i, o r o f, on n'a que

ind(r o f o i, : P1 H Î^CB^) -^ P 1 ) = ind(-iï o f : P^ H ï>\->• P^ ) . De plus, par

commutativité, comme • i ïo f (B . . H B^) C 7 T ( B . ) C P. pour i = n. ,. . . , n, on a que

ind(ïïof : P1 H B1 -> P1 ) == ind(TTof : P1 n B1 ^ P 1 ) . Par excision, on a :n. ° n. n o n

ind(-iïof : P H B -> P ) = ind(7Tof : P H B. -^ P ). Finalement, commen ° n n - n

• i ïof(P 1 H B ) C P1 H P, et • i ïof(P1 H B. H P . ) C P1 H P. , , pour i < n, on a, parn o n i n i n i + l

commutativité, que ind(7Tof : P H B^ ->• P ) = ind(-iïof : P H B^ -)- P ). De même, on

obtient :

ind(r^ o f o i^ : P2 H i^1 (B^) ^ P2) = ind(irof : P^ H B^ ^ P^) .

Remarque 6D. - On définit de la même manière l 'indice d'une application,

f : U -> X, faiblement condensante dans un voisinage de F ix( f ) .

7. PROPRIETES DE L'INDICE.

Cet indice de point fixe possède les propriétés usuelles :

(A) Propriétés :

1 . (Excision) Si Fix(f) C V C U et V est un ouverte ators^

ind(f : U -> X) = ind(f : V -> X).
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2. (Addition) Si U = U {u. : 1 < i < n} é^ U. H U. H Fix(f) = 0^ pour tout; î
—————— 1 J i

alors s
n

ind(f : U -> X) = 2 ind(f : U. -> X) .

3. (Point fixe) Fix(f) = 0 implique que ind(f : U ->- X) = 0.
2

4. (Produit) i n d ( f x f ^ : l îxU^ -> X x X ) = n ind(f. : U ^ - > X . ) .

Notons que si l'on définit la norme sur E xE« par :

II (XpX^)ll = ( 1 1 x ^ 1 1 ^ + llxj^) ,

on obtient que y(A?<B) < y (A-) + y (B).

5. (Normalité) Si U^X et f possède un attracteuy compacts C, ûZ-ors ^e nombre de

Lefs chefs de î. est défini et
^

A ( f : X -»- X) = ind(f : X -^ X) .

En effet, Fix(f) C C et f(C) C C ; soit donc {B } ^ . comme à la Proposition 6B,

et Soit, par le lemma 5 de [30] , W, un voisinage f-invariant de C tel que

f(W) C B., alors lim Y(f ^(W)) = 0. Par la proposition 3D, il existe V , un ou-
n •> °° _ ————

vert f-invariant tel que C attire V^ et C C V^ C V^ C X. Soit m tel que ^(Vo) C V<,,

soient V D ? ~ ^ V , D . . . D V ~ D V D ^(V ) et soit0 1 1 m ' m o

^ = ^ n ̂ ^p n • * • n ^(Y ) > â10^ (3n nta ^ue

T(B~) c fOT) n 7~n ... n f1""1^) c f"111^ ) n v n ... n f1""1^ ,) = B .0 ° 1 m m ° m—1 0

Notons que lim y(f(B^ n B )) ^ lim y(B ) = 0 ; donc, par la propriété 7 du
n -»• oo n -> oo

§ 3A, K = H { f (B^ n B ) : i > 1 } est compact et non-vide.

Or K C f(B^) c B ; soit N, un voisinage de K U C dans B^ qui est unp réunion

finie de fermés convexes. Il existe j tel que f(B^ H B ) C N, pour tout n ̂  j.

Soient a un recouvrement ouvert de X, n assez grand et, par le lemme 6C,

P < 1 » B tels que r(B H N) C p' C P, i (P ') C B U N , i o r [ N ^ I et,< ^ n n n ^

ind(f : U •> X) " ind(rofoi : P H i" (B^) -^ P), où P et P' sont des polyhêdres

finis. Par commutativité, on a que

ind(rofoi : P H i~ (B ) ->• P) = ind(rofoi : P' -»• P') et, par normalité, on a que

ind(rofoi : P' •> P') aB A( ro fo i : P' •> P ' ) . Or,

A ( r o f o i : P' -»" P ' ) = A ( i o r o f : B H N -»• B H N) et comme i o r | N ^ L, - - , onn ' n N H Bn
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obtient que A ( i o r o f : B H N -»• B r i N ) = A(f : B H N -^ B U N ) . D'autre part, com-n n n . n
me pour tout compact K, de X, il existe m tel que f^K) C B<, , pour tout i > m, on

a que f^K) C fof^f1'"1^)) C f o f ^ B . ) C f ( B H B ) C N H B ; d 'où,n ° n
A ( f : X -»- X) = (f : B H N -^ B O N ) , car, dans ce cas, nous avons 1'isomorphisme
canonique H ^ W / K C f ) ^ H^B H N ) / K ( f ) .

6. (Commutativitê) Soient f : U -»• X et g : V -»- Y, ou U C Y et V C X ; tes appli-
cations gof : f~1 (V) ^ Y et fog : g'^U) -»• X sont définies. Si Fix(fog) est com-
pact alors Fix(gof) est compact. De plus si y(f)y(g) < \s alors

ind(gof : f'^V) -> Y) = ind(fog : g~1 (U) -)- X) .

Voir NUSSBAUM [30 ].

7. (Commutativitê) Soient f : U -»• X et g : V -^ Y, où U C Y et V C X. Si Fix(fog)
est compacta alors Fix(gof) est compact. Si, de plus^ f et g sont continûnent dif-
férentiables et fog a une itérée condensante^ alors gof û une itérée condensante.,
et,

ind(gof : f^OO -^ Y) = ind(fog : g"1 (U) -> X ) .

En effet , la première assertion découle immédiatement de l'inclusion
Fix(gof) C g(Fix( fog)) .

Il existe m et k < 1 tels que Y ((fog)111) < k. Comme f et g sont continûment dif-
férentiables, on peut supposer qu'il existe b et b ' tels que b, b*> 1,
llg(x) - g(y) l l < bllx-yll pour tous x, y G V et ||f(x) - f ( y ) l l < b ' l l x - y l l pour tous
x, y G U.

Par la proposition 6A et par excision, on peut supposer qu'il existe £ > 0 et K
assez petit tels que £ < (1-k) (bb'(m-1 ) )~ 1 et, co A C (fcg)""^) et 6 (A) < K im-
pliquent que ^(f^co A)) ^(f^A)) + £ Ô ( A ) .

Soit t tel que t < ( 1 -k) (bb ' (m-1 ))~} et soit s > 0 tel que

s < ( l - (k+ t£bb ' (m- l ) ) ) (2 tb ( l + (m~l ) (bb')111)^1. Soit K' tel que 6 (A) < K' et
co A C U entraînent que f(co A) C N . / ^ (co f (A) ) .s6 (A;

Choisissons N . , . . . , N des convexes fermés de (fog)""1 o g" (U) tels que
B ^ = N ^ U N^ U ... U N soit un voisinage de Fix(fog) et <S(Ni) < K, pour
i88!,..., p. Choisissons N * , . . . , N * des convexes fermés de f" (V) tels que
Bj « N ^ U N^ U ... U N * soit un voisinage de Fix(gof) , f ( B ' ) C B et < S ( N Î ) < K ' ,
pour i = 1 , . . . , q. Soient W et W deux ouverts tels que Fix(fog) C W C "W C g'^B')
et Fix(gof) C W C W C f"1 ( B ) .
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Supposons (par induction) que B'. et B soient des réunions finies de fermésn n
convexes telles que g(W H B ) C B' et f(W D B') C B .n n n n

Choisissons S j , . . . , S ' , tels que g(W H B ) = S* U S, U. . . U S ' , ,

ô (S ' ) < ty(g(W H B^)) et S! C N î pour au moins un i. Définissons

B^ = U{(-co- S'.) H B' : 1 < j < s ' } C B'. Notons que

f(W H B^p C f(W H B^) C B ; choisissons donc S , . . . , S tels que

f(W H B^p - S^ U S^ U... U Sg. 6(Sj) < ty(f(W' H B^)) et S. C N^ H f(co S^.)

pour au moins un i et un i*. Définissons B , = U { ( c o S . ) n B : l < j < s } C B .
n+i j n - n

On n'a que f(W H B^ ) C B^ et g(W H B^? C g(W H B^C B^^.

Définissons B,, " W H g'^W') et B; = W H f'^W) ; alors, on a que

g(B, H B^) Ç B^ H W* ; d'où, fog(B, H B^) C f(W' H B^? C B^ H B^. De même.

on obtient que gof(B^ H B') C B' C B'.

Montrons que lim yC8 ) = 0 ; on aura alors que lim v(B') - 0, car
n - ^ o o 1 1 • n ^ o o "

Y(B^p < ty(g(B^)) < tby(B^). Or,

co S ^ C co f(co S? C co(N^g^(co f(Sp)) C N^^g^^(co f ( S j ) )

d'où

^( ( fog^CB^p) <max Y(( fog) i (N^^^ ^ (co f(S' . )))

^ ^ C b b ^ S t y Ç g Ç B ^ ) ) + Y ( ( f , g ) 1 o f ( g ( W n B^)))

+ max e6(f(S' .)
J J

<y( ( fog ) L + l , (B^ ) ) + (2bb')ms + £b ' ) tby(B^) .

car, 6(f(S ' . ) ) < b' 6(S'.) < b ' t y ( g ( B )) < b ' t b v ( B ). De plus,

Y(B^p < ty(f(B^p) <max. y( f (co S'.))
.J "

.^^^^(gCB^)^0^5!)»

< 2stbY(B^) + Y( fog (B^) ) .

Or, y(fog(B^^^)) ^YCCfogAB^)) + (m-D^Cbb'A + £b ' ) tbY(B^). d 'où,

^^n^ < (2stb + k + .^^(bb')1^ + £b')tb)Y(B^).

Or, ce dernier coefficient est inférieur a i .
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Notons qu'il existe un recouvrement ouvert, 3, de f (V) tel que, pour tout

x G 3 B o , x G U * G |3 implique que gof(x) ^ U * . De plus, il existe un recouvrement

ouvert, a , de (fog) (V) tel que, pour tout W G a, il existe U * G (3 tel que

^ = g'^U').

Or si a est composé d^uverts convexes et est assez fin, et si n est assez grand,

il existe, P ———» B , où P est un polyhèdre fini telle que h : roi ^ I,, , où,< • • • • • n ïjr _ n
pour tout x G B H B^, il existe W G a tel que h(x,I) C W et .

ind(fog : g^(U) -^ X) = ind(rofogoi : PU i~1(B^) -> P).

De plus, foiorog a- fog et l'homotopie est sans point fixe sur 9B^ .

De même, toujours si n est assez grand, il existe P* > B' où P'est un polyhê-
r* n

dre fini telle que

ind(gof : f^OO -> Y) = ind^ogofoi' : P' H 1'""^) -> P') ,

go i 'or 'o f ^ gof et l^homotopie est sans point fixe sur 9B .

Par homotopie, on a que

ind(rofogoi : P H i^CBo) ^ P) = i n d C r o f o i ' o r ' o g o i : P n i~1 (B^) ^ P)

et. • . • • ; • • • • • '

indCr'ogofoi' : P' H i^^B^) ->• P') = indCr^goiorofoi' : P' H i t~ l(B^) -^ P').

D'où, par commutativitê, considérant les applications rofoi ' et r 'ogoi, on ob-

tient la conclusion.

8. (Homotopie) Suit h : Uxl -)• X telle ^UêFix(h) = U {Fix(h ) ; t G 1} est compact.

Sz H : Uxl -^ Xxl_, définie par H(x,t) sa (h(x,t), t), est faiblement, condensante^

alors

ind(h^ : U •> X) » ind(h. : U -^ X) .

En effet, Fix(H) - U{Fix(h ) x {t} î t G 1} étant compact, par une démarche pa-

rallèle à la démonstration de la propositipn 6B, on obtient { B } ^ . vérifiant

les conclusions de cette proposition et telle que B « U {C. xi. : 1 < i < q} où

C. est un convexe fermé de U et I. est un intervalle fermé : prenant B , com-i,n ' i,n - n+1
me réunion de tels sous-ensembles, C. x I. , de B tels que

co Sj C U {C .̂Î  : i € J} C N^'^(co ̂ , (prendre ê(I^) <rô(Sj) et

C , = proj , (co S. 0 (Xxl. )) ) où r est assez petit.i , n 1 . j i, n - ;.1
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Soit a un recouvrement de U par des produits d'ouverts convexes tel que si U G a
et x G U H 3B , alors h(x,I) H U = 0. Soit (C,x l , , . . . , C xi } un recouvrement de0 1 1 p p
B par des produits de fermés convexes inclus dans B , qui est plus fin que a.

Soient 0 " tp < t. < ... < t = 1 tels que, pour tout k, il existe U . , un ou-

vert de U pour lequel on a que B^ n (X x l^. i»^]) = ^ ^T,-]» \] et il

existe J^ C { 1 , . . . , p } tel que B^ H (x x [t^ . t^]) » A^ x l t^ , \], où

^ . u {Cj : j G j^}.

Par le lennne 6C, il existe P —3:—^^i/> ou p est un polyhèdre fini telle que
'~~-\ind(h. : U •> X) • ind( r<>h .o i ; P H i (U.) -*• P ) , pour tout t e[t, ,, t, ] ; si

t t . K K~ 1 fc
on pose B m {x ; (x,t) G B }, alors {B } ^ . est une suite vérifiant les conclu-n n n n y ï
sions de la proposition 6B et, B « A, et B es U . , pour tout t G [ t, ., t . ] .

Or h est sans point fixe sur 9U. x [ t, ., t, ] ; donc, par homotopie, on obtient
que

ind(roh, o i : P H i'^U.) -^ P) - ind(roh, oi : P H i'1 (U.) ^ P) ;
\-} k \ k

d'où, ind(h ) "B ind(h ), pour tout k = 1 , . . . , m .
-k-1 'k

(B) Supposons que f : U -*• X est une C -application telle que 1 ^ spec(Df(x)) pour
tout x G Fix(f) . Alors les points fixes sont isolés. Soit U C U un voisinage de x
tel que U^ H Fix(f) » {x}.

Propriété 9. - Si f a une itérée condensante^ aîors^ ind(f : U -»• X) = (-1)01 j
où a(x) est ta somme des multiplicités des valeurs propres de Df(x) contenues
dans O,"). En outre, si Fix(f) est fini, alors,

ind(f : U -^ X) = 2 (-l)0^30.
x G Fix(f)

Cette formule est due à LERAY-SCHAUDER pour les C -applications compactes [ 2 7 ,

34] et à FENSKE [17] pour les C -applications condensantes. Le cas général est une
conséquence des résultats du § 4B.

La propriété 9 est une conséquence immédiate des lemmes suivants.

LEMME 1 . - Soient f : U -»• X, une C 1 -application à itérée condensante et
x G Fix(f) ; si \ ^ spec(Df(x))j alors il existe e > 0 tel que

ind(Df(x)) = i n d ( f | N ^ ( x ) ) .

Preuve. - Comme 1 (| spec(Df(x)) , l 'opérateur Df(x) - Ip possède un inverse continu.



Posons s = II (Df(x) - 1 ) II et soit e > 0 tel que, pour tout y G N (x), on ait

que l l f ( y ) - f(x) - Df(x)(y-x)l l < s^lly-xll ; alors,

^(y) = t f (y) + ( l - t ) ( f (x ) + Df(x)(y-x)) définit une homotopie sans point fixe sur
N (x) - {x} ; car h (y) = y implique l'égalité suivante :

(y-x) - Df(x)(y-x) = t ( f (y) - f(x) - Df(x)(y-x)) ; et si l 'on applique

(Df(x) - 1 ) aux deux membres de l'équation, on n'obtient que

lly-xll < st(s lly-xll) = tlly-xll , d 'où, y^x.

De plus, si H(x, t ) = (h^(x), t) , alors, pour tout n, on a que

DH^x.t) = (DH(x,t))11 ; et comme Dh^(x) = tDf(x) + ( l - t )Df (x ) , on a que

yCDH^x.t)) <y((Df(x))1 1) ^yÇDf^x ) ) ^yd11) < 1. Ainsi, par la proposition 4A,
on peut supposer e suffisamment petit pour que H ait une itérée condensante ;

d'où, par la propriété 8 du § 7 A , on a que ind( f |N (x)) = ind(hj = ind(Df(x))

(la dernière égalité étant obtenue par commutativité, car h = T oDf(x) oT , où

ï^y) =ï v+x)-

LEMME 2. - Soient f : U ->• X, une C -àppHcation à itérée condensante et

xe Fix(f) ; si 14 spec(Df(x)), ators^ ind(Df(x)) = (-l)01^.

Preuve. - Posons T = Df(x), alors T a une itérée condensante, car
•Y(T11) = yCD^Cx)) <y(f1 1) .

Soit E = {0} et, par récurrence, soit E ' 3 , , » le sous-espace linéaire de E engen-
dré par {v G E : il existe À > 1 tel que T-^v) - Àv E E-3 } , pour tout j > 1 . Soit
E-3 = U {E 3 : n > 1}.n

Remarquons que nous aurions obtenu les mêmes espaces si nous nous étions limités

aux valeurs propres de T'3 contenues dans (! ,<») . De plus, E C E 3 , pour tout j .

Or, il existe j > \ tel que T-3 est condensante ; d 'où, (FENSKE [17] , AMBROSETTI
[ 1 ] ) dim E3 < ~ et ainsi, dim E1 < oo.

Soit donc, TT : E -»- E , une projection continue. Définissons,

h^(v) = tT(v) + ( l - t )T(-i ï (v)) , alors h (v) = v implique que

T(v) - Àv = À( l - t )T(7 r (v ) ) G E 1 , où À = t~1 > 1 ; ainsi, v G E1 donc
v = h^(v) = T(v) ; d'où v=0, car 1 ^ spec(T).

De plus, si H(x, t) = (h (x), t), alors pour tout n,
yÇDH^O.t)) = Y^Dh^O))") = y(h^). Or.

h^ = tV -h ̂  t'd-t)^1 o TT o T1

i=o
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et ainsi h est condensante si n est suffisamment grand. D'où H a une itérée

condensante ; donc, par homotop-ie et commutativité,

ind(T : E -^ E) = ind(To7r : E -> E 1 ) = ind(T : E1 -^ E 1) .

Or, E étant de dimension finie on a, par LERAY-SCHAUDER [27] , que

ind(T : E 1 ^ E 1 ) = (-l)dim E .

Remarquons, enfin, que dim E = a(x) .

8. INDICE DE POINT FIXE DANS LES C^-ANR.

De la propriété 7 établie dans le § 7A, provient l'extension de la définition

de l'indice aux C -applications f : U ^ X, où U est un ouvert d'un (^-ANR, X, f

a une itérée condensante et Fix(f) est compact. En effet, soit

X c 1 » N
r

une C -rétraction, comme d'habitude. Alors il existe un voisinage de

Fix(iofor) = i(Fix(f)) dans lequel iofor a une itérée condensante. Définissons

ind(f : U -> X) = ind(iofor ; r~ 1 (U) -> N ) .

Le résultat suivant est immédiat.

PROPOSOTIQN. - Dans ce cadre^ les propriétés 1^ 2, 3, 4, 5, 7, 8^ 9 sont véri-
fiées pour cet indice,
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