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LA THEORIE DES POINTS FIXES DES APPLICATIONS

A ITEREE CONDENSANTE

par James EELLS et Gilles FOURNIER"

1. INTRODUCTION.

Pour commencer, considérons les trois résultats suivants (définitions & suivre)

THEOREME 1. - Sofent X un C -rétract absolu de voisinage et £ : X ~ X , une c!-
application possédant un attracteur compact C. Si f est d itérée condensante ("even-
tually condensing") prés de C, alors le théoréme de Lefschetz est valable. (C'est-
a-dire, le nombré de Lefschetz, Af’ est bien défini et, Af # 0 implique 1'existence

d'un point fixe pour £f.)

THEOREME 1 bis. - SoZent X un cl-rétract absolu de votsinage, U, ﬁn ouvert de X
et £ : U~ X une Cl—application a4 i1térée condensante telle que Fix(f) est compact.
Alors l'indice ind(f : U > X) est défini et posséde les propriétés usuelles. En
particulier, ind(f) = Af.
THEOREME 2. - Sotent X un H-rétracte absolu de voisinage et f : X ~ X une applica—
tion holomorphe vérifiant les hypothéses du Théoréme 1. Alors f posséde un unique
point fixe.

M .
Si X est un ouvert d'un espace de Banach, alors le Théoréme 1 devient le Corol-

lary 9 de NUSSBAUM [30 ] et le Théoréme 2 est prequ'une reformulation d'un résultat
de EARLE-HAMILTON [12]. Avec nos définitions, nous ne rencontrons aucune difficulté
a4 passer au cas général en utilisant des méthodes bien connues ; les démonstrations
de ces théorémes seront données dans le . § 5. La définition de 1'indice d'une C]—
application 4 itérée condensante (généralisant celle de NUSSBAUM [28] pour les C°-
applications condensantes) et la démonstration du Théoréme | bis sont plus diffi-

ciles ; celles-ci sont données dans les § 6, 7.

Le but essentiel de ce travail est d'examiner les hypothé&ses de ces théorémes,
du point de vue de situations et de certains exemples existant en analyse concréte.
Quant aux espaces X, le cadre est plus ou moins satisfaisant grdce aux développe-

ments récents de’'la topologie différentielle des variétés banachiques. Nous pré-

* Ce travatl a été partiellement supporté par une bourse accordée par Le Conseill

National de Recherches du Canada. Nous tenons d remercier I. NAMIOKA pour les fruc-
tueuses discussions.
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senterons beaucoup d'exemples dans le § 2.

Quant aux applications f, il y a deux types d'hypothéses :

a) l'existence de l'attracteur compact. Cela intervient essentiellement, il nous

semble, dans la définition du nombre de Lefschetz suivant la méthode de Leray.

b) L'hypoth&se que f ait une itérée condensante prés de l'attracteur. D'abord,
nous ne savons pas si une telle restriction est essentielle. D'autre part, ceci

est une hypothése souvent vérifiée, comme le montrent les exemples suivants :

Exemple 1. - Soit f : X > X & itérée compacte. Alors f posséde un attracteur

compact et a une itérée condensante (§ 3) ; le théoréme | a &té énoncé dans [15].

Exemple 2. — Si f posséde un attracteur compact C et si, pour tout x € C, la dif-
P . n e . .
férentielle Df (x) d'une itérée £ (n étant indépendant de x) est condensante,

alors f a une itérée condensante prés de C (§ 4).

Exemple 3. - Si f posséde un attracteur compact C, qui attire un voisinage W, sur
lequel
2 3
sup DM <o
i=>1 .

alors f a une itérée condensante prés de C (§ 4). Voir aussi Exemple 4C.

L'outil fondamental pour 1'étude de 1'hypothése b), est le module de non-compaci-
té, y(f), de 1l'application f. Cette notion (due 3 KURATOWSKI P2]) a été utilisée
par DARBO [10], en théorie des points fixes, et surtout, par NUSSBAUM [30], d'une

maniére puissante et fructueuse.

Nous n'avons aucune idée si les hypothéses de différentiabilité sont nécessaires
pour la validité des Théorémes 1| et 1 Bis. (Celles-ci peuvent &tre écartées complé-
tement si X est localement compact, et, dans ce cas, le théoréme est vrai pour tout
C°-ANR). Certainement, celles-ci sont essentielles pour appliquer les méthodes de

Nussbaum.

Conventions. - Les espaces sont toujours métrisables et les applications sont tou-
. . P . . . r
jours continues. Une variété (respectivement, application) de classe C° (0 S r < =)

~ P . r . .
sera appelée une cf-varisté (respectivement, C -application).

2. RESULTATS TOPOLOGIQUES.

Références générales. - [13], [16], [22].

(A) Soit X un espace métrisable, rétracte absolu de voisinage (noté ANR). Il existe
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alors un plongement fermé de X dans un espace normé convenable, V, un voisinage N,
de X dans V et une rétraction r : N > X. Chaque C°-variété modelée sur un espace

vectoriel localement convexe est un ANR.

Par exemple, soit ¥(S,M), 1'espace des applications x : S + M d'un espace compact
S, dans un ANR, M, muni de la topologie de la convergence compacte. Alors ¥ (S,M)
est lui-méme un ANR. Il en est de méme pour 1l'espace %k%S,M),'des Ck-applications
d'une variété différentiable compacte, S, dans une variété différentiable,

MO < k S »), %7k(S,M) étant muni de la topologie de la Ck—convergence compacte.
Enfin, £z(S,M) (r > (dim S)/p), muni de la topologie de Sobolev &vidente, est

aussi un ANR.

(B) Nous disons qu'un espace de Banach, E, est Cr, s'il existe des partitions de
1'unité par des fonctions de classe ct. (Cette définition est équivalente a celle
donnée dans [13], § 2 , si E est séparable.) Alors une cF-varisté banachique, X,
modelée sur E admet des Cr—partitions de 1'unité. Nous dirons que X est un c'-
rétract absolu de voisinage (noté Cr—ANR) s'il existe un plongement de classe ct
de X dans un espace de Banach convenable, V, un voisinage, N, de X dans V et une
rétraction r : N - X, de classe Cr. Notons ici que i(X) est un fermé de N. Dans
cet ordre d'idées, nous dirons qu'une variété analytique complexe X, est un H-ANR
s'il existe un plongement holomorphe de X dans un espace de Banach complexe et une

rétraction holomorphe r : N - X, oli N est un voisinage de X.

Exemple 1. — Etant donnée une variété différentiablg M, les espaces %’k(S,M) sont
des variétés différentiables banachiques (0 S k < ). Celles-ci n'admettent pas de
Cr-partitions de 1'unité (r = 1). Toutefois, elles sont des Cr—ANR, comme le montre
la construction suivante : soit i : M > F un Cr—plongement dans un espace de Banach
F, et r : N> M une cF-rétraction d'un voisinage ouvert. Alors ka(S,N) est ouvert
dans 1'espace de Banach ‘gk(S,F) et r induit (par composition) une cF-rétraction
T €8N - gfs,m.

De méme, si M est une variété de Stein (de dimension finie), alors € (S,M) est

un H-ANR.

Exemple 2. — On peut varier ces exemples en prenant des espaces d'applications vé-
rifiant les conditions de Holder d'ordre a (0 < a < 1) sur les dérivées d'ordre
inférieur ou égal a k. On obtient ainsi des variétés banachiques non-séparables
%k+a(S,M) (0 <k <o, k entier). Celles-ci n'admettent pas de Cr—partitions de

1'unité (r=1).

k+a

Par contraste, les variétés A (S,M) définies dans [3] sont séparables et admet-

o . . . -
tent des C -partitions de 1'unité.
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Exemple 3. - Chaque cl-varigts x (séparable ou non) modelée sur un espace de Banach
réflexif est un CI-ANR. (Par exemple, les variétés £$(S,M) ol r> (dim S)/p et

1< p<w.) Ceci est une conséquence du résultat suivant :

PROPOSITION 2B. - Soit X une.C -variété modelée sur un c'-espace de Banach, E
(x> 1). Alors X admet un plongement (fermé et divect) de classe C' dans l'espace
de Banach QZ(E). De plus, il existe un Cr—voisinage tubulaire de X dans KZ(E). En

particulier, X est un C'-ANR.

Pour la démonstration, voir [16, Corollary 12.1 et Lemma (p. 180)]. Les modifica-
tions nécessaires pour rendre compte de la non-séparabilité éventuelle ne présen-

tent pas de difficultés, grdce aux résultats de TORUNCZYK [35] ; voir aussi [37].

(C) Etant donnée une application f : X »> X, on appelle une partie compacte non-

vide C C X, un attracteur compact (pour f) si

1) C est f-invariante (i.e. £(C) C C) ; et
2) a chaque partie compacteK C X, et & chaque voisinage, U, de C, correspond un

entier positif n_ tel que (®) C U, pour tout n = n,.

Notons que la condition 1) n'est pas restrictive : en effet, si C' est une par-
tie compacte de X ne vérifiant que la condition 2), alors C = U {f7(C') : n > 1}

est un attracteur compact (pour f).

PROPOSITION 2C. - Une partie compacte non-vide, C, de X est un attracteur compact
pour f si et seulement si
) C posséde un systéme fondamental de voisinages f-invariants ; et
77) X = U {f_i(U) : i > 1} pour tout voisinage, U, de C.

En outre, st on::%::SX est un rétract de X et £, : X - X, posséde un attrac-
teur compact CCX,, alors i(C ) = C est un attracteur compact pour f : X > X défi-

nie par £ = iof or.

La démonstration est tout a fait &lémentaire ; en particulier, voir [30], § 1.

(D) Le résultat fondamental suivant est di 4 LERAY [26], fondé sur sa notion de

trace généralisée :

THEOREME 2D. - SZ X est un rétract absolu de voisinage et £ : X » X, une applica-
tion possédant un attracteur compact, alors le nombre (entier) de Lefschetz de f

est défini par

-1} Trace(s*ut x)).
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De plus,

a) 51 Y CX est un ANR tel que £(X) C Y, alors A(f) = AElY)

b) 57 onzzé::!X est un rétract comme davis la Proposition 2C, alors A(f_ ) = A(£).
ec) Si, de ;Zus, C est un attracteur compact (pour f ), alors, pour chaque voisina—

ge f —invariant, U, de C, 1l'ouvert W = r_](U) est f-invariant et A(f,) = A(f[w).

Ici, Hl(X) désigne 1'espace de cohomologie (d'Alexander, de Cech ou singuliére)

de X de dimension i, & coefficients rationnels.
Soit K*(f), 1'idéal gradué et f-invariant de H*(X) défini par
K*(£) = U {Noyau((£P)* : 0 (x) = B (X)) : p = 1}.
Alors l'existence d'un attracteur compact implique que

dim 1L (0 /KL (F) < w, et

Hl(X)/Kl(f) 0 pour i suffisamment grand.

Suivant Leray, nous définissons

Trace (f*|Hi(X)) Trace (f*[Hi(X)/Ki(f)).

(E) La construction suivante est usuelle

PROPOSITION 2E. - Avec les mémes hypothéses sur X et f : X » X, étant donnée une
sutte (rm)m > C R décroissante vers 0, sSupposons que (Um)m > sotlt un systéme
fondamental de voisinages f-invariants de C tel que chaque U admette un recouvre-—
ment fint 52? par des ouverts de diamétre inférieur a T Supposons en outre,
qu'il existe une équivalence d'homotopie,. .

om

U
m

N(&L ),

Vm "

de petit ordre T (Ict N(éﬁm) est le nerf du recouvrement 5/%.) Alors le théo-
réme de Lefschetz est valable.

f
quent, Ag # O implique 1'existence d'un point fixe, Ym? de g. En posant X = wm(ym),

- ' 1 = R = é—
Preuve. D'abord si g ¢m o f o Y N(éﬁm) > N(:fm), alors Ag A.. Par consé

on voit que pX(f(xm), xm) < T La compacité de C permet 1'extraction d'une sous-

suite de (xm) convergente vers un point x € C. Evidemment, f(x) = x.

(F) Voici quelques situations dans lesquelles on peut calculer sans peine le nom-
bre de Lefschetz. Nous supposons, une fois pour toutes, que les hypothéses du Théo-

réme 2D sont vérifiées.
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Exemple 1. - S% X est Q-acyclique, c'est-d-dire,

Hi(X) _ Q si i=0
0 si i#0

alors, A_ = 1. Par exemple,

f
(a) Si X est un sous-ensemble métrisable convexe d'un espace vectoriel, V, locale-
ment convexe.

(b) Si X est un ouvert métrisable contractile de V ; plus généralement, si X est
une variété contractile modelée sur un espace de Fréchet.

(c) 8i X = P(V), lespace projectif réel d'un espace de Banach, V ; plus générale-

ment, si X est la variété de Stiefel des n-repéres dans V.

(d) Si X =S(V) ={x€e V : [x] = 1} ol V est un espace de Banach de dimension in-
finie.
(e) L'espace classifiant BF = K(I'y1) d'un groupe fini I' admet un représentant qui

‘est un ANR. BT est R —acyclique (toute classe de Z-cohomologie de BF est une
classe de torsion dont 1'ordre divise 1'ordre de T'). De méme, K(I',n) est @ -acy-
clique pour tout groupe abélien fini I', et tout n.

(f) Etant donné un ANR @ -acyclique et simplement connexe, X, soit Qab(X), 1'es-
pace des chemins continus sur X joignant a 3 b, muni de la topologie de la conver-

gence compacte. Alors nab(x) est un ANR @ -acyclique.

‘Exemple 2. - Soit X connexe. Supposons que l'algébre de cohomologie H*(X) (ou, plus
P * * N . . . N P .
généralement, H (X)/K (f)) a coefficients rationnels ne posséde aucun élément nil-

potent, alors Af = 1.

0 pour i > 0. En effet, pour u € H' (X), il
P

)k(u))m = (f*)k(um) = 0, pour un certain k,

d'ou (f*)k(u) =0 etue€E Kl(f). Par exemple,

Plus particuliérement, Hl(X)/Kl(f) =
existe m tel que um € Kl(f), alors ((f“E

(a) 1l'espace classifiant BG d'un groupe de Lie compact, G, admet un représentant
qui est un ANR. Il est bien connu que l'algébre de cohomologie & coefficients ra-
tionnels H‘(BG) posséde la structure d'une algébre de polyndmes. On a les sous-
exemples suivants : la grassmannienne des n-plans (réels, complexes ou quaternio-

niques) dans un espace de Hilbert de dimension infinie, E.

(b) L'espace ¢k(E), des opérateurs de Fredholm d'indice k (entier) sur E. La aussi,
H*(¢k(E)) est une algébre de polyndmes.

(c) si s"=1{x€ &, Ixl = 1} et 0™ est 1'espale des lacets continus en un
point de Sn, alors H‘(Qszm+]) est une algébre de polyndmes & une variable, de de-
gré 2m. De la méme fagon, si G est un groupe de Lie compact et simplement connexe,

alors H*(QG) est une algébre de polyndmes de la forme



x * 2m1+] 2m,+1
H (QG) = H (@S ) xooo x H(QS' 3 ),

ol j est le rang de G.

(d) Si P est un polyhédre fini tel que HZI(P) = 0 pour tout i > 0, alors
H*(%’(P, S2m+1)) est une algébre de polyndmes (puisqu'isomorphe & la cohomologie
d'un produit d'espaces d'Eilenberg-Mac Lane, K(Z, an), et puisque chacun de ces

derniers est une algébre de cohomologie isomorphe a une algébre de polyndmes 2

une variable).

3. MODULE DE NON COMPACITE.

Références générales. - [18], [19], [20]1, [22], [23], [29], [30].

(A) Rappelons maintenant la notion, due & KURATOWSKI [22, 23], de module de non-

compacité, y, d'un espace et d'une application.
Si (Y,p) est un espace métrique, on définit le nombre

L) = int e il existe un recouvrement fini, (Si)l <i<np de
Y par des parties, Si’ de diamétre G(Si) < c

Nous remarquons que y(Y) <« si et seulement si Y est borné.

Propriétés :

1. 0 <y(Y) <68(Y).

2. Si ACBCY, alors y(A) < y(B).

3. y(A U B) = max(y(4), v(B)).

4. y(A) = y(a).

5., Si Y est complet, Y(A) = O si et seulement si A est relativement compact.

6. y(Ne(A)) < y(A) + 2¢, o N (4) = {y : p(y,A) <el.

7. Si (Y,p) est complet et si A1 D A2 D ... est une suite de parties non-vides
et fermées de Y telle que y(An) + 0, alors

a) A_ =N {An : 1 <n <o} est non-vide et compacte.

b) An + A_ dans la métrique de Hausdorff. En particulier, pour chaque voisinage,

U, de A dans Y, il existe un entier n, tel que An C U pour n = n,.
c) si chaque An est connexe, alors Aw est connexe.
8. Si f : X > Y est une application entre deux espaces complets, X et Y, et si

XD A D Ay D ... est une suite de fermés telle que y(An) + 0, alors

D8

I

f (An) .
n=1 n

1

97
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Pour les démonstrations de 7. et 8., voir [22] ou [30].

Nous avons besoin de certaines propriétés spéciales du module de non-compacité
dans les espaces vectoriels topologiques. Les propriétés suivantes sont dues 3

DARBO [10]. Soient A, B C E, oli E est un espace vectoriel normé, alors

9. y(A+B) <y (A) + y(B).
10. y(xA) = Irly(A), pour r € R.

11. y(co A) =y (A), oli co A désigne 1'enveloppe convexe fermée de A dans E.

(B) Le module de non-compacité d'une application f : X + Y est défini par

y(f) = inf {k =0 : YY(f(A)) < kyX(A) pour tout A C X},

PROPOSITION 3B. - Dans cette définition, remplacer YX(A) par GX(A) donne la méme
valeur de y(£f) : yY(£(A)) < ky (A)pour tout A, si et seulement st v (f(A)) < ké (A)

pour tout A.
Preuve. — La nécessité est une conséquence évidente de la Propriété 1 du § 3.A.
Prouvons la suffisance. Si y(A) = o, c'est évident ; sinon, posons r = y(A).

n
,...,Sn tels que A = ;flsi et G(Si) < r+e.

Pour ¢ > O donné, on peut trouver 5,

Alors,

YY(f(A)) = max {y(f(Si)) : 1 <i<n}

A

max {kG(Si) : 1 < i <n} <k(r+e).

On déduit que yY(f(A)) < kr = ky(A).

Propriétés :
1. Si 1'application f est compacte (c'est-a-dire, f(X) est relativement compact
dans Y), alors y(f) = O. Réciproquement, si Y est complet et y(f) = O, alors f

est localement compacte.

f g '
2. Etant données X — Y —— Z, nous avons : y(gef) < y(g)y(f).

3. Soit f : X » Y une appllcation de Lipschitz (c'est-a-dire, il existe k > 0 tel
< <

que pY(f(x]), f(xz)) \‘kpX(XI’XZ) pour Xx,, X, € X), alors y(f) < k.

4, En outre, si £ : X > Y est localement lipschitzienne, alors, pour tout compact

C C X, il existe un voisinage, W, de C tel que y(f|W) <=,

5. Si V est.un espace de Banach et si f,g : X » V, alors y(f+g) < y(f) + y(g).

6. Si X et V sont deux espaces de Banach, alors y : £L(X,V) > R est une semi-norme

sur 1'espace des opérateurs bornés u : X - V, continue par rapport a la topologie
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de la norme sur £ (X,V) ; en fait, y(u) < llul. De plus, Y induit une norme sur le

quotient £ (X,V)/k(X,V), ot

u(A) est relativement compact, si
KX, V) ={ u€ L£(X,V)

A C X est borné.

(C) DEFINITIONS. - Si X = Y et y(f) < 1, nous dirons que f est condensante ou que f
est un condenseur (f est dite "k-set contraction" (k < 1), dans [30]). Une appli-
cation f : X > X est dite 4 ttérée condensante ("eventually condensing"), s'il
existe un entier, n, tel que la niEme itérée, fn, est condensante. Plus générale-
ment, si U est ouvert dans X, alors f: U~ X est & itérée condensante, s'il existe
n tel que £, f_n(X) -+ X est condensante. Si f posséde un attracteur compact, C,
nous dirons que f est condensante (respectivement, d Ttérée condensante) prés de C,
s'il existe un voisinage, W, de C tel que flw (respectivement, ntW) est conden-

sante.

PROPOSITION 3C. - La propriété d'avoir une itérée condensante est indépendante du
chotx des métriques compatibles sur X. (Nous dirons que deux métriques Py eto,
sont compatibles, s'il existe ¢ > 0, tel que pl(x,y) < cpz(x,y) < czp](x,y), pour
X, y € X.)

Preuve. — La propriété (3) ci-haut, montre que y](A) < cyz(A) < czy](A), pour tout
ACX. Sif"est Yl-condensante (Yl(fn) =k < 1), nous choisissons m tel que

c2km <1, alors Yz(fnm) <1.

(D). Pour une application f : X + X, on dit qu'une partie C C X attire U, un voisi-

nage de C, si pour tout voisinage, W, de C, il existe n tel que fn(U) Cw.

Exemple. — Si X est complet et si W est un ouvert f-invariant de X tel que

lim Y(fn(w)) = 0 et tel que W) c W pour un certain m, alors
n > o '

¢, = N £ (w)
n=0

est un attracteur compact pour f£|W, qui attire W, un de ses voisinages.

En particulier, si X=W, il est suffisant que 1lim y(£7(X)) = o.
n >
PROPOSITION 3D. - Soient X un espace complet et C, un attracteur compact pour
f : X > X. Les propriétés suitvantes sont équivalentes :
a) C posséde un voisinage, U, tel que
Lim (@) =0
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b) il existe un systéme fondamental de voisinages ¥ de C tel que, pour tous
V, V' € ¥, 71l existe n tel que fn(V) cv';

e) C attire U, un de ses voisinages.

Preuve. — a) => c). Par la proposition 2C (i), nous pouvons supposer que f£(U) C U.

Par la propriété 7 du § 3A,

est compact. Si W est un voisinage de C, il existe m tel que f(K) C W. Par la pro—

priété 7 du § 3A, il existe k tel que £5(U) C £ (W) ; d'od £27X(U) C W.

c) => a). Nous utilisons encore la proposition 2C (i) pour supposer que U est f-
n
invariant. Alors, pour tout € > 0, il existe n tel que f €(U) C Ne/Z(C)' Par con-

séquent, n = n implique que
n
Y(ER ) < yE SO <y ),(0)) <e *y(©) <e

b) = c). Evident.

c¢) => b). Choisissons un systéme fondamental de voisinages de C, ¥ , tel que
V C U pour tout VE ¥. Donc, pour V' € ¥, il existe n tel que £7(U) C V' ;
d'od £7(V) € £7(U) C V', pour tout VE ¥ .

(E) PROPOSITION 3E. - Solent X un espace complet et C, un attracteur compact pour

f : X > X. 5 £ a une itérée condensante, alors C attire un de ses voisinages.

. . m . - ..
Preuve. - Soit m, un entier tel que f soit condensante. Choisissons un voisinage

borné et f-invariant, U, de C ; alors,

lim y(£2@) =0

i+

Notons que n = im, implique que £2) c £™(W) ; d'ot lim Y(fn(U)) = 0.
n-> o

Par la proposition 3D, C attire un de ses voisinages.

’

4, LE CADRE DIFFERENTIABLE.

(A) PROPOSITION 4A. - Sotent U C X des ouwverts d'un espace de Banach, E, K C U, un
compact et £ : U » X, une Cl—application. Alors,

sup {y(Df(x)) : x € K} = inf {Y(f|Nr(K)) : r >0}

= lim y(£|N_(K)),
r>0
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o Df(x) désigne la différentielle de f au point x et
Nr(K) ={y€E :p(y,K) <r}.

En particulier, sup {y(Df(x)) : x € K} < 1 st et seulement s'il existe r > 0 tel
que Y(ler(K)) <1.

Preuve. - Pour chaque point x € K, le développement de Taylor (Rx(y) désignant le

reste au point x) s'@crit de la fagon suivante :
£(y) = £(x) + DE(x) (y-x) + R _(¥).

Il en résulte que, pour x € U, et AC U, IIRx(y)II < elx-yl, pour tout y € A.

On obtient : £(A) C NeG(A) (f(x) - DEf(x)(x) + Df(x)(A)) et

£(x) - DE(x)(x) + Df(x)(A) CN (£(a)).

€6 (A)

On en déduit les majorations suivantes :

y(Df(x) (A)) = y(f(x) - Df(x) (x) + Df(x)(A))

(1)
<y (£(A)) + 2e8(A),

2) v (£(A)) < v (DE(x)(A)) + 2e6(A).

Posons k' = sup {y(Df(x)) : x € K} ; alors, pour tout €' > 0, il existe x € K
tel ciue y(DE(x)) > k'-¢' . Ainsi y(DE(x) (A)) > (k'-e')s(4), pour tout borné A C U ;
en utilisant la linéarité@ de Df(x), on obtient que y(Df(x) (AA)) > (k'-e')8()A),
pour tout A > 0. Mais pour ¢ > 0, il existe § >0 tel que lx-yl <6 implique que
Nd(x) C U et que IIRx(y)ll < ellx-yl ; de plus, il existe X > O tel que x + A C Nd(x).
I1 découle de (1) que

Y(E(x+2A)) + 2e §(x+AA) = y(DE(x) (x+2A)) > (k'=e")S(x+AA) = (k'-€')y(AA).
C'est-a-dire, y(f(x+AA)) > (k' - (e'+2¢))y(x+)\A). Autrement dit, pour tous
r, €, €' >0, Y(f|Nr(K)) >k' - (' + 2¢) ; d'oi,

3) Y(f|Nr(K)) > k' (pour tout r > 0).

D'autre part, pour tout € > 0 et tout x € K, il existe 8y >0 tel que Ix-yl < Sy
implique que IIRx(y)II < ellx-yll. On peut toujours trouver des points Xppeoes X € K
tels que K C U, =u {N‘S (xi) : 1 <i<n}, et, r >0 tel que Nr'(K) cUu_NU, pour

X,

1
tout r', 0 <r' <r. Si ACNr,(K), A, =N

S (xi) N A, on obtient de (2)
X,

i
Y(£(A)) = max {Y(f(Ai)) : 1 <i<n} <max {y(Df(xi) (Ai)) + ZEG(Ai)}.
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D'od, y (£(4)) < max {k's (Ai) + 26 (Ai)} < (k'"+2%)8 (A). Par la proposition 3B, on en

conclut que, pour tout ¢ > O, il existe r> O tel que, pour tout r', 0< r'< r,
(4) v (f] N (K)) < k'+.
Finalement, de (3) et (4), on obtient la conclusion.

COROLLAIRE 4A. - Si chaque différentielle, Df(x), est un opérateur compact, pour

x € K, alors f|Nr(K) est condensante pour r suffisamment petit.

Remarque. — Si f : U> F est une Cr-application compacte, alors les différentiel-
les, le(x) :Ex ...x E=> F, sont compactes pour i < r [21] ; 1la réciproque est

fausse, méme pour i=1 [2].

(B) Application. — Notons £(E), 1'algébre de Banach des opérateurs bornés sur 1'es—
pace de Banach E, #(E), 1'idéal des opérateurs compacts (plus. précisément, opéra-

teurs compacts sur les bornés) et
2(E) = {ue L£L(E) : dim Noyau(u) <« et codim Image(u) < =},

1'espace des opérateurs de Fredholm. Nous remarquons, en passant, qu'on peut trou-
ver une caractérisation (utilisant un module de non-compacité& un peu différent de

celui du § 3A) de ces opérateurs dans [24].

LEMME (NUSSBAUM-YOOD [31] ). - SZ u € L(E) a une itérée condensante, alors,
I-u€e(E).

De plus, en appliquant les méthodes de NUSSBAUM [31], on peut montrer que.
u € L(E) a une itérée condensante st et seulement s'il existe 0 <k <1 tel que
les valeurs propreg de valeur absolue supérieure 4 k sont en nombre fini et de

multiplieité finie.
Comme application de la proposition 4A, nous citons le :

COROLLAIRE 4B. - Etant domnée une C -application (r = 1), f : U~ E, condensante
sur un owvert U C E, Ll'application F = I-f : U » E est de Fredholm (au sens de
[14, 6]).

En particulier, & chaque point x € U, la différentielle, DF(x), a son indice de
Fredholm (= dim Noyau (DF(x)) - codim Image (DF(x))) égal & zéro. De plus, si
F : U~ E est o-propre et r >> 0, alors les valeurs régulidres de F sont résiduelles

dans E [33].
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Exemple 4B. - Soit u € L(E), un opérateur de RIESZ [11, chap. XI] . Un tel opéra-

teur peut €tre caractérisé comme suit (Théoréme de Ruston) :

/n

lim inf (lu™al’
n-> o«

: CEX(E)} = 0.

Dans ce cas, u a une itérée condensante. En effet, pour 0 <e < 1, il existe n et

C, un opérateur compact, tels que IIun+CII,/n <e ; d'ob
vy =y @™+ c-C) <y @™C) + y(@) < Jucl +0<e"< 0,
(Voir [31] et [37], pour le cas ol E est un espace de Hilbert).

(C) PROPOSITION 4C. - Sotent U un owvert d'un espace de Banach, E, et f : U=+ U,
une C]~applieation possédant un attracteur compact, C, qui attire un voisinage de

la forme N, (C). Posons

2¢

(5) b; = sup {|pf*(x) - DEX(Y)| : x, Y E Ny (O} 3
nous supposerons, en outre, que

lim sup b, < 1.
i+ t

Alors, il existe k, 0 <k < 1, et m tels que y(DE (x)) < k pour tout x € N_(C) et
tout i > m.

En remplagant C par un seul point, ¢ € C, dans (5), on obtient la méme conclusion

pour x € Ne(c).

Preyve. - Prenons r, s, et un entier, m, tels que bi <r<s<]et
Y(fl(Nze(C))) < (s-r)e, pour i = m, grice & la Proposition 3D. Etant donnés un
sous—ensemble borné A C E et a € A, définissons B = (¢/6(A))(A-a) ; d'ol € = 6(B)
et B C E;TBT.

Maintenant, pour x € NE(C), il s'ensuit que
bl () (B) € £ (aerB) - £y - RL(x+B) C £ (N, () - tl) - RE(x+B) .
On en conclut que
YEE G B) <y (R0, (©)) + Y ®IGeB)) < (smp)e + s@EGem)).
Si y, z € x+B, alors

IIR;(z) - R;(y)ll < |lz-yll sup {IDE*(x) - DE((1-t)z + ty)| :0<t<1}< §(B)b.<er

donc
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v fL(x) (B)) < (s-1)e + er = sc.
Ainsi,

6(A) A)

YOE GO ) = v 0t () (a + AL Byy oy &AL

€

Df (x) (B)) < se = s§(A).

Par la proposition 3B, y(Dfl(x)) < k, et ceci, pour tout x € Ne (C) et tout i = m.
Remarque. - Supposons qu'il existee, 0<e¢ <1, et B, 1 <B<w, tels que

2
(6) ID°£ (z)| < B pour z € Ne (x) et tout i=>1,
Alors,
by y = sup {IDE(y) - DEYI: y', yEN 0} < e <1,
’
oli n = ¢/2B. En effet, pour y, y' € N (), ona
Ingt(y") - pE* (I < ly'-yl sup {IIsz((]—t)y' + )l :0<t<1} <2B=g¢<I.
COROLLAIRE 4C. - Conservons les notations de la Proposition 4C. Supposons en outre,

que W est un voisinage de C dans U tel que, ou bien

a) il existe r > 0 tel que lim sup b, (r) <1, ou

1>

bi(r) = sup {IlDfi(x) - Dfi(y)ll 1 x, yEW et lxyl <r} ;

ou bien

b) sup sup LID*E G ¢ x € W <o,
P>

‘Alors 1l existe m tel que sup {y(Dfm(x)) rxect <1,

En particulier, f a une itérée condensante prés de C.
L}

Preuve., - Soient V un voisinage attiré par C, x E VN W et 0 < €y <1 tel que

45x <ret N25 (x) C VN W, Encore par la proposition 3D, il s'ensuit que
x

lim (gt o, (x)))< lin v(£i(v)) = o.

1+oo i >

Soit b = sup {IlDf y) - Df ()l :+y, z€ N, (x)}

Cag a)s - b, < bi(r) ; d'oly, lim sup b, <1,

i > o
Cas b). - Posant B, . = sup {Hszl(z)ll 1z € N (x)} nous avons
’

B = sup {Bi' R 2 1} <, On peut donc supposer que € est suffisamment petit
’
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pour que lim sup b 4exB <.
i+ x

Dans les deux cas, par la proposition 4C, on obtient qu'il existe kx <letm

tels que Y(Dfl(y)) <kx, pour tout y € Ne (x) et tout i >mx. C étant compact, on
: x
peut trouver des points KpseeesXy € C tels que C C UV {N : 1 <j<n}, ot

N. = Ne (xj). Définissons m = max {mJ i1 <j<n}et k = max {k 1 <j<n}.
X,

J
Donc, y(DfT(y)) < kj <k<l1, pour y € Nj' Ainsi,
. sup {y(D£"(y)) : y € C} < 1.

La derniére assertion du corollaire résulte de la Proposition 4A.

Exemple 4C. - Soient X un C“-ANR et £ : X » X, une G"-application possédant un
attracteur compact, C, attirant son voisinage W. Supposons que f soit la restric-
tion d'une application holomorphe ¢ : U + U d'un voisinage borné d'un C”-plongement
de‘ X, dans un espace de Banach complexe. Alors il découle de 1'inégalité de Cauchy

(sur les itérées, ¢k : U > U) que IID ¢ (z)ll cte n Nq;ll pour tout z € N (C),
n

N n(C)
tout k 2 | et pour un certain n > 0. Par conséquent, les hypothéses du Corollaire

4C sont vérifiées.

5. LES THEOREMES.

Dans 1'énoncé du théoréme 1, la condition "f est & itérée condensante prés de C"

est supposée vérifiée par rapport 3 une métrique finslérienne sur X.

(A) Preuve du théoréme 1. - Par la définition d'un CI—ANR, soit X -—1-’N C V, une
r

C‘—rétraction d'un voisinage, N. Les applications r et i &tant localement lipschit-
zienne sur leur domaines, on peut appliquer la propriété 4 du §-3B. On peut donc
choisir W et U tels que W soit f-invariant, U, borne, i(W) CU, k = y(f ]W) <1,
rU) CW, v(i|W) <o et y(r|U) <=,

I1 s'ensuit qu'on peut choisir un entier m tel que y(i]w) kmy(rIU) <1 ; d'ol,
V((ofar [1)™) = Y(HE™ ox[0) <y(E[W v(EH T (x|) <vE[W Ky(xr|v) <1.

C'est-d~dire, iofor : U > U a une itérée condensante.

La conclusion découle de 1'8noncé suivant qui est un cas particulier du Th&oréme
1 et qui est obtenu par des modifications €lémentaires de [30], Corollary 9 et
Theorem 3. (Remarquons que cet énoncé peut aussi €tre obtenu comme corollaire du

Théoréme 1 bis que,nous prouverons aux paragraphes 6 et 7.)
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PROPOSITION 5A. - Sotent U un ouvert d'un espace de Banach et F : U~ U, une Cl—ap—
plication possédant un attracteur compact, C. ST F a une itérée condensante prés
de C, alors le théoréme de Lefschetz est valable.

(B) Preuve du Théoréme 2. - Le résultat suivant est obtenu par des modifications
assez élémentaires d'un théoréme de EARLE-HAMILTON [12] :

Soient U un ouvert connexe borné d'un espace de Banach complexe, E, et £ : U~ U,
une application holomorphe ; s'il existe une itérée de f telle que

d(fn(U), E-U) > 0, alors f posséde un et un seul point fixe, x.

n . : 5 . P
En effet, f est une contraction stricte par rapport a la structure finslérienne
p . ~ m .
de Carathéodory-Reiffen ; d'od, (f (U))m > | converge vers un point, X. Notons
. . . . n . . .
qu'il existe un et un seul point fixe pour f si et seulement s'il existe un et un

seul point fixe pour f.

Le théoréme 2 en est une conséquence facile ; en effet, avec les notations du
§ 5A, on choisit un voisinage connexe borné de i(C), U, contenu dans un voisinage
tubulaire, N, et on définit F = i.for : U > U. Alors f posséde i(C), comme attrac-—
teur compact, et a une itérée condensante. La proposition 3E montre 1'existence
d'une itérée Fn, telle que d(Fn(U), V-U) > 0 ; c'est-a-dire que les hypothé&ses du

théoréme de Earle-~Hamilton sont vérifiées.

(C) Remarque. - Nous n'avons aucune idée si nos conditions de différentiabilité
sont nécessaires. Néanmoins, voici quelques situations topologiques, et quelques

résultats partiels, dans lesquelles le théoréme de Lefschetz est valable :

1. X un C°-ANR (séparable ou non) et £ : X + X, une application compacte [6], [13].

2. Plus généralement, si f posséde un attracteur compact, C, et s'il existe un
voisinage de C, W, tel que f|w est compact (par exemple, X localement compact ou
dim X < »), ce résultat a été démontré par Eells dans le Séminaire de Mathémati-
ques supérieures a Montréal (été 1969 ; notes par M. Garangon (non publiées)) et
par Palais (communication personnelle, méme &poque). Voir aussi [7], [8] et
[9, § 31.

D'autre part, nous ne savons pas si le Théoréme 1 est vrai lorsque X est un ré-
tract absolu de voisinage (lipschitzien) et f, une application (lipschitzienne)

possédant un attracteur compact et une itérée condensante.

3. En revanche, voici une variation, trés faible, du Théoréme 1 : soient X une
sous-variété fermée différentiable d'un espace de Hilbert et f : X » X, une C°-
application possédant un attracteur compact C. St f est condensante prés de C,
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alors le théoréme de Lefschetz est valable.

La démonstration suit celle du théoréme 1. La norme de la différentielle de la
rétraction r : N » X satisfait [Dr(x)l = 1, pour x € X. Par la proposition 4A, pour
tout € > 0, il existe un voisinagede i(C), U, tel que y(r|U) <il+s. Alors,

y(F(B)) < k(l+e), pour B C U. En prenant 0 <¢ < (1-k)/k, on garantit que F : U »U
est condensante. Comme dans la preuve du théoréme 1, nous avons réduit notre pro-
position au cas ol X est un ouvert d'un espace de Banach ; nous pouvons donc appli-

quer les méthodes de [30, Corollary 6 et Theorem 3].

6. INDICE DE POINT FIXE DANS LES ESPACES DE BANACH.

La notion d'indice de point fixe a &té définie par LERAY dans [25, chap. VI] ;
voir aussi [5, 26, 32]. Une généralisation a &té donnée, pour les applications

condensantes, par NUSSBAUM [28, 29].

Dans ce paragraphe, nous supposons, une fois pour toutes, que, U.C X, sont des

ouverts d'un espace de Banach.

(A) Nous dirons qu'une application f : U > X est faiblement condensante s'il existe
m, un entier, k <1, k', K, ¢ < (1-k)/mk', r, positifs, tels que
y(£7(a)) < ky(a), y(£(A)) <k'y(A), pour tout AC W = £ "(X) et tels que

< -
Nré(A)(co A) C W et §(A) K entrainent que

(1) Y(fi(N (co A))) < y(fi(A)) + €6(A) pour tout i <met 0SrS<r,.

r§ (A)

L'inégalité (1) (plus particuliérement (2), plus bas) est motivée par une ana-
lyse du théoréme de Taylor (avec reste) pour les applications différentiables ;

voir [15, Proposition 2].

Notons ici que cette notion n'est introduite que pour simplifier la démarche &
suivre et est utile seulement en vertu des exemples suivants. Remarquons que 1l'on

peut partout accepter r=0 sauf pour obtenir la propriété 8 (homotopie) du § 7A.

Exemple 6A.
(1) Toute application condensante est faiblement condensante.
(2) Toute somme d'une application faiblement condensante et d'une application

compacte, est faiblement condensante.

PROPOSITION 6A. - Toute C]—application, f : U= X, a itérée condensante est faible-
ment condensante au voisinage de tout compact f-invariant, M, avec € aussi petit

que l'on veut, st K est assez petit.
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Preuve. - Choisissons k< 1 et m tels quey (fm(A)) < ky(A) pour tout AC W = f-m(X).

Définissons k' = sup {IDE(x)l + 1 : x€ M}; il existe s tel que yE N3S(M) impli-
que que [ DE(y)l < k'. Alors || x-yl < 3s entraine que | £(x) - £(y) < k'l x-yl , pour
tous x,y€ N (M) ; d'ol AC N_(M) implique que Y (£(4)) < k'vy (A), car

Y (NS(M)) < 2s < 3s.

Choisissons ¢ < (I-k)/mk' et K tels que 0< K< s et, | x~yl < K implique que
1D£*(x) - DE*(y)l < e/4 pour tout i< m et tous x, yE NK(M);

Si co AC NK(M) et 6§ (A) < K, alors pour tout i< m,

(2) Y(f (co A)) < v(f ) + 2@€/4)s8(8),
car f (co A) C N 6(A)/4(c° fi(A)). En effet, si {x, Yyseees yn} C A et
n

T a 1-(a, =2 0), alors
i=1 .

; D n

e a.y.)-Eaf(y)“ Ea.,‘R(an)—R(y,)N

j=1 373 j=1 =1 j=

n n . .
< Z a, |(Z a.y,) -vy., sup {llDfl(x) - Dfl(y)" : y € co A}
j jo 373 j

< (e/4)8(A).

Enfin, choisissons r<%e(k')_m ; ainsi,
Y(f (N 6(A)(co A))) < Y(f (co 4)) + (k") rG(A)
< (W) + Fes@) + 5 8 a).

Remarque 6A. — Si, pour tout x € U, Df(x) est un opérateur de Riesz, alors f est

faiblement condensante prés de Fix(f) = {x € U : f(x) = x}.

En effet, d'aprés 1'Exemple 4B, pour tout x € Fix(f), il existe m  tel que
y(Dfmx(x)) = y((Df(x)mx) < 1. Comme X —> y(Dfn(x)) est continue, il existe un
recouvrement fini, {N],..., N }, de Fix(f) tel que x € N__| entraine que
vy (Df J(x)) <1. Posons m = mlm2 cee my 3 alors, pour tout x € Fix(f), on a :
Y(Df (x)) <1 et sup {y(Of™(x)) : x € Fix(£)} < 1. D'oti, par les propositions 4A

et 6A, on obtient la conclusion.

(B) PROPOSITION 6B. - Soit f : U -+ X une application faiblement condensante et

sott M, un compact f-invariant de U. Alors i1 existe, {Bn}n > s we sutte de réu-
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nions finies de fermés convexes de U telle que si B, = f-I(Bl), on att :

(1) B, est un voisinage de M,
(2) f(Bn_] N B,) C B c B s powr tout n > 1,

(3) 1lim Y(Bn) = 0.
n=> o

Preuve. - Choisissons N], cee s Nv’ des fermés convexes de f-m(X) tels que
v

BI = U N, soit un voisinage de M et 8§ (N.) <K, pour tout j = l,...,v. On a que
j=1 J

1

f(B] N B,) C B,. Choisissons t > 0 tel que 1 < t:2 < (k + e(m-1k") .

1
Par induction, supposons que Bn est défini et est une réunion finie de fermés
convexes vérifiant f(Bﬂ NnB)C Bn' Choisissons Sl""’ss tels que
s
f(Bn N Bo) = U S., G(Sj) < t:'y(f.(B.n N B,)) et chaque Sj C Np pour un certain
j=1 ,

p = p(j). Définissons B

= co :1<3< '
+1 U{(co Sj)an : 1< j<s}, Onn'a que Bn+ CBn,

1
que B est une réunion finie de fermés convexes et que

CB_.
n

n+l

£(8_,, NB)CE®B NB)CB

Il reste 3 montrer que lim y(Bn) = 0.
n-> o

Notons que co Sj C Np et G(Sj) < G(Np) <K ; donc, pour i <m, on a :

v E_, ) < max ty £l (co 5.) : 1< 3 <s) <max {y(fi(sj)) +es(s) 1 1< <s)

< i i+l
d'oti, Y(£7(B ,)) <v(£

(Bn)) + ety(f(Bn)).'Mais,
Y(E(B)) <k'y(B) <k'y(Bj), pour tout j <n, et y(B_ ) < ty (£(B)), pour tout n.
D'od,

m-1
) <t (ENB)) + et T k'y(B))

Y(B ) Sty (EG Z

n+m-1
2 '
<t (k + ek (m—l))y(Bn).
Ainsi, si k" = t2(k + ek'(m-1)) <1, on n'a que
< nyJ < | : .
y(Bn) < (k")y (Bn—jm) (k") y(B]) pour tout n > jm.

D'ol, 1lim y(B ) = O.
n > n

(C) Le lemme suivant, et son utilisation pour bien définir 1'indice de point fixe,

est la seule raison pour laquelle nous utilisons des fermés plutdt que des ouverts.



110

- ; 12
LEMME 6C. - Sotent (Aj)l <j<n des fermés convexes d'un espace de Banach. Notons

A=U {AJ. : 1< j<n} et, pour chaque J C {1,...,n}, AJ =N {Aj : j € J}. Alors
il existe une application w : A+ A, telle que "(AJ) C Ay, pour tout J, et il exis-
te un polyhédre fini, P, tel que w(A) C P C A.

Preuve. — Le cas od N {AJ. : 1< j<n} # @ est trivial ; supposons donc que nous

sommes dans le cas contraire.

Définissons £ = {JC {1,..., n} : Ay # ¢}. Soit £, l'ensemble des éléments

maximaux de £. Pour tout J € £, choisissons x; € AJ. Définissons m : A > A par
E{;_‘J(x)xJ : Je £}
m(x) = , ol uJ(X) = min {d(x, A.) : j¢ J}.
) 1 JE S, ) .

Notons que x € Ai et uJ(x) # 0 impliquent que i € J ; d'otl
n(AJ) C co {xJ, 1 JCJ'e S} = PJ C AJ, pour tout J C {l,...,.n}, et
n(A)CP=U{Pi : 1 <i<n} CaA.

(D) Définition de 1'indice. - Soit f : U » X une application faiblement condensante

telle que Fix(f) = {x € U : £(x) = x} est compact. Par la proposition 6B, il existe
une suite {Bn}n >0 de ré&unions finies de fermés convexes et B_, un ouvert tel

que Fix(f) C B, C _f:C U, B U f(Bn_ NnB)C Bn’ pour tout n =1, et

n+l 1
lim Y(Bn) = 0. Notons que, f &tant sans point fixe sur le fermé 9B, il existe 8,
n-> o

un recouvrement ouvert de U tel que WE B et x € WN 3B, impliquent que f(x) e W

en fait, pour tout x € 3B , il existe Ux et Vx des ouverts tels que Hx N Vx =0,
x € UX et f(x) € V_ ; alors il existe un ouvert, V, tel que
g ={viu {Ux nf (Vx) : X € 3B,} est un tel recouvrement. Soit o un raffinement

de B par des ouverts convexes.

Par la propri&té 7 du § 3A, B_ =N {Bn : n =1} est compact et il existe un
soug recouvrement fini de B , donc de Bi’ pour tout i 2 n, si n est assez grand.
Dans ce cas, il existe (S],...,Ss}, un recouvrement de Bn par des parties fermées

convexes de Bn, chacune contenue dans un &lément de o.

Par le lemme 6C, il existe,

ol P est un polyhédre fini telle que ior(Si) C Si'

DEFINITION 6D. - l'indice d'une application faiblement condensante f : U + X, est
donné par



ind(f : U~ X) = inf(refei : PN i 1 (B,) » P),

le membre de droite étant défini de la fagon habituelle [ 32]. Notons qu'd cause
des précautions prises ci-haut, 1'application rof.i est sans point fixe sur

3i! (8,).
LEMME 6D. - Cette définition est indépendante des choix effectués.

. 1
Preyve. Soient (Bi)i> 1 et (B ). i deux telles suites ; formons les intersec-—

tions, B, = B; N Bg pour i = 0 ; ch0151ssons «>aln o? tel que UE o et

x€UTN B, N (Bl U Bf) entrainent que f(x) ¢ U ; choisissons n = max{n] ,n2}
o
pour lequel il existe {Alla,..., Az}, un recouvrement de Bg, plus fin que a, par

des parties fermées convexes de Bfl, pour p = 1,2,

Par le lemme 6C, il existe w : B: U B% > B: U Bf telle que ‘N(Sl:.)) C SIJ? (ol les

S}J.) recouvrent BE ), ﬂ(AJ?) C AJ‘.’ et n(B?) C PE C BE, ot Pii) est un polyhédre fini,
P .

p=1,2 et i <n ; de méme, TI’(Bi) CP;C Bi’ ol Pi est un polyhédre fini, Pi C PI.:

pour p = 1,2 et i < n. Par homotopie et par commutativité, comme

r ofoilﬁsr o o f ol et mof = 7o i, or, o f, on n'a que

1 1 1 1
1 1

ind(r, o £ o 1, @ P1 N i_l(Bl) > Pl) =ind(mr o £ : P. NB = P1 ). De plus, par
1 1 1 ° n, ° n,

N B:) « Tr(B]i) C P; pour i = n,..., 0, o0 a que

1

commutativité, comme mof (B;.—l

ind(mof : P1 N B: - P] ) = ind(mof : Pl N B] -> P]). Par excision, on a :
nl nl n ° n
ind(wof : P; N Bl > Pl) = ind(mo.f : P1 N B, - P_). Finalement, comme

3

Trof(P:lmBo) CP:IOP] et wof(P NB,NP)CP
commutativité, que ind(mof : P:‘ N B, ~ Pn)

1
n
Illﬁ P, ,» pour i <n, on a, par

ind(mof : Pn N B, » Pn)' De méme, on

obtient :

. . 2 ~1,.2 2 .
1nd(r2 o £ o iy PN i, (B)) » P7) = ind(mof : PnﬁB° ->Pn).

Remarque 6D. — On définit de la méme manidre 1'indice d'une application,

f : U~> X, faiblement condensante dans un voisinage de Fix(f).

7. PROPRIETES DE L'INDICE.

Cet indice de point fixe posséde les propriétés usuelles :

(A) Propriétés :
1. (Excision) S7 Fix(f) CV CU et V est un owvert, aZors,

ind(f : U > X) = ind(f : V> X).
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2. (Addition) SZ U =U {u, : 1S i< g et Uj N U, N Fix(f) = @, pour tout itj,
alors,
n
ind(f : U»> X) = £ ind(f : U, > X).
i=1
3. (Point fixe) Fix(f)

@ implique que ind(f : U~ X) = 0.

2
4, (Produit) md(f.le2 : UxU, > x]xxz) = .II md(fi : Ui-> Xi).

1”72 i=1
Notons que si 1'on définit la norme sur E]sz par :
1
2 2,2
I (xl,xz)ll = (lellll + |l lelz) ,

on obtient que y (AxB) < y (&) + y(B).

5. (Normalité) S7 U=X et f posséde un attracteur compact, C, alors le nombre de
Lefschetz de f est défini et

™~
A(f : X+ X) = ind(f : X > X).

En effet, Fix(f) C C et £(C) C C ; soit donc {Bn}n> | comme a3 la Proposition 6B,

et soit, par le lemma 5 de [30] , W, un voisinage f-invariant de C tel que

f(W) C Bl’ alors lim y(f“(w)) = 0. Par la proposition 3D, il existe V_, un ou-

n-—+w
vert f-invariant tel que C attire V et CC V, CV, CX. Soit m tel que fm(Vo) cv,,

soient V. DOV, DV, D...D0V DV Dfm(V)et soit
° 1 1 m- m o :

B, =V, N f_l(Vl) N...N f_m(Vm), alors on n'a que

— = - 1-m o -m I-m
EB) CEVI NV N nE V) CENU) NV L NE TV ) =B

Notons que lim y(£(B, N B )) < 1lim v(B +]) = 0 ; donc, par la propriété 7 du
n = o n n=> «© o

§ 34, K=nN {f(B° N Bn) : 121} est compact et non-vide.

Or KCf(B)) C B_ ; soit N, un voisinage de KU C dans B, qui est une réunion
finie de fermés convexes. Il existe j tel que £(B, N Bn) C N, pour tout n = j.
Soient o un recouvrement ouvert de X, n assez grand et, par le lemme 6C,

i . .
r ' [] ~
P‘—-r B tels que r(Bnn N) CpP'Cp, i(P') C B NN, ior|N LA B

et,

ind(f : U~ X) = ind(roefoei : P N i_](Bo) + P), ol P et P' sont des polyhé&dres
finis. Par commutativité, on a que

ind(r fei : P N i-](BQ) + P) = ind(rofoi : P' » P') et, par normalité, on a que
ind(rofoei ¢ P' »> P') = A(rofoei : P' » P'). Or,

A(rofoi ¢ P' > P') = A(dorof : B NN+3B NN) et comme ior|N= Ig Bn, on



113

obtient que A(iorof : B NN > B NN) = A(f : B N N > B N N). D'autre part, com-—

me pour tout compact K de X, 11 existe m tel que f (K) C B,, pour tout i =m, on
a que £t (K) C £, £ (f (K)) C f, £ (B8,) Cf(Bnﬂ Bo) CNﬂBn ; d'oll,

AEf : X>X) = (f: Bn NN~ Bn N N), car, dans ce cas, nous avons 1'isomorphisme

canonique H' (X)/K(f) ~ u‘(sn N N)/K(E).

6. (Commutativité) Sotent £ : U+ Xet g : V+Y, o0 UCYet VCX; les appli-
cations gof : f_l(V) > Y et fog : g_l(U) -+ X sont définies. Si Fix(fog) est com—
pact, alors Fix(go.f) est compact. De plus st y(f)y(g) <1, alors

ind(gof : £ (V) > Y) = ind(fog : g ' (U) » X).

Voir NUSSBAUM [30].

7. (Commutativité) Sotent £ : U+ X et g : V> Y, o UCY et VCX. S7 Fix(fog)
est compact, alors Fix(ge.f) est compact. Si, de plus, f et g sont continiiment dif-
férentiables et fog a une 1térée condensante, alors g.f a une itérée condensante,

et,

ind(gof : £ (V) > Y) = ind(fog : g | (U) » X).

En effet, la premiére assertion découle immédiatement de 1'inclusion
Fix(gof) C g(Fix(fog)).

I1 existe m et k < 1 tels que y((fog)™ < k. Comme f et g sont continfiment dif-
férentiables, on peut supposer qu'il existe b et b' tels que b, b'> 1,
lg(x) - g(y)Il <blx-yl pour tous x, y € V et [£(x) - £(y)I <b'lx-yl pour tous
X, y € U.

Par la proposition 6A et par excision, on peut supposer qu'il existe € > 0 et K
assez petit tels que € < (1-k) (bb (m-1)) - et, co A C (fog) TX) et 6§(a) <K im-
pliquent que vy (£ (co A)) Sy (£1(a)) + e6(A).

Soit t tel que t < (1-k) (bb'(m-l))_] et soit s > 0 tel que
s < (1-(k+tebb' (m=~1))) (2tb(1 + (m—l)(bb')m)_l. Soit K' tel que §(A) <K' et
co A C U entrainent que f(co A) C Nsd (&) (co £(A)).

Choisissons Nl""’ Np des convexes fermés de (f.og)-m ° g-l(U) tels que
B] = Nl U N2 U...VU NP soit un voisinage de Fix(fo.g) et §(N;) <K, pour

i=l,..., p. Choisissons N;,..., N"1 des convexes fermés de f-1 (V) tels que
B; = N; U Né U... U Nc'l soit un voisinage de Fix(gof), f(B;) C B] et 6(N]!_) <K',
pour i = 1,..., q. Soient W et W' deux ouverts tels que Fix(fog) CW C W C g_l(B;)

et Fix(gof) CW' C W' C f_l(Bl).
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Supposons (par induction) que BI'I' et Bn soient des réunions finies de fermés
convexes telles que g(WN B ) CB' et £(W' NB') CB_.
n n n n

PR ' ] - at ' '
Choisissons Sl""’ss’ tels que g(W N Bn) = S] U 82 U..w U Ss.,

G(SJ!) < ty(g(Wn Bn>) et S-% C Ni pour au moins un i. Définissons
' = 'Y N B' : < 3 ' [
Bn+l U (To SJ.) Bn 1 1<3<s'}C Bn' Notons que

f(W' N B'+I) CEfW' N B') C B 3 choisissons donc Sl""’ss tels que

EW' NB! ) =8 US,U.. US, 8(s; ) <ty(E@W' N B! ) et S, CN; N £(eo 8,
pour au moins un i et un i' Deflm.ssons B = U {(co S )yn B : 1 < j<s} C Bn.

n+l
' ' ' '
On n'a que £(W' NB} ) C Bn et g(WNB ) Cg(WNB)CB

+1 +1°

Définisgons B, =WN g_l(w') et B, =W'N f_l(w) ; alors, on a que
r ., [N [ 1
g(B, N Bn) [« 131'_1_._l N W ; d'od, fog(B, N Bn) CEfWw'n Bn+1) C Bn

on obtient que gof(B) N Br't) C Br'1+l C Bx’f

+1 n Bn' De méme,

Montrons que lim 'y(B ) =0 ; on aura alors que lim y(B') = 0, car
n - w : n=+© n
1
Y(Bl, ) < ty(g(B)) < tby(B)). Or,

co §; C co £(co S:!‘) C co(N ) )(co f(S:!l))

sty(g(B))

G(S )(co f(S ) CN

y((£og) " (B, )) < mex ¥ ((fog) *(N y(eo £(51)))

sty (g(B)

< 200" Taey (8(8)) + y((Eap)® o £(8(WN B)))

+ max e§ (£(S})
j J
<y (E i) + (2651 s + eb)eby(B),

car, §(£(5))) <b' 6(s}) < b't'y.(g(Bn)) < b'tby(B_). De plus,

< mgtx Y(Nsty (g(B,n)) (co f(S-_'.l)))

< 2stby(B) + Y(fog(B).

Or, y(fog(B )) <Y((f08) (B)) + (m-l)(Z(bb )"s + eb')thy (B p)e 4'od,

n+m-1

( ) < (28tb + k + (m-1) (2(bb’ )% + eb' )tb)y(B ).

Or, ce dernier coeff1c1ent est inférieur a 1.



115

Notons qu'il gxiste un recouvrement ouvert, B, de f_l(V) tel que, pour tout

Xx€ 3B!, x€ U' € g implique que gof(x) ¢ U'. De plus, il existe un recouvrement
ouvert, o de (fog)—](V) tel que, pour tout WE o, il existe U' € B tel que
W= g_l(U').

Or si ¢ est composé d'ouverts convexes et est assez fin, et si n est assez grand,

. . i < . X .. . ~
il existe, P —— Bn, ol P est un polyhédre fini telle que h : roi = IB , ol,

pour tout X € B/ N B,, il existe WE o tel que h(x,I) C W et i
ind(fog : g (U) > X) = ind(rofogoi : PN i (B) » P).
De plus, foioTog = fog et l'homotopie est sans point fixe sur 9B.
De méme, toujours si n est assez grand, il existe P' ;é%;:'Bé oli P'est un polyhé-.

dre fini telle que
ind(gof : vy -y = ind(r'egofoi' : P' N i'"'(B;) + P"),

goi'or'of = gof et 1'homotopie est sans point fixe sur 3B_.
Par homotopie, on a que
ind(rofogoi : PN i 1(B,) » P) = ind(rofei'er'egei : PN i ' (B,) + P)

et

ind(r'egofoi’ ¢ ' N i'1(B!) > P') = ind(r'egeioTefei’ t P' N i' T (B!) » P').

D'ol, par commutativité, considérant les applications rofoi' et r'ogoi, on ob-

tient la conclusion.

8. (Homotopie) Sott h : UxI -+ X telle queFix(h) = U {le(ht) i t € ;} est compact.
87 M ¢ UxI > XxI, définie par H(x,t) = (h(x,t), t), est faiblement condensante,
alore

ind(h, : U+ X) -‘ind(hl : U= X).

En effet, Fix(H) = LKFix(ht) x {t} : t € I} &tant compact, par une démarche pa-
ralléle & la démonstration de la proposition 6B, on obtient {Bn}n > vérifiant
les conclusions de cette proposition et telle que B =U {Ci RS PR <i<gq} ol
N ’ >
C. est un convexe fermé de U et I, est un intervalle fermé : prenant B com-
i,n . i,n n+1
me réunion de .tels sous-ensembles, Ci n x I, , de Bn tels que
’

i,n
co Sj cu{C, xI :1E€JYCN (co S.), (prendre G(Ii n) < rS(Sj) et
’

i,n "i,n ° ‘rC(Sj) j

(i,n = pro;l(co_sj N (Xin,n)) ) ol r est assez petit.
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Soit o un recouvrement de U par des produits d'ouverts convexes tel que si U € a
et x €U N 3B, alors h(x,I) NU = @. Soit {C]xI‘,..., CPxIp} un recouvrement de

Bn par des produits de fermés convexes inclus dans Bn’ qui est plus fin que a.

Soient 0 = t, <t, <... <t_ =1 tels que, pour tout k, il existe U , un ou-
° 1 m k
vert de U pour lequel on a que B, N (X x [tk—l’tk]) = Uk x[tk_], tk] et il
i C N = ~
existe Jk {1, ,P} tel que Bn (X x [tk-]’ tk]) Ak x [tk_], tk], ot

Ak-U{cj:jeJk).

Par le lemme 6C, il existe P ——l—ﬂ'Ak, ol P est un polyhédre fini telle que
r
ind(ht tU>X) = ind(rohtui t PNi ](Uk) -+ P), pour tout t E[tk_l, tk] ; si
on pose B; = {x : (x,t) € Bn), alors {B:l}n 1 est une suite vérifiant les conclu-
. - t -
sions de la proposition 6B et, Bn Ak et B° Uk’ pour tout t € [tk-l’ tk].

Or h est sans point fixe sur BUk X [tk-l’ tk] ; donc, par homotopie, on obtient
que
ind(reh, o i :PNi ') > P) = ind(reh, oi t PN i (U > P) ;
t k t k
k-1 k
d'ol, ind(h ) = ind(h_ ), pour tout k = 1,...,m.
t t.
k-1 k
(B) Supposons que f : U+ X est une C]-application telle que | § spec(Df(x)) pour
tout x € Fix(f). Alors les points fixes sont isolés. Soit Ux C U un voisinage de x
tel que Ux N Fix(f) = {x}.

Propriété 9. - Si f a une itérée condensante, alors, ind(f : Ux > X) = (-l)a(x),

ol a(x) est la somme des multiplicités des valeurs propres de Df(x) contenues

dans (1,»). En outre, et Fix(f) est fini, alors,

ind(f : U>X) = z (_])a(x).

x € Fix(£)

Cette formule est due & LERAY-SCHAUDER pour les C]-applications compactes [ 27,
34] et a FENSKE [17] pour les C]-applications condensantes. Le cas général est une

conséquence des résultats du § 4B.

La propriété 9 est une conséquence immédiate des lemmes suivants.
LEMME 1. - Sotent f : U+ X, une Cl-application a itérée condensante et
x € Fix(f) ; 87 1 ¢ spec(Df(x)), alors il existe ¢ > 0 tel que

ind(Df(x)) = ind(f|N£(x)).

Preuve. - Comme 1 é spec(Df(x)), 1'opérateur Df(x) - IE posséde un inverse continu.
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Posons s = [ (Df(x) - I ) I et 501t € > 0 tel que, pour tout y € N (x), on ait
que I f(y) - £f(x) - Df(x)(y-x)" Hy—xﬂ ; alors,

ht(y) = tf(y) + (1-t) (£(x) + Df(x)(y—x)) définit une homotopie sans point fixe sur
_Ne(x) - {x} : car h (y) =y implique 1'égalité suivante :

(y=x) - Df(x)(y=x) = t(f(y) - £(x) - DE(x)(y-x)) ; et si 1'on applique

(DE(x) - IE)_] aux deux membres de 1'équation, on n'obtient que

thy-xll, d'od, y=x.

ly-xI < st(s ly=xl)

De plus, si H(x,t) (h,_(x), t), alors, pour tout n, on a que

DHn(x t) = (DH(x, t))n B eE comme Dht(x) = tDf(x) + (1-t)Df(x), on a que

y(DH (x,t)) < y((Df(x)) ) (Df x)) < Y(f ) < 1. Ainsi, par la proposition 4A,
on peut supposer ¢ suffisamment petit pour que H ait une itérée condensante ;
d'ol, par la propriété 8 du § 7A, on a que ind(les(x)) = ind(ho) = ind(Df(x))
(la derniére &égalité étant obtenue par commutativité, car h, = Tx oDf (%) oT_x, ot

Tx(y) = y+x).

IS

LEMME 2. - Sotent £ : U~ X, une Cl—application q itérée condensante et
x € Fix(f) ; si 1d spec(DE(x)), alors, ind(DEG)) = (-1)* X,

Preuve, - Posons T = Df(x), alors T a une itérée condensante, car
+ (I = y (£7 (%)) <y (£Y).

Soit EJ = {0} et, par récurrence, soit EJ le sous- espace linéaire de E engen-

ntl?
dré par {v € E : il existe A =1 tel que TJ(v) - av e gl }, pour tout j = 1. Soit

gd =U{EJ :n> 1},

Remarquons que nous aurions obtenu les mémes espaces si nous nous étions limités

aux valeurs propres de 1) contenues dans (1,o). De plus, El C EJ, pour tout j.

Or, il existe j = 1 tel que TJ est condensante ; d'oli, (FENSKE [17] , AMBROSETTI
[1]) dim EJ <w et ainsi, dim E < o,

Soit donc, m : E ~ El, une projection continue. Définissons,
h (v) = tT(v) + (1-t)T(n(v)), alors h (v) =v
T(v) - Av = A(1=t)T(n(v)) € El, oi A = -1 =1 ; ainsi, v € E] donc
= Ht(v) = T(v) ; d'olt v=0, car | ¢ spec(T).

implique que

De plus, si H(x,t) = (ht(x), t), alors pour tout n,
Y(DH(0,£)) = v((Oh (0)™) = y(hD). Or,

n-1 . ', .
h: =™+ T -0t o . T
i=o
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s . .0 . . ~ AP,
et ainsi ht est condensante si n est suffisamment grand. D'ol H a une itérée

condensante ; donc, par homotopie et commutativité,

ind(T : E~+ E) = ind(Ter : E > E') = ind(T : E' » EV).

or, E! étant de dimension finie on a, par LERAY-SCHAUDER [27], que

.1
ind(T : B! > E') = (-1)dlm £

Remarquons, enfin, que dim E] = a(x).

8. INDICE DE POINT FIXE DANS LES C]-ANR.

De la propriété 7 établie dans le § 7A, provient l'extension de la définition
de l'indice aux C]—applications £ :U~>X, o Uest un owert d'un CI—ANR, X, £
a une itérée condensante et Fix(f) est compact. En effet, soit

i
X &——— N

———
r

1 . . . . o s
une C -rétraction, comme d'habitude. Alors il existe un voisinage de

Fix(iofor) = i(Fix(f)) dans lequel iofor a une itérée condensante. Définissons
ind(f : U~ X) = ind(iofor : r 1 (U) + N).
Le résultat suivant est immédiat.

PROPOSOTION. - Dans ce cadre, les propriétés 1, 2, 3, 4, &6, 7, 8, 9 sont véri-

fiées pour cet indice.
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