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0. Introduction.

a) La théorie des jeux décrit formellement les situations que plusieurs individus
(les joueurs) peuvent influencer et qu'ils apprécient différamment.
Le cas le plus-simple qu'envisage la théorie ( c f . [Von Neumann, Morgenstern]) est
celui des jeux à deux personnes de somme nulle : les deux joueurs ont une appré-
ciation exactement opposée de la situation. Appelons Xavier et Yves ces deux

, joueurs et désignons par X l'ensemble des stratégies pures de Xavier et par Y
l'ensemble des stratégies pures de Yves. C'est à dire que Xavier contrôle libre-
ment la stratégie x € X et que Yves contrôle librement y € Y . Lorsque les deux
joueurs ont choisi leur stratégie pure, soient x et y , la situation qui en résulte
est décrite par le couple ( x , y ) . L'appréciation que Xavier porte sur cette situa-
tion (son '^utilité") est décrite par une fonction g , dite fonction de gain :

( 1 ) g : X x Y ->• R

Plus le gain g ( x , y ) est grand et plus- Xavier est satisfait de cette situation.
Dire que le jeu est " d e somme nulle", revient à dire que Yves sera d'autant plus
satisfait de la situation que le gain g ( x , y ) est plus petit. Autrement dit
1'"utilité" de Yves est décrite par la fonction -g.

b ) A partir de ce schéma, la théorie tente de définir un " b o n " comportement de
Xavier et un " b o n " comportement de Yves, c ' e s t à dire de privilégier certaines
situations au vu de la fonction de gain g . Précisons cela : si Xavier choisit
la stratégie pure x , il est certain de s'assurer, quoique joue Yves, un gain au
moins égal à :

( 2 ) inf g ( x , y ) . ,y
. Donc un choix approprié de x lui permettra de s'assurer un gain supérieur o*u égal à

( 3 ) sup inf g ( x , y )
x y

(en supposant que ce " s u p " est atteint). De la même façon on constate que Yves,
en jouant " b i e n " , peut s'assurer un gain inférieur ou égal à :
{h) inf sup g ( x , y )

y x •
(n'oublions pas que Yves cherche à minimiser le g a i n ) . O r , quelle que soit la
fonction de gain g , le gain minimal de Xavier ( ( 3 ) ) et le gain maximal de Yves
( ( 4 ) ) sont liés par :
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( 5 ) sup inf g ( x , y ) ̂  inf sup g ( x , y ) .
x y y x

Donc, nous avons deux cas à envisager, selon que l'inégalité ( 5 ) est, ou non,
une égalité :

1er cas : sup inf g ( x , y ) = inf sup g ( x , y ) .
x y y x

Dans ce cas considérons une stratégie x de Xavier qui lu-i 'permet de s'assurer
sup inf g ( x , y ) et une stratégie y de Yves qui lui permet de s'assurer
x y
inf sup g ( x , y ) ( e n supposant que le " s u p " est atteint dans ( 3 ) , comme l ' " i n f "y x
dans ( 4 ) ) .

Alors appelons "valeur" du jeu et notons v cette quantité commune
( v = sup inf g ( x , y ) = inf sup g ( x , y ) ) . On a :

x y y x .
( 6 ) -V-x e X g ( x , y ) ̂  sup g ( x . y ' ) = v = inf g ( ^ , y ) ̂  g ( ^ , y ) Vy € Y .

x y .
Par conséquent ( x , y ) est un "point selle" de la 'fonction v c'est à dire qu'il
vérifie :

( T ) ¥x e X g ( x . y ) ̂  g ( x . y ) = v ̂  g ( ^ c , y ) ¥y e Y.

Et la situation ( x , y ) constitue bien l'équilibre cherché puisque s i , à partir de
cet équilibre, Xavier " ( o u Yves) change de stratégie, cela ne peut que lui nuire.

2eme cas : sup inf g ( x , y ) < inf sup g ( x , y ) .
x y - y x

Dans ce cas il n'existe pas de point selle ( ( 7 ) ) et le modèle ne permet pas
de sélectionner un équilibre en un sens satisfaisant, ni un comportement "optimal"
de Xavier ou Yves. Il permet simplement d'indiquer que la valeur'du jeu ( s i nous
arrivons à lui donner un sens) sera nécessairement un nombre de "l'intervalle de
dualité"

( 8 ) [sup inf g ( x , y ) , inf sup g ( x , y ) ] ,
x y y x

c ) L'intérêt de la théorie des jeux est maintenant de proposer des moyens d'éli-
miner l'instabilité fondamentale des jeux dont l'intervalle de dualité n'est pas
réduit à un point (2eme c a s ) . Et ce but ne peut être atteint qu'en enrichissant
la structure mathématique du modèle. La solution traditionnelle ( c f . [Von Neu-
mann Morgenstern]) est la suivante : Supposons que Xavier et Yves puissent
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choisir de jouer, non seulement une de leurs stratégies pures, mais aussi toute
répartition de probabilité sur l'ensemble de leurs stratégies pures et ceci de
façon mutuellement indépendante. Alors si Xavier " j o u e " la répartition de pro-
babilité P et si Yves " j o u e " la répartition de probabilité Q , le gain qui en
résulte est le suivant :

( 9 ) JxxY g ( x . y ) d P ( x ) d Q ( y ) .

Le résultat fondamental (connu sous le nom de Théorème du minimax de Von Neu-
mann) est que le jeu ainsi redéfini possè'de une valeur, appelé la valeur mixte
du j e u , qui appartient à l'intervalle de dualité (lorsque X ou Y est f i n i ) .

d ) Au cours de la redéfinition du jeu que nous venons d'indiquer l'opération
mathématique utilisée a été la suivante :
i ) On a prolongé l'ensemble des stratégies pures de Xavier ( r e s p . Yves) à son

"enveloppe convexe" : l'ensemble des répartitions de probabilité sur X
( r e s p . Y ) . •

i i) On a prolongé la fonction de gain g , initialement définie sur X x Y en une
fonction de gain définie sur le produit des ensembles de stratégies prolon-
gées (les répartitions de probabilité sur X et Y ) . Ce pro-Longement de la
fonction g a consisté essentiellement en une linéarisation ( ( 9 ) ) .

e ) Dans cette étude nous allons, de façon analogue, définir abstraitement une
large classe d'opérations de prolongements de ce type (le prolongement mixte
sera un cas particulier de prolongement). Chaque prolongement sera donc une
redéfinition des règles du j e u , et décrira donc une nouvelle "façon de jouer le
j e u " . Les prolongements qui nous intéresseront particulièrement seront les pro-
longements "jouables" c'est à dire tels que pour toute fonction de gain initiale,
la fonction de gain prolongée possède une valeur (chapitre I ) . Ensuite nous
étudierons plus spécialement certains types particuliers de prolongements :
a ) Nous définirons d'abord les prolongements sans échange d'information entre

les 2 joueurs (chapitre II) dont le prototype est le prolongement mixte.
Mais nous définirons beaucoup d'autres prolongements qui correspondent à des
façons différentes de jouer le j e u , et qui, toutes, donnent à la fonction
de gain prolongée la valeur mixte.

@) Nous définirons ensuite les prolongements par échange d'information (chapitre
III) dont un exemple typique est jLe suivant : Xavier choisit le premier sa
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stratégie pure et informe Yves de son choix, et Yves choisit alors sa straté-

gie pure. Nous verrons q u ' i r y a beaucoup d'autres prolongements par échange

d'information jouables et qui donnent à la fonction de gain prolongée des

valeurs différentes.

y ) Dans le chapitre IV nous définissons les prolongements avec échange partiel

d'information, c ' e s t à dire ceux qui sont un mélange (un composé) de prolonge-

ments des deux types précédents.
ô ) Nous en venons alors à l'étude de tous les prolongements jouables (chapitre

V ) : à toute fonction de gain initiale g de tels prolongements associent la

valeur v ( g ) de la fonction prolongée. Nous caractériserons toutes les "fonc-

tions valeur" g -»- v ( g ) qu'on peut ainsi obtenir. Nous montrerons ensuite que

toutes les fonctions valeur peuvent être obtenues à l'aide d'un prolongement

avec échange partiel d'information ( e n ce sens les prolongements avec'échange

partiel d'information sont donc exhaustifs).

e ) Enfin dans l'Appendice nous étudierons un prolongement très particulier : le

jeu itéré ergodique qui conduit à la résolution d'un intéressant problème

de programmation dynamique.
Notations utilisées.

a ) Si Z désigne un ensemble, A ( z ) désigne l'espace vectoriel des fonctions bor-

nées sur Z . C ' e s t un espace de Banach pour la norme :

( 0 . 1 ) h e A ( Z ) II h 11 = sup | h ( z ) [
z€ZII est muni de l'ordre partiel :

( 0 . 2 ) h^ ̂  h^ : -̂ z e Z h ^ ( z ) ̂  h ^ ( z )

et on désigne par 9 G A ( z ) la fonction constante et égale à 1 .

On désigne par A ' ( z ) le dual topologique de A ( z ) et par A ' ( Z ) s o n simplexe,

c ' e s t à dire l'ensemble convexe (e t faiblement compact) des formes linéaires

1-i sur A ( z ) qui sont "positives et de masse 1 " :

( 0 . 3 ) -V-h G A ( Z ) , : h ̂  0 ̂  [ p , h ] ̂  0

( O . U ) [ p , 9 ] = 1 .

Nous notons 6 l'injection cannonique :

( 0 . 5 ) <S : Z -> A ^ ( Z ) -̂ z <= Z -V-h e A ( Z ) [ 6 ^ , h ] = h ( z ) .
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b) Si X et Y désignent 2 ensembles alors A ( X ) et A ( Y ) sont naturellement inclus

dans A ( X x Y) par i et j :

(0 .6) g 6 A ( X ) : i ( g ) ( x , y ) = g ( x ) i(g) e A ( X x Y)

Les transposés i' et j ' de ces injections envoient A ' ( X x Y ) dans A ^ ( X ) et A ^ ( Y )

respectivement. On les note p et p respectivement.

Si ©désigne le produit tensoriel ̂ éfini si p ou V est une mesure discrète.

(0 .7 ) . p e A ' ( X ) ; v e A ' ( Y ) p @ v e A ' ( X x Y )^ A / , v ' - n ^ i / p ^ y v - ^ ^ \

alors on a :

(0 .8 ) P - » . ( p ® ^ ) = U; P Y ( U ® v ) = ^ -- X ' ^ ' Y

Ce travail n ' a pu être mené à bien que grâce aux
multiples conseils et aux encouragements permanents de

Monsieur J . P . AUBIN. Qu'il veuille bien accepter, en
guise de modeste retour, l'expression de ma profonde

gratitude.

Je tiens également à remercier Monsieur J . M . LASRY
pour son importante collaboration, et Messieurs I . EKE-

LAND, F . LANERY et L . TARTAR pour leurs conseils ami-

caux.



I. P R O L O N G E M E N T S .

1.1. D E F I N I T I O N D ' U N P R O L O N G E M E N T .

On se donne 2 ensembles X et Y qui sont appelés respectivement les .ensembles

•de stratégies pures de Xavier et de Yves .

Définition ( I .1 ) .

Un prolongement p des .jeux sur X x Y est la donnée des cinq. objets suivants

( 1 . 1 ) p = (X,^i.. j .Tr)

où i et j sont 2 injections

( 1 . 2 ) i : X -^ X j : Y -^ /

et où TT est un opérateur linéaire :

( 1 . 3 ) TT : A ( X x Y ) -> A ( X x Y)

tel que :

( 1 . 4 ) TT est positif et TT ( 6 ) = 9

et tel que :

i) ¥g €= A ( X x Y ) Vx € X inf g(x ,y ) ^ inf T T g ( i ( x ) . n )
yey ne y

( 1 . 5 )

ii) Vg € A ( X x Y ) ^y G Y sup g(x ,y ) ^ sup î r g ( Ç , j ( y ) ) .
xex çeX

On appelle ensemble des .stratégies prolongées les ensembles X et / : les injec-

tions i et j identifient X et Y respectivement à un sous ensemble de X et à un

sous ensemble de V ( 1 . 2 ) . Le choix d'une fonction g € A ( X x Y ) détermine un

" j e u initial" (Xavier maximise g et Yves minimise g ) et le " j e u prolongé" de .ce

jeu initial est alors (sous forme normale) • décrit par la fonction de gain :

. ( 1 . 6 ) Trg : X x V -^ ÏR
Ainsi TT est appelé l'opérateur de prolongement.

L'hypothèse ( 1 . 4 ) exprime que cet opérateur est croissant (pour les rela-
tions d'ordre de^ A ( X x Y ) et de A ( X x / ) ) et laisse invariant les fonctions

constantes. L'hypothèse ( 1 . 5 . 1 ) exprime qu'en jouant une stratégie "pure" i ( x )
dans le jeu prolongé. Xavier s'assure au moins le même gain qu'en jouant la même
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stratégie dans le jeu initial. Si cette hypothèse n'était pas satisfaite, Xavier
aurait une raison valable de refuser de jouer le jeu prolongé. L'hypothèse

( I . 5 . i i ) exprime de même qu'une stratégie " p u r e " j ( y ) de Yves lui permet de
s'assurer dans le jeu prolongé un gain au moins égal à celui qu'il peut s'assurer
dans le jeu initial. De ces deux hypothèses on déduit l a ' :

Proposition ( 1 . 1 ) .

sc)it P = ( X , ̂ , i , j , 7 r ) un prolongement des jeux sur X x Y . Alors on a :

( I . T ) -̂ g G A ( X x Y ) ¥ ( x , y ) G X x Y irg ( i ( x ) , j ( y ) ) = g ( x . y )
e_fc_

( 1 . 8 ) -V-g e A ( X x Y ) sup inf g ( x . y ) _^ sup inf 7 T g ( ç , n ) ̂
x Y Ç n

_^ inf sup 7 r g ( ç , n ) _^ inf sup g ( x , y )
n ç y x

Nous démontrons cette proposition en même temps que la proposition ( 1 . 2 ) . Elle

montre d'une part (relation ( I . T ) ) que Trg est égale à g si on la restreint à

i ( X ) x j ( X ) autrement dit que -ng mérite "bien le nom de fonction "prolongée" de
la fonction de gain initiale g . D'autre part la relation ( 1 . 8 ) montre que l'inter-

valle de dualité [sup inf g , inf sup g] ne peut que réduire au cours du prolonge-
x y y x

ment. Autrement dit si la fonction de gain initiale g possède une " v a l e u r " , la
fonction prolongée -ng possède la même valeur.

Les prolongements les plus intéressants sont les prolongements tels que -ng
possède toujours une valeur (même si g n ' e n possède pas) qui appartient donc

nécessairement à l'intervalle de dualité [sup inf g , inf sup g ] .
x y y x

Définition ( 1 . 2 ) .

On dit qu'un prolongement p = ( X , /, i , j , TT ) des jeux sur X x Y est jouable
si on a :

( 1 . 9 ) -V-g € A ( X x Y ) sup inf 7 r g ( ç , n ) = inf sup ï ï g ( Ç , n )
S n n' ç

Un prolongement jouable des jeux sur X x Y décrit donc une "bonne" façon de

"jouer" les jeux sur X x Y puisqu'il décrit comment prolonger le's espaces de

stratégies de Xavier et Yves , et cojament prolonger la fonction de gain initiale,

pour obtenir un jeu prolongé possédant toujours une valeur, c ' e s t à dire un jeu

prolongé "équilibré". L'étude des prolongements jouables (au chapitre V) carac-

térisera toutes les "bonnes" façons de jouer le jeu initial et nous permettra
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de justifier a posteriori l 'hypothèse de linéarité de l'opérateur TT (seule hypo-

thèse dans la définition ( 1 . 1 ) qui n 'es t "naturelle" que du point de vue stric-

tement mathématique).

1.2. FORME TRANSPOSEE D ' U N P R O L O N G E M E N T .

Nous allons donner une carac tér isa t ion plus maniable des prolongements :

Proposition ( 1 . 2 ) .

Soient X et Y f ixés ainsi que les espaces de stratégies prolongées ( X , ^ )

et les injections (i , j) vérifiant ( 1 . 2 ) . Alors la relation :

( 1 . 1 0 ) -v-g e A ( X x Y ) - v - ( ç , n ) <E X x y - i ï g (ç ,n ) = [ î r * ( ç , n ) , g ]

définit une bijection entre l'ensemble des opérateurs linéaires ir vérifiant

( 1 . 3 ) ( 1 . 4 ) ( 1 . 5 ) et l 'ensemble des applications ir* :

( 1 . 1 1 ) TT* : X x V -^ A ' , ( X x Y )

véri fiant

i) Vx e x Vn e V 7 T * ( i ( x ) , n ) G &^ ® A ^ ( Y )

( 1 . 1 2 )

ii) Vy e Y Vç G X 7 r * ( ç . j ( y ) ) G A ^ ( X ) @ ô .

Démonstration des propositions ( I . 1 ) e_t_ ( 1 . 2 ) .

Soit p = (X , / , i , j , 7 r ) un prolongement. Remarquons d'abord que TT est un opé-

rateur continu. En ef fet l'inégalité suivante, toujours vraie :

( 1 . 1 3 ) ¥g €= A ( X x Y ) - llglle ^ g ^ llglle

entraine d'après ( 1 . 4 ) :

( 1 . 1 4 ) vg e A ( x x Y ) - llglle i TTg ^ l lg l le.

Donc :

( 1 . 1 5 ) ^g e A ( X x Y ) llTrgll _^ llgll et l lTre l l = U e l l

c ' e s t à dire que TT est de norme 1 . Par conséquent si ( ç , n ) est fixé dans X x /.

l'application :

( 1 . 1 6 ) 7 T * ( ç . n ) : A ( x x Y ) -. K : T r * ( ç , n ) [ g ] = ^ g ( ç . n )
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est un élément de A ' ( X x Y ) . De plus T T * ( Ç , n ) est dans A ' ( X x Y ) à cause de ( 1 . 4 ) ,

Vérifions maintenant que •n- a la propriété ( 1 . 1 2 . 1 ) . D'après ( 1 . 5 . 1 ) on a :

( I . 1 T ) ¥g € A ( X x Y ) ¥x € x inf[6 ® 6 ,g] ^ i n f [TT* ( i ( x ) , n ) .g ] .
x n

Supposons qu'il existe un n dans V tel que

( 1 . 1 8 ) i r*( i(x),n) ^ ^ ® ^^ i^ ) -

D'après le théorème de Hahn Banach ( 6 ® A ' ( Y ) est un convexe faiblement compact

de A ' ( X x Y ) ) nous pouvons séparer ir ( i ( x ) , n ) de 6 ® A ' ( Y ) , autrement dit il

existe g 6 A ( X x Y ) tel que :

( 1 . 1 9 ) [T r * ( i ( x ) ,n ) .g ] < inf [6 ® v . g ] .
v e A ^ ( Y ) x

Or il est immédiat de vérifier que :

^^ ^ fy)^®' ' 8 1 ' ^^®^]

Les relations (I.,9) et ( 1 . 2 0 ) contredisent 1.inégalité ( 1 . 1 7 ) donc .* vérifie

( I .12. i ) . On montre de laêae liu'il vérif ie.(l.12.i i).

Ces 2 propriétés entraînent :

( 1 . 2 1 ) V(x ,y) e X x Y n * ( i ( x ) , j ( y ) ) = s^ ® 6 .

îui n'est autre ̂  la relation ( 1 . 7 ) . Quant à la relation ( 1 . 8 ) elle est une

conséquence directe des relations (I.5.i) et (I.s.ii). ,onc la proposition (I 1 )

est dé«ontrée. Pour démontrer la proposition ( 1 . 2 ) nous devons encore .entrer

îue si , est une .pplication de X x , dans A ^ ( x x Y ) vérifiant (I.,2) alors

la relation ( 1 . 1 0 ) définit un opérateur de prolonge.ent des jeux sur X x Y

Soit donc . : A ( X x ï) . A ( X x V) défini par la relation ( 1 . 1 0 ) . Alors la

linéarité de l'opérateur , est évidente ainsi oue sa positivité: L'égalité :

» (e ) » 8 est vraie puisoue .*((;,„) est un élément de A ^ ( X x Y ) .

Enfin on a, d'après ( 1 . 1 2 ) -

( 1 . 22 ) in f .g( i (x) .n) = in f [,*( i (x) , n) ,gJ ^ i n f [ , ® , , ^
n ^ v e A ' ( Y ) x

Donc, d'après ( 1 . 2 0 ) :

( 1 . 2 3 ) inf ng( i ( x ) ,n ) ^ inf [^® 6 g] , inf g(,,y).
y y
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On démontre de même que TT vérif ie ( I . 5 . i i ) .
•

Remarque ( 1. 1 ) .

On aurait pu définir TT à l 'aide de la transposit ion : le transposé TT ' de

l 'opérateur TT

( 1 .24 ) T T ' A ' ( X x Y } -»• A ' ( X x Y )

est visiblement positif puisque TT l 'est . Puisque TT laisse invariant les fonc-

tions constantes on a clairement :

(1 .25) T T ' [ A ^ ( X x /)•] C A ^ ( X x Y ) .

Alors TT s'identifie à la restriction de TT ' à 6 ( X x /) et îr ' à l'application

linéarisée de TT* ( c f . [Aubin, Moulin]).

Définition ( 1 . 3 ) .

Deux prolongements des jeux sur X x Y ,p 1 = ( X1 ./1 ,i 1 .j 1 , TT 1 ) e_t_
2 2 2 ? ? ? '

P =ï ( X ,/ ,i ,j ,TT ) sont isomorphes s'il existe 2 bijections b : X1 ->• X2 et

c : y1 -»• Y2 telles que :

( 1 . 2 6 ) b o i1 = i2; c o j1 = j2

( 1 . 2 7 ) ^ ( ^ . U 1 ) <= X1 X /1 ( T T 1 ) * ^ 1 ^ 1 ) = ( T T 2 ) * ( b ( Ç 1 ) . c ( r ^ 1 ) ) .

II est clair que si p1 et p2 sont isomorphes on a pour toute stratégie Ç 1 € X1

1 ^ 1 -^ - - • „ 2 /, , 1 . 2.( 1 . 2 8 ) inf Vg^.n1) = inf ^^(b ( Ç 1 ) . n2 )
n 1 n2 ° ' " /

et de même pour toute stratégie n 1 G y1

( 1 . 2 9 ) sup T T ^ ^ . n 1 ) = sup ^(^^(n1 ) ) .
^ Ç2

Donc si les prolongements p^ et p^ sont isomorphes, l'intervalle de dualité

[sup inf TT g ( Ç . n ) , inf sup T ^ g ^ . n ) ] ne dépend pas de i ( i = 1 2 )
Ç ^ H Ç

1.3. EXEMPLES DE P R O L O N G E M E N T S .

a) Le prolongement mix^e. Supposons que X ou Y est f in i (dans le cas général cf [Ti js)) .
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L'exemple fondamental de prolongement des jeux sur X x Y est le prolongement
mixte p :-m

( 1 . 3 0 ) p^ = ( A ^ ( X ) , À ; ( Y ) , ô ^ . 6 y , T T ^ )

où 6 et ô sont les injections cannoniques définies en ( 0 . 5 ) qui identifient

respectivement X et Y aux mesures de Dirac de A ' ( x ) et A ' ( Y ) , et où TT est1 1 m
l'opérateur suivant (qui a un sens puisque X ou Y est fini) :

( 1 . 3 1 ) Vg e À ( X x Y ) ¥ ( p . ^ ) e A ; ( X ) x A ^ ( Y ) : ^ g ( p . ^ ) = [p ® v , g ] .

Autrement dit la "forme transposée" TT du prolongement mixte est l'application

( 1 . 3 2 ) M e A ; ( x ) , v e A ; ( Y ) : ^ ( p , v ) = ^ ® ̂  e A ^ ( x x Y ) .

Il est clair que pour tout g , la fonction -n g est affine par rapport à p et \»
et continue si on munit A ' ( x ) et A ' ( Y ) de leurs topologies faibles. Et- pour ces

topologies A ^ ( X ) et A ^ ( Y ) sont convexes compacts. Donc la fonction TT g possède
un point selle ( c f . [ F a n ] ) donc une valeur ce qui prouve que le prolongement
mixte est jouable. Nous noterons v ( g ) la "valeur mixte" de g . :

( 1 . 3 3 ) -V-g e A ( X x Y ) v ( g ) = max min TT g ( p , v ) = min max TT g ( u , v )
• y v m v p m

b ) Un autre exemple.

Supposons que X et Y soient des ensembles finis à 2 éléments. Nous allons
donner un exemple de prolongement où X et / ont h éléments. Nous remarquons

d'abord q u ' à isomorphisme près nous pourrons toujours nous ramener au cas à :
Y = X = { 1 , 2 } C / = X = { 1 , 2 , 3 , 4 } . Nous allons représenter un tel prolongement

par une matrice ( 4 . 4 ) . En effet une fonction g € A ( X x Y ) peut être représentée

(suivant la représentation traditionnelle en théorie des jeux) par une matrice
( 2 . 2 ) dont les lignes représentent les éléments de X et les colonnes ceux de Y .
Soit donc

|-a b1
( 1 . 3 4 ) g =

LC dj

Alors Trg sera représenté de la même .façon par une matrice ( 4 . 4 ) dont les élé-

ments seront des combinaisons convexes de a , b , c , d (puisque T r * ( Ç , n ) G Â ' ( X x Y ) .

Comme d'autre part X est identifié à un sous ensemble de X par i et Y à un sous
ensemble de / par j . les 2 premières lignes de la matrice représentant irg "seront"
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les stratégies pures de Xavier et les 2 premières colonnes celles de Yves.
Autrement dit en haut et à gauche de la matrice -ng on retrouve la matrice g .

Considérons l'exemple particulier où l'opérateur v est défini par la relation :

'a b

c d

a d

C b

a b ' '

d c
/ a+b+c+dx

/ a + b + c + d \
^ c . J J

( 1 . 3 5 ) ^ë =

La condition ( l . 5 . i ) est vérifiée car dans la première ligne de îrg tous les
termes sont des combinaisons convexes de a et b et de même .dans la seconde.

De même la condition ( l . 5 . i i ) est vérifiée car dans la première colonne de -ng
tous les termes sont combinaison convexes de a et c et de même dans la seconde.

Donc ( 1 . 3 5 ) représente bien un prolongement. Sous cette forme abstraite, on
ne " v o i t " pas à quelle façon de jouer il correspond. Il s'agit en fait d'un

prolongement ergodique (chapitre VI) et nous décrirons en détail comment on le
joue dans le chapitre V I .

Mais ce qu'on peut remarquer directement sur la matrice îrg c'est que cette
matrice a toujours un point selle queisque soient a , b , c , d . (Nous laissons
au lecteur le soin de le vérifier). Autrement dit le prolongement décrit en
( 1 . 3 5 ) est jouable.

Dans les chapitres II et III, nous allons successivement étudier 2 familles

de prolongements qui constitueront autant d'exemples de prolongements.
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II. PROLONGEMENTS SANS ECHANGE D ' I N F O R M A T I O N .

11.1. DEFINITION ET C A R A C T E R I S A T I O N .

Dans cette partie nous ident i f ierons A ( x ) et A ( Y ) respect ivement avec les

sous ensembles de A ( X x Y ) des fonct ions qui ne dépendent pas de y et des fonct ions

qui ne dépendent pas de x.

Les pro jec t ions p^ : A ^ ( X x Y ) ^ A ; ( X ) et py : A ^ ( X x Y ) -. A ^ ( Y ) dé f in ies

en ( 0 ) sont donc caractér isées par :

( 1 1 . 1 ) ¥m € A ^ ( X x Y ) ¥g € A ( X ) [p^(m).g ] = [m.g]

( 1 1 . 2 ) -V-m €E A^X x Y) ¥g G A ( Y ) [ py (m) ,g ] = [m.g]

Définition ( I I .1) .

On dit que le prolongement p = ( X , ^ , i , j , T r ) est sans échange d'information

s'il vérifie la propriété suivante :

( 1 1 . 3 ) 7 r [ A ( x ) ] C A( X) et_ 7 r [ A ( Y ) ] C A( /) .

Cette propriété s' interprète de la façon suivante : si la fonction de gain ini-

tiale g ne dépend pas de y (g £ A ( X ) ) cela signifie que dans ce jeu Yves est

une "potiche". Si dans le jeu prolongé Trg il n 'es t plus une potiche cela signi-

fie qu'il a réussi à avoir une influence sur le comportement de son adversaire.

Comme cette influence ne lui vient pas d'un rôle "object i f " dans la fonction de

•gain initiale g il est naturel de dire qu'elle provient d'un échange d'information

(ici de Yves vers Xavier) . Nous verrons dans les exemples ( c f . (I I .§4) et

surtout le théorème de décomposition ( I V . § 2 ) ) d 'autres justifications de cet te

terminologie. On peut déjà vérifier que le prolongement mixte est sans échange

d'information. Le théorème ( I I .1) montrera qu'il joue un rôle crucial parmi les

prolongements sans échange d'information. Notons enfin que ( 1 1 . 3 ) entraine :

( 1 1 . 4 ) T T ( A ( X ) + A ( Y ) ) C A ( X ) + A ( / ) .

Autant ait si xa Fonction .e ,ain initia , est ".eeent^isee" pa. .appo.t

aux 2 joueurs :

( ï 1 ^ ) g(x .y ) = h ( x ) + H { y }
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il en est de même de la fonction de gain prolongée. Les prolongements sans

échange d'information "respectent donc la décentralisation".

Nous allons maintenant les caractériser à l'aide de la forme transposée ir .

Proposition ( I I . 1 ) .

Un prolongement p = ( X , y , i , j , T r ) est sans échange d'information si et seule-
ment si sa forme transposée TT* vérifie :

i ) ¥Ç € X p ^ [ T r * ( ç , n ) ] ne dépend pas de n

( 1 1 . 6 . )

i i ) -V-n e y p tïï*( Ç , n ) ] ne dépend pas de Ç

Démons t r a t ion .

Soit p un prolongement sans échange d'information et soit g e A ( X ) . . Alors

on a, d 'après ( I I .1 ) :

(II.T) T r g ( ç . n ) = [ T T * ( ç , n ) , g ] = [p^( TT*( ç , n) ) .g]

et d ' ap rès l ' hypo thèse (11 .3 ) , 7 T g ( ç , n ) ne dépend pas de n . Donc pour tous g,

Ç , n et n ' on a :

(11.8) [ P x ( ^ * ( ç . n ) ) . g ] = [ P x ( ^ * ( ç . n ' ) ) . g ]

ce qui est exactement la propriété (II.6.i). On montre de même la propriété

(I1.6.i i). La réciproque est évidente à l'aide de la même relation (II.ï).
•

N o t a t i o n .

Si p est un prolongement sans échange d ' i n f o r m a t i o n on pourra donc poser :

(11 .9) Ç € X T ^ ( Ç ) = p ^ [ 7 i * ( Ç . T i ) ] e A ^ ( X )

( I I •1 0 ) n e / ^(n) = Pv^* (ç .n ) ] e A ^ ( y )

L'exemple type de prolongements sans échange d'information est le prolongement

-xte ( c f . I .§3 .a) . Les applications ^ et ^ assoc iés sont al.

^ ( X ) et A ^ ( Y ) respectivement, puisque :
-te ( c f . I . , 3 . a ) . Les applications ̂  et ̂  associés sont alors l'identité de

( " .1D (...) e A ; ( x ) x A ; ( v ) p^^,) . „ ^^^ ,_ ^
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1 1 . 2 . LE ROLE DU PROLONGEMENT MIXTE.

Dans cette section nous supposons que X ou Y est fini.
Le théorème ( I I . 1 ) établit que la valeur mixte du jeu ( 1 . 3 3 ) appartient à

l'intervalle de dualité de tous les prolongements sans échange d'information.

Théorème ( 1 1 . 1 )

Soit un prolongement p = ( X , y , i , j , 7 r ) sans échange d'information. Alors

si v ^ ( 6 ) désigne la valeur mixte du jeu g £ A ( X x Y ) on a :

( 1 1 . 1 2 ) -V-g e A ( X x Y )

sup inf g ( x , y ) _^ sup inf T r g ( Ç , n ) _^ v ( g ) _^ inf sup T r g ( Ç , n ) _5.
x y ç n m n ç

^_ inf sup g ( x , y ) .
y x

Démonstrat ion.

.D'après les inégalités ( 1 . 8 ) que vérifient tous les prolongements il nous

suffit de démontrer

( 1 1 . 1 3 ) -V-g ^ A ( X x Y) sup inf î r g ( ç , n ) < v (g)
Ç n ~ m

et l'autre inégalité s'obtient de façon analogue. Fixons g G A ( X x Y ) et Ç e X.

Alors si y G Y on a (proposition ( 1 . 2 ) ) :

(11.14) T T * ( ç , j ( y ) ) e A ^ ( X ) ® ô-

Et puisque :

(11.15) T T ^ ( Ç ) = P ^ ( T T * ( Ç , j ( y ) ) )

est indépendant de y^ il vient f inalement :

(11.16) T T * ( Ç . j ( y ) ) = T ^ ( Ç ) ® 6

Donc

( 1 1 . 1 7 ) inf i rg (Ç,n) ^ inf [ TT*( Ç ,j (y ) ) .g] = inf [7 r * (ç ) ® 6 ,g].
r\^V y€Y y€Y y

Or par définition de v^(g) , si p est un élément de A ' ( x ) :

(II. 1 8 ) inf [ u ® 6 . g ] = inf [ v ® ^ , g ] < v ( g ) .
y€Y y v e A ^ ( Y ) ~ m

Finalement ( I I .17) et ( I I .18) entrainent

(II. 1 9 ) inf T T g ( ç , n ) < v (g ) .
ne/ - m
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Comme Ç et g étaient quelconque, l'inégalité ( 1 1 . 1 3 ) est démontrée.
•

D'après ce théorème, les seuls prolongements sans échange d'information qui

sont jouables (définition ( 1 . 2 ) ) donnent à toute fonction de gain initiale g la

valeur mixte comme valeur du jeu prolongé irg. Si on ne s'intéresse qu'au choix

de la valeur que réalise un prolongement•jouable, on conclut que tous les prolon-

gements jouables sans échange d'information ne se distinguent pas du prolongement

mixte. Nous allons étudier, à titre d ' e x e m p l e , une classe plus restrictive de

prolongements sans échange d'information, les prolongements quasi-mixtes :

Définition ( 1 1 . 2 ) .

Un prolongement p = ( X , V , i , j , TT ) est dit quasi-mixte s ' i l existe 2 applica-
tions 7T-- et 7T :——————— À —— 1

( 1 1 . 2 0 ) TT^ : X - A ^ ( X ) e^ ÎT^ : Y -> A ' [ ( Y )

telles que

( 1 1 . 2 1 ) V ( ç , n ) <= X x / : 7 T * ( ç . n ) = T T ^ ( Ç ) ® T r ^ ( n ) .

Il est clair q u ' u n pro longement quas imixte est sans échange d ' i n fo rma t ion et ,

d'après la définition du produit tensoriel de T T * ( Ç ) €= A ' ( X ) par 7r* (n) G A ' ( Y ) ,

qu'il vérifie la relation :

( 1 1 . 2 2 ) W x . y ) G X x Y g ( x , y ) = h ( x U ( y ) ] => [ 7 T g ( ç . n ) = ̂ h ( Ç ) 7 T y J l ( n ) ] .

Autrement'dit un prolongement quasimixte transforme les fonctions g qui sont

le produit d'un élément de A ( x ) . p a r un élément de A ( Y ) en des fonctions qui sont
le produit d'un élément de A ( X ) par un élément de A ( / ) (cette décomposition

n'ayant d'intérêt du point de vue stratégique que si h et ^ sont positives).

Remarque ( 1 1 . 1 ) .

Si p est un prolongement quasimixte et si les applications associées

TT^ et Tïy sont surjectives, alors p est jouable, puisque le prolongement mixte

est jouable. Dans la proposition ( 1 1 . 2 ) on montre qu'une condition analogue

est nécessaire pour qu'un prolongement quasimixte soit jouable (dans le cas où
X et Y sont finis et ont même cardinal).
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Proposition ( 1 1 . 2 ) .

Supposons que X et Y sont finis. Alors un prolongement quasimixte

p = (X,y, i , j , i r ) est jouable (et la valeur de irg est la valeur mixte) si

i ) TT * ( X) est dense dans A ' ( X )

( 1 1 . 2 3 )

ii) T T ^ ( / ) est dense dans A ^ ( Y ) .

Réciproquement si X et Y ont même cardinal les seuls prolongements quasimixtes

jouables sont ceux qui vérifient ( 1 1 . 2 3 ) .

Démons t ra t ion .

Supposons que ( 1 1 . 2 3 ) soit vraie et posons :

(II.2U) H G A ' ( X ) : L ( p , g ) = inf [p ® \ ^ , g ] = inf [p ($/5 ,g]
v e A ' ( Y ) yey y

Donc p -. L ( p , g ) , qui est rinfimum d'un nombre fini ( Y est fini) de formes

linéaires continues, est continue et on a :

( 1 1 . 2 5 ) s u p L ( ^ ( ç ) , g ) = max L ( p . g ) = y ( g )
ç«=X . p e A ^ ( x ) m

(puisque î^(X) est dense dans A ' ( x ) ) .

Or :

( 1 1 . 2 6 ) ^(g) = s^L(^(ç) .g) -, ̂ ^ [ ^ ( Ç ) ® ^ , g ] = sup inf ^ (Ç ,n ) .

On démontre de même que :

( 1 1 . 2 7 ) v^(g) = inf sup T T g ( Ç . n ) .
n Ç

Réciproquement supposons que par exemple ^( X) n 'es t pas dense dans A ; ( X ) et

soit p G A ^ ( X ) un élément qui n 'es t pas dans l 'adhérence de T T * ( X ) .

Posons X = { x , , . . . , x } et •1 n

( 1 1 . 2 8 ) ^ = Z a . 6
i=1 z ^
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et supposons X ordonné de sorte que a, , . . . ,a, sont non nuls et a, , . . . ,a sont

nuls. Soit alors g la fonction de A ( X x Y ) donnée sous sa forme matricielle :

^1________.

( 1 1 . 2 9 ) où M > sup —
i=1 . . . . k ^

n-k

1
^

"2-.

0
ak .

0 .

0 . .
1

. . 0—

. 0

0

• 1

0

M ...

M • . . .

M ,. . .

'-
M

J
M -

M -

(on utilise ici le fait q.ue Y a au moins autant d'éléments que X. Si nous avions

supposé (II.23.ii) faux nous aurions utilisé le fait que X a au moins autant
n

d'éléments que Y ) . Alors on a clairement, si p = Z À . 6 :
i=1 1 x!

À . À .
( 1 1 . 3 0 ) L (p ,g) = inf { inf {-Jl). M} = inf {-1} .

i=1 , . . . k a! i=1 , . ..k a!

Donc :

( 1 1 . 3 1 ) L(Ï.g) = 1 = v^(g)

Or il existe e > 0 tel que

( 1 1 . 3 2 ) ¥p e TT*( X) llp-Till > e

où désigne la norme du sup.

Donc si p G ir ( X) et p = E À . 6 , il existe i tel que
x i=1 1 x!

( 1 1 . 3 3 ) i ̂  k et À^ ̂  ĉ  - |-

Sinon on aurait en effet :

( 1 1 . 3 ^ ) Vi .1 k À^ > ĉ  ' - -̂

k . k
Or ( I I . 3 ^ ) entraine, puisque 1 = Z a . ^ Z À .

( 1 1 . 3 5 ) - V - i ^ k À . < a .

Par la même sommation ( 1 1 . 3 4 ) entraine aussi

\ +^.
2

( 1 1 . 3 6 ) ¥i > k À^ < -j '

Et les inégalités ( 1 1 . 3 4 ) ( 1 1 . 3 5 ) et ( 1 1 . 3 6 ) contredisent ( 1 1 . 3 2 ) .
On déduit alors de ( I I . 3 0 ) et ( 1 1 . 3 3 ) :
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( I I . 3 T ) ^ e ^(^0 : L ( ^ ë ) ^ 1 - | ^ -

Donc :

( 1 1 . 3 8 ) sup inf î r g ( Ç , n ) = s\ip L (p ,g ) ^ v^ S ^ ~ 2k''
Ç n P^TT ( X)

Or si p est un prolongement jouable, d'après le théorème ( I I .1) la valeur de ffg

est égale à v ( g ) . Nous obtenons la contradiction désirée.
m •

11.3. UNE M A J O R A T I O N DU SAUT DE DUALITE.

Dans ce t te sect ion nous supposons encore que X ou Y est f in i .

Soit p = ( X, /,i ,j , ÎT) une 'p ro longement sans échange d ' i n f o r m a t i o n . Alors

nous pouvons déf in i r un prolongement quasimixte associé dont les ensembles de

stratégies é tendues sont les mêmes , et dont l 'opéra teur TT est déf ini par sa

"forme t ransposée" TT* ( c f . Proposi t ion ( 1 . 2 ) ) :

( 1 1 . 3 9 ) ^ * (Ç ,n ) = ^ ( Ç ) @ ^ ( n ) .

Nous notons II 11^ la norme duale de la norme de A ( X x Y ) , qui fait de A ' ( X x Y )

un espace de Banach.

Théorème ( 1 1 . 2 ) .

Soit p = ( X , / , i , j , t r ) un prolongement sans échange d ' i n fo rma t ion . Supposons

que le prolongement quasimixte associé est jouable . Alors , pour toute fonction

de gain initiale g dans À ( X x Y ) on a :

( 1 1 . 4 0 ) |inf sup T T g ( Ç , n ) - sup inf T T g ( Ç , n ) | ^ 2 H g H sup II TT*( Ç . n) -TT*( Ç ) ® T T * ( n ) B
n ç ^ x\ ç .n x Y *

Corollaire ( I I .1 ) .

Si les applications TT^ et_ TT^ sont surject ives dans A ' ( X ) e^ A ' ( Y ) respec-

tivement, alors l'inégalité (II.40) est vraie.

Le corollaire ( 1 1 . 1 ) découle immédiatement de la remarque ( 1 1 . 1 ) . D'après

la proposition ( 1 1 . 2 ) , lorsque X et Y sont finis, l'inégalité (JI.40) est vraie

si on suppose seulement que TT^ et TT^ sont d'image dense dans A ' ( x ) et A ' ( Y )

respectivement.

Démonstration du théorème ( 1 1 . 2 ) .

On a toujours, d 'après l'égalité ( 1 . 1 0 )
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^ 1 1 . 4 1 ) -V-g <= A ( X x Y ) IlîTg-'iïgl A ( X x /) ^ l l g ! l sup I I 7 T ^» r^~' i ï ( ç > n ) l l
( ç . n )

De plus, si h et t sont 2 éléments de A ( X x /)

( 1 1 . 4 2 ) sup inf h ( Ç , n ) - sup inf A ( ç , n ) | ^ llh-Jlll^/ ^ v
Ç n Ç n

et de même

( 1 1 . 4 3 ) inf sup h ( Ç , n ) - inf sup & ( ç , n ) ^ llh-All^^ ^^
n ç n ç

Comme irg a pour valeur v (g ) l'inégalité (II.40) découle immédiatement de

( I I .U1 ) ( 1 1 . 4 2 ) et ( 1 1 . 4 3 ) .

11.4. L ' E X E M P L E DES JEUX ITERES SANS E C H A N G E D ' I N F O R M A T I O N .

a) D é f i n i t i o n , exemples .

Nous notons S = A ' ( ( N 2 ) le simplexe du dual de A ( ( N 2 ) = ^ ( (N 2 ) . ( C f . ( 0 ) ) .
r^ tN r^ INNous notons aussi : X = X l ' en semble des suites d ' é l émen t s de X et Y = Y

l ' ensemble des suites d ' é l é m e n t s de Y . Si x = ( x . ) . _ , - est dans X et y = ( y .i i^lM j
^

dans Y on note :

J ' JON

( 1 1 . 4 4 ) ¥g e A ( X x Y ) g ( x , y ) = ( g( x^ ,y^ ) ) ̂ ^ e A°°(!N").

Définition ( 1 1 . 3 ) .

Soit a un élément de S. On appelle jeu itéré de mesure a le prolongement

( 1 1 . 4 5 ) p^ = ( X , Y , i , j , TT^ )

o^ù les injections i et j identifient les e_leme_nts__de X ( resp. Y ) aux suites

constantes de X ( resp . Y ) :

( 1 1 . 4 6 ) x e X , i (x ) = ( x , . . . , x . . . . ) ; y e Y , j ( y ) = ( y , . . . , y , . . . )

et ou l 'opérateur TT est .défini par :

( I I .4T) ¥g e A ( X x Y ) V ( x , y ) £ X x Y ^g(x.y) = [ a , g ( x . y ) ]

Vérif ions qu'il s'agit bien d'un prolongement à l'aide de la proposition ( 1 . 2 ) .
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La forme linéaire TT ('x,^) définie par :

(I I .1+8)- Vg e A ( X x Y ) [ 7 T ^ ( x , y ' ) , g ] = [ a ,g (x , y ' ) ]

est bien dans A ' ( X x Y ) (attention : dans la relation ( 1 1 . 4 8 ) le premier crochet

est celui de la dualité entre Â ' ( X x Y ) et A ( X x Y ) et le second celui de la

dualité entre [^((N2) ] ' et J!,°°(iN2)).

En effet la positivité de TT*(x ' ,y ' ) est claire (a est posit ive) et si

®X x Y alors g ( ? î y < ) = ^ x N donc :

( 1 1 . 4 9 ) [ ^ (x ,y ' ) .e ] = 1

II nous faut maintenant montrer que TT* vérifie les relations ( 1 . 1 2 ) .

Fixons XQ = i (x^) = ( XQ , . . . ,x^ , . . . ) et y" dans Y'. Nous devons prouver l 'exis-

tence d'un élément m de A ' ( Y ) tel que :

( 1 1 . 5 0 ) TT^XQ^) = 6^ ® m .

Autrement dit, si g € A ( X x Y ) s 'écr i t

( 1 1 . 5 1 ) -V - (x ,y ) e x x Y g ( x , y ) = h ( x ) j t ( y ) avec h € A ( X ) et a <= A ( Y )

il faut vérifier que :

( 1 1 . 5 2 ) [^(^^),g] = h (Xo ) . [m , t ] ^ , ^ ) ^^ ) ) .

Or d'après la définition ( 1 1 . 4 4 ) on a :

( 1 1 . 5 3 ) giSo^] = (u^)^j^ avec u^ = MX^ ) . ^ ^ ) .

Donc :

( 1 1 . 5 ^ ) [^(îo.^.el = ^.("i^ij^] = h ( x o ) [ a . ( t ( y^ ) ) ^^ .

Soit, si p^ désigne la seconde pro ject ion de S sur [^ ' ( 'N) ' ] ' :

( 1 1 . 5 5 ) [^0.^8] = h ( ^ ) ^(a), ^n,,^^,^ ^(,))

et il est clair que la forme linéaire m :

( 1 1 . 5 6 ) S, G A ( Y ) -> [ m , A ] = C p ^ ( a ) , a [^ ] ]

est dans le simplexe A^ ( Y ) puisque p ( a ) est dans le s implexe [ ^ " " ( ( N ) ] ' .
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Un cas particulier important.

Lorsque a G [A°° ( lN 2 ) ] ' est en fait dans ^([N2) alors la définition ( 1 1 . 3 )

s'explicite :

(I I .5T) a = (a^),^ a^ ^ 0 ^^ = 1

( 1 1 . 5 8 ) ¥g €= A ( x x Y ) -V- (x .y) <= X x Y TT g(x.y ' ) = Z a . . g ( x . , y . ) .a ^^ ij i j

Par exemple, TT est l'opérateur associé à un jeu itété

( 1 1 . 5 9 ) ^g(ï,y) = i . z g ( x ^ , y ^ ) .

Le. jeu prolongé est obtenu en répétant N fois le jeu initial et en prenant pour

gain la moyenne arithmétique des gains rencontrés.

L'opérateur ir est assoc ié à un autre jeu itéré :

( 1 1 . 6 0 ) ^g(x.y') = ^ [ g ( x ^ , y ^ ) + g ( x ^ y ^ ) + g ( x ^ y ^ ) ]

Dans le jeu prolongé, Xavier joue simplement une stratégie pure et Yves peut

jouer toutes les stratégies mixtes qui sont de la forme :

( 1 1 . 6 1 ) v = ^ [ô + ô + 6 ]:> Y - [ y^ y^ ^
Définissons enfin les opérateurs TT- et T T , assoc iés à 2 autres jeux itérés :

(H.62) . s^,î) = F -^}i+3~2s^„y.)
i ,J=1

( 1 1 . 6 3 ) ^g(Ï,?') = ̂  6 (x , , y , ) + F ̂ [(^ j-1 + ( j )2^-2 ] g ( x , , y ^ )

. . r^ ( f ) 1 - 1 . (j)21-2] g(^.y ) . r _(j)i^-2g( i
i=2 - •5 ' i , j=2 ' '3

i^J

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que. dans chacune de ces sér ies,

la somme .des coeff icients vaut 1 .

Proposition ( 1 1 . 3 ) .

^uel que soit a ^_ S le .jeu itéré p^ est_ sans échange d'information.

Démonstration.

En effet p^( TT^( î ,y') ) est caractér isé par :
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( 1 1 . 6 4 ) Vg e A ( x ; [px(^ (^ .y ) ) ,g ] = [ a , g ( x , y ) J

( o r si g ne dépend pas de y , alors g ( x , y ) ne dépend pas de y', donc P v ( - i ï * ( x , y ) )x a
ne dépend pas de y ) . La proposition ( 1 1 . 1 ) établit alors le résultat cherché.

^ ) Jouabilité des j eux itérés sans échange d ' in fo rmat ion : cas où X et Y

sont f in i s .

Théorème ( 1 1 . 3 ) .

Sj_ X e_b Y sont finis ( | x | = n, | Y [ = p) il existe un élément a de, ^(IN2)

tel que le jeu itéré (sans échange d'information) de mesure a est jouable (et

la valeur de irg est la valeur mixte). Par exemple on po'urra choisir

( 1 1 . 6 5 ) a = ( a . . ) . .,. a. . = -L- (Il̂ l) i-''(£^1) J -1
ij i,j€N ij np ' n / p

Démons t r a t i on .

Nous allons montrer que le prolongement p_ est jouable . Pour cela nous

allons calculer son forme t ransposée -n*_ :
a

( 1 1 . 6 6 ) Vg e A ( X x Y ) ^(x.y') e X x Y [^( x.?') .g] = ^ a . . g ( x . , y . ) .
a i ,J=1 1<] 1 J

Donc on a :

( 1 1 . 6 7 ) - ¥ ( x . y ) G X x Ï 7 T * ( x . y ) = F a . . 6 ® ô
a i ,J=1 1J ^i ^

et par conséquen t , d ' ap rè s (11.65) :

( 1 1 . 6 8 ) ^x.y) G x x Y ^(x,?) = ( ^ a . ô ) ® ( ^ 0 . 6 '
a 1 = 1 1 xi j=i J Vj

où on a posé :

( 1 1 . 6 9 ) a. = ^("^l)1-1 g = -L(£^1)J-1
1 n n J P' P /

Si on note :

( 1 1 . 7 0 ) Vx e x T T ^ ( x ) = ^ a^ô^ e A ' ( x )

et

( 1 1 . 7 1 ) ^ e Y ^* (y ) = ^ e . ô e A ' ( Y ) .
j=i t] yj 1
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On constate, (définition ( 1 1 . 2 ) ) que p_ est un prolongement quasimixte, et il

suffit donc de prouver, (proposition ( 1 1 . 2 ) ) que TT et •iïy sont surjectifs. Nous

allons montrer par exemple que TT est surjectif ( c e qui entraine qu*e TT,, l'estA ï
aussi puisque n et p sont quelconques). Soit donc p un élément de A ' ( X ) .

Puisque X est de cardinal n , y peut s'écrire :

n
( I I . 7 2 ) p = Z H, 6 , où on a posé X = { 1 , . . . , n ) .

. k=1 k k

Déf in i s sons par- récur rence les 2 suites x. et p :

-%.. n
^k(il.73) x. e { l , . . . .n} . u1 = Z i^ô, e . A ' ( x )

k=l

à l'aide des relations :

(11 .74) x, = inf ( k / p , ^ -L}ï K. n

( 1 1 . 7 5 ) p 1 = y - -n̂ x ^

( 1 1 . 7 6 ) x^^ = inf (k/p^-U^-)
n

/ - ^ i+1 i ( n - 1 ) - .
( 1 1 . 7 7 ) . - . --T^-S.l-

D'abord ( 1 1 . 7 4 ) a un sens puisque p € A ' ( X ) . Donc ( 1 1 . 7 5 ) définit un élément

W dans A ^ ( X ) : le sous ensemble des formes l inéaires continues posit ives sur

A ( X ) . Et on a :.

( 1 1 . 7 8 ) < p 1 ,6> = r^-[-n

Donc x est bien déf in i et p £ A ' ( X ) . On a :

(H.79) ^.e» ' < p ' , e > - "4 = n^- - n-^ = iî̂ -^ .
n n n n .

Donc x, est bien déf in i est ainsi de sui te . Si y1 vér i f ie :

( 1 1 . 8 0 ) ^^ = ( n " 1 ) 1

alors d'après (i l.77) :

î  ^ = .,,i .. - ( n - 1 ) 1 , (n -1 ) ^ 1

i+1 i+1(II. 8 1 ) <u1 '1 '1 ,9> = ^p1^ -
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Donc la relation ( 1 1 . 8 0 ) est vraie pour tout i et x. est "bien défini pout tout i.

Et (II.T6), (II.77) montrent (récurrence) que p1 est positive. Nous allons

montrer maintenant que si x = ( x . ) . ç alors on a : • •

( 1 1 . 8 2 ) T T ^ ( x ) = p

ce qui achèvera la démonstration. Or d'après ( 1 1 . 7 5 ) et ( 1 1 . 7 7 ) on a clairement

(II.03) P1"1 '1 = v - Î x + in-:-l-)-(s + ... + ^"''J1"^ ]
1 n 2 n x!

Comme pour tout i, p est une mesure positive il vient :

( 1 1 . 8 4 ) 7r^(x) ^ p.

Mais comme :

( 1 1 . 8 5 ) S ( n - 1 ) 1 " = +1
i=1 n1

la mesure T T ^ ( x ) est dans A ^ ( X ) ainsi que \i. Donc l'égalité ( 1 1 . 8 2 ) est vraie.

- l
Le théorème ( 1 1 . 3 ) établit l 'ex is tence, lorsque X et Y sont finis d'une

façon déterministe de jouer le jeu initial qui donne la même valeur que le pro-

longement mixte. C ' e s t une supériorité par rapport aux traditionnelles "straté-

gies mixtes" puisque ces dernières ne permettent d'obtenir la valeur mixte qu'au

bout d'un nombre infini d 'expér iences aléatoires, et seulement avec la probabi-

lité 1 . Alors que. dans le prolongement p_, un point selle du jeu 7r_g est con-

stitué de 2 suites de stratégies pures parfaitement déterminées. S^de plus,

on ne réclame qu'une précision e, alors on a une façon déterministe de jouer le

jeu. ne comportant qu'un nombre fini de stratégies et qui a pour valeur la va-

leur mixte à e-près. En effet si X^ désigne l'ensemble dès -su i t es à N éléments

dans X et Y^ l'ensemble des suites à N éléments dans Y , alors le jeu dont la

forme normale est :

( 1 1 . 8 6 ) ^g : X^ x ^ ̂  ^(^) = ^ a . . g ( x . , y . )
i , j=1 1J z ù

constitue ce "jeu mixte approché". De façon plus précise :

Corollaire ( 1 1 . 2 ) .

Il existe un couple (ÎQ.^) G X^ x Y tel que

(II.8T) .(Î.Î-) e x\ x ï\ : A(î.y>^(») ^ ̂ (^) ^ ̂ ^ ^^,
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• ( 1 1 . 8 8 ) l^g(So.yo) - ^(g)| ^ e ( N )

où on a posé

( 1 1 . 8 9 ) e ( N ) = BgB.^ 1^- 1 - ) 1^ + (ï-l)11].
n p

Démonstra t ion.

Il suffit de choisir un point selle (x ,'y ) du jeu TT_ g et de ne conserver
a

que les N premiers termes de c e s . 2 suites. On a alors :

( 1 1 . 9 0 ) ^,y- ,_g(?,^) ^ ._e(^,^) = v^(g) ^ ._g(^).

Et on remarque que

( 1 1 . 9 1 ) X = |^_g(?,y') - ^g(î,y') S a _ g ( x .y
ij 1 " Ji > N

ou j >N
Donc

( 1 1 . 9 2 ) À ^ B g B . [ Z . " (
i=1 , . . .N
j>N

Soit :

•^^...^'i,!^^-
i > N

( 1 1 . 9 3 ) À ^ B g l l . [ ( s a ^ ) ( Z P . ) + ( Z g ) ( Z a . ) + ( Z a . ) ( Z 6 . ) ]
i=1 J>N J j =1 t] i>N 1 ^ i>N x j>N J

Comme :

( 1 1 . 9 ^ ) Z a = 1 - {^1^ et Z @ . = 1 - {^^
i=1 n j=i J P

il vient finalement :

( 1 1 . 9 5 ) À ^ Bgll.C^)11 + (rl^l)N _ (IL-L)N(r^_l^

Le corollaire est acquis.

Remarque (II.2).

Si n et p sont grands et si on choisit N ^ n Log 2n ( n et p étant du même
ordre de grandeur) on trouve que e ( N ) est de l'ordre de ̂ ^.n
Donc il faut jouer environ ( n Log 2n) stratégies pures pour obtenir la valeur
mixte avec une précision de — .n
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Reprenons les exemples de jeux itérés donnés de ( 1 1 . 5 9 ) à ( 1 1 . 6 3 ) . On con-
state aisément que p . et p- ne sont jamais jouables, mais que le prolongement
p est précisément celui qu'indique le théorème ( 1 1 . 3 ) lorsque X et Y ont chacun
3 éléments. Donc si X et Y ont tous deux au plus 3 éléments le jeu itéré p
est jouable. Sinon, on vérifie aisément qu'il ne l'est pas.

Examinons maintenant l'exemple p , . Ce prolongement n'est pas quasimixte,
mais le prolongement quasimixte associé est p . En effet la forme transposée
TT^ de l'opérateur TT.^ (cas général ( 1 1 . 5 8 ) ) est :

( 1 1 . 9 6 ) .y.^ =J^a^®^

et par conséquent les applications ( TT )* et ( TT ) * sont :a x ^ a i

( 1 1 . 9 7 ) (^X^ = . z ^x. où a! = S°°a^

( 1 1 . 9 8 ) ( T T ) * (y ) = z a -^ô . où a-3 = Ea-Y- ^ ^ - - - ̂ ij-

Dans le cas particulier de pi on trouve :

( 1 1 . 9 9 ) a^ = j (J)1"1 ; a^ = ^( j)^-1

Donc le prolongement quasimixte associé à p^ est p et lorsque X et Y ont moins

de 3 éléments, il est jouable. Donc nous pouvons appliquer le théorème ( 1 1 . 2 ) ,

et obtenir une majoration du saut de dualité-dé p^. Pour cela il faut calculer

la quantité :

( 1 1 . 1 0 0 ) sup ll.*(^)-^(î) ®4(y')l l^ = sup II F a . . ô ® ô
x t y ^,y i,j=i 1J ^ ^

+00 . ,

- z ^'^ 0 ̂  "*
i.J-l 1 "i ^ *

c ' e s t à dire :

+00

( 1 1 . 1 0 1 ) ï | a . . -a .a J | .
. i .J=1 1J 1

Dans le cas de p^ on trouve ^J. La majoration cherchée est donc :

( 1 1 . 1 0 2 ) Vg G À ( X x Y) jinf sup g(x.y) - sup inf g (x . y ) | < ^BgB.
Y x x y ~ 4?

Nous reprenons maintenant l'étude de la jouabilité des jeux itérés (sans échange

d'information) et nous traitons le cas général.
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c ) Jouabilité des .jeux itérés sans échange d'information ; cas général.

Théorème ( 1 1 . U ) .

SJ_ X e_b Y sont infinis il n 'ex is te pas d'élément a dans t\W2) tel que

le jeu itéré (sans échange d'information) de-mesure a soit jouable.

Démonst ra t ion .

Nous allons construire une fonction g G A ( X x Y) telle q.ue, pour tout a

à support fini dans [0,N] x [0,N], on ait : .

( 1 1 . 1 0 3 ) 0 = sup in^f [a ,g (x ,y ) ] ; in^f sup [a ,g(x ,y ' ) ] = 1 .
x y y x

Donc pour tout a A-ans t ((N2), le jeu rr^g n 'a pas de valeur (car il existe N et

un élément "b à support fini dans [0,N] x [0,N] tel que B a-b 1 ^ - 1—). Nous

choisissons X^ = { 1 . . . . , n , . . . } C X et Y^ = { 1 . . . . . p . . . . } C Y. deux sous ensem-

bles dénombrables .de X et de Y et nous définissons :

)' '1 si p divise n
ê^P) = ; g ( X \ X Y ) = 0;

0 sinon ° °
( 1 1 . 1 0 4 )

6 ( X Q . Y \ Y ^ ) = 1; g ( X \ X Q . Y \ Y ^ ) = ^

Si a est une mesure à support dans [ 0 , N ] x [ 0 , N ] :

( 1 1 . 1 0 5 ) TT g(x,y ' ) = Z a. .g (x . ,y.)
i, j=1 1J 1 ^

et pour tout x f i x é , on a :

( 1 1 . 1 0 6 ) 0 ^ inf T r ^g (x , y ) ^ inf Z a . . g ( x . , y ) = 0
y' yeYQ i.j=l lt] 1

puisque, x ^ . . . . x ^ étant fixés on peut toujours choisir p G IN qui ne divise aucun

des entiers de (x , . . .x } n X .

De même pour tout y f ixé

N
( 1 1 . 1 0 7 ) 1 = sup Z a g ( x . y . ) < sup ÎT g ( x , y ) < 1

xeX^ i,j=i ^ J - ^ a

puisque. y ^ , , , y ^ étant f ixés on peut choisir pour x le plus petit commun multiple

des entiers de { y - , . . . , y , j } ^ X .

Le théorème ( 1 1 . 4 ) montre que, dans le cas général, les jeux itérés jouables
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auront une mesure a dans [ A ° ° ( t N ) ] ' mais non dans i (IN ) . Nous allons définir

une famille de telles mesures dans le théorème ( 1 1 . 5 ) . Mais sachant que la

construction d'une mesure dans [ J t ° ° ( ! N ) ] ' \ i (IN ) utilise toujours le lemme de

Zorn (via le théorème de Hahn Banach le plus sou v e n t ) , il ne faut pas s'étonner

que les prolongements de jeux associés, encore déterministes, présentent une

part d'irréalisme. De toutes façons ceci n'affectera pas les stratégies opti-

males et la valeur ( m i x t e ) . La relation :

1 N
( 1 1 . 1 0 8 ) v = ^i^ieu e A^CN) : [ L i m . v ] = lim 1 Z v .

N-)-+oo i=1 1

lorsque cette limite existe, définit une forme linéaire continue Lim sur le

sous espace de A ( I N ) formé des suites dont la moyenne de Cesaro converge.

D'après le théorème de Hahn Banach il existe donc une infinité de prolongements
de Lim à ^(IN) tout entier,'tels que :

( 1 1 . 1 0 9 ) Lim € [ ( ^ ( I N ) ] ' et BLimB^ = 1 .

Nous notons T leur ensemble et remarquons que T est inclus dans le simplexe

[ t ( N ) ] ^ . En effet, si 6 désigne ta suite constante et égale à 1 , [ L i m , 9 ] = 1

résulte de ( I I . 1 0 8 ) , et s ' i l existait une suite positive v telle que :

( 1 1 . 1 1 0 ) [ L i m . v ] < 0

alors v = -g-̂ j- serait positive et vérifierait ( I I . 1 1 0 ) , et on obtiendrait :

( I I . 1 1 0 ) ' [ L i m , 9 - w ] > 1 ; II 9-w II ^ 1

ce qui est une contradiction de ( I I . 1 0 9 ) . (Pour plus de détails sur ces limites
de Banach voir par exemple [Dunford-Schvartz]) .

Théorème ( I I . 5 )

Supposons que X est infini et que Y est fini ( ) Y J = p ) . Notons

^ = ̂  ̂  p ^ ^ € ^ N ̂  • Alors tout jeu itéré (sans échange d ' i n f o r m a t i o n )
dont la mesure a est dans T ® 3 est jouable ( e t donne à TF g la valeur m i x t e ) .

L'opérateur de prolongement T d ' u n tel jeu itéré est donc défini par :

^ ^ °° °°( I I - 111) TT^g ( x . y ) = Lim ( Z 3 _ g ( x y . ) ) = Z 3 . L^ ( g ( ^ ^ ^
i J=l J : ] = ! : i z }
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Démonstrat ion du théorème.

Montrons d 'abord, que p est un prolongement quasimixte. Choisissons pour

cela une fonction g dans A ( X x Y ) de la forme :

( 1 1 . 1 1 2 ) V (x ,y ) e x x Y g(x ,y ) = h ( x ) J t ( y ) ; h e A ( x ) Jt <= A ( Y )

et supposons que a = a @ 8, où a est un élément de T. Alors on a :

( 1 1 . 1 1 3 ) [^(S.y).g] = [a.g[x,y] ] = [a .h [x ] ] . [B ,J l [y ] ]

Si on définit TT et TT par :

( I I . 1 1 U ) Vh e A ( x ) [ T T ^ ( x ) . h ] = [a .h [x ] ]

et

( I I . 1 1 5 ) - VA € A ( Y ) [^(y).jl] = [ 0 . A [ y ] ]

il est clair qu'on obtient 2 applications :

( I I . 1 1 6 ) TT* : X ->• A ' ( X ) et TT* : Y ->- A ' ( Y )
A 1 ï |

telles que :

(il.HT) ^(^y) = î r * ( î ) ® T r * ( y ) .
a- A X , '

Nous avons vu ( T h é o r è m e II - 3) que TT est s u r j e c t i v e . M o n t r o n s que -iï *

est su r j ec t ive . Si \i est un é lément de /^' ( X ) (par e x e m p l e ) il exis te une

x = ( x ^ ) d'éléments de X tels que :

( 1 1 . 1 1 8 ) ^ -ij/x,

converge faiblement vers u ( i l suffit par exemple de remarquer que 1'enveloppe

convexe de 6 ( X ) est faiblement dense dans A ' j ( x ) ) . On a alors pour tout h fixé
dans A ( x )

N
( 1 1 . 1 1 9 ) [ u , h ] = lim [ ^ , h ] = lim - Z h ( x . ) .

N^+o> ^ N^+oo ^ 1 = 1 z

Soit d'après ( I I . 1 0 8 ) et ( I I . 1 1 4 )

( I I .120) [p,h] = [a ,h [x ] ] = [^(x),h]
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Donc TT est surjective et le théorème est démontré.

d ) Les stratégies "aléatoires et correlées" d'Aumann.

Dans [Aumann ] , Aumann propose la façon suivante de jouer le jeu initial g :

On se donne un espace probabilisé ( î 2 , u , P ) (loterie) et 2 sous o-algèbres (3. et

t.^ de <̂ . Xavier choisit alors, comme stratégie prolongée, une application Ç :

( 1 1 . 1 2 1 ) Ç : îî ̂  X , Ç est d -mesurable

et Yves choisit une application n :

( 1 1 . 1 2 2 ) n : " -»- Y , n est 6i -mesurable.

On dit que les a-algèbres Si et U^. traduisent l'information de Xavier et ïves :

autrement dit, une fois que "la nature" a tiré au sort un élément de Ci, Xavier

sait à quels événements de < x , , , w appartient ou non, et Yves sait à quels événe-
ments de Ci- a) appartient ou non. Le paiement est ensuite l'espérance du

paiement aléatoire g( Ç ( co ) , n ( u ) ) . Cette façon de jouer tLe jeu initial est clai-

rement un prolongement des jeux sur X x Y : X ( r e s p . /) est l'ensemble des
applications c^-mesurables ( r e s p . Ci -mesurables) de î2 dans X ( r e s p . Y ) et les
stratégies pures s'identifient aux applications constantes de o dans X ( r e s p . Y ) ' .
L'opérateur de prolongement est alors :

( 1 1 . 1 2 3 ) w g ( Ç , n ) = J ^ g ( ç ( û ) ) , n ( œ ) ) d p ( a i )

On vérifie aisément que ir est positif, que ï ï ( 9 ) = 6 et que les relations ( 1 . 5 )

sont vraies. De plus si g ne dépend pas de x ( r e s p . y ) , il est clair que ir g ne

dépend pas de Ç ( r e s p . T) ) donc que ce prolongement est sans échange d'information.

Donc s ' i l est jouable, il donnera à -rrg la valeur mixte.

Mais nous allons montrer que lorsque la loterie est au plus dénombrable

ce prolongement est isomorphe à un jeu itéré sans échange d'information. Suppo-
sons donc n au plus dénombrable. Alors (JL est la cr-algèbre de tous les sous

ensembles de o (quitte à faire un passage au quotient approprié). De même CÎ.

et ̂ Y possèdent une base qui est une partition au plus dénombrable de iï.

Soient : ( A . ) . Q ^ et ( B . ) . Q ^ ces 2 partitions. Alors une stratégie prolongée

Ç € X s'identifie à une suite de stratégies pures ï € X par les relations :

( I I . 124) -V-i Ç ( A J = x .
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De même on peut identifier n e V et y' € Y par les relations :

( 1 1 . 1 2 5 ) Vj n ( B . ) = y . .j J

Enfin, si on pose :

( 1 1 . 1 2 6 ) ¥ i , j P(A^ H B . ) = a^.

l'opérateur de prolongement ( i l . 1 2 3 ) s'écrit :
+00

( I I . 1 2 T ) T r g ( ç , n ) = TTg(x,yT= Z a . . g ( x . . y . )
i . j ^ l J J

Et nous'obtenons 1'isomorphisme cherché avec le jeu itéré de mesure
a = ^ij^.jw

On constate même que tous les jeux itérés dont la mesure est dans Jt ( N )
peuvent être obtenus à l'aide de loteries au plus dénombrables. En particulier
le théorème ( 1 1 . 3 ) implique :

Si X et Y sont finis il existe une loterie dénombrable, qui réalise un prolon-
gement jouable et donne au jeu la valeur mixte. •

Si J X J = n et | ï | = p , la loterie tirera au sort 2 nombres entiers indépen-
dants n. et n- avec une distribution Laplacienne de paramètre n—— et ̂ — res-\ <- n p
pectivement. Ensuite Xavier sera informé de n , et Yves de n _ . De même le
corollaire ( 1 1 . 2 ) devient : Dans les mêmes conditions une loterie à N éléments
permet de réaliser un prolongement jouable avec une précision e ( N ) :

( I I . 1 2 8 ) e ( N ) = llgll.^11^1)11 + (^î 1^).
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III. PROLONGEMENTS PAR ECHANGE D ' I N F O R M A T I O N .

III .1. D E F I N I T I O N , EXEMPLES.

Soit F (Y ,X ) l'ensemble des applications de Y dans X. L'injection i iden-

tifie X au sous-ensemble de F ( Y , X ) formé des applications constantes :

( 1 1 1 . 1 ) i : X -> F ( Y , X ) ¥y <= Y i ( x ) ( y ) = x.

De même Y s'identifie au sous-ensemble des applications constantes de F ( X , Y )

(par l'injection j) .si Ç est dans F ( Y , X ) et n dans F ( X , Y ) on note F ( ç , n ) l'en-

semble, éventuellement vide, des» points fixes de l'application :

(x ,y ) -^ ( Ç ( y ) , n ( x ) ) . Autrement dit :

( 1 1 1 . 2 ) F ( Ç . n ) = ( (x ,y ) €= x x Y / Ç ( y ) = x et n (x ) = y } .

Définition (III.1).

Un couple (X , / ) est un "couple décisionnel" si :

( 1 1 1 . 3 ) i (X) C X; X est une famille d'éléments de F ( Y , X )

( 1 1 1 . 4 ) j ( Y ) C ^ y est une famille d'éléments de F ( X , Y )

(III.$) v ( ç . n ) e X x Y F ( ç . n ) ^ 0.

Définition (III.2).

Soit ( x » ^ ) un couple décisionnel. Choisissons -pour tout couple ( ç , n ) un

P01111- de F(^ l^) noté f ( Ç . n ) . Alors p = (X , / . i . j .T r ) est un prolongement des

jeux sur X x Y si on pose :

( 1 1 1 . 5 ) ' Vg e A ( x x Y ) V ( ç , n ) e X x / T r g ( ç . n ) = g ( f ( ç . n ) ) .

Définissons en effet l'application TT* :

(III.6) ÎT* : X x / -^ A ' ( X x Y ) 7 T * ( ç . n ) = 6 / ,.
' f ( ç , n )

Remarquons que F ( i ( x ) , n ) est réduit au point ( x , n ( x ) ) et que F ( ç , j ( y ) ) est réduit

au point ( Ç ( y ) , y ) . Par conséquent :

(III.T) .*( i(x).n) = ^ ® 6 ^ ^ ; . * ( ç . j ( y ) ) = ô ç ^ ® ^ .

En particulier ^ vérifie les relations ( 1 . 1 2 ) . et définit donc un opérateur



- 39 -

de prolongement T - par la relation ( 1 . 1 0 ) . Or cette relation s 'écr i t :

( 1 1 1 . 8 ) ^(ç.n) = [T r * ( ç , n ) , g ] = [<S^ç ^ ) . g J - g ( f ( ç . n ) ) = T r g ( ç , n ) .

Un tel prolongement associé à un .couple décisionnel sera appelé un prolon-

gement par échange d'information. En effet dans le jeu prolongé, la fonction

de gain prolongée wg prend les mêmes valeurs que g, mais l'emploi de stratégies

qui sont des règles de décision par chacun des joueurs leur permet d'utiliser

de l'information sur le comportement de l'adversaire. Ce point va être précisé

plus loin (c f . (III.§3) et surtout (III.§4)).

Exemple (III.1).

Le couple ( F( Y , X ) ,j ( Y ) ) est décisionnel et l 'unique prolongement par échange

d ' informat ion associé a pour opérateur de prolongement l 'opérateur -n- :

( 1 1 1 . 9 ) Tîg : F ( Y , X ) x j ( Y ) -^IR î r g ( ç , j ( y ) ) = g ( ç ( y ) , y ) .

Il est jouable : fixons e et choisissons un élément ç dans p ( Y , X ) tel que :

( 1 1 1 . 1 0 ) Vy e Y g ( Ç ^ ( y ) , y ) ^ sup g (x ,y ) - e
x

Nous en déduisons que pour tout e :

( 1 1 1 . 1 1 ) sup inf i rg(Ç,n) = sup inf g ( ç ( y ) , y ) ^ inf sup g(x ,y ) - e
ç n ç y y x

Cette relation, comparée à la relation ( 1 . 8 ) montre que la valeur de irg est

inf sup g (x , y ) . Ce prolongement, qui est le plus avantageux pour Xavier, est
y x

réalisable de la façon suivante : Yves choisit sa stratégie pure et Xavier est

informé de ce choix avant de choisir sa propre stratégie. Xavier dispose donc

de "toute" 1'information-

Exemple (III.2).

Le couple ( r ( Y . X ) . F( X . Y ) ) n.est pas un couple décisionnel : il est impossi-

ble de faire-en sorte que Xavier soit informé de ce que. joue Yves avant de jouer

et que Yves soit informé de ce que joue Xavier avant de jouer !

Remarque (III.1).

D'après la définition des couples décisionnels réalisables. X est une
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famille d'éléments de F ( Y , X ) et'peut donc contenir 2 fois la même application Ç.

En effet si Ç a 2 points fixes avec au moins un élément de /, la même applica-

tion Ç conduit à 2 stratégies différentes selon que l'on attribue à ( ç , n ) tel

ou tel de ces points fixes.

111.2. .CARACTERISATION DES PROLONGEMENTS PAR ECHANGE D ' I N F O R M A T I O N .

Nous allons caractériser les prolongements par échange d'information à

l'aide de la "forme transposée" TT* ( c f . remarque ( 1 . 1 ) ) .

.Théorème (III.1).

Un -prolongement p = (X ,y , i , j ,T r ) est isomorphe à un prolongement par échange

d'information si et seulement si pour tout couple ( Ç , n ) de stratégies étendues.

il existe un couple (x ,y) (nécessairement unique) de stratégies pures telles

( 1 1 1 . 1 2 ) î r * ( Ç . n ) = î r * ( Ç , j ( y ) ) = 7 r * ( i ( x ) . n ) .

Autrement dit un prolongement est par échange d'information si pour tout couple

( Ç , n ) de stratégies prolongées.» Xavier peut jouer une stratégie pure x qui est

"équivalente" à Ç contre la stratégie n de Yves (et vice versa pour Y v e s ) .

Démonst ra t ion .

Si p est isomorphe à un prolongement par échange d'information

^0 = ^ ^O *^0 ^ O ' ^ O ^ O ^ * ^P®10118 b et c. les bijections : b : X -»• X/. et

c : / -> Y^. ( c f . définition ( 1 . 3 ) ) . On constate que pour prouver (III.12) il

suffit de démontrer cette relation pour le prolongement p :

( 1 1 1 . 1 3 ) ^ * (ç .n ) = ^ * ( ç . j ( y ) ) - ^ ( b ( ç ) ; c ( n ) ) = ^(b( ç ) .^(y) )

(puisque c o j = j . ) .

Or puisque p^ est par échange d'information on a :

( 1 1 1 . 1 4 ) ^(Ço,..no) = ^(sMy avec ^(y) = x; ^Cx) » y

et on a vu (c f . (III.7)) que :

( in .15) ^U^Hy}) = ^(y,® <y = ^ ® 6 y
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(III.16) ^( i(x).no) = ^®ô^) = ^ ® V .

Montrons maintenant la réciproque : soit p un prolongement vérifiant (III.12)

alors, d'après la propo-sition ( 1 . 2 ) on a :

(III.1T) i r * (Ç . j ( y ) ) e A ^ ( X ) ® ô y ; T T * ( i ( x ) , n ) € 6 ^ ® A ^ ( Y ) .

Donc (III.12) et (III.1T) donnent :

(III.18) iT* (Ç .n ) = T T * ( Ç , J ( y ) ) = T T * ( i ( x ) . n ) = ^ © V

Ceci entraine en particulier l'unicité du couple (x ,y ) . Si Ç est dans X on

note ^ S F ( Y , X ) l'application définie par :

(ni .19) Vy e y <s'^y) = p x ( ^ ( ç . J ( y ) ) )

et si n est dans V on note ^ G F (X . ï ) l'application :

( 1 1 1 . 2 0 ) Vx e X ^(x) = PY ( 7 r * ( i ( x ) ln ) ) •

Alors si X désigne la famille des Ï et V celle des n nous montrerons d'abo-rd

que (5<, '^) est un couple décisionnel : en effet i"(x) est défini par :

( 1 1 1 . 2 1 ) Vy e Y ^..(^(y) = PX^^^^^^^^^ = ^

et donc i'̂  x ) est l'application constante et égale à x.

De même j"(y) est l'application constante et égale à y. Soit maintenant un

point quelconque ( Ç , n ) dans X x Y . Il provient d'un unique couple ( ç , n ) (puis-

que X et / sont des familles, c ' e s t à dire s'identifient aux applications

Ç -»• Ç et n -> n ) . Nous notons ( x , y ) l'unique point de X x Y vérifiant (III.18).

Alors on a :

(ni.22) ô^y) = P x ^ * ( ç . j ( y ) ) ) - P X ^ ® ^ = ^•

n ,,

Donc Ç ( y ) = x. De même, on montre que n (x ) = y. (Finalement nous avons mon-

tré que F ( ç , n ) est non vide, donc que (X, Y) est un couple décisionnel. Si on

définit maintenant 1'appFication TT :

(III.23) ï* :* X x Ï -> A ^ ( x x Y ) ï*(Ln') = ^ç.n) = 6^ )

il est clair que TT* est la forme transposée d'un opérateur de prolongement par

échange d'information, associé au couple décisionnel ( X . ^ ) et que ce prolongement

est isomorphe au prolongement p.
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I I I . 3 . LES PROLONGEMENTS PAR ECHANGE D'INFORMATION JOUABLES.

Dans ce paragraphe nous identifierons une application de Y dans X ( o u de

X dans Y') avec son graphe dans X x Y . Donc une famille X (ou /) de règles de

décisions est considérée comme une famille de parties de X x Y .

Définition ( I I I . 2 ) .

Soit A un ensemble de parties d'un ensemble Z . On appelle conjugué de A

et on note A l'ensemble des parties de Z suivant :

( I I I . 2 4 ) A* = { T C Z / -V-S e A T H S ̂  0 } .

Lemme ( I I I . 1 ) .

On a-touj ours

( I I I . 25) A** = { T C Z / 3 S € A T D S } .

Démonstration.

Posons :

( I I I . 2 6 ) A = { T C Z / 3s e A T D S} 3 A .

Soit S un élément de A . Il existe un élément S,, de A , contenu dans S . Quelque

soit T dans A , T rencontre S,, par définition de A , donc T rencontre S . Donc

( 1 1 1 . 2 7 ) A C A C A**.

Démontrons maintenant le lemme : soit S £ A nous voulons prouver que S est

dans À . Supposons que ce ne soit pas vrai; alors on a :

( 1 1 1 . 2 8 ) -V-T G A T î- S

Autrement dit :

( 1 1 1 . 2 9 ) VT € A ' 3 ẑ  € T ; z^ CE S

Posons :

( 1 1 1 . 3 0 ) R = U { z ) .
TEA i

Alors il est clair que R est un élément de A et que d'autre part :
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( I I I . 3 1 ) R n S = 0.

C'est la contradiction cherchée.

Théorème ( I I I . 2 ) .

• soit X une famille d'éléments de F ( Y . X ) contenant les applications con-
stantes et soit V une. famille d'éléments de F ( X . Y ) contenant les applications
constantes. Alors il est équivalent de dire :
i ) ( X , ^ ) est une couple décisionnel et un au moins des prolongements par

échange d'information associés est jouable.

ii) ( X, Y) est un couple décisionnel et tous les prolongements par échange
d'information associés sont jouables.

iii) On a :

( 1 1 1 . 3 2 ) >** = *̂

iv) On a :

( 1 1 1 . 3 3 ) *̂* = X*

Démonstration.

Supposons que iii) est vraie et démontrons i i ) . D'abord ( X , / ) est réali-
sable car on à d'après iii) et le lemme ( I I I . 1 )

( 1 1 1 . 3 ^ ) X C X = X** = /*

Autrement dit si Ç G X et n € /, leurs graphes se coupent, c ' e s t à dire que
F ( Ç » T l ) est non vide.

Montrons maintenant que tous les prolongements par échange d'information
associés à (• X , / ) sont jouables : procédons par l'absurde et supposons qu'il
en existe un qui ne le soit pas. C ' e s t à dire qu'il existe une section f de F
et une fonction de gain g telle que :

A
( I I I . 3 5 ) sup inf g ( f ( Ç , n ) ) = a < g = inf sup g ( f ( Ç , n J ) .

ç n n ç
Or puisque / contient les applications constantes, pour tout Ç fixé on a :
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( 1 1 1 . 3 6 ) inf g ( f ( Ç . n ) ) ^ inf g( f( Ç ,j (y ) )) = inf g ( ç ( y ) , y ) .
n y y

Comme d'autre part f ( ç , n ) est un élément du type ( ç ( y ) . y ) ( c f . la définition

d.e F ( ç , n ) (III.2)) nous en déduisons :

( 1 1 1 . 3 7 ) -V-Ç inf g ( f ( Ç . n ) ) = inf g ( ç ( y ) . y )
^ y

et de même

( 1 1 1 . 3 8 ) Vn sup g ( f ( ç , n ) ) = sup g ( x , n ( x ) )
Ç x

Donc la relation (III.3;?) s'écri t :

il. •
( 1 1 1 . 3 9 ) sup inf g (Ç . ( y ) , y ) = a < 0 = inf sup g ( x . n ( x ) ) .

Ç Y n x

Donc pour tout Ç il existe y et pour tout n il existe x tels que :

( 1 1 1 . 4 0 ) g ( Ç ( y ),y ) ^ a + ̂  < a + 2^-a.L < g^ ̂  ) ) .
•' -> -5 j — r| T)

Considérons :

( in .41) s = Uç(yç).yç)}^ ^ = Ux^n(x^))}^

Alors il est clair que T est disjoint de S. De plus pour tout n. T rencontre

le graphe de n. Donc T € /*. Enfin pour tout Ç il y a un point du graphe de

Ç qui est dans S, donc le graphe de Ç n 'est pas inclus dans T. Donc T <f. X.

C ' e s t la contradiction cherchée. Nous avons montré iii) =*• ii) et ii) -» i) est

clair.

Supposons maintenant i) et démontrons iii). Pour tout ( ç . n ) dans X x /

on a :

( 1 1 1 . 4 2 ) Ç n n ^ 0 (les applications sont identifiées à leur graphe).

Donc X C / ce qui entraine clairement : X C /*. n nous reste à montrer que

X 3 V . Si ce n 'est pas le cas il existe une partie A de X x Y telle que :

( 1 1 1 . 4 3 ) A ^ Î : v ç e x ç î ? A

et que :

(ni.44) A e ^* : Vn e / A n n ^ 0
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Autrement dit on a

( I I I . 4 5 ) Vç 3y ( Ç ( y ) . y ) ^ A

( 1 1 1 . 4 6 ) Vn 3x ( x , n ( x ) ) e A .

Soit g l'élément suivant de A ( X x Y ) :

fi si ( x , y ) Ç A
( 1 1 1 . 4 7 ) g ( x , y ) = ^

[0 si ( x . y ) ^ A

Par hypothèse, il existe une section f de F telle que le prolongement par échan-

ge d'information associé est jouable. D'après les relations ( I I I . 3 ï ) et
( I I I . 4 5 ) on a alors : .

( 1 1 1 . 4 8 ) ¥Ç inf g ( f ( Ç , n ) ) = inf g ( ç ( y ) , y ) _S °
n y

D'après les relations ( I I I . 3 8 ) et ( I I I . 4 6 ) , on a aussi :

( 1 1 1 . 4 9 ) Vn sup g ( f ( ç , n ) ) = sup g ( x , n ( x ) ) ̂  1 .
Ç x

Finalement :

( 1 1 1 . 5 0 ) sup inf T T g ( Ç , n ) = 0 < 1 = inf sup T r g ( Ç , n )
ç n n ç

c ' e s t la contradiction désirée.

Enfin la symétrie en Ç et n des hypothèses iii) et iv) montre que iv)
équivaut à i ) et le théorème est démontré.

Remarque ( I I I . 2 ) .

Au cours de la démonstration du théorème nous avons établi les relations
( I I I . 3 7 ) et ( I I I . 3 8 ) qui assurent que si le couple ( X , / ) est décisionnel les

nombres sup inf î r g ( ç , n ) et inf sup î r g ( Ç , n ) ne dépendent pas du choix de la
ç n . n çsection f . Donc si un des prolongements par échange d'information associés à

( X , ^ ) est jouable ils le sont tous (théorème I I I . 2 ) et de plus ils ont la même

valeur. Ceci montre qu'on peut toujours supposer que X et / sont des sous-en-
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semblés de F ( Y , X ) et de F ( X , Y ) et qu'il est en fait sans intérêt d'envisager

le cas où ce sont des familles ( c f . remarque ( I I I . 1 ) ) .

Définition ( I I I . 3 ) .

Soient X .un sous ensemble de F ( Y , X ) contenant les applications constantes

et soit Y un sous ensemble de F ( X , Y ) contenant les applications constantes.

Alors on dit que ( X , ^ ) est jouable si l'une des 2 conditions équivalentes sui-

vantes est vraie :

( 1 1 1 . 5 1 ) X** = /*

( 1 1 1 . 5 2 ) V**- = X*

c'est à dire. si ( X , ^ ) est un couple décisionnel et si les prolongements par

échange d'information associés sont jouables.

Nous allons maintenant interpréter la condition de jouabilité ( I I I . 5 1 )

(ou ( I I I . 5 2 ) ) .
Nous remarquons d'abord que puisque X contient les constantes, tout élément T

de X̂  est le graphe d'une correspondance T : X ->• Y . En effet pour tout x
T rencontre { x } x Y . Nous identifions les éléments de X et les correspondances
associées :

Définition ( I I I . 4 ) .

Soit X un sous ensemble de F ( Y , X ) contenant les constantes. On appelle

réponse possible de Yves à X une correspondance de X dans Y qui est dans X et
dont le graphe y est minimal au sens de l'inclusion. On note X leur ensemble.

On définit de même l'ensemble / des réponses possibles de Xavier à y .

Le thé-orème ( I I I . 2 ) entraine alors :

Corollaire ( I I I . 1 ) .

Supposons .que X et Y sont finis, jpoit ( X , Y ) un couple :

( 1 1 1 . 5 3 ) X C X C F ( Y , X ) ; Y C ^ C F ( X , - Y ) .

Alors ( X , / ) est jouable si et seulement si l'une des 2 conditions équivalentes
suivantes est vraie :
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( 111. 5 4 ) -X ne contient que des applications et X = /

( 1 1 1 . 5 5 ) / ne contient que des applications et / = X.

Démonstration.

Nous allons démontrer par exemple que ( X , ^ ) est jouable si et seulement
si ( I I I . 5 4 ) est v r a i e . . D'après le théorème ( I I I . 2 ) et la définition ( I I I . 3 )
nous} devons montrer que la relation ( I I I . 5 2 ) est vraie si et seulement si la
relation ( I I I . 5 ^ ) l ' e s t .

Supposons X* s /** alors / C X* (lemme ( I I I . 1 ) ) . Or un élément de / est
le graphe d'une application de X dans Y . Puisque tous les éléments de X sont
dès-correspondances de X dans Y , il est donc minimal pour l'inclusion dans X .
Donc : V C X 4'.
Soit maintenant une correspondance T de X . Alors T est dans X̂  donc dans / ,
par conséquent il existe un élément n de Y tel que T 3 n • Puisque n est dans
X" et que T y est minimal on a donc : T = n . Finalement on vient de montrer
Y a X ce qui établit au passage que X ne contient que des applications.
Réciproquement supposons que X ne contienne que, des applications ( i l contient
en tout cas les applications constantes de X dans Y ) et montrons que ( X , X ) est
jouable. Il suffit de vérifier (théorème ( I I I . 2 ) )

( 1 1 1 . 5 6 ) X* = ( X " ) * * .

Or l'inclusion

( 1 1 1 . 5 7 ) X* D (X 4')**

est claire d'après X C X et le lemme ( I I I . 1 ) . Dans l'autre sens il suffit de

remarqu-er que tout élément de X contient un élément minimal dans X pour
l'inclusion ( X est fini par hypothèse).

•

Remarque ( I I I . 3 ) .

Nous aurions pu aussi définir des prolongements par échange d'information
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dont les stratégies prolongées sont des ensembles de correspondances de Y dans
X (Xavier) et de X dans Y ( Y v e s ) . Dans ce cas la condition de jouabilité de
( X , / ) devenait simplement X4' = / ( ou ^+ = X ) .

Remarque ( I I I . 4 ) .

L'interprétation du corollaire ( I I I . 1 ) est la suivante : un couple ( X , / )
(où X est un ensemble de "règles de décision" pour Xavier et Y un ensemble
de règles de décision pour Yves) est jouable si et seulement si Yves exploite
au maximum ses possibilités de réponse contre X (et vice versa pour Xavier).
Autrement dit. si un couple ( X , / ) est jouable, l'échange d'information y est
maximal, au sens de la relation d'ordre suivante :

[III.58)

Dans ( X ,/ ) l 'échange d'information est plus grand que dans

( X ^ , / ^ ) , si et seulement si. : X - C X et V C V

III. 4 . UN EXEMPLE : L'EÔHANGE EXPLICITE D'INFORMATION.

Une façon simple, et habituelle en théorie des jeux, d'exprimer que Yves
possède une information sur la stratégie pure que va choisir Xavier est la sui-
vante : On se donne une relation d'équivalence r sur X telle que, avant de
choisir sa stratégie pure y , Yves est informé de r ( x ) . Nous allons décrire un
schéma où chacun des joueurs possède plusieurs informations successives (rela-
tions d'équivalence de plus en plus fines) sur le comportement de l'adversaire.
Nous identifierons une relation d'équivalence r et sa surjection cannonique :

( 1 1 1 . 5 9 ) r : X -^ X

et nous dirons que r est plus fine que r ' ( r < r ' ) si et seulement si :

( 1 1 1 . 6 0 ) -^x, x ' € X : r ( x ) = r ( x ' ) ̂  r ' ( x ) = r ' ( x ' ) .

Soit alors 2 suites finies de relations d'équivalence ;

( 1 1 1 . 6 1 ) r^ > r^ > . . . > r relations définies sur X

( 1 1 1 . 6 2 ) S^ > S^ > . . . > S^ relations définies sur Y .
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La connaissance de S . ( y ) est un renseignement sur y d 'autant plus précis que

i augmente . Appelons X( r , . . . r ;S , . . . S ) l ' ensemble des applications Ç de

Y dans X telles que :

f s ^ ( . y ) = S ^ ( y ' ) =» r ^ ( ç ( y ) ) ' = r ^ Ç ( y ' ) ) .

(III.63)

S ^ ( y ) = S ^ ( y ' ) ^ r ^ ( ç ( y ) ) = r ^ ( ç ( y ' ) ) .

On définit symétriquement / ( S ^ , . . . S ^ ; r ^ , . . . r ) . Notons e la relation d'égalité
et 0 la relation d'équivalence qui a une seule classe d'équivalence.

Lemme ( I I I . 2 ) .

On a X ( r , . . . r ^ ; S , . . . S ) = /( S , . . . S , e ; 0 , r , . . . , r ) e_b X'1" ne comporte donc
que des applications. • .

Démonstration.

Soit n dans /(S , . . . S , e ; 0 , r , . . . r ) , on a donc :

0 ( x ) = 0 ( x ' ) =» S ^ ( n ( x ) ) = S ^ n ( x ' ) ) i.e. S ^ ( n ( x ) ) constant

r ^ ( x ) = r ^ ( x ' ) => S g ( n ( x ) ) = S ^ ( n ( x ' ) )

(III.6U)

r N - 1 ( x ) = "N-i^^ ^ S ^ ( n ( x ) ) = s ^ ( n ( x t ) )
r ^ ( x ) = r ^ ( x ' ) =» n ( x ) = n ( x ' ) .

Montrons que n a un unique point fixe avec tout élément Ç de X( r ....r ; S . . .S ) .
1 N Î 1 ' * * " N '

Les relations (III.64) montrent que n passe successivement au quotient en

r ^ .n^" - ^N+1 :

n-, : x/0 -^ Y / S ^ i.e. n e Y /S

r^ : X / r ^ -> Y / S ^

(III.65)

^ : ^^-l - î/^

^+1 : x/rN " Y

et les relations ( I I I . 6 3 ) montrent que Ç passe au quotient en Ç . . . . ç :
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'^ : Y / S ^ -. X / r ^

Ç^ : Y /S^ -. X/r^

(III.66)

l^ : ^N - ^N

Supposons que ( x , y ) soit dans F ( ç , n )

(III.6T) x = ç ( y ) ; y = n (x )

et appliquons (III.67) aux quotients success i fs n ,ç ,n ,ç , . . .ç^ ,n .

vient :

f S ^ ( y ) = n ^ ; ^ (S^y ) ) = r ^ ( x )

83(7) =î n^d-^x)) ; Ç ^ ( S g ( y ) ) = r ^ (x )

(III.68) <

S^(y) = n ^ ( r ^ _ ^ ( x ) ) ; Ç ^ ( S ^ ( y ) ) = r ^ ( x )

Le système ( I I I .68) montre que ( x , y ) est nécessa i rement déf ini par

(111.69) y = n^., o ç^ o n^ o ... o n^ o ç ^ ( n ^ ) ; x = ç ( y )

Réciproquement montrons que ( I I I . 6 9 ) définit "bien un point de F ( ç , n ) . En e f fe t

si on identifie les éléments de Y / S . avec leurs classes d ' équ iva lence , on a :

("^O) n, 3 n^ o ç , ( n , ) .

Puis, d'après ( 1 1 1 . 6 3 ) et (III.61)

(III.71) S , ( n , ) o ^(ng o ç , ( n , ) ) .

Donc en combinant avec (III.61») et (III.62) :

("I.T2) ng o î , ( n , ) 3 ^ o ç^ o ng o ^ (^ )

On peut continuer ainsi jusqu'à :

t 1 1 1 - 7 3 1 ^ ° S M - , ° • • • ° ^ ( n , ) 3 n^, o ^ o ... o ç , ( ^ ) ̂

Puis, à l'aide de (III.69)

t 1 1 1 - ^ ) S,, ° n^ o ... o ^ ( n , ) 3 ç ( y ) = x
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Et enfin :

(n i .T5) n^., o ç^ o ... o ç ^ ( n ^ ) s y:? n ( x )

Ce qui démontre que y aï n ( x ) et donc que ( x , y ) est dans F ( ç , , ; j n ) . Pour montrer

que ^ ( S , , . . . S ,e ;0 , r . , . . . r ) est égal à l 'ensemble des réponses possibles de Yves à
1 li 1 ri

X(r . , , . . . r , , - ;S , , . . .S , - ) on choisit une règle de décision r\ pour laquelle l 'une des
1 JM 1 J'I

relations ( I I I . 6 4 ) est fausse. Par exemple on suppose qu'i l existe x et x ' tels

que :

(III.î6) s ^ ( n ( x ) ) ^ s ^ ( n ( x ' . ) )

on choisit alors la règle de décision Ç :

(III.TT) Ç ( y ) = x' si y e . s ^ ( n ( x ) ) ; Ç ( y ) = x sinon.

On vérifie que Ç est dans X( r , , . . . r - ;S , , . . .S ) et que F ( Ç , n ) est vide.

L'interprétation du prolongement associé au couple jouable

. x^ 1'1 * • • •rNt-s1 • • • SN^ * ^s-! ' • • ^N»®^» 1'-! > • • •r^ est la suivante : Yves choisit
y^ € Y/S^ et informe Xavier de ce choix. Puis Xavier tenant compte de ce ren-

seignement choisit x^ € X/r et- en informe Yves.' Yves choisit alors y G Y/S

en respectant le renseignement déjà fourni : la classe de y est incluse dans

celle de y ^ . Et ainsi de suite, chacun restreignant de plus en plus son choix

et informant alternativement son adversaire de ces restrictions. Finalement,

la N intervention de Yves est pour choisir y G Y/S connaissant x G X/rN N N~ 1 N~ 1
et respectant les engagements pris : y^ C y , . - . Puis Xavier choisit

^N e ̂ N̂ en fonction d® y^ et enfin Yves choisit le point y € Y dans la classe
y^ en fonction de x^. informe Xavier de son choix qui choisit alors x G X dans

x^. Il s'agit là d'un exemple typique de jeu à information parfaite et il

n'est donc pas étonnant que nous trouvions un prolongement jouable ( c f . [ G a l e ,
Stewart]). Ce qui est plus intéressant, et qui confirme la remarque ( I I I . U ) ,

c ' est que. la structure d'information de Xavier étant donnée ( X étant d o n n é e ) ,

seule la manière de jouer associée où l'on donne à Yves toute l'information

"restante" ( c ' e s t à dire toutes les réponses possibles) permet de donner dans
tous les cas une valeur au j e u .
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I I I . 5 . AUTRES EXEMPLES DE PROLONGEMENTS PAR ECHANGE D'INFORMATION.

D'après le corollaire ( I I I . 1 ) , au moins dans le cas où X et Y sont finis,

la recherche des co-uples ( X , / ) qui sont jouables équivaut à la recherche des

sous-ensembles X de F ( Y , X ) (contenant les constantes) tels que X"*" ne contient

que des applications. Une condition nécessaire nous sera utile :

Lemme ( I I I . 3 ) .

Supposons que X et Y soient finis. Pour que X ne contienne que des appli-
cations, il faut que l'on ait :

(ni.77). v ç ^ . ^ e x ¥x e x [^(x) ^ 0; ç^ (x ) ^ 0; ç ^ ( x ) n ç^ (x ) = 0]

^ [3Ç G X Ç ~ ' ' ( x ) = 0 e^ Ç C ç U ç ]

(la dernière inclusion portant sur les graphes des applications).

Démonstration.

Si la relation ( I I I . 7 7 ) est fausse il existe Ç ^ , Ç , x qui la mettent en
défaut. Posons :

( 1 1 1 . 7 8 ) T = ( Ç ^ U Ç^) 0 U ( { x } x Y ) C X x Y

Alors T est dans X*. En effet si Ç est tel que :

( 1 1 1 . 7 9 ) Ç ' ^ x ) i- 0

alors Ç coupe { x } x Y ;

et si Ç est tel que :

( 1 1 1 . 8 0 ) ç Ï. ̂  U ̂

Alors Ç coupe ( ç ^ U Ç^. Or nous avons supposé que tout élément Ç de X véri-

fiait ( I I I . 7 9 ) ou ( I I I . 8 0 ) . Choisissons maintenant un élément T , minimal dans
X* et inclus dans T . Alors T coupe Ç et Ç , donc :

(III.81) TQ n ^ c T n ^ = { x } x ç^ (x )

(ni.82) TQ n ̂  c T n ̂  = (x} x ç ^ ( x ) .



- 53

Donc T ^ ( x ) (on considère TQ comme une correspondance de X dans Y) coupe Ç ( x )

et Ç ( x ) qui sont disjoints par hypothèse. Par conséquent ^ ^ ( x ) coatient au
moins deux points et n'est pas une application.

Nous examinons maintenant quelques exemples de sous-ensembles X.

Exemple ( I I I . 3 ) .

Soit X l'ensemble des applications .constante ( X = i ( X ) ) . Alors X = F ( X , Y )

ne contient que des applications et le couple ( X . F ( X . Y ) ) est jouable. C'est le
prolongement le plus avantageux pour Yves : Xavier choisit sa stratégie pure.

et Yves est informé de ce choix avant de choisir sa propre stratégie ( c f . exem-

ple ( I I I . 1 ) ) . La valeur de Trg est alors : sup inf g ( x , y ) .
x y

Exemple ( I I I . 4 ) .

Supposons que X contienne, outre les applications constantes, une seule
application non constante. Alors on vérifie aisément que X ne contient que

des applications, donc que le couple ( X, X ) est jouable.
Par exemple si X = Y = { 1 , 2 , 3 } et si la seule règle de décision Ç permise à Xavier

qui n ' e s t pas une stratégie pure est :

( 1 1 1 . 8 3 ) i = 1 , 2 , 3 Ç ( i ) = i

cela signifie que Xavier peut jouer, soit une stratégie pure, soit "la même
chose que Y v e s " ( s a n s connaître le choix de Y v e s ) . Alors les règles de décision

de X'1" sont les applications n telles que :

( 1 1 1 . 8 4 ) 3i e { 1 , 2 , 3 } n ( i ) = i

Autrement dit Yves est informé de la stratégie de Xavier mais il n ' a pas le droit

de jouer systématiquement "autre chose" que lui. Le prolongement ainsi construit

est jouable.

Exemple ( I I I . 5 ) •

Supposons que X contient, outre les applications constantes, 2 applications

non constantes Ç et Ç . Alors on déduit aisément du lemme ( 1 1 1 . 3 ) que ( X , X )

est jouable si et seulement si :
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(1 1 1 . 8 5 ) x̂ G Ç ^ ( Y ) n ç ^ ( Y ) : ^ (x) C Ç ^ ( x ) ou bien Ç ^ ( x ) C ç ^ ( x ) .

Par exemple si X » Y = { 1 , 2 , 3 } et si les 2 stratégies prolongées ç et Ç? de
Xavier qui ne sont pas pures sont :

( 1 1 1 . 8 6 ) i. » 1 . 2 , 3 Ç ^ ( i ) = i

( 1 1 1 . 8 7 ) i s 1 . 2 , 3 Ç g ( i ) = i+1 (avec la convention 3+1 = 1 )

cela signifie que Xavier peut jouer, soit une stratégie pure, soit "la même
chose" que Yves, soit "le successeur de la stratégie de Y v e s " . Comme Ç et ç
ne vérifient pas ( I I I . 8 5 ) nous en déduisons qu'il n'existe pas de couple ( X , / )
jouable. Autrement dit, il n'existe pas de famille de règles de décision pour
Yves "équilibrant" les possibilités stratégiques de Xavier.

Exemple ( I I I . 6 ) .

Si X = Y = { 1 , 2 , 3 } et si les 2 stratégies prolongées Ç et Ç de Xavier
qui ne sont pas pures sont :

( 1 1 1 . 8 8 ) Ç ^ ( 1 ) = Ç ^ ( 3 ) = 1 ; Ç ^ ( 2 ) = 2

( 1 1 1 . 8 9 ) Ç^d) = Ç ^ ( 3 ) = 3 ; Ç ^ ( 2 ) - 2

cela signifie que Xavier peut jouer, soit une stratégie pure, soit ( 2 si Yves
joue la même chose, ou sinon. 1 ) soit ( 2 si Yves joue la même chose, ou sinon 3 ) .
Alors'Ç^ et Ç^ vérifient ( I I I . 8 5 ) donc ( X , X 4 ' ) est jouable. Donc si Yves peut
utiliser toutes les règles de décision "compatibles" avec les possibilités stra-
tégiques de Xavier, alors on obtient un prolongement jouable.

IV. PROLONGEMENTS COMPOSES. JEUX ITERES.

I V . 1 . DEFINITION DES PROLONGEMENTS COMPOSES.

Dans le but de formaliser la notion "d'échange partiel d'information"
nous allons composer les deux types de prolongements que nous venons d'étudier
autrement dit nous allons composer un prolongement sans échange d'information
( I I ) et un prolongement par échange d'information ( I I I ) .
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Ce choix n 'es t pas fortuit : en effet dans la partie suivante ( V . § 3 ) nous

montrerons que tous les prolongements jouables, sont , en un certain sens,

équivalents à un prolongement composé de ce type.

Proposition ( I V . 1 ) .

Soit p 3B ( • X < » / - » i - » j - » ' f f , ) un prolongement des jeux sur X x Y et

Pg s (^.^ïi^jg»^) un prolongement des jeux sur X^ x V^

(^ : A ( X ^ x V ^ ) ^ A ( X ^ x ^)). Alors p » (X^^.ig o i ^ . jg o j^g o 7^)

est un prolongement des jeux sur X x Y. On l'appelle le prolongement composé

de. p^ avec pg.

Démonstration »

II est clair que i- o i. et j? o j sont 2 injections :

( I V . 1 ) ig o i., : X -^ Xg; jg o j ^ : Y ^ ^.

De même ir- o TT . est clairement un opérateur linéaire :

(IV.2) TT^ o T T ^ : A ( X x Y) -^ A ( X ^ x V^)

vérifiant (I.U).

Enfin nous allons montrer que l'opérateur transposé (ir- o TT , ) vérifie les
» 2 1

relations ( 1 . 1 2 ) . Montrons par exemple que (I.12.i i) est vraie. Supposons fixés

Ç? € X et y € Y et montrons que ( TT o w . ) * ( Ç p , j ^ o j - ( y ) ) est un élément derons

\*A ' ( X ) ® 6 . Notons m = ( ir o TT . ) ( Ç ? , j p o j . ( y ) ) la forme linéaire définie par

( IV.2) ' -^g e A ( X x Y) [m.g] = ( TT^ o T T ^ ) ( g ) ( Çg ,j g o j ^ ( y ) ) .

Puisque TT? est un prolongement des jeux sur X. x /. :

(IV.3) ^(^.J2(J,(y))) - - © ^ ( y ) 6 ^ ( ^ ^ © ' ^ ( y )

Supposons que p e A ' ( X . ) est une mesure discrète :

n n
(IV.4) y = Z . c i . ô .; a. .̂ 0 Z a. = 1

i=1 x ^ 1 1-1 1

Alors on a :

(IV.5) ^ ( T r . , g ) ( Ç g , j ^ ( j ^ ( y ) ) ) = [ ( E a ^ 6 ^) ® ô^ (y) , T r ^ g ] ^
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où [ , ] est le crochet de dualité entre A ' ( X x / ) et A( X x / ).

Donc ( IV.2) et ( IV .5 ) entraînent :

( IV .6) ¥g <= A ( X x Y ) [m.g] = S a .TT.g^ . j ^y ) )
i=1 ' ' '

et comme TT est un prolongement :

( iv. ï ) ^g(^, j . , (y)) = [TT* ( ^ . j ^ y ) ) , g ] - [ ^ ® 6 y , g ]

où \i. € A ' ( X ) . Finalement on déduit-de ( IV.6) et ( IV.ï) :

( IV.8) ¥g € A ( X x Y ) [m.g] = [( E c .̂ p^. ) ® 6^,g]
i=1

^ ^ ^,

donc m est un élément 'de A ' ( X ) @ 6 . Si maintenant p est une mesure q.uelconq.ue
de A ^ ( X ^ ) , elle est dans l'adhérence faible de l'ensemble des mesures discrètes,
donc m est la limite faible d'une suite généralisée d'éléments de A ' ( X ) (g) 6 .
Comme A ' ( X ) est faiblement fermé, nous obtenons :

( I V . 9 ) (TT^ o ^ ) * ( ^ , j ^ o j ^ ( y ) ) e A ^ ( X ) ® <Sy
•

Définition ( I V . 1 ) . ,

Un prolongement dui est le composé d'un prolongement sans échange d'infor-
mation avec un prolongement par échange d'information est appelé un prolongement
avec échange partiel d'information.

L'exemple des jeux itérés ( I V . § 3 ) fournira une justification de cette termino-
logie .

I V . 2 . CARACTERISATION DES PROLONGEMENTS AVEC ECHANGE PARTIEL D'INFORMATION.

Définition ( I V . 2 ) .

soit P = ( X , / , i , j , T T ) un prolongement. Une stratégie aveugle de Xavier
est une stratégie prolongée Ç telle que :

( I V . 1 0 ) P ^ ( - i ï * ( ç , n ) ) ne dépend pas de n .

Une stratégie aveugle de Yves est une stratégie prolongée n telle que :

( I V . 1 1 ) P ^ T T ^ Ç . n ) ) ne dépend pas de Ç .
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Les prolongements sans échange d'information sont précisément ceux dont toutes

les stratégies sont aveugles ( c f . proposition ( 1 1 . 1 ) ) .

Dans tous les prolongements les stratégies pures (ou plutôt leurs images i (X)

et j ( Y ) dans X et V} sont « aveugles, puisque (proposition 1 . 2 ) :

( I V . 1 2 ) p ^ G r * ( i ( x ) . n ) ) = \

( I V . 1 3 ) Py^ * ( Ç , j ( y ) ) ) = <Sy .

Nous allons maintenant caractériser les prolongements avec échange partiel

d'information à l'aide des stratégies aveugles.

Théorème ( I V . 1 ) .

a) Soif p = ( X, / , i ,j ,TT ) un prolongement avec échange partiel d'information.

Alors pour tout élément (ç ,n ) àe_ X x /, il existe une stratégie aveugle g g de

Xavier et une stratégie aveugle ri „ de Yves telles que :

( I V . 1 4 ) 7 T * ( ç , n ) = î T * ( Ç Q . n ) = T r * ( ç , n Q ) =^^^^Q)

^ ) Soit p = (X,^ , i , j , - i ï ) un pro l_o n g ement tel que pour tout. élément ( Ç » ri ) de

X x / i.l existe une unique stratégie a_ve_ugle ÇQ de Xavier, et une unique straté-

gie aveugle HQ de Yves vérifiant ( I V . 1 4 ) . Alors p est isomorphe à un prolonge-

ment avec échange partiel d'information.

Autrement d i t , les prolongements avec échange partiel d'information sont

caractérisés ( à la restriction d'unicité près) par le fait que, devant un com-

portement donné de Yves, Xavier peut remplacer toute stratégie prolongée de X par

une stratégie aveugle ( e t vice versa pour Y v e s ) .

Démonstration.

Soit p un prolongement avec échange partiel d'information : il est le

composé de p^ = ( X^ , / ^ , i ^ ,j ^ , TT ^ ) (sans échange d'information), avec

Pg = ( X^, /^ ,i^ ,j^ , T T ^ ) (par échange d'information). Choisissons ( ç ,n ) dans

X^ x ^, alors d'après le théorème (III.1) il existe (ç . ,nJ dans X x /

tel que :
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( I V . 1 5 ) ^(^,ng) = ^(i^(^).r^) = ^ ( ^ , j ^ (n^ ) ) = 6ç ® 6^

r^
or si TT^ désigne l'opérateur transposé de -n , on a pour tous g, Ç et n ;

( I V . 1 6 ) [(^ o ^ ) * (ç ,n ) .g ] = ^ (^g) (ç ,n) = [^(ç,n).^g] = [^ o ^(ç,n),g].

Par conséquent : .

( I V . 1 T ) (^ o ^)* = ^ o T^.

En composant chaque membre de ( I V . 1 ? ) avec î et en tenant compte de ( I V . 1 7 ) ,

on trouve donc :

( I V . 1 8 ) ^(ç^.n^) = ^(i^^).^) ÏB ^(^^l^ = ^i^ç ® ^ ) -

Une nouvelle application de ( I V . 1 7 ) donne :

( I V . 1 9 ) Tr*( i^(^) ,^(^) ) » ^(^(i^^)..]^^))) = î ^ ( 6 ç ® 6 )

Finalement ( I V . 1 8 ) et ( I V . 1 9 ) montrent que (ç^n^) et ( i^ ( ̂  ) .j ̂  ( n ̂  ) vérifient

la relation ( I V . 1 4 ) . Il nous reste à montrer q u e . i ^ ( Ç ^ ) est une stratégie

aveugle de Xavier dans le prolongement p (et de façon analogue que j (n ) est

une stratégie aveugle de Y v e s ) . Il s'agit donc de montrer que p,,(Tr*(i ( Ç ) ,n ) )
••*• 2 1 2

ne dépend pas de n^. Or d'après ( I V . 1 7 ) :

(IV.20) p^*(i^).n^) = P^^d^i)^))]

La relation ( l .12 . i ) montre qu'il existe v dans A ' ( ^ ) tel que :

( I V . 2 1 ) PX^*^^),^)) - P X ^ I ^ Ç ® v ) )

Soit g un élément de Â ( X ) . Alors ^g est dans A ( X ^ ) puisque le prolongement p

est sans échange d'information ( c f . définition ( 1 1 . 1 ) ) . Donc on a :

( IV.22) [ ^ (6ç ® v ) , g ] = [6^ ®.^,^g] = ^g(^)

Finalement . ( IV .21 ) et ( IV.22) montrent, pour tout g dans A ( x ) :

( IV.23) [Px^*^^).^)^ = t ^ ( ô ç ®. ) .g ] = ^g(^)

On en déduit immédiatement que p^ ( ^ ( i ^ ( ç^ ) . ^ ) ) ne dépend pas de r^ et la par-

fie a) du théorème est établie.
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Soit p un prolongement tel que pour. tout élément ( ç , n ) de X x / il existe

un unique couplé (^.Uo) de stratégies aveugles tel que (IV. 1 4 ) ait lieu. Nous

définissons le prolongement p^ = (X^ ,^ . i j -n ) par

(IV 2U) J^ est lîens'emble des stratégies aveugles de Xavier dans p.

^est l'ensemble des stratégies aveugles de Yves dans p.

(IV.25) i^ = i; j ^ = j

(iv.26) ^(ç^) e x^ x ^ : .*(^) = ^(^.n,).

Alors la proposition ( 1 . 2 ) montre que p est un prolongement des jeux sur X x Y

et la définition (IV.2) que ce prolongement est sans échange d'information.

Nous définissons maintenant le prolongement p des jeux sur X. x V :

( IV.2T) ^ » X; ^ = Y

( IV.28) i^ s identité de X ; j - identité de ^

(IV.29) ^ (Ç .n ) € X^ x ^, V ( Ç o . n o ) <= X^ x /., :

[T r * (ç .n ) = ^ * (ç .no ) = lr*^o'n) = ^^o.^)} - E^(ç ,n) - 6ç ® ô^ ].

D'après l'hypothèse faite sur p, la relation (IV.29.) définit bien une applica-

tion TT et cette application vérifie en outre :

(IV.30) [^(ç,n) = ôç ® 6^. ] - [^(ç,n) = ^(ç^n) = ^(ç.no) = ^(ÇQ^O^

(puisqu'à tout couple ( Ç , n ) on peut associer un unique couple ( ç ^ » n ^ ) vérifiant

(IV. 1 4 ) ) . Donc TT^ définit un prolongement p des jeux sur X, x / (proposition

( 1 . 2 ) ) et ce prolongement est isomorphe à un prolongement par échange d'informa-

tion (théorème (III.1)). Il nous reste à montrer que p est le composé de p

avec p^. Nous fixons un couple ( Ç , n ) dans X x / = X x / et nous appelons

( Ç Q . H Q ) l'unique élément de X x / vérifiant ( I V . 1 4 ) et ( IV .29) . On a alors,

pour tous g dans A ( X x Y)

( I V . 3 1 ) [(^ o ^ ) * (ç .n) ,g ] = [^(ç.n),^g] = ^g ( çQ .nQ) = I^^Q,^) .g]
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D'après la relation ( IV.26) il vient

( i v .32) [ ( T T ^ o ^ ) * ( ç ,n ) , g ] = [ 7 r * ( Ç Q . n Q ) .g] = [ î r * ( ç . n ) , g]

Finalement ( TT^ o TT ) = TT et la partie "b ) du théorème est établie.

I V . 3 . LES JEUX ITERES AVEC ECHANGE PARTIEL D'INFORMATION.

a ) Définition, exemples.

Nous reprenons l'exemple des jeux itérés introduits en ( 1 1 . 4 ) mais nous
allons cette fois supposer un échange d'information entre les 2 joueurs. Au-
trement dit si p^ = ( X , Y . i , j , î r J désigne le jeu itéré de mesure a (définition

( 1 1 . 3 ) ) nous allons composer ce prolongement avec un prolongement par échange
d'information des jeux sur X x 5' . Nous supposons, par exemple, que le jeu
itéré se déroule de la façon suivante : Xavier choisit x ^ . puis Yves choisit
y ^ . puis Xavier choisit x^ e t c . . . Nous voulons exprimer qu'avant de choisir

x^, Xavier est informé de certains des coups qu'a joués Yves jusque là et que
la situation est analogue pour Yves. Nous supposons donc données deux partie
A et B de IN et nous les interprétons de la façon suivante :

( I V . 3 3 ) Avant d e . j o u e r x^, Xavier est informé du choix des y . tels que
j G B n [ O . n - 1 ] = B .

et de même :

( I V . 3 4 ) Avant de jouer y^ , Yves est informé du choix des x . tels que
i e A n [ 0 , n ] = A .n

Remarquons, en particulier, que dans ce processus d'échange d'information,
Xavier et Yves sont doués d'une parfaite mémoire. Soit ç un élément de F ( Y . X )
c ' e s t à dire une application de Y dans X . Alors Ç s'identifie à une suite
^i^iQN dl ̂P^^tions :

( I V . 3 5 ) Ç^ : ? -. X ¥i € M

par

( I V . 3 6 ) ^ G y Ç ( y ) = ( Ç ( y ' ) )-i- ifciM
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De même un élément n de F ( X . Y ) s'identifie à une suite ( n . ) . ' d'applications :

( IV .37) n. : x ->- Y -V-j e IN
J

par

( IV .38) Vx <= ï n (x ) = ( n . ( x ) ) . _ .
j <•) ^"

Lemme ( I V . 1 ) . •

Soient A et B 2 parties de IN . Alors le couple ( X p , / . ) suivant est un

couple décisionnel :

( IV .39) X - { ç e F (Y .x ) /¥ i ç. e F( TT Y . . X ) }

^i-1 J

( IV .40) V - {n e F ( x . Y ) / ¥ j n. e F( TT X . . Y ) }
A t] ieA. 1

j

Plus p réc i sémen t , quels q.ue soient Ç et n , F ( ç , n ) contient exactement un point
^ ^

de X x Y q,ue nous notons [ Ç , n ] .

Autrement dit si Ç est dans X , Ç. est -indépendant des y. tels que

j ^ ^- i» et sl n est (ians ^ A » r! • est indépendant des x. tels que i ̂  A . .

Démons t ra t ion . •

Fixant Ç dans X. et T) dans / . , nous devons montrer que 1'application :

( I V . 4 1 ) x x î -. x x Y : (x.y') -. ( ç ( y ' ) . n ( S ) )

possède un unique point fixe. Nous procédons par récurrence, à l'aide des

relations ( IV .39) et ( IV .40 ) :

/• r^
E, ^ ne dépend pas de y et s ' i d en t i f i e à un élément x € X

n^ dépend seulement de x, et définit y. = n-, (x )

( IV .42 ) ^ Ç^ dépend seulement de y ^ et définit x = Ç (y )

n^ dépend seulement de x , x et définit y = n (x ,x )

On construit ainsi un point fixe ( x , y ) dont on vérifie aisément qu'il est unique

( c f . démonstration du lemme ( I I I . 2 ) ) .
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Nous définissons maintenant le jeu itéré de mesure a € S et associé à
A , B , comme le composé, au sens de la proposition ( I V . 1 ) , du jeu itéré sans
échange d'information de mesure a avec le prolongement par échange d'information
associé à ( X g . ^ ) .

Définition ( I V . 3 ) .

Soit a un élément de S et A , B 2 parties de IN. Alors le jeu itéré de
mesure a associé à A , B est le prolongement p = ( X-g , Y. , i , j , TT ) où :

( I V . 4 3 ) i : X -̂  Xg ¥y e Y i ( x ) [ y ] = ( x , x , . . . , x , . . . )

( I V . 4 4 ) j : Y -̂  ̂  Vx € x j ( y ) [ x ] = ( y , y . . . . . y , . . . )

e^

( I V . 4 5 ) ĝ €= A ( x x Y ) v ( ç . n ) e x^ x /̂  ^ g ( ç . n ) = [ a , g ( [ ç . n ] ) ]
^ ^où [ Ç , n ] € X x Y désigne l'unique élément de F ( ç , n ) .

Exemple ( IV . 1 ) .

^ '\»Si A = B = 0 alors X^ x /. s'identifie à X x Y et on retrouve les jeux
itérés sans échange d'information.

Exemple ( I V . 2 ) .

'\<Si A = Bî et B = 0 alors \ = X et / est l'ensemble des stratégies "non
anticipatives" de Yves. Autrement dit Xavier choisit x . , . . . , x , . . . , sans aucune1 n
information sur le comportement d ' Y v e s , et Yves choisit y après x , y après
x^, e t c . . . , en sachant à chaque fois ce q.ue Xavier vient de choisir.

Exemple ( I V . 3 ) .

Si A = B ss OS alors le jeu itéré associé équivaut à un jeu sous forme exten-
sive avec "information parfaite", ( c f . [Gale, S t e w a r t ] ) . Xavier choisit x
puis Yves choisit y , puis Xavier choisit x , e t c . . .

On sait qu"en général" de tels jeux possèdent une valeur ( c f . [ G a l e , Stewart])
donc le prolongement associé est jouable. Le théorème ci-dessous va nous

permettre .de retrouver ce résultat (dans le cas particulier des jeux i t é r é s ) .
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Exemple ( IV.4) .

Si A as B * 2SS on a un exemple typique de jeu itéré où chaque joueur est

partiellement informé : Xavier et Yves choisissent "en secret" x ^ et y

mais ils informent leur adversaire du choix de x- et y .

b). Une majoration du saut de dualité.

Théorème ( IV.2).

Soit a = (a . . ) . .-., un élément de S H A 1 (IN2) c 'es t à dire :
lj 1 ïJ^Ul .

+00

(IV.46) ¥i.j : a ^ 0. i: a . = 1
1(3 i.j'l iJ •

Alors le jeu itéré de mesure a associé à A et B vérifie :

(IV.47) -^g e A ( X x Y) (inf sup ^ g ( ç . n ) - sup inf "n" g (ç ,n ) ) ^

^ ^ a ^ ^ a

.S 2 « g l l . [ 1 - S a - , - Z a ].
i€A lt3 jêB ltï

î J J<i

Exemple ( IV.5) .

Si l'information est parfaite (A = B = IN cf . exemple ( IV .3 ) ) alors on a :

(IV.48) 1 - . Z a - Z a = 0.
ieœi 1J jeu ^
î .J J<i

Donc tous les jeux itérés qui correspondent à un échange "total" d'information

• sont jouables. Nous allons nous poser 2 questions portant Sur cet important

cas particulier : d'abord dans le cas où la relation ( IV.48) est vraie ( ce cas

est un peu plus général que celui de l'information parfaite), existe-t-il, pour

toute fonction de gain initiale g un point selle du jeu prolongé -n g ? Le

•corollaire ( I V . 1 ) répond à cette question.

Ensuite, les jeux itérés vérifiant la relation ( I V . 4 8 ) sont-ils les seuls

qui'sont jouables ? Nous répondrons à cette question en I V . § 3 . c ) .

Corollaire ( I V . 1 ) .

Supposons que les ensembles de stratégies pures X et Y sont des espace.s
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topologiques compacts^ et pue la fonction de gain initiale g est continue.

(Si X e_b Y sont finis ces 2 hypothèses sont vraies). Soit p un jeu itéré dont

la mesure a est dans ^(tN2), associé à A e_b. B et vérifiant (IV. 48) (par exemple

c ' e s t un jeu à information parfaite). Alors le jeu prolongé ~n g admet un point

selle dans ^ x ^.

Exemple ( IV .6 ) .

Reprenons les exemples ( IV.2) et ( IV.4) lorsque la mesure a est donnée par

( IV .49 ) ra,g[(x,,y^^]] ̂ J^)2i-2g(^) , (^2i-1 ,(,̂  ̂  , ,

Alors le théorème ( IV.2) permet de majorer le saut de dualité de ~n g, dans le

cas de l 'exemple(IV. 2) par : .

( IV .50 ) inf s u p ' i r g ( ç . n ) - sup inf "; g ( ç . n ) < ^ B g l
n ç a ç n a ~ 3

et dans le cas de l'exemple ( IV .4) par

( I V . 5 1 ) inf sup 'iï g ( ç , n ) - sup inf ~ï g ( ç , n ) ^ •|llgB.
^ Ç ' Ç n '

Remarquons que la majoration ( I V . 5 1 ) est assez faible puisque le saut de dualité

de Ti^g qui, dans tous les prolongements, est inférieur à celui de g, est donc

majoré par 2llgll .

Démonstration du théorème ( IV.2) et du corollaire ( I V . 1 ) .

^^e 1 ; Préliminaire : Un lemme de point fixe.

Lemme ( IV .2 ) .

soit (^ une suite d'espaces métridues complets uniformément bornés et
soit ( h ) une suite d'applications :

( I V•5 2 ) "n : "n+1 + "n

telle que h^ est a^-lipschitzienne (a > 0) et que :

( IV .53 ) TT a. = 0
i=1

Alors il existe une unique suite (x ) : x G U telle que :n n n ———————

( IV .54 ) fn 6 B x^ = h^(x^,).
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Posons si n est supérieur*à p :

( IV .55 ) î^ = h o h o ... o h (U^^) C u où Z" désigne l'adhérence de Z.

Alors pour tout p fixé la suite (K^) ^ est décroissante. Si <S désigne une

borne commune du diamètre des U on a :n

n
(IV.'5^) diamètre (K^) ^ ( TT a . ) 6 .

^P

Donc les ensembles fermés (K^) ont dans U (qui est complet) une intersectionn nĵ p p .

réduite à un point que nous appelons x :

( I V . 57) -V-n ^ p x e K^ C u .

Donc

( IV .58) ¥n ^ p+1 hp(x^,) e h^K^1) C K^

Par conséquent h (x , , ) est dans l'intersection de la suite décroissante
P P+1

(K^) et est donc égal à x . Donc la suite (x ) — vérifie ( IV .54 ) .n n^p""" i p P P^BM

Une telle suite est unique car si (y ) _„ est une autre suite vérifiant ( IV.54)p pfcIR

on trouve :

( IV .59) ^ < P, : ̂ /-p^) ^ ̂ ; "iVV7^

P2-1

( IV .60) ¥p , -V-p > p : d (x ,y ) ^ ( TT a . ) 6
' 1 " 1 " 1 i=p

Donc x = y . Le lemme est acquis.
" 1 p 1

Etape 2 : Définitions et notations.

'V> 'X/
Soit dans A ( X x Y ) , l ' e space des fonct ions bornées dépendant de

x , , . . . x » . . . et de y - , . . . , y » . . . le sous espace fermé E formé des fonctionsi n i n - n

qui ne dépendent que des x. tels que i € A _ et des y . tels que j € B _ „ .

Autrement dit :

A B
( I V . 6 1 ) E = A ( X n-'1 x Y n-'1 )

On convient d'identifier E à ÏR. Définissons de même le sous espace fermé F
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formé des fonctions qui ne dépendent que des x. tels que i € A et des y
1 n " j .

tels que j € B ^ _ ^ . Autrement dit :

A B
(IV. 62) F^ = A ( X n x Y n" '1)

Enfin nous définissons les suites (^) et (p^) de nombres positifs ou nuls par

(IV.63) \ » Z a . . + z a
1 i€A 1J JEB lj

i-SJ j<i

( IV•64) ^ ^ ^n^n.- ^--
û-1

( IV•6e>) JA ain + ̂  ' v-' n • 1 - 2 - - - -
n

Les relations (IV.64) et ( IV.65) ainsi gué la positivitê des a . . Bontrent îue :
1 J

( IV.66) ^ l ^ l ^ l . . . ' ^ ^ ^ ^ ^ . . .

De plus ces nombres sont tous positifs ou nuls puisque, en sommant les n pre-

mières relations (IV.64), les n premières relations ( I V . 6 5 ) , et en tenant compte

de ( IV.63) il vient :

(IV.67) E a.. + Z a.. + À = Z a . . + Z a . .
i€A 1J j€B 1J n+1 i€A 1<] J6EB 1J

î J J<i iiJ j<i
j^n l•^.ïl•

En remarquant que la série double ( a . . ) est convergente, on montre ainsi que
^- J

la limite commune des suites À et u est zéro .n n

Etape 3 : Un système de programmation dynamique .

Nous considérons le système suivant ( IV .68 ) et ( IV .69) dont les inconnues

sont v^ e E ^ . w ^ e ^.....v^ E^ e F^ .. ..

( IV.68) . n = l^.-./Vn^i^ = ̂  <^ -n^-n^ + ^n^i^n^^

n J^n-l

( IV.69) n = 1.2. . . . /p^(x, .y^) = in̂ f <[^a^g(x,^)] . ^^V^^(x,^^))

n i^

On vérifie à l'aide des définitions ( I V . 6 1 ) et ( IV .62) que ce système a bien

un sens autrement dit que les applications ^ et ip définies par :
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( IV.TO) W^ 6 Ftf+nC^^i'y;,) ° ̂  {[^ ^j6^'^'1 + ^n^i^n'^

° J^.n-''

( IV .71 ) Vn+1 e ̂ l'^^l^i'^ = inf ".^in^x'yn^. y^eï ^

+ ̂ l^l^i^j'^

ont pour images respectives :

(IV.T2) ^(FJ C E^; VE^,) C F^.

Nous allons maintenant montrer que ce système a une solution.

Premier cas. L'un des À^ (ou l'un des y^ ) est nul. Supposons par exemple :

( IV.T3) ., ^ 0.....\^ 0;^ = O.X^ = 0..\.

Alors l'équation (IV.68) détermine parfaitement V et par récurrence

\-i - v,(\' p- ^-is v.(\-,) ^•ao

Quant à l'équation ( IV.69) pour n ^ n^ et à l'équation ( IV.68) pour n ^_ n + 1 .

B.Ues découlent de 64 ,65 . En choisissant arbitrairement V » . . . et W
'" . - ^O ' 1 1 ^O9 "'

on obtient ainsi une infinité de 'solutions du syst'ème.

Deuxième cas. Tous les À^. y^ sont positifs stricts. Alors^si on pose :

../'
( IV.TU) w , e ^ - ^(^) .^1 ^(w^)

n

et

( IV.75) v e E , ^*(v ) == —L ^ (y )n+1 n+1 "n n+1 v ' n ' n + l
n

on constate que le système ( IV.68) ( IV.69) s 'écri t :

(IV.76) • V^ = ^(W^) n = 1 . 2 . . . . .

( IV.77) W^ = ^(V^^) n =1 .2 . . . .

Or d'après les définitions (IV.70) et ( I V . 7 1 ) si C^ (resp. D^) désigne la boule

de rayon Bgl dans E^ (resp. F^) on a clairement d'après ( IV .61+ ) et (IV. 65) :

(IV.78) ^(D^) C c^ n =: 1 . 2 , . . .
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( IV.T9) ^(C^,) C D^ n - 1 .2 , . . .

et de plus :

(IV.80) W^ 1^) - ^(W^)l^ ̂  IW; - W^ly
n n n

( I V . 8 1 ) VV1 V2 . B ,p* (V 1 . ) - ,(,*(V2 , )H_ < -̂ *-1 IV 1 - V2 B
n + 1 ' n+1 'n n+1 •n n+r î1 — \i n+1 n+1 En n n+1

Donc (j)^ est •^ - lipschitzienne et ^ est -n -̂!- - lipschitzienne. Le système
n n <

( IV.76) ( IV.77) a donc une solution unique d'après le lemme (IV.2) (Etape 1 ) .

Il suffit en effet d'appliquer le lemme (IV.2) au cas où

(IV.82) ^p eo, u^ = Dp; U^ = Cp

(IV.83) ^p ̂  n^ = ^; h^.^ = ^

(IV.84) ^p^ a^=^l; a^.^ -^

n
et de remarquer que ( ir a . ) est une suite convergeant ve r s - zé ro puisque ( x )

i=1 P
et ( ^ ) convergent vers zéro.

Etape 4 : Fin de la démonstration du théorème ( IV.2) .

Nous avons donc éta'bli l 'existence d'une suite V ,W V W1 1 ' ' n * n ' * '
vérifiant ( IV.68) et ( IV .69) . Considérons alors une stratégie "Ç = ("Ç. ) .3- ieîN
de Xavier dans le jeu itéré c ' es t à dire :

(IV. 85) -V-i ^ : î ->• X

et choisissons Ç de sorte que l'on ait :

( iv.86) ^ vn : \,Vq(y).yj) ^ [^ \^^{ï} ,yj ) ] +

j^n-1

+ ^n^i^^y)^) ^ ^

(où e^ > 0 sont des nombres arbitraires que nous ferons tendre vers zéro par

la suite).

L'existence d'une telle stratégie ("^) appartenant à Xg se démontre par récur-

rence. On construit aisément Ç ("Ç e X) par :
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( IV.87) À^ ^ ^ W ^ ( T ^ ) + e.,

Puis si ^ • • • Ç Q _ I sont construits et ne dépendent que des y. "permis" par
J

là-définition ( IV.39) alors dans la relation ( IV.86) , i (y) "n'apparait qu'à

droite" et il suffit de faire en sorte qu'il réalise (à e près) le suprémum

de la fonction :

(IV.88) x, .•[^ a^(x^)] . PA(^(î-).x^)

j_^n-1

Comme les Ç ^ ( y ) (i j n-1) ne dépendent que des y . tels que j € B _ on con-

state que le terme de droite dans ( I V . 8 8 ) ne dépend (outre de x ) que des y.

tels que j € ^-1' Donc S, peut être choisie indépendante des y. tels que
J

J ^ ^--i ce qul est la î>roPrl•e'be désirée. On prouve de même l'existence d'une

stratégie n = ( n. ) . € / d e Yves telle que :
J J A

(IV. 89) ^î -V-n : li W (x. .'n.(x')) > Z a. g(x. ,"n (x ')) +
n n 1 J - j^ in i n

i <n

+ Àn.1vn.1(xi'^(^.^^» - ^•.

Considérons alors par exemple une suite quelconque y' € ? et observons ce qui

se passe si Xavier joue avec la stratégie 1 et Yves avec la stratégie (aveugle)
^ .
y. La relation ( IV.69) du système de programmation .dynamique et la relation

( I V . 8 6 ) donnent successivement si on note (x',y') = [1,y'] ':

Vi ^ "^it^' + ^
"l"!^ ^ il̂ il̂ i'̂  + ^^(^^j)

i^1

(IV.90) , Vn^i^j) ^ ̂  ^^^ + ^n^i'^) + S,

j_^n-1

- ^n^i-yj) ^ J în î.^» + ̂ l^l^i^j'

Donc en ajoutant ces inégalités, il vient :

( I V . 9 1 ) ^V, ̂  j^g(x,,^) . ^a^g(x,^) . ̂ ^.

J<i
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Ce qui entraine :

(IV. 92) X V < 7 g(?.y) + B g B [ l - £ a - S a. . ] + Z e .
1 • a i€A ^ j€B 1J n=1 n •

ijSJ j<i

Cette relation est vraie, pour tout y et entraine donc

(IV.93) inf ^ g('Ç,y) = inf ^ g(i.n) ^ À V - llgll [1 - Z a - S a ] - Z e
y a n a ' ' i€EA 1<3 j€B 1J n=1 n

î J J<i

soit finalement, quelle que soit la suite ( e ) —.-n îi^H
oo

(IV. 94) sup inf ' ï g ( Ç , n ) ^ À V - l l g l [ l - Z a. - Z a. . ] - Z e
Ç n a • 1 • ie=A 1J jGB lt) n=1 G

î J J<i

Si on fait maintenant tendre Z e vers zéro, on obtient la même inégalité sans
co ".=1 n

le terme Z e . A l'aide de n on démontre de même :
n=1 n

(IV. 95) 'inf sup f f g ( Ç , n ) .S A V + llgll [1 - E a - Z a ]
H Ç a ' • ' i€=A 1J j€B 1<]

i_SJ j<i

le théorème (IV.2) est démontré.

Etape 3 : Démonstration du corollaire ( I V . 1 ) .

Nous supposons que l'égalité ( IV .U8) est vraie et savons donc que le jeu

itéré p est jouable. Nous voulons montrer qu'il possède un point selle.

Puisque X et Y sont des espaces topologiques, le sous espace E de E et le sousn n

espace F de F formés des fonctions continues, sont fermés (donc complets) pour

la norme du sup. Puisque g est continue et que X et Y sont compacts, les

applications A et ip définies par ( IV .TO) et ( I V . 7 1 ) vérifient :

( IV.96) <(> (F ) C i ; ^ (E . , ) C F .
n n n n n+1 n

Donc le système de programmation dynamique ( I V . 6 8 ) , ( I V . 6 9 ) admet une solution

v, e i, = E., w, e F,.,..., v @ i , w e p , . . . .1 1 1 - 1 1 • n n ' n n '
A cause de la compacité de X et Y , on peut choisir Ç et n vérifiant respective-

ment ( IV.86) et ( IV.89) avec e = 0 . La relation ( IV .93) devient alors :

( IV.97) inf 'n'^g(T.y') = inf ^g(T,n) ^ À V ^
y n

Et la relation obtenue symétriquement à l'aide de r\ :
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(IV.98) sup 'iï^g(x,'n) = sup 'iî'^g(Ç,'n) .1 X^.

Donc ( Ç , n ) constitue un point selle de TT g.

c ) Jeux itérés jouables et information parfaite.

Nous cherchons maintenant si la majoration indiquée par le théorème ( I V . 2 )
est la meilleure possible. Supposons que X et Y sont finis, alors nous savons
(théorème ( 1 1 . 3 ) ) qu'il existe un jeu itéré dont la mesure est dans Jt (IN ) , qui
est sans échange d'information ( A = B = 0) et qui est jouable. Pour un tel
jeu la majoration ( I V . ^ 7 ) est simplement :

( I V . 9 9 ) inf sup TT g ( ç , n ) - .sup inf TT g ( Ç , n ) , ^ 2lgl
n ç a ç n a •

et elle n'est certainement pas la meilleure ! Mais si X et Y sont infinis nous
avons le :

Théorème ( I V . 3 ) .

Si les ensembles de. stratégies pures X et Y sont infinis, la majoration
( I V . 4 ï ) est la meilleure majoration du saut de dualité d'un jeu itéré avec
échange partiel d'information dont la mesure a est dans Jt (IN ) . Autrement dit :

( I V . 1 0 0 ) sup —1— [inf sup w g ^ n ) - sup inf ~n g ( ç , n ) ] ss-
g E A ( X x Y ) «^ ^ ̂  ^ \ a

êr0

= 2 [ 1 - Z a . . - Z a . . ] .
i€A 1J j€EB ltî

ijSJ J<i
Corollaire ( I V . 2 ) .

Si X et Y sont infinis, les seuls jeux itérés avec échange partiel d'infor-
mation qui sont jouables sont ceux qui vérifient :

( I V . 1 0 1 ) E a . . + £ a . . = 1
'i€=A lt) j€B 1J . .
î J j<i

Par exemple si a . . > 0 pour tous i et j , les seuls jeux itérés jouables, sont
ceux où A = B = K , c'est à dire où l'information est parfaite.

Corollaire ( I V . 3 ) .

Si X et Y sont infinis, aucun jeu itéré sans échange d'information dont la
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1 ?
mesure est dans A (N ) ne réduit strictement (et uniformément sur g) le saut

de dualité de g.

Ce corollaire constitue un résultat plus fort que le théorème ( 1 1 . 4 ) .

Démonstration du théorème ( IV.3) .

00 ' œ
SoitX = U X une partition dénombrable de X (X ^ 0) et Y » U Y une

n=1 n n n=1 n

partition dénombrable de Y ( Y ^ 0 ) . Notons a et @ les 2 surjections :

( I V . 1 0 2 ) a : X -»• (N a (x ) ^ n ^ x € X
n

( I V . 1 0 3 ) P : Y -» (N e î y î ^ m ^ y e ï

considérons la fonction g € A ( X x Y)

( I V . 1 0 ^ ) g(x.y) = -1 si 0 ( y ) ^ a (x )

g ( x , y ) = + 1 s i g ( y ) < a ( x )

Nous supposons pour l'instant que le support de a est fini, autrement dit qu'il

existe N tel que :

N
( I V . 1 0 5 ) 2: a . . = ' 1

i.J-l 1J

Fixons alors une stratégie Ç = ( ç ^ ) € X de Xavier. On peut construire par

récurrence une suite finie ( y , , y ...y ) où { j ,...j } « B_ , telle que :
J - ] J g jp 1 P J ' l - 1 -

( I V . 1 0 6 ) Vk 0 ( y . ) ^ a ( x . ) si j. < j
^k 1 k

où on a posé

( I v-10^ ^ = 1 . . • . N -i«^.^..,..^)oûU,....j^.B^,

(la démonstration est laissée au lecteur).

On choisit ensuite y .̂ . si j ^ N et j (É B^_^ de sorte que :

( I V . 1 0 8 ) ^ ^ N j ^B^ 0(y ) ^ sup a ( x . ) .
1=1 ....N 1

Calculons alors :

( I V . 1 0 9 ) X = ^g(Ç,y-) . î a . .g (x . ,y . )
l,j=1 1-' 1 •'
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( I V . 1 1 0 ) À = Z a . . g ( x . , y . ) + S a g(x.,y.. )
i =1 . . ..N 1J 1 J i = 1 . . . . N ^k 1 ^k
j^N k = 1 , . . . p

^N-1

D'après les relations ( - IV .104 ) ( I V . 1 0 6 ) et ( I V . 1 0 8 ) il vient :

N N
( I V . 1 1 - 1 ) X ^- £ a. . - E ( Z a. . ) + Z ( £ . a..)

i "=1 , . . .N J i=1 k = 1 , . . . p "k i=1 k=1 , . . . p "

^-N ^k ^k^i-t
t]' N-1

Donc d'après ( I V . 1 0 5 )

( I V . 1 1 2 ) X ^ 2 S a . . - 1
JGB ll]

j<i

Finalement nous venons de montrer :

( I V . 1 1 3 ) V Ç G X i n f ' i ï g ( ç . n ) < 2 Z a . . - 1
B n a J€B ll]

<3< l

On démontre symétriquement :

( I V . 1 1 1 + ) ¥n € ^. sup 7 g ( Ç , n ) 1 1 - 2 £ a. .A ç a ^ ij

Et ( I V . 1 1 3 ) et ^ I V . 1 1 4 ) entrainent :

( I V . 1 1 5 ) inf sup TT g ( Ç . n ) - sup inf TT g ( Ç , n ) ̂  2 ( 1 - Z a - Z a )
^ S Ç H a iEA 1''3 j€B ij

-̂IJ J<i

Dans le cas général où le support de a n'est pas fini on fixe un e > 0 et on

choisit N tel que :

N
( I V . 1 1 6 ) £ a . . ̂  1 - e

i , J = 1 1J

La démonstration se termine de façon identique.

•
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V. PROLONGEMENTS JOUABIiES ET F O N C T I O N S V A L E U R S .

V . 1 . FONCTIONS VALEURS ET COUPLES (SUP I N F , INF S U P ) .

Rappelons qu 'un prolongement p des jeux sur X x Y est jouable si :

( V . 1 ) ¥g G A ( X . x Y) sup inf T r g ( Ç , n ) = inf sup i T g ( Ç , n )
ç n n ç

Si p est un prolongement jouable des jeux sur X x Y , nous appelons fonc t ion

valeur associée à p et n o u s , n o t o n s v la fonc t ion :

( V . 2 ) v : A ( X x Y ) -»• IR v (g) = sup inf T T g ( Ç , n ) = inf sup T T g ( Ç , n ) .
p p ç n n ç

Définition ( V . 1 ) .

Une fonction valeur est une" fonction v :

( V . 3 ) v : A ( X x Y ) -> IR

telle qu'il existe un prolongement jouable p des jeux sur X x Y t e1_que :

( V . U ) Vg e A ( x x Y) . v (g ) = v ( g ) .

On note V l ' ensemble des fonct ions valeurs. Nous allons ( chap i t r e V . § 2 ci

dessous ) caractér iser les prolongements jouables en cons idéran t comme équivalents

deux prolongements jouables qui ont même fonc t ion valeur (par exemple le

théorème ( I I . 1 ) montre que les prolongements sans échange d ' i n f o r m a t i o n jouables

sont tous équivalents au prolongement m i x t e ) . C ' e s t donc l ' en semble V des

fonct ions valeurs que nous allons ca rac té r i se r . Nous appelons fonc t i on

sup inf ( r e sp . inf sup) associée au prolongement p ( n o n néce s sa i r emen t j ouab le )

la fonction v :
P

( V . 5 ) v^ : A ( x x Y ) -> IR v^g) = sup inf 7 T g ( Ç , n )
p p Ç n

y
resp. la fonction v :

P

( V . 6 ) v^ : A ( X x Y ) ^ (R v^(g) = inf sup î r g ( Ç , n ) .
F U S

Définition ( V . 2 ) .

Un couple de fonctions (v iV") :
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( V . T ) v\ v^ : A (x x Y ) -^ tR

est appelé un couple (sup inf, inf sup) s'il existe un prolongement p des

sur X x Y tel que :

( V . 8 ) ¥g € A ( X x Y) v^g) = v^(g) ; v^g) = v^(g)

D'après leur définition, les couples (sup inf, inf sup) vérifient donc :

( V . 9 ) -^g & A ( X x Y ) sup inf g (x ,y ) ^ v13 ( g ) ^ v^(g) < inf sup g (x .y )
x y. " y x

Nous allons voir qu'en fait l'ensemble V des fonctions valeurs permet de

caractériser très simplement les couples (sup inf, inf sup).

Proposition ( V . 1 ) .

, y .
Un couple (v ,v ) de fonctions définies sur A ( X x Y) est un couple

(sup i'nf, inf sup) si et seulement si :

i) V13 € V- et v^ G V

ii) -^g € A ( X x Y ) : v^g) ^ v ^ ( g ) .

Démonstration.

"h ti
Soit d'abord un couple (v .v") vérifiant i) et ii) et soient p , p

2 prolongements jouables tels que,:

( V . 1 0 ) Vg : v^g) = v ( g ) ; v^(g) = v (g)
-^1 ^2

Notons p^ = (X^ . ^ . i ^ j ^ . ^ ) et p^ = (X^.^,i^.j^^). posons :

( V . 1 1 ) X = Y = ( X ^ x X^ x ^ x /^)

et choisissons un U-uple (^.Ç^n^.n^) dans X. Les applications i et j :

( V . 1 2 ) - i : X ^ X i(x) = ( i ^x ) , i ^ (x ) .n^ ,n^ )

( v • 1 3 ) J : Y -. / j ( y ) = (^ .^ ,^(y) , j^y))

sont des injections. Définissons alors l'application îr* :

( V . . 1 U ) .* = X x V ^ A ^ ( x x Y ) ç = (^ .^ ,n^.^) n ' = (q.q.n;.n^)
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| T T * ( Ç ^ , n ^ ) si ( Ç ^ . Ç ^ ) = (Ç ' ; » ^ ) et si Ç ^ n

T r * ( ç . n ) := ^ T r * ( ç n ' ) si (n ,nJ = (^^-P et si ç ^ n"1 ' '22 2 - 2
1 *^

• 1 ' '2'
1 ,*^-g ' ^ ( Ç . ) » n 1 , ) + g- 1 T 2 ^ ç 2 î n 2 ^ s inon>

II est clair que TT* vérifie ( 1 . 1 2 ) puisque TT* et TT* le vérifient. Donc

d'après la proposition ( 1 . 2 ) l'opérateur -n- défini par ( 1 . 1 0 ) est celui d'un

prolongement p : p = ( X, /,i,j, ir ) .

Fixons g G A ( X -x Y ) et choissisons Ç € X. Il est clair que :

( V . 1 5 ) inf 7 T g ( Ç , n ) 1 inf {inf T T ^ g ( Ç ^ , n p . inf f f^g( Çg .n^ ) } .
n ^ n^

Supposons que le terme de droite de ( V . 1 5 ) soit égal à inf T T < g( E, , n* ) .

^En considérant les n de la forme :

( V . 1 6 ) n = ( ç - i , Ç g , n ^ , n g ) avec n^ ^ ng

il est clair qu'on obtient :

( V . 1 7 ) inf T T g ( Ç . n ) ^ inf ^ g ( Ç ^ . n ; j )
n • ^

Finalement l'inégalité ( V . 1 5 ) est en fait une égalité pour tout Ç , donc :

( V . 1 8 ) sup inf - i ï g (Ç ,n ) = inf {sup inf T T . g ( Ç . , n ' ) » sup inf TT g ( Ç , n ' ) }
s n s, ^ 1 1 1 e, ng 2 '2 2

Donc :

( V . 1 9 ) v ° (g ) = inf {v ( g ) , v ( g ) } = v°(.g)
P PI Pg

On démontre de même que v ( g ) = v ( g ) . Donc (v^v ) est une couple (sup inf,
"h a

inf sup). Réciproquement soit (v ,v ) un couple (sup inf, inf sup), alors la

relation ii) est évidente ( c f . ( V . 9 ) ) et nous devons montrer que v^ et v^ sont

dans V. Or il existe un prolongement (X , ^ , i , j , T r ) tel que :

( V . 2 0 ) ¥g € A ( X x Y ) v^g) = v^g) = sup inf T r g ( Ç . n ) .
p Ç n

Soit alors / = F ( X , / ) l'ensemble des applications de X dans / et J l'injection

( V . 2 1 ) J : Y -. 7 J ( y ) ( ç ) = j ( y ) e /

Si nous posons :

( V . 2 2 ) ï = A ( X x Y) -. A ( X x 7) ^g(ç^) = i T g ( ç . ^ ç ) )
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il est clair que le prolongement ( X , / , i , j , î r ) est jouable et a pou.r valeur
, . 44: .

v . ( c f . e x e m p l e ( I I I . 1 ) et ( I I I . 3 ) ) . On montre de même que v est dans V .
P

•

La proposition ( V . 1 ) montre que l'étude des couples (sup inf, inf sup)

se ramène à celle des fonctions valeurs.

V . 2 ; CARACTERISATIONS DES FONCTIONS VALEURS.

a ) Résultats globaux.

Théorème ( V . 1 ) .

L'ensemble V des fonctions valeurs est l'ensemble des fonctions v :

A ( X x ï ) -»• IR qui vérifient :

' i ) -V-g (= A ( X x Y ) -V-À € (R^ : v ( À g ) = À v ( g )

i i ) -v-g e A ( x x Y ) VA e ÎR : v ( g + x e ) = v ( g ) + À
iii) V g . , , g ^ e A ( X x Y ) [ g ^ >_ g^] ^ [ v ( g ^ ) ̂  v ( g ^ ) ]

( V . 2 3 )

^iv) Vg <= A ( X x Y ) sup inf g ( x , y ) _^ v ( g ) _^ inf sup g ( x , y )
x y y x

(Rappelons que 9 e A ( X x Y ) est la fonction constante et égale à 1 ) . Les pro-

priétés i ) et i i ) expriment qu'une fonction valeur respecte les transformations

affines positives de la fonction de gain g , et la propriété iii) exprime qu'elle
respecte l'ordre sur les fonctions de gain. Toutes ces propriétés sont 1-es

propriétés usuelles de la valeur d ' u n jeu ( c f . par exemple [Owen] ) . Au sens

de la théorie des jeux les propriétés i ) à iv) sont donc des propriétés "natu-

relles" qu'on peut imposer a priori à une fonction valeur. Le théorème ( V . 1 )

justifie donc a posteriori l'hypothèse (cruciale dans cette étude) de linéarité

des opérateurs de prolongements puisque les prolongements "linéaires"Sont

suffisants pour obtenir "toutes" les fonctions valeurs. Si g est une fonction

de A ( X x Y ) nous notons

( V . 2 ^ ) S ( g ) = sup g ( x , y ) ; i ( g ) = inf g ( x , y )
( x , y ) ( x , y )

Définition ( V . 3 ) .

Une fonction v : A ( X x Y ) -»• tR est dite positivement 1-lipschitzienne si

elle vérifie l'une des 2 propriétés équivalentes suivantes :
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( - V . 2 5 ) -V-g^ .gg <E À ( X x Y ) : v ( g ^ ) - v (g^ ) ^ S ( g ^ - g ^ )

( V . 2 6 ) Vg^ .gg e A ( X x Y ) : i (g^-g^) i v ( g ^ ) - v ( g ^ ) i S ( g ^ - g ^ ) .

Démonstration.

Nous devons montrer : ( V . 2 5 ) =»• ( V . 2 6 ) . Or ( V . 2 5 ) entraine :

( V . 2 T ) v (g^ ) - v ( g ^ ) ^ S ( g ^ - g ^ ) = S ( - ( g ^ - g ^ ) ) = - i (g^ -gg)

c * est à dire :

( V . 2 8 ) i (g^ -g^) i v ( g ^ ) - v (g^ )

Théorè.me ( V . 2 ) .

L* ensemble V des fonctions valeurs est l'ensemble des fonctions v :

A ( X x Y) -»• BR q.ui vérifient :

(i) ¥g G A ( X x Y ) ¥X e IR^ : v ( À g ) = X v ( g )

( V . 2 9 ) ii) v est positivement 1 -'lips chitzienne

iii) -V-g € A ( X x Y ) sup inf g (x , y ) _^ v (g ) ^ inf sup g (x , y )
x y y x

Démonstration des théorèmes ( V . 1 ) e_b ( V . 2 ) .

Etape 1 : Toute fonction valeur vérifie les relations ( V . 2 3 ) .

Soit v € V la fonction valeur du prolongement p = (X, / , i , j , TT ) . Puisque

TT est linéaire on a pour tout À positif :

( V . 3 0 ) v ( À g ) = sup inf T r ( X g ) ( Ç , n ) = sup inf X- i ï ( g ) = Àsup inf TT ( g ) = À v ( g )
ç n ç n ç n

Puisque ir9 = 9 on a :

( V . ' 3 1 ) v ( g + À 9 ) = sup inf TT ( g + À 8 ) ( Ç , n ) = sup inf [ T T g ( ç , n ) + À ] = v (g ) + À
ç n ç n

Puisque TT est positif on a :

( V . 3 2 ) g-, ^ gg ^ 7r(g^ T r ( g ^ ) => v ( g ^ ) ^ v ( g ^ )

Enfin la propriété iv) résulte de la proposition ( 1 . 1 ) .

Etape 2 : Si une fonction v vérifie ( V . 2 3 ) alors elle vérifie ( V . 2 9 ) .
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Nous allons montrer que si v vérifie (V.23. i i ) et (V.23.ii i) alors v est

positivement 1-lipschitzienne. Or on a toujours :

( V . 3 3 ) (g^ -gg ) ^ S ( g ^ - g ^ ) e

Donc

( V . 3 4 ) g^ gg + S ( g ^ - g ^ ) 9
n

Donc

( V . 3 5 ) v ( g ^ ) ^ v ( g 2 + S ( g ^ - g ^ ) 9 ) = v (gg) + S ( g ^ - g ^ ) .

Etape 3 : V est stable par sup et inf.

soit ^c^aGA une ^^lle d'éléments de V et . soit 0 un indice fixé de A.

Soit p^ = ^a^a^a^a'^ un P^longement jouable dont la fonction valeur est

( V . 3 6 ) ^ e A ( X x Y ) v (g) = v (g) = sup inf . g(ç .n ).
pa ç €X n ey a a a

a a a a
Soit X la somme ensembliste des X^ (c f . [Bourbaki]) et soit i l'injection :

( V . 3 7 ) i : X -. X i (x) = .i ( x ) e X, c x = -U-, Xu 0 a€A a

Soit / le produit cartésien des ^ et soit j l'injection :

^•^ ^ : Y - Y J ( y ) = (^(y))^A e n \ = /
O(€A

Définissons alors l'application •iï* :

( V . 3 9 ) .* = X x / . A ^ ( x x Y) : ^(ç,,) , ^(ç,n,) si ç € X^

et n ° ^a^eA

Alors on a :

( V . U O ) ^ e x ^ n = (n^)^e , : . * ( i ( x ) ,n ) ' ̂ (^(x) ,no) e ^ ® A ^ ( ï )

Et de même :

( V . 4 0 ^ e X ïy e ï 9a : . * (ç , j (y ) ) . ^(ç, ^(y)) e A ^ ( X ) ®^.

Donc ,* est , d'après la proposition ( 1 . 2 ) , la forMe transposée de l'opérateur.

d'un prolongement p. Fixons g dans A ( X x ï) et calculons :
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( V . 4 2 ) v^g) =Sup inf T T g ( Ç , n ) = sup [ sup inf T r g ( Ç ,n) ]p çex ne/ a€A ç €X ne/ a
a ex

C 'es t à dire

( V . 4 3 ) ^(g) = sup [ sup inf TT g ( ç ,n ) ] = sup [v ( g ) ]
p aGA Ç eX n €/ a a a(=A POa a a a

Donc la fonction : '

( V . 4 4 ) v (g) = sup [v ( g ) ]
a€A a

(qui est toujours définie puisqu'elle est majorée par inf sup g ( x , y ) ) est la
y x

fonction "sup inf" associée à un prolongement. D'après la proposition ( V . 1 )

la fonction v est donc une fonction valeur. On peut aussi remarquer que p

est jouable et que v est sa valeur, puisque :

( V . 4 5 ) inf sup 7 rg (ç ,n ) = inf [sup(sup T r g ( Ç ,n ) ) ] = sup(inf sup TT g ( Ç ,n ) )
n ç n a ç; a n^ ^ " a a

On démontre symétriquement que l'infimum d'une famille d'éléments de V est

dans V.

Etape 4 : Si une fonction w : A ( X x Y ) ->- BR vérifie :

( V . 4 6 ) Vg^.gg G A ( X x Y) : 3v € V : v ( g ^ ) = v ( g ^ ) e_fc w ( g ^ ) = v (g^ )

alors -w est dans V.

Nous allons déduire ce point de l 'étape précédente. Puisque w vérifie

( V . 4 6 ) , on a :

( V . 4 7 ) -V-g e A ( X x Y) sup inf g (x ,y ) i v(g )
x y

D'après l'exemple (III.3)» il en résulte que l'ensemble {v e V /v ^ w} est

non vide. Posons :

( V . 4 8 ) VQ = sup {v/v € V,v _^ w } .

Alors VQ.es t dans V d'après l'étape 3. Fixons g dans A ( X x Y ) et définissons

( V . 4 9 ) Vg s= inf { v / v -e V, v î g ç ) = w ( g o ) )

D'après l'hypothèse ( V . 4 6 ) cette définition a un sens et d'après l 'étape 3,

v est dans V. De plus ( V . 4 6 ) entraine :
^

( V . 5 0 ) Vg € A ( X x Y) 3v e V : v (g^) = v ( g o ) , v (g ) = v (g )
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Donc :

( V . 5 1 ) ĝ G A ( X x Y ) v ( g ) ̂  w ( g ) .
g0

Finalement on a :

( V . 5 2 ) v^. ^ w et Vg ( g ^ ) = w ( g ^ )
«

Donc v ^ v et par conséquent (puisque v.. ^_ w )

( V . 5 3 ) w ( g o ) = Vg ( g ^ ) ̂  v^g^) ̂  w ( g ^ )

Donc w . ( g ^ ) = v ^ g ^ ) , et comme g^ était quelconque, v et v coïncident, donc
w est dans V .

E'bape 5 : Si une fonction v : A ( X x Y ) ->- IR vérifie ( V . 2 9 ) alors pour tous

ë - l » ë^ (ians ^^x x Y^ il existe deux éléments m et m? dans A ' ( X x Y ) tels

( V . 5 4 ) [ m ^ . g ^ ] ̂  v ( g ^ ) ̂  [ m ^ , g ^ ]

et •

( V . 5 5 ) [ m ^ . g ^ ] ̂  v ( g ^ ) i [ m ^ . g ^ ]

Soit v une telle fonction. Fixons g^ et g dans A ( X x Y ) et considérons le
jeu à 2 personnes de somme nulle d^ont les stratégies pures sont { 1 , 2 } pour
le premier joueur, X x Y pour le second et la fonction de gain L :

( V . 5 6 ) i e { 1 . 2 } ( x . y ) e X x Y j L ( l . ( x , y ) ) = g ^ ( x . y ) - v ( g ^ )

{ L ( 2 , ( x . y ) ) = - g ^ ( x . y ) + v ( g ^ )

Supposons que le premier joueur maximisé L et notons a la valeur (m i x t e ) du
j e u . Alors on aura :

^ • 5 1 ) a = sup ^inf { À [ m , g ^ - v ( g ^ ) 9 ] + ( 1 - À ) [ m , - g ^ + v ( g ^ ) 9 ] }

O r , on a toujours :

( V . 5 8 ) Vh e A ( Z ) : inf [ m , h ] = inf h ( z ) .
m e A ' ( z ) z£Z

Donc ( V . 5 7 ) s ' é c r i t ' a u s s i :

( v - 5 9 ' ° " X^,1] ^fx x ^m •À (^- v^1 ' e )+ ( 1 -À ) ( -^ (^)^ l
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= su? i^ ^ ( 6 i ( x . y ) - v ( g ^ ) ) + ( l - X ) ( - g ^ ( x , y ) + v ( g ^ ) ) ]
A e [ 0 . 1 ] (x.y)ex x Y

Supposons que a est positive stricte (a > 0 ) . Alors il existe \ € [ 0 , 1 ] tel

que :

( V . 6 0 ) • inf { ( l - X ) v ( g ) - X v ( g ) - [ ( l - X ) g . ( x . y ) - À g . ( x , y ) ] } > 0
(x , y )€X x Y - ' <- '

Supposons que X est non nul. Alors ( V . 6 0 ) s 'écr i t :

( V . 6 1 ) . î v ( g ^ ) - v ( g ^ ) - sup [-̂ M g ^ x . y ) - g ^ ( x . y ) ] > 0
( x ,y ) €X x Y

Mais puisque v est positivement homogène ( ( V . 2 9 . i ) ) , si on pose g = '"̂  g

il vient :

( V . 6 2 ) v ( g 3 ) - v ( g ^ ) > sup [ g 3 ( x , y ) - g ^ ( x . y ) ] = S ( g ^ - g ^ )
\ x » y ^ s x x Y

Ce qui contredit la propriété (V.29. i i ) ( c f . définition ( V . 3 ) ) . Supposons

maintenant que À est nul, alors ( V . 6 0 ) s 'écri t :

( V . 6 3 ) v (g ) - sup [g.(x.y)] > 0
(x ,y )€X x Y '-

Or v (0) = 0 d'après (V .29 . i ) et en appliquant (V.29. i i ) au couple (g ,0) il

vient :

( V . 6 4 ) v (g^) ^ S ( g ) = sup g.(x.y)
(x .y)ex x Y 2

Donc l'hypothèse a > 0 est absurde, et la valeur mixte du jeu indiqué est nége

tive^ ou nulle.

Ceci s'écrit :

( v•ë 5 ) «cA^x ï) ^/^•^^^(^n-.-^^en ^ o^
Autrement dit, si m^ désigne une stratégie mixte optimale :

( V . 6 6 ) sup { ' [ m ^ , g ^ - v ( g ^ ) 9 ] , [m^ ,-gg+v( g^ ) 9 ] } ^ 0

C 'es t à dire :

(V.67) • [m' i .g^] ^ [ m ^ v ( g ^ ) 9 ] = v ( g ^ )

et

( V . 6 8 ) v (g^ ) = [m^v (g^ )9 ] ^ [m^g^]
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En échangeaient les rôles de g et g? on démontre de même qu'il existe m^ dans

A * (X x Y) tel que :

(V .69 ) v ( g ^ ) .1 [m^.g.,]; [m^.gg] 4 ^(^

Donc le couple (m^ ,m ) vérifie ( V . 5 4 ) et ( V . 5 5 ) .

Etape 6 : Fin de la démonstration des théorèmes ( V . 1 ) et ( V . 2 ) .

D'après les étapes 1 et 2-il nous reste à démontrer que si une fonction v

vérifie ( V . 2 9 ) alors elle est dans V. D'après l'étape 4 il suffit pour cela

d'établir que si on choisit deux éléments g et g de A ( X x Y ) , alors il existe

un prolongement p = (X , / , i , j ,TT ), jouable, et dont la fonction valeur v vérifie

( V . T O ) ^(e-i) s ^ 8 1 ) ; vp(s2 ) s v{&2}

Nous savons d'autre part que les fonctions valeurs sont les mêmes que les

fonctions "sup inf" (c f . proposition ( V . 1 ) ) . Il nous suffit donc de construire

le prolongement p de sorte que : •

(V.7"l) v (g . ) s sup inf 7 r g . ( Ç , n ) » v (g - ) = sup inf iTgp(ç ,n )
' ç n ç n

Pour construire p nous allons utiliser deux éléments m. et m? de A ' ( X x Y)

qui vérifient ( V . 5 4 ) et ( V . 5 5 ) (Etape 5 ) . Choisis'sons en outre 2 applications

( V . 7 2 ) a. : Y ->• A ' ( X ) : [<J , (y ) ® 6 , g,] = sup g . (x .y ) ; i = 1 , 2 .
- • - y xGX

Posons alors :

( V . T 3 ) X = X U { Ç ^ . Ç ^ } i : X -»- X i = identité de X

( V . T 4 ) V = Y U {n^Hg} J : Y -^ Y j = identité de Y

choisissons m- et m> dans A ' ( X x Y) tels que :

( V . 7 5 ) [m^,^] s v ( g ^ ) ; [m^,gg] = v(g^)

C'est possible puisque d'après ( V . 2 9 . i i ) on a : i ( g ) ^ v ( g ) _<. S ( g ) . Nous
dans Y et définissons l'application TT :choisissons enfin un élément y,, dans Y et définissons l'application TT :

X x / -^ A ^ ( X x Y ) par :
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x, €= X y e Y : î r * (x .y) = ô^ © 6 ; Tr*(x.n. , ) = TT (x ,ng) = <S^ ® <Syx^ y' " ^'"l7 — — - 2 ' x^ YQ

( V . T 6 ) Tr* (^ .y ) = C T ^ ( y ) ® <5y ;TT*(^ .n^ = m^ ; 7r*(^,n2) sî ^

TT*(ç . , y ) = o ( y ) ® < S ^ * ( Ç 2 . n i ) = m 4* ^ (Ç2 1 n 2 ) = ^l^»y) = ^(y) ©^.^(^^i' ' "' ' '*'

On constate que TT* vérifie ( 1 . 1 2 ) et est donc la forme transposée d'un opérateur

de prolongement TT . Calculons maintenant :

( V . T T ) a = s u p i n f T r g ( Ç , n ) ,
' Ç n

Si Ç est dans X on a :

( V . T Ô ) inf TTg ( x ,n ) = inf g < ( x , y ) .1 sup inf g . (x ,y )
n y x y

Donc d'après (V.29.i i i ) ;

( V . T 9 ) inf - i ï g - ( x , n ) i v ( g ^ )
n .

Si Ç = Ç on a :

( V . 8 0 ) inf T r g ^ ( ^ , n ) = inf {inf [ c^(y) ® ô y , g ^ ] , [ m ^ , g ^ ] , [ m ^ , g ^ ] } .
n • y

On déduit donc de ( V . T 2 ) et ( . V . T 5 ) ••

( V . 8 - I ) inf Tig ( Ç ,n) = inf {inf sup g ^ ( x , y ) , [m^ ,g^ ] , v( g^ ) }
n y x

D'après (V.29. i i i ) et la relation ( V . ^ U ) il vient

( V . 8 2 ) inf Trg^ ( Ç ^ ,n) = v ( g ^ )
n

( V . 8 3 ) inf -ng^ ( Ç ^ , n ) = inf {inf [o^ (y ) ® <5 ,g ] , [ m , , g ] , [m g ] }
n y

En ver tu de ( V . ' p U ) on a donc :

( V . 8 4 ) inf 7 T g ^ ( ^ , n ) ^ v ( g ^ )
n

et finalement ( V . T 9 ) , ( V . 8 2 ) et ( V . 8 4 ) entrainent :

( V . 8 5 ) a ^ = v ( g ^ )

On calcule de même :

( V . 8 6 ) c^ = sup inf T T g ^ ( Ç , n )
ç n
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et pour cela :

( V . 8 T ) inf Trg ( x , n ) = inf gp(x ,y ) ^ sup inf g^ (x , y ) ^ v (g^ )
n y x y d

et

( V . 8 8 ) inf T î g ^ ( ^ , n ) 1 T T g ^ ( ç ^ n ^ ) = Cm^,g^ ] ^ v (g^ )

en f in

( V . 8 9 ) inf Tïg ( Ç n) = inf {inf sup g ( x , y ) . [ m , , g ] , [ m . , g _ ] } = v(g.)
n '- y x 2 4 2 1 2 2

Finalement a = v (gp ) et la relation ( V . 8 8 ) est démontrée.

•

ï> ) Un théorème d ' in te rpo la t ion .

Ce résultat va caractér iser l 'existence d'une fonction valeur "interpolant"

un ensemble de bipoints ( g ^ » a ^ ) - ^ . où g. € A ( X x Y ) et a. € IR. C ' e s t à

dire l 'ex is tence de v G V telle que :

( V . 9 0 ) Vi = 1 ,. . .n v,(g^) = a.

Définissons dans A ( X x Y ) la relation R :

( V - 9 1 ) g ^ , g ^ €= A ( X x Y ) g ^ R g ^ signifie : 3 ( x , y ) . ( x • . y • ) £ X x Y

t<l . g ^ ( x , y ) ^ 0 g ^ ( x ' , y ' ) ^ 0 et g ^ ( x ,y ) g ^ ( x' ,y • ) -gg (x , y ) g ^ (x l ,y ' ) ^ 0

et aussi la relation S :

( V - 9 2 ) g ^ , g ^ G A ( X x Y ) : g ^ S g ^ signifie : g^Rg^ et g^Rg^ .

Alors nous avons : , •

Théorème ( V . 3 ) .

Supposons que X e_b Y sont finis. Soient des éléments ( g . ) . _ de

^x x Y ^ et des nombres (a^)^- , ^. Alors il existe une fonction valeur v

(jui interpole les bipoints (g^ci^)^ ^^ (au sens de ( V . 9 0 ) ) si et seulement

s i on a

( V . 9 3 ) -V-i = 1 , . . . n sup inf g _ ( x , y ) ^ a. ^ inf sup g . ( x , y )
x Y y x 1
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( V . 9 4 ) -yi,j = 1 , . . . n ( g ^ - o ^ e ) S ( g . - a . e )

Démonstration.

D'après la démonstration'des théorèmes ( V . 1 ) et ( V . 2 ) ii nous suffit,

pour caractériser l 'existence d'une fonction valeur v qui interpole les bipoints

^i^i^isi n de caracter;l-ser l 'existence d'une fonction valeur qui interpole

( g ^ , a ^ ) et (g - ,a^ ) (on utilise un raisonnement en tous points semblable à celui

:ie l'étape 4 ) ) .

Etape 1 : Nous allons d 'abord montrer qu 'une condit ion nécessai re et su f f i s an t e ,

de l 'existence d ' une fonct ion valeur interpolant ( g . , a ) et (g ,a ) est :

( V . 9 5 ) sup inf g. ^ a. _<_ inf s.up g. i = 1 , 2

(\.96) 3 m ^ , m^ € A ' ; ( X x Y ) : [ m ^ . g ^ ] i a^ [m^ ,g^ ]

[n^.gg.] 1 otg ^ [m^ ,g^]

Ces conditions sont suffisantes d'après l 'étape 6 de la démonstration des

théorèmes ( V . 1 ) et ( V . 2 ) . Elles sont nécessaires : si v G y est tel que :

( V . 9 T ) o^ = Vp(gi) = sup inf î r g ^ ( Ç . n ) i = 1 , 2p-0!
çex n<E^

alors la relation ( V . 9 5 ) est claire.

Posons maintenant I = T T * ( Ç , ^ ) il vient

( V . 9 8 ) a. = sup [inf [ m . g . ] ] i = 1 , 2
Ç mei^ 1

Soit e > 0 fixé. Alors il existe Ç ^ ( i = 1 , 2 ) tels que :

( V . 9 9 ) a^ 1 inf [m,g^] ^ a^ - e i = 1 . 2
m Î g

••i

Si on choisit m8 dans I g tel que :
'2

( V . 1 0 0 ) inf [m,g^ ^ [m^,g^ - e

"^j

et m^ dans I g tel que :

( V . 1 0 1 ) inf [m.g ] > [ml.gl - e
^1 2 - 2 2

"1
alors on a :
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( V . 1 0 2 ) [ m ^ . g ] _i c + inf [m,g.] ^ e + a,
mei . ' '

"2
et

( V . 1 0 3 ) [m^g ] ^ inf [m,g.] t a, - £
mei • l

"1
On a également :

( V . 1 0 4 ) [m^g ] i e + inf [m,g-] 1 a. + e
m€l e 2 2

^1
et

( V . 1 0 5 ) [m^,gg] >_ inf [m.g^] t a^ - e
m€I g

"2

Donc (m^.m^) vérifient les relations ( V . 9 6 ) "à e près". Par compacité de

-L JL
A ^ ( X x Y ) , nous en déduisons que tout point d'adhérence (m ,m ) de (m11 .m11)

vérifié exactement ces relations.

^^ 2 : 11 nous reste a caractériser à quelle condition la relation ( V . 9 6 )

est vraie. Nous allons montrer que la relation (g^-o^9)R(g^-c^ 6 ) équivaut

exactement à : .

( V . 1 0 6 ) 3m^ G A ^ ( X x Y ) [ m ^ . g ^ ] ^ a ^ ; ^ ^ [m^g^]

ce qui établira le théorème d'après ( V . 9 2 ) et ( V . 9 4 ) . Or ( V . 1 0 6 ) s 'écri t :

( V . 1 0 7 ) ^m € A ; ( X x Y ) [m.g^-^e] ^ 0; [m.-( g^-a^e ) ] ^ 0

ou encore

( v ' 1 0 8 ) meA^X x Y ) 1 8 1 1 1 " { [ m ï 6 r a 1 8 ] ï [mï" (g2"a2e)n ] ^ °

Soit en posant h^ = &^^^ et h^ = gg-a^9

( v • 1 0 9 ) «eA^,.) ^.^ [À[• t•h1 ] - ^-^ [».^^°

D'après le théorème du minimax ceci s'écrit :

( V . 1 1 0 ) max min [m,Xh - ( 1 - A ) h , ] < 0
A e [ 0 . 1 ] m e A ^ ( X x Y) 1 2 -

ou encore :

( V . 1 1 1 ) max inf [Àh ( x . y ) - ( 1 - ^ ) h , ( x , y ) ] < 0
^ [0 ,1 ] (x.y)ex x Y 1 2 J -
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c ' e s t à dire :

( V . 1 1 2 ) VA e [ 0 , 1 ] : inf [ X h ., ( x , y ) - ( 1-À ) h , , ( x , y ) ] ̂  0
( x , y )

or la fonction

( V . 1 1 3 ) 4 > ( X ) = inf [Xh ( x , y ) - ( l - X ) h ( x , y ) ]
( x . y ) 1 2

e s t concave sur [0,lJ et y es t donc sous-di f férent iable. La relation (V. 1 1 2 )

équivaut donc à (V - 1 1 4 ) ou (V - 1 1 5 ) •

(V. 1 1 4 ) 3 (x. y) € X x Y \f \ ç= [O, l] À h , ( x , y) - ( 1 - À) l̂  (x, y) ^ 0

(V. 1 1 5 ) 3 À < £ [0, •l] 4>( À ) _ 0 et 0 €: 3<()(À)

Or (V. 1 1 4 ) équivaut à (V . 1 1 6 ) ;

( v - 1 1 6 ) -3 < x > y)S X x Y h ^ ( x , y) ^ 0 et h (x. y) ^ 0

et (V. 1 1 5 ) équivaut (puisque 3 4 > ( À ) es t un sous ensemble de

{ h ^ (x, y) + h^ (x, y)}^ , y ) e X x Y et que x x Y es t fini) à :

(V . 1 1 7 ) 3 (x, y) ^ X x Y

.3 ( x - , y . ) € X x Y a À<£[0' 1J "l^* y) " ( 1 -x ) h2 ( x l y) = ^^y')

- ( 1 - ^ ) h ^ ( x ' , y t ) < 0

h ^ ( x , y ) + h ^ ( x , y ) ^ 0

h ^ ( x ' , y ' ) + h ^ ( x ' , y ' ) ^o

On véri f ie aisément que ( V . 1 1 7 ) entraîne ( V . 1 1 8 )

( V . 1 1 8 ) 3 (x ,y )eXxY h^ (x ' , y ' ) ^0

^x^y ' ^XxY h^(x ,y)^ . 0

et h j ( x ' , y ' ) h ^ ( x , y ) - h ^ ( x ' ^ ^ h ^ (x,y.)5. 0

et aussi que ( V . 1 1 6 ) entraîne ( V . 1 1 8 ) (où l 'on choisit ( x ' , y ' ) = ( x , y )

Réciproquement Si ( V . 1 1 8 ) es t vraie et que ( V . 1 1 6 ) es t fausse alors ( V . 1 1 7 )

es t vraie.

On choisit pour cela À égal à

( V . 1 1 9 ) h^x^-h^x^y1)

h^x^+h^x^-h^x' .y^-h^x' .y ' )

Finalement ( V . 1 1 8 ) équivaut à { ( V . 1 1 6 ou ( V . 1 1 7 ) } donc à { ( V . 1 1 4 ) o u ( V . 1 1 5 ) } ^

ce qui établit q u e ( V . 1 1 2 ) c 'es t -à -d i re ( V . 1 0 6 ) équivaut à hJUl. ,

ce que nous c h e r c h i o n s p r é c i s é m e n t à m o n t r e r .
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V . 3 . F O N C T I O N S VALEURS ET P R O L O N G E M E N T S AVEC E C H A N G E PARTIEL D ' I N F O R M A T I O N .

Nous allons mont re r que toute fonc t ion valeur est la fonc t ion valeur d ' u n

prolongement avec échange partiel d ' i n f o r m a t i o n ( d é f i n i t i o n ( I V . 1 ) ) , autrement

dit :

Théorème ( V . 4 ) .

Tout prolongement jouable est équivalent à un p ro longemen t . ( j ouab l e ) qui

est le composé d ' u n pro longement sans échange d ' i n f o r m a t i o n avec un prolongement

par échange d ' i n f o r m a t i o n . C ' e s t à dire que pour tout élément v de V , il

existe un prolongement avec échange part iel d ' i n f o r m a t i o n p tel que :

( V . 1 2 1 ) -^g <= A ( X x Y ) v ( g ) = sup inf T r g ( Ç , n ) = inf sup 7 T g ( Ç , n ) .
Ç ^ n Ç

D é m o n s t r a t i o n .

Notons V l ' en semble des fonc t ions valeurs des prolongements jouables avec

échange part iel d ' i n f o r m a t i o n . Nous allons montrer que V,, = V .

Etape 1 : Soit A un ensemble d ' i n d i c e s et soi t , pour tout a dans A un prolon-

gement p = ( X ,V ,i , j , TT ) qui est jouable et qui est le composé de

p^ = (x l tv^ i<^^ lTr(l ) î sans ^^ge d'information, avec p^ = ( ̂ , ̂ . i^.j^ .7^) ,

par échange d'information. Supposons :

( V . 1 2 2 ) ¥a ^(^^(X^) = A ' ; ( X ) ; (^)^(^) = A ^ ( Y )

Soit / le sous-ensemble de n / défini par :
aCA a

( V . 1 2 3 ) /1 = { n 1 = (^aeA^^Y^^ ne ^P61101 P^3 de ^

et soit X la somme ensembl i s te il X . Cho i s i s sons un indice 0' dans A et

1 aeA ?définissons les 2 injections i et j :

( V . 1 2 4 ) i1 : X -> X1 i^x) = i ^ (x ) -e X^ C X1

( V - 1 2 5 ) j 1 : Y -. /1 j " ' ( y ) = ( j ^ y ) ) £ ^
a cifcA

La d é f i n i t i o n ( V . 1 2 5 ) a un sens pu i sque ( p r o p o s i t i o n ( 1 . 2 ) )

( V . 1 2 6 ) ¥a G A ¥y e Y: ( TT^ ) ^ ( j ^ ( y ) ) = ^
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Définissons maintenant l'application ( ir )

( V . 1 2 T ) ( î r 1 ) * : X1 x /1 ^ A ; ( X x Y M T r 1 ) * ^ 1 ^ 1 ) = ( TT 1 ) *( Ç 1 ,n 1 )
i a a

si ç 1 e xj et n 1 = (nj)

Alors (ir ) vérifie les relations ( 1 . 1 2 ) puisque ( i r 1 ) * les vérifie et
a

nous venons donc de déf in i r un prolongement p = ( X , V 1 , i 1 , j 1 , i r 1 ) . Ce

prolongement est sans échange d ' i n f o r m a t i o n car

( v . 1 2 8 ) (îr1 ) * ( ç \ n 1 ) = ( T r 1 ) * ^ 1 ) si ç 1 e X 1
A a A a

et

( V . 1 2 9 ) ( ^ ^ ^ ( Ç 1 ^ 1 ) = ( ^ J ) ^ ( n J ) si Ç 1 G X^ ne dépend pas de a donc de Ç 1

Soit maintenant X2 C F C / ^ X 1 ) l'ensemble suivant :

( V . 1 3 0 ) X 2 = U2 e F ( ^ 1 . X 1 ) / j a e A 3ç^ e x^ : Vn 1 e ^ ç 2 ^ 1 ) = ^ ( n 1 ) }

Comme X contient les applications constantes i (X ), X2 contient les applica-

tions constantes i (X ), si l'injection i est définie par :

( V . 1 3 1 ) i2 : X 1 -^ X 2 i 2 ^ 1 ) ^ 1 ) = ^ (S 1 ) ^ ) = S 1 si Ç 1 e X^1 .

Nous remarquons maintenant qu'à tout élément (n 2 ) de n y 2 nous pouvons

associer, d'après l'hypothèse ( V . 1 2 2 ) au moins une application n 2 ^ F C X 1 , / 1 )

telle que :

( v . 1 3 2 ) ¥Ç 1 e x1 : n 2 ^ 1 ) e / 1 et [ n 2 ( ç 1 ) ] a = ^ ( S 1 ) si ç 1 e x^.

Nous notons / le sous-ensemble de F( X1 ,V 1 ) ainsi obtenu. Comme Y 2 contient

les applications constantes j 2 ^ 1 ) . Y 2 contient les applications constantes

j (/ ) si l*injection j2 est définie par :

( V . 1 3 3 ) jg : y1 -. Y2 j 3 ( n 1 ) ( ç 1 ) = n 1 pout tout ç 1

On a bien en e f fe t :

( V . 1 3 4 ) s i . ç 1 6 X ^ [ j g t n ^ t ç 1 ) ] ^ = ̂  = ^ (^Xç, )

Montrons maintenant que (X 2 , / 2 ) est un couple décisionnel. Nous notons

f a ( ' E ' o^ ï r } a > ) la section (ie la multiapplication F (Ç 2 ^ 2 ) qui définit le prolonge-

ment par échange d'information p2 . ( c f . définition (III.2)).
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Soit un élément ( Ç ,n2) de X2 x Y2 et supposons que Ç2 "provient" dans la

définition ( V . 1 3 0 ) d'un élément Ç2 de X2. Notons aussi (n2) , un élémentoi a a cxfcA
• 2 ?

de n ^ qui provient d'un élément n dans la définition ( V . 1 3 2 ) . Posons :
CtEA a .

( V . 1 3 5 ) ( ç \n 1 ) s t (ç 2^ 2 ) e X1 x /1 c X1 x /r
a a a a o t a a a

Alors le couple ( ^ » n 2 ^ ^ î ) e X1 x /1 est un point fixe de l'application de

X x Y dans lui-même :

( V . 1 3 6 ) ( ç \ n 1 ) ^ (^(n^.n2^1 ) )

En effet il nous suffit de vérifier

( V . 1 3 T ) ^(n2^)) = ^

(puisque l'autre égalité est vraie par construction). Or d'après ( V . 1 3 0 ) -î

( V . 1 3 Ô ) Ç 2 ( n 2 ( ç ^ ) ) s ^( tn^^)]^)

et d'après ( V . 1 3 2 ) et ( V . 1 3 5 ) :

( V - 1 3 9 ) [n2(^)]^ n2^] = n^

Donc. ( V . 1 3 8 ) , ( V . 1 3 9 ) et ( V . 1 3 5 ) entrainent :

( V . 1 4 0 ) ç 2 (n 2 (^ ) ) = ^(n^) » ^

Nous venons donc de construire une section f î ç 2 ^ 2 ) de la multiapplication

^ ( Ç g . n g ) » et donc de définir un prolongement p = ( X2. V2 - ; 2 . ^ 2 , ^ T 2 ) , par

échange d'information, des jeux sur X 1 , /1 :

(v . i4D (Tr2)*^2^2) = < S f ( ç 2 , ^ 2 ) ^ A ; ( x 1 x y 1 )

.Nous appelons p le prolongement composé de p avec p ( c f . proposition ( I V . 1 ) ) .

Etudions son opérateur transposé TT* : Soit (Ç 2 ^ 2 ) un élément de X2 x V2 et

supposons que Ç2 provient de Ç2 e X2 (au sens de ( V . 1 3 0 ) ) cependant qu<? n2

provient de (n2)^^ E n /2 (au sens de ( V . 1 3 2 ) ) . Alors on a d'après ( V . 1 3 5 )
a£A

et ( V < 1 ^ 0 ) :

( V . 1 4 2 ) f (ç2 .n2) î (^.,1) e ^ x ^ et (^,n^) = ^(^,n^)

Donc d'après ( V . 1 2 T ) et ( V . 1 ^ 2 ) :
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( V . 1 4 3 ) ^(ç^n2) = ( T T 1 ) * ^ . ? 1 ) = (^)*^l.n^ ^M)

Nous venons de mont re r que le prolongement p vér i f ie la propriété :

( V . 1 4 4 ) -V-Ç2^2 TT*^2^2) = Tr*^2^2) si Ç 2 provient de Ç2
a ci a a

et si n' provient de ( n ) .

^
Cet te propr ié té est très semblable à la déf in i t ion de l 'opérateur TT dans

l ' é tape 3 de la démons t ra t ion des théorèmes ( V . 1 ) et ( V . 2 ) (relat ion ( V . 3 9 ) ) .

En fait elle pe rme t , d ' u n e façon r igoureusement identique de montrer que p est

jouable et a pour fonc t ion valeur v = sup v . Remarquons enf in que le
a€EA a

prolongement p vér- if ie , en vertu de ( V . 1 2 2 ) , ( V . 1 2 8 ) et ( V . 1 2 9 ) :

( V . 1 4 5 ) ( T r 1 ) ^ X 1 ) = A ; ( X ) ; ( 7 T ' ' ) ^ ( y 1 ) .

D o n c , dans l ' é tape 1, nous venons de montrer que si une famille de prolongements

jouables avec échange partiel d ' i n f o r m a t i o n vér i f ie ( V . 1 2 2 ) alors il existe

un prolongement avec échange partiel d ' i n f o r m a t i o n vér i f iant ( V . 1 4 $ ) , qui

est jouable et dont la fonc t ion valeur est le supremum ( o u l ' i n f i m u m , par un

ra i sonnement analogue) des fonc t ions valeurs des prolongements de la famille.

Etape 2 : Soit 9 un élément de A ' ( X x Y ) . Dé f in i s sons v par :
1 9

( V . 1 4 6 ) -V-g e A ( X x Y ) V g ( g ) = ^sup inf g (x . y ) si [9 ,g] ^ sup inf g (x ,y )
x y x y

s inf sup g ( x , y ) si [9,.g] ^ inf sup g ( x , y )
y x y x

[ 9 , g ] s inon .

Soit v un élément de V . Alors il existe 2 familles d ' i nd ices X et V et pour

tout ( Ç , n ) € X x / un élément 9 de A ' ( X x Y ) , tels que :

( V . 1 4 T ) ¥g € A ( X x Y ) v (g ) = sup inf [9 .g]

(on choisit bien sûr 9 = T r * ( Ç , n ) ) . Remarquons que V n ( 6 ) s 'écr i t aussi :

( V . 1 4 8 ) ^(g) = inf <inf sup g. sup [ [ 9 , g ] , sup inf g ] }
Y x x y

Et puisque v est une fonct ion valeur on a aussi :

( V . 1 4 9 ) v ( g ) = inf {inf sup g , sup [ v ( g ) , sup inf g ] }
Y x x y

O r , de ( V . 1 4 7 ) on déduit :
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( V . 1 5 0 ) sup [ v ( g ) , sup inf g'] = sup inf [sup {sup inf g , [ 9 » g ] } ]
x y Ç n x y ç t n

En effet on a toujours :

( V . 1 5 1 ) sup ( a , sup b . ) = sup (sup ( a , b . ) ) et sup ( a , inf c . ) = inf (sup ( a , c . ) )i 1 i 1 j J j J

De ( V . 1 5 0 ) et ( V . 1 Û 9 ) on déduit :

( V . 1 5 2 ) v ( g ) = inf {inf sup g , sup inf ( A ) }
y x Ç n çîn

o ù o n a p o s é :

( V . 1 5 3 ) A = sup {sup inf g , [ 9 , g ] }
x y

On déduit de relations analogues à ( V . 1 51 ) et de ( V . 1 5 2 ) que :

( V . 1 5 ^ ) v ( g ) = sup inf [inf {inf sup g , A } ]
Ç n y x sïn

Finalement de ( V . 1 5 4 ) , ( V . 1 5 3 ) et ( V . 1 U 8 ) on tire :

( V . 1 5 5 ) v ( g ) = sup inf v ( g ) .
ç n '^n

Donc l'étape 2 prouve q.ue toute fonction valeur est obtenue à partir des
fonctions v , et à l'aide des opérations supremum et infimum.tî

Etape 3 : Nous allons montrer q. u e , pour tout 9 , Vg est la fonction valeur

d ' u n prolongement jouable avec échange partiel d'information vérifiant ( V . 1 4 5 ) .

D'après l'étape 1 il s'ensuivra que toute enveloppe supérieure de certaines

fonctions v , est encore la fonction valeur d ' u n prolongement du même type.u
Donc toute enveloppe inférieure d'enveloppes supérieures de fonctions v9
est dans V ( e n utilisant encore une fois l'étape 1 ) . Mais l'étape 2 montre

qu'on obtient ainsi toutes les fonctions valeurs. Donc V est égal à V .0
Nous fixons donc un élément 9 de A ' ( X x Y ) et construisons d'abord un prolon-

gement p = ( X , / , i , j ,-n- ) . Pour cela nous choisissons un symbole a qui
a»

n ' e s t pas dans X ( l ' e n s e m b l e des suites à éléments dans X ) et un symbole g
^qui n ' e s t pas dans Y , et nous posons :

( V . 1 5 6 ) X^XL^a} i ^ X - ^ X l ^ î ^ x ^ . . . ^ , . . . )

( V . 1 5 T ) /1 = Y U { g } j 1 : y -> V j \ y ) = ( y , y . . . . y . . . . )
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Appelons a un élément de T ( c f . chapitre II § 4 . c ) . Alors si (x,y ' ) est un

élément de X x Y la relation ( V . 1 5 8 ) définit un élément ( T T 1 ) * ^ , ^ ) :

( V . 1 5 8 ) Vg G A ( X x Y ) [ (^ )* (x .y ' ) .g ] = [a , ( g( x. .y, ) ) . _ 1
1 1 Xv^uM

(dans cette relation, le premier crochet est le crochet de dualité entre

A * ( X x Y) et A ( X x Y ) et le second celui de la dualité entre [jt°°(lN)]' et

FdN)).

Donc les relations ( V . 1 5 9 ) et ( V . 1 6 0 ) caractérisent les applications

( i r 1 ) ^ : X ->• A ; ( X ) et ( T ï 1 )^ : Y -. A ^ ( Y ) :

( V . 1 5 9 ) Vh e A ( X ) [ ( T T ^ ^ x î . h ] = [a.h[x] ]

( V . 1 6 0 ) ^ € A ( Y ) [ ( T T 1 ) ^ ? ' ) ^ ] = [a^[y' ] ] .

Alors nous étendons la déf in i t ion de ( TT ) à X x / : (on note 9 = p ( 9 )

et e^ = p y ( 9 ) ) .

( V . 1 6 1 ) ( T T ^ ^ x . e ) = a est choisi tel que P ^ ( a ) = ( 1 T 1 ) ^ ( ^ ) et P Y ( a ) = ©y

(^^(a .y ' ) = b est choisi tel que p ( a ) = 0 et p ( a ) = ( TT 1 ) * (?')
A A y I

(^^(a.B) = 9 .

Il est clair que les relations ( V . 1 5 8 ) et ( V . 1 6 1 ) définissent une 'p-nlication

(ir1 )* telle que :

f px ( ( ^ ) * ( ^n 1 ) ) = ( î r 1 ) ^^ vn1 ^ V'
•"• À

( V . 1 6 2 )

P x ( ( ^ 1 ) * ( " . n 1 ) ) = e^ ^-n1 e y 1

et telle que

P Y ( ( ^ ) ± ( Ç 1 . y : ) ) = ( ^ r 1 ) ^ ? ) V Ç 1 e X1

( V . 1 6 3 )

P y ( ( ^ T 1 ) * ( Ç 1 . 6 ) ) = 9y V Ç 1 G X1

Autrement dit ( ir ) est la forme transposée d ' u n opérateur de prolongement

"IT , tel que le prolongement p est sans échange d'information. De plus, nous

avons montré (en ( I I . § 4 . c ) ) que ( TT 1 ) ̂  et ( r r 1 ) ^ sont surjectives. Donc le

prolongement p vérifie la relation ( V . 1 4 5 ) .
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Nous définissons maintenant un couple décisionnel ( X » / ) où X C F Î ^ . X 1 ) et

V C F ( X 1 . / 1 ) :

( V . 1 6 4 ) X a {Ç € F(/ .X^/ou bien (ç est constante), ou bien ( ç ( Y ) C x et

ç ( B ) = a ) }

( V . 1 6 5 ) y s {r\ e F ( X ,/ )/ou bien (n est constante), o.u bien ( n ( X ) C Y et

n ( a ) = 0 ) }

On vérifie aisément que (X,/.) est un couple décisionnel et on appelle

2 2 9p = (X,/,i ,j ,'iï ) un prolongement par échange d'information associé.

Ainsi le prolongement p, composé de p, avec pp, est un prolongement avec échan-

ge partiel d'information vérifiant ( V . 1 4 5 ) . Nous allons montrer qu'il est

jouable et a pour valeur v . Fixons g dans A ( X x Y) alors pour tout Ç e X

on a '(cf. (III.3T)) :
n

( V . 1 6 6 ) L ( ç ) = inf (ir2 o JHgHç.n) = inf ^ &{ ç( n1 ) ,n1 )
ney n'^

Choisissons alors e > 0 et Ç dans F(/ » X ) tel que :

f^' (y,)^^^ ° ^ - ̂ i^
( V . 1 6 7 ) ^ avec Vi e IN g (x . , y . ) ^ inf »up g (x ,y ) - e

, - y x
[ ^ ^ ) = a .

Alors Ç. est un élément de X, et d'après ( V . 1 6 6 ) . ( V . 1 6 - 1 ) et ( V . 1 5 Ô ) :

( V . 1 6 8 ) L ( Ç ^ ) = inf { ^^ (a .e ) . inf T T 1 g( ̂ (y) .y) } =
y

= inf { [ 9 , g ] , inf [ a . ( g ( x ^ , y ^ ) ) ^ g ^ ] }

Donc ( V . 1 6 7 ' ) entraine, puisque a est dans [jt ( N ) ] ' :

( V . 1 6 9 ) ^ç) 1 :Lnf < ^ .g ]> (inf sup g(x ,y ) - e ) }
y x

Comme e 'était quelconque positif, il vient :

( V . 1 T O ) sup inf (ir2 o TT^g^n) 1 inf { [ 9 , g ] , inf sup g ( x , y ) } .
ç n y x

Choisissons maintenant x dans X tel que :

( V . 1 T 1 ) -Vy € Y g (x^ ,y ) ^ sup inf g(x.y) - e
x y
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Alors, si Ç^ = i o i (x ) désigne l'application constante de F î / 1 , ^ 1 ) égale

à i ^e^ = ^ e » • • • ' ^ ' • • • ) » ^ ' est un élément de X et on a d'après ( V . 1 6 6 ) :

( V . 1 7 2 ) L ( Ç ^ ) = inf {^gd^x^.e) . inf T^gd^x ) .y') }
y'

Donc d ' a p r è s ( V . 1 6 - 1 ) , ( V . 1 5 9 ) et ( V . - I 5 Ô ) :

( V . 1 T 3 ) ^Sp s inf n^x © Q Y ' ^ ' inf ^'^^yi^ieN13"
e y'

Par conséquent ( V . 1 7 1 ) ent ra ine :

( V . 1 T 4 ) L ( Ç ' ) ^ sup inf g (x , y ) - e
£ x y

Comme e peut être choisi arbitrairement petit, ( V . 1 7 0 ) et ( V . 1 7 U ) entrainent

finalement :

2 1
( V . 1 T 5 ) sup inf ( TT o TT ) g ( ç , n ) ^ sup [sup inf g, inf { [ 6 , g ] , inf sup g}]

ç n x y y x

Or la fonction v (g ) ( V . 1 4 6 ) peut aussi s 'écr i re (relation analogue àu

( V . 1 4 8 ) ) :

( v . 1 7 6 ) ^(s) = su? ^SUP inf s » inf n^g]» inf SUP 6 ^ ]
x y y x

Donc nous avons montré :

( V . 1 T T ) sup inf ( 7 T 2 o Tr^g^n) > v , (g)
S n ~ 8

On démont re de façon analogue (et en utilisant ( V . 1 4 8 ) ) que :

( V . 1 T Ô ) inf sup ( 7 T 2 o Tr^g^n) i ^ ̂
n ç

ce qui prouve que p est jouable et a pour valeur v - .9

V . 4 . CARACTERISATION DES PROLONGEMENTS JOUABLES.

Si E est un sous-ensemble de A ' ( X x Y ) nous notons C O ( E ) son enveloppe

convexe fermée (pour la topologie faible ou forte : c ' e s t la même chose,

c f . [Dunford-Schwartz]).

Si P et Q désignent des applications
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( V . 1 T 9 ) P : ^ - ^ X ; Q : X - ^ /

nous noterons C ( P ) et D ( Q ) les ensembles :

( V . 1 8 0 ) C ( P ) = { ^ * ( p ( p ) ^ ) / ^ e /} c A ^ . ( X x Y )

( V . 1 8 1 ) D ( Q ) = ( T T * ( Ç , Q ( Ç ) ) / Ç e X} c A ^ ( X x Y ) .

Lemme ( V . 1 ) .

Un prolongement p = (X,/ , i , j . TT ) des jeux sur X x Y est jouable si et

seulement si pour tout couple (P ,Q ) d'applications ( V . 1 T 9 ) on a :

( V . 1 8 2 ) ÏÏO [ C ( P ) ] n 'CQ [ D ( Q ) j ^ 0

Appelons les applications P et Q respectivement des règles de décision dans

l'ensemble des stratégies étendues de Xavier et Yves .

Si maintenant m 6= A ^ ( X) et n £ A ^ ( / ) sont respectivement des stratégies

mixtes de l'ensemble des stratégies étendues de Xavier et Yves , alors nous

pouvons prolonger la fonction de gain Tig (définie sur X x /) en définissant

iTg (P»n) et 7 T g ( m , Q ) de la façon suivante :

( V . 1 8 3 ) W e F ( 1 / , X ) ; »n e A'^Y} : ,g(p.n) = [n , ,g(P( . ) . . ) ]
" - \ y i 9 ^ \ y )

où T T g ( P ( . ) , . ) est la fonction : n ^ Trg( P( n ) , n) .

( V . 1 8 U ) ^m e A ^ ( X ) ; ^Q E F ( X , / ) : .g(n,Q) = E n l . . g ( . , Q ( . ) ) ] , . . . .
A \ \) , f\\ A.)

où î r g ( . , Q ( . ) ) est la fonction : Ç ->• - i ï g ( ç , Q ( ç ) )

On vérifie aisément qu'on a ainsi construit deux "surprolongements" du prolon-

gement p (on a composé p avec deux prolongements différents) dont les ensembles

de stratégies prolongées sont respectivement F ( / , X ) x A ' ( / ) et A ' ( X ) x F ( X . / ) .

Nous pouvons énoncer le :

Théorème ( V . 5 ) .

Le prolongement p est jouable si et seulement si pour tout couple (P ,Q)

de règles de décisions de Xavier et Yves dans l'ensemble des stratégies éten-

dues, il existe un couple (m,n) de stratégies mixtes de Xavier et Yves dans

leur ensemble de stratégies étendues, tel que :

( V . 1 8 5 ) Vg e A ( X x Y ) T T g ( p . n ) = 7 T g ( m , Q )
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Si l'application ( Ç , n ) -> ( P ( n ) , Q ( Ç ) ) admet un point fixe ( Ç , n ) dans X x V^ on

vérifie immédiatement que :

( V . 1 8 6 ) î r g ( P , < S ^ ) = 7 r g ( ô ç . Q )

La condition de jouab.ilité signifie donc que si un couple ( P , Q ) de règles ae

décision de Xavier et Yves est incompatible (l'application ( Ç , n ) -> ( P ( n ) , Q ( ç ) )

ne possède pas de point fixe) il existe un couple (m,n) de stratégies mixtes

de Xavier et Yves dans leur ensemble de stratégies étendues, qui réalise un

compromis au sens de l'égalité ( V . 1 Ô 5 ) -

Démonstration du lemme ( V . 1 ) et du théorème ( V . 5 ) .

'Supposons que p n'est pas jouable : il existe g dans A ( X x Y ) tel que :

( V . 1 8 T ) a = sup inf T r g ( ç , n ) < inf sup " i ï g ( Ç , n ) = 3
ç n n ç

Autrement dit pour tout Ç il existe n = Q ( ç ) tel que :

( V . 1 Ô 8 ) 7 r g ( Ç . Q ( Ç ) ) ^ a + -â^ . '

et pour tout n il existe Ç = P ( n ) tel que :

( V . 1 8 9 ) 7 rg (P (n ) .n ) 1 0 - (-â-a) = a + j (B-a)

Les relations ( V . 1 8 8 ) et ( V . 1 8 9 ) s 'écr ivent donc :

( V . 1 9 0 ) ¥Ç,n G X x V : [ 7 r * ( P ( n ) . n ) , g l ^ a + ^(B-a) > a + â-^ 1 [ T T * ( Ç . Q ( Ç ) ) ,g]

Par conséquent ' C O ( D ( P ) ) et C ^ ( D ( Q ) ) sont strictement séparés par l'hyperplan

g, c 'es t à dire que :

( V . 1 9 1 ) inf [ p , g ] = inf [ u , g ] > sup [ v , g l = ' _sup [ ^ » g ]
p e D ( P ) y € C O ( D ( P ) ) ^ D ( Q ) v € C O ( D ( Q ) )

En particulier C"0(D(P) ) et C O ( D ( Q ) ) sont disjoints.

Réciproquement, s'il existe P et Q tels que " C O ( D ( P ) ) et C O ( D ( Q ) ) sont disjoints,

le théorème de Hahn-Banach, qui s'applique puisque A ^ ( X x Y ) est faiblement

compact, montre qu'il existe g vérifiant ( V . 1 9 1 ) . On vérifie aisément qu'on

a toujours :.

( V . 1 9 2 ) sup inf i T g ( Ç , n ) .1 sup [\i,g]
Ç H v € D ( Q )
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( V . 1 9 3 ) inf sup T T g ( Ç , n ) 1 inf [u,g]
n Ç p€D(P)

Donc ( V . 1 9 1 ) ( V . 1 9 2 ) et ( V . 1 9 3 ) montrent que Tîg n 'a pas de valeur. Le lemme ( V . 1 ,

est établi. Pour établir le théorème ( V . 5 ) remarquons que la relation ( V . 1 Ô 3 )

définit un élément Tr*(P,n) dans A ^ ( X x Y ) , par :

( V . 1 9 4 ) ¥g e A(X x Y) [Tr*(P.n),g] = . - f fg (P,n)

L'égalité ( V . 1 8 5 ) s'écrit alors :

( V . 1 9 5 ) ff*(P,n) = Tî*(m,Q)

Enfin, le .sous-ensemble {ir*(P,n)/n e A ^ ( y ) } C e A ^ ( X x Y) est clairement

l'enveloppe convexe fermée des éléments ir*(P,ô ) = T T * ( P ( n ) , n ) ; Autrement

dit c 'est ^0 (C (P ) ) . De même on remarque que { TT (m ,Q) /m G A ^ ( X ) } est égal à

^0(D(Q)) et le théorème ( V . 5 ) découle immédiatement du lemme ( V . 1 ) .

Application du lemme (V . l ) .

Soit par exemple un prolongement des jeux sur X x Y où X et Y sont de

cardinal 2» dont les ensembles de stratégies étendues ont chacun h éléments.

Alors le nombre de couples (P,Q) tels que :

( V . 1 9 6 ) l'application ( Ç , n ) ->• ( P ( n ) , Q ( ç ) ) n 'a pas de point fixe

est supérieur à 200 l . Donc étudier la jouabilitê d'un tel prolongement en

appliquant le lemme (V . l ) , c 'es t à dire en cherchant si certaines enveloppes

. 4convexes de points dans le simplexe de 1R se coupent, est en pratique extrême-

ment long.

VI. APPENDICE. 'LE JEU ITERE ERGODIQUE.

V I . 1 . DEFINITION.

Nous allons étudier un jeu itéré à information parfaite ( I V . § 3 ) . Rappe-

lons-en la définition : Si a désigne un élément de S = [i ((N ) ] \ alors le jeu



- 100 -

itéré de mesure a sans échange d ' i n f o r m a t i o n est le prolongement p ^ :

( V I . 1 ) p^ = (X.Y. i . j . î rJ

où TT est défini par :

(V I .2 ) Vg <= A ( X x Y ) Tr^g(x .y ' ) = [a, g [x »y'] ] .

Nous appelons maintenant stratégies non anticipatives de Xavier et Yves les

ensembles X , et /„ ( c f . ( I V . § 3 . a ) )
UM UN

(V I .3 ) X^ = { ç €= F(î ' .X)/¥i e (N Ç^ : Y -^ X ne dépend pas de y^ ,y^ ., , . . . }

(V I . 4 ) y^ = {n € F ( X , Y ) / V j e (N n . : î -^ Y ne dépend pas de x.^,x^,...}

On vér i f ie aisément que ( X , , V ) const i tue un couple décisionnel et même que

pour tout ( Ç , n ) , F ( Ç , n ) a exactement un point . Autrement dit il existe un
i\, r\^

unique prolongement des jeux sur X x Y associé au couple décisionnel (\r»^jf f)

( c f . définition (III.2)). Appelons le p . Alors le jeu itéré de mesure a

à information parfaite est le composé de p- avec p-.

Il y a une façon plus simple de le définir, en décrivant à quelle façon

de jouer le jeu initial il co r respond :

fXavier choisit x € X puis Yves (informé de x . ) choisit

(V I .5 ) J

[y. £ Y , puis Xavier (informé de y . ) choisit x? € X, e tc . . .

Le paiement est alors :

(VI .6) ta,(g(x,,yj)),^].

Nous savons ( c f . IV .§ .3 théorème ( I V . 2 ) ) que lorsque a est dans ^(tN2), les

jeux itérés à information parfaite sont jouables. Nous pouvons supposer

qu'il en est de même dans le cas général, mais puisque chaque élément de

[^(EN 2 ) ] ' - ^(IN2) est construit à l'aide du théorème de Hahn-Banach, un

tel résultat général semble hors de portée. La jouabilité des jeux itérés

dont la mesure est dans A (IN ) peut être déduite des résultats généraux de

[Gale Stewart] mais, dès que a est dans [^"(IN2)]' - A^ tN 2 ) , elle n'en découle

plus .
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Nous allons, à titre d'exemple, étudier dans un jeu itéré de ce type la
jouabilité, la nature et la construction des stratégies optimales.

Définition ( V I . 1 ) .

Un jeu itéré ergodique est un jeu itéré à information parfaite, dont la
mesure a vérifie

( V I . T ) ' [ a . g ( x . y ) ] = lim ̂  ̂ [ g ( x ^ . y ^ ) + g ( x ^ . y ^ ) ]

Nous savons ( c f . I I . § . 4 . c ) ) qu'il existe une infinité de mesures a vérifiant

( V I . T ) et par conséquent une infinité de jeux itérés ergodiques. Mais nous
allons montrer en V I . § . 2 que non seulement la valeur, mais les stratégies

optimales d'un tel jeu ne dépendent pas de la mesure a choisie. Ce qui-nous

permettra (lorsque le théorème ( V I . 1 ) s'applique) de parler " d u " jeu itéré

ergodique. Terminons ce paragraphe par une description "extensive" du
jeu itéré ergodique.

Xavier choisit x^ € X puis Yves choisit y. € Y puis

Xavier choisit x^ G X e t c . . . . . Le jeu est à information
( V I . 8 ) ^ parfaite et le paiement est la moyenne de Cesaro des

paiements "instantanés" rencontrés :

g ( x ^ , y ^ ) , g ( x ^ , y ^ ) , g ( x ^ , y ^ ) , e t c . . .

V I . 2 . RESOLUTION DU JEU ITERE ERGODIQUE.

Définition ( V I . 2 ) .

Dans un jeu Ltéré à information parfaite on appelle stratégie station-

naire de Yves et on note Û , une application de X dans Y (une règle de déci-

sion ) . On identifie Q à une stratégie non anticipative de Yves par la for-
mule :

( V I . 9 ) Q : X ̂  Y Q ( x ) = ( ^ j ) ) ^

De même on appelle stratégie stationnaire de Xavier et on note ( x , P ) un

couple formé d'une stratégie pure (coup initial) et d'une application de Y

dans X (une règle de d é c i s i o n ) . On identifie ( x , P ) à une stratégie non
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anticipative de Xavier par la formule :

( V I . 1 0 ) ( x , P ) : Ï ̂ 1 ( x , P ) ( y ) = ( x . P ( y ^ . . . . . P ( y ^ ) . . . . )

Nous supposons maintenant que X et Y sont compacts et que g est une fonction
continue pour pouvoir résoudre le jeu itéré ergodique qui prolonge le jeu
initial g :

Théorème ( V I . 1 ) .

Supposons que X et Y sont compacts et que g est une fonction continue :
a ) II existe un unique nombre réel v tel que le système suivant, dont les
inconnues sont les fonctions continues A ( y ) et B ( x ) ait une solution :

f '1) A ( y ) = sup [ g ( x , y ) + B ( x ) ] - v
( V I . 1 1 ) J x€X

ii) B (x ) = inf E g ( x . y ) + A ( y ) ] - v
1 y€-Y

-V-y € y

•v-x e x

b ) Ce nombre v est la valeur du ( d e tous les) jeu itéré ergodique qui prolonge
le jeu initial g . Toute stratégie stationnaire ( x ,~P} de Xavier telle que
P vérifie :

( V I . 1 2 ) -V-y € Y g ( P y . y ) +• B ( P y ) = sup [ g ( x , y ) + B ( x ) ]
x<=X

est optimale pour Xavier (quel que soit x . ) . De même toute stratégie
stationnaire Q de Yves qui vérifie :

( V I . 1 3 ) Vx € X g ( x , Q x ) + A ( Q x ) = inf [ g ( x , y ) + A ( y ) ]
y€Y

est optimale pour Yves.

Soit ( P , Q ) un couple de stratégies stationnaires optimales pour Xavier
et Yves. Appelons ( x , y ^ , x ,y , . . . , x _ , y . , . . . ) une trajectoire "compatible"
avec P et Q , c ' e s t à dire telle que :

( V I . 1 U ) y^ = Q x ^ ; ̂  = P y ^ ; . . . ; y^ = Qx^; x^.= Py^;

Alors l'optimalité de ( P , Q ) s'exprime comme suit :

¥x € X lim sup — E E g ( x . , Q x _ ) + g (x , . Q x . ) ] ^
N->»+°° '-" i=1 1 1 1" 1

( V I . 1 5 ) ^

1 v = lim ïïn E ^(^n >y. ) + 6 ( x , +1 .y,-) ] i
N^+oo da i=1 1 1 1 + 1 1

1 lim inf ̂  ^ [ g ( P y ^ . ^ . y ^ ) + g ( P y ^ , y ^ ) ] Vy G Y .
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On constate en particulier que le "coup initial" x , de Xavier n ' a aucune
influence. Donc ( . P , Q ) est encore optimal dans le jeu itéré ergodique où
Yves "joue le premier". Donc la valeur ergodique v , ne dépend ni du premier
joueur, ni des n premiers coups joués (quel que soit n ) .

En ce sens le jeu itéré ergodique est "asymptotique". Remarquons
enfin que la jouabilité du jeu itéré ergodique découle de [Gillette] et aussi
de [Shubert] dans le cas où X et Y sont finis.

Démonstration du théorème ( V I . 1 ) .

Etape 1 : II existe un triple! ( A , B , v ) qui vérifie le système ( V I . 1 1 ) .
Soit C ( X ) l'espace de Banach des fonctions continues sur le compact X muni de
sa norme

. B € C ( X ) I B « = sup | B ( x ) | .
x€X

Quand il n ' y a pas d'ambiguïté nous notons :
B € C ( X ) sup B = sup B ( x ) ; inf B = inf B ( x )

xëX x€X
Soit 9 € C ( X ) la fonction constante et égale à 1 et soit { 8 } la droite vec-
torielle qu'elle engendre dans C ( X ) . Nous notons C et s respectivement
l'espace de Banach quotient et la surjection canonique

( V I . 1 6 ) C ( X ) ^ Ô = C ( X ) / { 6 }

Définissons alors l'application i :

fà ̂  C ( X )
( V I ' 1 T ) . [ i ( B ) - B - (SUR B ^ inf B^ ̂  ̂^ ̂

II -est clair que i est bien définie et est un relèvement de s :

( V I . 1 8 ) s o i = idç

Ce relèvement est 2-lipschitzien, grâce au :

Lemme.

Soient B et B dans C ( X ) telles que :

( V I * 1 9 ) sup B^ + inf B = sup B + inf B = 0.
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Alors on a :

( V I . 2 0 ) BB^-B^ ̂  sup | { B ( x ) - B ( x ) } — — { B ( x ' ) - B . ( x ' ) } |
x , x ' ' '-

Démonstration du lemme.

Soit e le terme de droite de l'inégalité ( V I . 2 0 ) . Soit x fixé dans
X , on a :

( V I . 2 1 ) ¥x 6 x B , ( x ) - B g ( x ) = B , ( X Q ) - B ^ X Q ) + e ( x ) avec | e ( x ) | ^ e .

Donc

( V I . 2 2 ) sup B^ ̂  (sup B^) + B ^ ( X Q ) - B ^ ( X Q ) - e

( V I . 2 3 ) inf B^ ̂  (inf B^) + B^X^Î-B^XQ) - £ .

En ajoutant ( V I . 2 2 ) et ( V I . 2 3 ) et tenant compte de ( V I . 1 9 ) i-1 vient

( V I . 2 ^ ) B ^ ( X Q ) - B^( x ^ ) i e .

Symétriquement on trouve

( V I . 2 5 ) B ^ ( X Q ) - B ^ ( X Q ) t -£

Comme x^ était quelconque il vient

( V I . 2 6 ) "B.i-B^ ̂  £

Le lemme est acquis.

Maintenant il est clair d'après ( V I . 1 7 ) que :

( V I . 2 7 ) ¥B € à s u p ( i ( B ) ) + i n f ( i ( B ) ) = 0

Donc nous pouvons appliquer le lemme à i ( B ^ ) et i ( B ) pour tous B et B .
Comme il est clair que

( V I . 2 8 ) VB € c ( X ) ï s ( B ) r = - sup | B ( x ) - B ( x ' ) | ,
x , x '

il vient en appliquant le lemme à i ( B ) et i ( B )

( V I . 2 9 ) » i ( B ^ ) - i ( B ^ ) l ^ ̂  2l s ( i ( B ^ ) - i ( B ^ ) ) 11 ̂

Or s est linéaire et i un relèvement ( V I . 1 8 ) ; donc
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( V I . 3 0 ) » i ( B ^ ) - i ( B g ) « ̂  2llB^-B « ,

Nous avons donc montré que i est 2-lipschitzien. Définissons alors les
2 opérateurs ((> et ip

( V I . 3 1 ) <(> : C ( X ) ^ C ( Y ) : < ( > ( B ) ( y ) = sup [ g ( x , y ) + B ( x ) ]
x

( V I . 3 2 ) . ^ : C ( ï ) ->• C ( X ) : i ^ ( A ) ( x ) = inf [ g ( x , y ) +A(y ) ]
y

Et posons :

( V I . 3 3 ) H : C ( X ) -> C ( X ) H = ^ o <(>

Comme 4> et ^ le sont, il est clair que H est 1-lipschitzien.

Comme les fonctions g ( . , y ) € C ( X ) forment un ensemble équicontinu de

fonctions dans C ( X ) , elles y ont un module commun d'équicontinuité. Soit p

ce module. Si E désigne l'ensemble des fonction de C ( X ) qui admettent p

pour module d'équicontinuité, il est clair que :

( V I . 3 4 ) H ( C ( X ) ) C E .

Comme E est convexe et saturé pour la relation d'équivalence { 9 } , son quotient
E = s ( E ) est également convexe :

. . . . . i ( B ) + i ( B )
( V I . 3 5 ) B^ € E ̂  i ( B ^ ) , i ( B ^ ) € E => —————^———2- € E

De plus, H respecte la relation d'équivalence

( V I . 3 6 ) H ( B + À 9 ) = H ( B ) + \Q

Donc H passe au quotient en H et d'après ( V I . 3 U )

( V i . 3 7 ) H ( Ô ) C E

Maintenant nous remarquons que É est compact dans C : Soit en effet une

suite ( B ^ ) d'éléments de É . Alors i ( B ^ ) est une suite d'éléments de E et

( V I . 3 8 ) sup | i ( B ^ ) ( x ) - i ( B ^ ) ( x ' ) | ̂  sup | g ( x , y ) - g ( x • . y ) | < + o ox »x ' y »x , x '
Donc d'après le lemme appliqué à i ( B ^ ) et à la fonction nulle, la suite

{ i ( B ^ ) } est "bornée. Comme elle est équicontinue, elle admet d'après le
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théorème d'Ascoli une sous-suite convergente dont la limite est dans E
(qui est fermé). L'image de cette sous-suite par s (qui est continu) conver-

ge donc dans E et la compacité de E est acquise. Il nous reste à montrer que

H est continue pour pouvoir affirmer que H , qui Laisse invariant le convexe

compact E , y admet un point fixe. Or si B et B sont dans Ô , on a

( V I . 3 9 ) B H ( B ^ ) - H ( B ^ ) H ç = l l s [ H ( i ( B ^ ) ) - H ( i ( B ^ ) ) ] l l ^

Comme s est de norme 1 et H 1-lipschitzienne il vient :

( V I . 4 0 ) l l H ( B ^ ) - H ( B ^ ) l l ç ̂  l l i ( B ^ ) - i ( B ^ ) B ^

D'après ( V I . 3 0 ) on a :

( V I . 4 1 ) » H ( B ^ ) - H ( B ^ ) 1 ç ̂  2BB^-B^B,

Donc H est continue et possède un point fixe B dans Ê . Si B est un représen-
tant de B il existe donc un' nombre réel v tel que :

( V I . 4 2 ) H ( B ) = B + 2.v6^

Posons alors :

( V I . 4 3 ) A = < ) > ( B ) - v9

( V I . 4 4 ) B = H ( B ) - 2 v 6 ^ = , F [ ( ( ) ( B ) - v 6 y ] - v0^ = ^A)-v6

Donc ( A , B , v ) vérifient le système ( V I . 1 1 ) .

Etjj2.e_2-: Un couple ( P , Q ) vérifiant ( V I . 1 2 ) et ( V I . 1 3 ) est un point selle
du jeu itéré ergodique. Soit ( y . ) une suite quelconque de Y , notons

j

( x ^ ) . ^ la. suite de X :

( V I . 4 5 ) . x ^ = Py^ : x^ = Py^, x^ = Py^.

A l'aide de ( V I . 1 2 ) et de ( V I . 1 1 . i i ) calculons :

( V I . 4 6 ) A ( y ^ ) = g ( x ^ . y ^ ) + B ( x ^ ) - v ̂  g ( x ^ , y ^ ) + g ( x ^ . y ^ ) + A ( y ^ J - ̂

• • • .1 g ( x ^ , y ^ ) + g ( x ^ , y ^ ) + g ( x ^ . y ^ ) + B ( x ) - 3v ̂  . . .
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Nous en déduisons

N
(VI.47) A ( y ^ ) ^ S tg(x^ .y^)+g(x^ ,y^.^j

(VI.48) A ( y ^ ) i ^ [e(^^yi)+e(x^.y^)] + ë^^N^ + B(x^)-(2N+D.
i=1

Par conséquent,

(VI.49) v ^ lim inf ̂  ^ [g(x^,y^) .+ g^^,y^)]

En utilisant la relation ( V I . 1 3 ) et ( V I . 1 1 . i ) on en déduirait la seconde partie

de la relation ( V I . 1 5 ) . Celle-ci établit que (P ,Q) est un point selle et que

v est la valeur du jeu.

Etape 3 : Si le nombre v est tel que le système ( V I . 1 1 ) associé possède une

solution formée de fonctions continues A ( y ) et B (x ) alors v est la valeur

du jeu ergodique. Donc un tel nombre v est unique.

V I . 3 . COMPLEMENTS DANS LE CAS FINI. EXEMPLES.

Commençons par traiter l'exemple où X et Y ont 2 éléments. Alors la

fonction de gain initiale g s'écrit :

fa b ]
( V I . 5 0 ) g = X = les lignes Y = les colonnes.

[c dj

Dans ce cas on calcule aisément la valeur ergodique v ( g ) et on trouve :

( V I . 5 1 ) v^(g) = ["sup {inf(a,b), in f (c ,d)} = sup inf g si &+ +c+ ^ sup inf g

inf ( s u p ( a , c ) , s u p ( b , d ) } = inf sup g si a——i——°- ^ inf sup g

a+b+c+d

Autrement dit, si eu désigne l'élément de A ' ( X x Y)

(V I .52) CQp,g] = -^-(a+b+c+d)

alors v est égale à v définie en ( V . 1 6 3 ) .

Nous allons dans 2 cas particuliers calculer les solutions du. système ( V I . 1 1 )

r a -si
•^e^,) » •i;-(2-3-'H-l) = -1(vi.53) e, »

L-u iJ
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On vérifie aisément que A et B constituent une solution du système ( V I . 1 1 ) :

(VI. 5^ ) A = [3 ,2 ] B = [^j

et que tous les couples (A, , B,) const i tuent aussi une solution :

( V I . 5 5 ) A , = [ 3 + À , 2 + À ] [;J
On vérifie enfin que les couples ( A , B ) constituent toutes les solutions du
système ( V I . 1 1 ) . Soit un autre exemple :

[20 -ïi
( V I . 5 U ) ' g^ = ^̂  ss inf sup S2 = 1 *

Alors une solution de ( V I . 1 1 ) est ( A , B ) :

( V I . 5 5 ) ' A = [ 1 9 . 2 ] B = [ ° |

et toutes les solutions de ( V I . 1 1 ) sont ototenues en ajoutant une constante
commune à A et B . Ces deux exemples nous conduisent à nous demander si en
général, le système ( V I . 1 1 ) admet une solution unique ( A , B ) ( à l'addition
d'une constante p r è s ) . Il n ' e n est rien, même si X et Y sont finis. Par
exemple si X et Y ont 3 éléments, considérons la fonction g dont la forme
matricielle est :

-1 0

(V I . 56 ) g = 0 0

1 0 -1J

Sa valeur ergodique est 0 puisque g elle même a pour valeur 0. Mais pour
tout À : 0 _^ À ̂  1 le couple ( A , B ) suivant est une solution du système ( V I . 1 1 )

X - 1
0^1JB =( V I . 5 7 ) A = [ À o A ]

Nous terminons l'étude de l'unicité ( à une constante près) de ( A , B ) par la :

Proposition ( V I . 1 ) .

Si X et Y sont finis, il existe un ouvert dense Î2 de A ( X x Y ) tel
que à toute fonction de gain initiale g dans Sî, le jeu itéré ergodique fait
correspondre un système ( V I . 1 1 ) dont les solutions ( A , B ) sont uniques ( à l'addi-
tion d'une constante p r è s ) .
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Cette proposition montre que s i x et Y sont finis, il est "raisonnable"

de supposer que le système ( V I . 1 1 ) a une solution unique.

Démonstration.

Si P est une règle de décision de Xavier (par abus de language une "straté-

gie stationnaire" de Xavier) et si Q est une règle de décision de Yves. (sans

abus de language une stratégie stationnaire) alors nous appelons "trajectoire

issue de x"lorsque Xavier et Yves jouent selon P et Q la suite t :

( V I . 5 8 ) t = . ( ( x , Q x ) , ( P Q x , Q x ) , ( P Q x , Q P Q x ) , . . . )

et aussi "trajectoire issue de y"lorsque Xavier et Yves jouent selon P et
Q la suite t ' :

( V I . 5 9 ) t ' = ( ( P y , y ) , ( P y , Q P y ) . ( P Q P y , Q P y ) , . . . )

Soit P , Q un couple de stratégies stationnaires. Alors la trajectoire issue

d'un point quelconque lorsque les joueurs jouent selon P et Q , comporte un

cycle. Soit C un tel cycle, il est de la forme :

( V I . 6 0 ) C = { ( x ^ . y ^ ) ( x ^ . y ^ ) . . . ( x ^ . y ^ ) ( x ^ y y ) }

Notons G ( C ) le gain moyen sur un tel cycle.

( V I . 6 1 ) G ( C ) = ̂  C g ( x ^ y ^ ) ^ . . . + g ( x ^ ) ]

Alors il existe un ouvert dense de A ( X x Y ) dans lequel :

( V I . 6 2 ) C i- C ' =» G ( C ) ^ G ( C ' )

Soit g une fonction de gain sur X x Y vérifiant ( V I . 6 2 ) . Si v est la'valeur

ergodique associée à g , alors il existe un unique cycle C tel que :

( V I . 6 3 ) v = G ( C ) .

Soit ( x , y ) un point de C . Soient ( A ^ . B ^ ) et ( A ^ , B ^ ) 2 couples de fonctions

vérifiant le système ( V I . 1 1 ) . Soient ( P ^ . Q ^ ) et ( P ^ . Q g ) 2 couples de straté-

gies optimales obtenues respectivement à partir de ( A , B ) et de ( A B ) .
Alors le couple ( P ^ , Q ^ ) forme un point selle du jeu itéré ergodique.
Soit t la trajectoire issue d' u n point y quelconque :

(V I .64) t = ( x ^ y ^ ) ( x ^ y ^ ) ( x 3 . y ^ ) . . . ( x ^ y ^ ( x ^ 1 , y ^ ) . . .
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Puisque le gain ergodique le long de cette trajectoire est v, il existe un

indice n tel que

(v i .65) (^'y^ = ^'^ (ou bien ^n+r^ =î ^97})

Or, ( A ^ , B ^ ) vérifient le système ( V I . 1 1 ) et par construction de P on a donc

(VI.66) p^y) = g ( P ^ y . y ) + B ^ ( P ^ y ) - v

|_B^(x) .1 g (x .Q^x) + A ^ ( Q ^ x ) - v

En appliquant ces relations le long de la trajectoire t il vient :

(VI .67) A ^ ( y ^ ) ^ g ( x ^ , y ^ ) . + ... + g(x^,y^) + A ^ ( y ^ ) - 2 (n- l )v .

Puisque (A^ ,B^) vérifient le système ( V I . 1 1 ) et par construction de Q on a :

(VI .68) R^y) 2L 6 ( P ^ y , y ) + B ^ ( P ^ y ) - v

LB^Y) = g (x ,Q^x ) + A g ( Q ^ x ) - v

L'applicat ion de ces relations donne

(VI .69) A ^ ( y ^ ) ^ g ( x ^ . y ^ ) + ... + ê(x^.y^) + A ^ ( y ^ ) - 2 ( n - t ) v .

En soustrayant (VI .69) de (VI .67) et en tenant compte de (V I .65 ) il vient :

(VI.70) ¥y €= y A ^ ( y ) - A ^ ( y ) ^ A ^ ( y ) - A ^ ( y ) .

Par symétrie on en tire :

( V I . 7 1 ) ¥y e Y A ^ ( y ) - A ^ ( y ) = A ^ ( y ) - A ^ ( y ) .

Donc A et A d i f f è ren t d ' une constante et B et B également ( c ' e s t la

m ê m e - c o n s t a n t e ) .
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