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0. Introduction.

a) La théorie des jeux décrit formellement les situations que plusieurs individus
(1les joueﬁrs) peuvent influencer et qu'ils apprécient différamment.
Le'casvlé plus-simple qu'envisage la théorie (cf. [Von Neumann, Morgenstern]) est
celui des jeux & deux personnes de somme nulle : les deux joueurs -ont une appré-
ciation exactementvopposée de la situation. Appelons Xavier et Yves ces deux
. joueurs et désignons par X l'ensemble des stratégies pures de Xavier et par Y
l'ensemble des ;tratégies pures de Yves. C'est & dire que Xavier controle libre-
ment la stratégie x € X et que Yves controle librement y € Y. Lorsque les deux
Jjoueurs ont choisi leur stratégie pure, soient x et y, la situation qui en résulte
est décrite par le couple (x,y). L'appréciation que Xavier porte sur cette situa-

tion (son "utilité") est décrite par une fonction g, dite fonction de gain
(1) g : XxY~+>R

Plus le gain g(x,y) est grand et plus Xavier est satisfait de cette situation.
Dire que le jeu est "de somme nulle", revient & dire que Yves sera d'autant plus
satisfait de la situation que le gain g(x,y) est plus petit. Autrement dit

1'"utilité" de Yves est décrite par la fonction -g.

b) A partir de ce schéma, la théorie tente de définir un "bon" comportement de
Xavier et un "bon" comportement de Yves, c'est & dire de privilégier certaines
situations au vu de la fonction de gain g. Précisons cela : si Xavier choisit
la stfatégie pure x, il est certain de s'assurer, quoique joue Yves, un gain au
moins égal a

(2) - inf g(x,y).
y .

Donc un choix approprié de x lui permettra de s'assurer un gain supérieur ou égal 3

(3) sup inf g(x,y)
X y
(en supposant que ce "sup" est atteint). De la méme fagon on constate que Yves,

en jouant "bien", peut s'assurer un gain inférieur ou égal 3

(%) inf sup g(x,y)

¥y x
(n'oublions pas que Yves cherche & minimiser le gain). Or, quelle que soit 1la
fonction de gain g, le gain minimal de Xavier ((3)) et le gain maximal de Yves

((4)) sont 1iés par :



(5) sup inf g(x,y) < inf sup g(x,y).
x -y ¥ x
Donc, nous avons deux cas 4 envisager, selon que 1'inégalité (5) est, ou non,

une égalité :
ler cas : sup inf g(x,y) = inf sup g(x,y).
x y y x
' Dans ce cas considérons une stratégie % de Xavier qui lui permet de s'assurer
sup inf g(x,y) et une stratégie y de Yves qui lui permet de s'assurer
izf sip g(x,y) (en supposant que le "sup" est atteint dans (3), comme 1'"inf"

y x
dans (k4)).

Alors appelons "valeur" du jeu et notons v cette quantité commune

(v = sup inf g(x,y) = inf sup g(x,y)). On a :
x Y y o ox- '

(6) ¥x € X g(x,y) < sup g(x,y) = v = inf g(x,y) < g(x,y) ¥y € Y.
X .Y .

Par conséquent (x,y) est un "point selle" de la fonction v c'est & dire qu'il

vérifie
(1) ¥x € X g(x,y) < g(x,¥) = v < glx,y) ¥ € Y.

N

Et la situation (x,y) constitue bien 1'dquilibre cherché puisque si, & pa;tir de
cet équilibre, Xavier ‘(ou Yves) change de stratégie, cela ne peut que lui nuire.
2eme cas : sup inf g(x,y) < inf sup g(x,y).

X ¥y . y x
Dans ce cas il n'existe pas de point selle ((7)) et le mod&le ne permet pas
de sélectionner un équilibre en un sens satisfaisant, ni un comportement "optimal"
de Xavier ou Yves. Il permet simplement d'indiquer que la valeur du jeu (si nous

arrivons & lui donner un sens) sera nécessairement un nombre de "l'intervalle de

dualité"

(8) [sup inf g(x,y), inf sup g(x,¥y)l

x ¥y y x
c¢) L'intérét de la théorie des jeux est maintenant de proposer des moyens d'éli-
miner 1'instabilité fondamentale des jeux dont l'intervalle de dualité n'est pas
réduit & un point (2éme cas). Et ce but ne peut &tre atteint qu'en enrichissant
la structure mathématique du mod&le. La Solution traditionnelle (cf. [Von Neu-

mann Morgenstern]) est la suivante : Supposons que Xavier et Yves puissent



choisir de jouer, non seulement une de leurs stratégies pures, mais aussi toute
répartition de probabilité‘sur l'ensemble de leurs stratégies pures et ceci de
fagon mutuellement indépendante. Alors si Xavier "joue" la répartition de pro-
babilité P et si Yves "joue" la répartition de probabilité Q; le gain qui en

résulte est le suivant

(9) Jxxy 8(xs¥)dP(x)aQ(y).

Le résultat fondamental (connu sous le nom de Théor&me du minimax de Von Neu-
mann) est que le jeu ainsi redéfini poss&de une valeur, appelé la valeur mixte

du jeu, qui appartient & l'intervalle de dualité (lorsque X ou Y est fini).

d) Au cours de la redéfinition du jeu que nous venons d'indiquer 1l'opération

mathématique utilisée a été la suivante

i) On a prolongé l'ensemble des stratégies pures de Xavier (resp. Yves) 3 son
"enveloppe convexe" : l'ensemble des répartitions de probabilité sur X
(resp. Y).

ii) On a prolongé la fonction de gain g, initialement définie sur X x Y en une
fonction de gain définie sur le produit des ensembles de stratégies prolon-
gées (les répartitions de probabilité sur X et Y). Ce proiongement de la

fonction g a consisté essentiellement en une linéarisation ((9)).

e) Dans cette étude nous allons, de fagon analogue, définir abstraitement une

large classe d'opérations de prolongements de ce type (le prblongement mixte

sera un cas particulier de prolongement). Chaque prolongement sera donc une
redéfinition des ré&gles du jeu, et décrira donc une nouvelle "fagon de jouer le
jeu". Les prolongements qui nous intéresseront particuliérement seront les pro-
longements "jouables" c'est & dire tels que pour toute fonction de gain initiale,
la fonction de gain prolongée poss&de une valeur (chapitre I). Ensuite nous
étudierons plus spécialement certains types particuliers de prolongements

o) Nous définirons d'abord les prolongements sans échange d'information entre

Mais nous définirons beaucoup d'autres prolongements qui corresp&ndent a des
fagons différentes de jouer le jeu, et qui, toutes, donnent & la fonction
de gain prolongée la valeur mixte.

B) Nous définirons ensuite les prolongements par échange d'information (chapitre

III) dont un exemple typique est le suivant : Xavier choisit le premier sa



stratégie pure et informe Yves de son choix, et Yves choisit alors sa straté-
gie pure. Nous verrons qu'il' y a beaucoup d'autres prolongements par échange
d'information jouables et qui donnent 4 la fonction de gain prolongée des
valeurs différentes.

y) Dans le chapitre IV nous définissons les prolongements avec échange partiel
d'information, c'est a4 dire ceux qui sont un mélange (un.composé) de prolonge-
ments des deux types précédents.

§) Nous en venons alors 3 1'étude de tous les prolongements jouables (chapitre
V) : 3 toute fénction de gain initiale g de teis prolongements associent la
valeur v(g) de la fonction prolongée. Nous caractériserons toutes les "fonc-
tions valeur" g > v(g) qu'on peut ainsi obtenir. Nous montrerons ensuite que
toutes les fonctions valeur peuvent &tre obtenues & l'aide d'un prolongement
avec échange partiel d'information (en ce sens les prolongements avec &change
partiel d'information sont donc exhaustifs). .

¢) Enfin dans 1'Appendice nous étudierons un prolongement trés particulier : le
jeu itéré ergodique qui conduit & la résolution d'un intéressant probléme
de programmation dynamique.

Notations utilisées.

a) Si 7z désigne un ensemble, A(Z) désigne l'espace vectoriel des fonctions bor-

nées sur Z. C'est un espace de Banach pour la norme
(0.1) h € A(2) Ihl = sup |h(z)]
z€7Z

Il est muni de l'ordre partiel
(0.2) h, > h, : ¥z € 2 h1(z) > h2(z)

et on désigne par 6 € A(Z) la fonction constante et égale & 1.
On désigne par A'(Z) le dual topologique de A(Z) et par A;(Z) son simplexe,
c'est 4 dire l'ensemble convexe (et faiblement compact) des formes linéaires

u sur A(Z) qui sont "positives et de masse 1"

(0.3) ¥h € A(Z) : h > 0 ® [u,h] >0

(0.4) [u,0] = 1.
Nous notons & l'injection cannonique

(0.5) § 2 > A{(z) ¥z € 2 ¥h € A(2z) [6z,h] = h(z).
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b) Si X et Y désignent 2 ensembles alors A(X) et A(Y) sont naturellement inclus

dans A(X x Y) par i et j
(0.6) g € A(X) : i(g)(x,y) = g(x) i(g) € A(X x Y)

Les transposés i' et j' de ces injections envoient A;(X x Y) dans Ai(X) et A;(Y)
respectivement. On les note Py et Py respectivement.

Si @ désigne le produit tensoriel,défini si B4 ou vV est une mesure discréte.
(0.7) . uEAN(X); v EA(Y) H@® v EANX x Y)

alors on a

(0.8) b ®v) = w3 py (@) = v.

Ce travail n'a pu étre mené & bien que gréce aux
multiples conseils et aux encouragements permanents de
Monsieur J.P. AUBIN. Qu'il veuille bien accepter, en
éuise de modeste retour, l'gxpression de ma profonde

gratitude.

Je tiens également & remercier Monsieur J.M. LASRY
pour son importante collaboration, et Messieurs I. EKE-
LAND, F. LANERY et L. TARTAR pour leurs conseils ami-

caux.
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I. PROLONGEMENTS.

I.1. DEFINITION D'UN PROLONGEMENT.

On se donne 2 ensembles X et Y qui sont appelés respectivement les ensembles

‘de stratégies pures de Xavier et de Yves.
Définition (I.1).

Un prolongement p des jeux sur X x Y est la donnée des cing objets su%vants :

(I.1) p o= (X,Y,i,5,m)

&

i et j sont 2 injections

(1.2) = i : X+ X Y >y

et ol m est un opérateur linéaire :

(1.3) T A(X x ¥) > A(X x V)
tel gque

(I.4) m est positif et w(e) = o
et tel gue

i) ¥g € A(X x Y) ¥x € X inf g(x,y) < inf =g(i(x),n)
YEY ney
(1.5)

ii) ¥g € A(X x Y) ¥y € Y sup g(x,y) > sup ng(&,j(y)).
x€X EEX

On appelle ensemble des .stratégies prolongées les ensembles X et ¥ : les injec-
tions i et j identifient X et Y respectivement & un sous ensemble de X et & un
sous ensemble de ¥ (I.2). Le choix d'une fonction g € A(X x Y) détermine un
"jeu initial" (Xavier maximise g et Yves minimise g) et le "jeu prolongé" de,ée
jeu initial est alors (sous forme normale) ‘décrif par la fonction de gain

(1.6) g : X x Y >R

Ainsi 7 est appelé 1l'opérateur de prolongement.

L'hypothése (I.Lk) exprime que cet opérateur est croissant (pour les rela-
tions d'ordre di A(X x Y) et de A(X x V)) et laisse invariant les fonctions
constgntes. L'hypoth&se (I.5.i) exprime qu'en jouant une stratégie "pure" i(x)

. P . . s .
dans le jeu prolongé, Xavier s'assure au moins le méme gain qu'en jouant la méme
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stratégie dans le jeu initial. Si cette hypoth&se n'était pas safisfaite, Xavier
aurait une raison valab;e de refuser de jouer le jeu prolongé. L'hypothése
(I.5.ii) exprime de méme qu'une stratégie "pure" j(y) de Yves lui permet de
s'assurer dans le jeu prolongé un gain au moins &égal & celui qu'il peut s'assurer

dans le jeu initial. De ces deux hypothdses on déduit la :

Proposition (I.1).

Soit p = (X,Y,i,j,m) un prolongement des jeux sur X x Y. Alors on a

(1.7) ¥g € A(X x Y) ¥(x,y) € X x Y 7gli(x),i(y)) = glx,¥)
et
(1.8) ¥g € A(X x Y) sup inf g(x,y) < sup inf wg(g,n) <

X ¥y 3 n

| A

inf sup ng(g,n) < inf sup g(x,y)
n 3 y X

Nous démontrons cette proposition en méme temps que la propositio; (1.2). Elle

montre d'une part (relation (I.7)) que mg est égale & g si on la restreint &

i(X) x j(X) autrement dit que mg mérite bien le nom de f&nction "prolongée" de

la fonction de gain initialeg. D'autre part la relation (I.8) montre que 1l'inter-

valle de dualité [sup inf g, inf sup gl ne peut que réduire au cours du prolonge-
x ¥y y x

ment. Autrement dit si la fonction de gain initiale g poss&de une "valeur", la

fonction prolongée mg posséde la méme valeur.

Les prolongements les plus intéressants sont les prolongements tels que T7g

possé&de toujours une valeur (méme si g n'en possdde pas) qui appartient donc

N

nécessairement & l'intervalle de dualité [sup inf g, inf sup gl.
X Yy y b
Définition (I.2).

On dit qu'un prolongement p = (X,Y,i,j,m) des jeux sur X x Y est jouable

si on a ¢
(1.9) ¥g € A(X x Y) sup inf mg(&,n) = inf sup ng(&,n)

g n n 3
Un prolongement jouable des jeux sur X x Y décrit donc une "bonne" fagon de
"jouer" les Jjeux sur X x Y puisqu'il décrit comment prolonger les espaces de
stratégies de Xavier et Yves, et comment prolonger la fonction de gain initiale,
pour obtenir un jeu prolongé possédant toujours une valeur, c'est & dire un jeu
prolongé "equilibré". L'étude des prolongements jouables (au chapitre V) carac-

térisera toutes les "bonnes" fagons de jouer le jeu initial et nous permettra

.
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.

de justifier a posteriori l'hypoth&se de linéarité de l'opérateur m (seule hypo-
thdse dans la définition (I.1) qui n'est "naturelle" que du point de vue stric-
tement mathématique).
I.2. FORME TRANSPOSEE D'UN PROLONGEMENT.

Nous allons donner une caractérisation plus maniable des prolongements :

Proposition (I.2).

Soient X et Y fixés ainsi que les espaces de stratégies prolongées (X,Y)

et les injections (i,j) vérifiant (I.2). Alors la relation

(1.10)  ¥g e A(X x ¥) ¥(&,n) € X x ¥ nglg,n) = [77(£,n),e]

définit une bijection entre l'ensemble des opérateurs linéaires n vérifiant

(I.3) (I.4) (I.5) et 1l'ensemble des applications n*

(I.11) = X x ¥y > ANX x Y)

vérifiant
i) ¥x € X ¥n € ¥ 1¥(i(x),n) € 8, ® AL(Y)

(1.12)

1) ¥y € Y ¥c € X n™(g,5(y)) € A1(x) ® s,

Démonstration des propositions (I.1) et (1.2).

Soit p = (X,Y,i,j,m) un prolongement. Remarquons d'abord que m est un opé-

rateur continu. En effet 1'inégalité suivante, toujours vraie

(1.13) ¥g € A(X x Y) - lglo < g < Ngle

entraine d'aprés (I.L)

(I.14) ¥g € A(X x Y) - lgle < mg < lgle.
Done
(I.15)  ¥g e A(X x ¥)  Hngh < Igl et Inol = ol

' N s
c'est & dire que T est de norme 1. Par conséquent si (E,n) est fixé dans X x Y
E]

1'application

(1.16)  «®(gn) :+ AX x Y) >R : v*(e,n)lg] = nele,n)
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~

* ! se de (I.h).
est un élément de A'(X x Y). De plus 7 (g,n) est dans Al(X x Y) & cau
Vérifions maintenant que X a la propriété (I.12.i). D'aprés (I.5.i) on a :
. . x, .
(r.17) ¥g € A(X x Y) ¥x € x infl§ @ Gy,s] < 121‘[« (i(x),n),el.

Supposons qu'il existe un n dans Y tel que
(1.18) - 7*(i(x),n) € 6, ® Aj(Y).

: faiblement compact
D'aprds le théoré&me de Hahn Banach (6x@§A;(Y) est un convexe fa
6 *(3 ' t ait i1
de A'(X x Y)) nous pouvons séparer T (i(x),n) de L @)A1(Y), autremen
existe g € A(X x Y) tel que :

%, . ,n),gl < inf [6 ® v,el.
(1.19) [n™(i(x),n),e v;i;(r) x

Or il est immédiat de vérifier que :

(1.20) inf [6x®v,g] = inf [6x®6 ,81
vEA: (Y) yeY v
Les relations (I.19) et (I.20) contredisent 1'inégalité (I.17) donc 7% vérifie

(I.12.i). On montre de méme qu'il vérifie-(I.12.ii).

Ces 2 propriétés entrainent

(T.21)  #Goy) € X x ¥ v (i(x),i(x)) = 85, @6,
qui n'est autre que la relation (I.7). Quant & la relation (I.8) elle est une
conséquence directe des relations (I.5.i) et (I.5.ii). Donc la proposition (I.1)

est démontrée. Pour démontrer la proposition (I.2) nous devons encore montrer

que si 7" est une application de X x Y dans A;(X x Y) vérifiant (I.12) alors

la relation (I.10) définit un opérateur de prolongement des jeux sur X x Y.

Soit domnc A(X xY) » A(X x ¥) défini par la relation (I.10). Alors la

linéarité de l'opérateur m est évidente ainsi que sa positivité. L'égalité
m(8) = 6 est vraie puisque w*(g,n) est un élément de A{(X x Y).

Enfin on a, d'aprés (I.12)

(1.22) inf mg{i(x),n) inf [n*(i(x),n),gl > inf [§ @ v, gl
n n VEA;(Y)

-

Donc, d'aprés (I.20)

(I.23) inf wg(i(x),n) > inf [§_@® 6_,g] = inf g(x,y).
n ¥ Ty ¥
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On démontre de méme que m vérifie (I.5.ii).

Remargue (I.1).

On surait pu définir ﬁ* d l'aide Ae la transposition : le transposé 7' de
l'opérateur m
(I.24) T AY(X x ¥Y) » AV (X x Y)
est visiblement positif puisque m l'est. Puisque = 1ais§e invariant les fonc-
tions constantes on a clairement :

(I.25) n'[A;(x x Y)Yl c A;(x x Y).

s

N
Alors n* stidentifie 3 la restriction de 7' & 6(X x V) et n' & l'application

linéarisée de n* (cf. [Aubin, Moulin]).

Définition (I.3).

Deux prolongements des jeux sur X x Y,p1 = ( X1,V1,i1,j1,n1) et

’

p2 = (X2,Y2,i2,j2,n2) sont isomorphes s'il existe 2 bijections b : X+ X2 et

e+ ¥ > ¥2 telles gque :
(1.26) boi'=i% co ' =32

(1.27) %', e X' x v (HEEY) = D) EeD),en)).

Il est clair que si p1 et p2 sont isomorphes on a pour toute stratégie 51 € X1

(1.28) inf w1g(£1,n1) = inf nzg(b(£1),n2)
1 2
n n
et de m@me pour toute stratégie n1 ey
1 1
(1.29) sup m'glg',n") = 3P w2e(e?,c(nh).
g! €

Donc si les prolongements P, et Py sont isomorphes, l'intervalle de dualité
[sup inf n g(£,n), inf sup = g(£,n)] ne dépend pas de i (i = 1,2).
13 n n €

I.3. EXEMPLES DE PROLONGEMENTS.

a) Le prolongement mixte. Supposons que X ou Y est fini (dans le cas général cf [riis)h.
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L'exemple fondamental de prolongement des jeux sur X x Y est le prolongement

mixte P,
(1.30)  pp = (AL(X),AL(Y),6,,8y,m )

ol 6x et GY sont les injections cannoniques définies en (0.5) qui identifient

respectivement X et Y aux mesures de Dirac de A;(X) et A;(Y), et ol LN est

1l'opérateur suivant (qui a un sens puisque X ou Y est fini)

(1.31) ¥g € A(X x Y) ¥(u,v) € A;(X) x A;(Y) : nmg(u,v) = [u®v,el.

*

Autrement dit la "forme transposée" m° du prolongement mixte est 1l'application

(1.32) wE AL, ve Al(x) - n;(u,v) =u@®v € AX xY).

Il est clair que pour tout g, la fonction T est affine par rapport & p et v
et continue si on munit A;(X) et A;(Y) de leurs topologies faibles. Et pour ces
topologies A;(X) et A;(Y) sont convexes compacts. Donc la fonction LA posséde

un point selle (cf. [Fan]) donc une valeur ce qui prouve que le prolongement

mixte est jouable. Nous noterons vm(g) la "valeur mixte" de g.:
(1.33) ¥g € A(X x Y) vm(g) = max min nmg(u,v) = min max ﬂmg(u,v)
u v v u

b) Un autre exemple.

N

Supposons que X et Y soient des ensembles finis & 2 éléments. Nous allons
donner un exemple de prolongement ol X et Y ont 4 éléments. Nous remarquons

d'abord qu'd isomorphisme pr&s nous pourrons toujours nous ramener au cas i

Y =X={1,2} €Y= X= {1,2,3,4}. Nous allons représenter un tel prolongement
par une matrice (4.4). En effet une fonction g € A(X x Y) peut &tre représentée
(suivant la représentation traditionnelle en théorie des jeux) par une matrice
(2.2) dont les lignes représentent les éléménts de X et les colonnes ceux de Y.

Soit donc

(1.34) g

Alors mg sera représenté de la méme fagon par une matrice (4.l4) dont les &1é-
ments seront des combinaisons convexes de a, b, ¢, d (puisque w*(g,n) € A;(X x Y).
Comme d'autre part X est identifi€ & un sous ensemble de X par i et Y & un sous

ensemble de Y par j, les 2 premidres lignes de la matrice représentant mg "seront"
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les stratégies pures de Xavier et les 2 premidres colonnes celles de Yves.
Autrement dit en haut et 4 gauche de la matrice mg on retrouve la matrice g.

Considérons 1l'exemple particulier ol l'opérateur m est défini par la relation

a b

d c

a (a+b+c+d)

(a+ch+d) e

y

La condition (I.5.i) est vérifiée car dans la premidre ligne de mg tous les
termes sont des combinaisons convexes de a et b et de méme dans la seconde.

De méme la condition (I.5.ii) est vérifiée car dans la premiére colonne de ng
tous les termes sont combinaison convexes de a et c et de méme dans la seconde.
Donc (I.35) représente bien un prolongement. vSous cette forme abstraite, on
ne "voit" pas & quelle fagon de jouer il correspond. Il s'agit en fait d'un
prolongement ergodique (chapitre VI) et nous décrirons en détail comment on le

joue dans le chapitre VI.

Mais ce qu'on peut remarquer directement sur la matrice mg c'est que cette
matrice a toujours un point selle quelsque soient a, b, ¢, d. (Nous laissons .

au lecteur le soin de le vérifier). Autrement dit le prolongement décrit en

(I.35) est jouable.

Dans les chapitres II et III, nous allons successivement &tudier 2 familles

de prolongements qui constitueront autant d'exemples de prolongements.
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II. PROLONGEMENTS SANS ECHANGE D'INFORMATION.

II.1. DEFINITION ET CARACTERISATION.

Dans cette partie nous identifierons A(X) et A(Y) respectivement avec les
sous ensembles de A(X x Y) des fonctions qui ne dépendent pas de y et des fonctions

qui ne dépendent pas de x.

Les projections Py ¢ A;(X x Y) » A;(X) et py A;(X x Y) »+ A;(Y) définies

en (0) sont §onc caractérisées par

(1I.1) ¥m € AI(X x Y) ¥g € A(x)‘ [py(m),g] = [m,gl
(11.2) ¥m € A;(x x Y) ¥g € A(Y) [pY(m),g] = [m,gl
Définition (II.1).

On dit que le prolongement p = (X,Y,i,j,n) est sans échange d'information

s'il vérifie la propriété suivante

(I1.3) n[A(X)] € A( X et n[A(Y)] c A(Y).

Cette propriété s'interpréte de la fagon suivante : si la fonction de gain ini-
tiale g.ne dépend pas de y (g € A(X)) cela signifie que dans ce jeu Yves est

une "potiche". Si dans le jeu prolongé mg il n'est plus une potiche cela signi-
fie qu'il a réussi & avoir une influence sur le comportement de son adversaire.
Comme cette influence ne lui vient pas d'un rdle "objectif" dans la fonction de
gain initialeg il est naturel de dire gu'elle provient d'un échange d'information
(ici de Yves vers Xavier). ©Nous verrons dans les exemples (cf. (II.§L) et
surtout le théoréme de décomposition (IV.§2)) d'autres justifications de cette
terminologie. On peut déja vérifier que le prolongement mixte est sans échange
d‘information.. Le théoréme (II.1) montrera qu'il joue un rdle crucial parmi les

prolongements sans échange d'information. Notons enfin que (II.3) entraine

(II.4) m(A(X) + A(Y)) C A(X) + A(Y).

Autrement dit si i in initi é
1 la fonction de gain initiale g est "décentralisée" par rapport

aux 2 joueurs

(II.5) g(x,y) = h(x) + 2(y)
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il en est de méme de la fonction de gain prolongée. Les prolongements sans

échange d'information "respectent donc la décentralisation”.

N

. . . x
Nous allons maintenant les caractédriser 3 l'aide de la forme transposée w .

Proposition (II.1).

Un prolongement p = (X,Y,i,j,n) est sans échange d'information si et seule-

. % PR
ment si sa forme transposée n vérifie

i) ¥g € X px[wx(i,n)]_ne dépend pas de n
(11.6)

ii) ¥n € Y pY[nx(g,n)] ne dépend pas de ¢
Démonstration.

Soit p un prolongement sans échange d'information et soit g € A(X). . Alors

on a, d'aprés (II.1)
(11.7)  wele,n) = [ (g,n),el = [p, (v (g,n)) el

et d'aprds 1l'hypothdse (II.3), ng(&,n) ne dépend pas de n. Donc pour tous g,

£, net n' on a

% x
(11.8) [py(n"(&,n)) g1 = [py(n (£,n")),el
ce qui est exactement la propriété (II.6.i). On montre de méme la propriété
(II.6.11). La réciproque est évidente a 1l'aide de la méme relation (I1.7).

Notation.

8i p est un prolongement sans échange d'information on pourra donc poser
(I1.9) £ &€ X  n3(g) = pyln*(e,m)1 € A1(X)
(IT.10) nevy ﬁ(n) = Py[n*(g,r;)] € A(Y)

Al
L'exemple type de prolongements sans échange d'information est le prolongement

mixte (cf. I.§3.a). i i * * iés s
§ ) Les applications Tx €t 7 associés sont alors 1'identité de

A;(X) et A{(Y) respectivement, puisque

(IT.11) (u,v) € Ar(x) x AV(Y) pr(u @ v) = us P, (L@ V) = v.
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II.2. LE ROLE DU PROLONGEMENT MIXTE.

Dans cette section nous supposons que X ou Y est fini.
Le théoréme (II.1) établit que la valeur mixte du jeu (I.33) appartient &
l'intervalle de dualité de tous les prolongements sans &change d'information.

Théordme (II.1)

Soit un prolongement p = (X,Y,i,j,n) sans échange d'information. Alors

si vm(g) désigne la valeur mixte du jeu g € A(X x Y) on a

(II.12) ¥g € A(X x Y)
sup inf g(x,y) < sup inf mg(&,n) < v (g) < inf sup mgl&,n) <
X y [3 n n g

inf sup g(x,y).
y x

IA

Démonstration.

.D'aprés les inégalités (I1.8) que vérifient tous les prolongements il nous
suffit de démontrer
(11.13) ¥g € A(X x Y) sup inf wg(g&,n) < vm(g)
3 n
et l'autre inégalité s'obtient de fagon analogue. Fixons g € A(X x Y) et £ € X.

Alors si y € Y on a (proposition (f.2))
(IT.18)  7%(6,5(x)) € Aj(X) @ 8y,
Et puisque

(11.15)  n3(e) = py(n*(£,5(3)))

est indépendant de y, il vient finalement
. %
(11.16)  *(€,i(y)) = 1x(£) @ 8y

Donc

(I1.17) . inf mg(g,n) < inf [7*(&,i(y)),e] = inf [n}(€) ® 6 ,gl.
ney yey yey y

Or par définition de vm(g), si p est un é€lément de Ai(X)

(I1.18) inf [0 ® Gy,gl = inf [w@® v,gl < vm(g).

YEY vEA;(Y)

Finalement (II.17) et (II.18) entrainent

(11.19)  inf mg(g,n) < v ().
ney
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Comme £ et g étaient quelconque, 1'inégalité (II.13) est démontrée.
n

D'aprés ce théorémg, les seuls prolorgements sans &échange d'information qui
sont jouables (définition (I.2)) donnent & toute fonction de gain initiale g la
valeur mixte comme valeur du jeu prolongé mg. Si on ne s'intéresse qu'au choix
de la valeur qﬁe réalise un prolongement-* jouable, on conclét que tous les prolon-
gements jouables sans échange d'information ne se distinguent pas du prolongement
mixte. ©Nous allons étudier, & titre d'exemple, une classe plus rest}ictive de

prolongements sans échange d'information, les prolongements quasi-mixtes
Définition (II.2).

Un prolongement p = (X,Y,i,j,m) est dit quasi-mixte s'il existe 2 applica-

. * *
tions Ty et Ty
x . x '
(I1.20) L X A;(X) et my y - A1(Y)
telles que

(11.21) %(g,n) € X x ¥V : n5(g,n) = n;(i) ®n§(n);

Il est clair qu'un prolongement quasimixte est sans &échange d'information et,

d'aprés la définition du produit tensoriel de n;(g) € A;(x) par w?(n) € A;(Y),

qu'il vérifie la relation

(11.22) [¥(x,y) € X x ¥ g(x,y) = n(x)a(y)] = [ng(&,n) = mo(g) moe(n)l.

Autrement 'dit un prolongement quasimixte transforme les fonctions g qui sont
le produit d'un &lément de A(X) par un élément de A(Y) en des fonctions qui sont
le produit d'un €lément de A(X) par un élément de A(Y) (cette décomposition

n'ayant d'intéré@t du point de vue stratégique que si h et 2 sont positibes).
Remarque (II.1).

Si p est un prolongement quasimixte et si les applications assocides
.
x * . . . .
L et L sont surjectives, alors p est jouable, puisque 1le prolongement mixte
est jouable. Dans la proposition (II.2) on montre qu'une condition analogue

est nécessaire pour qu'un prolongement quasimixte soit jouable (dans le cas ol

X et Y sont finis et ont méme cardinal).
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Proposition (II.2).

Alors un prolongement quasimixte

Supposons gque X et Y sont finis.

p=(XY,i,j,n) est jouable (et la valeur de ng est la valeur mixte) si

i) wz(X) est dense dans A%(X)

(11.23)

ii) n?(y) est dense dans A;(Y).

Réciproguement si X et Y ont méme cardinal les seuls prolongements quasimixtes

jouables sont ceux qui vérifient (II.23).

Démonstration.
Supposons que (II.23) soit vraie et posons

(I1.24) ® € AI(X) : Llu,g) = inf [u @v,el = inf [y & _,gl
veA;(Y) yEY y

Done u + L(u,g), qui est 1'infimum d'un nombre fini (Y est fini) de formes
linéaires continues, est continue et on a
(I1.25)  sup L(7}(&),g) = max L(u,g) =
g) = v (g)

gex X weAr(x) m
(puisque n;(X) est dense dans A;(X)).
Or
(I1.26) v (g) = sup L(r*(¢),q) = i x

o »8) = sup inf [77(&) ® §_,g] = sup inf = .

feX X reX yey X v Ep " g(&g,n)

On d€montre de méme que

(I1.27) Vm(g) = inf sup wg(&,n).
n 3

Réciproquement supposons que par exemple n;(X) n'est pas dense dans A'(X) et
soit u € A;(X) un €lé€ment qui n'est pas dans 1'adhérence de 1%(X).

X

Posons X = {x1,...,xn} et

—_ n
(I1.28) T = 1 a.s
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et supposons X ordonné de sorte que a1,...,ak sont non nuls et Oppqoer o0y sont
nuls. Soit alors g la fonction de A(X x Y) donnée sous sa forme matricielle
- ~X
D N S VN v
o
1 1 . .
o, o] . . k
2", . .
. LR - 1
(11.29) xlo ... 00— M-...M ol M > sup |—
a . a.
k W i=1,...k|71
. . . n-k
o ... o M... M

(on utilise ici le fait que Y a au moins autant d'éléments que X. Si nous avions

supposé (II.23.ii) faux nous aurions utilisé le fait que X a au moins autant

n
d'éléments que Y). .Alors on a clairement, si pu = I Ay
. i=1 i
Ai A,
(I1.30) L(w,g) = inf { inf {=%}, M} = inf  {=%}.
. R . R
- i=1,...k 1 i=1,...k 1
Donc
(11.31)  L(u,e) = 1 = v (e)
Or il existe € > O tel que
(I1.32)  %u € nX(X)  Iu-ul_> e
X o —
od I I désigne la norme du sup.
n
Donc si p € n;(x) et w = I A8 0, i1 existe i tel que
i=1 i
. ' €
(11.33) i<ketry <a; - o
Sinon on aurait en effet
. . i €
(11.314) ¥i < k )\i > ai - -2—1—{'
k k
Or (II.34) entraine, puisque 1 = I a, > I A,
i=t P T =t
(I1.35) #i sk A <oy + g
2

Par la méme sommation (II.3L4) entraine aussi

(I1.36) #i >k Ay <3
Et les inégalités (II.3L4) (II.35) et (II.36) contrediseﬁt (11.32).

On déduit alors de (II.30) et (II.33)
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(I1.37) ¥u € nf{(X) : L(u,g) <1 - ﬁ

Donc

€
(11.38) sup inf mg(g,n) = syp L(w.g) < vo(e) - -
£ n uEmy

Or si p est un prolongement jouable, d'aprés le théorsme (II.1) la valeur de mg

est égale & v_(g). Nous obtenons la contradiction désirée. .
m
II.3. UNE MAJORATION DU SAUT DE DUALITE.
Dans cette section nous supposons encore que X ou Y est fini.
Soit p = (X,Y,i,j,7) une prolongement sans.échange d'information. Alors

nous pouvons définir un prolongement guasimixte associé dont les ensembles de

stratégies étendues sont les mémes, et dont l'opérateur T est défini par sa

"forme transposée" X (er. Proposition (I.2))

(11.39)  7%(&,n) = 73(&) @ ny(n).

Nous notons | ux la norme duale de la norme de A(X x Y), qui fait de A'(X x Y)

un espace de Banach.
Théoréme (II.2).

Soit p = (X,Y,i,j,m) un prolongement sans &change d'information. Supposons

que le prolongement quasimixte associé est jouable. Alors, pour toute fonction

de gain initiale g dans A(X x Y) on_a

(I1.40) |inf sup mg(&,n) - sup inf mg(&,n)| < 2lgl sup Iw*(&,n)—n*(i)(g X))
n 13 3 no &,n X t *

Corollaire (ITI.1).

et w7 sont surjectives dans A;(X) et A{(Y) respec-—

*
X

tivement, alors 1l'inégalité (II.

Si les applications

= o<

0) est vraie.

Le corollaire (II.1) découle immédiatement de la remarque (II.1). D'apréds
la proposition (II.2), lorsque X et Y sont finis, 1'inégalité (II.40) est vraie
si on suppose seulement que n; et w; sont d'image dense dans A{(X) et A{(Y)

respectivement.

Démonstration du théoréme (II.2).

On a toujours, d'aprds 1l'égalité (I.10)
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(II.41) ¥g € A(X x Y) Ing—?gnA(X xy) < el sup "w*(s,n)—?*(g,n)u*

(g,n)

De plus, si h et & sont 2 éléments de A(X x V

(II.42) |sup inf h(&,n) - sup inf 2(&,n)]| < =l x x v)

3 n 3 n

et de méme
(I1.43) |inf sup h(&,n) - inf sup w(e,n)| < Hh-LIA(X X V)
n £ n 3
Comme wg a pour valeur vm(g) 1'inégalité (II.40) découle immédiatement de
(II.41) (II.42) et (II.L3).

II.4. L'EXEMPLE DES JEUX ITERES SANS ECHANGE D'INFORMATION.

a) Définition, exemples.

Nous notons § = A%(W2) le simplexe du dual de A(wg) = z“(wz). (cf. (0)).
. Y N : 242 ¥ o
Nous notons aussi : X = X 1l'ensemble des suites d'éléments de X et Y = Y
' : v 212 LYo v
l'ensemble des suites d'éléments de Y. Si x (xi)iem est dans X et ¥ (y )jGN

N
dans Y on note

e 1™(n%).

(II.46)  ¥g € A(X x ¥) g(X,5) = ((x;575)); sy

Définition (II.3).

Soit a un élément de S. On appelle jeu itéré de mesure a le prolongement

(II.k45) p, = (%,?,i,j,wa)

ol les injections i et j identifient les &léments de X (resp. Y) aux suites

constantes de X (resp. ?)

(I1.46) x € X, i(x) = (X,..0,%,...)3 ¥ € Y, J(¥y) = (¥yseees¥sens)
et ol _l'opérateur T est défini par

(II.47)  ¥g € A(X x ¥) ¥(%,¥) € X x ¥ 7 a(¥,§) = [a,e(¥,§)]

Vérifions qu'il s'agit bien d'un prolongement 4 1l'aide de la proposition (I.2).
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(x,}) définie par

. . x /v
La forme linéaire L

(I1.48)  ¥g € A(X x ¥) [7A(%,¥),e] = [a,8(%,¥)]

est bien dans A;(X x Y) (attention : dans la relation (II.48) le premier crochet
est celui de la dualité entre A'(X x Y) et A(X x Y) et le second celui de la

dualité entre [z“(mg)]' et Lm(wz)).

En effet la positivité de nZ(Q,?) est claire (a est positive) et si

N
g = 8, y alors g(x,y) = by x n donc

(I1.49)  [vA(X,¥),61 = 1

L

I1 nous faut maintenant montrer que n° vérifie les relations (I.12).

a

. n . . .
Fixons Xy = 1(xo) = (xo,...,xo,...) et ? dans Y. ©Nous devons prouver l'exis-

tence d'un élément m de A;(Y) tel que

(I1.50) n:(?co,?) = GXO ®mn.

Autrement dit, si g € A(X x Y) s'écriﬁ

(I1.51) ¥(x,y) € X x Y g(x,y) = h(x)2(y) avec h € A(X) et & € A(Y)
- i1 faut vérifier que

(11.52)  [np(X,9) 6] = nlxg) Imut] (4 (y) acy)) -

Or d'aprés la définition (II.LL4) on a

(I1.53) g[xo,;] = (uij)i,jew avec u;, = h(xo).l(yj)
Donc
(TT.54)  [ng(E,9) 580 = Loy (ug); sey] = hlxg) [a,(tiy;)) el

Soit, si Py désigne la seconde projection de S sur [Qm(w)];

EE _ o
(I1.55)  [n. (x;.¥),e] = hix,) [py(a), YT ™y, 2% ()
et il est clair que la forme linéaire m

(I1.56) 2 € A(Y) » [m,2] = [pz(a), 2[¥1]

est dans le simplexe ﬁ(Y) puisque p?(a) est dans le simplexe [Lm(w)];.
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Un cas particulier important.

Lorsque a € [Lw(Nz)]' est en fait dans 11(W2) alors la définition (II.3)

s'explicite

(I1.57) a = (aij)i,jG(N aij >0 X Z‘:— aij =1
1,3=1
et
v n *®
(II.58) ¥g € A(X x Y) #(%,y¥) € X x ¥ nag(§,§) = I oagse(xgy;).

i,j=1

Par exemple, T est l'opérateur associé & un jeu itété

(11.59)  me(%,¥) = 3

n o=

1g(xi,yi).

i
Le. jeu prolongé est obtenu en répétant N fois le jeu initial et en prenant pour
gain la moyenne arithmétique des gains rencontrés.

L'opérateur m,_ est associé & un autre jeu itéré

2
(II1.60) wzg(§,§) = % Le(x .y ) *e(x, v, )+e(x,,y,)]

Dans le jeu prolongé, Xavier joue simplement une stratégie pure et Yves peut

jouer toutes les stratégies mixtes qui sont de la forme

(1I1.61) v o= [s + 68 + 5]

1
3y, Y, ¥3
Définissons enfin les opérateurs T3 et ), associés a4 2 autres jeux itérés

+00

(11.62)  7,e(¥,5) = I 531 B (x;0yy)
+ o .
T 1,:.2y3-1 2y2j-2
(I1.63)  n,e(x,y) 5 glx .y, ) + jzg [(3) + (3) 1 g(x1,yj)
201 2,2i-2 e, 2 i+j-2
+ 1 l(E (D75 elx,y,) + ¢ (5T Pk, ,y0)
i2p 973 3 V5,903 8lxiY;
i#j

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que, dans chacune de ces séries
s

la somme des coefficients vaut 1.

Proposition (II.3).

Quel que soit a dans S le jeu itéré P, est sans échange d'information.

Démonstration.

x,0 N
En effet px(wa(x,y)) est caractérisé par
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(11.64)  ¥g € A(x, [p,(+3(%,5)),e] = [a,e(%,5)]

(or si g ne dépend pas de y, alors g(%,y) ne dépend pas de ;, done pX(n:(k,y))

ne dépend pas de ?). La proposition (II.1) établit alors le résultat cherché.

b) Jouabilité des jeux itérés sans échange d'information : cas ol X et Y

sont finis.
Théordme (II.3).

Si X et Y sont finis (|X]| = n, |Y| = p) il existe un &lément a de L1(m2)

tel que le jeu itéré (sans échange d'information) de mesure a est jouable (et

la valeur de mg est la valeur mixte). Par exemple on pduira choisir
2= (a 5. =1 (nzlyi-1p=1,j-1
(11.65) @ = (a;5); 5oy 855 = op (p0) 7 NEEDITL

Démonstration.

Nous allons montrer que le prolongement p_ est jouable. Pour cela nous

a
allons calculer son forme transposée nf
a
N N Dl—
(11.66) ¥g € A(X x Y) ¥(X,¥) € ¥ x ¥ [nf(g,y),g] =  oa..glx.,y.).
a ij=1 9 1
’
Donc on a
+o
N N v -
(11.67)- (X7 e X x ¥ «X(%,%) = & 3,6 ©¢
a i,5=1 % %4 Y
et par conséquent, d'apréds (II.65)
NN v v *° *®
(11.68)  #(x,7) € X x ¥ «X(%,¥) = ( 2 a6 )@ ( I 8.5 )
a i=1 v ¥ j=1 973
ol on a posé
_ 1/n-1yi-1 _ 1,p=1,3-1
(I1.69) o n(—~[l ) B; = > ) .
'Si on note
N N *
(11.70) ¥ € X n5(X) = 1 a,6_ € AI(X)
X . i7x.
1=1 1
et
[ ®
(IT.71) ¥y € Y w (y) = 1 B.6. € A'(Y)
! j=1 975
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On constate, (définition (II.2)) que p_ est un prolongement quasimixte, et 11
a
suffit donc de prouver, (proposition (II.2)) que ﬂ;

est surjectif (ce qui entraine que n; l'est

et n§ sont surjectifs. Nous
allons montrer par exemple que n;
aussi puisque n et p sont quelconques). Soit donc u un élément de A;(X).

Puisque X est de cardinal n, u peut s'écrire

. n
(II.72) W= Dow 8 ol on a posé X = {1,...,n}.
k=1
Définissons par récurrence les 2 suites x5 et ul
‘\¢ i n i
(IT1.73) X. € {1,...,n}, u = I u 6 € A'(X)
i k=1 k'k

N

4 l'aide des relations

1

(II.74) x, = inf {k/uk > ;}
T, -1
(11.75) uo=u n6x1
et
. i
(I1.76)  x;,, = inf {k/u, > Lﬂ%%%—}
n
it+1 _ i (a-nt
(I1.77) u = u Fr S
n i+1

D'abord (II.74) a un sens puisque u € A;(X). Donc (II.75) définit un élément

1 s . .
u' dans A!(X) : le sous ensemble des formes linéaires continues positives sur

A(X). Et on a

(11.78)  <u',e> = 21

Donc x,est bien défini et Wl e Al(X). On a
_ _ _ Y
(I1.79)  <u2,6> = <ur,6> - Bl o m=l _n=1 _ in_;_)_

Donc X3 est bien défini est ainsi de suite. Si ul vérifie

. i
(II.80) <u*,6> = Lﬂl%l—
n

alors d'aprds (II.TT7)

. . i i+
II.81 it = <yt _(n-1)" _ (n-1)
( ) M 20> <u,6> ni+1 ni+1
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Donc la relation (II.80) est vraie pour tout i et x; est bien défini pout tout i.
it (I1.76), (II.TT7) montrent (récurrence) que u' est positive. Nous allons

s L LN
montrer maintenant que s1 x = (xi)iGN alors on a

~ .
(11.82) (¥ =
ce qui ach@vera la démonstration. Or d'aprds (II.75) et (II.T7) on a clairement
i+1 1 (n-1) a-)it
(11.83) W'l = - [ps o+ SRS 4 L+ —s, 1
1 n 2 n i

-, .
. . + Pk . .
Comme pour tout 1, ul ! est une mesure positive il vient
(11.84)  w3(¥) < .

Mais comme

L n-1)i_1
(11.85) z - = +1
. i
i=1 n
la mesure ﬂ;(x) est dans A}(X) ainsi gque u. Donc 1'égalité (I1.82) est vraie.

]
Le théoréme (II.3) établit 1l'existence, lorsque X et Y sont finis d'une

fagon déterministe de jouer le jeu initial qui donne la méme valeur que le pro-
longement mixte. C'est une supériorité par rapport aux traditionnelles "straté-
gies mixtes" puisque ces derniéres ne permettent d'obtenir la valeur mixte qu'au
bout d'un nombre infini d'expériences aléatoires, et seulement avec la probabi-
1ité 1. Alors que, dans le prolongement p_, un point selle du jeu n_g est con-
stitué de 2 suites de stratégies pures par?aitement déterminées. Siade plus,

on ne réclame qu'une précision e, alors on a une fagon déterministe de jouer le
jeu, ne comportant qu'un nombre fini de stratégies et qui a pour valeur la va-
leur mixte & e-prés. En effet si %N désigne l'ensemble des suites & N éléments
dans X et QN l'ensemble des suites & N €léments dans Y, alors le jeu dont la

forme normale est

. N
N v v -
(11.86) g XN x YN + R uNg<§,§) = a..g(x.,y.)
s s-q 14 1779
1,)=1
constitue ce "jeu mixte approché". De fagon plus précise
Corollaire (II.2).
I1 exist le (X.,¥.) €% x ¥
existe un couple XY XN X YN tel gque

N

N N N ,nv oA N ;
(I1.87)  #(x,¥) € Xy x Y @ nig(x,y,)-2e(N) < mg(¥,¥)) < ng(Qo,ﬁ )+2¢(N)
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et
(11.88)  |n'e(X,,¥,) - vy(e)| < e(v)

ol on a posé

(11.89) e(N) = lgl. [(n 1N (P;—1)N].
Démonstration.

) . Y .
I1 suffit de choisir un point selle (xo,yo) du jeu m_g et de ne conserver
) a
que les N premiers termes de ces.2 suites. On a alors

N N N
(I1.90)  ¥x,¥ 7_g(X.¥.) < m_g(X,,¥7,) = v_(g) < m_g(X,,¥).
- 0 -8 %0Y0 n -8 %0

Ef on remarque que

(IT.91) = |n_g(X,9) - «'a(X,9)] = | 18 8(x,v;)].
a i>N i
ou j>N
Donc
p— — +o —
(11.92) A< Mgl [ b ca.. + I a.. + T a..]
i=1,...8 Y g=1,...8 Y iLj=n+r I
J> i>
Soit
. .
(11.93) < lgh.[( £ o )(EB)+(EB)(Za)+( )(zs)]
i=1 j>n 9 j=1 isN ) 1>N >N Y
Comme
N N _
(II.9L4) o, =1 - (ALY o g =g - (ALY
i=1 * n =19

il vient finalement

. Igl. =1,\N n-1\N _ -1\N,n-1\N
(11.95) < Mgl [(BEHT + (AZhHT - (REhfazhl
ﬁe corollaire est acquis.
Remarque (II.2).

Si n et p sont grands et si on choisit N ~ n Log 2n (n et p étant du méme
ordre de grandeur) on trouve que e(N) est de l'ordre de lﬁl.
Donc il faut jouer environ (n Log 2n) stratégies pures pour obtenir la valeur

. o . 1
mixte avec une précision de o
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Exemples.

Reprenons les exemples de jeux itérés donnés de (I1.59) & (I1.63). On con-
state aisément que P, et p, ne sont jamais jouables, mais que le prolongement

est précisément celui qu'indique le théordme (II.3) lorsque X et Y ont chacun

P3
3 éléments. Donc si X et Y ont tous deux au plus 3 éléments le jeu itéré p3
est jouable. Sinon, on vérifie aisément qu'il ne 1l'est pas.

Examinons maintenant 1'exemple Py Ce prolongement n'est pas quasimixte,

mais le prolongement quasimixte associé est p3. En effet la forme transposée

* de 1l'opérateur ™ (cas général (II.58)) est

a
+ o0

(I1.96)  wi(¥,) = I &, 8 ©3
i,d=1 i Y

et par conséquent les applications (ﬂa); et (wa)§ sont :

P + o + o0
(I1.97) (ﬂa)x(x) = Ia;8, ol ay = I a5
i=1 i J=1
£ o to . +o
(I1.98) (r )3(¥) = £ ads_ . ol al = 3 oa...
a’Y i Y- . ij
J=1 J i=1

Dans le cas particulier de p), on trouve :

= 1
(II.99) a; =3

2yi-1, § 2
(3)

Donc le prolongement gquasimixte associé & Py, est p3 et lorsque X et Y ont moins
de 3 é€léments, il est jouable. Donc nous pouvons appliquer le théordme (II.2),

et obtenir une majoration du saut de dualité de Py, - Pour cela il faut calculer

la quantité

+o
F Y
(11.100) sup In*(X,3)-n}(X) @ ny(¥)0, = sup |t a,.5 @6
X,¥ ¥,y di,g=1 M X Vi
+o . .
J
- I a.a's, @s_ |
ig=1 b ¥y Y%
c'est a dire
4o s
— J
(I1.101) ¢ |aij a;a”|.
1,3=1
Dans le cas de p), on trouve %%. La majoration cherchée est donc

(II.102) ¥g € A(X x Y) |inf sup g(x,y) - sup inf g(i,y)| < %%Igl.
y ox x ¥

Nous reprenons maintenant 1'étude de la jouabilité des jeux itérés (sans échange

d'information) et nous traitons le cas général.
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€

c¢) Jouabilité des jeux itérés sans échange d'information : cas général.

Théordme (II.h).

8i X et Y sont infinis il n'existe pas d'élément a dans 21 (?) ter que

le jeu itéré (sans échange d'information) de mesure a soit jouable.

Démonstration.

Nous allons construire une fonction g € A(X x Y) telle que, pour tout .a

4 support fini dans [0,N] x [O,N], on ait : .

(I1.103) 0 = syp ipf [a,g(%,¥)1; ipf syp [a,e(%,9)1 = 1.
X y y X

’
-

Donc pour tout a é&ans £1(m2), le jeu T8 n'a pas de valeur (car il existe N et
un élément b & support fini dans [O,N] x [0O,N] tel que Ia—blx < %5). Nous
choisissons XO = {1,...,0,...} C X et Yo = {1,...3P5.+..} € Y, deux sous ensem-

bles dénombrables .de X et de Y et nous définissons :

(1 si p divise n
g(n,p) = { s g(X\ X ,Y)) = 0;
0 sinon
(II.104)
= 1. =1
g(XO,Y \ YO) = 1; g(x \ Xg»Y \ yo) =3

N

Si a est une mesure & support dans [O,N] x [O,N]
(11.105) n %) = & ( )
.105 L8(XY) = 8 58(x;,v;

N .
et pour tout x fixé, on a

N

. N .
(11.106) 0 < inf = _g(X,¥) < inf I agse(xgy) =0

¥ erO i,j=1
puisque, EERERE étant fixés on peut toujours choisir p € N qui ne divise aucun
des entiers de (x1,...xN) n Xg-

De méme pour tout ? fixé
N N

(II.107) 1 = sup I a..g(x,y.) < sup 7 _g(x,y¥) < 1

X€X, i,j=1 9 J X @ -

0
puisque, Yqsss¥y étant fix&s on peut choisir pour x le plus petit commun multiple

des entiers de {y,,...,y,} N X_..
1 N 0

Le théoréme (II.4) montre que, dans le cas général, les jeux itérés jouables
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auront une mesure a dans [L“(mz)]' mai; non dans 11(N2). Nous allons définir
une famille de telles mesures dans le théoréme (II.5). Mais sachant que la
construction d'une mesure dans [Lw(Nz)]' \ L‘(Ng) utilise toujours le lemme de
Zorn (via le théordme de Hahn Banach le plus souvent), il ne faut pas s'étqnner
que les prolongements de jeux associés, encore déterministes, présentent une
part d'irréalisme. De toutes fagons ceci n'affectera pas les stratégies opti-
males et la valeur (mixte). La relation

€ 2”(w) : [Lim,v] = lim 1
No+ow i

Vi
1

o=

(11.108) v = (vi)iGN

lorsque cette limite existe, définit une forme linéaire continue Lim sur 1le
sous espace de L”(w) formé des suites dont la moyenne de Cesaro converge.
D'aprés le théoréme de Hahn Banach il existe donc une infinité de prolongements

de Lim 3 2°(N) tout entier, tels que
(I1.109) Lim € [27(M)1' et ILiml = 1.

Nous notons T leur ensemble et remarquons que T est inclus dans le simplexe,

~

[LQ(W)];. En effet, si 6 désigne la suite constante et %gale 3 1, [Lim,8] = 1
résulte de (II.108), et s'il existait une suite positive v telle que
(Ir.110) [Lim,v] < O

alors w = —%T serait positive et vérifierait (II.110), et on obtiendrait

(II.110)" [Lim,e~-w] > 13 le-wl < 1

ce qui est une contradiction de (II.109). (Pour plus de détails sur ces limites

de Banach voir par exemple [Dunford-Schwartz]).

Théoréme (II. 5)

Supposons que X est infini et que Y est fini (]Y| = p). Notons

1 -1,j-1 1
B = (E (RE*)J ) € (N). Alors tout jeu itéré (sans échange d'information)

dont la mesure a est dans T @ B est jouable (et donne a ﬂag la valeur mixte).

L'opérateur de prolongement ﬂ; d'un tel jeu itéré est donc défini par

©
Y

v s R
(II - 111) LN (x, y) = Lzm (jzl ng(xi, yj)) = :

ne g

B. Lim (g(x., y.))
103 i
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Démonstration du théoréme.

Montrons d'abord que Py est un prolongement guasimixte. Choisissons pour

cela une fonction g dans A(X x Y) de la forme :

(II.112) ¥(x,y) € X x Y g(x,y) = h(x)2(y); h € A(X) 2 € A(Y)
et Suppossns que a = a @ B, ol @ est un élément de T. Alors on a
(11.113) ["3(X,¥).e] = [a,g[%,¥1] = [a,n[X11.18,2[¥1]

Si on définit n* et ﬂ* par

X Y
(I1.114) #¥n € A(X) [7}(%),n] = [a,n[¥]]
et
(IT.115)- ¥4 € A(Y) [my(¥),2] = [8,2[¥1]

il est clair qu'on obtient 2 applications

(11.116) 7% : X > A3(X) et ¥

v
X y Y~ A;(Y)

telles que

(I1.117) ﬂ:<2,§> = () @ n;(y)-

Nous avons vu (Théordme II - 3) que T

Yx est surjective. Montrons que Ty
est surjective. Si u est un élément de A'l(X) (par exemple) il existe une
suite
v z P31
X = (xi) d'éléments de X tels que

;N
(I1.118) wu_ = ¥ L8

converge faiblement vers u (il suffit par exemple de remarquer que l'enveloppe
convexe de §(X) est faiblement dense dans A;(X)). On a alors pour tout h fixé
dans A(X)
. 1 b
(I1.119) f[w,h] = lim [uy,nl = lim ¥ . ohn(x.).
N>+ N>+ i=

Soit d'aprés (II.108) et (II.114)

(I1.120) [u,h] = [a,n[¥]] = [7}(¥),n]
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Donc n; est surjective et le théordme est démontré.

d) Les stratégies "aléatoires et correlées" d'Aumann.

Dans [Aumann], Aumann propose la fagon suivante de jouer le jeu initial g :
On se donne un espace probabilisé (%,d,P) (loterie) et 2 sous o-algdbres ﬂx et

JY de ¢{. Xavier choisit alors, comme strafégie prolongée, une application £ :
(I1.121) & : Q@ + X, & est dx-mesuraﬁle

et Yves choisit une application n

(II.122) n : @ -+ ?, n est dY-mesurable.

On dit que les o-algébres ﬂx et 64 traduisent l'information de Xavier et Yves
autrement dit, une fois que "la nature" a tiré au sort un élément de Q, Xavier

sait & quels événements de ax, w appartient ou non, et Yves sait & quels &véne-

ments de<yY w appartient ou non. Le paiement est ensuite l'espérance du
paiement aléatoire g(&(w),n(w)). Cette fagon de jouer fe jeu initial est clai-
rement un prolongement des jeux sur X x Y : X (resp. Y) est l'ensemble des

applications 0&-mesﬁrables (resp.ﬁzy-mesurables) de © dans X (resp. Y) et les
stratégies pures s'identifient aux applications constantes de @ dans X (resp. Y).

L'opérateur de prolongement est alors :
(11.123) wg(g,n) = [oe(&(w),n(w))ap(w)

On vérifie aisément que 7 est positif, que w(6) = 6 et que les relations (I.5)
sont vraies. De plus si g ne dépend pas de x (resp. y), il est clair que gg ne
dépend pas de £ (resp. n) donc que ce prolongement est sans échange d'information.

Donc s'il est jouable, il donnera & mg la valeur mixte.

Mais nous allons montrer que lorsque la loterie est au plus dénombrable

ce prolongement est isomorphe & un jeu itéré sans échange d'information. Suppo-
sons donc  au plﬁs dénombrable. Alors d.est la o-algébre de tous les sous
ensembles de © (quitte & faire un passage au quotient approprié). De méme dx

et dY poss&dent une base qui est une partition au plus dénombrable de Q.

Soient : (Ai)iem et (B.) ces 2 partitions. Alors une stratégie prolongée

Jliem

£ € Xs'identifie & une suite de stratégies pures ¥ € X par les relations :

.(11.12h) ¥i g(Ai) = x;
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De méme on peut identifier n € VY et ? e ¥ par les relations
(II.125) ¥ n(Bj) =¥..
Enfin, si on pose
F i,J . NB.) = a..
(I11.126) ¥i,j P(A; BJ) 855
1l'opérateur de prolongement (II.123) s'éerit :
‘ +o
LAV PR
(11.127) ngle,n) = ng(x,¥) = & a .elx;,y;)
. s J i
i,j=1
Et nous obtenons l'isomorphisme cherché avec le jeu itéré de mesure’

== oy jan

On constate méme que tous les jeux itérés dont la mesure est dans L‘(Ng)

peuvent &tre obtenus 4 l'aide de loteries au plus dénombrables. En particulier

le théoréme (II.3) implique

Si X et Y sont finis il existe une loterie dénombrable, qui réalise un prolon-

gement jouable et donne au jeu la valeur mixte.

si |X| = n et |Y| = p, 1a loterie tirera au sort 2 nombres entiers indépen-—

dants n, et n, avec une distribution Laplacienne de paramétre Eil et 2=t res-—

pectivement. Ensuite Xavier sera informé de n‘,et Yves de n,. De méme le
corollaire (II.2) devient : Dans les mémes conditions une loterie & N éléments

permet de réaliser un prolongement jouable avec une précision e(N)

(I1.128) e(N) = Igl.((“—;}-’-)N + (%’)N).
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III. PROLONGEMENTS PAR ECHANGE D'INFORMATION.
III.1. DEFINITION, EXEMPLES.

Soit F(Y,X) 1'ensemble des applications de Y dans X. L'injection i iden-

" tifie X au sous-ensemble de F(Y,X) formé des applications constantes
(II1.1) i X > F(Y,X) ¥y €Y i(x)(y) = x.

De méme Y s'identifie au sous-ensemble des applications constantes de F(X,Y)
(par 1'injection j).si & est dans F(Y,X) et n dans F(X,Y) on note F(g,n) 1l'en-
semble, éventuellement vide, desg points fixes de l'application

(x,y) > (&(y),n(x)). Autrement dit
(111.2) F(E,n) = {(x,¥) €X x Y / &g(y) = x et n(x) = y}.
Définition (III.1).

Un couple (X,Y) est un "couple décisionnel” si

(111.3) i(X) € X; X est une famille d'élément; de F(Y,X)
(III.h) j(Y) € VY; V est une famille d'éléments de F(X,Y)
(111.5) ¥(&,n) € X x ¥ F(g,n) # ¢.

Définition (III.2).

Soit (X,Y) un couple décisionnel. Choisissons pour tout couple (&,n) un

point de F(&,n) noté f(&,n). Alors p = (X,Y,i,j,m) est un prolongement des

jeux sur X x Y si on pose

(III.5)' ¥g € A(X x ¥Y) ¥(g,n) € X x V mg(g,n) = g(f(g,n)).

Définissons en effet 1'application n*

x . 1 x -
(111.6) ™ Xx V> A1(x x Y) w7 (g,n) = Gf(g,n)'

Remarquons que F(i(x),n) est réduit au point (x,n(x)) et que F(E,j(y)) est réduit
au point (&(y),y). Par conséquent

x, . .
(IIT.7) 7 (ix),m) = 6, @6, ()5 T(E,5(y)) = Se(y) ® 6,

. . * PR . N
En particulier = Vér%fle les relations (I.12), et definit donc un opérateur
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de prolongement T  par la relation (I.10). Or cette relation s'écrit :

0

(111.8)  moe(e,n) = [n*(£,n),e] = Lo, 1,81 = g(£(£,n)) = ng(&,n).

Un tel prolongement associé & un couple décisionnel sera appelé un prolon-

gement par &échange d'information. En effet dans le jeu prolongé, la fonction

de gain prolongée mg prend les mémes valeurs que g, mais l'emploi de stratégies
qui sont des régles de décision par chacun des joueurs leur permet d'utiliser
de 1'information sur le comportement de l'adversaire. Ce point va &tre précisé

plus loin (cf. (III.§3) et surtout (III.§4)).

Exemple (III.1).

Le couple (F(Y,X),j(Y)) est décisionnel et l'unique prolongement par échange

d'information associé a pour opérateur de prolongement l'opérateur g

(II1.9)  mg : F(Y,X) x §(Y) »® 7g(£,i(y)) = (&(y),y).
Il est jouable : fixons € et choisissons un élément Ee dans F(Y,X) tel que
(I11.10) ¥y.€ Y g(e (¥),y) > sup g(x,y) - ¢
X
Noué en déduisons que pour tout.e :

_(IIT.11) sup inf wg(E,n) = sup inf g(&(y),y) > inf sup glx,y) - ¢
£ n 3 Yy Yy x
Cette relation, comparée & la relation (I.8) montre que la valeur de mg est
inf sup g(x,y). Ce prolongement, qui est le plus avantageux pour Xavier, est
rgali:able de la fagon suivante : Yves choisit sa stratégie pure et Xavier est
informé de ce choix avant de choisir sa propre stratégie. Xavier dispose donc

de "toute" l'information.
Exemple (III.2).

Le couple (F(Y,X), F(X,Y)) n'est pas un couple décisionnel : il est impossi-

ble de faire en sorte que Xavier soit informé de ce que joue Yves avant de jouer

et que Yves soit informé de ce que joue Xavier avant de jouer !
Remarque (III.1).

' N P
D'aprés la définition des couples décisionnels réalisables, X est une
s
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famille d'éléments de F(Y,X) et' peut donc contenir 2 fois la méme application E£.
En effet si ‘£ a 2 points fixes avec au moins un élément de Y, la méme applica-

tion £ conduit & 2 stratégies différentes selon que l'on attribue & (&,n) tel

ou tel de ces points fixes.

III.2. CARACTERISATION DES PROLONGEMENTS PAR ECHANGE D'INFORMATION.

Nous allons caractériser les prolongements par échange d'information &

l'aide de la "forme transposée" % (ef. remarque (I.1)).
Théor&me (III.1).

N

Un prolongement p = (X,Y,i,j,m) est isomorphe & un prolongement par &change

d'information si et seulement si pour tout couple (&,n) de stratégies étendues,

il existe un couple (x,y) (nécessairement unique) de stratégies pures telles

que
(111.12) ¥(g,n) = vX(£,5(y)) = vX(i(x),n).

Autrement dit un prolongement est par échange d'information si pbur tout couple

(€,n) de stratégies prolongées, Xavier peut jouer une stratégie pure x qui est

~

"équivalente" & £ contre la stratégie n de Yves (et vice versa pour Yves).
Démonstration.

Si p est isomorphe & un prolongement par &change d'information

Py = (XO,VO,lo,JO,HO), appelons b et c.les bijections : b : X » Xy et

c: Y > VO' (cf. définition (I.3)). On constate que pour prouver (III.12) il

suffit de démontrer cette relation pour le prolongement Py
* % N % ’ % .
(II1.13)  w7(&,n) = 77(&,§(y)) * mo(b(E),e(n)) = no(b(E),jy(¥))

(puisque ¢ o j = jé).

Or puisque Py est par échange d'information on a

x . X
(ITT.9%)  #(Epany) = 6, @ 8, avee £45(y) = x; ny(x) =y
et on a vu (cf. (III.T)) que :

(II1.15) wd(g,,ily)) = Se () @ &y = & @6y
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(IT1.16)  w(i(x)mg) = 6, @ &, () = 85 ® &y

i i vérifiant (III.12)
Montrons maintenant la réciproque : soit p un prolongement

alors, d'aprds la propesition (I.2) on a

(11T AEEd) € AL © 6,5 PG ) € 6, @ ALY
Donc (III.12) et (iII.17) donnent

(111.18) =¥(&,n) = n*(e,jm)? WE(1(x),n) = 6, @ 5y

i ici i dans X on
Ceci entraine en particulier 1'unicité du couple (x,y). ©Si g est

note 2 € F(Y,X) 1l'application définie par

(II1.19) ¥y € Y = py(r*(£,3(¥)))

n

£(y)
" . .

et si n est dans Y on note n € F(X,Y) 1'application :

(I11.20) ¥x € X 8% ) = py (r*(i(x),m)).

” * " ” '
Alors si & désigne la famille des £ et Y celle des n nous montrerons d'abord

que (& ;) est un couple décisionnel : en effet i"(x) est défini par

. X, . . -
(III.21) ¥y € Y S y(y) = Byl (1(x),3(¥))) = &

et donc i(x) est l'application constante et égale & x.

De méme j(y) est l'application constante et égale & y. Soit maintenant un
" " \J n
point quelconque (£&,n) dans X x Y. Il provient d'un unique couple (£,n) (puis-
" "
que X et Y sont des familles, c'est & dire s'identifient aux applications

" " ) :
£ > & et n > n). Nous notons (x,y) l'unique point de X x Y vérifiant (III.18).

Alors on a

* .
il = = =
(1I11.22) £(y) Px(ﬂ (£,3(y))) Px(éx ®@ GY) 8-
" "
Donc £(y) = x. De méme, on montre que n(x) = y. (Finalement nous avons mon-
n n " i\
tré que F(£,n) est non vide, donc que (X, Y)est un couple décisionnel. Si on

"
définit maintenant 1l'application w*

g "" " . ng o mom _ -
(III1.23) 7 : Xx Y » Aj(X x ¥) 7w (g,n) = Me,n) = $(x.v)

"
il est clair que n* est la forme transposée d'un opérateur de prolongement par

i 3 3 P "non
échange d'information associé au couple décisionnel (X,Y) et que ce prolongement

est isomorphe au prolongement p.
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III.3. LES PROLONGEMENTS PAR ECHANGE D'INFORMATION JOUABLES.

Dans ce paragraphe nous identifierons une application de Y dans X (ou de
X dans Y) avec son graphe dans X x Y. Donc une famille X (ou Y) de régles de

décisions est considérée comme une famille de parties de X x Y.
Définition (III.2).

Soit A un ensemble de parties d'un ensemble Z. On appelle conjugué de A

et _on note A* 1'ensemble des parties de Z suivant

Ed

(III.24) A" = {T CzZ / ¥S €A T NS # B}.

Lemme (III.1).

On _a-toujours

(111.25) A** = (rcz /3se€nr T > s).

Démonstration.
Posons
(111.26) A =f{TCz /3s€ar T DS} DA,

Soit S un élément de A. Il existe un &lément SO de A, contenu dans S. Quelque

soit T dans A*, T rencontre SO par définition de A*, donec T rencontre S. Donc

S est dans A**. Nous venons de montrer

(111.27) A C & c a**,

Démontrons maintenant le lemme : soit S € A** nous voulons prouver que S est

dans A. Supp059ns que.ce ne soit pas vrai; alors on a
(II1.28) ¥T € A T ¢S

Autrement dit

(I11.29) ¥T € A 3z €T 2, €8

Posons

(I111.30) R = U {z_}.

Alors il est clair que R est un é&lément de A% et que d'autre part



- 43 -

(III.31) RN S = @.
C'est la contradiction cherchée.

Théoréme (III.2).

Soit X une famille d'éléments de F(Y,X) contenant les applications con-

stantes et soit Y une. famille d'€léments de F(X,Y) contenant les applications

constantes. Alors il est éguivalent de dire

i) (X,Y) est une couple décisionnel et un au moins des prolongements par

&change d'information associés est jouable

ii) (X Y) est un couple aecisionnel et tous les prolongements par &change

d'information associés sont jouables.

iii) On a :

]
S

(111.32) X** =

iv) On a :

1
"

(111.33) v** =

Démonstration.

Etape 1.

Supposons que iii) est vraie et démontrons ii). D'abord (X,Y) est réali-

- sable car on & d'aprés iii) et le lemme (III.1)
(ITI.34) Xc X= £&* = ¢*

Autrement dit si £ € X et n € Y, leurs graphes se coupent, c'est 4 dire que

"F(E,n) est non vide.

Montrons maintenant que tous les prolongements par &change d'information
associés é (X,Y) sont jouables : procédons par l'absurde et supposons qu'il
en existe un qui ne le soit pas. C'est & dire qu'il existe une section f de F
et une fonction de gain g telle que
£l
(II1.35) sgp inf g(f(&,n)) = o < B = inf sgp g(f(g,n)).
. n n

Or puisque Y contient les applications constantes, pour tout ¢ fixé on a
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(II1.36) inf g(f(&,n)) < inf g(f(&,j(y))) = inf g(&(y),y).
n Y Y

Comme d'autre part f£(£,n) est un &lément du type (£(y),y) (cf. la définition
de F(&,n) (III.2)) nous en déduisons

(II1.37) ¥¢ inf g(f(g,n)) = inf g(&(y),y)
n Yy

et de méme

sup g(x,n(x))

(II1.38) ¥n sup g(f(&,n))
£ x

Donc la relation (III.35) s'écrit :
(II1.39) sup inf g(&(y),y) = a < B = inf sup g(x,n(x)).

E y n x

Donc pour tout & il existe y, et pour tout n il existe x_ tels que
14 n

(II1.40) g(&(y,),y,) < o + B;a <o+ ? B;a < alx nlx ).
Considérons
(TTI.41) 8 = {(Elyav)lexs T = (xsnlx DY oy

Alors il est clair que T est disjoint de S. De plus pour tout n, T rencontre
le graphe de n. Donc T € V*. Enfin pour tout £ il y a un point du graphe de

£ qui est dans S,donc le graphe de £ n'est pas inclus dans T. Donc T ¢ X.

C'est la contradiction cherchée. Nous avons montré iii) = ii) et ii) = i) est
clair.
Etape 2.

Supposons maintenant i) et démontrons iii). Pour tout (g£,n) dans X x V
on a

(III.42) &€ N n # ¢ (les applications sont identifiées & leur graphe).
3

~

Donc X C ¥* ce qui entraine clairement : X C y*. Il nous reste & montrer que

XD vX. 8i ce n'est pas le cas il existe une partie A de X x Y telle que
(ITI.43) A€ X : ¥£ € X £ ¢ A
et que :

(111.44) A ev* : ¥ney ann #9
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Autrement dit on a :

(III.45) ¥¢ 3y (£(y),y) € A

et
(T1I.%6) #n 3Ix (x,n(x)) € A.

Soit g 1'élément suivant de A(X x Y)

1 8i (x,y) €A
(ITI.47) gl(x,y) =

0 si (x,y) £A
Par hypoth&se, il existe une section f de F telle que le prolongement par échan-~
ge d'information associé est jouable. D'aprds les relations (III.37) et
(III.L5) on a alors :
(II1.48) ¥#&¢ inf g(f(g,n)) = inf g(&(y),y) <O

n ¥y .
D'aprds les relations (III.38) et (III.46), on a aussi :
(III.49) ¥n sup g(f(&,n)) = sup g(x,n(x)) > 1.
x
Finalement
(III.50) sup inf ng(&,n) = 0 < 1 = inf sup ng(&,n)
4 n n 3

c'est la contradiction désirée.

Etape 3.

Enfin la symétrie en £ et n des hypothdses iii) et iv) montre que iv)

équivaut 3 i) et le théordme est démontré.

Remarque (III.2). -

Au cours de la démonstration du théoréme nous avons établi les relations
(III.37) et (III.38) qui assurent que si le couple (X,Y) est décisionnel les
nombres sup inf mg(&,n) et inf sup mg(£,n) ne dépendent pas du choix dé la
section f? Dgnc si un des p:oloigements par échange d'information associés &

(X,Y) est jouable ils le sont tous (théoréme III.2) et de plus ils ont la mére

valeur. Ceci montre qu'on peut toujours supposer que X et Y sont des sous-en-
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sembles de F(Y,X) et de F(X,Y) et qu'il est en fait sans intéré&t d'envisager

le cas ol ce sont des familles (cf. remarque (III.1)).
Définition (III.3).

Soient X,uﬁ sous ensemble de F(Y,X) contenant les applications constantes

et soit Y un sous ensemble de F(X,Y) contenant les applications constantes.

Alors on dit que (X,Y) est jouable si 1'une des 2 conditions &quivalentes sui-

vantes est vraie :

(111.51) X% = y*

(11I1.52) v** = x*

c'est & dire.si (X,Y) est un couple décisionnel et si les prolongements par

échange d'information associés sont jouables.

Nous allons maintenant interpréter la condition de jouabilité (III.51)
(ou (III.52)).
Nous remarquons d'abord que puisque X contient les constantes, tout élément T
de Xx est le graphe d'une correspondance T : X » Y. En effet pour tout x
T rencontre {x} x Y. Nous identifions 1les élémenps de XX et les correspondances

associées :
Définition (III.L).

Soit X un _sous ensemble de F(Y,X) contenant les constantes. On appelle

réponse possible de Yves & X une correspondance de X dans Y gui est dans x*_gg

P . . +
dont le graphe y est minimal au sens de l'inclusion. On note X leur ensemble.

U o + . . . <
On définit de méme l'ensemble Y des réponses possibles de Xavier & y.

Le théoréme (III.2) entraine alors

Corollaire (III.1).

Supposons gue X et Y sont finis. Soit (X,Y) un_couple

(III.53) X C XC F(Y,X); Y CV C F(X,Y).

Alors (X,Y) est jouable si et seulement si 1'une des 2 conditions équivalentes

suivantes est vraie
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"
<

+ . ‘ : . *
(III.54) X ne contient que des applications et X

n
>

(I11.55) ¥* ne contient que des applications et ¥

Démonstration.

Nous allons démontrer par exemple que (X,Y) est jouable si et seulement
si (III.54) est vraie.. D'apr@s le théoréme (III.2) et la définition (III.3)
nous devons montrer que la relation (III.52) est vraie si et seulement si la

relation (III.54) 1l'est.

y*%* alors ¥ € X* (lemme (III.1)). Or un €lément de Y est

Supposons x* =
le graphe d'une application de X dans Y. Puisque tous les éléments de X* sont
des-correspondances de X dans Y, il est donc. minimal pour 1l'inclusion dans £x.
ponc : ¥ c X'.

Soit maintenant une correspondance T de X+. Alors T est dans Xx donc dans V*x,
par conséquent il existe un élément n de Y tel que T D n. Puisque n est dans
& et que T y est minimal on a done : T = n. Finalement on vient de montrer

‘V = x* ce qui établit au passage que £ ne contient que des applications.
Réciproquement supposons que X+.ne contienne que. des applications (il contient

en tout cas les applications constantes de X dans Y) et montrons que (X,X+) est

jouable. Il suffit de vérifier (théoréme (III.2))
(I11.56) X* = (X)**,

Or 1l'inclusion

(111.57) X* o (x)**

. N + . .
est claire d'aprés X C X* et le lemme (III.1). Dans l'autre sens il suffit de
. P - § %
remarquer que tout &€lément de Xx contient un €lément minimal dans X~ pour
1'inclusion (X est fini par hypothé&se).

Remargue (III.3).

Nous aurions pu aussi définir des prolongements par &change d'information
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dont les stratégies prolongées sont des ensembles de correspondances de Y dans
X (Xavier) et de X dans Y (Yves). Dans ce cas la condition de jouabilité de

(X,Y) devenait simplement X =y (ou vt = x).

Remarque (III.k).

L'interprétation du corollaire (III.1) est la suivante : un couple (X,Y)
(od X est un ensemble de "ré&gles de décision" pour Xavier et Y un ensemble
de régles de décision pour Yves) est jouable si et seulement si Yves exploite
au maximum ses possibilités de réponse contre X (et vice versa pour Xavier).
Autrement dit, si un couple ( X,Y) est jouable, 1l'échange d'information y est

maximal, au sens de la relation d'ordre suivante
Dans (X1,V1) 1'échange d'information est plus grand que dans-

(I11.58)
(X

y si et seulement si. : Xé C X1»et V2 C V1

Vo)

III.4. UN EXEMPLE : L'ECHANGE EXPLICITE D'INFORMATION.

Une fagon simple, et habitueile en théorie des jeux, d'exprimer que Yves
posséde une info.mation sur la stratégie pure que va choisir Xavier est la sui-
vante : On se donne une relation d'équivalence r sur X telle que, avant de
choisir sa stratégie pure y, Yves est informé de r(x). Nous allons décrire un
schéma ol chacun des joueurs posséde plusieurs informations successives (rela-
tions d'équivalence de plus en plus fines) sur le comportement de l'adversaire.

Nous identifierons une relation d'équivalence r et sa surjection cannonique

(III.59) r : X + X

et nous dirons que r est plus fine que r' (r < r') si et seulement si
(III.60) ¥x, x' € X : r(x) = r(x') = r'(x) = r'(x').

Soit alors 2 suites finies de relations d'équivalence :

(III.61) T2 T, > ... > Ty relations définies sur X

(I11.62) S, > s, > ... > Sy relations définies sur Y.
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La connaissance de Si(y) est un renseignement sur y d'autant plus précis que

i augmente. Appelons X(r1,...r S1""SN) l'ensemble des applications £ de

N°

Y dans X telles que

5,(¥) = 8,(y") = r (£(y)) = v (e(y"))

(III1.63) . .

Sy() = sy(y) = (e(y)) = ry(E(y)).

On définit symétriquement V(S1,...SN;r1,...rN). Notons e la relation d'égalité

et ¢ la relation d'équivalence qui a une seule classe d'équivadlence.
Lemme (III.2).

. . ‘+
On_a X (r1,...rN;S1,...SN) = Y(S1,...SN,e;¢,r1,...,rN) et X pe comporte donc

que des applications.

Démonstration.

Soit n dans V(S1,...SN,e;¢,r1,...rN), on a donc :

p(x) = g(x') = 5,(n(x)) = S1(n(x')) i.e. 51(n(X)) constant

ri(x) = r (x') = s,(n(x)) = S2(n(x'))
(ITII.64) .

ro . (x) (x") = 8. (n(x)) = 8(n(x"))

N-1 = Ty-1

rp(x) = ro(x') = n(x) = n(x").

Montrons que n a un unique point fixe avec tout &lément £ de X(r N;Sl""sN)'

Les relations (III.64) montrent que n passe successivement au quotient en

RS

n1’n2a'~-an+1

( n, o X/¢ - Y/S] i.e. ny € Y/S1

n, ¢ X/r1 > Y/S2

(II1.65) .
ny G X/rN_1 - Y/SN
Ny g X/rN > Y
\
et les relations (III.63) montrent que £ passe au quotient en 51""5N
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€y ¢ Y/S1 > X/r1
Ey ¢ Y/S2 + X/r

(III.66) .

2

£ 3 Y/S, + X/r

N N N

Supposons que (x,y) soit dans F(g,n)
(II1.67) x = g(y); ¥y = n(x)

et appliquons (III.67) aux quotients successifs PR STL POY SPPRRE S N Il

vient :
5.(y) = ng; 51(51(y)) = r1(x)
" 8,(y) = nz(r1(x)); Ea(sz(y)) = r,(x)
(I11.68) .
Sp(y) = nylry_y (x5 £y(5.(¥)) = ry(x)
Y = ngyq (mylx))

Le systéme (III.68) montre que (x,y) est nécessairement défini par

(III.69) y =n o ggomngo ... 0mn, 0 £ (n);x = g(y)

Réciproquement montrons que (III.69) définit bien un point de F(g,n). En effet

si on identifie les €léments de Y/Si avec leurs classes d'équivalence, on a

(I11.70) Ny 2 om0 g(n,).

Puis, d'aprds (III.63) et (III.61)
(TIT.71) £i(ny) > &,(n, o £,(n ).
Donc en combinant avec (III.6k) et (I11.62)

III.
( 72) ng o g.(ny) > Ny 0 &y 0 ny 0 g (n)

On peut continuer ainsi jusqu'a

(III.73) ny, o
N EN-1 o ... 0 £1(n1) S NMyyq © Ey © -e. 0 51(n1) =y

N

Puis, & 1'aide de (III.69)

(III.7h) Eyongo ..o £,(n) > &(y) = x
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Et enfin :

(111.75) o

Nye1 © By © ++0 © g,{n) =¥> n(x)

Ce qui démontre que ¥y = n(x) et donc que (x,y) est dans F(g,g). Pour montrer
que Y(ST,...S“,e;¢,r1,...rN) est égal 4 l'ensemble des réponses possibles de Yves &
X(r1,...r“;S1,...SN) on choisit une ré&gle de décision n pour laquelle 1l'une des

relations (III.6L) ‘est fausse. Par exemple on suppose qu'il existe x et x' tels

que :

(111.76) s,(n(x)) # 8 (n(x"))

on choisit alors la régle de décision ¢

'(III-7’{) E(y) = x' siy€ s,(n(x)); &(y) = x sinon.

On vérifie que & est dans X(r1,...rN;S1,...SN) et que F(g&,n) est vide.

L'interprétation du prolongement associé au couple jouable

X(r],...rN,.S1

§1 € Y/S1 et informe Xavier de ce choix. Puis Xavier tenant compte de ce ren-

"'SN)’ V(S1,.,.SN,e;¢,r1,...rN) est la suivante : Yves choisit
seignement choisit i1 € X/r1 et en informe Yves. Yves choisit alors iz € Y/S2
en respectant le renseignement déjd fourni : la classe de &2 est incluse dans
celle de il. Et ainsi de suite, chacun restreignant de plus en plus son choix
et informant alternativement son adversaire de ces restrictions. Finalement,
la Niéme intervention de Yves est pour choisir iN € Y/SN connaissant kN—1
et respectant les engagements pris : jN C yN_1. Puis Xavier choisit

x._ € X/;N en fonction de iN et enfin Yves choisit le point y € Y dans la classe

¥, en fonction de % informe Xavier de son choix qui choisit alors x € X dans

N N’
Eye I1 s'agit 18 d'un exemple typique de jeu & information parfaite et il
n'est donq pas étonnént que nous trouvions un prolongement jouable (cf. [Gale,
Stewart]). Ce qui est plus intéressant, et qui confirme la remarque (III.L),
c'est que, la structure d'information de Xavier étant donnée (X &étant donnée),
seule la maniére de jouer associée oll 1'on donne & Yves toute l'information

"restante" (c'est & dire toutes les réponses possibles) permet de donner dans

tous les cas une valeur au jeu.

€
X/rN_

1



- 52 -

III.5. AUTRES EXEMPLES DE PROLONGEMENTS PAR ECHANGE D'INFORMATION.

D'aprés le corollaire (III.1), au moins dans le cas od X et Y sont finis,
la recherche des couples (X,Y) qui sont jouables &équivaut & la recherche des
+ .
sous -ensembles X de F(Y,X) (contenant les constantes) tels que X ne contient

que des applications. Une condition nécessaire nous sera utile
Lemme (III.3).

Supposons que X et Y soient finis. Pour que £t ne contienne que des appli-

cations, il faut gque 1l'on ait

(ITT.77)r %6, £, € X ¥x € X L[5 (x) # 05 £, (x) # 85 £ (x) n g (x) = @)

2
= [3e€ X £ '(x) =Petece, Vgl

(la dernidre inclusion portant sur les graphes des applications).
Démonstration.

Si la relation (III.77) est fausse il existe [ 3 g2, X qui la mettent en

défaut. Posons

(111.78) T = (g, Y 52)0 U ({x} x¥Y) CXxY
Alors T est dans X*. En effet si £ est tel que
(I11.79) € '(x) # ¢

alors ¢ coupe {x} x Y,

et si £ est tel que

(I11.80) ¢ ¢ g, YV g,

Alors £ coupe (51 ¥} gz)c. Or nous avons supposé que tout &élément £ de X véri-
fiait (III.79) ou (III.80). Choisissons maintenant un élément Ty minimal dans

* .
X" et inclus dans T. Alors TO coupe 51 et 52, donc :

(I11.81) Tong CTne, = (x} x g (x)

(I11.82) T, n £, C TN g,

o {x} x EET(X)-
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Donc To(x) (on considére T, comme une correspondance de X dans Y) coupe 5;1(x)
-1 . IS
et 52 (x) qui sont disjoints par hypothése. Par conséquent To(x) contient au

moins deux points et n'est pas une application.

Nous examinons maintenant quelques exemples de sous—ensembles X.

Exemple (III.3).

Soit X l'ensemble des applications .constante (X = i(X)). Alors xt = F(x,Y)
ne contient que des applications et le couple (X,F(X,Y)) est jouable. C'est le
prolongement le plus avantageux pour Yves : Xavier choisit sa stratégie pure,
et Yves est informé de ce choix avant de choisir sa propre stratégie (cf. exem-

ple (III.1)). La valeur de 7mg est alors : sup inf g(x,y).
X y

Exemple (III.k).

Supposons que X contienne, outre les applications constantes, une seule
application non constante. Alors on vérifie aisément que Xt ne contient que
des applications, donc que le couple (X,X+) est jouable.
Par exemple si X = Y = {1,2,3} et si la seule ré&gle de décision ¢ permise & Xavier

qui n'est pas une stratégie pure est
(I1I1.83) i = 1,2,3 g(i) = i

cela signifie que Xavier peut jouer, soit une stratégie pure, soit "la méme
chose que Yves" (sans connaitre le choix de Yves). Alors les ré&gles de décision

de X' sont les applications n telles que
(I11.8%) 3i € {1,2,3} n(i) =1

Autrement dit Yves est informé de la stratégie de Xavier mais il n'a pas le droit
de jouer systématiquement "autre chose" que lui. Le prolongement ainsi construit

est jouable.

Exemple (III.S5).

Supposons que X contient, outre les applications constantes, 2 applications
.
P . . +
non constantes £, et £,. Alors on déduit aisément du lemme (III.3) que (X,X)

est jouable si et seulement si
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(III.85) ¥x € EI(Y) n 52(Y) : 5;1(x) C E;‘(x) ou bien g;l(x) C 6:1(x).

Par exemple si X = Y = {1,2,3} et si les 2 stratégies prolongées £, et £, de

Xavier qui ne sont pas pﬁres sont :
(111.86) i =1,2,3 g,(i) =i
(111.87) i = 1,2,3 g2(i) = i+1 (avec la convention 3+1 = 1)

cela signifie que Xavier peut jouer, soit une stratégie pure, soit "la méme
chose" que Yves, soit "le successeur de la stratégie de Yves". Comme £, et g,
ne vérifient pas (III.85) nous en déduisons qu'il n'existe pas de couple (X,Y)
jouable. Autrement dit, il n'existe pas de famille de régles de décision pour

"z

Yves "équilibrant" les possibilités stratégiques de Xavier.

Exemple (III.6).

8i X =Y = {1,2,3} et si les 2 stratégies prolongées £, et 52 de Xavier

qui ne sont pas puressont
(111.88) &,(1) = £,(3) = 15 g,(2) = 2
(IT1.89) &,(1) = £,(3) = 3; g,(2) = 2

cela signifie que Xavier peut jouer, soit une stratégie pure, soit (2 si Yves
joue la méme chose, ou sinon. 1) soit (2 si Yves joue la méme chose, ou sinon 3).
Alors'.‘;1 et £2 vérifient (III.85) donc (X,X+) est jouable. Donc si Yves peut
utiliser toutes les régles de décision "compatibles" avec lesvpossibilités stra-

tégiques de Xavier, alors on obtient un prolongement jouable.

IV. PROLONGEMENTS COMPOSES. JEUX ITERES.

IV.1. DEFINITION DES PROLONGEMENTS COMPOSES.

Dans le but de formaliser la notion "d'échange partiel d'information"
nous allons composer les deux types de prolongements que nous venons d'étudier
autrement dit nous allons composer un prolongement sans échange d'information

(II) et un prolongement par échange d'information (III).
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Ce choix n'est pas fortuit : en effet dans la partie suivante (V.§3) nous
montrerons que tous les prolongements jouables, sont, en un certain sens,

équivalents & un prolongement composé de ce type.

Proposition'(IV.1).

Soit P, = (Xl,V1,i1,j1,ﬂ1) un prolongement des jeux sur X x Y et

P, = (X2,V2,i2J2,n2) un prolongement des jeux sur X1 b'e V1

(ﬂ2 : A(X1 x V]f > A(X2 x V2)). Alors p = (X2,V2,i2 o i.l,j2 [ jl’"2 o ﬂ1)

est un prolongement des jeux sur X x Y. On l'appelle le prolongement composé

>

P, &vec p,-

Démonstration.

Il est clair que i, o i1 et j2 [ j1 sont 2 injections

2
(IV.1) iyod, = X+ X2; Jp 09, ¥~ Vz.
De méme T, 0m, est clairement un opérateur linéaire
(Iv.2) T, 0 m, A(X x Y) » A(X2 x V2)

vérifiant (I.4).

Enfin nous allons montrer que l'opérateur transposé (n2 ) w‘)* vérifie les
relations (I.12). Montrons par exemple que (I.12.ii) est vraie. Supposons fixés
£, € X2 et ¥y € Y et montrons que (n2 [ "1)* (52,j2 o jl(y)) est un élément de

A;(X) ® Gy. Notons m = (n2 [ n1)* (52,52 o j1(y)) la forme linéaire définie par

(Iv.2)' #g € A(X x Y) I[m,g]l = (7, o n,)(&8)(&,,5, © J,(¥)).

Puisque T, est un prolongement des jeux sur X x V1

(1v.3) _n;uz,jz(j,(y))) =L@,

5 SR @8

i)

Supposons que u € A;(X1) est une mesure discréte :

n n
(IV.L) u= L.a.6.; a, >0 I a;, = 1
i=1 1 £ : i=1

Alors on a :

(IV.5)  my(mi@) (6,0d,03,(¥))) = [(Zags 1) ® 85 (1) ™8],
£ 1
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od [ , 1, est le crochet de dualité entre A'(X1 x V1) et A(X1 x V1).

1
Done (IV.2) et (IV.5) entrainent

n .
(IV.6)  ¥g € A(X x ¥) [m,g] = = a;m,g(£y,3,(¥))
i=1

et comme w1 est un prolongement

(1v.7) melel.d (n) = In(e1,5,(0)) 8] = [n; @ §.8]
ol u; € A;(x). Finalement on déduit 'de (IV.6) et (IV.T) :

n
(1v.8) ¥g € A(X x ¥) [m,g]l = [( = o.u.) ® 6,2l
i=t *t v
donc m est un élément ‘de A;(X) ® éy. Si meintenant p est une mesure quelcongue
de Ai(X1), elle est dans 1l'adhérence faible de l'ensemble des mesures discrétes,

donc m est la limite faible d'une suite généralisée d'éléments de A;(x) ® éy.

Comme A;(X) est faiblement fermé, nous obtenons

(1v.9)  (my 0 )% (e,00, 0 3,(¥)) € ANX) @ 6

Définition (IV.1).

Un prolongement qui est le composé d'un prolongement sans &change d'infor-

mation avec un prolongement par échange d'information est appelé un prolongement

avec échange partiel d'information.

L'exemple des jeux itérés (IV.§3) fournira une justification de cette termino-
logie.

IV.2. CARACTERISATION DES PROLONGEMENTS AVEC ECHANGE PARTIEL D'INFORMATION.
Définition (IV.2).

Soit p = (X,¥Y,i,j,7) un prolongement. Une stratégie aveugle de Xavier

est une stratégie prolongée £ telle que

(Iv.10) px(w*(i,n)) ne dépend pas de n.

Une stratégie aveugle de Yves est une stratégie prolongée n telle que :

(Iv.11) pY(ﬂx(E,n)) ne dépend pas de E.
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Les prolongements sans échange d'information sont précisément ceux dont toutes
les stratégies sont aveugles (cf. proposition (II.1)). -
Dans tous les prolongements les stratégies pures (ou plutdt leurs images i(X)

et j(Y) dans X et V¥) sont.aveugles, puisque (proposition I.2)

[
o

(1v.12) pX(nx(i(X),ﬂ))

n
=

(1v.13)  p, 0 *(g,3(y)))

Nous allons maintenant caractériser les prolongements avec &change partiel

N

d'information & 1l'aide des stratégies aveugles.
Théordme (IV.1).

a) Soit p = (X,Y,i,j,m) un prolongement avec &change partiel d'information.

Alors pour tout élément (£,n) de X x ¥, il existe une stratégie aveugle £y de

Xavier et une stratégie aveugle o de Yves telles gque
* x % b3
(Tv.ak)  w¥(e,n) = a7 (gg,m) = 77 (E,mg) = w7 (Egmg)

b) Soit p = (X,Y,i,j,m) un prolongement tel que pour tout. &lément (£,n) de

X x ¥ il existe une unique stratégie aveugle ¢, de Xavier, et une unique straté-

gie aveugle o de Yves vérifiant (IV.1k). Alors p est isomorphe & un prolonge-

ment avec &change partiel d'information.

Autrement dit, les prolongements avec &change partiel d'information sont
caractérisés (4 la restriction d'unicité prds) par le fait que, devant un com-
portement donné de Yves, Xavier peut remplacer toute stratégie prolongée de X par

une stratégie aveugle (et vice versa pour Yves).

Démonstration.

Etape 1.
Soit p un prolongement avec &change partiel d'information : il est 1é
composé de P, = (X1,V1,i1,j1,ﬂ1) (sans échange d'information), avec

p, = (X2,V2,i2,j2,n2) (par échange d'information). Choisissons ( ) dans

) €osny
X2 x V2, alors d'aprés le théoréme (III.1) il existe (51,01) dans X, x Y,

tel que
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(1v.15)  w3(g,ny) = wh(is(e ) un,) = w3(gyady(ng)) = 5, @4,

or si } désigne l'opérateur transposé de m,s on & pour tous g, £ et

1

(IV.16) [(n

o © 1 )¥(E.n) el = my(ne)(g,n) = [ﬂz(i,n),vt@] = %, o

Par conséquent
x
) =

(Iv.17) (r, o

2 1

) ' n
En composant chaque membre de (IV.15) avec L et en tenant compte de

on trouve donc :
(IV.18)  w*(g,5n,) = 75 (i (8, )un,) = v (00000 0)) = ¥ (6, @6 ).

Une nouvelle application de (IV.17) donne

(1v.19) ¥ (i,le)adp0n ) = ¥y (n3li,(e0),5,(n)0) = Filey @8, )

.“;(Es") "S]‘

(Iv.17),

Finalement (IV.18) et (IV.19) montrent que (E,,n,) et (i,(&;),i,(n,)) vérifient

la relation (IV.14). Il nous reste & montrer que.12(£1) est une stratégie

aveugle de Xavier dans le prolongement p (et de fagon analogue que 52(n1) est

une stratégie aveugle de Yves). Il s'agit donc de montrer que px(w*(ig(EI),nz))

ne dépend pas de n,- Or d'aprés (IV.17)

(1v.20)  py(n®(i,(6,)4n,)) = pyl¥, (n3(i,(6,),n,0)]

,n2

La relation (I.12.i) montre qu'il existe v dans A;(Vj) tel que

(Iv.21)  py(r®(i,(,)5n,)) ='px(’7‘l'1(6€1 ® )

Soit g un élément de A(X). Alors m,8 est dans A(X1) puisque le prolongement Py

est sans échange d'information (cf. définition (II.1)). Donc on a
N
(1v.22) I7. (86, @ v),el = [6, ® v,m.gl = n_g(t,)
g, T £, 1 1 1
Finalement (IV.21) et (IV.22) montrent, pour tout g dans A(X)

(1v.23)  [py(r*(1,(6,)un,)) 8] = [7,(6, ® v).el = ma(e,)

1

On en déduit immédiatement que Px("*(i2(€1),n2)) ne dépend pas de n,

tie a) du théorléme est établie.

et la par-
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Etape 2.

Soit p un prolongement tel que pour tout &lément (£,n) de X x ¥ il existe
un unique couple (50,n0) de stratégies aveugles tel que (IV.14) ait lieu. Nous
définissons le prolongement P, = (X1,V1,i1,j1,n1) par .

(1v.21) X1 est l'ensemble des stratégies aveugles de Xavier dans p.

V1 est l'ensemble des stratégies aveugles de Yves dans p.
(1v.25) i, =5 4§, =

x
(1V.26)  #(gang) € X, x ¥t w7(6gsmg) = v (Eg.n).

Alors la proposition (I.2) montre que p1est un prolongement des jeux sur X x Y
et la définition (IV.2) que ce prolongement est sans échange d'information.

Nous définissons maintenant le prolongement P, des jeux sur X1 X V1
(1v.27) X2 = X V2 =Y

(1v.28) i2 = identité de X1; je = identité de V‘

(IV.29) ¥(&,n) € X2 x V2, ¥(Eo,n0) € X x Vl

[e*(g,n) = «*(g,ng) = n¥(gg.n) = w¥Cggang)] = [a3(g,n) = 85, ® 6, 1-

D'aprds l'hypothése faite sur p, la relation (IV.29) définit bien une applica-

tion w; et cette application vérifie en outre :

(1v.30) [ﬂ;(i,n) = 650 ® Gno] - [w;(E,n) = w;(Eo,n) = ﬂg(i,no) = n;(iogno)]

(puisqu'a tout couple (£,n) on peut associer un unigue couple (EO’nO) vérifiant
(IV.1k4)). Done n: définit un prolongement p, des jeux sur X1 x Y1 (proposition
(I.2)) et ce prolongement est isomorphe & un prolongement par &change d'informa-
tion (théoréme (III.1)). Il nous reste & montrer que p est le composé de P,
avec p,. Nous fixons un couple (£,n) dans X x Y = X2 x V2 et nous appelons

(Eo,no) 1'unique &lément de X, x ¥, vérifiant (IV.14) et (IV.29). On & alors,

pour tous g dans A(X x Y)

(1Iv.31) [(x, o n,)*(i,n),g] = [nz(i,n),ng] = m,8(Eqsng) = [wf(eo,no),s]
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D'aprds la relation (IV.26) il vient

' x
(1V.32) [(n, o 1r1)*(5,n),g] = [w*(io,no),s] = [1(g,n), &l

2

)* = X et la partie b) du théordme est &tablie.

Finalement (n2 o m

IV.3. LES JEUX ITERES AVEC ECHANGE PARTIEL D'INFORMATION.

a) Définition, exemples.

Nous reprenons 1l'exemple des jeux itérés introduits en (II.L) mais nous
allons cette fois supposer un échange d'information entre les 2 joueurs. Au-
trement dit si p, = (%,;,i,j,ﬂa) désigne le jeu itéré de mesure a (définition
(II~.3)) nous allons composer ce prolongement avec un prolongement par échange
d'information des jeux sur % x ?. Nous supposons, par exemple, que ie jeu
itéré se déroule de la fagon suivante : }avier choisit X puis Yves choisit
Vs puis Xavier choisit Xy etc... Nous voulons exprimer qu'avant de choisir
X Xavier est informé de certains des coups qu'a joués Yves jusque 1ld et que
la situation est anaiogue pour Yves. Nous supposons donc données deux parties

A et B de N et nous les interpfétons de la fagon suivante

(IV.33) Avant de. jouer X Xavier est informé du choix des yj tels que
j € N - = .
J B [0,n-1] Bn—T

et de méme

(1V.3L4) Avant de jouer Y,» Yves est informé du choix des x; tels que

i€an (o] =aA.

Remarquons, en particulier, que dans ce processus d'échange d'information,
. 2 . 2 . + 242 Yy
Xavier et Yves sont doués d'une parfaite mémoire. Soit £ un élément de F(Y,X)

~ . . . v v .
c'est a4 dire une application de Y dans X. Alors £ s'identifie & une suite

(£;);gy 4'applications

(Iv.35) &, : ¥ >X #ien

par

(1v.36) w e ¥ ¢(y) = (Ei(?))iem.
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PN 242 v . s ot TN .
De méme un élément n de F(%,Y) s'identifie & une suite (nj)jem

d'applications :

(IV.37) n. : X Y #%j €m
par

v N N "
(Iv.38) ¥x € X n(x) = ("j(x))jem‘

Lemme (IV.1).

Soient A et B 2 parties de IN. Alors le couple (XB,VA) suivant est un

couple décisionnel

(1v.39) X, = (g € (YL, 0) /% g5 € F(_ 7 Y;.X)}

I€B; 4

(IV.40) ¥, = (n € F(X,¥)/%j n, € F(_ = X.,1)}
J jea. *

. J
Plus précisément, quels gue soient £ et n, F(£,n) contient exactement un point

N 3
de X x Y gue nous notons [g,n].

Autrement dit si ¢ est dans XB’ £.

i est indépendant des yj tels que

J & Bi—1’ et si n est dans VA’ "j est indépendant des X tels que i é‘Aj.
Démonstration.

Fixant & dans XB et n dans VA’ nous devons montrer que l'application :
(IV.41) ¥ x ¥ o> Xx ¥ : (L3 » (e(3),n(X)

possé&de un unique point fixe. Nous procédons par récurrence, & l'aide des
relations (IV.39) et (IV.40)

r

51 ne dépend pas de ; et s'identifie & un élément X, € X
n, dépend seulement de x, et définit y, = n1(x1)

(IV.k42) Y&, dépend seulement de v, et dérinit x, = 52(y1)
N2 2

dépend seulement de Xis X et définit y2 = na(x1,x2)

. s . . . Y PR . . .
On construit ainsi un point fixe (x,y) dont on vérifie aisément qu'il est unique

(cf. démonstration du lemme (III.2)). x



- 62 -

‘Nous définissons maintenant le jeu itéré de mesure a € S et associé &
A, B, comme le composé, au sens de la proposition (IV.1), du jeu itéré sans
échange d'information de mesure a avec le prolongement par échange d'information

associé & (XB’VA)'

Définition (IV.3).

Soit a un élément de S et A, B 2 parties de N. Alors le jeu itéré de

mesure a associé & A, B est le prolongement p = (XB,VA,i,j,;a) ol :

(IV.L43) i@ X+ XB ¥; ey i(x)[;] = (XyXyeoesXpeoo)

(IV.bb)  § 2 Y >y, ¥ €X J(IXI = (yy¥,eees¥sees)
et

(IV.45) ¥g € A(X x Y) #(&,n) € Xp x ¥V, 7.g(£,n) = [a,g([£,n])]

NN
gg_[g,n] € X x Y désigne 1l'unique élément de F(&,n).

Exemgle'(IVJ)T

v ~
Si A =B =@ alors XB b4 VA s'identifie & X x Y et on retrouve les jeux

itérés sans échange d'information.

Exemple (IV.2).

v
Si A=Wl et B =@ alors )% = X et VN est l'ensemble des stratégies "non

anticipatives" de Yves. Autrement dit Xavier choisit x s X

IEEER ..., sans aucune

n,
information sur le comportement d'Yves, et Yves choisit v, aprés Xys ¥y aprés

Xps etc..., en sachant & chaque fois ce que Xavier vient de choisir.
Exemple (IV.3).

8i A = B =N alors le jeu itéré associé équivaut 3 un jeu sous forme exten-
sive avec "information parfaite”. (cf. [Gale, Stewart]). Xavier choisit X
puis Yves choisit ¥y puis Xavier choisit X5 etec...

On sait qu'en général' de tels jeux poss&dent une valeur (cf. [Gale, Stewart])

done le prolongement associé est jouable. Le théoréme ci-dessous va nous

permettre de retrouver ce résultat (dans le cas particulier des jeux itérés).
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Exemple (IV.4).

8i A =B = 2N-on a un exemple typique de jeu itéré ol chaque joueur est

s s z . 3 tai " "
partiellement ;nforme : Xavier et Xveg choisissent "en secret x2n+1 et y2n+1

mais ils informent leur adversaire du choix de Xon €t ¥, -

b). Une majoration du saut de duaslité.
Théoréme (IV.2).

)i jem 4B é1émént de S N 21 (%) crest & aire :
’ L .

Soit a = (a,.
1J
+o
(IV.46) ¥i,j : aij > 0. . § aij =1
i,3=1

"Alors le jeu itéré de mesure a associé 3 A et B vérifie :

S (IV.L47) ¥g € A(X x Y) (inf sup ?as(z,n) - sup inf ;&s(E;n» <

s % XB Ya
< 2lgl.[1 - a;s - I ac.].
iea *9  jep 1Y
isj j<i

Exemple (IV.5).
Si l'information est parfaite (A = B = N cf. exemple (IV.3)) alors on a :

(IV.48) 1 - .z e - z a;
iew 9 jew Y
i<j j<i

= 0.

Donc tous les jeux itéré&s qui correspondent & un &change "total" d'information
sont jouables. Nous allons nous poéer 2 questions portant sur cet important

cas particulier : d'abord dans le cas oll-la relation (IV.48) est vraie (ce cas

‘est un peu plus général que celui de 1'information parfaite), existe-t-il, pour

toute fonction de gain initiale g un point selle du jeu prolongé ;ag ? Le

Y

-corollaire (IV.1) répond & cette question.

Ensuite, les jeux itérés vérifiant la relation (IV.48) sont-ils les seuls

~

.‘qui‘ébnt jouables ? Nous répondrons & cette question en IV.§3.c).

.Corollaire (IV.1).

Supbosons que les ensembles de stratégies pures X et Y sont des espaces
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topologiques compacts, et que la fonction de gain initiale g est continue.

(Si X et Y sont finis ces 2 hypoth&ses sont vraies). Soit p un jeu itéré dont

la mesure a est dans 11(m2), associé & A et B et vérifiant (IV.48) (par exemple

c'est un jeu & information parfaite). Alors le jeu prolongé ;ag admet un point

selle dans ﬁN X Vm.

Exemple (IV.6).

Reprenons les exemples (IV.2) et (IV.4) lorsque la mesure a est donnée par :

+ o .
=1 1y2i-2
(Iv.k49) [&,g[(xi,yj)i’je“]] =3 i=E1[(2)

1,2i-1
glx;,y;) + (3) glxg,,.7;)1
Alors le théoréme (IV.2) permet de majorer le saut de dualité de ;ag, dans le
cas de l'exemple (IV.2) par :

(1v.50) inf sup 7_g(E,n) - su§ inf 7 gle,n) < 21g1
noe ° £ n 3

et dans le cas de l'exemple (IV.L) par

(IV.51) inf sup ;ag(g,n) - sup inf ;ag(g,n) < %Igl.
n € ' g n
Remarquons que la majoration (IV.51) est assez faible puisque le saut de dualité

~

de ;ag qui, dans tous les prolongements, est inférieur & celui de g, est donc

majoré par 2lgl.

Démonstration du théoréme (IV.2) et du corollaire (IV.1).

Etape 1 : Préliminaire : Un lemme de point fixe.

Lemme (IV.2).

Soit (Un) une suite d'espaces métriques complets uniformément bornés et

soit (hn) une suite d'applications

(IV.52) h : U > U

telle que h est an—lipschitzienne (an > 0) et _gue

(Iv.53) ma, =0
. 1
i=1

Alors il existe une unique suite (xn) toxy € Un telle que :

(IV.5k) ¥n €EW x_ = hn(xn ).

n +1
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Posons si n est supérieur®a p

P .
(IV.55) K =h oh 0 ... 0 hn(U

B P+ ) c U ol Z désigne l'adhérence de Z.

n+1

Alors pour tout p fixé la suite (Kﬁ)n>P'est décroissante. Si & désigne une

borne commune du diamétre des UD on a :
. n
(IV.56) diamdtre (K2) < ( 7 a.)$.
nt = typ i

Donc les ensembles fermés (Ki)n>p ont dans UP (qui est complet) une intersection

réduite & un point que nous appelons xp :
Iv. ¥n > x_€xPcu_.

(Iv.57) 2P x, n P

Donc’

(Iv.58) ¥n

v

p+1 P
€
p+1 hp(xp+1) hp(Kn ) €K

Par conséquent h_( ) est dans l'intersection de la suite décroissante

p Tp+1

(kP) et est donc égal & Xy Donc la suite (xp)

n’n>p+1 vérifie (IV.5k).

PEN

Une telle suite est unique car si (yp) est une autre suite vérifiant (IV.5k4)

PEN

on trouve

(Iv.59)  ¥p, <p, : d (x .y ) = ( wmolla (x .,y

Py Py By i=p, 1 P2 P2 "Pp
soit
Pyl
(IV.60) ¥p,, ¥p, > Py dp (xp WV ) < (._n ai)6
1 1 1 1-p1
Donec x = y_ . Le lemme est acquis.

Py Py

Etape 2 : Définitions et notations.

N LY
Soit dans A(X x Y), l'espace des fonctions bornées dépendant de
XiseeeX 5ene et de Yqseoea¥panen le sous espace fermé En formé des fonctions

qui ne dépendent que des xg tels que 1 € An et des~yj tels que j € Bn

-1 -1

Autrement dit
Aneq By
(1v.61) E_ = A(X Tl y 2T

On convient d*identifier E1 4 R. Définissons de méme le sous espace fermé Fn
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formé des fonctions qui ne dépendent que des xs tels que i € An et des y.
J
tels que j € Bn_1. Autrement dit :
A B _,
(1v.62) F o= A(x " xy ™7

Enfin nous définissons les suites (An) et (un) de nombres positifs ou nuls par

(1IV.63) A= L oa + L oa,.
iea 9 jep I

i< j<i
IV.6L z = . =
( ) sjeb %mg T T aimz 2.
n-1
(Iv.65) Ioag v, T Hpsomo= 1,2,

i€a
n

Les relations (IV.64) et (IV.65) ainsi que la positivité des aij montrent que

(Iv.66) A, > MpZ Ay 2.2 2w >

De plus ces nombres sont tous positifs ou nuls puisque, en sommant les n pre-
midres relations (IV.6L4), les n premidres relations (IV.65), et en tenant compte

de (IV.63) il vient :

(IV.67) T a,,+ I a,.+ 2\ = ta.,+ I a,,
iea ¥4 jep I n+l jep 1 jep M
i< j<i i< j<i
Jj<n i<n

En remarquant que la série double (aij) est convergente, on montre ainsi que

la limite commune des suites An et u  est zéro.

Etape 3 : Un systéme de programmation dynamigue.

Nous considérons le systdme suivant (IV.68) et (IV.69) dont les inconnues

€ € .. .- € vee
sont V1 E1, W1 F1,. ,Vn € En’wn Fn’

(IV.68) . n = 1’2{"'/Anvn(xi’yj) = x52§ ([jéB anjg(xn,yj)] + ”nwn(xi’xn’yj)}
. ° jsn-1

12§ {[.éAaing(xi,yn)] + 2
Yn H
i<n

+1Vn+1(xi’yj’yn)}

(IV.69)  m = 1,2,.../uW (x;,¥;) .

On vérifie & 1l'aide des définitions (IV.61) et (IV.62) que ce systéme a bien

un sens autrement dit que les applications ¢n et wn définies par
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‘ . 1
(Iv.70) W € Fuo (W )(x;,y;) = o {[jéB SVLIL LSRR MW (x552,5¥ 5)
z jzn-1
' . L,y:) = dinf {[ % a, g(x;,y.)]
(IV.T1) oy € Bpyg ¥y (Vpyy ) (xg07) y & iea '? i7n
i<n

+ An+1vn+1(xi,yj,yn)}

ont pour images respectives :
(1v.72) ¢n(Fn) CEs Wn(En+1) CF,.

Nous allons maintenant montrer que ce systéme a une solution.

Premier cas. L'un des An (ou 1'un des un) est nul. Supposons par exemple
. )
(IV.73) A # o,...,xno # 03 u“o = o,xn0+1 = 0,...

Alors 1l'équation (IV.68) détermine parfaitement V. et par récurrence
0
_ (W _.) etc...
ng 1 ) ng 1

Quant & 1l'équation (IV.69) pour n > do et & l'équation (IV.68) pour n > ng+1,

w =¥ -1(vn0) puis Vno-l = °n0-1

Blles décgplént de 64,65, En choisissant arbitrairement YPO+1,..‘ et wno,...,
on obtient ainsi une infinité de solutions du syst@me.

Deuxiéme cas. Tous les An’ My sont positifs stricts. Alors-'si on pose
(Iv.7d) W € R eX(W ) = 1o (W)
n n n n An n' 'n
et
(IvV.75) v €r . vEv o)=Ly (v )
. n+1 n+1 n' n+1 w, n n+1

on constate que le systéme (IV.68) (IV.69) s'éerit

(Iv.76) " Vv

*
a ¢n(Wn) n = 1,2,...

= X =
(Ivorr) W=y (V) ono=1,2,...

Or d'apré&s les définitions (IV.70) et (IV.T1) si Cp (resp. Dn) désigne la boule

de rayon lgl dans E, (resp. Fn) on a clairement d'aprds (IV.64) et (IV.65)

(1V.78) ¢:(Dn) Cc, n=1,2,...
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(v.79) vX(c ,,) c D, m o= 1,2,...

n' n+1

et de plus :
(1v.80)  w',w2 11X - oXwdHi_ < ot - R

: n’’'n *nt¥n WMl =% n nF

n n n
A
1 2 £, .1 _ k2 n+l o1 _ o2
(1v.81) ¥Vn+1’vn+1 I‘pn(vnﬂ) wn(vnﬂ)lF = N lvn+1 vn+1IE
n n n+1
x ¥ * >\11-0-1

Done ¢ est ;2 - lipschitzienne et wn est - lipschitzienne. Le systéme

n n
(IV.76) (IV.77) a donc une solution unique d'aprés le lemme (IV.2) (Etape 1).

Il suffit en effet d'appliquer le lemme (IV.2) au cas ol

]

(=]

-

- .
]

Q

IV.82 ¥p EN U ;
( ) P 2p ~ “p’ 2p-1 P
* x
V. ¥p € = H =
(IV.83)  ¥p €W h, = vis by | = o
2ot p
(Iv.8L4) ¥p €N Uy = w 3oy = Ap

n .

et de remarquer que ( = ui) est une suite convergeant vers .zéro puisque (Ap)
i=1

et (up) convergent vers zéro.

Etape 4 : Fin de la démonstration du théoréme (IV.2).

W VoW ...

Nous avons donc établi l'existence d'une suite Vl, qaeees n

n’
£ = (zi)iem

vérifiant (IV.68) et (IV.69). Considérons alors une stratégie

de Xavier dans le jeu itéré c'est a dire

(IV.85)  #¥i Ei s ¥ > x

et choisissons £ de sorte que l'on ait

N - - N
(IV.86) ¥y ¥n : AV (E:(¥),y;) < [jéB ;8 (¥)ayy) 1+
jzn-1

g (B (NG )0y ) + e

(ol € > 0 sont des nombres arbitraires que nous ferons tendre vers zéro par
la suite).
L'existence d'une telle stratégie (Ei) appartenant & XB se démontre par récur-

rence. On construit aisément EIA(E € X) par :

1
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(IV.87)» MV, 2 “1w1(51) + e

Puis si E1"'5n—1 sont construits et ne dépendent que des yj "permis" par

la définition (IV.39) alors dans la relation (IV.86), En(y) "n'apparait qu'a

droite" et il suffit de faire en sorte qu'il réalise (& e_ prés) le suprémum

n

de la fonction :

—
(1v.88) x =~ [jéB anjs(xn,yj)] + unwn(ai({),xn,yj)
jza-1

Comme les Ei(;) (i < n-1) ne dépendent que des v; tels que j € B _, om con-

state que le terme de droite dans (IV.88) ne dépend (outre de xn) que des ¥;

tels que j € B Donec En peut &tre choisie indépendante des yj tels que

n-1"
€ Bn—1 ce qui est la propriété désirée. On prouve de méme l'existence d'une
stratégie n =‘(71j)j € {Ade Yves telle que

(IV.89)  ¥x ¥n : unwn(xi,‘nj(%)) > Ta alx;,n (%) +

~ jea
i<n

- vy — v
* Aa Ve (g (X)an () - e

Considérons alors par exemple une suite quelcondue ; e¥ et observons ce qui

se passe sSi Xa;ier joue avec la stratégie £ et Yves avec la stratégie (aveugie)
;. La relation (IV.69) du systéme de programmation dynamique et la relation
(IV.86) donnent successivement si on note (;,;) = [E,?]‘:

ALV, < u1w1(xd) + e

1
oW o (x,) < I oa. g(x,,y,) + A V. (x.,¥y.)
17171 jea i1 i’91 2°2 71
. i<t

(1v.90) J Anvn(xi,yj)

[

I a .g(x ,y.) + u W (x.,y.) + ¢
j€B nj n’’j n'n i*j n
Jj<n-1
WW (x,,y:) < I a; g(x.,y_ ) + A
- »n n'7icY jep in i*Yn

. i<n

vt Vo1 (X507 5)

-~

Donc en ajoutant ces inégalités, il vient :

©

. .. Y. Ia,. R
(Iv.91) AV, <2 ang(xl,yJ) + a g(xl?yJ) + 1

V1T sea jes 1
i< j<i

k
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Ce qui entraine :

©

. o

(Iv.92) AV, < m gleg,y) + Igh [1 - Za, .- za&a .1+ I ¢€.

) . & iea Y9 jem I n=1
i<j J<i :

Cette relation est vraie pour tout y et entraine donc

®
- — - -
(IV.93) inf 7 g(&,y) = inf n_ g(&,n) > A, V. - lghl [1 - Za.,. - fa..]l- I ¢
3 a n ° T jen Y9 jep I n=1 2
i< j<i

soit finalement, quelle que soit la suite (en)nEN

L
(IV.9L4) sup inf 7_g(&,n) >Aa v, - lgl [1- fa..- Za..]l- zc¢
£ n ® T . iea Y jep ' np=mq @
i<j j<i

o

Si on fait maintenant tendre I e, vers zéro, on obtient la méme inégalité sans
o =1

le terme I €nt A l'aide de n on démontre de méme

n=1
(1IV.95) inf sup T g(e,n) <A v, + gl [1 - T a,.,- Ia,.]l
: noog  * v iea 19 jep 1

i<j Jj<i

le théoréme (IV.2) est démontré.

Etape 5 : Démonstration du corollaire (IV.1).

Nous supposons q;e 1'égalité (IV.4B) est vraie et savons donc que le jeu
itéré p est jouab}e. Nous voulons montrer qu'il posséde un point selle.
Puisque X et Y sont des espaces topologigues, le sous espace En de En et le sous
espabe Fn de Fn formés des fonctions continues, sont fermés (donc complets) pour
la norme du sup. Puisque g est continue et que X et Y sont compacts, les

applications ¢, et wn définies par (IV.70) et (IV.71) vérifient

1) CF

(IV.96) ¢ (F)) C E 5 v (5,

0
Donc le systéme de programmation dynamique (IV.68), (IV.69) admet une solution
Vi€ E =B, W €F .,V R, W EF ... .

A cause de la compacité de X et Y, on peut choisir € et n vérifiant respective-

ment (IV.86) et (IV.89) avec e, = 0. La relation (IV.93) devient alors

(Iv.97) i§f ?ag(g,y) = irrl]f ?ae(—é,n) > AV,

S

Et la relation obtenue symétriquement & l'aide de n
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(1v.98) °gP ;;e(k,ﬁ) = sgp T g(E,m) < AV,

Done (E,n) constitue un point selle de ?ag.

¢) Jeux itérés jouables et information parfaite.

Nous cherchons mainﬁenant si la majoration indiquée par le théoréme (IV.2)
est la meilleure possible. Suppoéons que X et Y sont finis, alors nous savons
(théoréme (II.3)) qu'il existe un jeu itéré dont la mesure est dans w2y, qui
est sans échange d'information‘(A =B = @) et qui est jouable. Pour un tel
jeu la majoration (IV.47) est simplement :

(1Iv.99) inf sup'wag(g,n) - sup inf N&S(E,n).j 21gl
n 13 £ n
et elle n'est certainement pas la meilleure ! Mais si X et Y sont infinis nous

avons le :
Théoréme (IV.3).

Si les ensembles de stratégies pures X et Y sont infinis, la majoration

(IV.47) est la meilleure majoration du saut de dualité d'un jeu itéré avec

échange partiel d'information dont la mesure a est dans z1(m2). Autrement dit :

1

(Iv.100) sup —— [inf sup ;ag(;,n) - sup inf ;ag(g,n)] =
geA(x x v) 181y v,
g#0
=2 [1- fa.,.- I a..l.
iea ¥ jep 'Y
i<j Je<i

Corollaire (1v.2).

8i X et Y sont infinis, les seuls jeux itérés avec &change partiel d'infor-

mation qui sont jouables sont ceux qui vérifient :

(IV.101)  Z a,., + L a.,. =1
i€ 13 jeB iJ
155 j<i

Par exemple si a; > 0 pour tous i et j, les seuls jeux itérés jouables sont

J
ceux ol A = B = N, c'est & dire ol l'information est parfaite.

Corollaire (IV.3).

8i X et Y sont infinis, aucun jeu itéré sans échange d'information dont la
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mesure est dans k1(N2) ne réduit strictement (et uniformément sur g) le saut

de dualité de g.

Ce corollaire constitue un résultat plus fort que le théoréme (II.k).

Démonstration du théoréme (IV.3).

©

®
Soit X = U Xn une partition dénombrable de X (Xn # @) et Y= U Yn une
n=1 n=1

partitioﬁ dénombrable de Y (Yn £ @), thoné a et B les 2 surjections :
(IV.102) o : X > o a(x) =n ® x € X,

(1vﬁ103) B: Y > B(y) =meyey

considérons la fonct&on g € A(X x Y)

(Iv.104) g(x,y) = -1 si B(y) > a(x)

g(x,y) = +1 si B(y) < a(x)

Nous supposons pour l'instant que le support de a est fini, autrement dit qu'il

existe N tel que

N
(IV.105) . ; aij =1
1,j=1
Fixons alors une stratégie ¢ =»(Ci) € XB de Xavier. On peut comnstruire par
é c i fini N s ve Y. Jiyeeed H

récurrence une suite finie (yJi,sz pr) oll {J,, Jp} = By, telle que
(IV.106) ¥k B(y. ) > a(x.) si 4 < j

Jy i - “k
oﬁ‘on a posé
(IV.107) #i = 1,...N x. = &.(y., j j

s % l(le, _.yjt) o {j,envjy ) = B, _,

(la démonstration est laissée au lecteur).

On choisit ensuite yj, si j < Net j ¢ BN 1 de sorte que :

(Iv.108) #j <n j ¢ By-y Bly;) 2 is?up . alx,;).

Calculons alors :

.x
- 2
Iv. A=
(1v.109) T e(£,y) = : §=1aijs(xi,yj)
i

on a :
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.
IV.110) A = T a..g(x.,y.) + T a.. g(x.,y. )
( i=1,...y ¥t i=1,...8 Yk 1k
J<N k=1,...p
JFBy_,

D'aprds les relations (IV.104) (IV.106) et (IV.108) il vient :

N SN
. - - r ( L. a..)
(Iv.111) A < L a, . I L a,. ) + ) i
i=1,...8 " i=1 k=1,...p Ik i=1 k=1,...p 7
DhLE sy ISPy
JEBy_,
Donc d'apréds (IV.105)
(Iv.112) A <2 L a,. -1
jes *d
J<i
Finalement nous venons de montrer
(1v.113) #¥g € X, inf v g(g,n) <2 I 8y ~ 1
n JEB
j<i
On démontre symétriquement
E >1 -2 I a,.
(Iv.114) ¥n € VA sgp nag(g,n) > T
i<j
Et (IV.113) et (IV.114) entrainent
(IV.115) inf sup 7 _g(&,n) - sup inf g(é,n) >2(1 - T a,, - £ oa..)
n g ® £ o ® iea ™ jep Y
i<d j<i

Dans le cas général oll le support de a n'est pas fini on fixe un € > O et on

choisit N tel que
N
(Iv.116) I a,.>1-¢

La démonstration se termine de fagon identique.
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V. PROLONGEMENTS JOUABLES ET FONCTIONS VALEURS.

V.1. FONCTIONS VALEURS ET COUPLES (SUP INF, INF SUP).

Rappelons qu'un prolongement p des jeux sur X x Y est jouable si :

(v.1) ¥g € A(X. x Y) sup inf wg(g€,n) = inf sup 7mg(&,n)
g n n £

Si p est un prolongement jouable des jeux sur X x Y, nous appelons fonction
valeur associée 4 p et nous notons v_ la fonction
(v.2) v. : A(X xY) - R v_(g) = sup inf 7mg(&,n) = inf sup 7g(&,n).

. P P £ n n £

Définition (V.1).

Une fonction valeur est une- fonction v

(v.3) v:AXxY) >R

telle qu'il existe un prolongement jouable p des jeux sur X x Y tel que

(V.h) ¥g € Ax x Y) . v(g) = v (g).

Og note V l'ensemble des fonctions valeurs. Nous allons (chapitre V.§2 ci
dessous) caractériser les prolongements jouables en considérant comme équivalents
deux prolongements jouables qui ont méme fonction valeur (par exemple le

théoréme (II.1) montre que les prolongements sans échange d'information jouables
sont tous equivalents au prolongement mixte). C'est doné l'ensemble V des
fonctions valeurs que nous allons caractériser. Nous appelons fonction

sup inf (resp. inf sup) associée au prolongement p (non nécessairement jouable)

la fonction v;

sup inf ng(&,n)

(v.s5) v; : A(X x Y) » R V:(g) : "

resp. la fonction vj

inf sup mg(&,n).

(V.6) Hiaxxy or e
P n £

Définition (V.2).

#)

Un couple de fonctions (vb,v
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(v.7) v, v# : A(vX x YY) *R

est appelé un couple (sup inf, inf sup) s'il existe un prolongement p des

jeux sur X x Y tel que :

(v.8) ¥g € A(X x 1) ) =‘v:(é); v#

#
= v
(g) p(g)
D'aprds leur définition, les couples (sup inf, inf sup) vérifient donc
(v.9) ¥g € A(X x Y) sup inf g(x,y) < v°(g) < v#(g) < inf sup g(x,y)
: X Y. Y X
Nous allons voir qu'en fait l'ensemble V des fonctions valeurs permet de

caractérisér trds simplement les couples (sup inf, inf sup).

Proposition (V.1).

Un couple (vb,v#) de fonctions définies sur A(X x Y) est un couple

(sup inf, inf sup) si et seulement si

i) v° €V et v# €v

ii) ¥g € A(X x Y) : vb(g) < v#(g).

Démonstration.

Soit d'abord un couple (vb,v#) vérifiant i) et ii) et soient Pi» Py

2 prolongements jouables tels que. :

b
(v.10) ¥ : vP(g) = v_ (g); v*(g) = v_ (&)
. Py Po
Notons p, = (X1,V15i1,j1,ﬂ1) et p, = (X2,V2,i2,j2,w2). Posons

(v.11) X=Y = (X1 x X2 x V1 x V2)

P 0O 0 0 o0 . . . .
et choisissons un 4-uple (51,52,n1,n2) dans X. Les applications i et j

. . . . 0o o0
(v.12) IR She X i(x) = (11(x),12(x),n1,n2)
.. v s _ (.0 0 . .
(v.13) . § = Y > i(y) = (51,52,31(y),ae(y))
sont des injections. Définissons alors 1l'application wx

. :
(V1) T Xx Vs A Y) e = (EysEpangnny) no= (£]Le5niang)
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w¥e,,n]) s (g,,8,) = (g],65) et si £ #n
*(g,n) = nz(ﬁg,né) si (ng,n,) = (n},n}) et si g #n
3 %,y + 5 wh(g,ung) sinon.

I1 est clair que 7% véririe (1.12) pﬁisque nf et ﬂ; le vérifient. Donc
d'aprds la proposition (I.2) l'opérateur m défini par (I.10) est celui d'un
prolongement p : p = (X, Y,i,j,m).

Fixons g € A(X x Y) et choissisons & € X. Il est clair que :
(v.15) inf wg(&,n) > inf {inf n1g(g1,n;), inf ﬂ2g(52,né)}.
n . n} ny
Supposons que le terme de droite de (V.15) soit égal & inf n1g(£1,n;).

n
En considérant les n de la forme 1

(V.16) n = (£,,8,,n},n5) avec ny # 0,
il est clair qu'on obtient
(Vv.17) inf wg(&,n) < inf ﬂ1s(€1,n;)

n n}

Finalement 1'inégalité (V.15) est en fait une égalité pour tout &, donc :

(v.18) sup inf 7g(g,n) = inf {sup inf = g(£,,n}), sup inf 7 g(g,,n})}
: 3
3 n €, My Ex np
Done
b . b
V. = =
(v.19) VP(F) inf {vp1(g), vpz(g)} vi(g)

On démontre de méme que vg(g) = v#(g). Donc (vb,v#) est une couple (sup inf,

inf sup). Réciproquement soit (vb,v#) un couple (sup inf, inf sup), alors la

relation ii) est évidente (cf. (V.9)) et nous devons montrer que vb et v# sont

dans V. Or il existe un prolongement (X,Y,i,j,n) tel que

(vV.20) ¥g € A(X x Y) vP(g) = vz(g) = sup inf mg(&,n).
g n

Soit alors ¥ = F(X,Y) l'ensemble des applications de X dans V et 3 l'injection :

(v.21) Ty 7V Iy (e)

ily) €y

Si nous posons

(v.22) T AX x Y) > A(Xx V) Te(E,n) = ng(e,n(e))
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il est clair que le prolongement (X,V,i,g,;) est jouable et a pour valeur

vz. (cf. exemple (III.1) et (III.3)). On montre de méme que v# est dans V.
n

La proposition (V.1) montre que 1l'étude des couples (sup inf, inf sup)

se raméne & celle des fonctions valeurs.

V.2: CARACTERISATIONS DES FONCTIONS VALEURS.

a) Résultats globaux.

Théordme (V.1).

L'ensemble V des fonctions valeurs est 1l'ensemble des fonctions v

A(X x Y) > R gui vérifient

i) ¥g € A(X x Y) ¥x € R, : v(rg) = av(e)

ii) ¥g € A(X x Y) ¥A €ER : v(g + A8) = v(g) + A
(v.23)

iii) ¥g,,g, € A(X x ¥) [g, > g,]1 = [v(g,) > v(g,)]

Wiv) ¥g € A(X x Y) sup inf g(x,y) < v(g) < inf sup g(x,y)
x ¥ y o ox

(Rappelons que 6 € A(X x Y) est la fonction constante et égale & 1). Les pro-
priétés i) et ii) expriment gu'une fonction valeur respecte les transformations
affines positives de la fonction de gain g, et la propriété iii) exprime qu'elle
resp;cte l'ordre sur les fonctions de gain. Toutes ces propriétés sont les
propriétés usuelles de la valeur d'un jeu (cf. par exemple [Owen] ). Au sens
de la théorie des jeux les propriétés i) 3 iv) sont donc des p?opriétés "natu-
relles" qu'on peut imposer a priori & une fonction valeur. Le théoréme (V.1)
justifie donc a posteriori 1'hypothd&se (cruciale dans cette étude) de linéarité
des opérateurs de prolongements puisque les prolongements "linéaires" sont
suffisants pour obtenir "toutes" les fonctions valeurs. Si g est une fonction
de A(X x Y) nous notons

(v.2k) S(g) = sup glx,y); i(g) = inf g(x,y)
(x,y) (x,y)

Définition (V.3).

Une fonction v : A(X x Y) » R est dite positivement 1-lipschitzienne si

.

elle vérifie l'une des 2 propriétés équivalentes suivantes
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(v.25) ¥g,.8, € A(X x ¥).: v(g,) - vig,) =< 8(g,-g,)

(v.26) ¥g,,8, € AX x ¥) : i(e,-gy) < v(g,) - vig,) < S(g,~g,)-

Démonstration.
Nous devons montrer : (V.25) = (V.26). Or (V.25) entraine
(v.21) vig,) - vig,) < s(gy-g,) = 8(-(g,-8,)) = -i(g,-g,)

c'est & dire

(v.28) 1(31-32) < v(g1) - v(g,)
n
Théordme (V.2).
L'ensemble V des fonctions valeurs est l'ensemble des fonctions v
A(X x Y) » B gui vérifient :
i) ¥g € A(X x ¥) ¥r €R, : v(rg) = av(g)
(v.29) ii) v est positivement 1+lipschitzienne
iii) ¥g € A(X x ¥) sup inf g(x,y) < v(g) < inf sup g(x,y)
x y y x
Démonstration des théordmes (V.1) et (V.2).
Etape 1 : Toute fonction valeur vérifie les relations (V.23).
Soit v € V la fonction valeur du prolongement p = (X,Y,i,j,m). Puisque
7 est linéaire on a pour tout A positif
(v.30) v(Ag) = sup inf m(Ag)(&,n) = sup inf An(g) = Asup inf n(g) = Av(g)
3 n £ n 3 n
Puisque 76 = 6 on a
(v.31) v(g+r8) = sup inf 7w(g+Ar68)(&,n) = sup inf [ng(g,n) + Al = v(g) + A
£ n £ n

Puisque 7 est positif on a :

|v

(v.32) g€, 28, " 1T(sl)z m(g,) = V(g1) v(g,)

Enfin la propriété iv) résulte de la proposition (I.1).

Etape 2 : Si une fonction v vérifie (V.23) alors elle vérifie (V.29).
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‘Nous allons montrer que si v vérifie (V.23.ii) et (v.23.iii) alors v est

positivement 1-lipschitzienne. Or on a toujours

(v.33) (g,-g,) < S(g;-g,)6

Donc

(V.34) g, < 8, * S(s1-3219

Donc

(v.35) vigy) < v(g2+S(s1-§2)e) = vig,) *+ S(z1-g?).

Etape 3 : V est stable par sup et inf.

Soit (Va)aeA une famille d'éléments de V et soit O un indice fixé de A.
Soit p, = (Xa’ya’ia’jq’"u) un prolongement jouable dont la fonction valeur est
v
o}
. € = v = i .
(V.36) ¥g € A(X x ¥) v (g) v, () sup  inf = g(g ,n )
o guexa naeya

Soit X la somme ensembliste des Xa (cf. [Bourbaki]) et soit i 1'injection :

.o . o AT
(V.37) i X > X i(x) = 1O(x) € Xo cC X = aEA Xa

Soit Y le produit cartésien des Va et soit j 1l'injection :

(v.38) Jor x>V ) = (G,(5)) ep € agAya =Y

Définissons alors l'application nx

(v.39) X Xx Yo A;(X x Y) : w*(g,n) = w:(g,na) si g € Xa
et n = (n,) e
Alors on a
(V.40)  #x € X ¥n = (n) €V n¥(i(x),n) = ni(ig(x),n,) € 6@ A}(Y)

Et de méme
(V.h1)  #g e X ¥y €Y Ja: w(g,i(y)) = nile, § (y)) € AL(X) ® s,

Donc nx est, d'aprés la proposition (I.2), la forme transposée de l'opérateur

d'un prolongement p. Fixons g dans A(X x Y) et calculons
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(v.42) v;(g) sup inf wg(g,n) = sup [ sup inf mg(g ,n)l

EEX nE€Y a€A gae XO. n€y

C'est & dire

(V.k43) v;(s) sup [ sup  inf 7 g(g ,n )] = sup [vpa(g)']

0EA £ EX n €Y ¢ a€A
a "o a o
Donc la fonection : .
(V.hlh) v(g) = sup [va(g)]
a€A
(qui est toujours définie puisqu'elle est majorée par inf sup g(x,y)) est la
Do y x
fonction "sup inf" associée & un prolongement. D'aprés la proposition (V.1)
la fonction v est donc une fonction valeur. On peut aussi remarquer que p
est jouable et que v est sa valeur, puisque :

(v.k45) inf sup wg(g,n) = inf [sup(sup ng(g ,n ))] = sup(inf sup = g(g ,n,))
n g n a €y a n, &,
On démontre symétriquement que l'infimum d'une famille d'éléments de V est

dans V.

Etape 4 : Si une fonetion w : A(X x Y) > R vérifie

(V.46) ¥31,52 € A(X'x Y) : v € V : w(g1) = v(g1) et w(g2) = v(ge)

alors w est dans V.

Nous allons déduire ce point de 1l'étape précédente. Puisque w vérifie
(V.46), on a :
(V.47) ¥g € A(X x Y) sup inf g(x,y) < w(g)
x y
D'aprés l'exemple (III.3), il en résulte‘que l'ensemble {v € V/v < w} est

non vide. Posons :

(v.L48) vy = sup {v/v € V,v < w}.

Alors v,.est dans V d'aprés l1'étape 3. Fixons g, dens A(X x Y) et définissons

(v.49) vgo = inf {v/v-€ V, v(gy) = wigy)}

D'aprés l'hypothé&se (V.46) cette définition a un sens et d'aprds 1'étape 3,

Ve est dans V. De plus (V.46) entraine
Y .

(v.50) ¥g € A(Xx x Y) Tv eV : v(gy) = wigy), vig) = w(e)
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Donc
(V.51) ¥g € A(X x Y) Ve (g) < w(g).
0 .

Finalement on a
(v.52) v. <wetyv ) = w(g,)

g, = go(go 18

€
Donc v < vo et par conséquent (puisque VO < W)
0

(v.53) wigy) = vgo(so) 2 voley) < wigy)
Donc w(go) = vo(go), et comme gg était quelconque, w et vy coincident, done

w est dans V.

Etape 5 : Si une fonction v : A(X x Y) » R vérifie (V.29) alors pour tous

g5 &, dans A(X x Y) il existe deux éléments m, et m, dans A;(X x Y) tels que

(v.5k) [m1,g1] < vigy) 2 [m,,e,]

et

(v.55) [my,g,1 2 viey) 2 [ng,e,]

Soit v une telle fonction. Fixons g, et g, dans A(X x Y) et considérons le

jeu 4 2 personnes de somme nulle iont les stratégies pures sont {1,2} pour

le premier joueur, X x Y pour le second et la fonction de gain L

(v.56) ie (1,2} (x,9) € X x ¥ [LO1,(x,y)) = g, (x,¥) - v(g,)

L(2,(x,y)) = -g,(x,y) + v(g,)

Supposons que le premier joueur maximise L et notons o la valeur (mixte) du
jeu. Alors on aura
(Vv.57) o = sup inf {A[m,g1—v(g1)e]+(1~x)[m,-g2+v(52)0]}
Ae[o,1]meA;(x x Y) .
Or, on a toujours
(v.58) ¥h € A(Z) : inf [m,h] = inf h(z).
mEA;(Z) b4
Donc (V.57) s'écrit aussi

(v.59) o = sup inf [m,A(g,-v(g,)8)+(1-2)(-g.+ o
VET0, 11 medr(x x p 0 BT EDE £,+v(g,)0)]
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sup inf (A (g, (x,y)-v(g ))+(1-2) (-g,(x,y)+v(e,))]
A€[0,1] (x,y)€X x Y

Supposons que o est positive stricte (a > 0). Alors il existe A € [0,1] tel

que :

(v.60) inf {(1=)v(gy)-Av(g,) = [(1-M)g,(x,¥)=Ag,(x,y)1} > 0
(x,y)ex x Y

Supposons gue A est non nul. Alors (V.60) s'écrit

(v.e1), =M vig,)-v(g,)- sup [ilill g,(x,y)-g,(x,y)1 > 0

r (x,y)€X x Y

1-2

Mais puisque v est positivement homogéne ((V.29.i)), si on pose €3 = 3 &z

il vient :
(v.62) v(gy)-v(gy) > sup leg(x,¥)-g,(x,5)] = s(g,-g4)
- (x,y)€X x Y
Ce qui contredit la propriété (V.29.ii) (cf. définition (V.3)). Supposons
maintenant que A est nul, alors (V.60) s'écrit
(v.63) v(g,) - sup [gy(x,¥y)1 > 0
: ) (x,y)€X x Y
Or v(0) = 0 d'aprds (V.29.i) et en appliquant (V.29.ii) au couple (g2,0) il
vient
(V.64) v(g,) < s(g,) = sup g,(x,y)
(x,y)€X x Y
Donc l'hypoth&se a > O est absurde, et la valeur mixte du jeu indiqué est néga-
tive ou nulle.
Ceci s'écrit
(v.65) inf sup  {Alm,g,-v(g,)01+(1-2)[m,-g,*v(g )61} < ©
meAL (X x Y) A€[0,1] .
Autrement dit, si m} désigne une stratégie mixte optimale

(v.66) sup {[m, ,g,-v(g )0, [m ,-g +v(g,)el} < 0

C'est & dire :

(V.67) * [m,,g,1 < [m,,v(g,)e] = v(g,)

1

et

(v.68) . v(gy) = [m;,v(g,)e] < [m,,e,]
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En échangement les rdles de g, et g, on démontre de méme qu'il existe m, dans

A(X x Y) tel que :
(v‘69) V(s") Y [m2,g1]; [m2182] i V(gg)
Donc le couple (m1,m2) vérifie (V.54) et (V.55).

Etape 6 : Fin de la démonstration des théorémes (V.1) et (V.2).

~

D'aprés les étapes 1 et 2.il nous reste & démontrer que si une fonction v
vérifie (V.29) alors elle est dans V. D'aprds 1l'étape 4 il suffit pour cela
d'établir que si on choisit deux 61émen§s &4 et 8, de A(X x Y), alors il existe

un prolongement p = (X,Y,i,j,m), jouable, et dont la fonction valeur Vp vérifie
(v.70) vo(g) = v(g,)s volgy) = v(ey)

Nous ;avons d'autre part que les fonctions valeurs sont les mémes que les
fonctions "sup inf" (cf. proposition (V.1)). Il nous suffit donc de construire
le prolongement p de sorte que
(v.11) v(g,) = sup inf wg (£,n); v(g,) = sup inf mg,(£,n)

3 n . 3 n
Pour construire p nous allons utiliser deux éléments m, et m, de A;(X x Y)
qui vérifient (V.54) et (V.55) (Etape 5). Choisissons en outre 2 applications

o, et P

(v.72) o; Y > A;(X) : [ci(y) ® 6y,3i] = sup gi(x,y); i=1,2.
- x€X
Posons alors :
(v.73) X=X U {g,,8,} i x> X i = identité de X
(v.7h) Y=Y U {n,n,} Y-y j = identité de Y
choisissons mg et m) dans A;(X x Y) tels que
(v.715) [my,8,1 = v(gy)s [my,g,]1 = v(g,)
C'est possible puisque d'aprds (V.29.ii) on a : i(g) < v(g) < S(g). TNous

choisissons enfin un &1lément ¥y dans Y et définissons 1'application ¥

Xx ¥V » Al(X x Y) par :
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. % = R = % =
x€X y Y wi(xy) =8, @ mx,ng) = w(x,my) =8 @ Gyo
% * * =
(V.76) o (E,y) = o.(¥) ® 8,37 (Egsony) = mys m (g sn,) = mg

* % x -
T (E,,¥) = o, (y) ®6y;ﬂ (52,n1) =m; T (g,5n,) = m,

On constate que % véririe (I.12) et est donc la forme transposée d'un opérateur

de prolongement m. Calculons maintenant
(v.77) a, = sup inf wg, (&,n)
’ n
Si £ est dans X on a
(v.78) inf g (x,n) = inf g,(x,y) < sup inf g, (x,¥)
n Yy X y
Donc d'aprds (V.29.iii)
(v.19) inf mg,(x,n) < v(g,)

n

Si g = §1 on a

(v.80) i?]f ﬂgl(£1,n) = inf (i;f [oyy) ®8,.8.1, [my,e 1, [m3,ey113.
On déduit donc de (V.72) et (V.75)
(v.81) inf ngl(E1,n) = inf {inf sup g1(x,y), [m,.g,1, v(gI)}

n y X

D'aprds (V.29.iii) et la relation (V.5L4) il vient

(v.82) inf ng1(£1,n) = V(g1)
n
Enfin si ¢ = gg on a
(v.83) iﬁf mg,(E,,n) = inf {i;f lo,(y) ®6y,g1], [my.e,1, [m, ,g,1}

En vertu de (V.54) on a donc

(V.8k) i:f mg, (£,,n) < vig,)

et finalement (V.79), (V.82) et (V.8L4) entrainent
(v.85) oy = V(g1)

On calcule de méme

(v.86) a, = sm;p ix,:f mg,(E,m)
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et pour cela

(v.87) inf wgg(x,n) = inf gz(x,y) < sup inf ge(x,y) < v(ge)
n y X ¥
et
(v.88) izf mg,(E,,n) < mey(Ey,n) = [my,8,]1 < viegy)
enfin
(v.89) i?f mg,(E,,n) = inf {i;f sup g,(x,y), [my,e,1, [my,g,1} = vigy)
Finalement o, = v(g2) et la relation (V.88) est démontrée.

b) Un théoréme d'interpolation.

Ce résultat va caractériser l'existence d'une fonction valeur "interpolant"

un ensemble de bipoints (gi,ai). ol g; € A(X x Y) et a; €ER. C'est a

i=1,...n

dire l'existence de v € V telle que
(v.90) ¥i = 1,...n v(gi) = a
Définissons dans A(X x Y) la relation R

(v.91) 81:8, € A(X x Y) g,Rg, signifie : J(xey),(x',y') € X x Y

ta. g(x,5) 20 gy(x',y') < 0 et g (x,y)gy(x",y")-g,(x,y)g (x",y") 2 0
et aussi la relation S
. € : i ifi : .
(v.92) 8,48, A(X x Y) g1Sg2 signifie g1Rg2 et g2Rg1
Alors nous avons
Théoréme (V.3).

Supposons que X et Y sont finis. Soient des éléments (85) 524 o de
=1,...n —

A(X x Y) et des nombres (ai). . Alors il existe une fonction valeur v

i=1,...n

(au sens de (V.90)) si et seulement

qul interpole les bipoints (gi’ai)i=1,...n

si on a

(v.93) ¥i = 1,~..n sup inf g;(x,y) < a; < inf sup g;(x,y)
X y y X
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(V.9h) ¥i,j = 1,...n (gi—aie)s(sj-aje)
Démonstration.

D'aprés la démonstration des théordmes (V.1) et (V.2) il nous suffit,
pour caractériser l'existence d'une fonction valeur v qui interpole les bipoints
(g:s0.)._ de caractériser l'existence d'une fonction valeur qui interpole
i*7i’i=1,...n

(g,,0,) et (g,,a,) (on utilise un raisonnement en tous points semblable & celui
1 1 2’72

ie 1'étape U4)).

Etape 1 : Nous allons d'abord montrer qu'une condition nécessaire et suffisante,

de 1l'existence d'une fonction valeur interpolant (g,,a.) et (g,,a,) est
1 1 2?72

(v.95) sup inf g, < a; < inf sup gi' i=1,2
(v.96) 3m1? m, € A;(X x Y) : [m1,g1] ey < [m2,g1]
[mzagzl b3 ["2 < [m1 9g2]

Ces conditions sont suffisantes d'apr&s 1'étape 6 de la démonstration des

théorémes (V.1) et (V.2). Elles sont nécessaires : si Vo € V est tel que
(v.97) a; = vp(g;) = sup inf mg, (g,n) i=1,2
EEX neY

alors la relation (V.95) est claire.

Posons maintenant IE = w*(g,V) il vient
(v.98) a; = sup [inf [m,gi]] i= 1,2
2 m€I

Soit € > O fixé. Alors il existe Eg(i

n
-

,2) tels que

(v.99) a; 2 inf [m,gi] 205 - e i=1,2
. mEI € .
&5
3i on choisit m? dans I_¢ tel que :
t2
(v.100)  inf [m,g,] > [m%,g,] - ¢
= 17 - 1281
m€I ¢
6 .
2
€
et m2 dans IE? tel que

(v.101)  inf [m,g,] > [mj,g,] - €
m€I ¢
&

alors on a
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(v.102) [mf,g,]1 < e + inf [m,g.]1 < e + @
1284 1 1
mE€I €
£z
et

(V.103) [m;,81] i igf '[m:81] Z 01 - e
m Ige
1

On a également :

(Vv.10k)  [m3,g,] < & + inf [m,g,] Lo, + ¢
. mEIEe
1

et

(v.105)  [m{,g,] > inf [m,g,] 2 @y -~ ¢

m€I, ¢
£2
Donc (m?,m;) vérifient les relations (V.96) "a& e pr&s". Par compacité de

11

A;(X x Y), nous en déduisons que tout point d'adhérence (m1,m2) de (m?,mg)

vérifid exactement ces relations.

Etape 2 : Il nous reste a caractériser & quelle condition la relation (V.96)
est vraie. Nous allons montrer que la relation (gg—uze)R(g1-a16) équivaut

exactement &

(V.106) 3m, € AL(X x Y) [my,g] < a3 oy < [m,8,]

ce qui établira le théoréme_d'aprés (V.92) et (V.94). Or (V.106) s'écrit :
(v.107) . 3Im € AY(X x ¥Y) ‘Im,g,-0a,8] < 0; [m,~(gy-0,6)] <0

ou encore

(v.108) min [sup {[m,g,~a 0], [m,-(sz'uze)]}] <0
mEA;(X x YY)
Soit en posant h1 = g,-a 9 et h2 = gy"a 6

1 2

(V.109) min sup [A[m,h,] - (1-1) [m,h,]] < O
mEA! (X x Y) A€[0,1] 2

D'aprés le théoréme du minimax ceci s'dcrit

(V.110) max min [m,Ah1-(1—A)h2] <0
AE[0,1] meA;(x x Y)

ou encore

(Vi111) max inf [AhI(x,y)'(1-A)h2(x,y)] 5Ao
A€[0,1] (x,y)€X x Y
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c'est 3 dire
(V.112)  ¥x € [0,1] : (inf)[Ah1(x,y)‘(1-)\)h2(x,y)] <0
' XY

or la fonction ¢

(v.113) ¢(r) = inf [)\h1(x,y)-(1—>\)h2(x,y)]
(x,¥)

est concave sur [O,I] et y est donc sous-différentiable. La relation (V. 112)

équivaut donc & (V - 114) ou (V - 115):
w. 114 J x, e xxy ¥ re [o, 1] My(x, y) - (1 =2 h, (x, y) 20
(v. 115) 3 re& [0, 1] p(r) 20 et 0 &€ 3p(N)

Oor (V. 114) équivaut a (V. 116):
. 116) 3J (x, y)E X x ¥ hy(x, y) £ 0 et hy(x, y) 20
et (V. 115) équivaut (puisque 93¢(A) est un sous ensemble de

{h] (x, y) + h2 (x, y)}(x VEX x ¥ et que X x Y est fini) a :

(V. 117) J (x, y) € X x ¥ : )
T, yhe xx v Frelo, 1] G, y) - (= Ihy(x, y) = b (x',y")

-(1- K)h2(X',y')S 0

hy (x,y) +h, (x,y)2 0

hy (x',y")+h,(x',y') <0

on vérifie aisément que (V.117) entraine (V.118)
(V.118) 3 (x,y)eXxY h (x',y")s0

(x',y " )eXxY h,(x,y)2 0
et b (x',y")h,(x,y)=h,(x",y")h (x,y)2 0

et aussi que (V.116) entraine (V.118) (ol 1l'on choisit (x',y')=(x,y)
Réciproquement Si (V.118) est vraie et que (V.116) est fausse alors (V.117)
est vraie.

On choisit pour cela A égal a

hz(x,y)-hz(X',y')

hl(x,y)+h2(x,y)-hl(x',y')—hz(x',y')

(V.119)

Finalement (V.118) &quivaut a {(V.116 ou (V.117} donc .3 {(V.114)ou (V.115)},

ce qui établit que(Vv.112) c'est-d-dire (V.106) équivaut & hzﬂhl,

ce que nous cherchions précisément 3 montrer.
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V.3. FONCTIONS VALEURS ET PROLONGEMENTS AVEC ECHANGE PARTIEL D'INFORMATION.

Nous allons montrer que toute fonction valeur est la fonction valeur d'un
prolongement avec échange partiel d'information (définition (IV.1)), autrement

dit
Théordme (V.L).

Tout prolongement jouable est &équivalent & un prolongement.(jouable) qui

est le composé d'un prolongement sans &change d'information avec un prolongement

par échange d'information. C'est & dire que pour tout &lément v de V, il

existe un prolongement avec échange partiel d'information p tel que

(v.121) ¥g € A(X x Y) ~v(g) = sup inf ng(g,n) = inf sup mg(&,n).
% n £

Démonstration.

Notons VO l'ensemble des fonctions valeursdes prolongements jouables avec

échange partiel d'information. Nous allons montrer que V0 = V.
Etape 1 : Soit A un ensemble d'indices et soit, pour tout o dans A un prolon-—
gement pa = (Xa,yu,la,Ja,ﬂa) qul est jouable et qui est le composé de

PR S RS T B 2 Vs . 2 _ 2 42 .2 .2 2
P, = (Xa’yu’la’Ju’“a)’ sans échange d'information, avec p, = (Xa’ya’lu’Ju’"a)’
par échange d'information. Supposons

T2, 1 Ty, 1

. €A: = ' R = '
(V.122)  #a (r )3 (X)) = Alx)s (m )G(Y ) = AL(Y)
Soit ¥ 1e sous—-ensemble de I V1 défini par

€A
1 1 1 1%, 1 2

(v.123) y' = {n = (na)aEA/(na)Y(na) ne dépend pas de a}
et soit X! la somme ensembliste 1L ﬂ. Choisissons un indice O dans A et

" a€A
définissons les 2 injections i et J

(vorek) il ox s X0 i'(x) = ilx) e ¥ ¢«
azs) Gy syt 5T = Gl g, e Y

La définition (V.125) a un sens puisque (proposition (I.2))

(v.126)  ¥a € a  wy evi(nNFG1(y) = 5,
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Définissons maintenant l'application (n1)*

1

A N L LA S B T L A IE N CAPLI TR

. 1 1 1 _ 1
sig € X etn = (n)
Alors (ﬂ1)1 vérifie les relations (I.12) puisque (nl)x les vérifie et

nous venons donc de définir un prolongement p, = (X1,V1,i1,j1,n1). Ce

prolongement est sans échange d'information car

(v.128)  (r)Eenh) = (o hEe!) sie! e x]

et

Tk, 1 1 Tk, 1y .ot o 1
(v.129) (m )3 ) (ry)y{n,) si € € X ne dépend pas de a, donc de ¢

Soit maintenant X2 C‘F(V1,X1) l'ensemble suivant

(v.130) X% = (g2 e F(v'xNBa e n Fe2ex? i wml ey'elnh) = g2

Comme Xf contient les applications constantes i:(x;), X2 contient les applica-

tions constantes i2(X1), si 1l'injection i2 est définie par

: : D N 1,0
(vasn 5% xT e x® B! = 2 Hmy) =g sie e x).

Nous remarquons maintenant qu'd tout &lément (wf) de I Vf nous pouvons
€A

associer, d'aprés l'hypoth&se (V.122) au moins une application n2 € F(X1,V1)

a€A

telle que

(v.132) %!

e x': n2(51) eyl et [n2(€1)]a = nS(£1) si 51 € X;.
Nous notons V2 le sous-ensemble de F(XI,V1) ainsi obtenu. Comme Vs contient

2

les applications constantes js(y;), Y contient les applications constantes

.2 . s s s . b2
J (V1) si 1l'injection 32 est définie par

1 2

(v.133) g, ¥ ey jz(n1)(51) = n' pout tout ¢

On a bien en effet

ny o= 32(n2)(ey)

(vaish)sigl e x! i,tnhe,

Montrons maintenant que (X2,V2) est un couple décisionnel. Nous notons

fa(g:,ni) la section de la multiapplication Fu(gi,nil qui définit le prolonge-

2

ment par échange d'information r,

. (cf. définition (III.2)).
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Soit un élément (Ea,ne) de X2 X V2 et supposons que 52 "provient" dans la

PN 2 2 2 . (.2 2
Al
définition (V.130) d'un élément g, de Xa. Notons aussi (na)aEA un élément
de I 75 qui provient d'un élément n2 dans la définition (V.132). Posons
a€A .

11y (2 2 1, gt 1 1
(v.135) (Eu,nu) £, (e ony) € X, x Y C X x ¥,

1

a,nz(il)) e x x V‘I est un point fixe de 1l'application de

Alors le couple (&

£ ox V1 dens lui-méme :

(v.136)  (g',n") » (B(ah),n2(e")
En effet il nous suffit de vérifier
2, 2,1 - 1

(v.13j) £(n (;“)) = £,

(puisque l'autre égalité est vraie par construction). Or d'aprés (V.130) =

2, 2,1 2,0 2,1
(v.138) ¢ (p (g )) = g (In"(g D1)
et d'aprés (V.132) et (V.135)

1

(v.139) a1, = n2[gl1 = o]

Donc, (V.138), (V.139) et (V.135) entrainent :
(v.1k0) gz(nz(e;)) = Ei(n;) = 5;

Nous venons donc de construire une section f(ez,nz) de la multiapplication
' Lo s - 2 y2 .2 .2 _2
F(gz,nz), et donc de définir un prolongement p, = (X5.ve i°.3i%,1%), par

échange d'information, des jeux sur X1, V1

(Vo) ()PP =50 o) € ALK x VD)

_Nous appelons p le prélongement composé de p, avec p, (cf. proposition (IV.1)).
Etudions son opérateur transposé 7* . Soit (52,n2) un élément de X° x V° et
supposons que 52 provient de ES € Xi (au sens de (V.130)) cependant que n2
provient de ("s)aGA € agAVi (au sens de (V.132)). Alors on a d'aprés (V.135)

et (Ve1ko) :

(v.iu2)  £(g%,0%) €

1 1 1 .
(eon’) € X x v et (gl,n) = £ (£2,02)

Donc d‘'aprés (V.127) et (V.1k42)
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1

(v.143)  w*(e2,0%) = (1 DFeln') = (DX elinl) = wh(e2n2)

Nous venons de montrer que le prolongement p vérifie la propriété

2

. . 2
(v.1kh)  ¥e2,n (g2, = ﬂ:(ei,ni) si €2 provient de g,

.2 ) 2
et si n° provient de (“a)aEA

>

Cette propriété est trés semblable 4 la définition de 1l'opérateur 7% dans
1'étape 3 de la démonstration des théorémes (V.1) et (V.2) (relation (V.39)).
En fait elle pefmet, d'une fagon rigoureusement identique de montrer que p est
jouable et a pour fonction valeur v = sup va. Remarquons enfin que le

€A
prolongement p, vérifie, en vertu de (V.122), (V.128) et (V.129)

(v.1ds)  (aDK) = A

Donc, dans l'étape 1, nous venons de montrer que si une famille de prolongements
jouables avec échange partiel d'information vérifie (V.122) alors il existe

un prolongement avec échange partiél d'information vérifiant (V.1L45), qui

est jouable et dont la fonction valeur est le supremum (ou l1'infimum, par un

raisonnement analogue) des fonctions valeurs des prolongements de la famille.

Etape 2 : Soit 6 un élément de A;(X x Y). Définissons vy par

(V.146)  ¥g € A(X x Y) v, (g) = fsup inf g(x,y) si [6,g] < sup inf g(x,y)
b'd Y X ¥y

inf sup g(x,y) si [6,g] > inf sup g(x,y)
vy ox y x

[6,g] sinon.

Soit v un élément de V. Alors il existe 2 familles d'indices X et Y et pour

tout (£,n) € X x ¥ un élément 95 n de A;(X x Y), tels que
t]
(V.147) ¥g € A(X x Y) v(g) = sup inf [ 3|
£ n .M
(on choisit bien sfr 9E 0 = w*(g,n)). Remarquons que ve(g) s'éerit aussi
E]

(v.148) ve(g) = inf {inf sup g, sup [[6,g]l, sup inf gl}
y X X y

Et puisque v est une fonction valeur on a aussi

(V.149) v(g) = inf {inf sup g, sup [v(g), sup inf gl}
y X X ¥y

Or, de (V.147) on déduit
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(v.150) sup [v(g), sup inf g] = sup inf [sup {sup inf g, [9g n,g]}]
x ¥ € n x ¥ ’

Eneffet on a toujours

(V.151) sup (a, sup bi) = sup (sup (a,bi)) et sup (a, inf cj) = inf (sup (a,cj))
i i J J

De (V.150) et (V.149) on déduit

(V.152) v(g) inf {inf sup g, sup inf (A )}

v x £ n £,n

ol on a posé

(v.153) A

inf 9
£,n = SuP {sip 1; g,L E’n,g]}

On déduit de relations analogues & (V.151) et de (V.152) que
(V.154) v(g) = sup inf [inf {inf sup g, A 11
3 n y x £sn
Finalement de (V.154), (V.153) et (V.148) on tire
(V.155) v(g) = sup inf v (g).

£ 0 g,

Donc 1'étape 2 prouve que toute fonction valeur est obtenue 3 partir des

S

fonctions Vo et 4 l'aide des opérations supremum et infimum.

Etape 3 : Nous allons montrer que, pour tout 6, ve est la fonction valeur

d'un prolongement jouable avec échange partiel d'information vérifiant (V.1k45).
D'aprés 1l'étape 1 il s'ensuivra que toute enveloppe supérieure de certaines
fonctions Vo est encore la fonction valeur d'un prolongement du méme type.
Donc toute enveloppe inférieure d'enveloppes supérieures de fonctions Vo

est dans VO (en utilisant encore une fois 1'étape 1). Mais 1'étape 2 montre
qu'on obtient ainsi toutes les fonctions valeurs. Donc V eEt égal a VO.

Nous fixons donc un élément 6 de A;(X x Y) et construisons d'abord un prolon-
gement p, = (X1,V1,i1,j1,ﬂ1). Pour cela nous choisissons un symbole a qui

W%
n'est pas dans X (l'ensemble des suites 3 éléments dans X) et un symbole B

N
qui n'est pas dans Y, et nous posons

>
I

(V.156) % U {a} i X - X i1(x) = (X yXyeeeXyeon)

N
Y U {g} it Y >y JUY) = (Fs¥seee¥sers)

<
n

(v.157)
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Appelons a un élément de T (cf. chapitre II §h.c). Alors si (%,;) est un

242 : Y v . PP PN 1T.%,v

élément de X x Y la relation (V.158) définit un élément (w )" (x,¥)
- 1,2, v o ’ .

(v.158)  ¥g € A(X x Y) [(x)7(x,¥),8] = [a,(&(x;,¥;)); 0]

(dans cette relation, le premier crochet est le crochet de dualité entre
A'(X x Y) et A(X x Y) et le second celui de la dualité entre [27(N)]' et
().
Donc les relations (V.159) et (V.160) caractérisent les applications

1 % , Ty ¥ '
(m )X : X > A1(X) et (m )Y t Y > A1(Y)

(V.159) ¥ € A(X) [(n)}(X),n] = [a,h[X]]

[a,t[¥11.

(v.160) ¥ € A(Y) (s ¥

1

Alors nous étendons la définition de (n"H* 3 X" x v' : (on note by = px(e)

et 8, = py(0)).

(v.161) (WI)*(z,g) = a est choisi tel que px(a) = (ﬂl); (X) et PY(a) = O!
(n1)*(a,§) = b est choisi tel que p,(a) = 0y et py(a) = (ﬂl)§ (;)
(v *(a,8) = 6.
Il est clair que les relations (V.158) et (V.161) définissent un: opnlication
("1)* telle que
" e (x D X(E,n")) = (1 HEED wn' €y
(V.162)
py((1)*(a,n")) = oy wn' ey
et telle que
b, (X!, 5)) = («HEH ve' e x'
(v.163)
1%, 1 _ 1 1
pY((" )T (ET,8)) = ey vg' € X

Autrement dit (w1)* est la forme transposée d'un opérateur de prolongement

w’, tel que le prolongement P, est sans échange d'information. De plus, nous

*
X

prolongement p vérifie la relation (V.1L4s).

et (o)%

avons montré (en (II.§k.c)) que (n') Y

sont surjectives. Donc le
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Nous définissons maintenant un couple décisionnel (X,¥) od X c F(V1,X1) et

y c F(xt,yY)

(v.164)  x = {c € F(y',x") /ou bien~(g est constante), ou bien (g(}) C ¥ et
e(g) = a)}

(V.165) Y = {n € F(X’,V1)/ou bien (n est constante), ou bien (n(%) C Y et
. . i n(a) = 8)}
On vérifie aisément que (X,Y) est un couple décisionnel et on appelle
P, = (X,V,iz,jz,nz) un prolongement par échange d'information associé.
Ainsi le prolongement p, composé de P, avec Py, est un prolongement avec échan-
ge partiel d'information vérifiant (V.145). Nous allons montrer qu'il est

jouable et a pour valeur v Fixons g dans A(X x Y) alors pour tout £ € X

-
on a (ef. (III.37)) :
Ed
(v.166) L(g) = inf (72 o 7')(&)(&,n) = inf_ w'g(&(n'),n")
- neY nley?

Choisissons alors e > O et EE dans F(V1,X1) tel que

" ' v N
VY = (¥5)5ey E V) = X = (x5);eq
(V.167) avec ¥i € N g(xi,yi) > inf sup g(x,y) - €

Yy X
£.(8) = a

Alors 5t est un élément de X, et dfaprés (v.166), (V.161) et (V.158)

(V.168)  L(g,) = inf {r'g(a,8), inf v '&(c (¥),¥)} =

¥
= inf {[6,g], ipf [a,(&(x;,¥;)) ¢y}
¥
Done (V.167) entraine, puisque a est dans [L“(N)]; :

(V.169) L(ge) > inf {[0,gl, (inf sup g(x,y) - €)}
y x

Comme ¢ était quelconque positif, il vient :

(V.170)  sup inf (72 o 7' )g(&,n) > inf {[0,gl, inf sup g(x,y)}.
3 n Yy X

Choisissons maintenant X dans X tel que

(V.171) ¥y € Y g(x_,¥) 2 sup inf g(x,y) - ¢
x 'y
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= ;2

. -1 P . .
Alors, si gl = i% o i (xe) désigne l'application constante de F(V1,X1) égale

a i (xe) = (xE,...,xE,...), Eé est un &€lément de X et on a d'aprés (V.166) :

(v.172)  L(g) = inf (n'g(i'(x,),8), inf r'e(i'(x,),$)}
¥
Donc d'aprds (V.161), (V.159) et (V.158)
(v.173)  L(gl) = inf {[6xe ® 6y.el, 1§f la,(g(x_,v;));ey1}
Par conséquent (V.171) entraine
(v.174)  L(g!) > sup inf g(x,y) - e
€ x y

Comme € peut &tre choisi arbitrairement petit, (V.170) et (V.174) entrainent
finalement
(V.175) sup inf (w2 o n1)g(£,n) > éup [sup inf g, inf {[6,g], inf sup g}l

£ n X Yy y X
Or la fonction ve(g) (V.146) peut aussi s'écrire (relation analogue &
(v.148))

(V.176) ve(g) = sup [sup inf g, inf {[6,gl, inf sup g}]
x ¥ y ox

Donc nous avons montré
. 2 1
(v.177) sup inf (7% o 7 )g(&,n) > ve(g)
g n
-
On démontre de fagon analogue (et en utilisant (V.148)) que
. 2 1
(v.178) inf sup (7% o 7 )g(&,n) < ve(g)
n 3

ce qui prouve que p est jouable et a pour valeur ve.
V.4. CARACTERISATION DES PROLONGEMENTS JOUABLES.

Si E est un sous-ensemble de A;(X x Y) nous notons CO(E) son enveloppe
convexe fermée (pour la topologie faible ou forte : c'est la méme chose,

c¢f. [Dunford-Schwartz]). .

Si P et Q désignent des applications
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(Vv.179) P: V> X;Q: XV

nous noterons C(P) et D(Q) les ensembles

(v.180)  c(P) = {(«*(P(n),n)/n € ¥} C A}(X x ¥)

(v.181)  D(Q) = {r*(£,Q(£))/E € X} C AJ(X x ).

Lemme (V.1).

Un prolongement p = (X,Y,i,j,n) des jeux sur X x Y est jouable si et

seulement si pour tout couple (P,Q) d'applications (V.179) on a

(v.182) TO [c(P)] N TO [D(Q)] # ¢

Appelons les applications P et Q respectivement des r&gles de décision dans

l'ensemble des stratégies &tendues de Xavier et Yves.

Si maintenant m € A;(X) et n € A{(Y) sont respectivement des stratégies
mixtes de l'ensemble des stratégies étendues de Xavier et Yves, alors nous
pouvons prolonger la fonction de gain ng (définie sur X x Y) en définissant

ng(P,n) et mg(m,Q) de la fagon suivante

(v.183) ¥P € F(Y,X); ¥n € A;(V) : 7g(P,n)

[naﬂg(P(-),.)]A,(y) A(Y)
1 t]
ol mg(P(.),.) est la fonction : n =+ mg(P(n),n).

(v.18L4) ¥m € A;(X); ¥Q € F(X,Y) : ng(m,Q) = [m’ﬂs('”Q('))]A{(X),A(X)

ol mg(.,Q(.)) est la fonction : & » wg(£,Q(g))

On vérifie aisément qu'on a ainsi construit deux "surprolongements" du prolon-

gement p (on a composé p avec deux prolongements différents) dont les ensembles
de stratégies prolongées sont respectivement F(V,X) x A;(V) et A;(X) x F(X,Y).

Nous pouvons énoncer 1le

Théoréme (V.5).

Le prolongement p est jouable si et seulement si pour tout couple (P,Q)

de régles de décisions de Xavier et Yves dans l'ensemble des stratégies éten-

dues, il existe un couple (m,n) de stratégies mixtes de Xavier et Yves dans

leur ensemble de stratégies &étendues, tel que

(v.185) ¥g € A(X x Y) ng(P,n) = 7mg(m,Q)
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Si l'application (&,n) =+ (P(n),Q(E)) admet un point fixe (&,n) dans X x VY, on

vérifie immédiatement que
(v.186)  mg(P,68 ) = mg(6,,Q)

La condition de jouabilité signifie donc que si un couple (P,Q) de régies ue
décision de Xavier et Yves est incompatible (1l'application (£,n) = (P(n),Q(g))
ne poss&de pas de point fixe) il existe un couple (m,n) de stratégies mixtes

de Xavier et Yves dans leur ensemble de stratégies étendues, gqui réalise un

compromis au sens de 1'égalité (V.185).

Démonstration du lemme (V.1) et du théoréme (V.5).

‘Supposons que p n'est pas jouable : il existe g dans A(X x Y) tel que
(v.187) o = sup inf 7ng(g,n) < inf sup ng(g&,n) = 8
. 3 n n £

Autrement dit pour tout £ il existe n = Q(£) tel que

(v.188)  me(£,a(8)) < a v £5E

et pour tout n il existe £ = P(n) tel que :

(v.189)  mg(P(n)in) > 8 - (B5%) = o + 2(g-0)

Les relations (V.188) et (V.189) s'écrivent donc

Iv.190) #£,n € Xx ¥V : [1X(P(n),n).gl > o + %(B-a) N B;“ > [n*(¢,a(8)) el

Par conséquent CO(D(P)) et CO(D(Q)) sont strictement séparés par l'hyperplan
g, c'est & dire que
(v.191) inf [uw,g]l = _inf [u,gl > sup [v,gl = _sup [v,gl
WED(P) uECO(D(P)) vED(Q) vECO(D(Q))
En particulier CO(D(P)) et co(b(Q)) sont disjoints.
Réciproquement, s'il existe P et Q tels que TO(D(P)) et CO(D(Q)) sont disjoints,
le théoréme dé Hahn-Banach, qui s'applique puisque A;(X x Y) est faiblement
compact, montre qu'il existe g vérifiant (V.191). On vérifie aisément qu'on
a toujours :

(v.192) sup inf wg(g&,n) < sup [v,gl
£ n VvED(Q)
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(v.193)  inf sup ng(&,n) > inf [u,gl
n £ WED(P)
Done (V.191) (V.192) et (V.193) montrent que wg n'a pas de valeur. Le lemme (V.1)

est établi. Pour établir le théoréme (V.5) remarquons que la relation (V.183)

aéfinit un élément nX(P,n) dans Al(X x Y), par
(V.194) ¥g € A(Xlx ¥) [+*(P,n),g} = -1g(P,n)
L'égalité (V.185) s'écrit alors

(v.195)  n%(P,n) = 1¥(n,Q)

Enfin, le .sous—ensemble {w*(P,n)/n € A;(V)} €. A%(X x Y) est clairement
1'enveloppe convexe fermée des éléments ﬂ*(P,Gn) = ﬂ*(P(n),n): Autrement
dit c'est EE(C(P)). De méme on remarque que (ﬂ*(m,Q)/m € A;(X)) est égal 3

Co(D(Q)) et le théordme (V.5) découle immédiatement du lemme (V.1).

Application du lemme (V.1).

Soit par exemple un prolongement des jeux sur X x Y ol X et Y sont de
cardinal 2, dont les ensembles de stratégies &tendues ont chacun 4 &léments.

Alors le nombre de couples (P,Q) tels que
(V.196) 1l'application (&,n) ~ (P(n),Q(£)) n'a pas de point fixe

est supérieur & 200 !  Donc étudier la jouabilité d'un tel prolongement en

appliquant»le lemme (V.1), c'est & dire en cherchant si certaines enveloppes

convexes de points dans le simplexe de Rh se coupent, est en pratique extréme-

ment long.

VI. APPENDICE. LE JEU ITERE ERGODIQUE.

VI.1. DEFINITION.

z

Nous eallons &tudier un jeu itéré & information parfaite (IV.§3). Rappe-

lons-én la définition : Si a désigne un élément de S = [Lm(m2)]; alors le jeu
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itéré de mesure a sans échange d'information est le prolongement P,
NN . .
(VvI.1) p, = (X,Y,i,5,m)
ol ", est défini par
NN

(VI.2) ¥g € A(X x Y) ma(x,y) = la,gl¥,¥11.

Nous appelons maintenant stratégies non anticipatives de Xavier et Yves les

ensembles &h et %N (cf. (IV.§3.a))

N N

(VI.3) &w = {¢ € F(Y,X)/¥i €N £; + Y > X ne dépend pas de Yio¥igqe--r)
aoA A o .

(VI.L) %N = {n € F(X,Y)/¥#j €N ny X > Y ne dépend pas de xj+1,xj+2,...}

On véfifie aisément que (&W’%N) constitue un couple décisionnel et méme que
pour tout (£,n), F(&,n) a exactement un point. Autrement dit il existe un
unique prolongement des jeux sur ; X ? associé au couple décisionnel (XN,VN)
(cf. définition (III.2)). Appelons le p,. Alors le jeu itéré de mesure a

4 information parfaite est le composé de p, avec p,.

s

Il y a une fagon plus simple de le définir, en décrivant & quelle fagon

de jouer le jeu initial il correspond

[Xavier choisit x, €X puis Yves (informé de x1) choisit
(VI.5) ]

€ X, etc...

C

¥y, € Y, puis Xavier (informé de y1) choisit x,

Le paiement est alors

(VI.6) [a,(g(xi,yj)) 1.

i,jen
Nous savons (cf. IV.§.3 théoréme (IV.2)) que lorsque a est dans 11(m2), les
jeux itérés & information parfaite sont jouables. Nous pouvons supposer
qu'il en est de méme dans le cas général, mais puisque chaque élément de
©, 24, 1, 2 N . PN

[£7(N°)]" - 2 (N®) est construit & 1'aide du théoréme de Hahn-Banach, un
tel résultat général semble hors de portée. La jouabilité des jeux itérés
2)

dont la mesure est dans £1(m peut €tre déduite des résultats généraux de

[Gale Stewart] mais, dés que a est dans [L”(mz)]' - z1(m2), elle n'en décoﬁle

plus.
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~

Nous allons, & titre d'exemple, étudier dans un jeu itéré de ce type la

jouabilité, la nature et la construction des stratégies optimales.

Définition (VI.1).

2

Un jeu itéré ergodique est un jeu itéré 3 information parfaite, dont la

mesure a vérifie

. N
(vi.7) la,e(¥,¥)] = lin %ﬁ .51[5(xi’yi) +og(xg,.v;)]

N>+ i
Nous savons (cf. II.§.4.c)) qu'il existe une infinité de mesures a vér}fiant
(VI.T7) et éar conséquent une infinité de jeux itérés ergodiques. Mais nous
allons montrer en VI.§.2 que non seulement la valeur, mais les stratégies
opti;ales d'un tel jeu ne dépendent pas de la mesure a choisie. Ce qui nous
permettra (lorsque le théor&me (VI.1) s'applique) de parler "du" jeu itéré

ergodique. Terminons ce paragraphe par une description "extensive" du

jeu itéré ergodique.

Xavier choisit X, € X puis Yves choisit v, € Y puis
Xavier choisit X, € Xetc.... . Le jeu est & information
(vI.8) parfaite et le paiement est la moyenne de Cesaro des

paiements "instantanés" rencontrés

g(x,5y,),e(x,,¥),8(x,,7,), ete...
L

VI.2. RESOLUTION DU JEU ITERE ERGODIQUE.

Définition (VI.2).

z

Dans un jeu itéré & information parfaite on appelle stratégie station-

naire de Yves et on note Q, une application de X dans Y (une régle de déci-

sion). On identifie Q 3 une stratégie non anticipative de Yves par la for-
mule

Y Y LY
(v1.9) Q : X~> Y Q(x) = (Q(xj))jem

De méme on appelle stratégie stationnaire de Xavier et on note (x,P) un

couple formé d'une stratégie pure (coup initial) et d'une application de Y
.
dans X (une ré&gle de décision). On identifie (x,P) & une stratégie non
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anticipative de Xavier par la formule

i)aeen)

(VI.10)  (x,P) : ¥+ % (x,P)(¥) = (x,P(y 5. 5P(yy

Nous supposons maintenant que X et Y sont compacts et que g est une fonction
continue pour pouvoir résoudre le jeu itéré ergodique qui prolonge le jeu
initial g :

Théoréme (VI.1).

Supposons gue X et Y sont compacts et que g est une fonction continue

a) Il existe un unigue nombre réel v tel que le systdme suivant, dont les

inconnues sont les fonctions continues A(y) et B(x) ait une solution

i) A(y) = sup [e(x,y) + B(x)] - v ¥y € ¥
(Vi.11) x€X
’ i}i) B(x) = inf [g(x,y) + A(y)] - v ¥x € X

yEY
b) Ce nombre v est la valeur du (de tous les) jeu itéré ergodique qui prolonge

le jeu initial g. Toute stratégie stationnaire (x1,§) de_Xavier telle que

P vérifie :

(Vi.12) ¥y € Y g(Py,y) *# B(Py) = sup [&(x,y) + B(x)]
. x€X

est optimale pour Xavier (gquel que soit x1). De méme toute stratégie

stationnaire Q de Yves qui vérifie

(VI.13) ¥x € X g(x,Qx) + A(Qx) = inf [g(x,y) + A(y)]
vEY

est _optimale pour Yves.

Soit (P,Q) un couple de stratégies stationnaires optimales pour Xavier

et Yves. Appelons (;1’;1’;2’;2”"’§i’§i"") une trajectoire "compatible"

N

avec P et 6, c'est & dire telle que

(VI.1L) v, = 621; x, = Py1; PR ;i = Qxi; ;i+1-= Pyi;

Alors 1l'optimalité de (_,6) s'exprime comme suit

¥x € ¥ 1i 1 g [g(x,,qx;) + ax.)
x NsotP oy I8 x;0Qx3 glx; 0xg)] <

N>+
(vI.15)
1 ¥ - = - -

<v=1lim —= I [g(x,,y,;)+g(x, v.)1 <

Nodo 2N i=1 i*vi i+1°Y1
| 1 N = N v
! < lim inf =— P
L hm et oy 121 Le(Py;_ sy )+e(Py vy )] ¥ € Y.
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On constate en particulier que le "coup initial" X4 de Xavier n'a aucune
influence. Donc (B,Q).est encore optimal dans le jeu itéré ergodique ol

Yves "joue le premier". Donc la valeur ergodique v, ne dépend ni du premier

joueur, ni des n premiers coups joués (quel que soit n).

En ce sens le jeu itéré ergodique est "asymptotique". Remarquons
enfin que la jouabilité du jeu itéré ergodique découle de [Gillette] et aussi

de [Shubert] dans le cas ol X et Y sont finis.

Démonstration du théoré&me (VI.1).

Etape 1 : Il existe un triplet (A,B,v) qui vérifie le systéme (VI.11).
Soit C(X) l'espace de Banach des fonctions continues sur le compact X muni de
sa norme .
(B € c(x) IBl = sup [B(x)].
x€X
Quand il n'y a pas d'ambiguité nous notons

B € C(X) sup B = sup B(x); inf B = inf B(x)
x€X x€X

Soit 6 € C(X) la fonction constante et égale & 1 et soit {8} la droite vec-
torielle qu'elle engendre dans C(X). Nous notons ¢ et s respectivement

l'espace de Banach quotient et la surjection canonique
s .

(vi.16) c(x) » € = c(x)/{e}

Définissons alors l'application i

‘ ¢ 3 c(x)
(VI.1T) :

{i®) = B - (2uR B2 Inf Byo, 55 5(5) = B
Il est clair que i est bién définie et est un relé&vement de s
(VI.18) s ois= idc
Ce relévement est 2-lipschitzien, gréce au

Lemme.

Soient B‘ et B2 dans C(X) telles que :

(VI.19) sup B, + inf B, = sup B, + inf B, = O.
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Alors on a

(VI.20) l|B1-B2|c < xs;? ]{B1(x)—BZ(X)} - {Bl(x')—Bz(x')}i

Démonstration du lemme.

Soit € le terme de droite de 1'inégalité (VI.20). Soit % fixé dans

X, on a
(vr.21) ¥x € X B, (x)-B,(x) = B (x)=B,(xy) + e(x) avee |e(x)] < e.
Donec

(VI.22) sup B, 2 (sup Bg) + B1(x0)-B2(x0) - e

(vi.23) inf B, > (inf B,) + B (x,)-B,(x,) - e.

En ajoutant (VI.22) et (VI.23) et tenant compte de (VI.19) il vient

(vi.2h) B (xg) - By(xq) < ¢
Symétriquement on trouve
(VI.2s5) B (x4) - B2(xo) > -e

Comme X, était quelconque il vient

Ig -
(VI.26) B, B2IC < e
Le lemme est acquis.
Maintenant il est clair d'aprés (VI.17) que

(VI.27) B € ¢ sup(i(B)) + inf(i(B)) = 0

Donc nous pouvons appliquer le lemme & i(ﬁ1) et i(ﬁe) pour tous B

Comme il est clair que

(vI.28) ¥B € c(X) Is(B)}, =

% sup |B(x)-B(x')]|,
x'

X,
il vient en appliquant le lemme & i(ﬁ,) et i(ﬁz)

(VI.29)  ¥i(B)-i(By)l, < 20s(i(B,)-i(B,))1,

Or s est linéaire et i un relé&vement (VI.18); donc
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(vI.30) Ii(B1)-i(32)I < 2IB1-B2I6

Nous avons donc montré que i est 2-lipschitzien. Définissons alors les

2 opérateurs ¢ et ¢
(VI.31) ¢ : C(X) » c(Y) : ¢(B)(y) = sup [g(x,y)+B(x)]
X

(vi.32) . ¢ : c(y) » c(X) : w(A)(x) = inf [g(x,y)+A(y)]
: ¥

Et posons
(VI.33) H : C(X) ~C(X) H=19o ¢
Comme ¢ et ¢ le sont, il est clair que H est 1-lipschitzien.

Comme les fonctions g(.,y) € C(X) forment un ensemble équicontinu de
fonctions dans C(X), elles y ont un module commun d'équicontinuité. Soit p
ce module. Si E désigne 1'ensemble des fonction de C(X) qui admettent p

pour module d'équicontinuité, il est clair que
(vi.3k) H(C(X)) T E.

Comme E est convexe et saturé pour la relation d'équivalence {6}, son quotient
E = s(E) est également convexe
s i (3

(3,)+ ()

€k =’i(]:31),i(é2) € E= —F—— € E

(VI.35) B,,B >

2

De plus, H respecte la relation d'équivalence

(VI.36) H(B+x8) = H(B) + i@

Donc H passe au quotient en H et d'aprds (VI.3k)
(Vi.37) H(E) € B

Maintenant nous remarquons que E est compact dans ¢ : Soit en effet une
suite (én) d'éléments de E. Alors i(én) est une suite d'éléments de E et
on a
(v1.38) sup |i(1§n)(x)—i(én)(x')| < sup |g(x,y)-g(x',y)]| < +=

X,X ¥ oX,x' X
Donc d'aprés le lemme appliqué 3 i(ﬁn) et 4 la fonction nulle, la suite

{i(ﬁn)} est bornée. Comme elle est équicontinue, elle admet d'aprés le
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théoréme d'Ascoli une sous-suite convergente dont la limite est dans E
(qui est fermé). L'image de cette sous-suite par s (qui est continu) conver-

ge donc dans E et la compacité de E est acquise. Il nous reste & montrer que

H est continue pour pouvoir affirmer que ﬁ, qui laisse invariant le convexe
compact E, y admet un point fixe. Or si ﬁ1 et ﬁz sont dans é, on a

(VI.39) VH(B,)-H(B, )M, = ls[H(l(B1))-H(1(B2))]"é
Comme s est de norme 1 et H 1-lipschitzienne il vient

(VI.%0) |H(ﬁ1)-H(BQ)|é

[

Ii(B1)-i(B2)Ic
D'aprés (VI.30) on a :

(VI.h1) Iﬁ(é1)—ﬁ(ﬁ2)1c

IA

18 -B0,
2 B1 B2IC

Donc H est continue et poss&de un point fixe B dans E. Si B est un représen-

tant de B il existe donc un nombre réel v tel que
(vi.k2)  H(B) = B + 2ve,

Posons alors

(VI.L3) A = ¢(B) - voy
On a
(VI.uh) B = H(B)—2v9x = w[¢(B)—v6Y] - vhy = W(A)-vey

Donc (A,B,v) vérifient le systéme (VI.11).

Etape 2 : Un couple (P,Q) vérifiant (VI.12) et (VI.13) est un point selle

du jeu itéré ergodique. Soit (yj) une suite quelconque de Y, notons
(xi)i > 2 la suite de X

VI. = P : =P . = Py, .

(VI.45) L Py1 g Pye, xg Pyl_1

A 1'aide de (VI.12) et de (VI.11.ii) calculons

(VI.u6)  A(y,) = g(x,,y,) + B(x,) - v < glx,,y,) + glx,,y,) + Aly,) - oo

cee S oelx,,y,) +oglx,,y,) + g(x,,vy,) + B(x,) - 3v <
271 2292 3°Y2

3 =



- 107 -

Nous en déduisons

(VI.WT)  Aly))

Ia

i Colxgyqayg)*e(xg o spqr] * Ay - 2N

(VI.L8) A(y1)

[

Talxg oy )velag  hys )1+ glxg, ooyy,o) + Blxg,,)-(28+1)v

= hm=
-

i=1

Par conséquent,

N>+ 2N i=

R 1 o
(VI.L9) v < lim inf —— _Z}g(xi,yi)‘+ g\xi+1,yi)]
En utilisant la relation (VI.13) et (VI.11.i) on en déduirait 1la seconde partie
de la relation (VI.15). Celle-ci &tablit que (P,Q) est un point selle et que

v est la valeur du jeu.

Etape 3 : Si le nombre v est tel que le systéme (VI.11) associé poss&de une
solution formée de fonctions continues A(y) et B(x) alors v est la valeur

du jeu ergodique. Donc un tel nombre v est unique.

»
VI.3. COMPLEMENTS DANS LE CAS FINI. EXEMPLES.
Commengons par traiter l'exemple ol X et Y ont 2 élements. Alors la
fonction de gain initiale g s'écrit
a b .
(VI.50) g = X = les lignes Y = les colonnes.
c d
Dans ce cas on calcule aisément la valeur ergodique ve(g) et on trouve
(VI.51) ve(g) = [sup {inf(a,b), inf(c,d)} = sup inf g si 212%312 < sup inf g
inf {sup(a,c), sup(b,d)} = inf sup g si Eih%ﬁi& > inf sup g

a+b+c+d .
___Kf—* sinon.

Autrement dit, si c) désigne 1'élément de A;(X x Y)

(vi.s52) [w,g] = %(a+b+c+d)

o définie en (V.163).

Nous allons dans 2 cas particuliers calculer les solutions du systdme (VI.11)

alors Ve est égale & v

2 -3
(vis3) e = | 1 volg,) = F(2-3-k+1) = -1
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On vérifie aisément que A et B constituent une solution du systéme (VI.11) :

(vi.sk) A = [3,2] B = [g}

et que tous les couples MA, BQ constituent aussi une solution :

X
(VI.55) A, = [3+Ar,2+2] B, = [X]

On vérifie enfin que les couples (AA’BA) constituent toutes les solutions du

systéme (VI.11). Soit un autre exemple : N
20 -1
' = = 3
(VI.sk) €5 . ve(gz) inf sup g, = 1.

-y

Alors une solution de (VI.11) est (A,B)

(VI.55)' A = [19,2] B = [g]

et toutes les solutions de (VI.11) sont obtenues en ajoutant une canstante
commune & A et B. Ces deux exeﬁples nous conduisent & nous demander si en
général, le systéme (VI.11) admet une solution unique (A,B) (& l'addition
d'une constante pré&s). Il n'en est rien, méme si X et Y sont‘finis. Par

exemple si X et Y ont 3 éléments, considérons la fonction g dont la forme

matricielle est

(VI.56) g = 0o 0 0

Sa valeur ergodique est O puisque g elle méme a pour valeur O. Mais pour
tout A : 0 < A < 1 le couple (A,B) suivant est une solution du systé&me (VI.11)
A-1
(vi.57) A =1[xo0o Al B=]|O
A-1

Nous terminons 1'étude de l'unicité (& une constante prds) de (A,B) par la :

Proposition (VI.1).

Si X et Y sont finis, il existe un ouvert dense 2 de A(X x Y) tel

gque & toute fonction de gain initiale g dans 9, le jeu itéré ergodique fait

’
correspondre un systéme (VI.11) dont les solutions (A,B) sont uniques (3 1l'addi-

tion ‘d'une constante prés).
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Cette proposition montre que si X et Y sont finis, il est "raisonnable"

de supposer que le systéme (VI.11) a une solution unique.
Démonstration.

Si P est une régle de décision de Xavier (par abus de language une "straté-
gie stationnaire" de Xavier) et si Q est une régle de décision de Yves (sans
abus de language une stratégie stationnaire) alors nous appelons "trajecgoire

issue de x"lorsque Xavier et Yves jouent selon P et Q la suite t
(VI.58) t = ((x,Qx), (Pax,Qx), (PQx,QPQx), ...)

et aussi "trajectoire issue de y"lorsque Xavier et Yves jouent selon P et

Q la suite t'
(Vvi.s9) t' = ((Py,y), (Py,QPy), (PQPy,QPy), ...)

Soit P, Q un couple de stratégies stationnaires. Alors la trajectoire issue
d'un point quelconque lorsque les joueurs jouent selon P et Q, comporte un

cycle. Soit C un tel cycle, il est de la forme

(vi.60) ¢ = {(x,,y ) (x5 )ee(xgs¥g)(x,,yq)}
Notons G(C) le gain moyen sur un tel cycle.

(VI.61)  6(C) = 3z [alx,,y ) *+ «on + &lx,,y,)]

Alors il existe un ouvert dense de A(X x Y) dans lequel

(VI.62) ¢Cc # c' = G(c) # a(c')

.

Soit g une fonction de gain sur X x Y vérifiant (VI.62). Si v est lavvaleur

ergodique associée & g, alors il existe un unique cycle C tel que

(VI.63) v = G(C).

Soit (x,y) un point de C. Soient (A1,B1) et (A2,B2) 2 couples de fonctions
vérifiant le systéme (VI.11). Soient (P1,Q1) et (P2,Q2) 2 couples de straté-
gies optimales obtenues respectivement & partir de (A1,B1) et de (AQ,B2).
Alors le couple (PI’QE) forme un point selle du jeu itéré ergodique.

Soit t la trajectoire issue d'un point ¥, quelconque

(VI.6L) t = (xg,y1)(x2,y2)(x3,y2)...(xi,yi)(xi+1,yi),,,
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Puisque le gain ergodique le long de cette trajectoire est v, il existe un

indice n tel que
(VI.65) (x5y,) = (x,y) (ou bien (Xp4q07,) = (x,¥))

or, (AI’Bl) vérifient le systéme (VI.11) et par construction de P, on a donc

(VI.66) Aj(y) = g(Py,y) + Bi(Pyy) - v

B1(x) < g(x,Q2x) + A1(Q2x) - v
En appliquant ces relations le long de la trajectoire t il vient
(VI.67) A(yy) = g(x2,y1)'+ e+ g(xn,yn) + A1(yn) - 2(n-1)v.

Puisque (A2,B2) vérifient le systéme (VI.11) et par construction de Q2 on a :

(VI.68) A (y) 2 &(Pyy,y) + B, (Pyy) - v

B () = g(x,Q,x) + A,(Q,x) = v

L'application de ces relations donne

N

(VI.69) A2(y1) 3-g(x2,y1) + ...+ g(xn,yn) + A2(yn) - 2(n-1)v.
En soustrayant (VI.69) de (VI.67) et en tenant compte de (VI.65) il vient

(VI.70) ¥y €Y A (y) - Ay(y)

IA

Aly) - AL (y).
Par symétrie on en tire

(VI.T1) ¥y €Y A (y) - A(Y) = AL(y) - A(Y).

Donc A, et A, différent d'une constante et B, et B, également (c'est la

méme ‘constante) .
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