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0 INTRODUCTION

L'un des problèmes majeurs de l'analyse harmonique est l'étude des groupes
localement compacts et de leurs représentations (unitaires). L . S . Pontryagin a dé-
montré que l'ensemble des caractères d'un groupe abélien localement compact G est
un groupe abélien localement compact pour une topologie convenable. On l'appelle le
groupe dual de G et on le note G^. De plus, le groupe dual de G^ est canonique-
ment isomorphe et homéomorphe à G. Un caractère de G peut être considéré comme
une représentation de G. Elle est clairement irréductible ; de plus, toute repré-
sentation irréductible de G est un caractère. Dans le cas d'un groupe compact,
bien qu'il puisse exister d'autre représentations irréductibles que les caractères,
et bien que le produit tensoriel de deux représentations irréductibles ne soit pas
nécessairement irréductible, T. Tannaka [20] a démontré qu'il est possible de re-
constituer le groupe G à partir de l'ensemble de ses représentations irréductibles.

Puis, le premier résultat de dualité concernant des groupes non compacts et
non commutatifs a été obtenu par W . F . Stinespring [l5j pour les groupes localement
compacts unimodulaires. Dans [l5^ , le rôle de l'objet dual est joué par l'algèbre

2de von Neumann engendrée par la représentation régulière gauche de G dans L ( G ) .

Afin d'obtenir une situation rappelant celle du théorème de Pontryagin,
c'est-à-dire où les objets étudiés et leur duaux sont de même nature, G . I . Kac [l3]
a donné un cadre abstrait satisfaisant aux constructions de Stinespring, dans le cas
séparable, et a obtenu une dualité entre "ring—groups". Ces objets généralisent aus-
si bien les groupes localement compacts unimodulaires que l'algèbre de la représen-
tation régulière gauche.

Par ailleurs, N. Tatsuuma [2l] a généralisé les constructions et le résultat
de Tannaka au cas des groupes localement compacts généraux, en faisant intervenir
l'ensemble des représentations unitaires du groupe. Notons que dans la démonstration
du théorème de Tatsuuma, la représentation régulière gauche joue, là encore, un rôle
fondamental. Dans [ 9 j , J . Ernest, se fondant sur un résultat de J . G . Wendel [24J , a
donné une nouvelle formulation du théorème de Tatsuuma utilisant la théorie des al—
gèbres de Hopf.

D'autres résultats sur cette question, traités en termes d'algèbres d'opé-
rateurs, sont dus à P. Eymard [lo] et M . E . Walter [23].

Dans [l 7J, M. Takesaki réussit à retrouver le résultat d'Ernest en généra-
lisant la construction de Kac au cas non-unimodulaire. Toutefois, il ne fournit pas
une réelle dualité ; plus précidément, ses objets duaux sont de nature différente
de ses objets de départ et ne sont pas caractérisés intrinsèquement. A priori, cela



ne permet pas de trouver un procédé restituant l'objet de départ à partir de l'ob-
jet dual.

Notre construction remédie à ces défauts. D'une part, nous construisons une
classe qui inclut à la fois les objets de départ de Takesaki et ses objets duaux,
dont nous donnons d'-ailleurs une caractérisation. D'autre part, en ce q-ui concerne
la dualité, nous retrouvons une situation analogue à celle de Pontryagin et Kac :
l'objet bidual est isomorphe à l'objet de départ.

De plus, nous munissons cette classe d'une structure de catégorie ÎC . La
dualité apparaît alors comme un foncteur contravariant involutif de 3C dans elle-
même. Nous démontrons l'existence d'une équivalence (resp. d'une dualité) entre la
catégorie des groupes localement compacts munie des homomorphismes stricts à images
ouvertes et noyaux compacts (ces hypothèses sont indispensables pour que la corres-
pondance G ->- L ( G ) soit fonctorielle [ i l ] ) et la sous-catégorie pleine de ̂  for-
mée des objets symétriques (resp. abéliens).

La plupart des résultats démontrés dans ce mémoire ont été annoncés dans
[7J et [S] . Pour obtenir une situation plus agréable, nous avons choisi une défini-
tion de la classe a priori plus restrictive que celle utilisée dans [ ? ] , définition
2 ; toutefois, certains résultats (notamment tous ceux des paragraphes 1 . 1 . à 4 . 1 . )
restent valables tels quels, ou se généralisent, dans le cadre ancien (se reporter
à [ 7 ] ) .

Au moment où nous commencions la rédaction de ce travail, nous avons pris
connaissance d'une note de L . I . Vainerman et G . I . Kac [22], qui annonce des résul-
tats analogues à ceux de nos chapitres 1 à 4.

Nous remercions M . J . Dixmier qui nous a confié ce sujet de recherche et au-
près de qui nous avons trouvé, à tous les stades de l'élaboration de ce travail, me
aide constante.

Nous remercions également F . Combes avec qui nous avons eu de nombreuses et
utiles conversations, notamment en ce qui concerne la théorie des poids.

Nous remercions Madame Simon qui s'est chargée de la dactylographie de
l'essentiel du mémoire et Madame Chauvier de celle des trois premiers chapitres.

Nous associons à ces remerciements le Département de Mathématiques du C . S . P .
de Saint-Denis qui, en autorisant Madame Simon à nous aider, a permis l'achèvement
de la frappe avec la rapidité nécessaire.



1 ALGEBRE S DE KAC

1.1. Préliminaires

Soit M une W -algèbre. Un poids <^ sur M est une application de M dans

[0, + °° ] telle que, pour tous x et y dans M et pour tout réel positif À , on ait

S0(x + y) = <^(x) + </?(y)

<P(Àx) = À<^(x)

On noteîC l'idéal à gauche de M formé des éléments de x de M tels que

<^(x*x) < + °° etTO la sous-algèbre involutive de M égale à 71 - K - . (Se reporter à

[ 2 ] , p.50 et suivantes).

Définition 1.1.1. On dit qu'un poids <P sur M est

(a) normal, si </?(sup. x . ) = sup.^(x.) pour toute la famille x. croissante,

bornée, d'éléments de M ;

(b) fidèle, si pour tout x de M , x ^ 0 entraîne <^(x) ^ 0;

(c) semi-fini, silHC est faiblement dense dans M.

. Remarque: Grâce à [ 12 ] , la définition (a) est équivalente à celle utilisée

dans ( 1 4 ]

Soit </? un poids normal, f idèle, semi-fini sur M. La forme sesquilinéaire

sur 7C x I L définie par (x,y) -> {?(y x) permet de munir X d'une structure préhil-

bertienne. On note H l'espace hilbertien complété et A l ' injection canonique de

^ dans v
Pour tout x de M, l'application A (y) ^- A (xy) de A ("îl ) dans lui-même se

prolonge par un opérateur borné sur H , que l 'on notera TT (x). L'application ir

est un isomorphisme de M sur une sous-algèbre de von Neumann TT (M) de cC ("H ). On

notera encore «^ le poids sur TT (M), transporté de M par TT .

L'espace vectoriel A (^ nA.,,) » muni du produit T défini par :

V^ ^w =Vxy)
^et de l'involution , définie par :

V^-V^)
est une algèbre hilbertienne à gauche achevée» que l 'on notera2X. ([ 16 ] définition

5.1).
#

L'opérateur est fermable; nous désignerons par S sa fermeture dont "0 dési-

gnera le domaine.



Soit U' l 'algèbre hilbertienne à droite achevée associée à-2(.; on notera

encore T son produit . On appellera son involution, on notera F la fermeture de ,

de domaine ^ ; c 'est l 'ad-joint de S . ,
2L opérateur S admet une décomposition polaire JA où J est une involution

isométrique antilinéaire et A un opérateur autoadjoint positif non singulier, appe-

lé opérateur modulaire associé à ( p .

On a : JTT (M)J = TT (M)'

et pour tout t de R :

A^^A"11 = ^(M)

ce qui permet de définir le groupe des automorphismes modulaires associé à <^, par

la relation : . _ .
'iï^(x)) = A^TT^A 1L pour x e M.

On notera M la sous-algèbre des éléments de M invariants par le groupe des

automorphismes modulaires.

On notera respectivement TT et TT' les représentations canoniques de U et W

dans H . Nous dirons qu'un vecteur Ç de H est borné à gauche si l'application de

Ï^X* dans H définie par r| ->- ^ '(n^ est un opérateur borné. Le prolongement continu

de cet opérateur à H est encore noté îr(0 ([ 2 1 , 2 . 1 ) . L'ensemble des éléments

bornés à gauche est égal à A (Ït ) ( [2 ] , 2.3 et 2 . 1 1 ) . Rappelons que ^(A^(^O) et

'iï(-tC) engendrent l 'algèbre de von Neumann TT (M).

On notera-^o la sous-algèbre modula.ire maximale équivalente à -U. ([ 2 ] , 2 .7) ,

elle est incluse dans U n ^ ' .

On notera <P ® <ft l 'unique poids sur M 8 > - M vérifiant les conditions :

a)^ ®W c W et (}P ® <p) (x ® y) = </? (x) <^(y) pour tous x,y dans W

b) a ' = a^ ® o0 pour tout t de R. ([ 4 ] , définition 1.1.3)

Soit H un espace hilbertien. Pour E,,r\ dans H, on désigne par Q>- la forme

linéaire sur (H) définie par :

< x, ^ > = (x Ç | ri ) pour x e JC(H)

Soient Ç et n dans H , on posera :

^ = ^ ^ , c'est un élément du prédual M^ de M.
ç»n ^,n ° ^

Grâce à [ 2 ] , 2 .16 , on sait que tout élément de M^ est de cette forme.

Pour éviter les ambiguïtés de notations, nous pourrons être amenés à utili-

ser les notations S^»J^»^^,, etc* au lieu de s» J » ̂  • • •
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Proposition 1 . 1 . 2 : Soient M une W -algèbre, ^ un poids normal, fidèle,

semi-fini sur M, ô un élément de ^JL' T U* . La forme linéaire surît* définie par
x ^ ^ ^ IA /?^ ^ se Plonge par continuité en un élément de M que l 'on notera p (ô) .

On a de plus :
k

P(Ç T ri ) = (jû pour tous Ç,n de ^C'

et

< x,p(ô)>= s^xA^Cô)) pour x dansîÇ et 6 dans ^£o T ^o

Démonstration : Soient x un élément de7[* et Ç . , n . ( i = l , . . . , n ) des vecteurs
de ^ T ; on a :

^i ^i T ̂  l A^^)) = ^(^ ^ n? l A^(x*))

^.(^(n^ql A^x*))

=E^(^(n^^jA^x*))

-^(^[^(n^Cx*))

=^( q|^(x*)n^)

=^(^(x)q|^).

La forme linéaire sur TT* définie par x -> ( E . Ç . T r}^\K (x*)) est donc la res-
triction à ÎL de Z . (jû,- ; d 'où les deux premiers résultats.

' 1 ^i^i
Si 6 appartient à Uo T ^o, il appartient à A ( Tt ). On a donc :

(5|A (x )) = <^(x A (ô)) ce qui achève la démonstration.

Définition 1.1 .3 : Soient M une W*-algèbre et ^ un poids normal, fidèle
semi-fini sur M. On pose :

a) pour tout 0) de M :

l ld l = sup { 1 <x ,œ>| , x e M, <^(x*x)<l}

= sup {K^1^)*,^], Ç e A^(ÏÎ^) , 110 <|L

Comme le poids <^ est semi-fini, I I œil = 0 entraîne 0) = 0.

b) £ = {œ e M^.; l léùll < + < » } . Pour tout 0) appartenant à JC , il existe donc
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un unique vecteur a(o)) de H tel que

(a((ji)) |A (x)) = < x ,œ > pour tout x de ÎÏ,,

de plus l l a (o ) ) l l = l ld l .

Remarque 1.1.4 : II est clair que p ( ^ C ' T )JJ ) est inclus dans £ et que, pour

tout (S de U' T U', on a :

1 .1 .4 .1 a (p (5 ) ) = 6 ,

en particulier, pour tous E,,r\ de U' :

1 .1 .4 .2 a(œ_ ) = Ç T n ; et cela implique que a(JC )

est dense dans H .

Définition T.. 1.5 : Soient M une W -algèbre, ^ un poids normal, fidèle, semi-

fini sur M. On dira que <p vérifie la propriété P., 'si^ pour tout x de »? , il exis-

te une suite x d'éléments du produit tensoriel algébrique 1T ® K telle que :n - os ^ <p (^ ^

SUp l l x I I < + 0 0'n n

et

Vs»?^ ^ ^^{yL) normiquement.

Remarquons que, dans ces conditions, la suite (x ) convergera fortement vers

x. Soit en effet ^ dans U* » on a :
^pwR

0 = lim 1 1 ( 7 T 1 ® ^')(0(A^(x^-x))!!

= lim HTT , (x -x)ÇH .</?®^ n

Comme la suite (x ) est bornée en norme, cette égalité s'étend à tout Ç
de H ® H , d 'où la convergence forte.

Proposition 1.1.6 : Soient M une W -algèbre, <^ un poids normal,fidèle stric-

tement semi-fini sur M( F 3 ] , définition 4 . 1 ) . Alors, ^ vérifie la propriété P .

Démonstration : D'après [3 ] , proposition 4.3, </? est égal à une somme

E f . où les f . sont des formes linéaires positives normales, de supports p.
ici 1 1 , 1

deux à deux orthogonaux, appartenant à fi et de somme égale a i ;

D'après [ 3 ] , proposition 6.2, le poids <^ ® <p est, lui aussi strictement

semi-fini, et égal à la somme T, f . ® f . .
(i,j)el2 ' J

E t , le support de f , ® f . est le projecteur p. ® p. ( (3 ] , lemme 6 .1 ) .

En appliquant au poids <P ® ^ la démonstration de la proposition 3.6.1) de

[ 2 ] , on voit que, pour tout x de TT , on a :



1 2

wx) '(iîj).!2 wx) Aw ^^J^

Choisissons un entier n.Il existe un sous-ensemble fini 1 de 1 tel que :

( i .L i2 1 1^0 0^^8^1 1 '1 7 2 1 1 '
Par ailleurs, le théorème de Kaplansky fournit une famille y d'élément du pro-

duit tensoriel algébrique M ® M, telle que . I l y I I < 11x11 pour tout a, et que TT (y )a (^?®^ -ç^
converge fortement vers TT (x).

En particulier, il existe a tel que :

^" ̂  (̂  A^ ̂  8 pj) "2 < l/2a•
9 n

Posons : x = y E p. <8 p . ; on a :n -a ,. .. 'i ' j 'n (i,j)£l^ J

x e 7[ 8> 7fn (/? (^

et llxjl <||y^ I I < | |xll.
n

Comme ; A - ( x ) = Z TT ( y ) A ( p . < 8 > p ) o n a "^<8^ n ^ .^^2 'P<^ "Ct^7 <W? ^i P j ^ » on a .
n

"A^ <x-xn)"2 -^^^ "^WA^(Pi ^ P^"2^^^,"^^^^^ 9 Pj"'

^ 1/n, ce qui achève la démonstration .

1 . 2 . Algèbres de Hopf - von Neumann involutives
Définition 1 . 2 . 1 : On dira que le triplet ( M , r , K ) est une algèbre de Hopf-

von Neumann involutive si :
1 ) M est une W -algèbre
2) F est morphisme normal injectif de M dans la W*- algèbre M <8 M qui

rend le diagramme ci-dessous commutatif :
r

r ® i
M <9 M

où 1 désigne l'identité de M.

• M <8 M <8 M



13

3) K est un anti-automorphisme involutif de M, c'est-à-dire une application

linéaire de M dans M telle que :

V x,y e M K(xy) = x(y) K(x)

K(x*)= K(x)*

K(K(X)) = X

qui de plus rend commutatif le diagramme :
K r

M————?• M ————» M ® M

r i 1 ,
k" <S) 1^*M ® M————————». M ® M

où Ç désigne 1'automorphisme de M ® M défini par

¥ x,y e M Ç (x ® y) = y ® x

Si M est commutative, (M,r ,K) est dite abélienne.

Si l 'on a : Ç o r=T, re t (M,F ,K) sont dits symétriques.

Définition 1.2.2 : Soit (M,F ,K) une algèbre de Hopf-von Neumann involutive.

Posons, pour tout x de M et tous 0),(jû' de M :

< x,œ * 0)' > = < F (x), 0) ® o)'>

< X,(jû°> = < K(x)*, 0) >~

Ces formules permettent de définir sur M un produit * et une involution
0 qui en font une algèbre de Banach involutive; cette algèbre est abélienne si et

seulement si ( M , T , K ) est symétrique ([ 17] ,p .676) .

Si «^ est un poids normal, fidèle, semi-fini sur M, on vérifie facilement que,

pour tous vecteurs Ç et ri de H , on a :

0

1 . 2 . 2 . 1 (0),. o K) = OD° oK = 0 ) y
Ç»T1 Ç » n T1»^

Définition 1.2.3 : Soient ( M , F , K ) une algèbre de Hopf-von Neumann involutive,

(p un poids normal, fidèle, semi-fini sur M. On appellera 3 l'idéal à gauche

engendré par p( ÎX.' T ^C') dans M ; c'est-à-dire l'ensemble des éléments de la forme

0) + Z œl * œ'.' , où œ et œ'.' appartiennent à p( 5X' T ^1'), (A)! à M et où 1 est un. — i l i i *ici
ensemble fini.

0 0

II est clair que J est un idéal à droite de M . Il en résulte que 3 n J[û * ^p ^p

est une sous-algèbre involutive de M , que l'on notera A .

Définition 1.2.4: Soient (M,F ,K) une algèbre de Hopf-von Neumann involutive

<^ un poids normal, fidèle, semi-fini sur M. On dira que ^ est invariant à gauche

si l'on a, pour tout œ de M et tous ^,ri de Uo T Uo :
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< nA.^)*), œ ® p (T t )> = < r Ç A ^ C r i ) * ) , ^ 0 ® p (0 >~

1,3. Axiomes des algèbres de Kac

Définition 1 .3 .1 : On appellera algèbre de Kac un quadruple! K = (M,T ,K,^ )

vérifiant les propriétés suivantes :

(K. ) le triplet (M,I\|<) est une algèbre de Hopf-von Neumann involutive,

(Kii) <ft est un poids normal, fidèle et semi-fini sur M,

(Kiii) pour tout x de ÏC. et y de 'HT , on a :

(<P <9 ^) ((x* 0 1) r (y) (x <8 1)) = </?(x*x) ^ (y) ,

(Kiv) le poids ^P est invariant à gauche,

(Kv) pour tout ù0 de M et tout oj' de 3 , on a :

IIœ * co ' I !^ <lldl lla)'ll ,

(Kvi) pour tout t de R, on a :

<r» </?
Ko a = a_ o K.

Définitions 1 .3 .2 : On appellera algèbre de Kac à trace (resp. à poids f ini ,

resp. à poids invariant, resp. unimodulaire) une algèbre de Kac(M,r ,K,^ ' ) telle que

^ soit une trace (resp. un poids fini, resp. un poids invariant par K, resp une

trace invariante par K ) . Les algèbres de Kac unimodulaires sont les objets étudies

dans [ 1 3 ] .

Remarques 1.3.3 : (a) Supposons que le quadruplet ( M , r , K , < ^ ) vérifie (Ki) et

(Kii). Grâce à 1 . 1 . 4 , (Kv) implique que pour tous 0) et ùû'.' dans p( •U' T U') et

tous ûù.' dans M , où i parcourt un ensemble f ini , on a :

lia) + T. œ! * a)';ll < IIœlI + E Ilœ'.H IIœ'.'!! < +œ,
1 !< /? < ^ . l 1 1 / 5

soit J c jP . Cela assure que toutes les quantités considérées dans (Kv) sont

finies.

(b) Nous démontrerons plus loin ( 2 . 1 . 3 . ( b ) ) que si le

poids <p vérifie la propï

(Kiii) impliquent (Kv).

poids <P vérifie la propriété P de la définition 1 . 1 . 5 , les axiomes ( K i ) , ( K i i ) e t

( c) Nous démontrerons également(7 .1 .2 et 7 . 2 . 2 ) q u e si

<P est une trace (resp. un poids f ini) , tout quadruplet (M, r,K,(/?) vérifiant (Ki) ,

(Kii), (Kiv) (resp.(Ki) , (Kii), (Kiii) ,(Kiv)) est une algèbre de Kac.

Définition 1.3.4 : Soient K = (M, r ,K ,<^ ) une algèbre de Kac, k un nombre réel

positif non nul. Le quadruplet (M,r,K,k(^) est également une algèbre de Kac. On
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la notera k.K, et on dira que k.K est l'algèbre de Kac dilatée de K par k.

En remarquant que ^ = "̂  et en assimilant IL à H par :

1/2
A^(x) = k A^(x) pour tout x de K ,

la vérification est triviale. Notons que l'on a:
- 1 / 2

"dl^ = k Ml̂  V 0) . M^

et: a^ (0)) = k a^(œ) V a) e ^= ^

Définition 1.3.5 : Soit (M,P ,K,ç1) un quadruplet vérifiant (Ki) et (Kii). Nous

dirons qu'i l vérifie la propriété P- si A ( V. n T{ ) est dense dans H .
2 (p (̂  (poK (P

Proposition 1.3.6 : Tout quadruplet (M,r ,K,^) vérifiant (Ki) , (Ki i ) et(Kyi)

vérifie la propriété P .

Corollaire 1.3.7 : Toute algèbre de Kac vérifie la propriété P .

La démonstration de 1.3.6 résulte des deux lemmes ci-dessOUP,

Lemme 1.3.8 ; Soit M une W -algèbre, ^ un poids normal, fidèle, semi-fini,3 un

antiautomorphisme de M (c'est-à-dire une application linéaire de M sur M telle que

pour tout x et y de M, on a : 3(xy) = P(y) @(x) et P(x*) = 3(x)*). Posons ^) = <^,B.

Alors ^ est un poids normal, fidèle, semi-fini sur M et, pour tout t de R :

c^=P-1^

Démonstration : Soient x et y dans 'K H^* , (3(x) et 8(y) appartiennent alors

à ÎI nîî. ; il existe donc ( [ 2 ] , proposition 4.4) une fonction f continue bornée

sur la bande { z e C , 0 < I m z < l },, holomorphe à l'intérieur telle que, pour tout
réel t :

f(t) = ^ (a^(P(y)) 8(x))

f ( t+ i ) = <^(3(x) cr^ (B(y) ) )
Cela peut aussi s'écrire :

f ( t ) = < ^ ( B ( y ) a^(8(x))) = ip(B~1 (a^(8(x)))y)

f ( t+ i ) =<^(a^(8(x) ) 6(y)) s ^ (y B~1 (a^(B(x)))).

Comme, d 'autre part, pour tout x de M :

W~1 (c^(6(x)))) = <p(a^(8(x))) = <^(B(x) ) = ^(x)
on voit que ^) vérifie les conditions K.M.S. par rapport au groupe des automorphismes
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t ->• |3 o 0_ 08. Alors [ 2 ] , corollaire 4.9 permet de conclure.

Lemme 1 .3 .9 : Soient M une W -algèbre, <ç> et ip deux poids normaux, fidèles,

semi-finis sur M tels que a = u pour tout réel t. Alors A ( 7Ï 1^1^1,) est denset t (^ (^ ij/

dans H .{?
(Si (^ est strictement semi-fini, ce résultat se déduit de [3 ] , proposition

5.7 et corollaire 4 .6 ) .

Démonstration : Le théorème 5.4 de [ 1 4 ] indique l'existence d'un unique opé-

rateur h, autoadjoint posit if , affi l ié à Z ( M ) , centre de M, tel que : ip(x) = <?(hx)

pour tout x de M (c'est-à-dire que ^(x) = lim ^ (h x) avec h = h( l+eh) e Z ( M ) ) .
c ->- o+oo n •

Posons h = A d E,, e = d E , h = h e
Jo À n - l l / n À n

Soit x dansTÎ- ; on a :
^

ip(( e x) (e x)) = ^ (e x x) = lim ^ (h e x x)n n n e n€->• o

= lim (̂  e^) A^(x)]A^(x))
c"^ o

= (^(hn) ^(x) I V^ '
f11 Xen effet , quand £ tend vers 0, h e = ————— d E.. tend faiblement vers h .

c n J 1+CÀ À n
1/n

Ainsi, il» (( e x) (e x)) < llh II IIA (x)!I2 , donc e x appartient à ff , etn n n î  n ip

finalement : m ^<rre x e IL n 71n (^ 1̂

On a ensuite :

!lA^(e^ x) - A^,(x)112 = ^ ( e^ x*x) - 2 ^ (e^ x*x) + <^(x*x)

= (^ (x x) - <^(e x x) qui tend vers 0 quand n tend vers l'infi-

ni, car e x x tend en croissant vers x x.n
Donc A ( ^ ^ 1 1 - ) est dense dans A (U ) et par suite dans H .< ^ < ^ i p <p {p - ^p
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2 L'ALGEBRE de von NEUMANN M" et LE POIDS ^"

2.1 . L'opérateur W et l'application À »
Dans tout ce paragraphe,(M,F,K,y?) désigne un quadruplet vérifiant les axiomes

(Ki), (Kii) et (Kiii) de (1.3.1)
L'axiome (Kiii) implique que, pour tous x,y de ÏÎ .» IXy) (x ® 1) appartient à

'̂  ' . Plus précisément, on a :
Proposition 2 . 1 . 1 : II existe une isométrie W et une seule, appartenant à

TT (M) <8 jC(H ), telle que, pour tous x,y de 7C ,
f \p <P

W(.^(x) 8A^(y) ) =A^ (r(y) x « 1).

On dira que W est l'opérateur fondamental associé à ( M , r , K , < ^ ) .
Démonstration: Par polarisation, l'axiome (Kiii) donne :

»x,,x^^, Vyeîr t ; ,

df> » f) ((x^ a i) r(y) ( x » 1)) = V(x^ x? i/>(y)

On en déduit, par linéarité, pour tous x ,x ,y ,y de tl

(ip <9 ift) ((x^ S Ï)r(y*y ) (Xj S 1 ) ) = ï>(x^ x^) V(y*y )

( A^ ( ̂ l^l 8 1 ) ) ' ̂  ( ̂ ^2 a 1 ) ) ) =

= (^(x!) 9^(yl) 1 ̂ ^ a^(y2^
Comme A ( < ^ L ) ( 8 > A ( T Ç ) est dense dans H ® H , il existe donc une isométrie(? ^ ^ <P ^ ^
W appartenant à cC(H ® H ) telle que, pour tous x,y de / C

W(A^(x) ® A^ (y)) = A^^, (r(y) (x ® i;)

Soient Ç,r| d a n s U ' » x et y dans ^ . On a donc

(TT' 8> 7T ' ) (Ç S» n) W (A (X) <8 A (y) ) = OT ® TT^) (r(y) (X <9 1)) (Ç ® H )

= (7T^ ® ^) (r(y)) (^(x) ® i ) (ç » n)

= (7T^ ® ^) ^^y^ (T r t ( ç ) ® n ^^ ® n)
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Par continuité, cette égalité vaut encore lorsqu'on fait tendre A (x) vers

tout a de H , soit
^

(TT' ® T T ' ) (Ç ® n) W(a ® A^(y)) = (TT ® 7 1 ) (T(y)) (^(0 o 1 ) (a <s> n)

Faisons tendre TT' (O fortement vers 1 ; on trouve :

2 . 1 . 1 . 1 : (l ® TT'OI)) W (a ® A (y)) = (TT ® TT ) (V (y)) (a <s> n)

qui vaut pour tout a de H , y de TT et r| de U ' .

Soit x un élément de TT (M) ' . Remplaçons dans l 'égalité ci-dessus a par xa.
On trouve :

(1 ® TT'OI) ) W (x ® 1) (a <s> A (y)) = ( TT, ® TT ) (F(y) ) (x ® 1) (a ® n)

= (x ® 1) (TT ® TT ) (T(y))(a ® ri)

= (x ® 1 ) (1 ® 7T'(n)) W (a <8 A (y))

Faisons tendre 'iï'Cr)) fortement vers 1 ; on trouve :

W(x ® 1 ) (a ® A (y)) = (x <9 1 ) W (a ® A (y))

Par linéarité et continuité, on en déduit que W et (x <8 1 ) commutent, et donc

que W appartient à TT (M) ® £ (H ).<^ (p

Lemme 2 . 1 . 2 . Soit O) un élément de JC , tel que, pour tout LU de pCU' T ^jC' ),

lui ® 0) appartient à JC . Alors, pour tout co' de M ,on a

l lœ' * œil < rcû'l l l lœll^ <^

Démonstration; Soit 0)1 dans p(U' TU') . Nous noterons a (aJi®^)

l'unique vecteur de H = H ® H tel que
<W ^ ^

^(W^18^ 1 ^^w) = <x*' œl <8> a)> P0^ tout x de ^^^ (c f- l-l-3.(b)).

Si y appartient à tf ® ^ 7 , on trouve, en utilisant (1.1.3b) , et par linéarité

^«y^ ® œ) 1 Va/y^ = <^ ^1 ® œ> = (a(œi)®a(o)) | A^<^(y)).

Donc par densité de A^^ ( Ïï ® W ) dans H ® H , on en déduit que

a (0)1 ® 0)) = a(o)i) ®a(o)).

Soient x , x d'ans ^ ; on a :
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<w* ' ^a(o)i) . A (xi) 0 ^a(o) , A^ = (W*(a(o),..) ® (o))) | A^x, ) ® A^(x))

= (a(o)i) <8 a(œ) | W(A (xi) <a A (x)))<P ^

= (a (0)1 ® œ) | A (r(x)(xi ® l ) ) ) p a r 2 . L l

= <^(x^ ® J,) F (x*) , coi ® 0)> par (U.3 b)

= <T(x ) , 0)10 L * ® co>
x!

où L + désigne l'endomorphisme de M défini par z ->- xi z. Or, pour tout z de M ,
"ï

nous avons ;
<z, 0)i oL *> = <xi z,0)i>

Xl

= (a(o)i) | A (z x i ) ) par (U.3b)

= (a(o)i) | ^(z ) A^(x^)

= (7T^(z) a(o)i) | A^(x^))

= <Z , 0) , v . / .>a(o)i) , A ( x ^ )

d'où :

0)ioL * ; s o ) , s . / ^xi a(o)i) , A (xi)

Donc

<W , Q / s . ® ^ , . . , . > = < r ( x ) , o ) , ^ . , s ® 0 ) >a(œi) , A^ a(o) , A (x) ' a(o)i) , A^(xi)

Comme W appartient à TL,(M) ® JC(H ) ( 2 . 1 . 1 ) , cela peut s'écrire aussi :

< W , 0 ) . . A / ^ ^ O ^ ® ^ / s A / \ > = <^(X*) , 0) , . . ® 0)>a(o)i) , A^(xi) <^ a(œ) , A (x) ' a(o)i) , A .

Si o)i parcourt p ( ^ C ' T ££') , et Xi parcourt ^ , o) . . , . parcourt

ous'

x de 7f

un sous-ensemble dense de M . Donc, par continuité, on a, pour tout u' de M , et

{f <W* , M',TÇ1 » Sî^^ ^> = <I-(x*) , œ - ® a»

= <X ,»0)' * 0)>
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II en résulte que

[<X* , (̂  * ùû>| < IIW*|| l l o j ' oTT" 1 ! ! 1 1 ^ / , , / J' ^ a(o)),A (x)

< llo'l' lla(o))ll IIA (x)|l^
î /

= l 'o) ' ! ' l lcol!^ <^(x*x) par (1 .1 .3b )
On en déduit donc

l l œ 1 * o)!l < l lœ' l l l lœl '

Proposition 2 . 1 . 3 : (a) Pour tout 0)' de M^, et tout 0) de p( ^t T ^ ' ) , on a

" œ 1 * d! < l'oj'IUlœll .
et ^ ^On en déduit que J est inclus dans cT(/? {p

(b) Supposons que le poids <p vérifie la propriété Pi de (1.1.5).
Pour tout Où' de M , et tout 0) de £ , on a :

Ilo)1 * dl < liœ'IIIMItz? (̂

On en déduit que f _ est alors un idéal à gauche; de plus comme <Ï est inclus dans
-C par (2 .1 .3 a ) , cela implique l'axiome (Kv).

Démonstration (a) . Il suffit de voir que tout élément (jû de p ( 3^ T U' ) vérifie les

hypothèses du lemme 2 . 1 . 2 . .Or , il se trouve que p( U. ' T U^ ® pCU* T ^.t)
est inclus dans p ( U' T î lT )

•<P<9^' - <^<8(̂  ^<8^

(car le produit tensoriel algébrique -U ' ® ^jL' est inclus dans U' ), et
<f>9ft

est donc inclus dans C par ( 1 . 1 . 4 )(pSnp r ' '

(b) On suppose maintenant que le poids ^ vérifie la propriété P ".
On va montrer que £ <9 £ est inclus dans Jc^. On en déduit alors que tout

0) de £ vérifie les hypothèses du lemme 2 . 1 . 2 et le résultat en découle.

Soient œi , 032 dans £ , x dans ÎT et une suite x vérifiant les proprié-
tés de ( 1 . 1 . 5 ) . On. a :
<x , ûi)i <s> oj2> = lim <x , 0)1 ® o)2>

n °°

= lim (a(o)i) <8 a(o)2) | ̂ ^(^^ d îaP rès (W b) , par linéarité

= (a(o)i) ® a(o)2) | A<.^(x))

Donc l!o)i ® o)2lt = ! la(o)i) s» a(o)2)ll < + °°.

Comme 3^ est inclus dans C (2 .1 .3a)) , on peut poser la définition suivante :

Définition 2.1 .4. Soit o) e M^; on notera À(oî) l 'application de U'T U ' dans

H^ ( plus précisément dans a( J ) ) , qui, à 5, associe À(œ)ô = a(œ * p(5)) .



En utilisant (2 .1 .3 . a), on voit que À((jû) se prolonge par continuité en un
unique opérateur appartenant à JC(H.) , qu'on notera encore À(œ) , tel que

I I À (a)) H < Hdl

On notera M^l'algèbre de von Neumann, opérant sur H , engendrée par À (M )

Proposition 2 . 1 . 5 (a) Soient a.P,y,6 dans H ; on a

(W(a ® 3) | y ® <S) = (P [ À(O) )<S)

(b) L'isométrie W appartient à TT (M) ® M"

(c) Pour tout x de M, on a
(^ ® ^ ) (F(x) )W = W ( I ® T T (x)).

Démonstration: (a) Soient Ç,n dans ^ C ' , a,y dans H , y dans ff . En uti-
lisant la formule 2.1.1.1, on trouve :

(W(a ® A^ (y)) | y^r.^ ) = ( ( l ® 7 r ' ( n ) ) W(a®A (y)) | y®Ç)

ss ^\ ® ^)(r(y)Xa ® n) | y ® Ç)

= < r ( / ) . ^^0^.n>"

Par linéarité, on trouve, pour y de f t^ , a,y dans H . et 6 dans U* T ^'

(W(a ® A^(y)) | y ® ô) = <F(y*) . œ <8 p(ô)>"'

= <y* 9 ^y.a * p((s)>"

= (^(y) 1 a<a)y,a * p((s))) par ( ^^^ b)

= (A^(y) | -^(^^)<S) par (2.1.4)

D'où, par continuité, la formule (2.1.5.a)

(b) Soit x de M"' ; on a, pour tous a,3,y,6 dans H
^

(W(l ® x)(a » $) [ y ® ô) = (x6 l^(^^)ô) par (2.1.5 a)

-(P [ y*^(œ )6)y,ex
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= (f3 | À(O) ) x*ô)
y »1-*

= (W(a <9 8) | y <» x*5) par (2.1.5a)

= ( (1 ® x) W (a <8 (3) | Y ® ô)

Par linéarité et continuité, on trouve W ( l - ® x) = (1 ® x) W, d'où le résul-

tat, en utilisant ( 2 . 1 . 1 ) .

c) Soient x dans M, y,z dans f(, . On a :

<V »^)(r(x))W(A^(y)®A^(z)) = (7^ ® ^,) (r(x))A^(F(z)y ® 1)

= W^^2^ 9 1))

- A^(r(xz)(y ® 1))

= W(A^(y) ® A^(xz))

= W(l ® ^(x))(A^(y) ®^ (z ) )
D'où le résultat, par linéarité et continuité.

Lemne 2.1.6. Les sous-espaces p( U' T W) et A sont denses dans M ; de plus
* 0 * ' L

les algêbres de von Neumann engendrées par À(A ) , \( 5 * 3 ) et À(p( U'T <^'))
sont égales à îC.

Démonstration: Soit x un élément de M tel que, pour tous a,8 dans U, ', on ait
<x , 0) > = 0. On a donca,p

(TT (x)a[@) = 0 pour tous a,B dans U*.

La densité de 31 * dans H entraine x = 0. Il en résulte donc , d'après

( 1 . 1 . 2 ) , que p( U» T U') est dense dans M .

Comme ° est un homéomorphisme de M^ , p( JtL ' T ^ t)0 est lui aussi dense dans

M^, et donc p( U ' T U')° ® p( ^ • T U ') est dense dans (M ® M) .

Il en résulte que si x désigne un élément de M tel que

<x,œî * o)2> = 0 pour tous 0)1,0)2 de p^' T U ' )

on a <F(x) , o? ® o)2> = 0

et donc F(x) = 0, et donc x s 0

II en résulte que l'espace vectoriel p( U' T ^')° * p( ZL ' T 0') est dense dans
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M ; il en est de même à fortiori de J ° * 3 et de A .

Ainsi les algèbres de von Neumann engendrées par À ( A. ) , X(J° * 3 ) et

Â(p (XJL ' T ^jL'))sont égales à M" .

Proposition 2 . 1 . 7 . Les conditions ci-dessous sont équivalentes :

(a) le quadruplet (M,r,K,<p) vérifie(K iv)

(b) pour tout (jû de M , on a À(o)°) = À (o) .

Démonstration; Soient 0) dans M , et Ç,r| dans ^lo T ^Lo. Alors, A (^) appartient

à K , et 0) * p(n) appartient à 3 c JC .

Donc, d ' a p r è s ( 1 . 1 . 3 b),

<A^ (Q* . a) * p(n)> = (a(œ * p(n)) ] 0

= (X(o))n [ 0 par ( 2 . 1 . 4 )

De même, en remplaçant 0) par o)°, et en permutant les lettres Ç et n, on trou-

ve <A^1(T^)* , o)° * p(^)> = (À(œ°)Ç ] n).

L'axiome(Kiv) s'écrit donc :

Pour tous ^,ri dans -^JLo T ^Lo , on a (?<(œ)n ] 0 = (À(o)°)^ | n) ;

ce qui équivaut,par densité de 5jlo T ^Lo dans H , à À(o)°) = À(œ)

Remarque 2 . 1 . 8 . Rappelons que, par ( 1 . 2 . 2 . 1 ) , pour tous a,P de H , on a

<e '"B,^
La propriété (b) de 2 . 1 . 7 peut donc aussi s'écrire

^^a 6^ = ^^B ao!<^ pour tous a^ de H/?

Proposition 2 . 1 . 9 . Les conditions ci-dessous sont équivalentes

(a) le Quadruplet (M,r,K,«p) vérifie (Kv)

(b) pour tous 0)1, 0)2 de M , on a

X(o)i * 0)2) = A(o)i) À(o)2).

Si l'une ou l'autre de ces conditions est vérifiée, on a

2.1.9.1. À(oj)a(o) ' ) = a(o) * 0)') pour tout o) de M , et tout .0)' de J .

Démonstration; Supposons la propriété (a) vérifiée; comme ^' T U' est dense dans

H , pour tout 0) dans M et 0)' dans p( -̂ l ' T U'), il existe une suite (ô )
v * n

d'éléments de ^-'T U' qui converge vers a(œ*o)'). Par continuité, pour tout

0)" de M , on a

À(O)")(S -^ À(o)")a(o) * 0)') = À(o)")À(o))a(o)') par (2 .1 .4 ) et ( 1 . 1 . 4 . 1 ) .
n n-+-co
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Par ailleurs
H À ( o ) " ) ô - À(O)" * o)) a (o j ' ) l ! = '!a(o)" * p(ô )) - À(o)" * oOaÇo)')!! par (2 .1 .4 )n n

= lla(o)" * p(ô )) - a(o3" * œ * o')!!

= Ilo" * (p(5 ) - 0) * ^ ' ) IL par (1 .1 .3b)

< t ' 0 ) " l l l l p ( ô ) - 0) * o ' I l d 'après(Kv)n <^

= I ! L O " I I I I Ô - a(a) * co')!! par(113 b ) e t ( l . 1 .4 .1 )

II en résulte que

À(O)")(S -^ À(œ" * 0)) a Ç œ ' ) .n n""^"'00

Ainsi X(o)")À(œ ) (œ1 ) = À(ûû" * œ) a (œ 1 ) , pour tous oj et co" de M , et a)' dans

P( ^ ' T U ' ) .
Par densité de ^jl ' T U' dans H . ,,on en déduit que

À(oj") À (œ) = À(ûû" * œ)" Vœ , 0)" dans M^ .

Supposons maintenant la propriété (b) vérifiée. Nous allons vérifier (Kv)

pour l'élément générique de J , soit :

a)' = œi + T. œ' * ùi)'.'. - i iici
avec 1 fini, et, pour tout i de I, 0).' c M , et œ'/ , 0)1 € p(U' TU ' ) .1 * 1

Pour tout 03 de M , co * 0)' appartient à 3 , et donc à £ . , et par suite,

l ia) * œ ' I l = l l a (o ) * œ')!! par (1 .1 .3b) .

Or
a(oj * a)') = a(o) * (œi + Z a).' * 0)'.'))

iel
= a ( o ) * œ i + S 0 3 * 0 0 ' * o)'.')

iel

= a(o) * oii) + E a (o) * 0)1 * 0)'.')
ici 1 1

= À(o))a(o) i ) + Z À(O) * O)')a(o)'.') par (2 .1 .4 ) et ( 1 . 1 . 4 . 1 )
iel

= À(o))a(o) i ) + E À(o))À(o);)a(o)'. ') par (b)
ici

= À(oj)ra(oj i ) + I: À(o):)a(o)'.')1
ici
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= À ( o ) ) [ a ( c û i ) + Z a(o): * œ'.')] par (2 .1 .4 ) et ( 1 . 1 . 4 . 1 )
tel 1 1

= À(œ)a(co ' )

Donc H L O * œ ' H = l!a(œ * ( j û ' ) l l = | |À(o) )a(œ ' ) l l < l ! À ( ( j û ) l l H a l l (œ')!! ^ I I I I œil I I œ ' I I par (2 .1 .4 ) .
On a donc bien (Kv).

D'autre part, la formule ( 2 . 1 . 9 . 1 . ) a été démontrée au cours du calcul.

Définition 2 .1 .10 . Par transposition de À , et restriction à M" , on définit
une application À de M" dans M, telle que

<À^(9) , œ> = <À(œ) , 6> pour tous 0) de M , 6 de M".

Remarque 2 . 1 . 1 1 . Si les axiomes(Kiv) et(Kv)sont vérifiés, l'application À

est donc, par 2 . 1 . 7 et 2 .1 .9 une représentation de l'algèbre involutive M . , On

l'appellera représentation de Fourier de M .

2.2. L'isométrie W est unitaire

Dans tout (2 .2 ) , (M,r ,K,<^) désigne un quadruplet vérifiant les axiomes (Ki),
(Kii), (Kiii) , (Kiv) de 1.3.1.

Lemme 2 . 2 . 1 . Soient œ dans M , a ,P dans H . Alors—————————— ^ ^

(a) Si ^ appartient à 8 , À(œ p)Ç appartient également à % , et on a

FÀ(O) )Ç = À(œ )FÇ.ex, h p, a
Cela s'écrit encore en utilisant 1 . 2 . 2 . 1

FÀ(0))Ç = À(03°oK)FÇ

(b) Si n appartient à ^ , À(o) p )n appartient également à ^ , et on a
CX, b

SA a^g)n = A(t^)sn
Cela s'écrit encore, en utilisant 1 . 2 . 2 . 1

SÀ(o))n = À( ( jo°oK)sn .

Démonstration:

(a) Soient x dans TC n ̂ * , a ,@ dans H , y , 6 dans ^ L ' . On obtient, par
simple passage à l 'adjoint :

<x* • VB * "y^ = <x • "B,a * "S.Y^
ce qui s'écrit encore, par (2.1.3 a) et (1.1.3 b)

^VP * "y,^ 1 ^(x» = <a%,a * "fi,^ 1 A^^*))'

= ^w* 1 ^"e.ct*^,^)-
ou encore, en utilisant 2 .1 .4 et 1 .1 .4 .2 .
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(À(oy .) (Y T ô^) [ A (x)) = (A (x)* | À(CÛ J (y T ô^ ^ )
Ufc, P T- -r P»LX

Par linéarité, continuité, et par densité de H. T T ^l ' dans S pour la norme hilber-

tienne de Ï ( [16]p 16) on obtient, pour tous a ,@ dans H , x dans 'R. n W , Ç<^ ^ <^
dans 8 : ^

^Vp^ 1 ^(x)) = (VX) 1 ^p.a^0

d'où le résultat (a).
b) Soient maintenant Ç dans'0 , r| dans ^S ,œ dans M .

On a, par 2 .1 .7

(FÇ | À(œ)n) = (À(a)°)FÇ | n)

= (FÀ(o)oK) Ç | n) par(2 .2 .1 .a)

= (Sn | À(o)oK)0
= ( À ( ( œ o K ) ° ) S n 1 0 par ( 2 . 1 . 7 )

ce qui achève la démonstration de (2 .2 .1)

Proposition 2.2.2. L'opérateur modulaire A est affilé au commutant de M^.

Démonstration; Soient E, dans U. o » œ dans M . En utilisant ( 2 . 2 . 1 ) , on voit
que X((A))Ç appartient à ^) (A) , et que

AÀ(œ)Ç = À(œ)A^.\
Comme -^-o est un domaine essentiel pour A, la formule ci-dessus est encore

vraie pour Ç dans ^ (A).

Donc, pour tout 0) de M , on a :
À(O))A c AÀ((jù).

Comme À(M ) engendre l'algèbre de von Neumann M^,on obtient le résultat cher-

ché, par ([ 6 ] 1 § 3 ex.7).

Lemme 2.2.3. Soient 0) dans M , a,8 dans H . On a

JÀ(t^g)J = X(to^)

ce qui s'écrit encore, en utilisant (2 .1 .7 )
JÀ(o)) J = À((A)oK)

Démonstration; Soient a, (3 dans H , Ç dans -Uo; on a

1/2 ^
À(O) .)JÇ = X(a) ) A Çcx,p cx,p

1 fi ^= A 1 7 2 À((^ ^Ç par (2.2.2)

= A1 7 2 S À((^ ^)Ç par (2.2.1.b)

= JÀ(œ )Çp,a
d'où le résultat, par densité de U o dans H .



Proposition 2.2.4. L'isométrie W définie en 2 . 1 . 1 est unitaire. Plus pré-

cisément, pour tout isomorphisme V de H sur H tel que

TT (K(x)) = V^TT (x)*V

on a:

W* = (V~1 <8 J)W(V <8 J)

Démonstration: Rappelons ( [6 ]III 1 5 théorème 6) que K est spatial, autre-

ment dit, il existe des isométries V vérifiant l'hypothèse.

On a :

2.2.4.1 ^ @ = ^Va V^0113" tous a î p dans H^

En effet , pour tout x ç M , a,8 dans H , on peut écrire :

<x f ̂ .va^ = <V^W 1 va)

= (a | V~17^^(K(x))ve)

- ( a l Tr^(x*)6)

= <x ï ^.^

D'où (2 .2 .4 .1 ) en utilisant(l.2.2.1)

Soient maintenant a, (3,y, 6 dans H . On a

((V~1 <8 J)W(V ® J)a ® P | y ® ô) = ((V ® J)(y <» 6) | W(V ® J) (a ® P))

(Vy ® Jô | W(Va ® J8))

(À(a)^^)J(? | J8) par (2.1.5.a)

(X(a) ° ) J S | JP) par ( 2 . 2 . 4 . 1 )
Y »oi'

(Jô | À(œ )J6) par (2 .1 .7 )y,a

(JÀ(O) )J3 | ô)
Y ï^

0(0) )B | ô) par (2.2.3)a,y

(a ® ^ 8 | W(y ® 6)) par ( 2 . 1 . 5 . a)

(W*(a ® P) | y ® ô).
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D'où le résultat, par linéarité et densité.

Corollaire 2 .2 .5 (a) Soient E un sous ensemble de M , dense dans M , et

ô un vecteur de H , tels que l 'on ait À ( œ ) ô = 0, pour tout d) de E. Alors 6 = 0 .

(b) Soit x un élément de M : on a

(7T ® TT ) ( F ( X ) ) = W ( l ® TT (X))W*

(c) Pour tout t réel, on a :

io(^ = ( i ® c^)or

Démonstration : (a) L'application À étant continue (2 .1 .4 ) , les hypothèses

impliquent À(co)(5 = 0 pour tout 0) de M . En particulier :

(W(5t ® P) | y ® ô) = (P | À((jû )$) = 0 pour tous a ,B,y de H .

Donc W y ® (S = 0 , pour tout y dans H .

Comme W est unitaire (2 .2 .4) on en déduit 0 = 0

(b) immédiat par (2 .1 .5e) et (2 .2 .4 )

(c) Par(2 .2 .5b) , on a, pour x e M .

(TT ® TT,)(ro(^(x)) = W( l ® ̂  TT.^A"11^*

- (1 <s> A^WO <» -iï (x)) W*( l ® A'^pa^.l .5b)
(p et (2 .2 .2)

= (1 ® A^KTT ® TT ) ( r ( x ) ) ( l <8 A'^pa^^^b)

(^ <» TT^) ( ( I ® a^)or(x))

d'où le résultat.

Remarque 2 . 2 . 6 : II résulte de ( 2 . 2 . 5 a ) que À(M ) est fortement dense dans
M" ;par suite l'application À définie en ( 2 . 1 . 1 0 ) est injective.

2.3. Construction du poids ^ sur M^.

Dans tout 2.3 , (M,r ,K,<^) désigne un quadruplet vérifiant les axiomes (^Ci),

(Kii) ,(Kiii) , (Kiv), (Kv) de (1 .3 .1 ) , et la propriété P de(1.3.5)

On pose ̂  = a( A )

Proposition 2 .3 .1 : Soient o),œ' dans /A . Les formules

( 2 . 3 . 1 . l)a(cù) î a(oû') = a(co * 0)')

( 2 . 3 . 1 . 2 ) a(o)) = a(œ°)
permettent de munir "p d'une structure d'algèbre hilbertienne à gauche, dense dans
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H . Si on note ff la représentation canonique de ̂  dans H , on a, pour tout 0) dans
/A :

(2 .3 .1 .3) i(a(o))) = À(œ)
et l'algèbre de von Neumann engendrée par ^(^) est égale à M^.

Démonstration: (a) On a vu en (1 .2 .3) que A est une sous-algèbre involu"
tive de M . Comme a est une bijection de A. sur /^, on voit que ̂ , muni de T et .

est une algèbre involutive.
(b) L'ensemble^ est dense dans H . Soit en effet un vec-

teur ô de H , orthogonal à ̂ . Par (1 .2 .3) , cela implique

0 = (a(o)? * 0)2) | ô) pour tous 0)1 , 0)2 dans p( .U * T ^C*)

= (À(o)î)a(o)2) | 6) par (2 .1 .4 ) et ( 1 . 1 . 4 . 1 )
= (a(o)2) | À(o) i )ô ) par ( 2 .1 .7 )

Par densité de U1 T U * dans H , cela implique

À(o) i )ô = 0 , pour tout 0)i dans p ( U1 T U') .
Donc, par (2 .1 .5) et (2.2.5a) , on a 6 = 0.

(c) Pour tout 0)1 cfe /A , l'application

a(œ) -»• a(o)i) îa(o)
est continue de/!^ dans •^».

En effe t :
a(o)i)îa(o) = a(oji * o) par (2 .3 .1 .1 )

= À(o) i )a (œ) par (2 .1 .9 .1 )
(d) Pour tous 0)1,0)2,0)3 dans A , on a

(a(o)i) T a (0)2) 1 a(o)3)) = (a(o)i) | a (0)2)^ T a (0)3))
En effet :

(a(o)i) î a(oj2) ( a (0)3)) = (À(o)i)a(o)2) | a (0)3)) par(c)
= (a(o)2) | À(o);)a(o)3)) par (2 .1 .7)
= (a(o)2) ! a(o)î * 0)3)) par (2 .1 .9 .1 )

= (a(o)2) | a^î^'r a(o)3)) par (2.3.1.1)
= (a(o)2) 1 a(o)i)^ î a(o)3)) par (2.3.1.2)

e) La sous-algèbre^ T^ est dense dans H .

Soit en effet un vecteur 6 de H , orthogonal à ^T^fe. On a donc, pour tous

0)1,0)2 dans /A

0 = (a(o)î) î a(o)2) | ô)

= (À(O)Î) a(o)2) | ô) par(c)
= (a(o)2) | X(o)i)ô) par (2 .1 .7 )

Commet est dense dans H , on en déduit donc

À ( o ) i ) ô = 0 pour tout 0)1 dans /A .
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Donc, par (2 .1 .6) et (2 .2 .5(a) ) , on a 6 = 0

(f) L'application ^est un opérateur fermable de H dans H .

Cela résulte du lemme (2.3.2) qui suit.

Lemme 2.3.2 : Soient x dans ft n 7[ , ri dans '6; on a
———————————— <^ <^oK '

(A^(x) 1 T^) = (n [ A^(K(x)*))

Démonstration: Pour tout a) de A , et x de i^ . n ^ T , on a
————————————— * (̂  «^oK

(A^(x) | a(o))^) = (A^(x) | a(œ°)) par (2 .3 .1 .2 )

= <x* , œ°>~ par (1 .1 .3b)

= <K(x) , o)>

= ( a ( œ ) 1 A^ ( K ( X * ) ) )

car\^--^^t

fin de la démonstration de 2.3.K

Le lemme 2.3.2 montre que ^ possède un adjoint, dont la restriction à

V^'^o^ est : V30 " A^(K(X*)).

Grâce à la propriété P«, cet adjoint est den'sément défini.

L'application^ est donc fermable.

L'algèbre ^a) est donc une algèbre hUbertienne à gauche ([ 1 6 ] def, 5 . 1 ) .

La formule (2 .3 .1 .3 ) a été démontrée en (c).

En utilisant (2 .3 .1 .3 ) et ( 2 . 1 . 6 ) , on voit que M^est l'algèbre de von Neumann

engendrée par TT( ̂  ).

On notera 42> ' l'algèbre hilbertienne à droite associée à ̂  , et fc " l'algèbre

hilbertienne achevée équivalente à P .

On notera encore T et ^ (resp. r) le produit et l'involution sur ^> "(resp.^').

On notera S^et F^les fermetures de ^et ^, de domaines ^*et 8 .

On a, en particulier

2 .3 .2 .1 . F-A^x) » A^(K(X*)) ^ l̂  "^

On notera po la sous-algèbre modulaire maximale de ^s".

Si Ç est borné à gauche relativement à ̂ , on notera encore ^(Ç) la "multiplica-

tion à gauche" par Ç (cf [ 2 ] . 2 . 1 ) .

Définition 2.3.3. On notera ̂  le poids sur M^canoniquement associé à l'algèbre

hilbertienne à gauche fe. ([ 2 ] th. 2 . 1 1 )



Pour tout (jû de /A^, À((jû) appartient à 7r( ̂  ) (2 .3 .1 .3 ) , et donc a fortiori à

Tt -nTÎ*-. De plus, pour œi , 0)2 dans /A^, on a

<2.3 .3 .1) <^a(o)i)*À(a)2)) = (a((x)2) | a((x)i))

On associe au poids «/^l'espace hilbertien H ^, et l 'injection cano-
nique A ^ de ff „ dans H ^. Nous noterons ^L " l'algèbre hilbertienne à gauche

associée au poids <?", c'est-à-dire A ^( 1t ^ n T7* <J
^ ^ ^

On notera a"a la place de a ^ .

Proposition 2.3.4. L'application qui à tout Ç de fe", associe

<2 .3 .4 .1 . ) f^ = A^ÇÎÇÇ))

se prolonge de façon unique en un opérateur unitaire de H sur H^, qu'on no-
tera encore f . On l'appellera application de Fourier - Plancherel.

De plus, si x appartient à M",on a
(2.3.4.2) -iT^(x) = ^ x ?*

Démonstration: Si Ç,r| appartiennent à ^)", on a

(Ç | n) = <^fî(n)*ft(0) ([2] th. 2 . 1 1 )

= (A^(îa)) 1 A^Cn))) ( [2 ] Th. 2 .13)

= ( ^^ | îFn) par (2 .3 .4 .1)

Commet)" est dense dans H , et ^C^dans H ^, on en déduit que f se prolonge
en un isomorphisme d'espaces hilbertiens.

Par ailleurs, soient x dans M^Ç,r| dans tî)", on a :

(?*r^(x)^ [ n) = (^(x)^^ | ?n )

= ^(^ V^CO) J A^(iî(n)))

= (A^(xî(0) 1 A^(n)))

;= (A^ (î(xÇ)) 1 A^(7t(n)))

= (îFxÇ lyn)

= (x^ | n)
d'où le résultat.
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On en déduit que ^ est un isomorphisme d'algèbre involutive de ^> " sur^C^,

Pour simplifier les notations, on notera aussi T, ^ , ^ les opérations associées à

U ^ e t U ^ ' . De même, les opérateurs S7 FÇ JÇ A^seront considérés comme opérant sur

H ou bien sur H ^ . En particulier, on écrira J"= ̂ J^ .^ <A ' '

On notera ^o la sous-algèbre modulaire maximale deJUL^. On a -U.^ = îF ^>o.

Proposition 2.3.5. Pour tout œ de 3 , a(œ) est borné à gauche relativement

à ? , et on a

(2 .3 .5 .1) t(a(œ)) = À(o))

(2.3.5.2) 3^(0)) = A . (À(œ))
l>

En particulier, si a et y sont dans ^ î , y T 0^ est borné à gauche relativement

à ^î), et on a, par 1.1.4.2

(2.3.5.3) ft(y T a 1 ) = À(a) )
Y ï131

Démonstration: Soient 0)1 dans J , 0)2 dans A , Ç dans 1f2> ' ; on a

À^) îr ' (0a(œi) = TT'(^)À(o)2)a(o)i)

= Tr ' (Ç)a(œ2 * (Jûi) p a r ( 2 . 1 . 9 . 1 )

= 7r(a(a)2 * 0)i))Ç car 0)2 * 0)1 e A

= À(o)2 * 0)i)Ç par (2 .3 .1 .3 )

= À(œ2)À(o)i)Ç.

Comme 1 est adhérent à À(/A^) = TT(^>), on a,'pour tous 0)1 dans 3 ,Ç dans fc':

î '(Ç)a(o)i) = À(o)i)Ç

d'oi^^^.l).

D'autre part, si Ç appartient à 1 p ) " , c û à j , o n a

( ? a(o)) |fç) = (a(œ) j Ç)

= (<^(î(0*7T(a(a)))) par [2] th. 2 . 1 1

= (A^(7T(a(o))) | A^(î(Ç)))

= (A-(À(o))) | ̂  Ç) par(2.3.5.1) e t (2 .3 .4 .1)

d 'où (2.3.5.2) par densité de ^-^ " = ^ dans H

Remarque 2.3.6 : Grâce à [ 2 ] , (2 .16) , on sait que tout élément de M^ est de

la forme ^ p | M" a et @ étant des vecteurs de H .



Si a' et 8' sont des vecteurs de iT, on posera

^.B* ^a'.e10 ^ = ^V.^l^-

Tout élément de M^ est donc de la forme 6 , a' ,6 ' étant des vecteurs de
H\. a î3

^
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3 L'ALGEBRE DE HOPF-VON NEUMANN INVOLUTIVE DUALE

Dans ce chapitre, (M,r ,K,<^) désigne un quadruplet vérifiant les axiomes

(Ki) à (Kv) et la propriété P,-.

3.1. Relations de connection et conséquences.

Proposition 3.1.1.: (Relations de connection).

Les opérations T et 'T sont reliées par :

(a) pour a,y dans U,' et 8,6 dans ^*, on a :

(W(a ® 8) | Y ® 5) = (8 T <^1 Y T c^ )

(b) pour a,y dans XC* et 8,5 dans H , on a :

(V(a ® 8) | y ® ô) = (8 | iT (y T aSô)

(c) l'ensemble 'p>' f fô' est inclus dans A ( TL ) ; pour a,y dans H et 8 » ô
dans "12> * , on a :

(W(a ® 8) | y ® ô) = (Tr(8 T ^ )a | y)

Démonstration: La relation(b) provient de ( 2 . 1 . 5 . ( a ) ) et (2.3.5.3) :

Nous avons donc, avec les hypothèses de (a) :

(W(a ® 8) | Y ® ô) = (8 | .^(y T 0^)6)

= (8 | 1T'((S)(y T o^))
= (^W*8 l y T o^)
= (î '((^)8 | y T o^)
= (8 î ^ ] y T a1') d 'où (a).

On en déduit que :

(W(a ® 8) | y ® ô) = (8 -T < 5 1 [ T r ' ( a ^ )y)

= (•iï'(a)(8 ^6^ | Y)
et, il en résulte que :

llir'(a)(8 t ^ ) 1 1 = sup (W(a ® 8) | y ® 5) |
ycU'.llyl <1

< II ail II 8 1 1 1 1 6 1 1
Ainsi 8 î «S^ est borné à gauche et on obtient :
(V(cx ® 8) [ y ® ô) = (TT (8 f (5^) a [ y)

(|ui par continuité, vaut encore pour ex et y dans H ; d'où (c).

Lemme 3.1.2.

(a) L'ensemble fc' t 'fe' est inclus dans A^(7L, r 1^^ ^ ) • Plus précisément pour
8 et 6 dans -te l, on a :

^(B f ô » ) =^(^^IM*)*

K [A^(e fô^)]* -A;' (6 f^)
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(b) le sous-espace A (T( n Tî ^ ) est un (iomaine essentiel pour F A.

Démonstration; (a) Soient 3,6 dans ti>', a,y dans H . Par définition de À , nous

avons :
(T^(V^|MV)a|y) = < X^^]M-).^>-

= < ^(^) , ̂ >-

= (p|À(a^)6)

= (W(a e> p ) |y ® ô) d'après 2.1.5. (a)

= ('iï(p r <S^ )a|y) d'après 3 . 1 . 1 . (c)
d'où la première égalité, par densité.

On en déduit que pour 3,6 dans ^> ' et œ dans M , on a

^(A^O f 6 ^ ) ) , œ> = < K ( X (^ JM")*),^ d'après ce qui précède>p * o » p
= <À (^. . |M^ ) , ^°>~' d'après 1 .2 .2

= <X(cû°) ,^ .>" d'après 2.1.10ô ,p
= <À(O))*,^ g>~ d'après 2 .1 .7

= <À(O)).^^>

=<À^JM'),O)>

II en résulte que :

K(A ~\^ f ô ^ ))* = À^(^g ^ I M ^ * = A , 1 (6 f 81') d'après la première égalité.

Comme W ^ = K ( J î * ) , ( a ) en résulte.

(b) Comme "&' f È' est domaine essentiel pour F", le résultat est immédiat,

d'après [ 16] ,p . l6 .
Lemme 3.1.3 : Soit x dans M. On a :
(a) si a appartient à ^ , TT (x)a appartient à ^ et :

F^TT (x)a) = TT (K(x)*)F^a

(b) si 0 appartient aé , '"^(^OS appartient à *$ et :

S'(7^(x)p) = T^(K(X)*)S'P.

Démonstration: (a) Soient a dans A CÏC nît ) ,0) dans A^,x dans M. On a :

(ir (xîalaCœ)^) = ( TT (x)a|a(o)°)) d'après 2.3.1.2
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= <A^(^ (x)a)* , 0)° > d'après 1 .1 .3 . (b )

= <(x A^Ca))*,^"

= <K(x A.^a)),^

= <(K(x)* KCA'^cO)*)*,^

= <(K(x)* A^1 (F^))*,œ> d'après 2 .3 .2 .1

= <A^(^(K(x)*)F'cO*,œ>

= (a(œ) ^(K(x)*)F"a) d'après 1 .1 .3 . (b )

£1 en résulte que -iï (x)a appartient à ^ h et que

F ï ï ( x ) a = TT (K(x)*) F^a.

Comme A^('ÏI^ n^.^ est domaine essentiel pour F^(3.1 .2 . (b)) . On en déduit le ré-

sultat.

(b) Soient a dans ^ , 3 dans $ :tt: et x dans M. On a :

(•^(x)3|F'a) = œ|TT(x*)F 'a). .^Y.^^l^.^, , ^|,,^v^ / ^ ^/

= (@|F^(K(x) )a ) d'après a)

= (TT (K(x))a|s^)

= (a|-iï^(K(x)*)S"B) d'où le résultat.

Proposition 3.1.4 :L'opérateur modulaire A^est affilié à TT (M) '

Démonstration : Soient a dans lâo et x dans M. On a :

TT (x)A'a = TT (x)F"S"a

= F^(K(x)*)S"a d'après 3.1.3(a) car S "a e ^ <>

= F^S^ (x)a d'après 3.1.3(b)

= A ^ ( x ) a

comme ^o est domaine essentiel pour A^, il en résulte :

TT (x)A^ c A^iï (x), ce qui achève la démonstration.

Corollaire 3.1.5 : (a) Pour tout x de M, on a : TT (K(x*)) = J^TT (x)J^.

(b) On a : W* = (J"(8 J)W(J"8> J) .

Démonstration:(a) Soient a dans ^feo et x dans M. On a :
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i /9
TT (x)J'a = TT (x^A-) 1 7 " S'a

= (A") 1 7 2 TT (x)S'a d'après 3.1.4;
^

= (A") 1 ^ 2 S^TT (x(x)*)a d'après 3.1.3(b)
^

= J^TT (K(x)*)a

d 'où le résultat, par densité de ^o dans H .

(b) Se déduit immédiatement de (a) et 2 .2 .4 .

Lemme 3.1.6 :

(a) pour @ , ô dans ^' et Ç,n dans H ® H :

( ( 1 <9 W ) (Ç ® (3)|n 8> ô) = ( ( 1 ® TT(e T ô h^ln)

(b) pour a,Y dans-U.' , ô dans -fe', 3 dans H et ^ dans H ® H :

( (1 ® W ) ( l ® a ) (Ç <8 a ) |e ® y ® 6) = ( (1 ® I T ' C ô ^ ^ Ç l ^ ® (y T a1))

[où 0 désigne l'opérateur de £• (H ® H ) défini par a(ni <8 r|2 ) = ^2 0 Tli

(c) pour (3,6 dans 'j3>', ai , a^ dans H et Ç dans H ® H :

(ai ® ô ® 0 2 ] (W ® 1 ) ( 1 ® a ) (Ç ® 3)) = ( a i ® az | (-iï(3 î 6^ ) ® 1)0

(d) pour a,Y dans ^[', Ç,T1 dans H ® H :

(Y ® Ç| ( W® l ) (a <s> n ) ) = (( ff(Y T aS ® l ) Ç | n )

(e) avec les mêmes hypothèses que (d) :

(Y ® Ç| (1 ® a) (W ® 1 ) ( 1 ® a)(w ® l-)(a ® n ) ) = (W*(^(y T a1' ) ® 1)W Ç | n ) .

Démonstration : (a) Soient |3,ô dans ^ ' et Ci ,Çz »T1i > r12 dans H . Nous avons :

( (1 ® ^(Çi ® Ç2®?î | r i i ® ri2 ® 5) = (Ci ®v r ( ^2 ® 3)|ni ® U2 ® ô)

= ( Ç i | n i ) ( w ( ^ 2 ® @ ) | n 2 ® <S)
= Œi|ni)(-iï(B f ô l > ) Ç 2 | n 2 ) d'après 3.1. l (c).

= (Ci ® Trœ r <5?) ^ 2 ) 1 1 1 ® U2)

= ( (1 <s> ir(6 f 6^ )^i ® Ç2|ni ® Hz),d'où

le résultat par linéarité et continuité.

(b) Soient a,y dans .U' ,6,^2 dans '(?)', 3 et Ci dans H . On a :

( (1 ® W ) ( l ® a ) (^ i ® ^2 ® a ) | @ » y ® ô) = ( (1 ® W)(^ i ® a ® Ç 2 ) ( 3 ® y » <S)
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= (Ci ® W(a ® Ç z ) | 0 ® y ® 6)

= (Ci | 3)(W(a 0 ^ 2 ) | Y ® (S)

= (Ci | 0 ) (^2 î ^ | y T a^) d ' ap rès (3 .1 .1 . ( a ) )

= Œi ® Œ2 î (^ ) | e ® (Y T aS)

= Œi ® r^ )^2 | 3 ® (Y T c^))

= (( 1 ® ^ ' ( 6 ^ ) ) ( Ç i ® € 2 ) | 3 ® (y T a ^ ) ) , d 'où le

résultat par linéarité et continuité.

(ç) Soient g,ô dans 13' et 0x1 ,02 ,^1 ,^2 dans H . On a :

(ai ® 6 ® az | W ® 1 ) ( 1 ® a) (Ci 0 ^ 2 ® P) ) = (ai ® ô 02 | (W ® l ) ( Ç i ® 3 ® ^ 2 ) )

= (ai ® 6 ® a2 | W ( Ç i ® 8) ® ^2)

= (ai ® 6 | W(Çi ® 3 ) ) ( 0 2 ( ^ 2 )

= (ai | •ff(3 T 6^ ) Ç i ) ( a 2 | ^ 2 ) d'après
( 3 . 1 . 1 . ( c ) )

= (ai ® 02 | Tr(3 T ô^ )Çi <8 ^2 )

== (ai ® 02 | (Tr(3 T ô t) ) ® 1) (Ci ® ^ 2 ) )

d'où le résultat par linéarité et continuité.

(d) Soient a^y dans U' , Ç i , ^ 2 » ^ l i » T l 2 dans H . On a :

(Y ® Ci ® ^2 | (W ® l ) (a ® ni ® r i2) ) = (Y ® Ci ® ^2 | W(a ® n i ) ® n;,)

= (Y ® ^i | W(a <s> n i ) ) (Ç2 | U 2 )

= (fî(y T a^)Çi | n i ) ( Ç 2 | ^2) d'après (3.1.1.b). .
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= fî(Y T 0^) Ci ® Ç2 [ T1l ® U 2 )

= ((fî(Y T o^) <8 l)(Çi » ^) | m ® riz) d'où le résultat,
par linéarité et continuité.

La démonstration de (e) nécessite la proposition suivante.

Proposition 3.1.7 : L'opérateur W vérifie la relation :

(W ® 1 ) (1 <8 W) = (1 ® W ) ( l ® C T ) ( W ® 1)0 ® C T ) ( W ® 1)

Démonstration : Soient a,y dans ^', 3,6 dans ^' a o , Y o dans H . On a •i ^

((a) ® 1 ) (1 ® W)(W* ® l)(oro ® a ® g) Yo ® Y ® ô) =

= (0 ® W)(W* ® l ) ( ao 8> a <s> @) [ (W* <8 l ) < Y o ® Y ® 6) )

= ( (1 ® W)(W*(ao ® a) ® 3) W*(Yo ® y) ® ô)

= (0 ® 7T(8 T 6 i > ) ) W * ( a o <s> a) | W*(Yp,® y) ) d'après (3.1.6. (a))

= WQ ® -n'(@ T 6 lï ))W*(ao ® a) | Yo ® y)

= (r(7r(f3 T ô^mao » a) | Y o ® •Y) d 'après(2.2.5. (b))

= ^(A"^ T ô1 ' ) ) .^ ® a) >v <^ ' / / ï cio,Yo a,Y

= <T(A\^ T ô^))* , a) 0 ^ >y Yo »o^o Y»^

= ^(A^œ T ô^ ) ) * , œ ® p ( Y T a l > ) > ~ d'aprèsQ . 1 . 2 . )f y o ï'^o

= (W(Yo ® @ T 6 ^ ) | Yo ® (Y T a ^ ) ) d'après (1 .3 .10 .2)

= (W(l ® rCÔ^KYo 8> 3) | Yo ® (Y T a ^ ) )

= ( (1 ® f î t ( ( S ( > ) ) W ( Y o ® @) | Yo ® (Y T o^)) d ' ap rè s (2 .1 .5 . (b ) )

= ( (1 <8 W ) ( l » a)(W(cto 8> (3) 8) a) [ Yo ® y ® ô) d'après (3 .1 .6 . (b ) )

= ((1 ® W ) ( l <8 o ) (W 8> l ) ( ao ® 0 ® a) | Yo ® Y 0 5)

= ((1 ® W ) ( l ® a ) (W ® 1 ) (1 ® a)(ao ® a ® 0) | Yo ® Y (8 ô)

d^ù, par densité :

(w ® 1 ) 0 ® w)(w* ® l) = (l ® w)( l ® a)(w ® l)(l 's a)

et, en utilisant (2.2.4) le résultat.
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Démonstration de 3 .1 .6 . (e) : Soient a, y dans .U', Ç » n dans H ® H . On a :

((y ® 0 | (1 ® C T ) ( W <g) 1)0 ® cQ(W ® l ) (a ® n ) ) =

= (y <8> Ç | (1 <8 W*)(W ® 1 ) ( 1 <8 W)(a <8 n ) ) d'après 3.1.7

= ( ( l ® w)(y ® 0 | (w <s l ) ( l «s w)(a ® n ) )

= (y ® wç | (w «) i ) (a ® wn))

== ((fî(y T a^) ® 1)WÇ | Wn) d'après 3 .1 .6 . (d)

= (W*(fî(y T o^) <8> 1)WÇ | n) d'où le résultat.

Corollaire 3 . 1 . 8 :

W (fî( U' T W) ® 1)W c M" 8> JC(H ).^
Démonstration : Soient a, y dans 2A,' , E,, r\ dans H ® H , et y dans M^' . On c

((y ® l)w*(fî(y T a^) ® 1)WÇ | n) = '

= (w*(fî(y T c^) ® l)wç | (y* ® i )n )

= (y ® Ç [ (1 ® a ) (W ® 1 ) (1 ® a ) (W ® l ) (a <8 (y* ® l ) n ) ) d'après 3.1.6(e)

= (y ® Ç 1 (l ® a)(w ® l ) ( l ® a)(w ® 1)0 <8 y* ® l ) (a ® n ) )

= (y ® ç 1 ( l ® a)(w ® 1)0 ® cQO ® y* ® l ) ( w ® l ) (a ® n ) ) d'après 2 . i .5 (b)

= (y ® ç 1 ( l <8> a ) (w ® 1)0 ® l ® y*)(l ® a)(w ® l ) (a ® n ) )

= (Y ® Ç 1 (1 «> 0)0 ® 1 ® y*)(W ® 1)0 ® a) (W ® l ) (a ® n ) )

= (y ® Ç 1 ( 1 <8 y* ® 1 ) (1 <» a) (W ® 1 ) (1 ® a) (W ® 1 ) (a ® n) )

= ((1 ® y ® l ) (y ® Ç) 1 (1 ® a) (W ® 1)0 ® a)(w ® l)(a ® n»

= (y <» (y® l ) Ç I (1 ® a)(w 8> 1 ) (1 ® CT)(W ® l ) (a ® n) )

= (W*(ft(y T a^) ® -l)W(y ® 1)Ç | n) d'après 3.1.6(e)

d'où : (1 ® y)W*(fî(y T aS ® 1)W = W*(fî(y T a^) ® 1)W(1 ® y)

et le résultat, par linéarité.

Proposition 3 . 1 . 9 : pour tout a) de £ , a(o)) appartient à ?" A - C ^ - ) et :

ff(a(œ)) = À(œ)

soit : < î^a(œ))= A^.(X((x)))

Démonstration : Soient 3 et ô dans ^', 0) dans ̂ . On a :



(ft 'WaÇa))^) = (aO^Ift'^ )p)

= (a(o))|@ T ô^)

= <A^1 (0 T(^)*,O)> d ' aprèsO. l . l ^e tO. l^ .O))

= <À^(^ JM"),^> d'après (3 .1 .2)

= <À(O)),^ >

= a(o))ô|p).

Par densité de fc' dans H , il en résulte' ^

Tr'^aCa)) = À(œ)6

donc a(o)) est borné à gauche relativement à fe , soit

a(eo)e î-\-(ï[^)

de plus ft(a(o))) = À((ji))

soit encore ?a(cû) = A ^(À(cû))(̂

Cette proposition généralise (2.3.1.3) et (2.3.5)

Corollaire 3.1.10 : (Formule de Plancherel). Soient ùûi et 0)2 dans £

on a : (a(o)i) |a(o)2)) = <^(À(( jû2)*À(œi) )

3.2. Le coproduit F^

D'après (1 .1 .2) , (2.1.6) et (2.3.5.3), ^ ( U ' T JlC*) est faiblement dense dans
M^ . Il résulte donc de (3.1.8) que pour tout x de M"l'opérateur W*(x ® 1)W appar-
tient à îC <9 ^(H^); en utilisant (2 .1 .5 . (b ) ) , on trouve enfin qu'il appartient à
M^ ® M"; cela nous conduit à poser :

Définition 3.2.1 : On appelle F" l'application linéaire de M^dans M" 8> M"
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définie par I^(x) = OW (x ® 1)W(7 pour tout x de M"; où a désigné l'opérateur défini
en (3.1.6.(b)) .

Il est clair que F^ est un morphisme normal et injectif.

Lemme 3.2.2 : (a) (1 ® a)(a ® 1 ) (1 ® a) == (a ® 1 ) (1 ® a)(a ® 1)

(b) (1 ® a) (a 8> l ) ( l ® u) = (u ® 0(1 8> a) (a <» 1)

(c) (a ® l ) ( l ® a)(u ® 1) = (1 ® u)(a ® 1 ) ( 1 ® a)

où U désigne un élément quelconque de £(H ® H ).
^ •P

Démonstration^(a) Soient ^ 1 , ^ 2 » ^ 3 dans H . On a

(1 ® a)(a ® l ) ( l ® a) (Çi ® ^ ® Çs) = (1 ® o) (a <s> l ) ( Ç i ® Çs <8 ^2)

= (1 ® a ) ( Ç 3 ® Ci ® ^2 )

= ^3 ® ^2 ® Cl

= (cr ® 1)02 ® ^3 ® C i )

= (a ® 1 ) (1 ® . a ) ( Ç 2 «> Ci ® ^3 )

= (a ® 1)0 ® a)(a ® l ) ( Ç i 0 ^ 2 ® ^3) d 'où le

résultat, par linéarité et densité.

(b) Soient, u,v dans £(H ). On a :

(1 ® a) (a ® 1 )0 ® u ® v) = (1 ® a) (u ® 1 ® v) (a ® 1 )

= (u ® v ® 1)0 ® a)(a 8> 1) d 'où le résultat, par
linéarité et continuité.

(c) La démonstration est analogue à la précédente.

Proposition 3.2.3 : L'application T^ est un coproduit coassociatif au sens de
0.2.1.2).

Démonstration: Compte-tenu de 0.2.1), il nous reste à vérifier la commutativité
du premier diagramme de (1 .2 .1) .
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Soient x et x^ dans M^. On a :

(I^® I)(xi ® X2) = F^(xi ) ® X2

= (r"(xi) <8 1 ) ( 1 <8 1 ® X2)

= ((0 W*(xi ® 1)W(J) ® 1 ) (1 ® 1 8> X2) d'après (3 .2 .1)

= (a ® l)(w* ® l ) ( x i ® 1 ® l ) ( w ® l ) ( a ® l ) ( l ® l ® x2)

= (a ® l ) (w* ® l ) (x i ® 1 ® 1 ) ( W ® 1)0 ® 1 ® x2)(a ® 1)

= (a ® l)(w* ® i ) ( x ® 1 ® x2) (w <8> l ) (a ® l )

= (a ® 1 ) (w* <s> 1 ) ( 1 ® a) (xi <8> x2 ® 1)0 ® a) (w ® 1 ) (a ® 1 ),

•^ ; /•'''' '
.•k" •••! •'-• •y"

par linéarité et continuité» il en résulte, ..que pour tout y de M" ® M^on a :

(F" s» I)(y) = ( a ® 1)(W* ® 1)0 ® cr)(y s» 1)0 ® a) (w s» l ) (a ® 1).

En particulier» nous avons: pour tout x de M^:

(i- ® i)(r'(x)) =

= (a » 1)(W* ® 1)0 ® cT)(r"(x) (8 1)0 ® o)(w ® l ) (a «> 1)

= (a ® 1)(W* ® 1)0 ® c7) ( ( a W*(x ® 1)W a) ® 1)0 ® a ) (W ® l ) ( a ® 1) d'après (3.2.1.)

= (a ® 1)[ CW* » 1)0 ® a)(a <8> 1)] (w* <» l ) (x s» 1 ® l ) ( w <» 1)[ (a ® 1 ) ( 1 ® a) (w ® 1)]
(a ® 1)

= (a ® 1)0 ® a)(a ® 1)[ (1 ® W*)(W* 9 1)] (x ® 1 ® 1)[ (W ® 1)0 ® W)] (a ® 1)0 ® a)
(a ® 1) d'après (3.2.2.(b) et (c)) .

« [a ® 1)0 ® a)(a ® 1)] (w* ® 1) (1 ® a)(w* ® l ) ( l ® o)[ (1 ® w*)(x ® t ® l ) ( l ® w)]
(1 «> a)(W ® 1)(1 ® a ) (W ® 1)[ (0 ® 1)0 ® ^)(cr ® 1)] d'après (3.1.7.)

= (1 <» a)[ (a ® 1)0 » a)(w* ® 1)0 ® a)] (w* ® 1)1' 0 ® a) (x ® 1 ® 1) (l ® a)] (w ® 1)
[ (1 ® a) (W ® 1)0 ® (ï)(a ® 1)] (1 ® a) d'après (3.2.2.(a)) .
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= (1 ® CT)O ® W*)(a ® 1)(W* » l ) ( x ® l ® l ) ( w » l ) ( a ® l ) ( l ® w ) ( l 0 o) d'après
( 3 . 2 . 2 . ( b ) ) et (c).

Nous avons ainsi obtenu :

3.2.3.1 (F- <8> I)(I"(x)) = ( 1 ® a ) ( l » w*)(a ® l ) (w* ® l ) ( x ® 1 ® l ) ( w ® l ) (a » l )
( 1 ® W ) ( l » a).

De même, soient xi et X2 dans M^.^On a :

(i ® r^Xxi ® x2) = xi ® r"(x2)

= (xi ® 1 ® 1 ) ( 1 ® F"(x2))

= (xi 8> 1 ® 1)0 <8(a w*(x2 ® 1)W a)) d'après (3.2.1) .

= (xi ® 1 ® 1 ) ( 1 ® a ) ( l ® W*) ( l ® x2 ® 1 ) ( 1 ® W ) ( l ® a)

;= (1 ® a) (xi <8 1 ® l ) ( i ® w*)( l ® x2 ® 0(1 ® w ) ( l ® a)

= (1 ® a ) ( l ® w*)(xi ® x2 ® 1)0 ® w)( l <g> a)

par linéarité et continuité, il en résulte que pour tout y de M" ® M", on a :

(I ® r")(y) = (l ® cr ) ( 1 <s w*)(y ® 1 ) (1 ® W)0 ® a ).

En particulier, pour tout x de M",nous avons :

(i ® r")(r"(x)) = o ® a ) ( i ® w*)(r(x) ® i ) ( i ® w)0 ® a)

= (1 ® a ) ( l <s> W*)((a w*(x ® 1) :W a) ® 1 ) (1 ® w) (1 ® a) d'après
(3 .2 .1)

= (l ® a ) ( l ® w*)(a 8> l ) (w* ® l ) ( x ® 1 ® l ) ( w ® l ) (a ® l ) ( l ® w)
(1 ® a)

= (f 8> I)(r"(x)) d'après (3.2.3.1.)
ce qui achève la démonstration.
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Définition 3.2.4. ; On munit M^ d'une structure d'algèbre de Banach en posant
pour tous x de M"et ^ » 62 de MT :

< x i » 6 i * 62 > = <r1:x),0i g> 92>

Proposition 3.2.5.: Pour tout t réel, on a : 1̂  o ^ = (1 ® ^ )o F"

Démonstration; Pour tout x de M"et tout t de R, on a, par définition :

r"(c^ (x)) = a wW^(x) ® 1)W a
L t

= a W^^A")113 xCA")"11^® l )w a

= a w*^)^ ® i ) ( x ® D^A-)"111 ® i)wa

Or W appartient à -iï^(M) ® N " ( 2 . 1 . 5 . b ) ^ e t (A^)113 appartient à -iï (M) (3.1.4).

Il en résulte que :

r'(c^ (x)) = ^((A')113 ® 1)W* (x ® 1)W ((A-)"^ ® l)a

= (1 ® (A^^a w*(x8> l ) w a (1 ® (A-)'111)

= (1 <8 (A')^) r '(x)(l « (A-)"11') d'après (3.2.1)

= (1 ® ^ )(r '(x))

d'où le résultat.

3.3. L'involution K"

Lemme 3.3.1 : L'application de £(H.) dans lui-même définie par x ^ J x* J pour
tout x de «^(H ) est un antiautomorphisme involutif de £ (H ).

Proposition 3.3.2 : La restriction à M"de l'application définie ci-dessus est
un antiautomorphisme involutif de M"au sens de ( l .2 .1 .3 . ) . On le notera K\ De plus
les involutions K et K^sont liées par les relations :

K^ (À (ou)) = À(a)oK) pour tout 0) de M

K (^ . (Q)) = ^.(6ol0 pour tout 9 de M"
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Démonstration : Soit 0) dans M . On a :

K^(À(O)) ) = J À(œ)* J

= ^oK) d'après 2 .2 .3

Ce qui fournit la première égalité, et assure par continuité que

pour tout x de M-, K-(x) appartient à M-; la première partie de la proposition ré-
sulte alors du lemme 3.3.1.

Pour tout 0) dans M^ et tout 9 dans M", on a :

<K(\(e)).a)> = <À^(e),o)o K>

= <x(o)o K), e>

= <K"(X(œ)),e> d'après la première égalité

= <^(^) ,6oK^>

= <^^(9o K"), o)> d 'où la deuxième égalité.

Proposition 3.3.3.: Pour tous 9 i ,92 de IC, on a :

\(QI ? 62) = ^ (e2)À^(9 i ) .

Démonstration : Soient a,y dans U', |3i ,(32,61 »Ô2 dans ^'. On a :

<^(^^JM-).(.^^JM-))^^> -

=<À^^-^„8JM')$<^eJM')>

= "^^^Y.a^' ^i.3i 0 ^.82 > d'après(3.2.4.)

= <CT ^^^Y.^ 8 1 ) w a» ^1.61 8 ^.e,> d'après(3.2.1.)

= < W*(À(a) ) ® 1 ) W, ^ ® Î2 >
Y»01 0 2 , P 2 ô i ,g i

= < W* (fî(Y T a ) ® ' 1 ) W . ^^^ ^61.3^ d'après(2.3.5.3.)



= (W*(ff(y T c^) <s> 1 ) W ( Ô ^ <s 6 ) [ B (9 B )

= (y ® 6^ <s> ô ^ | (1 ® o ) (W ® 1)0 <s> a ) ( W g) l ) ( a g» 3 ® 3 , ) ) d 'après 3 . 1 . 5 . ( e )

= ( ( 1 ® a)(y <8 6^ ® ô ^ ) | (w ® l ) ( l ® a) (W(a ® 3 ) ® 3 ))

= (y ® 6 ^ ® 6^ | (W <s> l ) ( l ® a)(W(a ® 3J ® 3 , ) )

= (Y ® 5^ 1 ^^l T ^^ ® l )w(a ® B2 ) ) d 'après 3 . 1 . 6 . ( c )

= ( ( 7 T ( 3 ^ î 6^)* ® l ) ( y ® ô | W(a ® 3 ))

= (•iï(3^ î 3^)*y ® 6^ | W(a ® 3-))

= (Tr(3^ T ô^)*y | 7T(3^ T ô^)a) d'après 3 . 1 . 1 . ( c )

= (TTO^ î <^)\(3j î ô^)*y [ a)

= <Tr(32 T ôj)\(3, T ôf)* , ^^>

^A^O^ î ^A^O, î ôf)* . a)^^>

= <À^ ^ ^l^^^^ô ,3 1^) » ^^^ d'après 3. 1 .2 . (a)

Par densité, on en déduit que

V(^,^|M') î (^.f^» = V^.B^V^^I^

On conclut par linéarité et continuité.

Théorème 3.3.4. : Le triplet (M", F", K") est une algèbre de Hopf-von
Neumann involutive.

Démonstration : Compte-tenu de 3.2.3 et 3.3.2., il nous reste à vérifier

que le diagramme de 1 .2 .1 .3 . est commutatif.

Soient co dans M , 9 , 9., dans M" . On a :

<r"(K"(À(œ))) ,9^ ® 9^> = <K"(À(oj)) , 9 î 9 > d'après 3.2 .4 .

= <À(œoK) , 9 ^ î 9^> d'après 3.3.2.

= <À^(9^ î 9^) , GûoK>

= ^(^M6? » a)OK> d'après 3.3.3.
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= ^V^V9])) ' œ>

= < K ( À (9 ) ) K ( À (9J) , œ>x i * z

= < À ^ ( 9 ^ o K " ) À ^ ( 9 ^ o K ^ ) , œ> d'après 3.3.2.

= < \ ( (9^oK") î ( 9 ^ o ^)) , œ> d'après 3.3.3.

= <À(œ) , (9^oK') $ (9jo0>

= <r"(À(o)) ) , O^oK") ® (9 oK")> d'après 3 .2 .4 .

= < r ^ ( À ( œ ) ) , (9^ ® 9 ) o ( K ^ ® K")>

= <(K' ® K ^ ) ( r ^ ( À ( ù û ) ) ) , 9 ® 9 >

= < Ç ( K ' ® 0(r ' (À(ùo))) , 9 ^ ® 9^>

d ' o ù , par densité :

r ' (K ' (À(o j ) ) ) = ç (K ' ® K ' ) ( r ' ( À ( œ ) ) )

puis, par densité de À ( M ) dans M" et continuité :

r oK^ = ç o ( K ^ ® K ^ ) o r ^ ce qui achève la démonstration.

Définition 3.3.5. : II résulte de ce qui précède que l 'on définit une algè-

bre de Banach involutive en posant, pour tout x de M" et tout 9 de M" :

<x , 9®> = <K"(x)* , 9>~

Proposition 3.3.6. : Pour tout 9 de M" , on a : À (9®) = À (9)*

Démonstration : Soient 9 dans M" , a ' , 3 dans H . On a
* <P

'V9^ - V = ̂ a.^ - 9S

= <K^(À(a^ ^)*) , 9>~ d'après 3.3.5.

= ^(^^g)) » ©>" d'après 2 . 1 . 7 .

= <À(a)^ ^°K) » 9>" d'après 3.3.2.

= <À(œ3^) » 9>- d'après 1 . 2 . 2 . 1 .

= <^(9) , o)^ ^> = < Â ^ ( 6 ) * , o)^ > d 'où le résultat.



4 DUALITE

4 . 1 . Le quadruplât (M^, T ^ , K^, «^) vérifie (K i i i ) , (Kiv) et (Kv)

Dans 4 . 1 . ( M , F , K , ^) désigne un quadruplet vérifiant les axiomes (Ki) à
( K v ) , et la propriété P .

Lennne 4 . 1 . 1 . : Soient N une algèbre de Von Neumann, ^ un poids normal,
fidèle, semi-fini sur N , ip un poids normal, semi-fini sur N , invariant par le
groupe des automcrphismes modulaires associé à ^ .

S 'il existe un sous-espace vectoriel E de ̂  tel que ( p ( x x) = ip(x x)
pour tout x dans E , et tel que A (E ) soit dense dans H , les poids <p et ip
sont égaux.

(^Démonstration : Comme 1̂  est invariant par 0 , pour tout t de (R , on
sait qu'il existe un opérateur positif auto-adjoint h , affilié à M^ , tel que
ip = ^ ( h . ) au sens de ( [ 1 4 ] t h . 5 . 1 2 ) , c'est-à-dire que, pour tout x de M

iKx) = lim ̂ (h172 x h172)• e->-o ' e £ /

où h = h ( l + £h)~ e M^ .

On a : ' -ô (h ) = { Ç £ H tels que sup(h Ç | E,) < +00} et, pour tout Ç dans
<-*? 1 /9 ' £ £
Ï ) (h 1 7 2 )

[h 1 7 2 ^! 2 = sup(h^|0 = ^m(h^|Ç)

1/2Comme h appartient à M , ([14] théorème 3.6.) indique que pour tout x de

YC n Ïî* , xh172 appartient à ^ n ^* .
<^ ^ £ ^ ^

On a donc, pour tout £ positif :

.(h^x^72) ^HA^xh^2)!!2

= IISA^axh1/2)*)!!2

= IISA^(h^2 x * ) 1 1 2

^IS^O^SA^x)!!2

.IIJA1^^/2)^1/2^^^,,2

= IIJTr (h^m (x)H2 car h^2 e ^

(pour un calcul analogue, voir [14] théoïème 5 .12 . ) .

Si x appartient à E , on a donc :

^mllJTT^h'/^JA^x)!!2 = ip(x*x) = ^ (x*x) < +œ
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Donc JA (E) est inclus dans ^$ ( h ) , et, pour tout x de E, on a :

IIJh^JA (x)112 = ^(x*x) = I I A ( x ) H 2
(̂  {?

1 /2II résulte alors de ([5]). lemme 2 .3 . ) que Jh J = 1, donc h = 1, d 'où le lemme.

Lemme 4 . 1 . 2 . : Soient ÀJL et •V. ^ deux algèbres hilbertiennes à gauche.

L'algèbre hilbertienne à droite 2J.' ® 2J1' est équivalente à ( U. ® U ) ' .

Démonstration : On notera J. , S . , F. les involutions canoniques associées

à ^ (i = 1, 2) .

Il résulte de ([16] § . 1 1 ) que l'isométrie canonique associée à -<X ® 4^

est J i8> J ; de plus, en appliquant [16], lemme 5 .2 . , on voit que U. <s> U est

dense dans ( U. <8 ^JC,,)" pour la norme hilbertienne associée à S <8 S .

Ainsi, (J ® J ) ( U <8> U ) est dense dans (J ® -L)(-lL '8 ^)" pour la

norme hilbertienne associée à F <8 F ; grâce à ([16], corollaire 1 0 . 1 . ) , cela si-

gnifie que J U». ® J 3jC est dense dans (-^X-, ® ^ j C ^ ) ' pour la norme hilbertienne

associée à F. ® F^. Il en est de même, à fortiori, de U' ® tC ', qui contient

J U ® J ^C ([16], corollaire 1 0 . 1 . ) , donc ([16] , lemme 5 .2 . ) permet de conclure.

Proposition 4 .1 .3 . : Le quadruplet (M^, F^, K^ , ^A) vérifie l'axiome (Kiii)

Démonstration : Soient 0, 0 , 6, 6 dans 42> ' , et 0) dans <£• . On a :

( (1 ® r (ôp)aW*a(ô <s> a (ùû)) [ 3 ® 0 ^ ) =

= (aw*a(6 » a(œ)) | (i <8 ^ ' (^^(e ® e?)

= (aw*(j(ô €> a(ùû5) [ 6 ® 3 î 6^)

= (W*(a(co) ® ô) | @ î ô^ ® 3)

= ((a (œ) ® 6) | W ( ( 3 ^ î ô^) <& 8))

= (a (œ) | ir(e î ô ^ ) ( 3 ^ î ô^) ) . par ( 3 . 1 . 1 . c )

= < A . 1 ( 7 T ( 6 î 6^(8^ î 6^ ) )* , oo> par ( 1 . 1 . 3 . b )

= < A ~ 1 ( 3 ^ î Ô^Y^B î ô^)* , œ>

= <\(^ ^ |M')À^(^^ g[M') , œ> par (3. 1 .2 .a )

= <^^((^ ^|M') î (^ ^ [M')) , œ> par (3.3.3.)

= <X(œ) , (^. o|M") î (^. [M")> par (2 .1 .10)o, p o i , p i
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= ^(ÀCo))) ^ ® ^ >
Ô » P i ' ^ i

= ( r " (À(œ) ) (ô ® ô ^ ) [ e ® e )

Par densité, il en résulte :

( 1 ® r((^))aW*c7(ô ® a(œ)) = r ' (À(o) ) ) (ô ® 6 )

qui vaut, par continuité, pour tout ô de H , 6 de ^' , GO de JC . Donc, pour

6 ^ , 6 ^ dans ^ ' , eu dans £ , 6 borné à gauche par rapport à fe (i .e. dans

^^V)- on a '•

(î1 8) f r ' X Ô ^ g» 6^)aW*a(ô ® a(œ)) = ( i ' C ô ^ ) ® 1 ) r ' ( À ( ù o ) ) (6 » ô )

= ^(ÀCcûnCT^CÔ ) ® l ) (ô ® ô )

= r^ÀCaOX^CÔ) ® l ) ( ô ® 6 )

Grâce au lemme 4 . 1 . 2 . , il en résulte que aW*a(ô <s> a (ùû) ) est borné à gauche par

rapport à fb ® ^> (i.e. appartient à CF* ® ^ *) A _ ( y [ ) c f [ 4 ] . p . l 4 1 ) , et que

^ • 1 - 3 . 1 . (^ ® ^)(aW*o(6 ® a(cû))) = r"(À(co)) (^(6) ® 1 )

Ainsi :

(<^^ ®<^) ( (^ (ô ) * ® l ) r^(À(Lo)*À(œ))( î (ô) » 1 ) ) =

= lloW*a6 ® a(a j )11 2

= II 611 ^l a (œ) II2

=,^(î(ô) TÎ (ô ) )^" (À(a j )*À(Lo) ) par 3 .1 .9 .

ce qui s'écrit encore, pour œ dans £ , et x dans Tt „•
^ ^5 "

4 . 1 . 3 . 2 . (^A ® ^")((x* ® l )r^(À(a))*À(ùû))(x ® 1 ) ) =

= <^(x*x)<^(À(œ)*À(œ)).

Ceci nous même à considérer le poids ip sur M^ défini par :

^(y) = (<^ ® < ^ ^ ) ( ( x * ® l ) r ^ ( y ) ( x ® 1) ) (y g M^)

où x appartient a *lfl ^ .

La relation 4 . 1 . 3 . 2 . implique alors :

^(y y) = <^(x*x)<^(y*y) pour tout y de \(£ ){?
Il en résulte que i^ est fini sur À(J° * J ) qui est faiblement dense dans îT

(d'après 2 . 1 . 6 . ) ; il est donc semi-fini.
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De plus, ^ ® ^ est normal, ainsi que F^ et l 'application

z »——> (x* ® l ) z ( x <s 1)

de M^ ® M^ dans elle-même. Donc ip est un poids normal.

Enf in , pour tout t de R , et y de M^ , on a :

^(c^ (y ) ) = (^ ® ^ ) ( ( x * ® l)r'((^ (y ) ) (x ® 1))

= (^ ® ^)((x* ® 1 ) ( 1 ® c^ ) (F" (y ) ) (x ® 1) ) " par 3.2.5.

= (<^ g» ^)((x* ® l ) ( r " ( y ) ) ( x ® 1) )

= ^(y)

Donc le poids ip est invariant par u

On peut donc appliquer le lemme 4 . 1 . 1 . à l 'algèbre de von Neumann M", munie des

poids i^(x x)<^ et }p , avec E = À(JC ) .
^

En e f fe t , A . ( E ) = 3 ra(^ ) ( c f . 3 . 1 . 9 . ) est dense dans H^ par ( 1 . 1 . 4 . ) .
Il en résulte :

^(y) = ^(x x)<^(y) pour tout y de M"

((p" ® ^") ( (x 8> l ) r ^ ( y ) ( x <s> 1) ) = (^"(x x)^"(y) pour tout x de 1̂  ^ et y

Soit :

de M^ , ce qui implique l'axiome (Kiii).

Grâce à ce qui précède, le quadruplet (M", F", «", ^) vérifie les axiomes

(Ki) à (Kiii) ; on peut donc lui appliquer les résultats du § 2 . 1 . et construire

l'isométrie fondamentale W^ et l 'application À^.

Proposition 4 . 1 . 4 .

(a) IT = (^ ® 5;r)(aW*CT)(y ® y*)

L'isométrie W^ est donc un opérateur unitaire.

(b) pour tout 9 de M^ , on a :

À'(6) = 5^ ^ ( À ^ O o K ' ) ) ^ *

= ^^(À^e)))^*

Démonstration

(a) L'opérateur W^ est en effet défini, d'après 2 . 1 . 1 . , par :

W-(A^(x) 0 A^(y)) = A^^-(r(y)(x ® 1))

pour tout x,y de îï ^.
^
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En particulier, pour <S dans ^ A ^(IT ^) , et œ dans JC , on a :tp tp.. ^

\T{^ ® y ) ( ô «s a(o))) = A - -(r^(À(œ))^(ô) ® 1) par 3 .1 .9 .

= (^ (S^oW^cKô ® a(o))) par 4 . 1 . 2 . 1 .

Par densité, il en résulte (a).

(b) D'après (2 .1 .5 .a ) et (2 .3 .6 . ) , on a, pour tous a, £, y , ô de H ^,

( @ | À ^ ( 6 ^ )ô) = (W^a ® ^ | y ® 6)

= ((^ ® îF)(oW*a)(^ * ® y*) (a ® g) y ® 6)

= (aW*a( y *(x ® y*e) | ^"y ® ^*ô)

= (^*3 ® r*a [ W(3<'*6 ® y*y))

= (^^3^5) y ^ | •y\) par (2 .1 .5 .a)

j

' <ÀS*e,T*6 ) • af*a,S*S>

= ^^"^a,^!"^ • ^*B,Î*6>

° <x*(ec<,y) ' "F*B,?*^> P" 2 - 3 - 6 -

= (^ ( A*<9a,Y ) ) y*B 1 y*6)

= (B \7\(\(^^))i'f''S)

Donc :

-^Y,^ = ^ ^^<À*(aa,Y ) )* ^*

° 3''^(À*(^,y))g!'* par 3 .5 .6 .

" y\(x^,(\,a'' K^)y* P" ' • 2 . 2 . 1 .

= V^(< . ̂ (e^^))^* par 3.3.2.

d'où le résultat.

Proposition 4 . 1 . 5 . : Le quadruplet (M^, 1^, K^, î ) vérifie les axiomes

(Kiv) et (Kv) .

Démonstration : Soient 9, 6 , 6,, dans M" , on a :
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À'(9°') = y ^ ( K À ^ ( 0 ° ' ) ) ?* par ( 4 . 1 . 4 . b )

= ^TT ( K À ^ ( e ) * ) ^ * par (3.3.6)

= (^(KÀ^O))?*)*

= ^(9)* par (4. 1 .4 .b)

d ' o ù la première partie de la proposition, d 'après 2 . 1 . 7 .

D'autre part, on a :

À ^ ( 9 ^ î 9^) = y-iï ( K À ^ ( 9 ^ î 9 ) ) y * par ( 4 . 1 . 4 . b )

= ^^(À^^À^^))^* par (3.3.3.)

= ^^(À^ep^À^O^)))^*

= ^^(À^^))^?'^^^^))^*

= À " ( 9 ^ ) À ^ ( 9 ^ ) par ( 4 . 1 . 4 . b )

d 'où la deuxième partie de la proposition, d'après 2 . 1 . 9 .

Remarque 4 .1 .6 . : On peut montrer également que le quadruplet (M^, r^, K ^ ,

<^) vérifie la propriété V [7] . Mais nous n'utiliserons pas ce résultat dans la

4.2. Le quadruplet (M", F", K", ^) est une algèbre de Kac

Dans 4.2. , (K = (M, F, x, ^) désigne une algèbre de Kac.

Proposition 4 . 2 . 1 . : Pour tout t de (R , on a c^^ = o^ ; l 'opérateur

modulaire A" est affilié au centre de TT (M) , et est égal à la dérivée de Radon-

Nikodym du poids ^ par rapport à < ^ o K , au sens de [14] .

Démonstration : L'égalité 0'̂  = (/ , pour tout t de R , résulte du

lemme 1.3.8. et de (Kvi). Le théorème 5.4. de [14] fournit alors l 'existence d 'un

unique opérateur h auto-adjoint posit if , aff i l ié au centre de TT (M) et tel que
^

i/?oK = < / ? ( h . ) (c'est-à-dire, pour tout x de M , < / ? o K ( x ) = lim (h x) , avec
_ i • £"^0 £

h^ = h ( l + e h ) 1 ) .

Par ailleurs, on a 6 (h1 7 2) = U e H ; sup(h ç|0 < +œ} , et, si
- i / <j i /a a f £ £

Ç e S (h1 7") , l l h^ 'Ç l l ' = sup(h^|ç) = ^m(h ç |ç) .

Soit x dans TC n TC ; on a
^ ^oK
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(W^l V^) = (W^lv^)
= i/î (h x x) -^ ^ o K ( x x) quand e -^ o .

Donc A (x) appartient à $ (h ) , et on a :

llh^A (x)H2 = <^oK(x*x)

= H A ^ ( K ( x * ) ) 1 1 2

= I IF 'A (x)112 d 'après 2 . 3 . 2 . 1 .

= lU^A')"17^ (x)H2

= IKA^'^A^x)!!2

Or, d'après 3 . 1 . 2 . ( b ) , A ( ^ n fl ) est un domaine essentiel pour F", donc pour

A" ; d'autre part, 3 . 1 . 4 . implique que h 1 7 2 et ^ ~ } / 2 commutent. Il en ré-

sulte donc, par 1:5] , lemme 2.3. , que h 1 ^ 2 = A"~ 1 ^ 2 , et donc h = A^~ 1 ; l 'opéra-

teur A" est donc affi l ié au centre de TT (M) , et on a < ^ o K ( A ^ . ) = «^ , d ' où la

proposition.

Théorème 4 . 2 . 2 . : Soit K = (M, F, K , <^) une algèbre de Kac. Le quadruplet

(M", F", K", ^) est alors une algèbre de Kac ; on le notera K" .

Démonstration : Compte tenu de 2 .3.3. , 3.3.4. et 4 . 1 . , il nous reste à

démontrer que (M", F^, K^, <^) vérifie l'axiome (Kvi).

D'après 4 .3 .1 . , pour tout t réel, (A^)111 appartient au centre de TT (M).
^

On a donc, pour tout x de M" :

1^(0^ (x)) = J o^ (x)*J d 'après 3 .3 .2 .

= J (A^'-VCA')"3-1^

= (A^)"1^ x^JCA')11' d 'après [2] 4 .10

= (A^'^K^xXA')11' d'après 3.3.2.

= a^(K'(x))

d 'où le théorème.

Définition 4.2.3. : Soit K une-algèbre de Kac. On dira que l 'algèbre de

Kac ŒT (cf. 4 . 2 . 2 . ) est l'algèbre de Kac duale de K.
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Proposition 4 .2 .4 . : Soit K = (M, F, K , <^) une algèbre de Kac, k un

réel strictement positif ; alors (k IK)^ = k ( 1K^).

Démonstration : Du fait que pour tout x de ^ï = ^T , on ait (cf 1.3.4)- r ^ ^ K^?
A, (x) = k A (x) , résulte, en utilisant 2 . 1 . 1 . que W- = W ; les représenta-k<^ ^ ' k»p <^ r

tions À, et À sont donc égales, par 2.1.5.(a) , d 'où l 'égalité des algèbi-es de

von Neumann duales, puis celles des coproduits duaux (3 .2 .1 . ) et des involutions

duales (3.3.2. , 1er8 égalité).

Grâce à 3 . 1 . 9 . , le poids dual (k^)^ vérifie, pour tout a) de •£, = £

( k ^ r ( À ( œ ) * À ( œ ) ) = l la^(œ)112

= Hk^^ciOll2 par 1.3.4.

= k~1 I l a (o ) )11 2

= k '^^ÀÇœ)^^)) par 3.1.9.

D'autre part, l 'opérateur modulaire de (k^)^ est la dérivée de Radon-Niko-

dym de k</? par rapport à k ( < ^ o K ) (cf. 4 . 2 . 1 . ) . Il est donc égal à A^. Les poids

(k^)^ et ^ ont donc de mêmes groupes d'automorphismes modulaires, en particulier

(k<^)^ est invariant par a . Comme A ^ ( À ( J C ) ) est dense dans ILs par 3.1.9., on^ ^ ^5 r »
en déduit le résultat, en utilisant 4 . 1 . 1 .

Proposition 4.2.5. : Soit K = (M, r, K , <p) une algèbre de Kac. On a :

(a) (CT^ <s> i ) r = ( i ® a^ )r = r o^

(b) o^ r = r 4
(fl®(^

(c) r(M) est une sous algèbre a une invariante de M ® M .

Démonstration : (a) Soit x dans M . On a :

(o^ ® i ) r ( x ) = ç [ ( i ® o^)çr(x)]

= Ç [ ( l ® O^) (K ® K ) F ( K ( x ) ) ] par (1 .2 .1 .3 . )

= Ç [ ( K e> K ) ( I ® o^) r (K(x)) ] par (Kvi)

= Ç ( K ® K ) r ( a ^ ( K ( x ) ) ) par (2.2.5.c)

= Ç ( K ® K ) r ( K a ^ ( x ) ) par (Kvi)

= r(cj^(x)) par (1 .2 .1 .3 . )
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On en déduit le résultat a) grâce à (2 .2 .5 .c) .

{ÛÇ^D (û {û
(b) Coimne o = o <s> o , le résultat (b) se déduit trivialement de (a).

(c) Se déduit trivialement de (b) .

4.3. Algèbre de Kac biduale

Soit K = ( M , F, K , v?) une algèbre de Kac ; on peut appliquer à K^ tous les

résultats relatifs à K ; en particulier nous allons étudier K^^ , algèbre de Kac

duale de K^

Lemme 4 .3 .1 . : On a : î *a"(JC ^) c A (^ ).

Plus précisément , pour tout 6 de £ ^s, on a :

•iï(î'*a''(e)) = f*\^W T

Démonstration : Soient a et Y dans ' U* , et 9 dans £ ^ . On a :—————————— ^

(T r 'CcO^Yce) y )= (^Y(e) | ^'(a^y)

= (a'(9) | (y T c^))

= < A . l ( y ( y T a ^ ) ) * , 6> par (2.3.5.) et (1 .1 .3 .b)

= ^(y T a )*, 9>

= < À ( œ )* , 6> par 2.3.5.3.

= <À(O)° ') , 6> par 2 .1 .7.y,a

= < X ( œ o K ) , 9> par 1 .2 .2 .1 .
" îY

= < À ^( e ) » ^ o K > par 2 .1 .10

= <K(À^(9 ) ) , a)^>

= (^(K(À^(6)) )a | y)

= (^^(e)^" a | y) par (4 .1 .3 .b)

Donc on trouve, pour a dans .U ' et 9 dans £• ^ :
^

i r ' Ç a ) ^*a'(6) = •^^À'Ca)?' a .
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Donc y a"(9) est borné à gauche relativement à -U , et on

7r(^Y(9)) = y *À'(9) f

Leimne 4.3.2. : On a ^ *a^(£ ^ n £^) c M.——————— ^ ^ /

Plus précisément , pour tout 9 de £ ^ n JC^ on a •
^ ^

(S«'Y(9))^ = ^YCO^)

Démonstration : Soit 9 dans £^ n cC^. On a, d 'après le lemme précédent

TT(^Y(9))* = (S^À^)?)*

= ^^(9^

= 71(^^(9^))

Donc, par ([2], lemme 2 .4 . ) , ^ Y(9) appartient à ^L , et on a :

(^Y(9)f= ^YO^)

Proposition 4.3.3. : On construit ^ = a'( /A:) comme en 2.3. . Alors

9*^ est une sous-algèbre involutive de ^ , dense dans H , isomorphe à fc-.

Démonstration : Grâce à 2 .3 .1 . , on voit que ̂  est dense dans H .

Donc y * ̂ A est dense dans H^ . Grâce au lemme 4.3.2. , on voit que î * ̂ - est

un sous ensemble de U , stable par # . De plus, on a, pour 9 ^ et 9 dans ^

Tr(^Y(9,))yV(9^) = ^V(9,)a-(9^) par 4 . 3 . 1 .

= ^ *a"(9j * 9^) par 2 . 1 . 9 . 1 .

Donc, si 9 et 9- appartiennent à A" ,

^^•l- (^Y(ep) T ( y * a - ( 9 ^ ) ) = ^Y(9^ * 9^)

Le sous ensemble î *^ est donc aussi stable par T . C ' e s t donc une sous algèbre
involutive de U .

Notons T"" et "" les opérations définies sur ^ " en 2 .3 .1 . Les résul-

tats 4.3.2. et 4.3.3.1. peuvent alors s'écrire, pour 9, 9 , 9 dans /A"
1 2 *

(yY(9,))T(^Y(9^)) = ^*[(a'(9p)T-(a'(9^)3



(^-(6))^= ^*[a'(6)^]

Donc y ^^ est une sous algèbre hilbertienne à gauche de -U, , isomorphe à ^^

(par [16], lemme 5 .1 . ) .

Proposition 4 .3 .4 .

(a) L'algèbre hilbertienne à gauche i? fc" est équivalente à ^1 (au sens
de [16], définition 5 . 1 . ) .

(b) L'opérateur modulaire A est aff i l ié au centre de M" .

Démonstration : (a) D'après ([16], lemme 5 .2 . ) , il suff i t de montrer que

l'opérateur S est la fermeture de sa restriction à y * ̂  " . Or, S^S^T est

la fermeture de la restriction de S à 3^ * fe " . D ' o ù , f *S"" !F c S.

Soit Ç dans 8(^*3"^ ) . On a :

y*s-y ç = sç
donc 11^ ^ — ( A — ) 1 7 2 ^ Çl| = H J A 1 7 2 ^ ! , soit :

l iy^A-)172^ ^IIA1^!!

Comme A"" est affilié au centre de TT ^(M") , d'après 4 . 2 . 1 . , ^opérateur

?" (A"") y est affil ié au centre de M".

D'autre part, par 2 . 2 . 2 . , A est affi l ié au commutant de M"

Donc, par [5], lemme 2.3. , on a :

A ' / 2 , y*^l/2y

Donc A est affilié au centre de M" ; de plus, on voit que :

« (?V-y ) = % (^(A-)172^ ) = ^ (A 1 7 2 ) = ^

et donc S = ^ *S^ 5"

d'où le résultat (a).

Le résultat (b) a été démontré au cours de la démonstration de (a).

Définition 4.3.5. : Soient K^ = ( M ^ , 1̂  , K ^ , ^) et K^ = (M^, r^. K ^ , - ^ )

deux algèbres de Kac. On dira que u est un isomorphisme normalisé de K dans

K^ si u est un isomorphisme de W*-algèbres de M dans M tel que :

r^ o u = (u ® u) o r
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K,. o U = U o K

^2 ° u = ^1

Théorème 4.3 .6 . : L'application <î> de K dans SC" définie par :(K.

c^(x) = y TT^(X) y *

est un isomorphisme normalisé de K dans tK^ .

Démonstration : Par (4.3.4.a) , F* est un isomorphisme d'algèbres hilber-

tiennes à gauche entre (^b^)" et -U . On en déduit que les algèbres de von Neu-
mann engendrées , M^ et TT (M) , vérifient :

M"" = y T T ( M ) Ï' . Donc <î> est bien définie de M dans M"î

On en déduit aussi que les g,oids canoniquement associés, sur M"^ et TT (M) ,

respectivement à (l^)" 'et; U sont reliés par la relation, pour tout x de M"^

<^(x) = ^ ( 7 x ?*)

D'autre part, on a, pour tout x de M :

r^(<î^(x)) = oW"*(^(x) ® l)lTo par 3.2.1.

= a ( y ® y ) ( o W a ) ( T * ® ^*)(^(x) ® l ) ( 9 ® y ) ( a W * a ) ( ^ * ®y*)a
par (4 .1 .4 .a)

= (S r ®9 r )Wo(• i ï (x) ® l)oW*( ^ * ® • ¥ * ) par définition de $
y |K

= (? 0^ ) w ( i ® TT (x))w*(^* ® y *)

= ( ^ ® 5 ^ ) ( ^ ® î ^ ) ( r (x ) ) ( ? ' * ® ^ * ) par (2.2.5.b)

= (^ ® ^)(r(x)) par définition de $

De plus :

K—(^(x)) = J^(x )J" par 3.3.2.

= J^ TT^X*) ^*j-

= ^ J^TT (x)*J^ 5^* par l 'abus de notation signalé en
2.3.4.

= f 7 r ^ ( K ( x ) ) F * par (3.1.5.à)

= $^CK(X)) par définition de $
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L'isomorphisme <î> vérifie donc bien la définition 4 . 3 . 5 .

Proposition 4 . 3 . 7 . : Soit 6 dans M" ; on a :

VK(À ( 9 ) ) ) = À ' ( 6 )BS. *

Cela résulte de 4 . 1 . 3 . ( b ) et de la définition de $ .K.

Corollaire 4 . 3 . 8 . : La représentation de Fourier À est injective.

Démonstration : D'après 2 . 2 . 6 . , À est injective. Donc À" aussi par
4 . 3 . 7 . En remplaçant K par K" , on en déduit que À est injective.

4.3.9. Regroupons certaines propriétés des chapitres 1 à 4

Soit (K = (M, F, K , <^) une algèbre de Kac, K" = (M", F", K", ^A) l'algè-

bre de Kac duale. Identifions M à M (M) par ir , H à H- par T , donc M" à
TT -.(M") et M"" à M par <î> .

Alors :

- il existe un opérateur unitaire W dans M ® M^ qui vérifie :

W(A^(x) ® A^(y)) = A^(F(y)(x 0 1)) (x.y e ^)

W* = (J^ <8» J)W(J^ ® J)

(W ® 1 ) ( 1 ® W) = (1 <s> W ) ( l ® a ) (W ® 1 ) (1 ® a ) (W ® 1)

r(x) = w*(i <& x)w (x € M)

IT = CTW*O

- il existe une représentation injective À de l'algèbre de Banach involu-
tive M^ , d'image faiblement dense dans M", telle que :

À(o) )a (a ) ' ) = a(œ * œ ' ) (03 € M , œ' e ^ )

(W (a ® 3) | y ® 6) = (|3 | À(œ )6) (a ,e ,y ,6 c H )y,a (^

À((X) o K) = K ^ ( À ( O ) ) ) (a) e M )

a(œ) = A . ( À ( O ) ) ) (a) € £ )

K ( À ^ ( 6 ) ) = À^O) (6 e M^) , où À^ est la transposée de À .
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— 1 *involution J , l 'opérateur modulaire A , le groupe d'automorphismes
(rt

modulaires a vérifient :

Jx*J = K^(x) (x e M")

A est affilié au centre de M^ ; c 'est la dérivée de Radon-Nikodym de ^

par rapport à </?^o K^

r o o^ = ( i ® c^) o r = (c^ ® i ) o r (t e R)

Remarque 4.3.10. : Soit IK = (M, F, K , </?) une algèbre de Kac. Il résulte

de (Ki), (Kii), (Kiv), ÎCvi) et 4.2.5.(a) que le quadruplet (M, F, K', ^) (où K '

désigne l'application de M dans M définie par K ' ( x ) = K(x) , pour tout x de

M) vérifie les axiomes de [22] .

Nous ne disposons pas d'assez d'éléments pour nous prononcer sur la

réciproque.
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5 LES 3C -MORPHISMES

5 . 1 . Définition et premières propriétés des 3C-morphismes

Définition 5 . 1 . 1 . : Soient M et M deux W -algèbres et u un morphis-
me normal de M dans M^. On notera 1-R le générateur de l'idéal Ker ;
ainsi R appartient au centre de M .

Définition 5 . 1 . 2 . : Soient K = (M , 1̂  , ^, ^) et K^ = (M^, r^, ^, <^)
deux algèbres de Kac. On appelle 3C-morphisme de K dans ŒC^ un morphisme nor-
mal u de M dans M, tel que u ( l ) = 1 et :

(Mi) Î u = (u ® u) r^ ,

^Mii) K^U = UK. ,

(Miii) il existe un nombre réel strictement positif k tel que
<P ( u ( x ) ) = k^.(R^x) pour tout x de M^ ,

(Miv) u ( M . ) est invariant par o ̂  pour tout t de (R .

On appellera k le coefficient de u ; on dira que u est normalisé s'il
est de coefficient égal à 1 .

Remarques 5 . 1 . 3 . : ( a ) Les isomorphismes normalisés définis en 4 . 3 . 5 . sont
les JC-morphismes normalisés bijectifs.

( b ) L'axiome (Miii) entraîne que la restriction de <^,-
à u ( M . ) est un poids semi-fini ; nous le noterons ^- . De plus, pour x dans
yt , on a R x dans ÎÏ , et donc, grâce à (Miii) :

u (x) e ïï n u(M ) = 71
2 ^2

Réciproquement, supposons que u(x) appartienne à Yt'\, . D'après ( M i i i ) ,•^o
cela implique que R x appartient à Ïl , donc u(x) = u(R x) appartient à
.u( IL ) . Finalement :

u( YT ) = ÏÏ . n u ( M . ) = H ^
^ ^ ] ^2

d'où
u ( W ; ) = ' W ; n u ( M , ) = W:

1 ' 2 f-i
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et, par linéarité :

uCYTfl ) = W n u(M.) = W.(^ ^ 1 ^

(c) Soient N une algèbre de von Neumann, ^ un poids

normal, semi-fini, fidèle sur N , P une sous-algèbre de von Neumann de N telle

que o (P) = P pour tout t de R et que la restriction de ^ à P4' soit un

poids semi-fini. Alors, le théorème du §3 de [18] assure qu' i l existe une unique

espérance conditionnelle E, normale, fidèle de N sur P telle que

< ^ ( E ( x ) ) = <^(x) pour tout x de 1T[ , d 'où, par linéarité, pour tout x de W

Soit x dans Wl ; on a :
^

^(a^(E(a^(x) ) ) ) = ^ ( E ( C T ^ ( X ) ) )

= ^(o (x)) car Tifî. est stable par o^t </? ' t

= <PW

d 'où, grâce à l 'unicité de l'espérance conditionnelle :

E ̂  = ̂  E

Cela implique, en particulier, que le poids <^oE est invariant par o^
pour tout t , et, en appliquant [ 1 4 ] , théorème 5.9., que <^oE = ^ .

(d) II est clair qu.e l'axiome (Miv) permet d'appliquer

la remarque précédente à M^ et u(M ). Dans ce cas, on notera E l'espérance

conditionnelle, normale, fidèle de M,, sur u(M ).

Lemme 5 .1 .4 . : Soient deux algèbres de Kac (K - (M , F , K , </? ) et

^2 = ^2' ^ ^ ^7) et u un "^^Ph1811^ normal de M dans M,, tel que
u ( l ) = 1 et vérifiant (Mi) et (Mil) , on a :

(a) r , (R^ )>R^^

(b) K , ( R ^ ) = R ^

Démonstration : On a successivement :

(u ® u ) ( I^ (R^) ) = I^(u(R )) d'après (Mi)
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donc (u ® u) (F (R ) - 1 ® 1 ) = 0

soit (R ® R ) ( r (R ) - 1 ® 1 ) = 0 par définition de R ,

puis (R ® R ) F (R ) = R ® R d'où ( a ) .

De la même manière :
u ( K ^ ( R ^ ) ) = K^(u(R^)) d'après (Mit)

d'où K (R ) ^ R . Comme K est involutif , on en

déduit (b).

Lemme 5.1.5. : Soient (K = (M, F, K , (^) une algèbre de Kac, R un projec-

teur du centre de M tel que F(R) > R ® R et K(R) = R. On a :

F (R) (R ® 1 ) = F (R) ( 1 t® R) = R ® R

et (1 ® T T ^ ( R ) ) W ( I ® TT^(R)) = (7^(R) ® 7 r^ (R) )W = W(TT^(R) <8 ^(R))

Démonstration : Dans le calcul ci-dessous, nous utiliserons à plusieurs re-
prises le fait que l 'on a JTT (R)J = TT (R) car R appartient au centre de M ,

et J^TT (R)J" = TT (R) d'après 3 .1 .5 . (a) car R est invariant

par K .

Nous avons alors successivement :

•^(R) ® ^(R) = ( T T . ( R ) ® - T T ( R ) ) ( T T ® -iï ) ( r ( R ) ) par hypothèse

= (TT (R) ® TT ( R ) ) W ( 1 ® TT (R))W* d'après
• 2 .2 .5 . (b )

= ^ (R) ® TT (R ) )W(1 ® TT (R))(J- ® J)W(J' ® J) d'après
3 .1 .5 . (b )

= ( ï ï ( R ) ® 7T (R))W(J" ® J ) ( l ® TT (R))W(J^ ® J)

= (TT (R) ® TT (R))(J- ® J)W*(1 ® TT (R))W(J- ® J) d'après
" 3 .1 .5 . (b)

= (J" ® J)(7r (R) ® •iï (R))W*(1 ® TT (R))W(J" ® J)

d 'où , en composant cette égalité à droite et à gauche par J^ ® J :

^(R) ® \,<R) = (\,(R) ® ^(R))w*(i ® TT^(R))W
donc :
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(7T^(R) <8 7T (R))W* = (TT (R) ® 7T (R))W*(1 ® 7T (R) )

P11155 W(7T^(R) ® TT^(R)) = (1 <9 7T^ (R) )W(7T (R) ® TT (R) )^.v/ - n^iv^ - ^ w "^^W^W 09 7T^

= (TT^(R) ® T T ^ ( R ; ) W ( I ® TT (R)) d 'après 2 . 1 . 1 .

= (TT (R) <3 7T (R) )W

d'après la deuxième égalité du calcul ci-dessus, multipliée à droite par W.

or ' (TT^ 0 ^ ) ( r ( R ) ( R ® 1) = W ( l ® 7T^(R))W*(7T (R) ® 1) d 'après 2 . 2 . 5 . ( b )

= , W ( T T (R) ® TT (R))W* d'après 2 . 1 . 1 .

= ^(R) 8) T^(R) .

Et par ailleurs :

R ® R = ç (K g> K) (R ® R)

= Ç ( K ® K ) ( F ( R ) ( R ® 1)) d 'après ce qui
précède

= Ç ( K ® K ) ( F ( R ) ) ç (K <3 K ) ( R ® 1)

= r ( K ( R ) ) ( l ® R) d'après 1 .2 .1 .3 .

= r ( R ) ( l ® R)

On en déduit que :

^(R) ® ^W = (1 ® ^ (R) )W(1 ® TT (R))W* d'après 2 . 2 . 5 . ( b )

d'où

<\,W 0 ^ (R) )W = (1 ® T T ^ ( R ) ) W ( I ® ^(R))

ce qui achève la démonstration du lemme.

5.2. Algèbres de Kac réduites

Définitions 5 .2 .1 . Soient K = (M, F, K , ^) une algèbre de Kac et R un
projecteur du centre de M tel que :

r(R) > R ® R

K(R) = R .

On notera K^ le quadruplet (M^, 1 ,̂ K^, <^^) où :
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(1) M^ est l'algèbre réduite de M par R ; on notera r la surjection
canonique de M sur M^ .

(2) I^(r(x)) = (r <8 r ) ( r ( x ) ) pour tout x de M.

(3) K^( r (x ) ) = r (« (x ) ) pour tout x de M .

(4) »^ est le poids réduit de <p par R ([4] , définition 3 . 2 . 4 . ) .

Lemme 5.2 .2 . : L'application A ( r (x)) -^ A (Rx) définie pour x dans T{

se prolonge en une isométrie de H dans H que l 'on notera 1
^ ^ R '

On a : (a) I^A (x) = A ( r (x) ) pour tout x de ÏF

w VR^W

(c) ^(x)I^ = 1^ (r(x)) pour tout x dans M.
R

^ ^T v T n = ^v ^ ° r P0111" tout Y et a dans H
R^V Y ï a ^R

(e) si œ appartient à cC , on a œor c JC et a(a)or) = 1 a(œ) .
'R <p R

Démonstration : Pour tous x, y de TC , nous avons :

<^(r(y)*r(x)) = <^ (Ry*x)

donc r(x) et r(y) appartiennent à TÏ , et :
^R

(A^ ^W) 1 \ ^W)) = (^C^) 1 A ( R y ) )
R R

d'où l'existence d'une isométrie 1 définie par :R

V^ (r(x)) = ^(Rx) = ^(^^(x) Pour x dans T? .
R r

On a aussi

(A^(r(x)) | A^ (r(y))) = (A^ (x) [ A (Ry) )
R R

= (A^,(x) | 1̂  ( r (y ) ) )
R

° (IRA/X) 1 \ (r(y)))
R

d'où (a) par densité .

Il en résulte que, pour tout x de TT
^

W^ = V^ < rw) = ^(R)A/X)R
d'où (b).
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Soient x dans M , y dans K . On a :
^

V^V^ (r(y)) ° V^VKV)R

= A^(Rxy)

= 1̂  (r(xy))
R

= 1̂  (r(x)A^ (r(y))) d 'où (c) .
R R

Soient x dans M , y et a dans H . On a :
^R

<x - V,!̂  = (V^RY 1 ̂

= (1^ (r (x) )y [ I^cQ d'après (c)
R

= (ir ( r (x ) )y [ a) = <r(x) , œ

= <x , LU ^or> d'où ( d )

Soient co dans JC et x dans T[ . On a :
^R ^

<IR^ <") 1 V^) = (^ (^) 1 v/x))i:v . R

= (a. W [ A (r(x)) d'après (a)
• R ' R

= <r(x)* , o^> d 'après 1 .1 .3 . (b )

= <x , cûor>

d 'où coor e £ et a(ojor) = l a (œ) .
R

Théorème 5 . 2 . 3 . : Le quadruplet K̂  défini en 5 . 2 . 1 . est une algèbre de
Kac. La réduction r est un JC-morphisme surjectif de K sur IK

De plus, soient W^ l'opérateur fondamental et À la représentation de
Fourier associés à K- . On a :

(a) (1^ I^= W(I^ 1^)

(b) (I; . I;)W - W^(I; . I;)

(c) Pour tout œ de (M^)^ : I^^(co) = À(o)o r ) I

(d) ^ ( œ ) I ^ = I^À(œor) .

Il en résulte que TT^ (R) commute aux À(o)or ) pour CD dans (M^) .

et (d) À ^ ( œ ) I ^ = I^À(œor) .
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On dira que K^ (resp. par abus de langage M ) est l'algèbre de Kac ré-
duite de K (resp. de M) par R.

Démonstration : Grâce aux hypothèses, on voit immédiatement que K- vé-
rifie (Ki) et (Kii). Soient alors x dans ^ et y dans îft + il résulte de

f </?
5 . 2 . 1 . que :

^R 8 ^(^(x)*® l ) r ^ ( r ( y ) ) ( r ( x ) ® 1)) = (^ g> <^) ( (r ® r ) ( (x* ® l ) r ( y ) ( x ® 1 ) ) )

= (^ ® < ^ ) ( ( R <8 R)(x* ® l ) ( r ( y ) ) ( x ® 1 ) )

= (<^ g> ( ^ > ) ( ( R ® l ) r ( R ) ( x * ® l ) r ( y ) ( x ® 1))
d'après 5 .1 .5 .

= (^ ® ^ ) ( (Rx* ® l ) r ( R y ) ( R x ® 1)

= <^(Rx* x)^(Ry) d'après (Kiii)

sc ^^(r(x*x))<^^(r(y))

comme rr ^ = r(ÏÇ) et donc X ^ = r (X^) , on en déduit que K^ vérifie (Kiii)
On peut donc appliquer à ttC les résultats de 2 . 1 . et construire W et ÀK R R

Pour tous x, y de T[ , on a :

^ 0 W^^» 0 \ (^y))) = (IR ® IR)A (F ( r (y ) ) ( r (x ) ® 1) ) d 'après
R R R 2 . 1 . 1 .

= ^R 0 V^ <^ ((r 8> ^(^y)^ 0 0) d'après
R R 5 .2 .1 .2 .

= ^^((R ® ^^yXx ® D)
= ^^(RXR ® l ) r ( y ) ( x ® 1)) d 'après 5.1.5.

'•^^^^^^ 0 1 ) )

= W(A^(Rx) ® A^(Ry)) d 'après 2 . 1 . 1 .

- W(I^ 8 I )(/. ( r (x)) ® A (r(y)).)
R - R

d ' o ù , par densité :
(\ » 1^ = W(I^ » 1^) .

On a également :

^R 8 ̂ V^ 0 A/y)) = (1^ ^ ÏR)A^(r(y)(x ® 1 ) ) d'après 2 . 1 . 1 .

= ^ ^ ((r ® r ) ( ^ (y ) (x ® D) d'après 5 .2 .2 . ( a )
R R
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= A^ ^ (^( r (y)) ( r (x) <s> 1 ) ) d 'après 5 . 2 . 1 . 2 .
- R ^ R K

= W (A (r(x)) <s> A ( r (y) ) ) d 'après 2 . 1 . 1 .
- R - R

= W^(I^ ® I^)(A^(x) <s> A^(y)) d'après 5 .2 .2 . (a)

d'où 5 .2 .3 . (b) par densité.

Soient a, @, y dans H , 6 dans H . On a :
^R ^

(P | À^(o) ^)IR<S) = (t^(a ® e) [ y ® 1^6) d'après 2. 1 . 5 . (a)

= ( ( 1 ® ^^V" ® ^) Y ® 6)

= ((y W" ® @) [ Î y ® ô)

= (W(I^ ® I^)(a ® @) | Î y ® ô) d'après 5 .2 .3 . (a)

= (1^8 | À(O)^ ^^ ^)ô) d 'après 2. 1.5. (a)
R R

= (f3 I À ( O ) o r )ô ) d 'après 5 . 2 . 2 . ( d )"• y » ci

d'où 5 .2 .3 . (d ) .

De plus, pour tout x de M , on a :

<x , (o)or)°> = «(x)* , œor> . d 'aprè .2 .2 .

= < r (x (x ) ) , œ>

= <K ( r (x))* , œ> d'après 5 .2 .1 .3 .

= <r(x) , o)°> d'après 1 .2 .2 .

= <x , o)°or>

d'où :

5.2.3. 1 . (a)or)° = œ°or

Dans ces conditions, nous avons, pour tout œ de (Mp) :

À^(O)°) = I^À(o)°or)I^ d'après 5.2.3.(d)

=I^À((a)or)°)I^

= I^À(a)or)*!^ = (^(^IT,)* d'après 2 . 1 . 7 .

»^ •
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II en résulte, grâce à 2 . 1 . 7 . que ttC vérifie l'axiome (Kiv) . De plus/en transpo-
sant l'égalité 5 . 2 . 3 . ( d ) , on obtient :

Ï^^C^) = À ( o ) o r ) I ce qui achève la démonstration 5.2.3.

Par ailleurs, soient o^ et ^ deux éléments de (M ) . On a, pour tout
x .de M :

<x , (œ * aï ) o r> = <r(x) , a) * œ >

= < r^ ( r (x ) ) , œ ® LU > d 'après 1 . 2 . 2 .

= <(r ® r ) ( r ( x ) ) , œ '^^> d 'après
5 . 2 . 1 . 2 .

= <F(x) , ( c o ^ o r ) ® ( œ ^ o r ) >

<x, ( c û ^ o r ) * (oo o r ) > d 'après 1 . 2 . 2 .
d'où :

5 . 2 . 3 . 2 .

Il en résulte que :

(œ * a) ) o r = (a) or) * (co^or)

"^R^l * a)2^ = ^'^^^l * OÛ2 ) ° "^R

= I*À((co or) * (co o r ) ) I

d'après 5 . 2 . 3 . ( d )

= I^À(a^or)À(œ^or)I^

= I^(^or)I^(^)

= ÀR (œ l )ÀR^2 )

d'après 2 . 1 . 9 .

d'après 5 . 2 . 3 . ( c )

donc, d'après 2 . 1 . 9 . , K̂  véfifie l'axiome (Kv) .

Pour tout x de M , on a :

^((^(rCx))) = K^(r(a^(x)))

= r(K(a^(x)))

= r(o^(K(x)))

= o^(r(K(x)))

^R
= C J-t ( KR ( r ( x ) ) )

on en déduit que ffC vérifie (Kvi).

Ce qui achève la démonstration du théorème.

d'après 1:4] , 3 . 2 . 6 .

d'après 5 . 2 . 1 . 3 .

d'après (Kvi)

d'après [ 4 ] , . 3 . 2 . 6 .

d'après 5 . 2 . 1 . 3 .
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5.3. Sous-algëbres de Kac
/v,

Définitions 5 .3 .1 . Soient K = (M, r, K , <^) une algèbre de Kac et M

une sous-W -algèbre de M , contenant 1 , telle que :

1) r(M) c M ® M

2) K(M) = M

3) (/(M) = M pour tout t de R

4) la restriction de ^ à M , que l 'on notera </? , est un poids

semi-fini.

On notera K le quadruplet ( M , T , ï, ÎO où Ï et î? désignent les res-

trictions de F et K à M , et i désignera l ' injection canonique de M dans M.

Lemme 5.3.2. : Sous les hypothèses précédentes, il existe, d'après 5.1.3.

(c) , une espérance conditionnelle normale unique E de M sur M telle que

(^oE = ^ et une isométrie î de H^ dans H définie par î •
^ ^

(a) ÏA^(EX) = A (Ex) pour tout x de KÏ

ou IA^(x) = A ( i (x)) pour tout x de K ^ .if {? '• ift

Cette isométrie vérifie, de plus, les conditions suivantes (où l 'on pose

P = îî*) :

(b) î A (x) = A^(Ex) pour tout x de Ïî.{? {? •/?

(c) P A (x) = A (Ex) pour tout x dé T^(̂  ip r ^

(d) TT^(Ex) = I T T (x)î pour tout x de M

(e) pour tout x de M , TT ( i (Ex)) est l'unique élément de TT (M) tel
^ ^

que :

TT ( i (Ex)) = PTT (x)P
^ ^

. ^ .'\'» ^
(f) si ^i , ^L ,ito désignent les algèbres hilbertiennes à gauche, à

droite, modulaire maximale associées à ^ , î est un morphisme d'algèbres involuti-
^ ^t ^

ves de ^ (resp. -^ , resp. - ^ o ) dans U (resp. U ' , resp. U o ) . On notera de la

même façon les opérations sur U et sur U . On notera p et a les applica-

tions associées à K de façon analogue à 1 . 1 . 2 . et 1 . 1 . 3 . ( b ) .

(g) soient y » a dans Hn; « On a : 0)0, ^ = 0) o E .y îy»ia y»ot
(h) soit a) dans £ . On a uoi e A, et a(o)oi) = Ia(o))



(i) soit œ dans JC^ . On a o)oE e JC et a(o)oE) = Ïa(œ)

( j ) soit œ dans £ . Alors œoE = cûoi-oE appartient à £ et

a (œoE) = Pa(œ) .

Démonstration : Les résultats (a) à ( f ) se déduisent de [18] . Soient

y, a dans HA, et x dans M. On a :

<x 9 ^Ïy îc^ = ^/^^ 1 'Ia)

= (î\^(x)Ïy a)

= (iT^(Ex)y [ a) d'après (d)

= <Ex , a) >y,a

= <x , GO oE>Y,a
d'où (g).

Soient œ dans £• et x dans 'K
{p , Î'

On a

(î*a(ùû) | A')i'(x)) = (a(œ) | ÎA^(x))' ^ ' </?

= (a(a)) [ A (i(x)))

= <i(x) , co>

d'après (a)

d'après 1 . 1 . 3 . ( b )

<X , 0)ol>

donc (jûoi appartient à £^ et a(o)oi) = I a(o)) , d 'où (h).

Soient œ dans £^ et x dans ^ . On a :^ ^

(îa(œ) A (x)) = (a(cû) Î*A (x))

= (a(o)) | A^(Ex))

= <Ex , o)>

= <x , (x)oE>

d'après ( b )

d'après 1 . 1 . 3 . ( b )

donc œoE appartient à £ et a(œoE) = îa(œ) , d'où ( i ) .

Soit enfin œ dans £ . Il est clair que o)oE = œ o i o E appartient à £
.et que :

a(o)oE) = a(o)oioE)

= îâ(œoi) d'après (i)
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= îî*a(œ) d^près (h)

= Pa(œ) d 'où (j) grâce à 1 . 1 . 4 . 2 .

Théorème 5.3.3. : Le quadruplet K défini en 5 .3 .1 . est une algèbre de

Kac. L'injection i est un 3C -morphisme injectif de K dans K .

De plus, soient W l'opérateur fondamental et À la représentation de

Fourier associés à K . On a (avec les notations de 5.3.2.) :

(a) (Ï ® î)& = W(î 0 î)

(b) Ïî(œ) = À(o)oE)î pour tout œ de (S)

(c) ? E = (E ® E) r

On dira que K ( resp. par abus de langage M) est une sous-algèbre de

•Kac de K (resp. M) .

Démonstration : II résulte des définitions que nous avons :

F i = (i ® i) ?

5 . 3 . 3 . 1 . K i = i ï

i^ ( i (x) ) = <^ (x) pour tout x de M .

De plus, grâce aux hypothèses, on voit immédiatement que K vérifie (Ki)

et (Kii). De plus, comme ^ ^ = ^ n M , il est clair que ^ vérifie (Kiii). On

peut donc appliquer les résultats de 2 .1 . et notamment construire W et À .

Par ailleurs, il résulte de 5 .3 .2 . (g) que pour y et a dans H^ , on a :
^

(jûo, i / o i = o ) o E o ily, la y, a

= a)Y» a

En particulier, pour y et a dans U' , cela s 'écrit, d'après 5 .3 .2 . ( f )

et 1 . 1 . 2 . :

p(î(y T aS)oi = ?(y T c^)

d'où, par linéarité :

p(ô) == p(îô)oi pour tout 6 de IL' T &' .

Ainsi, comme K vérifie (Kiv), on trouve, pour Ç, n dans tio T ^fo et

œ dans M

^(A.^IO*) , a) <8 p(In)> = ^(A'^ITI)*) , œ0 <s> p(IÇ)>~ , soit



^(KA^a)*)) , œ <s> p(In)> = ^(KA^Cn)*)) , œ° ® p(IÇ)> d'après 5.3.2. (a)

<(i <8 ^(A.' (0*) , œ ® p(In)> = <(i ® i) Ï(A^1(n)*)) , œ° ® p(lç)>~ d'après^ — / ' - v - v ^ v-^

^(A^O)*) , cûoi ® p(In)oi> = <^(A^)*)) , œ^i ® p(IÇ)oi>~
5.3 .3 .1 .

^(A^ÇÇ)*) , o)oi ® p ' (n)> = < î ' (A^ l ( r^ )* ) ) , o^i ® p ' (Ç)>~

Or, pour tout x de M :

<X , Lû°oi> = <i(x) , (jû°>

= <K(i(x)) , œ> d'après 1 . 2 . 2 .

= < i ( K ( x ) ) , œ> d'après 5.3.3.1.

^ / \ * . -
= <K(X) , 0)ol>

= <x , (o)oi)°> d'après 1 .2 .2 .

donc o)°oi = (uo i ) ° .

Comme tout élément de M^ est de la forme cooi avec co dans M il ré-

sulte que ^ vérifie l'axiome (Kiv) ; cela entraîne d'après 2 .2 .4 . que W est
unitaire .

Soient x et y dans tf ^ . On a :

(î ® Ï)W(A^(x) ® A^(y) = (î ® î)A^(î"(y)(x ® 1 ) ) d'après 2 . 1 . 1 .

= A^(^(( i ® i-X^CyXx ® 1 ) ) ) d'après 5 .3 .2 . (a )

= A^<^ ( ^ ( i (y ) ) ( i( x) 8> ] ) ) d 'après 5.3.3.1.

= W ( A ^ ( i ( x ) ) > A ^ ( i ( y ) ) ) d'après 2 . 1 . 1 .

= W(î' ® î )(A^(x) ® A^(y))

d 'où, par densité, 5.3.3.(a) .

Comme W est uniatire , on a :

w*(î » î) . w*(î » Î)%Ï*

= W*W(Î ® î)î?* d'âpres 5.3.3.(a)

= (Ï » î)»*

d'où, en transposant :



76

5.3.3.2. (î* ® Î*)W = îî(î* 8 î*)

On en déduit que, pour tout x de M :

(TT^ ® T T ^ ) ( ( E ® E ) r ( x ) ) = (î* ® Î*)(TT 8) TT ) ( r ( x ) ) ( î ® î) d'après .5 .3 .2 . (d)

= (î* <8 Î'*)W(1 ® TT (x))W*(î ® Ï) . d 'après 2 . 1 . 1 .

= W(î'* (8 ^^l <s> TT (x))(î ' ® î)iÏ* d'après 5.3.3.2.

= W( l ® î\ (x)î)W*
^

= ÎÏ(1 ® TT^(EX))W* d'après 5 .3 .2 . (d)

= (TT^ <8> TT^'K^ -E(x)) d 'après 2 . 1 . 1 .

d 'où l 'égalité 5 .3 .3 . (c) .

Soient a. Y » 5 dans H^ et g dans H . On a :(R ^

(g | À(LO ^oE)îô) = (g | À((^/ ^)Î(S) d'après 5.3.2. (g)

= (W(îa ® g) | ÏY ® îô) d'après 2 . 1 . 5 . ( a )

= ((î* ® î*)W(îa ® g) | y ® <S)

= (Î?(Ï* ® î*)(îa ® g) | y ® 5) d'après 5.3.3.2.

= (W(a ® î*g) [ y ® ô)

= (î*g [ î(œ )6) d 'après 2 .1 .5 . ( a )Y » c x

= (g | ÎÏ(œ )6)

il en résulte que pour tout œ de M , on a :

'ÏÏ(o)) = À(o)oE)î

ce qui achève la démonstration de 5.3.3.
'\i '

Soient œ. et œ^ dans M . On a , pour tout y de M :î z *

<x , (œ . * o ) ^ ) o E > = <Ex , œ * (i)^>

^(Ex) , o^ 8> co^> d'après 1 .2 .2 .

= <(E ® E ) r (x ) , o)^ ® o}^> d'après 5.3.3.(c)



= <F(x) , (o^oE) ® (o^oE)>

= <x , (a) oE) * (a )«oE)> d'après 1 .2 .2 .

donc :
5.3.3.3. (o^ * o^)oE = (o^ oE) * (o^oE) .

On obtient alors ;

î(œ * œ ) = Î*À(((^ * (^)oE)î d'après 5.3.3.(b)

= î*À((o^oE) * (c^oE))Ï

= î*X(o) o E ) À ( œ oE)î d'après 2 .1 .9 .

= î*À(oû,oE5ÎÎ:(œ^) d'après 5.3.3.(b)

= ^((^)Ï(^)

il résulte de 2 . 1 . 9 . que fc vérifie l'axiome (Kv).

Enfin, comme o (x) = o^(x) pour tout x de M et tout t de R, la

vérification de (Kvi) est immédiate.

Ce qui achève la démonstration du théorème.

Lemme 5.3.4. : On a ,

(a) î*À((jo) = î*À(o)oE) pour tout a) de M^

(b) î*À(o))î = ^(ojoi) pour tout a) de M

Démonstration : Soient a) et co' dans M . On a successivement :

(œ * œ ' ) ^ i = (œoi) * ( œ ' o i ) d'après 5.3.3.3.

= (oloioEoi) * ( œ ' o i )

= ( (o)oioE) * œ ' ) o i d'après 5.3.3.3.

= ((aïoE) * œ ' ) o i

Ainsi, dans le cas où œ appartient à M et ai' à J :

î*X(o) )a (œ ' ) = î*a(œ * a) ' ) d'après 2 . 1 . 9 . 1 .

= a((o} * a j ' ) o i ) ' d'après 5 .3 .2 . (h)
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= a(((o3oE) * o)')oi)

= î*a((o)oE) * ai')

= î*À(o)oE)a(a)')

d'après ce qui précède

d'après 5 . 3 . 2 . ( h )

d'après 2 . 1 . 9 . 1 .

par densité, il en résulte (a).

On a, pour tout a) de M :

V\WÎ = Ï*À(o)oE)î d'après ( a )

d'après 5 . 3 . 3 . ( b )

= î*À(irioioE)î

= rîï(o).i)
'V»

= À(o)oi )

d 'où (b).

Lemme 5.3.5. :

(a) P appartient au commutant de M^

(b) l'application v définie par v(x) = 1 x 1 pour x dans M^ est un

morphisme normal surjectif de M^ dans (M)^ tel que v ( l ) = 1

(c) <^(v(À(oO*À(œ)) = l |Pa(œ)112 pour tout a) de £

(d) P > R , où R est défini comme en 5 . 1 . 1 .v v v

Démonstration : Pour tous x et y de T^ ", on a :

W ( l ® P ) ( A (x) <s> A (y)) = W(A (x) ® A (Ey) ) d'après 5 .3 .2 . (c)

= A (F (Ey) (x ® 1)) d 'après 2 . 1 . 1 .

= A ( (1 ® E ) ( F ( E y ) ( x ® 1)) car r (Ey ) (x®l ) c M®ft
tpwp

= (1 ® P ) A (F (Ey) (x ® 1)) d'après 5 .3 .2 . (c )

= (1 ® P ) W ( 1 ® P ) ( A (x) » A (y))
^ <^

d'après le début idu calcul. Donc, par densité :

W ( l ® P) = (1 ® P ) W ( 1 <8 P)

Dans ces conditions, pour tous a, (3, y, ô de H , on a :



79

(g | P À ( œ ^ )ô) = (P 3 À ( œ ^)6)

= (W(a <s> P6) | y ® 6) d 'après 2 . 1 . 5 . ( a )

= (0 ® P)W(a o P8) [ y ® 6)

= (W(a ® Pe) [ y ® Pô)

= ( @ | PÀ(o) ^)Pô) d 'après 2 . 1 . 5 . ( a )

ainsi : PÀ(o)) = P À ( œ ) P pour tout ^ de M . E n passant aux adjoints,

grâce à 2 . 1 . 7 . , on en déduit (a).

Par définition, les À(d )o i ) , avec œ dans M engendrent M" . Il résul-

te alors de 5 .3 .4 . (b) par continuité, que pour tout x de M" , v(x) appartient à

M" . Il est clair que v est normal, surject if , que v ( l ) = 1 , et que pour tout x

de M" on a v(x ) = v(x) . Pour tous x et y de M" , on a :

v(xy) = 1 xy 1

= Î*P xy î par définition de P

= î*x Py Ï d'après (a)

= î*x î Ï*y î

= v(x) v(y)

d'où (b).

Soit (A) dans £ . On a :^

î^(v(À(œ)*À(ùj))) = î^(Ï(œoi)*Ï(œoi)) d'après 5.3.4.(b)

= llâ(o)oi)ll d'après 3 . 1 . 9 .

= l|Ï*a(o))l|2 d'après 5.3.2.(b)

=\\ÎÏ\M\\2

» I I P a ( œ ) 1 1 2 . d'où (c) .

Soit Ç dans Ker P. Comme a(JC ) est dense dans H d'après 1 . 1 . 4 . 2 . ,

il existe une suite (^) dans ^ telle que a(c^) tende vers C . Associons-lui

'la suite a(a^ - œ^oE) = (1 - P)a(o^) , ( c f . 5 . 3 . 2 . ( j ) ) , il est clair qu'el le appar-

tient à a(^) n Ker P et qu'elle converge vers ( l -P)Ç = Ç. Donc a(JC ) n Ker P
est dense dans Ker P.
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Soit maintenant œ dans £ tel que Pa(o)) = 0. D'après (c) , cela entraî-

ne ^ ( v ( À ( œ ) * À ( œ ) ) ) == 0 , comme le poids ^ est fidèle, cela entraîne v(X(a) ) )=0 ,

soit R À ( œ ) = 0 , ce qui, d 'après 3 .1 .9 . peut s'écrire : R ^ ( a C ù û ) ) = 0 . Comme R

appartient au centre de M", on obtient ^(R a((jû)) = 0 . Comme la représentation ff

est fidèle, on trouve finalement que R a(o)) = 0 . On a ainsi acquis que a(JC )nKer P

est inclus dans Ker R , par densité on obtient Ker P c Ker R , d 'où (d) .

Lemme 5.3.6. : Soient ^ et ^ deux poids normaux, fidèles, semi-finis sur

une W*-algèbre M , tels que a = a ' pour tout t de R . Alors, ^ = < ^ ( h . ) au

sens de [14] , où h est un opérateur auto-adjoint positif affi l ié au centre de M

(cf. [14] , théorème 5 . 4 . ) .

Soit M une sous W*-algèbre de M , a -invariante pour tout t de R

et telle que les restrictions ^ et ^ de ^ et ^ à M soient semi-finies. On note

E l'espérance conditionnelle normale de M sur M telle que <^oE = ^ (voir<^ - ^>
[18] , théorème du § 3).

'\> ' '\i .
(a) La dérivée de Radon-Nikodym de \p par rapport à ^ existe et vaut

E (h) défini par (où h est défini comme en 1 .3 .9 . )

^ (E (h) 1 7 2 ) = U e H^ ; lim TT^(E (h ^^Ç existe}
^ £ ^ ^ £

et, pour tout Ç de % (E (h) ) :

E^h)17^ = lim^E^h^)17^ .

(b) En utilisant les notations de 5.3.2. , .on a :

E^h) = rh î
Démonstration : On a : ^(x x) = i^(hx x) pour tout x de M

= l i m ^ ( h x x) voir [14] , théorème 5.4.

où h appartient au centre de M et tend en croissant vers h .

Soit x dans M . On a :

4»(x x) = lim ^ (h x x)

= lim i^(E (h x x))
£ ^ C

= lim ^ (E (h)x x)
£ ^ £

on en déduit que :
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A ^ ( K ^ n Ï^) c g (E (h) 1 7 2 ) .(p ^ ^ (R
'\, ^

L'hypothèse ^ = a entraîne alors a - a ' , d 'après [4] , lennne 1.4.3.

ce qui, d 'après 1.3.9. entraîne que A^( Tî ^ n ÎÏ^) est dense dans H^ .

Ainsi E (h) est un opérateur auto-adjoint, positif , affilié au centre
^

de M et il en est de même de E (h) qui apparaît de plus comme la dérivée de Ra-

don-Nikodym de ^ par rapport à ^ . En e f fe t , par définition :

ijï(x*x) = lim <^(E (h )x*x) = ^(E (h)x*x) ; d 'où (a) .

On a : E (h) 1 7 2 = lim TT^(E (h ) ) } / 2
^ e ^ ^ e

= lim (î*h Ï)172 d'après 5 .3 .2 . (d)

Donc : E (h) = lim î*h î
«^ £ C

C-/* - c^ d'où (b) .

Proposition 5.3.7. : Le projecteur P appartient au centre de M^ ; plus

précisément P = R (où v est le morpnisme défini en 5 .3 .5 . (b ) ) .

Démonstration : Pour simplifier les notations, on appelera ^' le poids

sur (M^) défini par i^ ' (x) = <^(v(x)) et ip" le poids défini sur la même algè-R^
bre en réduisant ^ par R , soit ^i"(x) = (^ (x) .

v v

La restriction de v à (M^) est un isomorphisme de (M^) sur M^ .
^v ^v

On a donc, pour tout t de IR :

v(c^ (x)) = o^ (v(x)) pour tout x de (M^)_
ù t \

Or, il résulte de 5.3.1. et de 4 . 2 . 1 . que l'opérateur modulaire associé à
'"o^ . . '\» '\» ^
(^ est la dérivée de Radon-Nikodym de ^ o K par rapport à ^ , c est-à-dire (com-

me la dérivée de Radon-Nikodym de < / ? o K par rapport à ^ est A^ d'après 4 . 2 . 1 . )

égal à Ï*A^Ï d 'après 5 .3 .6 . (b ) .

L'égali té ci-dessus s'écrit alors :

5 . 3 . 7 . 1 . v(a^ '(x)) = î*^)1^ v(x)î*(AA)~ l tî pour tout x de
(M") et tout t de IR

^

Par ailleurs, l 'opérateur modulaire associé à i^" est égal à R A^ . On en

déduit que :

v(CT^"(x)) = ^^"(x^ d'après 5.3.5.(b)

=r(A^)it:x(R^)-itî
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= rCA-)1^ x R^A-)-^

= Î^A^^PR x R^PCA")"1^ d'après 5.3.5.(d)

= Î^A-)^^ x R^ÎÎ^A-)-1^

= ^(A^)1^ v(R x R ^(A^)"1^ d'après 5.3.5.(b)

= ^(A^)1^ v(x) ^(A^)"1^ par définition de R

= v(o^(x)) d'après 5 . 3 . 7 . 1 .

Comme la restriction de v à (M^) est injective, il en résulte :
K

V
1^' ^"

°t = ^t •

Dans ces conditions, d'après [ 1 4 ] , théorème 5.4. , il existe un opérateur auto-ad-

joint positif h affilié au centre de (M^) tel que :
K.

V

^ = r(h.)
ce qui s'écrit, par définition de ces deux poids :

<^(v(x)) = v?"(h R x) pour tout x de (M")

En particulier, pour tout œ de £ , on a :

?'(v (À(o))*À(û)))) = <^(h R^ À(O))*À(O)))

= lim^'^h^72 R^ ÀCo)))*^72 R^ À(o))))

i /9 9
= lim I I A ^ ( h 1 7 - R^ À ( œ ) ) l l d'après 3 .1 .9 .

= lim H T T ^(h1 7 2 R^)A ^(À(o)) )11 2

= lim l l ^h 1 7 2 R^ y * A ^(À(o)) )11 2 d'après 2.3.4.2.

= lim II "F h172 R a(o))112

= lim II h 1 7 2 R a (o))ll2
c e v

il en résulte que : R a(ù)) appartient à f) (h ) et que :

^(v(À(o))*À(œ)) = l lh172 R a ( œ ) 1 1 2

On en conclut, en utilisant 5.3.5.(c) que pour tout a) de JC :

i /a
IIP a(o))ll = llh / R a(d))ll



1/2or, h R est affilié au centre de M et P appartient au commutant de M^,
d'après 5 . 3 . 5 . ( a ) . Ces deux opérateurs positifs commutent. Comme a(JC ) est dense
dans H ( 1 . 1 . 4 . 2 . ) et P borné , on en déduit en utilisant [ 5 ] , lemme 23 que
P = h R d'où P < R . L a proposition résulte finalement de 5 . 3 . 5 . ( d ) .

Corollaire 5 . 3 . 8 . : Avec les notations de 5 . 3 . 2 . : K E = E K .

Démonstration : II résulte de 5 . 3 . 2 . ( e ) que, pour tout x de M :

7T ( Î ( E ( K ( X ) ) ) ) P = P 7T ( K ( X ) ) P

= P JT-iï (x*)sT P d'après 3 . 1 . 5 . ( a )

= J^ P TT (x*)P J^ d'après 5 . 3 . 7 .

= .T TT ( i ( E x * ) ) P J^ d'après 5 . 3 . 2 . ( e )

= J" TT (i(Ex*))J^ P d'après 5 . 3 . 7 .

= TT ( K ( i ( E x ) ) ) P d'après 3 . 1 . 5 . ( a )

^ T T ( i ( K ( E x ) ) ) P d'après 5 . 3 . 3 . 1 .

et 5 . 3 . 2 . ( e ) permet de conclure.

Grâce aux théorèmes de [ 1 8 ] , il résulte de 5 . 3 . 3 . et 5 . 3 . 8 . que l'on a
finalement :

Théorème 5 . 3 . 9 . : Soient K = ( M , F , K , </?) une algèbre de Kac , ft une
sous W -algèbre de M. Alors M est une sous-algèbre de Kac de M si et seule-
ment si il existe une espérance conditionnelle normale E de M sur ft telle
que :

r E = (E ® E) r
K E = E K

^ E = ̂

5.4. Décomposition canonique des «K-morphismes

Proposition 5.4.1. : Soient K^ = ( M ^ , 1̂  , K , ^ ) et K - (M , F K

<^) deux algèbres de Kac, j un 3C -morphisme bijectif de K sur K . Soient

Wp ^, A ^ (resp. W^, À - , A? les,opérateurs fondamentaux, représentations de

Fourier et opérateurs modulaires associés à K (resp. IK ) . Il existe un opéra-
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teur unitaire U de H sur H défini par :
« ^ 1 ^2

(a) k . U A (x) = A ( j ( x ) ) pour tout x de T[ et vérifiant :
J ^ i ^Q ^ i

(b) TT ( j ( x ) ) U = U TT (x) pour tout x de M
^2 ^1

(c) Va0^ = VSsuY pour tous a î y de H^

(d) (U ® U ) W = W (U ® U)

(e) À ^ ( œ ) U = U À ( c û o j ) pour tout œ de M^
Z 1 Z.^

( f ) si a) appartient à JC , alors œ o j € £ et a . ( c û o j ) = k. U a^(œ)
^2 ^1 •] -

(g) A^ = U A^ U*

Démonstration : Soient x et y dans H . Alors j ( x ) , j (y ) e i{.————————— «^ ^
et :

(A ( j(x)) [ A ( j(y))) =<^.( j (y*x))
' 2 - 2

= k. ^,(y x) d'après (Miii)

= ^j172^ (x) 1 kj l /\ ̂

il existe donc U isométrique vérifiant (a). Or, A ( K ) est inclus dans
^2 ^2U(H ) et dense dans H , donc U(H ) = H ; U est donc unitaire,

{p \ ^2 1 ^ 2 ' -d 'où (a) .

Soient x dans M, et y dans ÏÏ . On a :
^1

-1 /?
TT ( j ( x ) ) U A (y) = k . 7 ' TT ( j ( x ) ) A ( j ( y ) ) d'après (a)

7 i 9 9

= k"172 A ( j (xy) )
J ^2

= U A (xy) d'après (a)
r !

= U TT (x) A (y) d 'où (b) .
1 <r!

Soient a, y dans H , x dans M . On a :
"2 ]

<x ' ^y.uV = ^\ (x)u* Y l u*a)

(U\ ( j (x ) ) y [ U\x) d'après (b)
2
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(TT ( j (x)) y | a) d'après (a)

= <J(x) , LU >y,a

= <X , Lu o 1 >Y,a J d'où (c) .

Soient x et y dans ÏÎ . On a :iû

(U ® U)W^ (x) ® A^ (y) = (U ® U ) A (F (y)(x ® 1)) d 'après 2 . 1 . 1 .
^,®^ 1

= ^ A^ <^ ( ( j (s) JX^yXx ® D) d'après (a)

= ^ \ ^P ( ^2 (-i (y ) ) (^x) ® D) d'après (Mi)

= k, W (A (j(x)) ® A (j(y))
2 - 2

= W^(U ® U)(A^ (x) 0 A (y))

d'après 2 . 1 . 1 .

d'après ( a )

par densité, il en résulte ( d ) .

Soient a , g , y dans H et $ dans H . On a :

(e 1 ^^y a^^ = ^^ ® 6) 1 Y ® uô)

= ((U* ® U*)W^(a ® @) | U*y ® 5)

= ( W ^ ( U * 8) U*)(a 8> 3) | U*y ® 6)

= ( u e I ^^y.U^^

-= (8 •| ^i^^oj)^)

d'après 2 . 1 . 5 . ( a )

d'après (a)

d'après ( d )

d'après 2 . 1 . 5 . ( e )

d'après ( c )
il en résulte (e).

Soient œ dans £ et x dans ^ . On a
{f>]

:-1/2U
J ^

(k^Va^œ) | A^ (x)) = (a^œ) | k-'^U A (x) )

. = (a2(œ) 1 A ( j(x)))
'2

= <j(x)* , co>

= <X , 0)oJ>

d'après (a)

d'après 1 . 1 . 3 . ( b )

(a(o)oj) | A^ (x)) d'où ( f ) .
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Soit x dans M . On a :

< ^ ( K ^ ( j ( x ) ) ) = < ^ ( j ( K ^ ( x ) ) ) d'après (Mil)

= k.»^ (K (x)) d'après (Miii)

= k.<^ (A^x) d'après 4 .2 . 1 .

= k. lim < p . ( ( A p x) par définition

= lim^ <^(j((A'p ) j (x ) ) d'après (Miii)

donc la dérivée de Radon-Nikodym de ^ o K^ par rapport à <^<- est la limite de

j C C A " ) ) ce c[ui s'exprime, représenté dans H , d'après (b) par lim U(A? U

soit U A" U , or d*après 4 . 2 . 1 . cet élément est égal à A" , on en conclut (g).

Définition 5.4.2. : Soient K - (M , F , K , ^ ) et K - (M , F , K ,

</3^) deux algèbres de Kac et u un X.-morphisme de K. dans 1K, . En reprenant

les notations de 5 .1 . , on décompose le morphisme normal u de façon unique en une

réduction r , un isomorphisme j et une injection i selon le diagramme :

M, —————— M,^———L—— u(M,)—————— M^

c'ést-à-dire que : u = i j r

ce que, pour tout x de M :

j ( r (x ) ) = u(x)

i (u(x)) = u(x) .

Dans ces conditions, nous avons :

Proposition 5.4.3. :

(a) M. est une algèbre de Kac réduite de M, ;
'^u • '

(b) u(M.) est une sous-algèbre de Kac de M» ;

(c) r est un X -morphisme normalisé surjectif ;

(d) j est un 3C - morphisme bijectif de coefficient k

(e) i est un X ~ morphisme normalisé injectif.
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Démonstration : D'après 5 . 1 . 4 . , le projecteur R vérifie les hypothèses
du théorème 5 . 2 . 3 . D'autre part u(M ) vérifie celles de 5 . 3 . 3 . ; en effet, l'axio-
me (Miii) assure que la restriction de <̂  à u(M ) est un poids semi-fini. Cela
prouve ( a ) , ( b ) , ( c ) , ( e ) .

Pour tout x de M , on a :

(i ® i ) ( ^ ( j ( r ( x ) ) ) ) = F ^ ( i ( j ( r ( x ) ) ) d'après ce qui précède

= F ^ ( u ( x ) )

= (u ® u)F ( x ) d'après (Mi)

= (i ® i ) ( j ® j ) ( r ® r ) r ^ ( x )

= (i <9 i ) ( j ® j ) F ( r ( x ) ) d'après ce qui précède
^

donc : ^ j = (j ® J ) F .

On montrerait de même que ^ j = j K . Enfin, pour tout x de Î  ,z 1K^ 1
on a :

^(jc^))) = ̂ ( i ( j ( r ( x ) ) ) )

= < ^ ^ ( u ( x ) )

= k <^(R x) d'après (Miii)

= \ ̂ R, ( r( x ) )

ce qui achève la démonstration.

On en déduit immédiatement :

Corollaire 5 . 4 . 4 . : Soient IK et K deux algèbres de Kac.

(a) Si u est un 3C -morphisme surjectif de K sur K., , il se décompo-
se en la réduction canonique de K sur K et un isomorphisme de coefficient

u
\ de K!^ dans ̂  •

( b ) Si u est un .K-morphisme injectif de K dans K , il se décompo-
se en un isomorphisme de coefficient k de K sur u( K ) et l'injection cano-
nique de u( K ) dans K .

Corollaire 5 . 4 . 5 . : Soient K^ = ( M ^ , 1^, ^, <^) et K^ = (M^, 1^, K ,
<^) deux algèbres de Kac ; u un X-morphisme de K dans K . On reprend les
notations de 5 . 4 . 2 . et on note Wj et W^ (resp. À j et À^) les opérateurs fon-
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damentaux (resp. les représentations de Fourier) associés à K et K , I. l'in-
jection de H dans H (construite comme en 5 . 2 . 2 . ) , 1 l'injection de

^ 1 -D ^1 2IKy l
Ĥ  dans H (construite comme en 5 . 3 . 2 . ) , U l'opérateur unitaire de H sur' " ̂^ 2 ^ 2 ^IR
H^ (construite comme e n ' 5 . 4 . 1 . ) c'est-à-dire respectivement définis par :
^2

1 A ( r (x ) ) = A (R x) pour tout x de fi '
1 T? ^ i U ^ -. 1R^ 1 - 1

1^ A^ (x) = A (i(x)) pour tout x de ît ^2 ^ o <^ ^^

k"1^2 U A (x) = A^ ( j ( x ) ) pour tout x de "TC
1 R^ 2 1 R^

On a : 1 I* = TT (R ) d'après 5 .2 .2 . (b) . Posons I.I* = P , alors :

(a) F,, E = (E (8> E ) r,- , K E = E K ^ et P appartient au centre de

M, ;

(b) (1^ <s> I^)(U ® U)(I^ ® I^)W^ = W^(I^ ® I^)(U ® U)(I^ ® 1^)

et 1 U 1 À (œ)I^ U 1 - À (œou)TT (R ) = TT (R ) À (cûou) pour tout LU
1 1 de M^

(c) si œ appartient à «£ , œoU c £ et a. (œou) = k 1 U I,-a,,(œ)

(d) U 1̂  A^ 1^ U* = 1̂  A^ 1^ .

Démonstration : Remarquons tout d'abord que -5 .4 .3 . nous permet de munir

M et u (M ) de structures d'algèbres de Kac isomorphes et telles qu'elles soient

respectivement réduites de K. et sous-algèbre de Kac de K,. On notera W ,
^ ^ ' L ^M

À , W , À les opérateurs fondamentaux et représentations de Fourier associés.
^

Enfin, il est clair que R = R , E = E. et k = k. ; d 'après 5.3.7. cela entraî-u r u i u j
ne en particulier que P appartient au centre de îÇ .

Dans ces conditions, en appliquant 5.3.3. et 5.3.8. , on obtient aisément

(a).

On a, d 'une part :

(I ® 1 )(U ® U)(I* ® I*)W. = (I- ® IJ(U ® U)W- (I* ® I*) d'après 5.2.3.(b)
£- ^- 1 1 1 Z Z K,, 1 1

= (1^ ® I^)f t (U ® U)( I* ® I^) d'après 5 . 4 . 1 . ( d )

= W^(I^ ® I?(U ® U) ( I^ ® 1^) d'après 5.3.3.(a)
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et d 'autre part, pour tout oj de M» :

1 U*I* À (œ)I U I* = 1 U*Ï(o)oi) U I* d'après 5 .3 .4 . (b)

= I, À- ( œ o i o j ) I* d'après 5 .4 .1 . (e )1 Ru 1

= À ( œ o i o j o r ) I I* d'après 5 .2 .3 . (c)

= À (coou)7T (R ) d 'après 5 .4 .2 .

= TT (R ) À (d)ou) d 'après 5.2.3.

ce qui achève la démonstration de (b) .

Soit œ dans £ . D'après 5 .3 .2 . (h ) œoi appartient à £^ et
^2 ^2

a(œoi ) = I^a^(a ) ) . D'après 5 . 4 . 1 . ( f ) , œ o i o j appartient à £ et
^

a ( œ o i o j ) = k U 1 a (œ) . D'après 5 . 2 . 2 . ( e ) , o )o io jo r = cjûoU appartient à JC
^•u u ^ i

et a (œou) = k~1 ̂ lU*!^ (œ) , d ' o ù . ( c ) .

Comme A^ est la dérivée de Radon-Nikodym de V i o K . par rapport à </?

(voir 4 . 2 . 1 . ) , il est clair que la dérivée de Radon-Nikodym de ( ^ , o K ) par rap-
' ] ^

port à *^ ,n est égale à R A"" . D'après 5 .2 .2 . ( c ) , elle se représente donc dans
'"u u '

H par 1 A^ 1 . Il résulte alors de 5 . 4 . 1 . ( g ) que la dérivée de Radon-Niko-
Ll '\i '\i <\i * *

dym de ^ ^ o K ^ par rapport à ^ est égale à U I . A ^ I . U , et de 5 .3 .6 . (b) qu'elle

vaut I^A^ 1^ , d 'où (d) .

Proposition 5.4.6. : Soient (K. = (M. , F . , K . , ^ . ) (i = 1, 2) deux algè-

bres de Kac et u un 3\ -morphisme de K. dans K, . On a , pour tout x de M

et t réel :
^? ^l

c^(u(x)) = u(a^(x)) .

Démonstration : Reprenons les notations de 5.4.2. ; j est un isomorphis-

me de M sur u(M ) tel que ^ = k (<^oj) .1R^ 1 IRu u 2

On a alors, d 'après C4] , lemme 1 .2 .10 . :

^2 ^IR\ o J = J o o ^u

Cela entraîne, pour tout x de M :
^ ^
^2 ^2a^ (u (x ) ) = a ^ ( j ( r ( x ) ) )
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^ 1 R
= J^'NrCx)))

^1
= J(r(c^ (R^x))) d'après [4] ,3 .2.6.

{ p }
= u(a^ (R^x))

^1= u(R^ a^(x))

^
= u (a^ (x ) )

Or, d'après [4] , leimne 1.4.3. , on a , pour tout x de M :
^ ^
^2 {f>!o^ (u(x))= o^ (u(x))

d'où le résultat.
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6 LA CATEGORIE DES ALGEBRES DE KAC

6.1. Composition des «K> -morphismes

Lemme 6 .1 .1 . : Soient K. = (M. , F . ,————————— i - i* i*Lemme 6 . 1 . 1 . : Soient K. = ( M . , F . , K . , ^ . ) (i = 1 , 2 , 3 ) trois algèbres de
Kac et u (resp. v) un X -morphisme de K dans K (resp. de K- dans (K,.) .^ .̂ ^ ,.^. ^ ^ ^^ ^

.,, (Mit) et (Miv).L'application vu vérifie les axiomes ( M . ) , (Mit) et ( M i v ) .

Démonstration : II est clair que vu est un morphisme normal de M dans
M,. , tel que vu ( l ) =

D autre part, on a :

F vu = (v ® v)r.-u par (Mi)

= (v ® v) (u ® u)F par (Mi)

= (vu ® vu)F

Donc vu vérifie (Mi) .
De.même K^VU = VK,U par (Mit)

= VUK par (Mit)

Donc vu vérifie ( M i t ) .

Enfin, pour tout t réel, on a :

^3 ^2a^_ vu = v a^ u par 5 . 4 . 6 .

= vu a par 5 . 4 . 6 .

^3Donc v u ( M . ) est a -invariante ; le lemme en résulte.

Lemme 6 . 1 . 2 . : Reprenons les notations de 6 . 1 . 1 .

( a ) II existe un unique élément Q de M tel que u(Q) = E (R ) et
Q = R^Q .

De plus, Q est positif, non nul, et appartient au centre de M .

(b) Pour tout x de M. , on a :

<^(vu(x)) = k^k^(Qx)
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( c ) R est le support de Q .

Démonstration : ( a ) L'existence et l'unicité de Q proviennent de l'exis-
tence d'un isomorphisme entre M et u(M ) .

û 1

Comme R est positif, E (R ) également, et, grâce à cet isomorphisme, on
voit que Q est également positif. Comme v ( l ) = 1 , v n'est pas nul, R non
plus. Donc, E (R ) est différent de 0 et Q également. Enfin, comme. E (R ) ap-
partient au centre de u(M ) , et R au centre de M- , on voit que Q appartient
au centre de M .

( b ) Soit x dans M ; on a :

^(Qx) = <^(R^ Qx) par 6 . 1 . 2 . ( a )

= k ^ ( u ( Q x ) ) par (Hiii)

= k~1 <p (E (R ) u ( x ) ) par 6 . 1 . 2 . ( a )

= ̂  ̂W u ( x ) )

= k~1 ^ (R u ( x ) ) par 5 . 1 . 3 . ( c )

= k~1 k~1 ^ ( v u ( x ) ) par (Miii)

d 'où (b) .

(c) Pour tout x dans M , < ^ . ( Q x ) = 0 est donc équivalent

à <^(vu(x)) = 0 .

Comme les poids < p . et ̂ ^ sont fidèles, on en déduit :

(x e M^) Qx = 0 ̂  vu(x) = 0 ̂  R x = 0

d 'où (c).

Lemme 6 . 1 . 3 . : Reprenons les notations de 6 . 1 . 1 . et 6 . 1 . 2 . Il résulte de
( 6 . 1 . 1 . ) et de ( 5 . 1 . 4 . ) que :

r , (R ) > R ® R1 vu vu vu

et K , (R ) = R1 vu vu

D'après (5 .2 .3 . ) , (M^ , F^ , K^ , <^ ) est une algèbre de Kac que
vu vu vu vu

nous noterons, pour simplifier K = (M , F , " K , «^ ) . Notons r la réductiono o o o o o
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M -> M . Posons q = TT (r (Q) ) . Alors :
vu o

(a) l 'opérateur q est d'image dense dans H
o

(b) <^(Q)) ° r^Q)

(c) pour tout x de M. , on a :

\ \ ^o^o^^ = ^s^W)

Démonstration : Par ( 6 . 1 . 2 . c) , on voit que, pour tout x de M ,

r (Q)x = 0 est équivalent à x = 0.

En particulier, on voit que le support de q est égal à 1 .

Comme q est auto-adjoint, on en déduit (a).

D'autre part, on a :

u ( K ^ ( Q ) ) = K ^ ( u ( Q ) ) par (Mit)

= ̂ V^ par 6 • l • 2 • < a )

= E^(K^(R^)) par 5 .4 .5 . (a)

= E (R ) par 5.1. .4 . (b)

= u(Q) par 6 .1 .2 . ( a )

Donc, à fortiori v u ( K , ( Q ) ) = vu(Q)

soit r ^ ( K ^ ( Q ) ) = r^(Q)

d 'où (b) , par (Mit) .

Enfin, pour tout x de M , on a :

^Vo^^ = kvku^l(RvuQX) par définition de ^o

= k^k^^(Qx) par 6 .1 .2 . ( c )

= ^ (vu(x)) par 6 . 1 . 2 . ( b )

Lemme 6 .1 .4 . : Reprenons les notations de 6 .1 .3 . . Soit W l'opérateur

fondamental associé à IK . On a :o

(1 ® q)W = W (1 ® q)

Démonstration : Soient x, y dans TÏ . Comme r (x) et r (y) appar-

tiennent à ^ , on a :
o
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Kq1 7 2 ® q^^A (r^(x)) ® A (r^(y))H2 =<^ o ^ o
0 0

= <^(r^(Qx*x))<^(r^(Qy*y))

= (k^)""2^(vu(x*x))<^(vu(y*y)) par 6 . 1 . 3 . ( c )

= (^u^2^ ®^3H(vu(x*) ® l)(r^vu(y*y))(vu(x) ® 1 ) ] par
(Kiii)

= (k k ) 2 ^ ® < / ? )[(vu ® vu)((x*® l ) r (y*y)(x ® 1 ) ) ] par
6 . 1 . 2 .

ss ^o ® ^o^^o 18 ̂ ^ ® Q)oc*® O r ^ ( y * y ) ( x ® 1)1] par
6 .1 .3 . ( c )

= I I A^ ^ '̂"o ® "o^^172 0 Q^^^^X2^ <8 O""2

0 0

= IKq1 7 2 ® q l / 2 )A^ ^ ((r^ ® r^ ) (^ (y ) (x ® 1 ) ) )11 2

o o

= IKq1 7 2 ® q l / 2 )A^ ^ (r^(r^(y)) ( r^(x) ® 1)112 par (Mi)
o o

= IKq1 7 2 ® q172)^^ (r^(x)) ® A (r^(y)))112 par 2 . 1 . 1 .
o o

Par polarisation, il résulte alors de 6.1.3.(a) qu'il existe une isométrie

W* de H ® H dans lui-même, telle que.:

W^q1 7 2^1 /2 )^ ,1 /2^1 /2 )».

Comme Q appartient au centre de M , 6 .1 .2 . ( a ) , on voit que q appar-

tient au centre de TT (M ). Donc, par ( 2 . 1 . 1 . ) , cela s'écrit aussi :
o

W ' Q ® q^Kq172 ® 1) = (1 ® q'^W^q172 ® 1)

et on a donc, en utilisant 6.1.3.(a) :

6 .1 .4 .1 . W ' ( l ® q1 7 2) =(1 ® q '^W

Comme W est unitaire, on en déduit :o

. W^d ® q1 7 2) = W^d ® q'^W W*o o

= W^W'd ® q'^W* par 6 .1 .4 .1 .

= (1 ® q )W car W* est isométrique

Donc, en transposant :

(1 ® q17^1 = W ^ ( l ® q1 7 2)



On en déduit alors que :

( 1 ® q^^W'Q <9 q 1 7 2) = W ( 1 ® q)

Mais, d'après 6 . 1 . 4 . 1 . , on a :

( 1 ® q^^W'Q ® q 1 7 2) = ( 1 ® q)W

d'où le résultat.

Lemme 6 . 1 . 5 . : Reprenons les notations de 6 . 1 . 2 . Il existe un nombre
m > o tel que :

Q = m R
vu

Démonstration : On a :

^\ ® \ ^o^o^ = V1 ® ^o P^ 2 .2 .5 . (b )
0 0

= 1 ® q par 6 .1 .4 .

Donc Yo(row) = ] ® ̂ ^

On en déduit :

r^(Q) ® 1 = Ç ( r ^ ( r ^ ( Q ) )

= ^o ® Ko ) ^o ( Ko ( ro ( Q ) ) ) P31- ' . 2 . 1 . 3 .

= ^o <8 ^^o^o^^ P31" 6 .1 .3 . (b )

= (K^ ® K ^ ) ( I ® ^(Q)) par ce qui précède

= 1 ^ K,(r,(Q))

= ' ® ^(Q) par 6 . 1 . 3 . ( b )

II en résulte que r^(Q) est proportionnel à 1. Ainsi donc, il existe un nombre
réel m tel que Q R = m Rvu vu

Par 6 . 1 . 2 . ( c ) , on en déduit :

Q = m Rvu

Par 6 . 1 . 3 . ( a ) , on voit que m est strictement positif.

Proposition 6 . 1 . 6 . : Reprenons les hypothèses de 6 . 1 . 2 . L'application vu
est un X -morphisme de coefficient mk^ (où m a été introduit en 6 . 1 . 5 . ) .
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Démonstration : D'après 6 . 1 . 2 . , il ne reste que (Miii) à démontrer. Or, il
résulte de 6 . 1 . 2 . ( b ) et 6 . 1 . 5 . que, pour tout x de M :

^ ( v u ( x ) ) = m k k </? (R x)3 v u 1 vu

On en déduit :

Théorème 6 . 1 . 7 . : La classe des algèbres de Kac peut être munie d'une struc-
ture de catégorie dont les flèches sont les •5C -morphismes.

Lemme 6 . 1 . 8 . : Soient M une W -algèbre, M une sous W -algèbre de M ,
E une espérance conditionnelle fidèle de M sur M , P un projecteur de M .
Les conditions suivantes sont équivalentes :

( i ) E ( P ) est un projecteur

( i i ) P e M

Démonstration : ( i i ) => ( i ) est trivial .

Supposons donc ( i ) . On a :

E(P E ( P ) ) = E ( P ) E ( P ) = E ( P )

Or : P E ( P ) < E ( P )

donc, grâce à la fidélité de E , on a : P E ( P ) = E ( P )

et donc : P < E(P)

Or : E ( P ) = E ( E ( P ) ) ;

donc, par la fidélité de E , on a :

P = E( P ) .

Proposition 6 . 1 . 9 . : Reprenons les hypothèses de 6 . 1 . 2 . Alors, on a
k = k k si et seulement si R appartient à u(M ) .

Démonstration : Utilisons les notations de 6 . 1 . 5 . Si k = k k , on dé-——————————— vu v u
duit de 6 . 1 . 5 . et 6 . 1 . 6 . que Q = R . Donc E (R ) = u ( Q ) ( c f . 6 . 1 . 2 . ( a ) ) est
un projecteur. Par 6 . 1 . 8 . , on en déduit que R appartient à u(M ) .

Réciproquement, supposons que R appartienne à u ( M . ) . Alors :

u(R ) = m'^Q) = m^E (R ) = m^R

Donc m R est un projecteur, ce qui impose m = 1 , et donc, grâce à 6 . 1 . . 6 . ,
k = k k .vu v u
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6 . 2 . Construction du Ĉ -morphisme dual

Soient K^ = ( M ^ , 1^, K ^ , <^) et K^ = (M , r , K , ^ ) deux algèbres de

Kac, et u : 1K -^ K un ?C-morphisme de coefficient k . On reprend les nota-

tions de 5 .4 .2 . et 5.4.5.

Lemme 6 . 2 . 1 . : Soit N l 'algèbre faiblement fermée engendrée par l'ensem-

ble des À (coor) , où œ parcourt (M,_ ) . Alors :
' '^u *

(a) l ' identité sur H appartient à N , qui est donc une sous-algèbre de
^ 1von Neumann de M^ ; de plus, TT (R ) appartient à N ' ;

(b) soit x dans M" ; alors x TT (R ) = 0 entraîne x = 0. En particu-

lier, la réduction N -> N est un isomorphisme. On notera J 1'isomorphisme

inverse, ^ l^u^

Démonstration : (a) Remarquons d'abord que l'ensemble des À ((jû<,r) , où

co parcourt (M )* est unealgèbre involutive (grâce à, d'une part 2 . 1 . 9 . et

5 .2 .3 .2 . , et, d 'autre part 2 . 1 . 7 . et ^ .2 .3 .1 . ) . D'autre part, comme tout élément de

(M^ )* est de la forme œ ^ avec y,a dans H , le lemme 5 .2 .2 . (d ) nous in-

dique que tout élément de M * de la forme o)or (avec a) dans (M )*) est de la
1 ^

forme œ avec y » a dans H , ou encore de la forme :
' ' } ^u

\^'\^ avec Y î a dans \

car 1̂  = ^ (R^) (5 .4 .5 . ) .

Soit maintenant 3 dans H , tel que :

(3 | À (o)or)ô) = 0 pour tout a) de (M,- )* , 6 dans H
1 ^ ^1

Cela s'écrit donc aussi :

(e 1 x\ç\ (R ) y , T r (R )(x ) ( s ) = ° P0111" tous aï ^' (s dans H.,
• ^ l U ^ . U •'

et donc, par 2 .1 .5 . ( a ) :

(W^ (R^)a ® e)|^ (R^)Y ® 6) = 0

Comme R appartient au centre de M , on a , par 2 . 1 . 1 . :
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(W^( ï ï ^ (R^)a ® 0) |y ® 6) = 0 pour tous a. Y, <S dans H

On en déduit que TT (R )a ® g = 0 pour tout a de H^ u ^

Comme u ( l ) = 1, R est différent de 0 , et on a donc @ = 0 .

Alors, par ([6], chapitre 4 .3.4. , lemme 6), l ' identité sur H appartient
à N. ^

D'autre part, ir (R ) appartient à N ' par 5 .4 .5 . (b) .

(b) Comme R est dans le centre de M. , on a , grâce à
([2], lemme 4.10) , pour tous Ç,n dans U ' :

{p 1

V^6 ̂  - ^u^ '^/V^

(^ (R^) ) T (^ (R^)n) = ^ (R^)(^Tn)

Soit alors x dans M^ , tel que x TT (R ) = 0 . On a , pour tous Ç , n dans
U • : ' u

^1

^^ (v^^ ^^ = x ̂ ^V^0 T ^/^^^ p ^ 2 - 3 - 5 - 3 -
= x ^(^ (R^)(Ç T r^))

= ^(x ^ (R^)(Ç T r^))

= 0

Par continuité de À , on en déduit, pour tous Ç, n de H
1 ^1

^^u^V^'0

ou encore x À. (œ<>r) = 0 pour tout a) de (M )^
u

Grâce à (a), on en déduit x = 0 .

Proposition 6.2.2. : L'application de Â^(M^ ) dans À (M ) définie par

À (ai) ->- À (o)ou) (a) c M. )
^ * ^*

se prolonge de façon unique en un morphisme normal u" de M" dans M^ , tel
que u"( l ) = 1 .

On a, de p lus , , u^(M? c N (où N a été défini en 6 . 2 . 1 . )
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Démonstration : Rappelons que la représentation À est f idèle (4 .3 .8 . ) ,

ce qui donne un sens à l'énoncé ci-dessus.

Par 5 .4 .5 . (b) , on a, pour tout œ de M, :z*

^(œou)Tr (R ) = 1 U*I* À (o))I U I*

Comme À. (œou) = À . ( o ) o i o j o r ) appartient à N (car ( jûo io j appartient à (M ) * ) »1 1 1R^
on a :

À ^ ( o ) o u ) = 3 (1^ U* 1̂  À ^ ( œ ) I ^ U 1^)

(où <3 a été défini en 6 . 2 . 1 . ) .

Posons, pour tout x de M^ :

u'(x) = 3 e^ u* i^ x i^ u i^) .
On a ^nsi clairement défini une application linéaire positive, normale,

de • M^ dans N (et donc dans M^ ) .

On peut écrire aussi :

6 .2 .2 .1 . u"(x)-iï (R ) = 1 U* I* x 1 U I*

On voit que u" ( l ) = 3 (^ (R )) par 5.4.5.

Enfin, soient x, y dans M^ , on a :

u'(x)u'(y) = î (I^U*I^xI^UI^) 3 ( i ^ u I^yl^UI^)

= 3 (^U*I^UI^U*I^yI^UI^)

= 3 (^U*I^yI^)

= 3 (IjU*I^xyI^UI^) par 5 .4 .5 . (a)

= ? (I^U*I^xyI^UI^) par 5.4.5.

= u^(xy)

L'unicité de u" est évidente par densité de À - ( M - ) dans M"z z* 2

Proposition 6.2.3. : On a R^ = P .' ——-——————————— u u

Démonstration : Soit x dans M^ ; u^(x) = 0 est équivalent à

u"(xx ) = 0 et donc à 1 U 1 xx I^UI* = 0 , ou encore à 1 U*I*x = 0

et donc à I^x = 0 , soit P x = 0 .2 u
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Comme P appartient au centre de M" ( 5 . 4 . 5 . ( a ) ) , on en déduit le résultat.u l r 2

Théorème 6 . 2 . 4 . : L 'appl icat ion u^ de M^ , défini en 6 .2 .2 . est un

X -morphisme de coeff ic ient kr u

Démonstration : Soit x dans M" ; on a :

r^Cu^xmTr (R ) ® TT (R ) ) =1 < p . u ^ . u

= aW*(u^(x) ® 1 ) W CT(ÏÏ (R ) ® TT (R ) ) par 3 .2 .1 .

= aW*(u^(x) ® I ) W , ( T T (R ) ® iT (R ) ) a1 1 <p u « p u

= oW*(u^(x) ® I ) ( T T (R ) is> TT (R ) ) W , a par 5.1.5.
1 1/5 U <P U 1

= aW*(u ' (x)7T (R ) ® TT (R ) ) W o1 « p u ^ . u 1

= aW^( I^U*I^x ï^UI^ ® I ^ U * I ^ I ^ U I ^ ) W ^ o par 6 . 2 . 2 . 1 .

= a W ^ ( I ^ ® I ^ ) ( U * ® U*)(I^ ® I^)(x ® 1) ( I^ ® I ^ ) (U ® U) ( I^ ® Iî)wla

= o ( I ^ ® Ip(U*® U*)(I^ » I^)W^(x ® 1 ) W ^ ( I ^ ® I^ ) (U ® U) ( I^ ® 1^)0

par 5 .4 .5 . (b)

= (I ® 1 )(U*® U*)(I^ ® I^)oW^(x 8> l )W^a( I^ o I^)dLJ ® U ) ( I ^ ® 1^)

= (1^ 8) I^)(U* <8 U*)( I^ ® I ^ ) . r ^ ( x ) ( I ^ 0 I^)U 8 > U ) ( I ^ ® 1^) par 3 . 2 . 1 .

= (u^> u ^ ) ( r ^ ( x ) ) ( 7 r (R ) <s> TT (R )) par 6 . 2 . 2 . 1 .
2 S^ , U 1/7 U

Donc, par 6 . 2 . 1 . ( b ) , on trouve :

r^(u"(x)) = (u^ ® u^ ) ( r " (x ) ) pour tout x. de îC .

Le morphisme u^ vérifie donc (Mi) .

Soit a) dans M, ; on a :
Z*

U ^ C K ^ À ^ ) ) ) = u ' ( À ^ ( œ o K ^ ) ) par 3.3.2.

= À (o)oK ou) par 6 .2 .2 .

= À ( ù û o U o K . ) - par (Mii)

= K ^ ( À . (o)ou) ) par 3.3.2.
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= ^ ( i rCÀ^œ))) par 6 .2 .2 .

Donc, par continuité, U^K^ = K^U^ , et u^ vérifie donc (Mit).

Soit x dans M^ ; on a :

u-(o^(x))^ (R^) - u-(R^ o^(x))^ (R^)

=u-(o^(R^x)).^(^)

= IjU*!^ «^(R^xn^UI^ par 6 . 2 . 2 . 1 .

= I,U*I^A^\. x VA^I^

= IjU*!^^1^^?^1!^!* par 6.2.3.

- I^I^A^I^xI^A^I^UI^ par 5.4.5.

= IjU^I^A","11'!^*!^!^!^^!^^!, par 5.4.5.(d)

=1T,,(Ru)AïitJlu*I2XI2UIÎAÎS/Ru)

° ̂  ^Ï1^00^ ^u^tS (Ru) .P" S - Z . î . l .

= ^'S (^"'^^/PU^ÎS ̂  P" 3 . 1 . 4 .

= A'^u^x)^ (R )Alt^r (R ) par 6 . 2 . 1 . (a) et 6.2.2.

= A'^irCx)^1'^ (R ) par 3.1.4.

= o^'(u-(x))^ (R^)

On en déduit , par 6 . 2 . 1 . ( b ) , que :

^ ^7
6 . 2 . 4 . 1 . u^(o (x)) = o (u^(x)) pour tout x de M" et t réel.

^ ^ ^P"Donc u"(Mp est o 1-invariant ; et u" vérifie l'axiome (Miv).

Soit oj dans £ ; on a :
^2

^ ( u ^ ( À ^ ( o ) ) * À ^ ( a ) ) ) = < ^ ^ ( À ^ (o3ou)*À^ (œou)) par 6 .2 .2 .

= l i a (o)ou)ll par 5.4.5. (c) et 3.1.9.

= k^|l^U*I^(a))112 par 5.4.5.(c)
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= k^lll^a^a))!!2

= k'^IP a (a))112 • par 5.4.5.

= k^llR^a^œ)!!2 par 6 .2 .3 .

= k^^(R^À^(a))*À^(o))) par 3 .1 .9 .

Notons, pour simplifier ip' = k ^ o u^|M^
R .̂u

et ^" = <^
"R <.u

Ce sont deux poids normaux, fidèles, semi-finis, tels que :

^ ' (R ^À (œ)*À^(œ)) = ^"(R^À^(œ)*À^(o))) pour tout œ de ^

De plus, pour x dans (M") , on a :
Z K A

^'(aj;"(x)) = k^oU^R^a^x))

^2= k <^oU"(o (x))

^î
= k <^(o u^(x)) par 6 .2 .4 .1 .

= k^^ou^(x)

= ^ ' (x )

Enfin, comme A ^ ( À (JC )) = ^ -,a.(JC ) est dense dans H (cf. 3.1 .9. ) , on voit
^ 2 2 - 2 2

que A . » « ( R ^o^ )) est dense dans ^n •

Les hypothèses du lemme 4 . 1 . 1 . sont donc vérifiées ; on en déduit que

^* = i^" , soit encore :

k ^(u"(x)) = <^(R ^x) pour tout x de M" .

Donc u^ vérifie l'axiome (Miii), et le théorème est démontré.

6.3. Dualité dans la catégorie des algèbres de Kac

Proposition 6.3.1'. : Soient K et K^ deux algèbres de Kac, u un X-mor-

phisme de K. dans K^. Alors, on a :
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,-1
u = ^K u ^K"2 "S

(où 4»- est 1'isomorphisme canonique de K dans K^ défini en 4 .3 .6 . )

Démonstration : Soient 6 dans M" et œ dans M . On a :—————————— 1 * z*

«Ç'd.r^À^e))) , œ> = «^(À^Ooi-O) , œ> par 6 .2 .2 .

= <K^(^ (9ou^) ) , œ> par 4 .3 .7 .

= <À. (Oou") , a)oK^>z* z

= <X<-(o)oK.,) , 6oU"> par 2 . 1 . 1 0

= <iT(À^(o)oK^)) , 9>

= <À ((jûoK^ou) , 6> par 6.2.2.

= <À (cûoUoK.) , 6> par (Mit)

= <À (9) , LûoUoK > par 2 . 1 . 1 0

= <K. (À (6) ,o)ou>1 1 *

= ^(À^e)) , cûou par 4 .3 .7 .
""l -

= ^((^^(À^e)) , o)>

Donc, pour tout 6 de M^ « on a :l *

^(u—CÀ'Ce))) = uCcÇ^À'O)))
""2 l '""i '

d'où, par continuité, le résultat.

Théorème 6.3.2. : La correspondance qui, a toute algèbre de Kac K associe

l 'objet dual K" défini en 4 . 2 . 2 . , et à tout 3C -morphisme u : (K ->- f^- le

V. -morphisme u" : K" -»- K" défini en 6.2.3. , est un foncteur de dualité de

la catégorie 3C (défini en 6 .1 .8 . ) .

Démonstration : Soient K , IK , K» trois algèbres de Kac, et u (resp. v)

un K -morphisme de K dans K^ (resp. de K dans K ). Soit À . la représen-

tation de Fourier de K. (i = 1, 2, 3). On a, pour tout œ de M :1 . 3*
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u"v"(À^(a))) = iT(À^(a)ou)) par 6.2.2.

= À . (cûoVou) par 6.2.2.

= (vu)'À^(œ)

Par continuité, on en déduit u^v^ = (vu)^.

Ainsi, nous obtenons un fondeur contravariant de fC dans elle-même. De plus,

on a vu que K^ (resp. u"") était naturellement isomorphe à |K (resp. u) (cf.

4.3.6. et 6 . 3 . 1 . ) . Ce foncteur est donc bien une dualité.

Proposition 6.3.3. (a) Les morphismes injectifs et surjectifs se correspon-

dent dans la dualité décrite au théorème 6.3.2.

(b) Soit K une algèbre de Kac , (K une sous algèbre de
f\,

Kac de (K . Il existe une algèbre de Kac réduite de IK^ isomorphe à K^

(c) Soit K une algèbre de Kac, BC une algèbre de Kac

réduite de K . Il existe une sous-algèbre de Kac de K" isomorphe à BÇ .

Démonstration : (a) Soit u un 5C -morphisme de K dans K^ ; u est sur-

jectif si et seulement si E = 1 , et donc si et seulement si P = 1 ; u estu u
injectif si et seulement si R = 1 .u

Comme P = R ^ ( 6 . 2 . 3 . ) , la proposition (a) en résulte.

(b) et (c) se démontrent en utilisant (a) et 5 .4 .4 .

Définition 6.3.4. : (a) On notera ^3- (resp. «3CJ ) la sous catégorie pleine

de ^ obtenue en prenant pour objets les algèbres de Kac abéliennes (resp. symétri-
ques) .

(b) On notera ^^ (resp. 3^ , resp. Î^U ) la sous-ca-

tégorie pleine de ^ obtenue en prenant pour objet les algèbres de Kac à trace

(resp. à poids invariant, resp. unimodulaires).

Théorème 6.3.5. : (a) La restriction du foncteur dualité à 3C<3L (resp. fC^ )

est un foncteur contravariant de '^Câ- dans ^ ïf (resp. de ^^ dans ÏC<^. ) . Ces

deux foncteurs réalisent une dualité entre X8i et 3Cïf .

(b) La restriction du foncteur dualité à la sous catégorie
^(.â- n ^^ est une dualité de 3c'â; n ' J C ' f dans elle-même.
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Démonstration : ( a ) Si (K = ( M , r , K , ^?) et symétrique, le prédual M est
muni d'une structure d'algèbres de Banach commutative (cf. 1 . 2 . 2 . ) . Par densité de
À( M ) dans M^, on en déduit que K^ est une algèbre de Kac abélienne.

Si K est une algèbre de Kac abélienne, K"" également. Donc À " ( M " ) est
une algèbre abélienne. Par la fidélité de À" ( 4 . 3 . 3 . ) on voit que M" est abélien-
ne, et donc |K^ est symétrique. D'où ( a ) .

( b ) résulte trivialement de ( a ) .
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7 LES SOUS-CATEGORIES 'JCÎ , K ïï et ÏC LL

7 . 1 . La dualité entre JCÎ et ^Kl

Si <^ est une trace, les algèbres ^JL, U' et U sont égales, ainsi
# ^ °

que les involutions , et J ; on en conservera que cette dernière notation. On

a donc, U ' T U ' = ZL^ T U^ = A ( îT' ) ; de plus poA |T^ est l'injection ca-
nonique de *WÎ, dans M , identifié à L^ (</?).

Proposition 7 . 1 . 1 . : Soient (M, r, x) une algèbre de Hopf-von Neumann in-

volutive et ^ une trace normale fidèle semi-finie sur M.

(a) Pour tout a) de M^ on pose Cœ = ( œ o K ) 0 . Pour tout x de M, on a

donc < C o ) , x > = <o)oK , <(x) > = <o),x > . D'où II Cdl = II dl et, pour tous œ. , œ^

de M^ , C(^ * oi^) = (Cù)p * (Co)^).

(b) Pour tout x de Tfî , on a p ( A ( x ) ) ° = p ( A (x*)) o K , autrement dit ,

pour tout ô de A (iHfl ) on a : C p ( 6 ) = p ( J6 ) .

Démonstration : On obtient trivialement (a).

Soient x et y dans W. . On a :^

<y , p(A^(x*)) o K> = «(y) , p(A^(x*))>

= ^(K(y)x*) d'après 1 . 1 . 2 .

= < / ? ( K ( y )x) car ^ est une trace

= <K(y)* , p ( A (x))>"" d'après 1 . 1 . 2 .

= <y, ( p ( A (x ) ) ) °> d'après 1 . 2 . 2 .

d 'où (b).

Théorème 7 .1 .2 . : Soit (M, F, K, <^) un quadruplet vérifiant :

(KTi) (M, F, K) est une algèbre de Hopf-von Neumann involutive ,

(KTii) ^ est une trace normale, fidèle, semi-finie sur M ,

(KTiii) pour tous x, y, z de WC on a :

(^ <8 <^)((x ® y ) r (z ) ) = ((^ ® < p ) ( ( x o K <s» z ) r (y ) )

(le deuxième terme de cette égalité est un abus d'écriture pour :
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<F(y) , p(A^(x)) o K ® p (A^(z ) )> ) .

Alors (M, F, K, </?) est une algèbre de Kac à trace. (Ces axiomes sont exac-

tement ceux utilisés dans ([17]) .

Proposition 7.1.3. : Soit (M, F, K , <^) un quadruplet vérifiant (KTi) et

(KTii). L'axiome (KTiii) est alors équivalent à (K iv).

Démonstration : Soient x, y, z dans 1̂ 1 . On a :—————————— -^ ^

<F(x*) , p ( A ^ ( z ) ) ® p ( A ^ ( y ) ) > = ^ ® ^ ) ( ( z <s y)F(x*)) d'après 1 . 1 . 2 .

= (^ ® ^MZ ® y ) r ( x ) ) car i^ est une trace

= (^ ® < ^ ) ( ( z * o K ® x) r (y*)) d'après (KTiii)

= <F(y*) , p ( A ( z * ) ) o K ® p ( A (x ) )>~ d'après
r • 1 . 1 . 2 .

= <F(y*) , p ( A ( z ) ) ° ® p ( A (x ) )>~ d'après
• r 7 . 1 . 1 . ( b )

donc, par densité de p ( A (X )) dans M (cf . 2 . 1 . 6 . ) . il vient, pour tous x
et y de WC et tout œ de M :J <p *

<F(x*) , œ <s> p (A (y))> = <r(y*) , œ° 8> p (A (x))>~ ce qui est (Kiv) .

La réciproque est immédiate en prenant des a) de la forme p ( A ( z ) ) pour
z dans T(T .

^
Dans ces conditions, on dira d'une trace normale fidèle semi-finie sur une

algèbre de Hopf-von Neumann involutive qui vérifie (KTiii) qu'elle est invariante à

gauche. Cette terminologie est donc cohérente avec celle de 1 . 2 . 4 . , on retrouve, de

plus, la définition utilisée dans Û7] (où l 'on note x" , pour x dans 1̂  ; ce

que nous avons noté x o K par abus d 'écri ture).

Démonstration de 7 . 1 . 2 . : Le lemme 4.2 . de [17] exprime que pour x et y

dans un idéal bilatère Cl faiblement dense dans M (voir [17], page 683)

F(y)(» <8 1) appartient à ff et :<p^p

^P ® <^) ( (x* <8 l ) r (y*y) (x ® 1) ) = <^(x*x)^(y*y).

Soit ( e _ ) une famille de projecteurs de ^- qui converge fortement vers 1
dans M (voir^[17], page 688). On a donc :

(v? ® » / 0 ( ( x <8 l ) r ( y ej_ y)(x ® 1)) = !P (x*x)</?(y*e^ y) pour tous x de Cf et y de M.

et, comme ^ et </? ® ^ sont des traces normales et que y e- y tend en croissant
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vers y y , ainsi que (x <s> l ) F ( y e. y) (x <s> 1) vers (x ® l ) F ( y y) (x <8> 1 ) . On

obtient :

(^ ® ( / ? ) ( ( x is» l ) r ( y y) (x ® 1 ) ) = <^ (x x)(p (y y) pour tous x de 0, et y de M.

Il en résulte, en util isant de nouveau les projecteurs e»

(^5 <s> ( ^ ) ( ( e . x <s> l ) r ( y y ) (xe . <8» 1 ) ) = i^ (x e^x)s^(y y) pour tous x et y de M.

Or, le premier terme est égal à :

(^ ® </Q(r(y*y) (xe^x*® 1')) = («^ <s> <^) ( r (y) (xej_x*s> l ) r ( y * ) ) ,

* • * , .-et, comme xe.x tend en croissant vers xx , et, qu en conséquence,

r ( y ) ( x e . x ® l ) F ( y ) tend en croissant vers F(y ) (xx 0 l ) F ( y ) , on a :

(^ ® </0(r (y)(xx*® l ) r ( y * ) ) = <^(x*x)Y7(y*y)

pour tous x et y de M , puis , </? ® ^ étant une trace :

(ip ® ( ^ ) ( ( x <8 l ) r ( y y) (x <s 1 ) ) = ^ (x x)<^(y y) pour tous x et y de M ,

ce qui implique l'axiome (Kiii) .

Comme </? est une trace semi-finie, <p est tristement semi-finie (voir [3]

proposition 4 .2 .1 ) ) . Donc, d 'après 1 . 1 . 6 . , ^ vérifie la proposition P . D'après

2 . 1 . 3 . ( b ) , (M, r, K , </?) qui vérifie (Ki) , (ÎCii) et (Kiii) d 'après ce qui précède vé-

rifie (Kv). D'après 7 . 1 . 3 . il vérifie également (Kiv), enfin la vérification de (Kvi)

est triviale et le théorème en résulte.

Théorème 7 . 1 . 4 . : L'algèbre de Kac duale d 'une algèbre de Kac à trace est

une algèbre de Kac à poids invariant.

Démonstration : II résulte de 7 . 1 . 1 . ( a ) que l 'application de a(£ ) dans H—————————— , - </? (p
définie par a(œ) ^ a(C^) est isométrique et antilinéaire, de plus, il résulte de

7 . 1 . 1 . ( b ) qu 'el le coïncide sur A (T(T ) avec l 'application J. On a donc, pour tout

a) de £ :
^

1. l .4. l . a(Co)) = J a(o))

Soient a) dans M et ô dans A ( TRI ) , on a :
* ^ ^

À ( C œ ) J 6 = a(Co) * p ( J ô ) ) d 'après 2 . 1 . 4 .

= a(Co) * C p ( ô ) ) d 'après 7 . 1 . 1 . ( b )

= a(C(o) * ' p ( ô ) ) d'après 7 . 1 . 1 . ( a )
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= J a(œ * p ( ô ) )

= J À ( œ ) ô

il en résulte que :

7 . 1 . 4 . 2 . À(Ccû)J = J À(o))

Soit œ dans JC . On a :
^

<^(K"(À(a)) À ( O ) ) ) ) = ^(J À ( œ ) À(O))J)

= ^(J À(o))*JJ À(œ)J )

= <^(À(Ca))*À(Cœ))

= l la (Co) )11 2

= l l a (o ) )11 2

= ^ (À(œ)*À(œ))

d'après 7 . 1 . 4 . 1 .

d'après 2 . 1 . 4 .

pour tout œ dans M

d'après 3 . 3 . 2 .

d'après 7 . 1 . 4 . 2 .

d'après 7 . 1 . 1 . ( a ) et 3 . 1 . 9 .

d'après 7 . 1 . 4 . 1 .

d'après 3 . 1 . 9 .

De plus, il résulte de 1 . 3 . 8 . et de (Kvi) que le poids ^ " o K " est invariant(^Apar o pour tout réel t . En appliquant 4 . 1 . 1 . , on obtient ^ " o K " = ̂  , d'où le
théorème.

Remarque 7 . 1 . 5 . : Soit (K une algèbre de Kac à trace. Alors VC est l'objet
dual construit dans [ 1 7 ] .

Il résulte, en effet, de 4 . 2 . 1 . que l'opérateur modulaire A" est égal à
l'opérateur noté A dans [ 1 7 ] , page 682. L'idéal 0 ( [ 1 7 ] , page 683) vérifie
^ ( a ) "V^^ ç a^) "^V^^ ' d'après 1 . 1 . 4 . et 3. 1 . 9 . ; déplus, par
construction, il est stable par ( A " ) 1 1 , pour tout n de 2 , donc, en appliquant
[ 2 ] , lemme 2 . 7 . , on voit que A ( C t ) est inclus dans ̂  . Il résulte alors de [ 1 6 ]
lemme 6 . 3 . que A (Cl) est une sous-algèbre hilbertienne à gauche de ̂  .

Il résulte de [ 1 7 ] , page 706 que l'algèbre de von Neumann. associée à A (Cl)^est égale à M" .
Soit alors ^ le poids canonique sur M" associée à A ( C l ) . On a
^ - V7i^(x) = <^(x) pour coût x de 7r(A ( C L ) ) qui est une sous-algèbre faiblement dense

de M " . Comme A ( 0 . ) est invariant par A" , î(A ( C l ) ) est invariant par ^ ,

pour tout t de (R ; donc, en appliquant [ 1 4 ] , proposition 5 . 9 . , on voit que
^ = ̂  . Le poids ^ est donc égal au poids (noté (/?) introduit en [ 1 7 J , relation
7 . 1 7 .

Par densité de A (Ct ) dans A ( ̂  ) , il est clair que l'opérateur W de
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[ 1 7 ] , §4, lemme 4 . 2 . est le même que celui construit en 2 . 1 . 1 . Il en résulte que le
coproduit r" de 3 . 2 . 1 . est le même que celui de [ 1 7 ] , page 7 1 6 . Enfin, l'involu-
tion K" a été définie en 3 . 3 . 2 . comme en [ 1 7 ] , page 718, ce qui achève de justi-
fier la remarque.

Théorème 7 . 1 . 6 . : ( a ) La restriction du foncteur de dualité à TCÎ (resp.
3<^ ) est un foncteur contravariant de OT dans 3̂  (resp. de ̂ 3 dans ^<? ) . Ces
deux foncteurs réalisent une dualité entre Kî et «K*J .

( b ) La restriction du foncteur de dualité à JCU réalise
une dualité de 3CU dans elle-même.

Démonstration : Soit K une algèbre de Kac à poids invariant, il résulte
de 4 . 2 . 1 . que A" = 1 et donc que K" est une algèbre de Kac à trace. En appliquant
7 . 1 . 4 . et 6 . 3 . 2 . , on obtient donc ( a ) .

On déduit aisément ( b ) de ( a ) , car JCU = ̂  n M

Remarque 7 . 1 . 7 . : II résulte de 7 . 1 . 6 . ( a ) et de 7 . 1 . 5 . que les objets
duaux construits dans [ 1 7 ] sont les algèbres de Kac à poids invariant.

Proposition 7. 1 . 8 . : Soit K = (M , F , K , </?) une algèbre de Kac. Les con-
ditions ci-dessous sont équivalentes :

( i ) ^ est un poids strictement semi-fini'

(ii) il existe une sous-algèbre de Kac de K qui soit une algèbre de Kac
à trace

(iii) il existe une algèbre de Kac réduite de K" qui soit à poids invariant
(iv) M^ est une sous-algèbre de Kac de M.

Démonstration : Remarquons tout d'abord qu'il résulte de (Kvi) que
K(M ) = M et de 4 . 2 . 4 . ( b ) que r(M^) est inclus dans M^ <8> M^ , pour toute algèbre
de Kac (M, r , K , <^) . De plus, on sait, d'après [ 2 ] , -théorème 3 . 4 . et [ 3 ] , défini-
tion 4 . 1 . , que v? est strictement semi-fini si et seulement si la restriction de
y de M est une trace semi-finie. On voit donc, en utilisant 5 . 3 . 1 . , que </? est
strictement semi-fini si et seulement si M^ est une sous-algèbre de Kac à trace de
K .

Ainsi ( i ) entraîne ( i i ) .
Réciproquement, supposons qu'il existe une sous-algèbre de Kac à trace de

K , notée K = (ft, ? , î, ? ) . D'après [ 4 ] , lemme 1 . 4 . 3 . , on a, pour tout x de ft,
c^(x) = o^(x) = x ; donc 8 est inclus dans ̂  et, à fortiori, la restriction de
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L'équivalence de (ii) et (iii) résulte immédiatement de 7 . 1 . 6 . ( a ) et

6 . 3 . 3 . ( b ) et ( c ) .

7.2. Algèbre de Kac de type compact

Définition 7 . 2 . 1 . : Une algèbre de Kac à poids fini sera dite de type com-

pact. On notera 3^ la sous catégorie pleine de ÎK des algèbres de Kac de type

compact.

Théorème 7 .2 .2 . : Soit (M, F, K , ^) un quadruplet vérifiant :

(KCi) (M, F, K) est une algèbre de Hopf-von Neumann involutive

(KCii) ^ est un poids normal, fidèle, f ini sur M

(KCiii) pour tous x et y dans M , on a :

(^ ® <^ ) ( (x* ® l ) r ( y ) ( x ® 1) ) = •/?(x*x)^(y)

(KCiv) ^ est invariant à gauche.

Alors (M, F, K, ^>) est une algèbre de Kac unimodulaire.

Démonstration : II est immédiat que (M, F, K , </?) vérifie (Ki) à (Kiv) . Il

résulte de [3], proposition 4 .2 . ( i ) que <p est strictement semi-fini. D'après 1 . 1 . 6 .

il vérifie donc la propriété P. et il résulte de 2 . 1 . 3 . ( b ) que (M, F, K , <^) véri-

fie (Kv). De plus, comme M = TÏ = Ï f n U , l a propriété P est trivialement

vérifiée ; on pourra donc appliquer au quadruplet tous les résultats jusqu 'au para-
graphe 4 .1 .

Comme 1 appartient à U n ÎY * , on a A (1) € U et A (1) = A ( 1 ) .

on vérifie alors facilement que A (1) appartient à f) et que A (1 ) = A (1 ) .

Il en résulte que A (1) appartient à U , donc à U T U car
{? 0 0 0

V^ V1) T v1)-
Soit x dans A (U T ^jL ). Pour tout œ dans M , en appliquant

(KCiv), on obtient :

<x , œ * p ( A ^ ( l ) ) > = <1 , o)° * p ( A (x*))>~

= < r ( l ) , ai0 <s> p ( A (x*))>~ d'après 1 . 2 . 2 .

= <1 ® 1 , a)0® p ( A (x*))>~
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= <1 , œ°> <1 , p ( A ( x ) ) >

= < K ( I ) , œ> <1 , p ( A (x*)) ~ d'après 1 .2 .2 .

= <1 , œ> i^(x ) d'après 1 . 1 . 2 .

= <1 , œ> <^(x)

= <1 , œ> <x , p ( A ( ! ) ) > d'après 1 . 1 . 2 .
^

Par densité de A (-U. T tL ) dans M , il en résulte que pour tout œ de

M , on a :

oj * p (A ( 1 ) ) = <1 , i^> p (A ( 1 ) )

On en déduit qu'en particulier :

P ( A ^ ( 1 ) ) = <1 , p ( A ^ ( l ) ) o î l p ( A ( 1 ) ) ° * P(A^O) )

= •^( l )"1 p (A^ ( l ) ) ° * p ( A ^ ( l ) ) -

P ( A ^ ( 1 ) ) € p(>0^ T U^)0 * P(^Q T ^) c ^

et P ( A ^ ( 1 ) ) ° = P ( A ^ . ( 1 ) )

Ce qui, d 'après 2 . 3 . 1 . 2 . se traduit par :

A ( 1 ) c ^

et A ^ ( l ) # = A ^ ( l )

On a de plus A (H) = A ( 1 T n T T ) c ^ d'après 2 .3 .2 . qui indique de plus
(̂  (/3 v (̂  (^oK r - l - l f

que :

^V') = A/1)
Finalement : A (1 ) e À ( A ^ ) et A"A (1) = A (1 )^ ^ <^

Soit x dans M . On a :

A^(x) - ^(x) A^(l)

' = \W ^ ̂ 0

= A~ ir (x) A (1) d'après 2 .2 .2 .

= A' A^(x) .
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Comme A" est un opérateur fermé, on a : A" = 1 . Ainsi ^ est une trace.

On a, pour tout x de M :

<^(K(x*x)) = II A (K(x*))l|2

= llF^(x)112 d'après 2 .3 .2 .1 .

^
= I I A (x)|| car ^ est une trace ,

, * .
= <^(x x) .

Il en résulte que » ^ o K = ^ et l'axiome (Kvi) résulte alors trivialement de
1.3.8.

De plus, l'axiome (KCiii) entraîne que pour tout x de M :

^ ® ^ ) ( r ( x ) ) = < / ) ( ! ) ^(x) .

Soit ^ la restriction de ^ ® ^ a F ( M ) . D'après 4 . 2 . 4 . ( c ) , r(M) est
i^gy . .

cr^ invariant pour tout t de (R . En appliquant [18], §3> et 1:4], lemme 1.4.3.
on voit que tout x de M :

^(r(x)) = a^(r(x))

Comme de plus, F est un isomorphisme de M sur F(M) , il résulte de [4],

lemme 1 .2 .10 . que l 'égalité ^oF = <p ( 1) «^ implique :

o^( r (x) ) = r(c/(x)) pour tout x de M.

On trouve finalement : -

(p<Qf {D
°\ r =. r a^ pour tout t de R .

La relation 4 . 2 . 4 . ( b ) entraîne donc :

^^4
d '^ù , comme F est injective :

^ ^
"t = °2t ,

{?

P1118 °t = 1 • Ainsi» ^ est une trace et le théorème en
résulte. La dernière partie de la démonstration nous permet d'affirmer :

Corollaire 7.2.3. : Toute algèbre de Kac de type compact est unimodulaire.
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Théorème 7 .2 .4 . : Soit K = (M, F, K , ^) une algèbre de Kac de type compact.

(a) l'algèbre M^ est unifère

(b) . l a représentation À se décompose en une somme directe de représenta-

tions irréductibles de dimensions finies. Toute représentation irréductible de di-

mension finie de M est unitairement équivalente à une composante de À .

(c) l'algèbre de von Neumann M" est atomique et finie (c'est-à-dire, rappe-
lons-le, produit d'algèbres de matrices).

Démonstration : Nous avons vu dans la démonstration de 7 . 2 . 2 . que A (1 )(p
appartient à î i T U c ^ j L ' T ^ C ' . Or, pour tout œ de M , on a :

«(^(^A ^^ (1)1^)) . ^> = ^V^A ( I ) , A ( I ) I M ' ) , o)> d 'après 4 .3 .7 .

= 'V^A ( 1 ) . A (l)!^ ' œoK>

^ ^

-<^ -^(D.A^l)-

= ( À ( œ o K ) A ^ ( l ) | A , ( ! ) )

=. ( a ( ( œ o K ) * p ( A ( 1 ) ) ) [ A ( 1 ) ) d'après 2 . 1 . 4 .

= <1 , ( o ) o K ) ' * p ( A ( ! ) ) > d'après 1 . 1 . 4 .

= < r ( l ) , (o)oK) ® p ( A ( ! ) ) > d'après 1 . 2 . 2 .

= <1 ® 1, (œoK) ® p ( A ( ! ) ) >

= <1 , o)oK> <1 , p ( A ( ! ) ) >

= <1 , o)> < ^ ( 1 ) d 'après 1 . 1 . 2 .

Il en résulte que À"(^ ^ / |M") = < p ( l ) 1. Comme d'après 4.3.8. À"
_ l ^ * ^

est fidèle, on voit que < ^ ( 1 ) ^ ^ (1)1^ est une unité de M^ » d 'où (a).
{p f ^

La proposition (b) est le théorème 13 de [17] et (c) résulte immédiatement
de (b).
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7 . 3 . Algèbres de Kac de type discret

Définition 7 . 3 . 1 . : Soit (K = ( M , F , K , ^) une algèbre de Kac. Elle sera dite
de type discret si l'algèbre M est unifère. On notera X-ô la sous-catégorie
pleine des algèbres de Kac de type discret.

Théorème 7 . 3 . 2 . : Soit K = ( M , F , K , <^) une algèbre de Kac de type discret.

( a ) l'algèbre duale K" est de type compact

( b ) l'algèbre de von Neumann M est atomique et finie.

Démonstration : Comme M est unifère, À(M ) l'est aussi ; soit e
l'unité de À(M ) . On a xe = x pour tout x de À ( M ) . En faisant tendre forte-
ment x vers 1 , on en déduit que 1 = e e À ( M ) . Comme de plus A est dense
dans M d'après 2 . 1 . 6 . et À normiquement continue d'après 2 . 1 . 4 . , on en déduit
que 1 appartient à l'adhérence normique de X ( A ) et donc à fortiori de
îf ^ n îf ^ . Il existe donc un élément inversible dans ?T ^ n 7f ^ ; on en dé-^ ^ ^ ^
duit que Ĉ ^ =• M^ et donc que ^ est un poids fini, d'où ( a ) .

D'après 7 . 2 . 4 . ( c ) on en déduit que M " " est atomique et finie. Il en est
de même de M d'après 4 . 3 . 6 . , ce qui achève la démonstration.

Théorème 7 . 3 . 3 . : Toute algèbre de Kac de type discret est unimodulaire.

Démonstration : Soit K une algèbre de Kac de type discret. D'après 7 . 3 . 2 .
(a) et 7 . 2 . 3 . on voit que K^ est unimodulaire. Il en est de même de K"^ d'après
7 . 1 . 6 . ( b ) et de K d'après 4 . 3 . 6 . .

Théorème 7 . 3 . 4 . : ( a ) La restriction du foncteur de dualité à 3̂  ( r e s p . , .
^ ̂  ) est un foncteur contravariant de 3̂  dans "K >̂ (resp. de ^C-'ô dans ^'^ ) .

Ces deux foncteurs réalisent une dualité entre 3̂ 0 et 3'C ̂ j .

( b ) La restriction du foncteur de dualité à 3^u n ^ G
est une dualité de cette catégorie.

Démonstration : Cela résulte de 7 . 2 . 4 . ( a ) , 7 . 3 . 2 . ( a ) et 6 . 3 . 2 .

Proposition 7 . 3 . 5 . : Soif K = ( M , F , K , <^>) une algèbre de Kac. Les condi-
tions ci-dessous sont équivalentes :

(i) K € WS n X%

(ii) M est de dimension finie.
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Démonstration : II résulte de 7 . 1 . 2 . que l'implication ( i ) ̂  ( i i ) est dé-
montrée par le théorème 12 de [ 1 7 ] .

Réciproquement, supposons ( i i ) . On a alors :

dim À( M ) = dim M = dim M

Donc À ( M ) est égal à son adhérence M^ , ce qui implique que À(M ) con-
tient l'unité, puis que M est unifère. Ainsi, on a obtenu que dim M^ = dim M et
que IK est de type discret ; on peut alors itérer la démonstration et on trouve que
K^ est également de type discret, en appliquant 7 . 3 . 4 . on obtient donc ( i ) .
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8 LES SOUS-CATEGORIES ^à ET ^f

Dans ce qui suit, ^'C. b désigne la catégorie dont les objets sont les cou-
ples ( G , m ) (G , groupe localement compacts ; m mesure de Haar à gauche sur G ) ,
et les flèches sont les homomorphismes stricts de groupe à image ouverte et noyau2
compact. On note À la représentation régulière gauche de G dans L ( G , m ) (c'estG
un homéomorphisme sur son image, pour la topologie faible, par [ 9 ] , lemme 2 . 2 . ) , et
Tfl (G) l'algèbre de von Neumann qu'elle engendre.

On note o (G) l'espace vectoriel des fonctions complexes continues à sup-
port compact sur G ; muni du produit de convolution, de l'involution f ( g ) ->-

A ( g ) f ( g ) (où A est la fonction modulaire du groupe), et de la restriction
2du produit scalaire de L ( G , m ) , c'est une algèbre hilbertienne à gauche. L'algèbre

de von Neumann associée est ^(Û (G) . L'algèbre ù (G) induit donc sur W (G) un
poids canonique, que nous noterons «̂  .

8 . 1 . Les fondeurs KA et KS

Proposition 8 . 1 . 1 . : On identifie L ° ° ( G x G) à L°(G) ® L° (G).

( a ) Soit ( G , m ) 6 Q ̂  G . Pour tout f dans L ° ° ( G ) , on pose :

r^(f) ( g , , g^) = ̂ g^) (gpg2 € G)

^(f) (g) = f(g~ 1) (g £ G)\y

m ( f ) = f dm pour f dans L ° ° ( G )
' G

Alors (L ( G ) , r- , K- , m) est une algèbre de Kac abélienne ; nous la noteronsG G
K A ( G , m ) .

( b ) Soient (G ,m ) , (G , m ) dans d£ï , et a une flèche de (G ,jn )
dans (G , m ^ ) . Pour tout f dans L (G ) , on pose

K A ( a ) ( f ) = foa

L'application KA(a) ainsi définie est un ^K-morphisme de KA(G ,m ) dans
KA(G ,m ) . Son coefficient est égal à la densité de a ( m . ) par rapport à m / J a ( G , ) .

Démonstration : ( a) se trouve dans [ 1 7 ] , page 678.

( b ) soient f dans L ( G . , ) , et g-, g , g^ dans G . On a :
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Fç (KA(a) f ) (gpg^) = Cr^ (foa)](g^,g^) par définition de KA(cx)

= foa(g^) par définition de F^

= f ( c t ( g , ) a ( g ^ ) )

= F^ ( f ) (a (g ) , a(g )) par définition de F^
2 ^

= rr^ (f) o a ® a](g^g^)

= (KA(a) ® KA(a))r^ (f) (g^)

donc

Fç KA(a) = (KA(a) ® KACa))? 3

De même

K^ (KA(a ) f (g ) )= K^ ( foa ) (g )

= f ( c x ( g ~ 1 ) )

= f(a(g) 1 )

= K^ (f)(a(g))

= KA(a)K^ (f)(g)

donc K^ KA(a) = KACoOK3

1 • "2

Enfin, pour f dans L°°(G )'*'

m ^ ( K A ( a ) f ) = (KA(a)f)dm

( foa)dm,
•^G, 1

(f | a(G )) d (a (m, ) )
^(G,) 1 1

or a ( m ^ ) et m^)a(G^) sont deux mesures de Haar à gauche sur a(G ) ; elles sont
proportionnelles. Soit a(m ) = k ( m | a ( G ) ) . Donc :
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^ ( K A ( a ) f ) = k (f | a ( G ^ ) d ( m ^ | a ( G ^ ) )
^(G?

ou encore

m^KA(a)f) = k f x^ç ) drn^

'^^(G?0

II est clair que / . . est égal à R^A/ \ î (Miii) est donc vérifié ;CX \\j . ) KA \ a )

comme (Miv) est trivial, la proposition en résulte.

Corollaire 8 . 1 . 2 . : ( a ) Soient m * , m" deux mesures de Haar à gauche sur
G , et soit k > o tel que m" = k . m ' . Alors ( c f . 1 . 3 . 4 . )

K A ( G , m " ) = k . K A ( G , m ' )

( b ) Soit K un sous groupe compact distingué de G. Si
m est une mesure de Haar sur G , munissons G , „ de la mesure m* image par m/^
par la surjection canonique G ̂  G , . Alors KA(s) est un Ĉ -morphisme surjectif
normalisé de K A ( G , , m ' ) dans K A ( G , m ) ./ K.

( c ) Soit H un sous groupe ouvert de G. Si m est une
mesure de Haar sur G , munissons H de la mesure m" restriction de M à H. Si
on note e l'injection canonique de H dans G , KA(e) est un X -morphisme sur-
jectif normalisé de KA(G,m) sur K A ( H , m " ) .

( d ) Soit ( G , m ) e (\^ . L'algèbre de Kac K A ( G , m ) est
unimodulaire (resp. de type compact, resp. de type discret, resp. de dimension fi-
nie, resp. symétrique) si et seulement si le groupe G est unimodulaire (resp. com-
pact, resp. discret, resp. fini, resp. abélien).

Démonstration : ( a ) est évident

( b ) et ( c ) découlent de S . l . l . b ) ; il suffit de remarquer
que KA(s) (resp. ( K A ( i ) ) est injectif (resp. surjectif), ce qui est clair d'après
la définition.

( d ) en effet, le groupe G est unimodulaire si et seulement
si, pour tout f dans ^ (G) , on a :

jç f ( g ) d m ( g ) = [ ç ^g'^dn^g)
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ce qui est clairement équivalent à m invariant par K- .
Lr

Le groupe G est compact si et seulement si m est finie, ce qui est équi-
valent à K A ( G , m ) de type compact ( 7 . 2 . ) .

Le groupe G est discret si et seulement si l'algèbre L (G) est unifère,
ce qui est équivalent à K A ( G , m ) de type discret ( 7 . 3 . ) .

00Le groupe G est fini si et seulement si l'espace vectoriel L (G) est de
dimension finie.

Le groupe G est abélien si et seulement si l'algèbre L (G) est abélienne
ce qui est équivalent à KA ( G , m ) symétrique ( 1 . 2 . 2 . ) .

Proposition 8 . 1 . 3 . : Soit ( G , m ) dans î^ - Alors :

( a ) II existe un coproduit F et une involution K- uniques sur Tf[ ( G ) ,G G
tels que, pour tout g de G :

r ^ ( À ç ( g ) ) = Àç(g) ® Àç(g)
^Oç(g)) = Àç(g~ 1)

Alors ( ÎY1 ( G ) , r8 , K8 , ^ ) (où </? est le poids sur ^(G)' 1' défini dans 1 ' in-G G m • m
troduction du §8)est une algèbre de Kac symétrique ; nous la noterons K S ( G , m ) .

( b ) Soient (G , m ) , (G , m ) dans ^6 , et a une flèche de (G ,m )
dans (G , m ) . Il existe un unique morphisme'normal KS(a) de W (G ) dans
T̂  (G ) tel que :

KS(cO(À ( g ) ) = À ( a ( g ) )
G! °2

pour tout g de G .

De plus KS(a) est un JC -morphisme de KS(G, m ) dans KS(G, m . , ) . Son
coefficient est égal à la densité de m., a(G ) par rapport à a(m ) .

Théorème 8 . 1 . 4 . : ( a ) La correspondance qui a tout objet ( G , m ) (resp. à
toute flèche a) de la catégorie ̂ ^ associe KA(G,m) (resp. K A ( a ) ) est un fonc-
teur cohtravariant de (î^o dans K̂<̂  . Nous le noterons KA.

( b ) La correspondance qui a tout objet ( G , m ) (resp. à
toute flèche a) de la catégorie (îCt associe KS ( G , m ) (resp. K S ( a ) ) est un fonc-
teur covariant de OL^^> dans 3̂  . Nous le noterons KS.(7

( c ) Si D désigne le foncteur de dualité introduit en



121

en 6 .3 .2 . , on a :

KS = D o KA .

Démonstration de 8.1.3. et 8 .1 .4 . :

Le coproduit F8 sur L°°(G) induit clairement sur le produit L1 (G , m)

le produit de convolution usuel. D'autre part, comme m est une trace, l'ensemble

^'o,m T ^o,m est égal à î/^m^ soit ^m^ w n Ll (G)) •Tour simplifier les
notations, on identifiera tout f de L°°(G) n L^G) avec A ( f ) dans L ^ G m ) .

1 2 . m
De plus, £ - L (G,m) n L (G,m) ; on identifiera également tout f de

L^G.m) n l/(G,m). avec a ( f ) .

Dans ces conditions, la représentation de Fourier de l'algèbre de Kac
KA(G,m) est définie par :

À ( f ) h = f * h (f dans L^G.m), h dans L1 (G,m) n L°°(G))

On vérifie facilement que, pour tout f de L (G,m) , on a :

8 ' 1 ' 4 - 1 - ^ ( f ) = | f(g) Xç(g)dm(g) (cf. [17] , page 679)

II en résulte que L°°(G)" = W (G) .

D'autre part, nous noterons dorénavent À - la représentation de Fourier de
G

l 'algèbre de Kac KA(G,m) (Cette notation est justifiée par la formule 8 . 1 . 4 . 1 . )

On vérifie également que l'opérateur fondamental W de KA(G,m) est défi-
ni par ( [17] , §2, formule 2.8.)

( W f ) ( g ^ ® g^) = f ( g ^ , g^) (f ç ^(G x G , m <s> m))

(on identifie L2 (G , m) <8> L^G.m) à L2 (G x G , m ® m ) ) .

D'après ( [17] , §2, formule 2 . 9 . ) , on a alors :

r^ (Àç(g) ) = Àç(g) ® Àç(g)

et ^Vê)) = ÀG<g" l)

Cela fournit l 'existence de F^ et K^ ; comme Àç(G) engendre ÎY)(G) , l 'unicité
est évidente.

Comparons maintenant le poids ^ et nT ; l'ensemble é (G) est inclus1 ? m c
dans L (G,m) n L (G ,m) , c'est-à-dire dans a(£ ) , et donc dans A ^(1f[ ^) par 3 . 1 Q

ni . m m
De plus, il résulte de la définition de K^ et de 4 . 2 . 1 . que l'opérateur

modulaire A^ est égal à la multiplication par la fonction modulaire du groupe G.
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L'ensemble 6 (G) est donc invariant par la multiplication par A ^ ; par ([2] ,

2 .7 . ) , ë (G) est inclus dans l'algèbre modulaire maximale ^ , et donc dans ^> ".

Comme d'autre part G (G) est inclus dans A ( u L n K a) » ^l est clair, par

2 .3 .2 .1 . , que : ° G

(F^f)(g) = ?(g~1) pour toute f € 5 ^ ( G ) , et g c G .

Donc, pour tout f de 6 (G) et g de G :

(S'f)(g) = ACg'^fCg" 1 )"

L'algèbre S (G) est donc une sous-algèbre involutive de^s" . L'algèbre hilbertien-

ne à gauche le (G) induit sur !^} (G) le poids ^ , et ^ " le poids m^. Ces

deux poids sont donc égaux sur TT^( Ç (G) * S (G) ) , qui est une sous algèbre faible-

ment dense de TO (G). Par ailleurs, ces deux poids ont le même groupe modulaire

d'automorphismes (induit par la multiplication par la fonction modulaire de G ) , et

cette sous algèbre est invariante par ce groupe d'automorphismes. Donc, par ([141,

lemme 5 .2 . ) , on a m" = </? m

On voit donc que ( ÎÏ) (G), T3 , ^s , ^ ) = KA(G,m)" ; d 'où le résultatG G m
8.1.3.(a) ; de plus, on a KS(G,m) = KA(G,m)".

Nous noterons donc À^ la réprésentation de Fourier de KS(G,m) .(j

, Soient 9 dans Tf) (G)^ , et f dans L (G) ; on a :

^(G.m)^9^ - f> = ^G^9^ * f> ^T 4 ' 3 - 7 -

= <À_* (6 ) , foK^
Lr Lï

= <^ç(foK^) , e>

= <K^ Àç( f ) , 6> par 3.3.2.

f (g) «s À (g) , 6> dm(g) par 8 . 1 . 4 . 1 .Jç G G

= j f (g ) <Âç(g~ 1 ) , ' e > dm(g)

Si 9 appartient à TO (G) , (()._. ,- ^ ( À " ( 9 ) ) est un élément de L°°(G). Le* KA(.G,m.) G
calcul ci-dessus montre que, pour tout g de G :

8 . 1 . 4 . 2 . ^(G,̂ ^»^ - ^G^'') • e>

G

Soient maintenant (G ,m.) et (G,,m») deux objets de la catégorie

et a une flèche de (G. ,m ) dans ( G » , m ^ ) . On notera <j) . , À . , ÀÎ , ... au lieu
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de ^KACG^m.) - ÀG. ? ÀG. î • • • (i = 1 t 2) •i* i i i

Soient g dans G , et 6 dans W (G )^. . On a :

<^(a(g?) , 9> = ( (^ (^(enKaCg^)" 1 ) par 8 . 1 . 4 . 2 .

= KACoO^^À^OnXg'j"1) par 8 . 1 . 1 . ( b )

= (<^1 KA(c i )^À^(6 ) ) (g^ 1 ) par 6 .3 .1 .

= (<^ 1 À ^ ( 9 o K A ( a D ) ( g ^ 1 ) par 6 .2 .2 .

= < ^ , ( g , ) , 6oKA(oO"> par 6 . 1 . 4 . 2 .

= <KA(aF(^(gp) , 6>

Donc À ^ ( a ( g ^ ) ) = K A ( a ) ^ À ^ ( g ^ ) .

L'existence du morphisme KS(ot) est donc démontrée ; l 'unicité est claire

car À (G ) engendre ^(G ).

De plus, comme KS(a) = KA(a)" , la f in de 8 . 1 . 3 . ( b ) résulte de ( 6 . 2 . 4 . ) .

Soient ( G . , m . ) (i = 1 , 2, 3) trois objets de la catégorie ^tf> » a(resp.

0) une flèche de (G ,m ) dans (G ,m ) (resp. de (G ,m ) dans (G ,m ) , et f

dans L^G-). On a :

KA(ga)f = f o ( @ c 0 = K A ( a ) ( f o ( 3 ) = KA(a) KA((3)f .

Donc : KA(ea) = KA(a)KA(3) ; le théorème 8 . 1 . 4 . ( a ) en résulte.

Comme KS(G,m) ï3 KA(G,m)^ , et KS(a) = KA(a)^ , on en déduit 8 . 1 . 4 . ( b ) et

(c).

Corollaire 8 . 1 . 5 . : ( a ) Soient m ' , m" deux mesures de Haar à gauche sur
G, ec soit k > o tel que m" = km' . Alors :

KS(G,m") = ^^(G,!!!')

(b) Soit K un sous groupe compact distingué de G. "Si

m est une mesure de Haar à gauche sur G, munissons G , de la mesure m' image
/ •^

de m par la surjection canonique G ^ G , . Alors KS(s) est un X-morphisme

surjectif normalisé de KS(G,m) sur KS(G,y,m').
/K.

(c)Soit H un sous groupe ouvert de G. Si m est une

mesure de Haar à gauche sur G, munissons H de la mesure m" restriction de m
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à H. Si on note e l'injection canonique de H dans G , KS(e) est un <K-mor-
phisme injectif normalisé de K S ( H , m " ) dans K S ( G , m ) .

( d ) Soit ( G , m ) e 0̂  . L'algèbre de Kac KS(G,m) est
unimodulaire (resp. de type discret, resp. de type compact, resp. de dimension finie,
resp. abélienne) si et seulement si le groupe G est unimodulaire (r-esp. compact,
resp. discret, resp. fini, resp. abélien).

Démonstration : ( a ) résulte de 8 . 1 . 2 . ( a ) et 4 . 2 . 3 .

( b ) et ( c ) résultent de 8 . 1 . 4 . ( c ) et 6 . 3 . 3 . ( a )

( d ) résulte de 8 . 1 . 4 . ( c ) et de 7 . 1 . 6 . ( c ) (resp. 7 . 3 . 4 . ( a ) ,
resp. 7 . 3 . 4 . ( a ) , resp. 7 . 3 . 4 . ( b ) , resp. 6 . 3 . 5 . ) .

Proposition 8 . 1 . 6 . : Soient (G , m ) , ( G , , , m ) deux objets de î'^5» et a,
3 deux flèches de (G ,m ) dans ( G ^ , m ^ ) . Les conditions suivantes sont équivalent-.

Proposition 8 .1 .6 . : Soient (G ,m ) , (G,,,m ) deux objets de î ' ^5» et a,

ix flèches de (G ,m ) dans ( G ^ , m ^ ) . Les conditions suivantes sont équivalen-
tes :

(i) a = (3

(ii) KA(a) = KA(e)

(iii) KS(a) = K S ( @ )

Les fondeurs KA et KS sont donc fidèles.

Démonstration : (i) =^ (ii) ^ (iii) 'est trivial.

Supposons (iii). Par définition 8 .1 .3 . (b ) , on a, pour tout g de G ,

À (a(g)) = À (3(g))
G2 ^

Comme \ est injective, on en déduit a = g .
G2 .

8 . 1 . 7 . : Soit (G,m) un objet de Çl-^S • Explicitons dans les cas de

KA(G,m) et KS(G,m) les principaux objets utilisés dans la théorie générale :

Dans le cas de KA(G,m) :

- la W -algèbre est L (G) ; le coproduit est fourni par la formule :

r ^ ( f ) ( g ^ , g^) = f(g^)

(On identifie L°°(G) ® L°°(G) à L°°(G x G) .

L'involution est fournie par la formule :

K^(f) (g) = f (g~ 1 )
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Le poids invariant à gauche sur L (G) est la mesure de Haar à gauche m.

- L'idéal Tî est donc L ° ° ( G ) n L (G) , et l'algèbre X est égale à
oo l m oo m 2L (G) n L ( G ) . L'espace hilbertien H est le complété de L (G) n L (G) ; nous
l'identifions avec L ( G ) . La représentation ir est alors la représentation usuelle
de L (G) dans L ( G ) . Comme m est une trace, les algèbres . U , , U*» Ĉ sont
égales à L (G) n L (G) ; les involuttons J, S, F sont égales à l'isométrie f -̂  f
de L (G) dans lui-même ; l'opérateur modulaire est égal à 1 , et les automorphis-
mes modulaires sont égaux à l'identité.

Le produit T est le produit des fonctions point par point. Les algèbres
!i ' T U' et U T U sont égales à L ° ° ( G ) n L1 (G) .o o

oo . . . 1- Le prédual de L (G) est identifié à L (G) ; son produit * est le pro-
duit de conyolution usuel ; l'involution ° est défini par f ° ( g ) = A (g ) f ( g )
où A- est la fonction modulaire de G.

1 2Le sous-ensemble £ est égal à L (G) n L (G) ; l'application a est 1 ' in-
1 m 2 2jection canonique de L (G) n L (G ) dans L ( G ) .

L'application p est l'application canonique de L (G) n L (G) dans L ( G ) ;
l'idéal 3 est égal à L ° ° ( G ) n L1 ( G ) .

L'algèbre /A est forméedes fonctions f de L (G) n L^CG) , telles que f°
appartienne à L (G) ; elle contient clairement ê ( G ) .

- L'opérateur fondamental W est fourni par la formule

Wf(g^ , g^) = f(g^ , g^>

(on identifie L2 (G) ® L2 (G) à L2 (G x G)).

La représentation de Fourier est fournie par :

À^(f) = f f ( g ) Àç(g) d m ( g ) .

Dans le cas de KS(G,m) :

- La W -algèbre est l'algèbre de von Neumann engendrée par la représentation
régulière gauche À de G ; on la note W (G) . Le coproduit est déterminé par la
formule :

r ^ ( À ç ( g ) ) = Àç(g) ® Àç(g) V g e G .
L'involution est déterminée par la formule :

K^(À^(g)) = \^g~1)
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Le poids invariant à gauche </? est l 'unique poids normal semi-fini fidèle sur

TH (G) tel que :

^( [ f(g)Àç(g)dm(g)) = f(e) , V f € ^(G) * ^(G)

et

o^(x) = A^ x A^ V x 6 1fYÏ(G)

(où A est la multiplication par la fonction modulaire de G).

En ef fe t , si f , f^ e 6 (G) , si ^ est le poids défini au début du

§ 8 , on a :

^n/V^ * ^^ ^n/V^V^ ^2 1 t#) ° (f! 1 ^ ° (E! * ̂ ^

par [ l ] , chapitre VIB, §4, corollaire de la proposition 15.

L'unicité se montre par ([143, lemme 5 .2 . ) , car À - ( C (G) * S (G)) est uneG c c
sous algèbre, invariante par a , faiblement dense, de W (G) .

- L'idéal •C (et les autres objets associés à <^) n'est pas connu expli-

citement ; il contient À-(L (G) n L (G)) (cf. 3 .1 .9 . ) . L'algèbre ^ n Tl * con-G \p if
tient À ( S (G) ) . On peut identifier l'espace hilbertien H à L^G). Alors

C (G) , muni du produit de convolution, et de l'involution f(g) -^ A-(G ) ï(g )c Ç
(où A est la fonction modulaire de G) est une sous algèbre hilbertienne de ÏL ,

équivalente à SJi . L'involution J est fournie par :

(Jf) (g) = A^g"172) î(g~1)

L'involution S est la fermeture de l'involution de Ç (G) définie ci-dessus ;

l 'involution F est la fermeture de f (g ) ^?(g~1) (f e ^ (G)) .

Le produit T , restreint à S (G)- ,est donc le produit de convolution *

L'opérateur modulaire est la multiplication par la fonction modulaire de

G. L'algèbre Ç (G) est une algèbre modulaire, qui est donc incluse dans îi, etc o
dans ^['. Les algèbres î\. ' T U' et U^ T ^ contiennent donc î? (G) * g (G).

- Le prédual de ^Y1 (G) est formé des applications a) : x ^ (xf [ g)
(x € ^ (G) ; f ,g € L^G)) .

L'involution ° est fournie par (D° = a ) — — .
f > g g» f

L'opérateur fondamental W est fourni par :

(Wf)(g, , g^) = f(g^ g, , g^ ) (g^ , g^ e G)

et la représentation de Fourier À par :
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\> 9À(o)^) = f * g ( f , g ç L " ( G ) )

(au sens de [ 1 3 , chapitre VIII, §4 cor. de la proposition 1 5 ) .

Si l'on identifie le prédual M^ à son image par À , il devient l'ensemble
des fonctions sur G qui peuvent s'écrire sous la forme f * g^ ( f , g e L^G)) .
C'est l'ensemble A(G) de [ 1 0 ] . Le produit de M^ devient alors la multiplication
point par point et l'involution devient la conjugaison.

L'ensemble £ contient alors A(G) n L^G), par 3 . 1 . 9 .

Les applications À , a, p sont réduites à l'identité.

Enfin, l'algèbre /A^ contient ï? ( G ) * ̂  ( G ) .

8 . 2 . Le foncteur KS est une équivalence

Proposition 8 . 2 . 1 . : Soit (K = ( M . F , K , ^) une algèbre de Kac symétrique.
Alors,

(a) Le prédual M^ est une algèbre de Banach involutive abélienne. Son
spectre X(M^) est un sous groupe de l'ensemble des opérateurs unitaires de M ;
la W*-algèbre engendré par X(M^) est égale à M. Si on munit X(M ) de la topolo-
gie induite par o(M.M^) , c'est un groupe localement compact.

(b ) La reperésentation de Fourier À associée à K peut s'étendre en une
présentation 1 de la C*-algèbre enveloppante de M^ , qu'on peut identifier à
l'ensemble des fonctions continues sur X ( M ^ ) , tendant vers 0 à l'infini. Alors, pour
tout f de e ^ ( X ( M ^ ) ) , I(f) appartient à W^ , et l'application f - ^ ( I ( f ) )
définit une mesure de Haar à gauche sur X(M ) ; notons là 'm

( c ) II existe un isomorphisme normalisé unique j de K sur KS(X(M ) m)
tel que, pour tout g de X(M )

j ( g ) = ^(M^
Le foncteur KS est donc représentatif.

( d ) L'algèbre de Banach abélienne M est régulière.

Démonstration : ( a) Par 6 . 3 . 5 . , on voit que K' est une algèbre de Kac abé-
lienne. et donc appartient à ̂  . Par 6 . 3 . 2 . et 6 . 3 . 5 . . on voit donc que K appar-
tient à ̂  . C'est donc, par 7 . 1 . 7 . , un objet dual au sens de [ 1 7 ] . Le résultat a)
provient alors du théorème 14 de [ 1 7 ]
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(b) résulte de [17] , lemme 10.5 et de [:17], leinme 10.6.

(c) La construction de 1'isomorphisme est faite en C l 7 ] ,

lemme 10.7. (page 759 à 7 6 1 ) (il est noté 9 ) . Comme X(M ) engendre M, l'unici-

té est immédiate.

(d) On déduit de [10], lemme 3.2. et théorème 3.3.4. que,

pour tout groupe localement compact G , le prédual de ^f) (G) est une algèbre de

Banach régulière. Par (c) , en transposant j , on trouve un isomorphisme d'algèbres de

Banach entre M et le prédual de W (X(M ) ) . D 'où le résultat.

Soit K = (M, F, K , ^) une algèbre de Kac abélienne. Alors K^ est symé-

trique (cf . 6 .3 .5 . ) . Par 8 . 2 . 1 . , X(M^) peut être muni d 'une structure de groupe lo-

calement compact. On a :

Corollaire 8 .2 .2 . : Soit m une mesure de Haar sur X(M") il existe alors

un unique isomorphisme j ' de K sur KA(X(M^) ,m) tel que :

[j '^^a'wnKg) = <g~1 , e>

pour tout g de X(M^) et 9 de M" .

On peut choisir m de telle sorte que j ' soit normalisé.

Le foncteur KA est donc représentatif.

Démonstration : Prenons pour mesure de Haar sur X(M^) la mesure introduite

en 8 . 2 . 1 . ( b ) . Par 8 . 2 . 1 . ( c ) , il existe un isomorphisme normalisé j de K^ sur

K S ( X ( M ^ ) , m ) . Donc, par 6.3.3.(a) et 6 . 2 . 4 . , j^ est un isomorphisme normalisé de

K S ( X ( M ^ ) , m ) ^ sur lïT" , c'est-à-dire de KA(X(M") ,m)^ sur K^ . Par 4 .3 .6 . , il

en résulte que :

^(Xœ^.m)0 r ° ^K

est un isomorphisme normalisé de K sur K A ( X ( M ^ ) , m ) . Notons le j ' . Pour tout g •

de X ( M ^ ) , et Q de M^ , on a :

j^rwmg) = (^(M:).m) ° ̂  ° r(e))(^

= ^(XO^Lm) ^(M:) (e ° j ) (g)

= < À y C M - ^ ( g ) » Q o j > par 8 .1 .4 .2 .
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= <j"1 o ^(M;)^ , e>

= <g~1 , 9> par 8 .2 .1 . (c )

L'unicité de j * provient du fait que ^ (X^(M^)) est dense dans M.
K. *

Proposition 8.2.3. : Soient (G,m) un objet de QtÏ , et K une algèbre

de Kac réduite de KS(G,m) , et r la réduction de KS(G,m) sur K . Alors, il

existe lin unique sous-groupe compact distingué K de G tel qu' i l existe un iso-

morphisme j normalisé de IK sur KS(G, ,m ' ) (où m* est la mesure de Haar image
sde m par la surjection canonique G ->- G/ ) faisant commuter le diagramme ci--

K.
dessous

KS(G,m) ————r————> K

KS(s)

KS(G/^ ,m')

De plus, j est unique.

Démonstration : On note L (resp. R ) l'endomorphisme de W(G) défini

par y -> yx (resp. y -> xy) . Soient x,y dans ^(G) , et œ dans

( r ( W ( G ) ) ) ^ ; on a :

<x , a)oroL > = <yx , o)or>

= <r(yx) , ûû>

= <L^^r(x) , o)>

= <r(x) , ̂ a\^>

= <x , ^\ç^ o r>

On a donc , cûoroL = œoL . .or pour tout y e 'TTÏ (G), et a) de (r( 1nn(G))) et

de même, pour tout y de '^(G), et œ de (r( ^O(G) ) )

8 .2 .3 .1 . (Doro.R = œ o R ^ / ^ o r

II en résulte que [r( 1̂ 0 (G) ) ] o r est une sous algèbre fermée de W (G) , inva-

riante à gauche et à droite au sens de ([19] , §5) . Posons :

K = { g e G ; o)oR^ ( ) = ^ V a) € [r( ^ (G))]^ o r}
G

Alors, par ([19] , théorème 9), K est un sous groupe compact de G.
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Soit g dans G. On définit une application de G dans r( W (G)) par

a(g) = r(À^(g)) .

On a clairement r(a(g)) = a(g) ® a(g) par (Mi) et 8 . 1 . 3 . ( a ) . Donc a(g)

s'identifie à une forme linéaire multiplicative sur (r( W (G))) . Supposons

a(g) = 0 . Alors, pour tout œ de [r( W (G))]^ , et f de L^G), on a :

0 = <a(g) . .oR^^>

= <r(Àç(f))r(Àç(g)) . œ>

= <r(Àç( f)) , œ>

où gf désigne la translatée à gauche par g de la.fonction f

Soit

. 0 = <À^( f) , o)or>

= <(À^(o)or) , gf>

= <K ° ^KACG.m) ° ÀG(a)or) } gf> P^ 4 - 3 - 7 -

= <K ° ^KACG.m) 0 rA ° ÀG(a)) * g^ ^ar 6 ' 2 - 2 -

En faisant tendre Àç(o)) vers 1 , on en déduit <1 , f> = o , soit
6

0 = fCgg^dmCg') = fCg^dmCg') pour tout f de L1 (G)
G •'G *

ce qui est absurde.

Donc a(g) ^ Q .

Il en résulte donc, que pour tout g de G , a(g) appartient à

X ( ( r ( W (G) ) )^ ) qui est un groupe localement compact par 8 .2 .1 . (a).

Il résulte de la définition de a , et de [9] . lemme 2.2. que a est un

homomorphisme strict de groupes de G dans X([r( ̂  (G))^) ; a(G) est donc un

sous groupe ouvert (donc fermé) de X([r( •Tn (G))]^) . Soit maintenant a) dans
[rCM (G))]^ , tel que :

<a(g) , œ> = 0 g e G .

On en déduit :

^çCg) , û)or> = 0 g e G

Cela entraîne o)or = 0 ; comme r est surjectif, on en déduit a) = 0 . En appliquant
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8 .2 .1 . (d ) à [ r ( W (G))^ » on voit q^ [ r ( W ( G ) ^ ) ] ^ est une algèbre de Banach

régulière. Donc a(G) = X[ ( r (Tn (G) ) )^ ] .

Le morphisme de groupes a de G dans X([r(1nn (G) ) ]^ ) est donc surjectif.

Recherchons Ker a : soit g dans Ker a ; cela équivaut à a ( g t ) a ( g ) = û^ê')

pour tout g* de G , ou encore :

«^g*) » ^oR / ^ = ^(g') » ^ pour tout œ de [r( W (G)) ] et pour

tout g* de G.

Comme a est surjectif, et que (X[r( W (G)) ]^) engendre r ( l fYKG)) par

8.2 .1 . (a) , cela équivaut à :

a) o R / ^ = œ pour tout œ de [r( W ( G ) ) ]
a(g) *

ou encore, à :

œor = (.0 R^g) o r

= (1)0 r o R, / '. par 8 .2 .3.1.
G

pour tout (i) de [ r C ^ C G ) ) ]

Donc g appartient à K , par définition de K. Ainsi K = Ker a ; K est

donc un sous-groupe distingué.

On peut décomposer a en la surjection canonique s : G ->• G/ , et un iso-

morphisme bicontinu 3 de G/ sur X((r(1Tl(G))) ) ; on a donc a = 0s.
K. *

On a vu en 8 .2 .1 . (c) qu^l existe un isomorphisme normalisé d'algèbres de
«

Kac j * de K sur KS[X((r(infl(G))) )], où m est une mesure de Haar convenable sur

X((rOn(G)))^).

Posons :

j = KS(f3~ 1 ) o J '

On a ainsi défini un isomorphisme normalisé de K sur K S ( G . , m ' ) où m' est/K
une mesure de Haar convenable sur G/ .K

•Soit a(g) dans X ( [ r ( T n ( G ) ) ] ) ; on a :

j(a(g)) = KS(e-1) o ^([rdY^G))]^^ par 8 . 2 . 1 . ( c )

= À , (6~1 o a(g)) par 8 .1 .3 . (b)
K

= X _ , (s(g))
^K

= KS(s) Àç(g) par 8 .2 .1 . (c )
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Par définition de a , on en déduit :

j o r Àç(g) = KS(s) À^(g)

et, comme À (G) engendre W (G) , on en déduit :

jr = KS(s) .

Il est clair maintenant que si on choisit comme mesure de Haar sur G/K
1 image par s de la mesure de Haar sur G, 1'isomorphisme j sera normalisé par
8 . 1 . , 5 . ( b ) .

Comme r est surjectif, l'unicité de j est évidente.

^ Montrons maintenant l'unicité du sous groupe K ; supposons qu'il existe K
et K^ vérifiant les conclusions de 8 . 2 . 3 . alors, il existe un isomorphisme ^ de
KS(G/^ , m j ) sur KS(G/ , m^) qui fait commuter le diagramme suivant, où s .
est la surjection G ->- G/ (i = 1 , 2 )K!

KS( G , m ) ^̂  KS(G/ , m ' )- ^ 2

KS(s^ ) \̂ ' /^

KS(G/ , m ; )
1

Par 8 . 1 . 4 . , il résulte que KA(G/ , m ' ) et KA(G/., , m ' ) sont isomor-^i • l K^ 2
phes. Par [ 2 4 ] , il existe alors un isomorphisme y bicontinu de G/ sur G/
tel que ^ = KS(y) . } 2

II en résulte donc que :

KS(ysp = KS(s^)

dloù y o s^ = s^ par 8 . 1 . 6 .

Donc Ker s = Ker s soit K - K .

Proposition 8 . 2 . 4 . : Soient ( G , m ) un objet de Cf^ç , K une algèbre de
Kac réduite de KA(G,m) , r la réduction de KA(G,m) sur K . Alors, il existe
un unique sous groupe ouvert H de G tel qu'il existe un isomorphisme j norma-
lisé de IK sur K A ( H , m " ) (où m" est la restriction de m à H ) , faisant commuter
le diagramme ci-dessous, où e désigne l'injection de H dans G :
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De plus, j est unique.

Démonstration : De même qu'en 8 . 2 . 3 . , on voit que [r(L ( G ) ) ] o r est une
sous-algèbre fermée de L ( G ) , invariante à gauche et à droite au sens de [ 1 9 . ] , §5.
Posons :

H = {g e G ; l'application g* -> f(g g ' ) appartient à \_r(L°°(G) ) ]^ o r ,
pour tout f dans [ r ( L ° ° ( G ) ) ] o r } .

Alors, par [ 1 9 ] , théorème 10, H est un sous groupe ouvert de G. De plus,
[ r ( L ( G ) ) ] o r est l'ensemble des f de L (G) nulles en dehors de H.

Soit donc a) dans [ r ( L ( G ) ) ] ; l'application œ ->• o)or [ H est donc un
i *isomorphisme de [ r ( L ( G ) ) ] sur L ( H , m " ) .

Par transposition, on en déduit l'existence d'un isomorphisme j de
r(L ( G ) ) sur L ° ° ( H ) défini , pour toute f de L^G) , par :

< j ( r ( f ) ) , œor|H> = <r(f) , œ>

= <f , oûor>

= <f | H , œor|H>

D'où j ( r ( f ) ) = f | H

= f o e où e désigne l'injection H ->- G

= KA(c)f par 8 . 1 . 1 . ( b )

II en résulte que jr = KA(e) .

On en déduit que j est un isomorphisme normalisé entre K et K A ( H , m ' ) .
Comme r est surjectif, il est clair que j est unique.

Montrons maintenant l'unicité du sous groupe H :
Supposons qu'il existe deux sous groupes ouverts H et H- de G satis-

faisant aux conclusions de 8 . 2 . 5 . Dans ces conditions, il est clair qu'il existe
un isomorphisme ip de KA(H , m " ) sur KA(H , m " ) qui fasse commuter le diagram-
me ( e . est l'injection H. -> G(i = 1 , 2 ) )
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K A ( e . )
KA(G,m)——————-—————ï.KA(H^ , m?

KA(c^) \ ^/ ^

KA(H^ , m1?

Par [24] , il existe un isomorphisme bicontinu y de H sur H tel que ^ soit
égal à KA(y) .

On a donc KA(e^y) = KA(e )

dîoù ^ ° y = £! P̂  8 . 1 . 6 .

^oû Im c = Im e

soit H = H .

Corollaire 8 . 2 . 5 . : Soient ( G , m ) un objet de QH , K une sous algèbre de
Kac de KS(G,m) . ' i l'injection canonique de K dans K S ( G , m ) . Alors, il existe
un unique sous groupe ouvert H de G , tel qu'il existe un isomorphisme j norma-
lisé de K sur KS(H , m " ) (où m" est la restriction de m à H ) , faisant com-
muter le diagramme ci-dessous, où e désigne l'injection canonique de H dans G

K ————Ï———9. KS(G,m)

J \ / KS(e)
K S ( H , m " )

De plus, j est unique.

Démonstration : Le résultat s'obtient par dualité à partir de 8 . 2 . 4 .

Corollaire 8 . 2 . 6 . : Soit ( G , m ) un objet de Q-^g ; on note e l'unité de
G. Le poids ̂  sur TT) (G) canoniquement associé à l'algèbre modulaire 6 (G)
est strictement semi-fini si et seulement si il existe un sous-groupe ouvert de G
qui soit unimodulaire.

Démonstration : Par 7 . 1 . 8 . , le poids ^ sera strictement semi-fini si et
seulement si il existe une algèbre de Kac réduite de K S ( G . m ) " (ou, par isomorphisme
de K A ( G , m ) ) qui soit à poids invariant. Comme KA(G,m) est abélienne, donc à
trace, cela équivaut à l'existence d'une algèbre de Kac réduite de KA(G,m) qui
soit unimodulaire. Pai- 8 . 2 . 5 . , cela équivaut à l'existence d'un sous groupe ouvert
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H de G tel que K A ( H , m " ) soit unimodulaire. Par 8 . 1 . 2 . ( d ) , cela équivaut donc
à l'existence d'un sous groupe ouvert H de G qui soit unimodulaire.

Corollaire 8 . 2 . 7 . : Soient (G , m ) , (G , m ) deux objets de ̂ W^ , et u
un îK-morphisme de KS(G ,m ) dans KS(G , m ^ ) . Alors, il existe un unique homo-
morphisme strict a de G dans G,- , à image ouverte et à noyau compact, tel que :

u = KS(a) .

Le foncteur KS est donc plein et fidèle.

Démonstration : En utilisant la décomposition canonique u = ijr définie
en 5 . 4 . 2 . , et les résultats 8 . 2 . 3 . et 8 . 2 . 5 . , on voit qu'il existe un unique sous
groupe compact distingué K. de G. , et un unique sous groupe ouvert H^ de G^
tels que, si s , est la surjection canonique de G sur G / , et c l'injec-1 1 1 iv- Z
tion canonique de H, dans G^ , on ait :

r = KS(s?

i = KS(e^)

D'autre part, j est un isomorphisme de KS(G , , m ' ) sur KS(H , m " ) . Par

8 . 1 . 4 . , il en résulte que KA(G , , m ' ) et KA(H , m " ) sont isomorphes. Par [ 2 4 ] ,

il existe un isomorphisme bicontinu y de G. , sur H/, tel que :1 / K- L

J = KS(y) .

On a alors u = KS(e^ o y o s . ) .

Il est clair que c, y s. est une flèche de ( G , , m ) dans (G , m^) .
L'unicité résulte de 8 . 1 . 6 .

Définition 8 . 2 . 8 . : On notera ClWU. (resp. ^S , Q'S , resp. Q ̂  , resp.
Û^'Q^ ) la sous catégorie pleine de 9^^ obtenue en prenant pour objets les grou-
pes localement compacts unimodulaires (resp. compacts, resp. discrets, resp. finis,
resp. abéliens).

Théorème 8 . 2 . 9 . : (a) Le foncteur KS est une équivalence entre Û^'6 et ̂ ^ .
La restriction de KS à Cj^ti (resp. M , resp.^ , resp.^ , resp. Q^^CL ) est
une équivalence entre ^^^^- ( r e s p . ( 3 ï ? , resp.^5^ , resp. Qf , resp. Q'f^^- ) et
3CÏ n °^U (resp. ̂  n ̂  , resp. ^f n ̂  , resp. XY n3QSnW,resp. W n ̂ ^ ) .
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(b) Le foncteur KA est une dualité entre W^ et 'K<^ .

La restriction de KA à Q^ U (resp. ̂  , resp. ̂  , resp. ̂  , resp. ̂ ^ ) est

une duali té entre ^''6'tt (resp. 0^ , resp. ̂  , resp.Q^ , resp. ^Î?A ) , et

W n Xll (resp. 1A n M , resp. M n ?c<S , resp. ^n X^n'3^ , resp.

;Ul n J^ ) .

Démonstration : (a) Le foncteur KS de QC'ê dans 3C^f est plein ( 8 . 2 . 7 . ) ,

f idèle ( 8 . 1 . 6 . ) et représentatif ( 8 . 2 . 2 . ) . c 'est donc une équivalence. Le reste du

théorème provient de 8 . 1 . 5 . (d) .

(b) Le foncteur KA est une dualité par (a) , 8 . 1 . 4 . ( c ) et

6.3.5. Le reste du théorème provient de 8 . 1 . 2 . ( d ) .

-*8.3. Théorème de duali té

Théorème 8 .3 .1 . : Soit (G,m) un objet de ^^ . Alors :

(a) L'ensemble X( TTl (G) ) est un sous groupe localement compact de l'ensem-

ble des unitaires de 'TV1 (G) , muni de la topologie faible.

(b) La représentation régulière à gauche À de G est un isomorphisme bi—

continu de G sur X( IT) (G) ).

Démonstration : (a) L'algèbre de Kac KS(G,m) est symétrique ; par 8 .2 .1 . ( a ) ,

on en déduit (a).

(b) Soit j l'isomorphisme de KS(G,m) sur KS(X( W) (G)^) ,m1 )

défini en 8 . 2 . 1 . ( c ) . Par 8 . 2 . 8 . ( b ) , il existe un isomorphisme bicontinu, a de G

sur X( TU (G) ) , tel que j = KS(a) . D 'aut re part, pour tout g de G , on voit,

par définition de !„ (8. 1 . 3 . (a)) que ^/-,(g) est une forme linéaire multiplicative\j (j .
non nulle sur '̂  (G) , c'est-à-dire un élément de X( TiQ(G) ) . On a donc, pour tout

g de G :

^(G),)^)) =J(yg)) par 8 . 2 . 1 . ( c )

= (KS(a))(Àç(g))

= ^ (^ (G) /^ par 8.1.3. (b)

Par 1 ' injectivité de ^v/ ,w^/^ \ \ , on en déduit que a = À- .x { TU \(s) ) G

D'où le résultat (b) .
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Remarque 8 . 3 . 2 . : Grâce à la proposition 8 . 2 . 1 . , on voit que le spectre de
W (G ) est le groupe intrinsèque de KS(G,m) (au sens de [ 9 ] , définition 3 . 5 . ) .* 3.8)
Le théorème 8 . 3 . 1 . est donc le théorème kle [ 9 ] . Ermest a montré en [ 9 ] , proposition
3 . 1 . 3 . , remarques 3 . 1 . 4 . et 3 . 1 . 6 . qu'on peut en déduire les théorèmes de Tatsuuma
et de Tannaka.

Théorème 8 . 3 . 3 . (Pontryagin)
Soit ( G , m ) un élément de ^.^°

( a ) L'ensemble G^ des caractères sur G , muni de la restriction de la topo-
logie o(L ( G ) , L ( G ) ) est un groupe localement compact abélien.

( b ) II existe une mesure de Haar unique m^ sur G^ , telle qu'il existe
un isomorphisme normalisé entre KS(G,m) et KA(G^, m ^ ) . Si on identifie ces deux
algèbres de Kac, la représentation de Fourier À de KA(G,m) est fournie par laG
formule :

À ç ( f ) ( x ) = f f ( g ) <g,X>~ dm(g) (f € L^G))

(ce qui justifie la terminologie de 2 . 1 . 1 1 ) .

( c ) (Théorème de Plancherel). On effectue encore l'identification faite en
b) ; si f appartient à L (G) n L (G) , alors À^(f) appartient à î2(G^) , et
on a , (f , f c L1 ( G ) n L^G))

| .V^^ V^X^'dnT ( x ) = f f , ( g ) f ^ ( g ) ~ dm(g)

( d ) Soit g dans G. Posons g " ( x ) = x ( g ) pour tout x de G " . Alors,
l'application g -̂  g" est un isomorphisme bicontinu de G sur G " " .

( e ) Si G est compact (resp. discret, resp. fini), G^ est discret (resp.
compact, resp. fini).

Démonstration : ( a ) Comme G est abélien, par 8 . 2 . 9 . ( a ) , KA(G,m) est une
algèbre de Kac symétrique. Donc, par 8 . 2 . 1 . ( a ) , X^^G)), muni de la restriction de
o(L ( G ) , L ( G ) ) est un groupe localement compact (qui est évidemment abélien). Or,
les éléments de X(L ( G ) ) sont les éléments non nuls de L^G), tels que F^^f^f.„ G
On en déduit a ) , par la définition de F ( 8 . 1 . 1 . ( a ) ) .G

( b ) Par 8 . 2 . 1 . ( b ) et ( c ) , il existe une mesure de Haar m^
sur G " , et un isomorphisme j de KA(G,m) sur KS(G",nT) ', définis par :
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8 . 3 . 3 . 1 . Jç(x) = Aç (x) (x € G-)

On en déduit que ^(ç-^ o (jç )" est un isomorphisme normalisé de KS(G,m) sur

KA(G",nT). Il vérifie,' pour tout f de L 1 (G) , et x de G" :

^Ki(G-,nn ° (JG^V^^ =

= ^KicG'.nn^G^ 0 ^ l ))](x) P^ 6 - 2 - 2 -

= <ÀGA(X ) ' f ° ^G^ P31" 8 • l • z ^ • 2 .

= <f ' X > par 8 . 3 . 3 . 1 .

f (g) <g , X>~ dm(g) .
•'G

D'où (b).

(c) Se déduit de (b) et de 3 .1 .9 .

(d) On déduit de (b), que pour tout g de G :

^(G-.nO ° (JG^V^^ = <ë~l » X> = (g^rCx)

ou encore :

^Kl(G-,m-) ° ̂ ^ ^G^^ = <ë~1) '

En appliquant 8.3.3.1. à KA(G", m^) , on trouve :

8 - 3 - 3 - 2 ' ^ ° ^(G-,m-) 0 (JG^^^^^ = ̂ ^D.

Comme jç o ^(G^nT) 0 ^G ^ est un isomorph3-sme normalisé de KS(G,m) sur

KS(G^,m^) , par 8.2.9.(b), il existe un isomorphisme bicontinu e de G sur G"
tel que :

KS(.) = ̂  . *Kl(G-,m~) » ̂ r

ce qui s'écrit encore, par 8.3.3.2. et 8 . 1 . 3 . ( b )

Âç—((g~1) ' ) = À^.(e(g))



Par l'injectivité de À ̂  , on en déduit que, pour tout g de G , on a(j

g^ = c ( g ~ 1 ) , d'où ( d ) .

( e ) Se démontre en utilisant ( d ) et 8 . 2 . 9 .
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