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UNE DUALITE DANS LES ALGEBRES DE VON NEUMANN
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0 INTRODUCTION

L'un des problémes majeurs de 1'analyse harmonique est 1'étude des groupes
localement compacts et de leurs représentations (unitaires). L.S. Pontryagin a dé-
montré que l'ensemble des caractéres d'un groupe abélien localement compact G est
un groupe abélien localement compact pour une topologie convenable. On 1'appelle le
groupe dual de G et on le note G~. De plus, le groupe dual de G” est canonique-
ment isomorphe et homéomorphe & G. Un caractére de G peut &tre considéré comme
une représentation de G. Elle est clairement irréductible ; de plus, toute repré-
sentation irréductible de G est un caractére. Dans le cas d'un groupe compact,
bien qu'il puisse exister d'autre représentations irréductibles que les caractéres,
et bien que le produit tensoriel de deux représentations irréductibles ne soit pas
nécéssairement irréductible, T. Tannaka [20] a démontré qu'il est possible de re-

constituer le groupe G 3 partir de l'ensemble de ses représentations irréductibles.

Puis, le premier résultat de dualité concernant des groupes non compacts et
‘non commutatifs a &té obtenu par W.F. Stinespring []5] pour les groupes localement
compacts unimodulaires. Dans [15], le role de 1'objet dual est joué par 1'algébre

de von Neumann engendrée par la représentation réguliére gauche de G dans LZ(G).

Afin d'obtenir une situation rappelant celle du théoréme de Pontryagin,
c'est-3-dire oli les objets étudiés et leur duaux sont de méme nature, G.I. Kac [13]
a donné un cadre abstrait satisfaisant aux constructions de Stinespring, dans le cas
séparable, et a obtenu une dualité entre "ring-groups'. Ces objets généralisent aus—
si bien les groupes localement compacts unimodulaires que 1'algébre de la représen-

tation réguliére gauche.

Par ailleurs, N. Tatsuuma [2]] a généralisé les constructions et le résultat
de Tannaka au cas des groupes localement compacts généraux, en faisant intervenir
1'ensemble des représentations unitaires du groupe. Notons que dans la démonstration
du théoréme de Tatsuuma, la représentation réguliére gauche joue, 13 encore, un role
fondamental. Dans [9], J. Ernest, se fondant sur un résultat de J.G. Wendel [24], a
donné une nouvelle formulation du théoréme de Tatsuuma utilisant la théorie des al-

gébres de Hopf.

D'autres résultats sur cette question, traités en termes d'algébres d'opé-

rateurs, sont dus 3 P. Eymard [10] et M.E. Walter [23].

Dans [17], M. Takesaki réussit & retrouver le résultat d'Ernest en généra-
lisant la construction de Kac au cas non-unimodulaire. Toutefois, il ne fournit pas
une réelle dualité ; plus précidément, ses objets duaux sont de nature différente

de ses objets de départ et ne sont pas caractérisés intrinséquement. A priori, cela



ne permet pas de trouver un procédé restituant l'objet de départ a partir de 1'ob-
jet dual.

Notre construction remédie a ces défauts. D'une part, nous construisons une
classe qui inclut 3 la fois les objets de départ de Takesaki et ses objets duaux,
dont nous donnons d'ailleurs une caractérisation. D'autre part, en ce qui concerne

la dualité, nous retrouvons une situation analogue & celle de Pontryagin et Kac :

1'objet bidual est isomorphe a 1'objet de départ.

De plus, nous munissons cette classe d'une structure de catégorie ¥ . La
dualité apparalt alors comme un foncteuf contravariant involutif de ¥ dans elle-
méme. Nous démontrons 1'existence d'une équivalence (resp. d'une dualité) entre la
catégorie des groupes localement compacts munie des homomorphismes stricts & images
ouvertes et noyaux compacts (ces hypothéses sont indispensables pour que la corres-
pondance G - Ll(G) soit fonctorielle [ll]) et la sous-catégorie pleine de ¥ for-

mée des objets symétriques (resp. abéliens).

La plupart des résultats démontrés dans ce mémoire ont été annoncés dans
[7] et [8]. Pour obtenir une situation plus agréable, nous avons choisi une défini-
tion de la classe a priori plus restrictive que celle utilisée dans [7], définition
2 ; toutefois, certains résultats (notamment tous ceux des paragraphes 1.1. & 4.1.)
restent valables tels quels; ou se généralisent, dans le cadre ancien (se reporter
a [7]).

Au moment ol nous commencions larédaction de ce travail, nous avons pris

connaissance d'une note de L.I. Vainerman et G.I. Kac [22], qui annonce des résul-

tats analogues d ceux de nos chapitres 1 a 4.

Nous remercions M.J. Dixmier qui nous a confié ce sujet de recherche et au-
prés de qui nous avons trouvé, a tous les stades de 1'élaboration de ce travail, we

aide constante.

Nous remercions également F. Combes avec qui nous avons eu de nombreuses et

utiles conversations, notamment en ce qui concerne la théorie des poids.

Nous remercions Madame Simon qui s'est chargée de la dactylographie de

1'essentiel du mémoire et Madame Chauvier de celle des trois premiers chapitres.

Nous associons & ces remerciements le Département de Mathématiques du C.S.P.

de Saint-Denis qui, en autorisant Madame Simon 3 nous aider, a permis 1'achévement

de la frappe avec la rapidité nécéssaire.



I  ALGEBRES DE KAC

I.1. Préliminaires

. . +
Soit M une W*—algébre. Un poids ¢ sur M est une application de M dans

+ _ .. .
[0, + »] telle que, pour tous x et y dans M et pour tout réel positif A, on ait

V(x +y) =0(x) +9(y)
Y (x) = (%)

On note}[w 1'idéal & gauche de M formé des éléments de x de M tels que
P(x"x) < + @ et7K¢ la sous—-algébre involutive de M égale 5”&:’Ep' (Se reporter a
[2], p.50 et suivantes).

Définition I.1.1., On dit qu'un poids ¢ sur M est

(a) normal, si <,0(supi xi) = supfp(xi) pour toute la famille X croissante,
bornée, d'éléments de M+;

(b) fidéle, si pour tout x de M+, x # O entraine ¢v(x) # 0;

(¢) semi-fini, siM_ est faiblement dense dans M.

. Remarque: Grace 3 [12'], la définition (a) est &quivalente i celle utilisée
dans [ 14 ]

Soit ¥ un poids normal, fidéle, semi-fini sur M. La forme sesquilinéaire
sur n; X‘n; définie par (x,y) > w(y*x) permet de munirqqp d'une structure préhil-
bertienne. On note ﬂ# 1'espace hilbertien complété et A¢ 1l'injection canonique de
1(¢ dans H,.

Pour tout x de M, 1l'application @p(y) +>A¢(xy) de Ap(?t¢) dans lui-méme se

prolonge par un opérateur borné& sur ﬁp’ que 1'on notera mp(x). L'application LA

est un isomorphisme de M sur une sous—algébre de von Neumann mp(M) de £(H¢). On
notera encore ¢ le poids sur ﬂ¢(M)’ transporté de M par Ep.
L'espace vectoriel Ap(91¢ n’t;) , muni du produit T dé&fini par :
A TA = A
. p (X) () o (x9)
et de 1'involution , définie par :
# *
=A
A¢(X) ¢(x )
est une algébre hilbertienne & gauche achevée, que 1'on notera®. ([ 16 ] définition
5.1).

#
L'opérateur est fermable; nous désignerons par S sa fermeture dont 3 desi-

gnera le domaine.



Soit &' 1'algébre hilbertienne 3 droite achevée associée 3 A; on notera

encore T son produit. On appellera bson involution, on notera F la fermeture de b,
de domaine %b; t'est 1'adjoint de S. 1/
L'opérateur S admet une décomposition polaire JA ol J est une involution

isométrique antilinéaire et A un opérateur autoadjoint positif non singulier, appe-

1é opérateur modulaire associé 3 ¢.
[¢] : Jr (M)J = M)
n a ¢() ﬂ¢()

et pour tout t de R : .

Altnw(M)A . ™, 0
ce qui permet de définir le groupe des automorphismes modulaires associé a ¢, par
la relation : ﬂp(Oi(X)) _ Aitmp(x)A_it pour x € M.

On notera Mp la sous—aléébre des éléments de M invariants par le groupe des
automorphismes modulaires.

On notera respectivement T et T' les représentations canoniques de A et AU
dans ﬁﬁ. Nous dirons qu'un vecteur & de ﬂp est borné a gauche si 1'application de
MU' dans Ep définie par n > m'(n)€ est un opérateur borné. Le prolongement continu
de cet opérateur & Hp est encore noté () ([2 1, 2.1). L'ensemble des éléments
bornés a gauche est &gal 3 Ap(T(¢) ({21, 2.3 et 2.11). Rappelons que n(Ap(qu)) et
m(A) engendrent 1'algébre de von Neumann EP(M).

On noterall, la sous—algébre modulaire maximale &quivalente 3 X ([2 1, 2.7),
elle est incluse dans % n ',

On notera ¢ ® ¢ 1'unique poids sur M ®'M vérifiant les conditions

a)MIW ®1ﬂ¢ c MT¢®¢ et (p ® v) (x® y) =¢ (x) ¢(y) pour tous x,y dans m1¢

peo _

b) oy = o, ® di pour tout t de R. ([4 ], définition I.1.3)

Soit H un espace hilbertien. Pour &£,n dans H, on désigne par Qg n la forme
’

linéaire sur (H) définie par :

<x, 0 >=(x&|n) pour x € L(H)

g,n

Soient & et n dans &p’ on posera :

1 212 - M
w =0 T c'est un élément du prédual M, de M.
En - En e T *
Grace a3 (21, 2.16, on sait que tout &lément de M est de cette forme.

-

. a . eqa_
Pour éviter les ambiguités de notations, nous pourrons etre amenés a utili

ser les notations § etc. au lieu de S, J, 2 ...

w’J‘p’uw



Proposition 1.1.2 : Soient M une w*-algébre, ¢ un poids normal, fidéle,

semi-fini sur M, § un élément ded'" T &', La forme linéaire sur n; définie par
x e ( 6|A¢(x*)) se prolonge par continuité en un &lément de M* que 1'on notera p(§).

On a de plus :

o T le) =0 pour tous &,n de U'
’
et
< x,0(8)>= Sﬁ(xA;](d)) pour x dans 7(; et § dans U, T AU,
Démonstration : Soient x un élément de'f(; et Ei’ n; (i=1,...,n) des vecteurs

deM'; on a :

b
@y Tl L AGT) = T T g | AL

zaaheg| A6

Z; () 1A, ()

DIALAGBLICY

DA EALNCSUD)

DHCURCIALDE

La forme linéaire sur T[; définie par x > (Zigi T nf|/\w(x*)) est donc la res-—
triction 3 ¥ de I, w ; d'ol les deux premiers résultats.
("4 1 gi,ﬂi .
Si § appartient 3 U, T Uo, il appartient & A‘p('n‘p). On a donc :

(GIA‘p(x*)) = p(x A;l () ce‘qui achéve la démonstration.

Définition 1.1.3 : Soient M une W*—algébre et ¢ un poids normal, fidéle
semi-fini sur M. On pose :

a) pour tout w de Mo

llw[|¢ sup {05, x e M, p(x"x)< 1}

swp ([ 1@ 0], £ e A, el <[}

Comme le poids ¢ est semi-fini, Ilwl|‘p = 0 entraine w = O,

b) £¥7 ={wewm; ||'m||¢ < + ®}, Pour tout w appartenant i £¢’ il existe donc



un unique vecteur a(w) de ﬁp tel que

(a(w)|A¢(x)) =< x,0> pour tout x de ﬂ?,
de plus lla()ll = ”wﬂ¢.

Remarque I.1.4 : I1 est clair que p(2A' T A') est inclus dans £¢ et que, pour

tout § de ¥' T W', on a :

1.1.4.1 a(p(8)) =6,
en particulier, pour tous £,n de &' b
1.1.4.2 alw, ) =& Tn ; et cela implique que a(f )
g,n )

est dense dans H¢.
Définition I.I.5 : Soient M une W*-algébre, ¢ un poids normal, fidéle, semi-

fini sur M. On dira que ¢ vérifie la propriété P”:si* pour tout x de 7Z¢@p, il exis-—

R S W .
te une suite x_ d'éléments du produit tensoriel algébrique ﬂ; ® Kp telle que :
x|l <+
supn" J

et
A x ) > A x normiquement.
pep (Kn) 7 Aoy (0) d
Remarquons que, dans ces conditions, la suite (xn) convergera fortement vers

Xx. Soit en effet £ dans U)wap’ on a :

0= limll(r'® W')(E)(Apap(xn—x))"

lim Hmp&ﬁ (x el

Comme la suite (xn) est bornée en norme, cette &galité s'étend & tout &

de qp ® Hp’ d'ol la convergence forte.

Proposition I1.1.6 : Soient M une w*-algébre, ¢ un poids normal, fidsle,stric-

tement semi~fini sur M( [3 ], définition 4.1). Alors, ¢ vérifie la propriété P].
Démonstration : D'aprés [3 | , proposition 4.3, ¢ est &gal i une somme
z fi ol les fi sont des formes linéaires positives normales, de supports P;
iel .
deux & deux orthogonaux, appartenant 51(¢ et de somme égale a:1:
D'aprés [ 3 ], proposition 6.2, le poids ¢ ® ¢ est, lui aussi strictement
semi-fini, et égal & la somme I f.® f..
(i,j)er?
Et, le support de fi ® fj est le projecteur p; ® pj ({31, lemme 6.1).
En appliquant au poids ¢ ® ¢ la démonstration de la proposition 3.6.i) de

[21, on voit que, pour tout x de T , ona:

(2.7



A (x) = I m (x) A (p. ® p.).
pep (i,j)eIz (224 (424 i j
Choisissons un entier n.Il existe un sous—ensemble fini Inde I tel que :
b} I x) A (p, ®p.) ll<1/2n.
L i =
(i,1)d 12 (27 (24 ]
n
Par ailleurs, le théor@me de Kaplansky fournit une famille Yo d'élément du pro-

duit tensoriel algébrique M ® M, telle que.”yaH < lIxll pour tout a, et que ﬂ¢@¢(yu)

converge fortement vers T X) .
g ) (

En particulier, il existe o tel que :

b I - A .®p.) 1?2 < 1/2n.
G hyer oo (x yan) o0 (p; pJ) S 1/2n
»i)el’
Posons : x_ =Yy z p: ® p.; on a :
T %G,
n
X € 7[¢ ® ﬂ;
et Ix Il <y I <Ixl.
n o
n
Comme : ) = T m (ya ) A¢®¢ (pi ® pj), on a :

A (x
LA (i,j)eI; P Ty

1A (x=x)I* = = fr (A (p. ® pII? + % fm . (x=y A (p, & p.lI?
(27 n (i,j)éI; ey ey "t i ] (i,j)eI; (224 o " wey i j

< 1/n, ce qui achéve la démonstration .

1.2. Algébres de Hopf - von Neumann involutives

Définition 1.2.1 : On dira que le triplet (M,I',x) est une algébre de Hopf-

von Neumann involutive si :
1) M est une w*-algébre
2) T est morphisme normal injectif de M dans la wr- algébre M @ M qui

rend le diagramme ci-dessous commutatif :

) . T
M MM

IeTl
M®@M ——mmm>Me MM

ol I désigne 1'identité de M.



3) K est un anti-automorphisme involutif de M, c'est—a-dire une application
linéaire de M dans M telle que :
¥ x,y e M K(xy) = k(y) x(x)
» K(x*)= K(x)*
K{k{x)) = x

qui de plus rend commutatif le diagramme :
K T
M——>M—5M®M
e | -
MeM—K®K .MewM

ol ¢ désigne 1'automorphisme de M ® M défini par

¥ x,y e M S (x®y)

Si M est commutative, (M,I',k) est dite ab&lienne.

y ® x
Si 1'on a : ¢, I'=I',Tet (M,I',k) sont dits symétriques.

Définition I.2.2 : Soit (M,I',k) une algébre de Hopf-von Neumann involutive.

Posons, pour tout x de M et tous w,w' de M* :

<X, *xw' >=<T (x), wewn>

* 2
< x,0% =<k, w >

Ces formules permettent-de définir sur M_ un produit * et une involution
° qui en font une algébre de Banach involutive; cette algébre est abélienne si et
seulement si (M,T,k) est symétrique ([l7],p.676).
Si ¢ est un poids normal, fidéle, semi-fini sur M, on vérifie facilement que,
pour tous vecteurs £ et n de ﬂp, on a :

o

1.2.2.1 (w K) = w

£,n°

Définition 1.2.3 : Soient (M,T,k) une algébre de Hopf-von Neumann involutive,

¢ un poids normal, fidéle, semi-fini sur M. On appellera 3(p 1'idéal a gauche
engendré par p(U' T U') dans M3 c'est-a-dire 1'ensemble des &léments de la forme
w+ I w! o wg , ol W et w; appartiennent a p(U' T '), wi a M et ot I est un
iel
ensemble fini.
o
I1 est clair que 3¢ est un idéal 3 droite de M _. Il en résulte que 3¢ n J¢

est une sous—algébre involutive de M _, que 1'on notera A*.

Définition 1.2.4: Soient (M,I',k) une algébre de Hopf-von Neumann involutive

¢ un poids normal, fidéle, semi-fini sur M. On dira que ¥ est invariant & gauche

si 1'on a, pour tout w de M, et tous g,m de U, T Ao



< r(A;'(E)*), we pm> =< T M e p (2) >

1.3. Axiomes des algébres de Kac

Définition 1.3.1 : On appellera algébre de Kac un quadruplet K = (M,T,k,p)
vérifiant les propriétés suivantes
(Ki) le triplet (M,I',k) est une algébre de Hopf-von Neumann involutive,
(Kii) ¢ est un poids normal, fidéle et semi—fini sur M,

(Kiii) pour tout x de 7(¢ et y de ﬂt;, on a :

@eow (x81) Ty xe&l)=pxx ¢ (),

(Kiv) le poids ¢ est invariant 3 gauche,

(Kv) pour tout w de M* et tout w' de J 0’ on a :
lw * 0l <lul llw'l
' ¢ @’

(Kvi) pour tout t de R, on a :

P Y
= Ko
Ko Ut U_to

Définitions 1.3.2 : On appellera algébre de Kac 3 trace (resp. a poids fini,

resp. 3 poids invariant, resp. unimodulaire) une algébre de Kac(M,I',k,p) telle que
¢ soit une trace (resp. un poids fini, resp. un poids invariant par kK, resp une
trace invariante par k). Les algébres de Kac unimodulaires sont les objets &tudiés
dans [13 ].

Remarques 1.3.3 : (a) Supposons que le quadruplet (M,T,k,p) vérifie (Ki) et

(Kii). Gr3ce a !.1.4 ,(Kv) implique que pour tous w et w; dans p( W' T AU') et

tous w{ dans M, ol i parcourt un ensemble fini, on a :

1 " < l| IIII
lw + Iowg wi"w Hw”w + 1 Hwil ”wi”w < 4o,
i i
soit J 0 c £¢. Cela assure que toutes les quantités considérées dans (Kv) sont
finies.-
(b) Nous démontrerons plus loin (2.1.3.(b)) que si le

poids ¢ vérifie la propriété P, de la définition I.I.5, les axiomes (Ki),(Kii)et

1
(Kiii) impliquent (Kv).

(c¢) Nous démontrerons également(7 .1.2 et 7.2.2)que si
¢ est une trace (resp. un poids fini), tout quadruplet (M, Lk,p) vérifiant (Ki),

(Kii), (Kiv) (resp.(Ki), (Kii), (Kiii),(Kiv)) est une algébre de Kac.

Définition 1.3.4 : Soient K = (M,T,k,p) une algébre de Kac, k un nombre réel

positif non nul. Le quadruplet (M,T,k,ky) est également une algébre de Kac. On



la notera k.K, et on dira que k.K est 1'algébre de Kac dilatée de K par k.

En rema t N = N et en assimilant a H_par :
n remarquant que L. 0 e ka ' P

P
1/2 T
Ak¢(x) =k Aw(x) pour tout x de 0’

la vérification est triviale. Notons que 1l'on a:
-1/2
Y = v M
”w”kw k HwHw weM,

-1/2
et: A (w) = k aw(w) ¥we £¢= L

ky
Définition 1.3.5 : Soit (M,l ,k,9) un quadruplet vérifiant (Ki) et (Kii).A Nous
dirons qu'il vérifie la propriété P2 si A¢( 1l¢ F\R¢OK) est dense dans ﬁp.
Proposition 1.3.6 : Tout quadruplet M, T,k,p) vérifiant (Ki), (Kii) et(Kvi)

vérifie la propriété P

2
Corollaire 1.3.7 : Toute algébre de Kac vérifie la propriété P2.
La démonstration de 1.3.6 résulte des deux lemmes ci-dessous.

Lemme 1.3.8 : Soit M une w*-algébre, ¢ un poids normal, fidéle, semi-fini,BR un
antiautomorphisme de M (c'est-d-dire une application linéaire de M sur M telle que
pour tout x et y de M, on a : B(xy) = B(y) B(x) et B(x*) = B(x)*). Posons ¥ = ¢ B.
Alors ) est un poids normal, fidéle, semi-fini sur M et, pour tout t de R :

-1 ¢
O'utj =R oG_toB
- . . (¢ M* .

Démonstration : Soient x et y dans n v B(x) et B(y) appartiennent alors
a Tl@ nfl; ; il existe donc ( [2], proposition 4.4) une fonction f continue bornée
sur la bande { z € €, 0 < Im z <1 }, . holomorphe & 1'intérieur telle que, pour tout

réel t :

£(6) = ¢ (LB BG)

£(t+1) = 9(B(x) o“: (B(M))

Cela peut aussi s'écrire :

£(6) = ¢B() 07 (B0 = v~ (0F (B

£(e+i) = 0@ (B B =1 (v 8 (67 (B,
Comme, d'autre part, pour tout x de M+:

¥E™ (00 (B(00)) = 9(of (B = 0BG = ¥(x)

on voit que | vérifie les conditions KM.S. par rapport au groupe des automorphismes



t > B_lo oftoB. Alors [2 ], corollaire 4.9 permet de conclure.

Lemme 1.3.9 : Soient M une W*-algébre, ¢ et y deux poids normaux, fidéles,

semi-finis sur M tels que Gi = Gi pour tout réel t. Alors A¢( 1[W r\ﬂw) est dense

dans ﬂp.
(Si ¢ est strictement semi-fini, ce résultat se déduit de [3 ],Vproposition
5.7 et corollaire 4.6).

Démonstration : Le théoréme 5.4 de [14 ] indique 1'existence d'un unique opé-

rateur h, autoadjoint positif, affilié a Z(M), centre de M, tel que : Y(x) = @hx)
pour tout x de M+ (c'est-a-dire que P(x) = lim ¢ (hgx) avec h_ = h(]+€h)_le Z(M)).
- £+ o € .
Posons h = J A d EA’ e = J d EA’ hn =h e
o 1/n

Soit x dansle; on a :

V(e x)*(e]1 x) =¥ (e x'x) = lim ¢ (heenx*x)
€> 0

;+lim (m,(h e) Ap(X>lA¢(x)>

= (mp(hﬂ) Aw(x) | A¢(X)) s

n
en effet, quand € tend vers O, he e, = j — d EA tend faiblement vers hn.

1/n 1+eX

. . * 2 ’ . -~
Ainsi, ¥ ((e %) (e x)) < th” ”AW(X)” » donc e x appartient a 7Zw et
finalement : A

ex e le nw.
On a ensuite :
_ 2
||A¢(en x) A‘p(x)”

v ( e x*x) -2 (en x*x) + w(x*x)

* * . . ’
Y (x'x) - <p(en x x) qui tend vers O quand n tend vers 1l'infi-
. * . *
ni, car e xx tend en croissant vers x X.

T n¥ 1 i .
Donc A¢( 0 w) est dense dans A¢(1z¢) et par suite dans Ep



2  L'ALGEBRE de von NEUMANN M~ et LE POIDS ¢~

2.1. L'opérateur W et 1l'application A.

Dans tout ce paragraphe, (M,T,Kk,p) désigne un quadruplet vérifiant les axiomes
(Ki), (Kii) et (Kiii) de (1.3.1)

L'axiome (Kiii) implique que, pour tous x,y de 1 I'(y)(x ® 1) appartient &

‘p’
ﬂ¢w§ Plus précisément, on a : '
Proposition 2.1.1 : Il existe une isométrie W et une seule, appartenant 3
ﬂ¢(M) ® £(H‘p), telle que, pour tous X,y deﬂw,

WA, (x) @ A¢(y)) = A¢&p (I'y) xe 1).

On dira que W est l'opérateur fondamental associé & (M,T,k,p).
Démonstratian: Par polarisation, l'axiome (Kiii) donne :

Vx],x sﬂ¢, ¥y em;

2

* :
weoe) ((x,01) T (x@ D) =0x, x) 0y
On en dé&duit, par linéarité&, pour tous X[ 5%y5Y5Y, de ﬂ;p
* * _ * *
o) ((x, 8 DI(yy,) (x; ® 1) =9(x, %) P(y\y,)

ce qui s'écrit encore

(Mg (DD (xp @ 1) | Mg, ( Tlyy)(xy @ 1)) =

= (Aw(xl) ® A¢(y]) | A‘p(xz) ® A¢(?’2)’-

Comme A¢(7t¢) ® A¢(ﬂ¢) est dense dans H¢ ® ng’ il existe donc une isométrie

W appartenant 3 £(H¢ ® H¢) telle que, pour tous x,y de '/(w

W(\%(X) ® A¢, ) = A‘p&p (r(y) (x@ 1))

Soient &£,n dans ', x et y dans '@p. On a donc

(m'em') (E@n) W (Aw(x) ® Aw(y)) (“so ® ﬂ¢) (r(y) (xe 1)) (Een)

(ﬂw ® Fw) (r(y)) (ﬂ¢(X) ®1) (£en)

(ﬂ¢ ® ﬂ¢) (I(y)) (n'(&) @ 1) (Aq,(X) ®n)



Par continuité, cette &galité vaut encore lorsqu'on fait tendre A‘p(x) vers
tout o de Hw, soit )
(r' @ 1') (E®n) Wae A¢(y)) = (TT¢ ® Tf(p) (T(y)) (m'(E) ® 1)(a @ n)

Faisons tendre m'({) fortement vers 1; on trouve :

2.1.1.1: (1 e1'(M)) W (o ® A¢(y)) = (ﬂ‘p ® Tr(p) (T (y)) (. @n)

qui vaut pour tout a de H¢’ y de qu et n de '.

Soit x un élément de ‘rr‘p(M)'. Remplagons dans 1'égalité ci-dessus o par xa.
On trouve :
(e M )W (xel) (a® A¢(y))

(- Ty ® ﬂ(p) TN 1) (@en)

(x® 1) (ﬂ¢®ﬂ¢) Ty))(a ®n)

xel1) 1erw'(M) W (re ﬂw(y))
Faisons tendre m'(n) fortement vers 1; on trouve :
Wxel) (0® A¢(y)) = (x® hW (0 ® A¢(y))
Par linéarité et continuité, on en déduit que W et (x ® 1) commutent, et donc

que W appartient a “w(M) e L (Hw)'

Lemme 2.1.2. Soit w un élément de £¢, tel que, pour tout w, de p(AL' TY"),

1

w; ® W appartient a £¢w. Alors, pour tout w' de M, ,on a

! < lw'h
lw *wll¢ wlllwllw

Démonstration: Soit w; dans p(2L' T«U'). Nous noterons a\o&p(w‘WZ)

1'uni teur de H =H ®H tel que
unique vecteu e e b ) q

(x)) = <x*, w; ® w> pour tout x de T (cf. 113.(b)).

(a o, (W18w) vep

A
(47 I (2.7
Si y appartient & Tt‘p; ® ’lp, on trouve, en utilisant (113b), et par linéarité
. *

=< ® > = ®. .
(2, (W1 @ W) | Dpgp () = <y, w1 ® w> = (a(wy)sa(w) | D ey (V)
Donc par densité de AtP&P ('f(‘p @7(\0) dans H‘p ® HW’ on en déduit que
a¢w (W ® W) = a(w;) ®a(w).

Soient X, X dans ﬂap; on a :



w*, L) Ten ® 2w, A(p(x)> = (W(alw) @ @) [ A,0) @ A,60)

(a(wy) ® a(w) | W(Aw(x1) ® Aw(X)))

= (85,1 ® W) | Ny (T(R) (X1 @ 1)))par2. Ll

<(x} @ 1) T (x") , wy ® w> par (113 b)

<Tx™) , wio Lo w
1

ol th désigne 1l'endomorphisme de M défini par z xf z. Or, pour tout z de M,
1

nous avons :

*
<z, W oLx*> = <Xy 2z,w;>
1

(a(wy) | l\w(z*xl)) par (113b)

(an) | m,(z") A, 0x,))

(m,(2) a(wy) | A, (%))

=<z, W >
a(w) , A¢(x])

d'od
Wyol * = W
X1 a(wy) , Aw(xl)
Donc
W, Q ® 0 > = <I'(x) , w ® w>
’ a(wl) ’ Aw a((A)) ) A‘p(x) ’ a(wl) N A¢(x1) w
Comme W* appartient 3 ﬂp(M) ® f(ﬂp) (2.1.1), cela peut s'écrire aussi :
<, W ﬂ_l ®Q > = <F(x*) w ® w>
a(wy) , A¢(x1) 4 a(w) ,‘Qp(x) a(wi) , Aﬁ(xl)

Si wy parcourt_p(ll' T 4') , et x; parcourt ﬂZ¢ , wa(wx),Aw(x1) parcourt

un sous—-ensemble dense de M* . Donc, par continuité, on a, pour tout w' de M*, et

n
x de 0

* | = * '
<W , w ,w¢ ® Qa(w),/\tp(x)> <T(x) , w' ® w>

*
= <x ' x>
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I1 en résulte que

* 1 * . 9]
<x S, w' x> <V lw oM, II ll“a(w),%(x)”

A

< 'l Ha(w)” HAw(x)“"

* I'{2
eIt ”w”w @(x x) par (1.1.3b)

On en déduit donc

o' * ol < o'l
‘ 0 o'l 0

Proposition 2.1.3 : (a) Pour tout w' de M, et tout w de p( L' 7 A'), on a

Yo' * ol < Fo'wl .
wu)|w lwiw

On en déduit que T 0 est inclus dans f¢

(b) Supposons que le poids ¢ vérifie la propriété Py de (1.1.5),

Pour tout w' de M_, et tout w de £¢, on a :
lw' * < Mo'llwl
) wllw lw'lll wl‘p

On en déduit que £¢ est alors un idéal a gauche; de plus comme if¢ est inclus dans

'Qp par {2.1.3 a), cela implique 1l'axiome (Kv).

Démonstration{a). Il suffit de voir que tout &lément w de p (21.T U'") vérifie les
hypothéses du lemme 2.1.2.  Or, il se trouve que p( &' T U') ® p(AL'T U")
Al T Rl
cu (227 U ¢®ﬁ) )
(car le produit tensoriel algébrique A' ® ' est inclus dans zL'¢@¢)’ et

st inclus dans
est inclu pw&p

t d inclus d c ar (1.1.4

est donc inclus dans 080 p ( )

X
On en déduit alors que tout

(b) On suppose maintenant que le poids ¢ vérifie la propriété P
On va montrer que £¢ ® £¢ est inclus dans £¢®¢.
w de £¢ vérifie les hypoth&ses du lemme 2.1.2 et le résultat en découle.
Soient w; , wy dans £¢ , x dans thaw et une suite X vérifiant les proprié-
tés de (1.1.5). On a :

* . *
<X, W1 ® wy> = lim <xn, w; ® w2>
n o

lim (a(w;) ® a(wz) l A¢®w(xn)) d'aprés (1,13 b), par linéarité

(a(wy) ® a(wy) | A ey (X))

Donc llw; ® w2”¢= la(wy) ® a(w)ll < + o,

Comme J N est inclus dans<Qp(2.l.3a)), on peut poser la définition suivante :

Définition 2.1.4. Soit w € M, ; on notera A(w) 1'application de U'T ' dans

ﬂp ( plus précisément dans a( J ¢))’ qui, 3 §, associe A(w)S = a(w * p(8)).
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En utilisant (2.!.3.a), on voit que A(w) se prolonge par continuité en un

unique opérateur appartenant i £(qp), qu'on notera encore A(w), tel que

)l < lwll

On notera M"1'algébre de von Neumann, opérant sur ﬁp’ engendrée par X(M*)

Proposition 2.1.5 (a) Soient a,R,Y,8 dans ﬁp; on a

e [yes) = ]Ariw )6

(b) L'isométrie W appartient & mp(M) ® M°

(c) Pour tout x de M, on a
(ﬂ¢ ® mﬂ)(F(x))W = W(]@mp(x)).

Démonstration: (a) Soient E,n dans A ', a,Yy dans Ep’ y dans 4Z¢. En uti-
lisant la formule 2.1]l.1, on trouve :

(W@ 8 A, () | yegm ) = (Qe1' () Wash,(y)) | veE)

=, @ 1T e n| yee

= <T ( *) w, ® w, >
Y Uy a ® Y

Par linéarité, on trouve, pour y de 7(w, o,y dans Qp, et § dans ' T AL

W@e A ) | yed TG w8 08)>

Ys

. _
<y Wyoo * p(8)>

(M, () | a(“y,a * p(8))) par (1.1.3 b)

A A § JHoa)
(A, | CVL) par (2.1.4)
D'oli, par continuité, la formule (2.1.5.a)

(b) Soit x de M™'; on a, pour tous a,B,Y,8 dans “p

(W1 @ x)(a®B) |Y eS8

(xB Ik(my,a)s) © par (2.1.5 a)

@ | ¥ May O
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B | Ay ) x'6)

W ®B) | yex"8) par (2.1.5a)

(lex) W(@ap | yssd

Par linéarité et continuité, on trouve W(1:@ x) = (1 ® x) W, d'ol le résul-
tat, en utilisant (2.1.1).

c) Soient x dans M, y,z dans th. On a :

("¢ ®, n¢) (r(x))W(Aw(y)sAw(Z)) (ﬂ(p ® ﬂ‘p)(F(X))A‘p&p(I‘(z)y ® 1)

Ap&p(r(x)F(sz ® 1))

Aw@p(r(szy ® 1))

W(A‘p(y) ® A¢(XZ))

=W e m,(x)) N, (y) @A (2))

D'ol le résultat, par linéarité et continuité.

Lemme 2.1.6. Les sous-espaces p( U' T U') et ﬂ* §ont denses dans M*; de plus
les algébres de von Neumann engendrées par A(A*) s A( jw * J w) et AMpC U'T U"))
sont &gales a M".

Démonstration: Soit x un &lément de M tel que, pour tous 0,8 dans « ', on ait
<x , ma’6> = 0, On a donc

(ﬂw(x)aIB) =0 pour tous a,B dans U ',

La densité de M ' dans Ep entraine x = 0. Il en résulte donc , d'aprés
(1.1.2), que p( U’ T U') est dense dans M*.

Comme ° est un homéomorphisme de Mo, pCA T A')° est lui aussi dense dans
M_, et donc p( W' T UN @ p(U' T U') est dense dans (M ® M)*.

I1 en résulte que si x désigne un élément de M tel que
<x,w}] * Wz;> = 0 pour tous w;,w, de p(A' T U")

on a <I(x) , W ® w> =0

et donc T'(x) = 0, et donc x = O

I1 en résulte que 1'espace vectoriel p( &' T W'")° * p( &' T U') est dense dans
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. . ~ -~ . 3 <7 0
M ; il en est de méme a fortiori de ‘]¢ * pr et de A_.

Ainsi les algébres de von Neumann engendrées par A( A*) s A(J; * J ) et

A(ECA" T 4'))sont égales a M~ .

¥

Proposition 2.1.7. Les conditions ci-dessous sont &quivalentes :

(a) le quadruplet (M,T,k,p) vérifie(K iv)
(b) pour tout w de M_, on a A(w°) = AW,

Démonstration: Soient w dans M_ , et £,n dans Yo T UWo. Alors, A;](E) appartient
E 7t¢, et w * p(n) appartient 3 0 C £¢.
Donc, d'aprés(1.1.3 b),
-1
*
<A, € 5, wxpm)>

(a(w * p(m) | &)
An | & par (2.1.4)

De méme, en remplagant w par w°, et en permutant les lettres £ et n, on trou-
ve <l w® x p@®)> = AWDE | ).

L'axiome (Kiv) s'écrit donc :

Pour tous £,m dans Ao T 2o , on a (AN | &) = A(W*)E | o ;
ce qui &quivaut,par densité de U, T U, dans Hp’ i Aw®) = A(w)*

Remarque 2.1.8. Rappelons que, par (1.2.2.1), pour tous a,B de Ep’ on a

o
w =W K
a,B B8,0°

La propriété (b) de 2.1.7 peut donc aussi s'écrire

A(wu’s)* = X(me’aok) pour tous 0,R de Q¢

Proposition 2.1.9. Les conditions ci-dessous sont équivalentes

(a) le quadruplet (M,T,k,p) vérifie(Kv)

(b) pour tous wy, wz de M* , on a

Ay * wy) = Awy) A(w2).
Si 1'une ou l'autre de ces conditions est vérifiée, on a

2.1.9.1. Aw)a(w') = a(w * w')‘pour tout w de M*, et tout w' de J‘p.

Démonstration: Supposons la propriété (a) vérifiée; comme &' T &' est dense dans

ﬁp’ pour tout w dans M* et w' dans p( W' T U'), il existe une suite (Gn)'

d'éléments de U'T U' qui converge vers a(wxw'). Par continuité, pour tout
w'" de M., ona )
A(w")dn > A(wMa(w * w') = A(@MA(W)a(w') par (2.1.4) et (1.1.4.1).
i) .
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HA(w")Gn

Ainsi

Par ailleurs

A" * w) a () = Ta(" * p(én)) - A" * w)a(")Il par (2.1.4)

[}

A

la(w" * p(én)) - a(" * w * w")ll
o™ * (p(én) - w * w')Hw par (1.1.3b)
"w”””p(dn) - w w'”w d'aprés(Kv)

”w"”"én - a(w * w")ll par(113 b) et(1.1.4.1)

I1 en résulte que

A(w")Gn e A" * w) a(w').

AMw™ ()

(W' ) = A(w" * w) a(w'), pour tous w et w" de M, et w' dans

pCA" T U".

Par densité de ' T ' dans qp,‘on en déduit que

A" X (W = A" * w) ¥w , w' dans M.

Supposons maintenant la propriété (b) vérifiée. Nous allons vérifier (Kv)

pour 1'élément générique de U‘p, soit :

w''=w + I ow ox Y
. 1 1
iel

avec I fini, et,

Pour tout
lw * w'll = lla(w

0 (
Or

a(w * w")

pour tout i de I, wi eM , et wg , Wy € p(AL" TAU).

w

*

de M, w * ' appartient 2 J o et donc 3 £¢ , et par suite,

w"Il par (1.1.3b).

a(w * (v + I w! *wh))
. 1 1
iel
a(w * wy; + T w*w! *xowl)
. 1 1
iel
a(w * w)+Z a(w *» w! * w!)
. 1 1
iel

A(wa(w,) + % X@)*m?a@ﬁ)pn (2.1.4) et (1.1.4.1)
iel

Awa(wy) + I AwA(w;)aw) par (b)
iel

A a(wy) + 2 X(wi)a(w;)]
iel
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Ala(w,) + Z a(w{ * w;)] par (2.1.4) et (1.1.4.1)
iel '

Awa(')
la(w * w"Il = A (wa@")I < Ix@)all (Il < HHwHHw'H¢ par (2.1.4).

On a donc bien (Kv).

Donc llw *.w'll
(4
D'autre part, la formule (2.1.9.1.) a été démontrée au cours du calcul.

Définition 2.1.10. Par transposition de A, et restriction a M: , on définit

une aﬁplication X* de M; dans M, telle que
-<X*(9) , W = <A(w) , 6> pour tous w de M, 8 de M;.

Remarque 2.1.11. Si les axiomes (Kiv) et (Kv)sont vérifiés, 1'application A
est donc, par 2.1.7 et 2.1.9 une représentation de 1'algébre involutive M*.. On

1'appellera représentation de Fourier de M.

2.2. L'isométrie W est unitaire

Dans tout (2.2), (M,T,k,p) désigne un quadruplet vérifiant les axiomes (Ki),
(Kii), (Kiii), (Kiv) de 1.3.1.

Lemme 2.2.1. Soient w dans M, a,f dans Ep' Alors
. . b . b
(a) Si £ appartient 3 ) . X(wu B)E appartient également 3 $ , et ona
s

FA(wa’B)g = X(ws’a)FE.
Cela s'écrit encore en utilisant 1.2.2.1
FAW)E = A(w°oK)FE

. . . *
(b) Si n appartient a g* . A(wa,B)n appartient également 3 g , et on a

SA = A S
wa’e)n (“’B,a) n
Cela s'écrit encore, en utilisant 1.2.2.1

SA(W)N = A(w°ok)SN.

Démonstration:

(a) Soient x dans Tt¢r1%; , 0,8 dans qp , Y, §dans &', On obtient, par
simple passage & 1'adjoint :
% -
< > =< >
X, Wy ok wy,d =<x, wB,u * wG,Y

ce qui s'écrit encore, par (2.1.3 a) et (1.1.3 b)

(awy g %o, o) | B,(0) = (alog o * g ) | AT

(60" | atug o * wg ).

ou encore, en utilisant 2.1.4 et 1.1.4.2.
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b #
Oy, O T &) | B,60) = (60" | Mg @y 7 )

Par linéarité, continuité, et par densité de L' T ' dans Ebpour la norme hilber-
tienne de’st([l6]p 16) on obtient, pour tous o,B dans Q¢ , X dans 1(¢ nvt; , &
dans 8b : *

Oy @& | A,60) = (A ()7 | A(wy IFE)
d'ol le résultat (a).

b) Soient maintenant & dans’ss, n dans ﬁ*;w dans M, .
On a, par 2.1.7
(FE | A@)n) = (A W*)FE | n)

= (FA(wok) & | M) par(2.2.1.a)
= (Sn | A(wek)E)
= (A((wok)®)SN | &) par (2.1.7)

ce qui achéve la démonstration de (2.2.1)

Proposition 2.2.2. L'opérateur modulaire A est affilé au commutant de M~.

Démonstration: Soient & dans A . , w dans M*. En utilisant (2.2.1), on voit

que A(w)E appartient 3 gb(A), et que
' MWE = A(W)AE.

Comme U, est u; domaine essentiel pour A, la formule ci-dessus est encore
vraie pour £ dans B (4). ‘

Donc, pour tout w de M*, on a : .
AWA ¢ A (w).

Comme A(M*) engendre 1'algébre de von Neumann M~,on obtient le résultat cher-
ché, par ([6 ] I § 3 ex.7).

Lemme 2.2.3. Soient w dans M*, o,B dans Qp. On a

JA(mG’B)J = A( )

w
8,a
ce qui s'dcrit encore, en utilisant (2.1.7)
IA@)*T = A (wok)

Démonstration: Soient a,B dans H , £ dans o; on a

)
12 4
A, IE =A@, ) b €
#*
- al/2 A, gt par (2.2.2)
= a2 g Mug JE  par (2.2.1.)

= JA(wB’G)E

d'oll le résultat, par densité de U, dans H.
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Proposition 2.2.4. L'isométrie W définie en 2.1.1 est unitaire. Plus pré-

cisément, pour tout isomorphisme V de Qp sur E; tel que
T @) =V im0
(% (4
on a:
* -1
W o= (V' o WV e J)
Démonstration: Rappelons ([ 6 JIII 15 théoréme 6) que K est spatial, autre-
ment dit, il existe des isométries V vérifiant 1'hypothése.
On a :

° -
2:2.4.1 wa,B = wva’vﬁpour tous o,B dans Hp

En effet, pour tout x ¢ M, a,B dans ﬁp, on peut écrire :

<x , W

B, vt = (M, (k(x))VB | vo)

n

@ | V-1n¢(K(X))VB)

(o] rr¢<x*>e>

T X 4y
D'od (2.2.4.1) en utilisant(1.2.2.1)
Soient maintenant o,B,Y,5 dans ﬁp. On a
(W leNWu@eNaep | yes = (W adyesd | WV s e R)

= (Vy ® J§ | W(Va ® JB))

= O\(UJVY Va)JG | 38) par (2.1.5.a)
= (A(wY,&)Jcs | J8) par (2.2.4.1)
= (Js | A(wY,u)JB) par (2.1.7)

I (wY’a)JB | 6)

(l(wa,Y)B | & par (2.2.3)

(@ ®8 | Wiy e ) par (2.1.5. a)

W@ep)|yed.
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D'oli le résultat, par linéarité et densité.

Corollaire 2.2.5 (a) Soient E un sous ensemble de M* , dense dans M* , et
8 un vecteur de Ep, tels que 1'on ait A(w)8 = 0, pour tout w de E. Alors § = O.
(b) Soit x un &lément de M : on a

(1, @ 1) (TG) =Wl @ mp(x))w*
(¢) Pour tout t réel, on a :

Lo? = (18 o).l
Démonstration : (a) L'application A étant continue (2.1.4), les hypothéses

impliquent A(w)8 = O pour tout w de M . En particulier :

(Wo. ® 6)[ y®38) = (B | A(wY’a)G) = 0 pour tous 0,R,Yy de ﬂp.

Donc W*Y ® § = 0, pour tout y dans ﬁp'
Comme W est unitaire (2.2.4) on en déduit & 0
(b) immédiat par (2.1.5c) et (2.2.4)

(¢) Par(2.2.5b), on a, pour x e M

(1T¢ ® nw)(roc‘i(x)) ) Ait Ww(X)A_it)w*

i

]

t)par(Z.l.Sb)
et (2.2.2)

(1o A e 1 ) () @ A ) par(2.2.5b)
0 ® Ty

(e athHua e m,(0) Wl e A

[}

]

(m, ® 1,)((1 ® 39T ()

d'ol le résultat.

Remarque 2.2.6 : Il résulte de (2.2.5a) que A(M*) est fortement dense dans

M”;par suite 1l'application A* définie en (2.1.10) est injective.

2.3. Construction du poids ¢~ sur M".

Dans tout 2.3 , (M,I',k,p) désigne un quadruplet vérifiant les axiomes (Ki),
(Kii), (Kiii), (Kiv), (Kv) de(1.3.1) , et la propriété P2 de(1.3.5)
On pose B = a( A*)

Proposition 2.3.1 : Soient w,w' dans A,. Les formules

(2.3.1.Da(w) T a') = a(w * w')
(2.3.1.2) a(w) = a(®)

permettent de munir*p d'une structure d'algébre hilbertienne 3 gauche, dense dans
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Hw' Si on note T la représentation canonique de/p dans H«.p’ on a, pour tout w dans
A
(2.3.1.3) C(a(w)) = A(w)

et 1'algébre de von Neumann engendrée par ﬁ(ﬁ) est égale a M~.

Démonstration: (a) On a vu en (1.2.3) que A* est une sous-algébre involu-
Zemonstration -
+

~
tive de M _. Comme a est une bijection de A, sur ’B, on voit que 'ﬁ', muni de Tet .
est une algébre involutive.

(b) L'ensemble B est dense dans H . Soit en effet un vec-

: [4
teur § de H¢’ orthogonal E'B. Par (1.2.3), cela implique

0

(a(w§ * wy) | 8) pour tous w; , wp dans p( MK' T L")
A @Da,) | 8) par (2.1.4) et (1.1.4.1)
(a(wy) | A(w;)8) par (2.1.7)

Par densité de W' T 2U' dans qu’ cela implique

A(wy)8 = 0 , pour tout w; dans p ( L' T U").
Donc, par (2.1.5) et (2.2.5a), on a § = O.
(c) Pour tout w3 de /A*, 1'application
a(w) - a() Ta()
est continue de'p dans1b.
En effet :
a(wy)Ta(w) = a(w; * w) par (2.3.1.1)
A(wy)a(w) par (2.1.9.1)
(d) Pour tous w;,wz,ws; dans A*, on a
(@) T a) | aws) = (a) | aw)* T aws))

En effet :

(A (w)a(y) | a(ws)) par(e)

(a(w2) | A(w3)a(ws)) par (2.1.7)

(a(wz) | a(w] * w3)) par (2.1.9.1)
(a(wz) | a(@?) T a(ws)) par (2.3.1.1)
(a(wy) | a(w,)' T a(ws)) par (2.3.1.2)

(a(@1) T a(wz2) | a(ws))

e) La sous-algébre'p ?r’f& est dense dans H¢'

Soit en effet un vecteur § de H‘p’ orthogonal a ’9?13 On a donc, pour tous

w1 ,W2 dans /A*

0= (a@}) Ta() | &
= AW3S) a(wz) | &) par(c)
= (a(w2) | A(w1)®) par (2.1.7)
Comme13 est dense dans H¢ , on en déduit donc

A(w;)8 = N pour tout w; dans A*.
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Donc, par(2.1.6) et (2.2.5(a)), on a & =
(f) L'application #est un opérateur fermable de H dans ﬁ(p.

Cela résulte du lemme (2.3.2) qui suit.

Lemme 2.3.2 : Soient x dans T(¢ n 7(¢°K, n dans 13; on a

G0 | H = 1 | A k™)

Démonstration: Pour tout w de A , et x de N o N , on a
—_— * ¢ Yok

(A¢(x) | a(m)e) (A¢(x) | a(wn)) par (2.3.1.2)

[}

<, W par (1.1.3b)

<k(x) , w>

aw | A, k(x)))
car:"![w”K = k( ﬂ;)

fin de la démonstration de 2.3.1:

Le lemme 2.3.2 montre que ¥ posséde un adjoint, dont la restriction 3
. *
n H .
A (T, n T, ) est o A G > A (G))

Grace 3 la propriété P2, cet adjoint est densément défini.

# est donc fermable.

L'application

L'algébre'ﬁest donc une algébre hilbertienne & gauche ([16 | def. 5.1).

La formule (2.3.1.3) a été démontrée en (c).

En utilisant (2.3.1.3) et (2.1.6), on.voit que M est 1'algébre de von Neumann
engendrée par T( 'fS ).

On notera ’Q' 1'algébre hilbertienne 3 droite associée 3 13 , et ’(5 " 1'algébre
hilbertienne achevée equ1valente 3 f5

On notera encore T et * (resp. ") le produit et l'involution sur 15 "(resp. 'ﬁ ).

On notera S™et F"les fermetures de ™ * et f’ de domaines 8*et HL £

On a, en particulier

2.3.2.1. ' A, (x) = A¢(K(x*)) X € ‘f[q) ¢

On notera 13)0 la sous—algébre modulaire maximale de 15".

~

Si £ est borné 3 gauche relativement 3 t%, on notera encore T(E) la "multiplica-

tion 3 gauche" par £ (cf [ 2 ].2.1).

Définition 2.3.3. On notera ¢~ le poids sur M"canoniquement associé i
hilbertienne i gauc'he fb ( 21 th. 2.11)

1'algébre
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Pour tout w de A*, A(w) appartient a ﬁ(15 ) (2.3.1.3), et donc a fortiori a
TI¢-n7[*:. De plus, pour w; , wp dans A_, on a

)
(2.3.3.1) 0" @) A W) = (alw) | alwr))

On associe au poids ¢”"1'espace hilbertien Qp-, et l'injection cano-
nique A¢- de 1t¢- dans ﬁpA. Nous noterons 1L ~ 1'algébre hilbertienne i gauche

associée au poids ¢~, c'est-d-dire Avh( 7(¢A n 7t*¢-)

On notera a~a la place de %p"

Proposition 2.3.4. L'application qui & tout £ de 15", associe

(2.3.4.1.) Fe = Aa(FE)
se prolonge de fagon unique en un opérateur unitaire de H¢ sur qs, qu'on no-
tera encore ¥ . On 1'appellera application de Fourier - Plancherel.

De plus, si x appartient 3 M~ ,on a
(2.3.4.2) a0 = FxFT

Démonstration: Si £,n appartiennent 3 15", on a

€| n @M R(E)) (2] th. 2.11)

M m®) | A5GE@)) (21 Th. 2.13)

(Fg |Fn) par(2.3.4.1)

Comme1&" est dense dans Qp , et I “dans ﬂpA, on en déduit que F se prolonge
en un isomorphisme d'espaces hilbertiens.

Par ailleurs, soient x dans M™,£,n dans tb", on a :

@‘*n$<x)ﬁ£ | = (s Fe | Fn

(o0 A0 | Ay~ (T()))

Ny xT(E)) | A (M)

Uy ) | A(RM))

(Fxt | Fn)

€ | n)

d'ol le résultat.
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On en déduit que F est un isomorphisme 4' algebre involutive de ".’)" sur A ~,

Pour simplifier les notations, on notera aussi T ® ., ) les opérations associées a
L "et U™' . De méme, les opérateurs S; F; J; A"seront considérés comme opérant sur

H¢~ ou bien sur H¢A . En particulier, on &crira J°= F7J°% .
On noteraM’ la sous-algébre modulaire maximale del~. On a &5 = F 150.

Proposition 2.3.5. Pour tout w de.’]‘p, a(w) est borné 3 gauche relativement

a ’(?),etona
(2.3.5.1) fla(w)) = A(w)

(2.3.5.2) Faw) = A;(A(w))

L .
En particulier, si o et Y sont dans ', Y T a est borné 3 gauche relativement

a '(5, et on a, par L1.4.2
A by _
(2.3.5.3) Ty Ta’) = )‘(wy,oc)

Démonstration: Soient w; dans J 0’ w, dans A*, £ dans Ts'; on a

T (E)A (wp)a(wy)

Awp) 7' (E)alwr)

"AT'(E)a(wz * wy) par(2.1.9.1)

T(a(wz * w1))E car wy * w; € A,

Alwz * w)E par (2.3.1.3)

Awz2) A (w1)E.
Comme 1 est adhérent 3 )\(A*) = Tr('fb), on a, pour tous w; dans S‘P’E dans 15':

T (E)alw) = Awy)E
d'oi(2.3.5.1). -
D'autre part, si  appartient 2 ", w 2 jw’ on a
(Faw |[Fe) = (aw | ®
= (@™ (M(E) " T(aWw))) par [2] th. 2.1
= (pa@) | AGEN)

= (50 ) | &) par(2.3.5.1) et(2.3.4.1)

d'oll (2.3.5.2) par densité de ?'fﬁ" =4 dans H¢A.

Grace a [2]1,(2.16) , on sait que tout &lément de M; est de

Remarque 2.3. 6 :

la forme @ | M o et B étant des vecteurs de H .
a,B [



Si o' et B' sont des vecteurs de H;, on posera

ed'v,B' = ro',B"’ 1T:p~ = Q?*a',fﬁ*s'lM .

Tout élément de M: est donc de la forme eot'B'
’

, 0',B' étant des vecteurs de
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3 L'ALGEBRE DE HOPF-VON NEUMANN INVOLUTIVE DUALE

Dans ce chapitre, (M,I',k,p) désigne un quadruplet vérifiant les axiomes
(Ki) & (Kv) et la propriété PZ'
3.1. Relations de connection et conséquences.

Proposition 3.1.1.: (Relations de connection).

Les opérations T et T sont reliées par :
(a) poﬁr o,y dans U' et B,8 dans f>', on a :
(e B | yeos=@16]yrd)
(b) pour o,y dans U et B,8 dans gp’ on a :
(Waep) [yes =@|fqTe)e

(c) 1'ensemble 15' T 13' est inclus dans A¢( 7L¢); pour o,y dans ﬂp et B,6
dans 15', on a :

(WaoB) | yed =@®B 76 )|y

Démonstration: La relation(b) provient de (2.1.5.(a)) et (2.3.5.3)
Nous avons donc, avec les hypothéses de (a)
(Wawe g |yeo =@ | 4y 1o

CARZOICRRS)

= @ @) |y rah

= @@hHe |y Tah

@3t |yt dou (a).

On en déduit que :

(Wo®B) | y®8)

@ fst | nebm
@ FH |V

"

et, il en résulte que :

Im' (@)@ T 68 ) = sup | (Wa®B)| ye &)
ye',llvli <1
< llallll gl &l

Ainsi B f.dr est borné a gauchi et on obtient :
(Waop) |[yed =@ @FsHaln
qui par continuitd, vaut encore pour o et Y dans Qp; d'od (c).
Lemme 3.I.2.
(a) L'ensemble P' T ‘b' est inclus dans A¢(ﬂ¢ 01l¢° K ). Plus précisément pour

§ d ' :
B et ans 15 on a ﬁ(1(6 + 6; e IMA){
P ) = A, 5,8

-1 £ -1 ~ ob
S ECR E 0} Y W O o)
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(b) le sous-espace A¢(ﬂ¢ n T(‘P‘K) est un domaine essentiel pour F~.

Démonstration: (a) Soient B,§ dans p's o,y dans H¢' Par définition de )\*, nous

avons

(, (A*(QG,BIM’)*)GIY)

< )‘*(Qﬁ,BlMﬁ)’wy,f

< )\(w‘Ysa) ’ Q‘S,B g

B[, )6

(Wo @ B)|y ® 8) d'aprés 2.1.5.(a)

(m(g T ér Yalv) d'aprés 3.1.1.(c)

d'ol la premidre égalité, par densité.
On en déduit que pour B,§ dans Tb' et w dans M*, on a
<|<(A;1(B F6hy), w = <|<()L*(Q(S B]M')*),uP d'aprés ce qui précéde
>

= ~ °>" 4'apre
<>\*(QG,B|M ), w d'aprés 1.2.2

= <AW®),R, > d'aprés 2.1.10
5,8

=AW, > d'aprés 2.1.7
5,8

= <>\(w),98’6>

= A, Qg 51,0

I1 en résulte que :

1

K(Aw_I(B £5F )% = )‘*(QB G‘M*)* = A; ¢ £ 8hH d'aprés la premidre égalité.

Comme M .. = Kk( n *),(a) en résulte.
Yo (4

K
(b) Comme 15' f‘ﬁ' est domaine essentiel pour F~, le résultat est immédiat,
d'aprés [ 16] ,p.16.
Lemme 3.1.3 : Soit x dans M. On a :

(a) si & appartient a 3 t, ‘n‘p(x)a appartient 3 8 b et :
Fo(m, (x)a) = nv(K<x)*)F‘a

(b) si B appartient a é;, % (x)B appartient 56‘ et :
s7(m, (0B = W¢(K(x)*)SAB.

Démonstration: (a) Soient o dans A‘p('f(wn n¢ K),w dans A*,x dans M. On a :
D — o

(ﬂ¢(x)ala(w);) = ( n‘p(x)a[a(m°)) d'aprés 2.3.1.2
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- <A;](1T¢ )", v > d'aprés 1.1.3.(b)
= <G A @) e

= <k(x A;](a)),w>

= <Gk @) 0

D ron®,w d'aprés 2.3.2.1

P
=<
(k(x) A¢
-1 * Ak
= <h, (<) DF ) W
= (a(w)lﬂ\o(K(x)*)FAot) d'aprés 1.1.3.(b)
I[1 en résulte que 1T¢ (x)o appartient 2 & b et que
-~ * -~
F rr‘p(x)oc = W¢(K(X) ) Fa.

Comme A‘p(ﬂ\p n'llpq() est domaine essentiel pour F (3.1.2.(b)). On en déduit le ré-

sultat.
(b) Soient o dans & ;, B dans § et x dans M. On a :

(m, (x)B|F ) (B|ﬂ¢(x*)FA0L)

(B[F"n¢ (k(x))a) d'aprés a)

(my (c(x))a|sB)

@, (K (x)*)sB) d'oli le résultat.

Proposition 3.1.4 :L'opérateur modulaire A“est affilié a Tr‘p ™'

Démonstration : Soient o dans )po et x dans M. On a :

ﬂ¢(x)A o = Tl‘ﬁ (x)F 570

= F“Tl‘p(K(x)*)S“a d'aprés 3.1.3(a) car Sa e § b
= F“S"rr‘p(x)ot d'aprés 3.1.3(b)
= A"rrv’ (x)a

comme ﬁo est domaine essentiel pour A", il en résulte :
m, (x)A” < A"rr¢ (x), ce qui achéve la démonstration.

Corollaire 3.1.5 : (a) Pour tout x de M, on a : ‘H‘p(K(x*)) = Jhﬂ‘p(x)JA,

) ona:W = @% HWI® J).

Démonstration: (a) Soient o dans ?bo et x dans M. On a :
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™, (03 = nw(x)(A')”2 s
= (A")l/2 ﬂw(x)SWJ d'aprés 3.1.4;
- /2 5°1, (< ) ") d'aprés 3.1.3(b)

Jﬁb(K(x)*)a
d'ol le résultat, par densité de Po dans ﬂp.
(b) Se déduit immédiatement de (a) et 2.2.4.
Lemme 3.1.6 :
(a) pour B,8 dans ' et &,n dans H¢ ® H¢ :
(1ew) (EeB)ned) =(1en@B*tshHEMN
A\l \J .
(b) pour a,y dansd', § danS‘F , B dans ﬁﬁ et £ dafs ﬁp ® qp :
(lew(lea(Eea)|seyes) = (st *)HElge (v aL))
[ol 0 désigne 1'opérateur de £(H¢ ® Hp) défini par o(n1 ® Ny ) =nN2 ® N
(c) pour B,§ dans p', 0y, 0y dans H¢ et & dans H¢ ® H¢ :
(1 @6 a(WNe 1)(1e0)(E®B) = (0o eamBFs) e 1))

(d) pour a,y dans U', §,n dans Qp ® Qp

(o El(Ve 1) (@em) = ((Fy 7" & DEl)

(e) avec les mémes hypothéses que (d) :
(yo&gl(1oo) We 1)(1 ®0)(W e 1)(aen)) = (w*(ﬁ(y T al’) ® )W £|n).

Démonstration : (a) Soient B,8 dans 15' et £1,82,N1,N2 dans &p' Nous avons :

((1 e W(E; ® E,@B 1 8Ny ® 8) = (5; ®W(E, ® B)[ny @ np ® §)
(E1]n1) (W(E2 ® B)|n2 © &)

€N (r(8 £ 65)E, [no) d'apres 3.1.1(c).

€1 ® 1@ T8 &ln @ ny)

((1®7@ 768 )E, 8 Ey|n, ®n2),d%0n

le résultat par linéarité et continuité.
(b) Soient o,y dans A',5,E, dans 15', B et &; danmns Qp. On a :

(lewen(E et ea)peyes = ((1e WE @aeL)Beyel)
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= (&

= (&1

= (&1

(&,

résultat par linéarité et continuité.

® W ® E)| By e d)
| By(W(a @ &) | y®9)
l B)(Ex T 6; I YT ah) d'aprés(3.1.1.(a))

® (5, $6°) [ Be (yTat)

(Er e @), | Bo ¢y Tab))

(C1em P NE 8E) | Bo (v Tab)), doi Le

(¢) Soient §,8 dans 13' et 01,02,51,8, dans Hp. On a :

(ap @8 @0, | We 1)(1 ® 0)(§; ® &, © B))

1]

(@ ®8a, | (We 1)(E; @B ® &)

(01 ® §®ay | WE; ®B) © &)

n

(01 ® 8 | W(E, ® B))(az(Ez)

(o7 | m(B T 6; YE1) (02 |E2) d'aprés
(3.1.1.(c))

@ @0 | B T 8°)E; ®Ey)

@ ea | M@BT6P) e 1) (&) 8 L))

d'ol le résultat par linéarité et continuité.

(d) Soient a,y dans L', &;,82,N;,N, dans Hp . On a:

(Ye& ®E | (We 1)(ae n e n2))

[}

(Y@ & ®E& | Waemn) en,)
(v & | W e n)E: | n2)

Ry T o*)Ey | m)(E; | n2) d'aprés (3.1.1b)
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iy TaP) Er ®E | e ny)

(v Tab) ® 1)(E ® &) | ny ®ny) d'od le résultat,
par linéarité et continuité.

La démonstration de (e) ndcessite la proposition suivante.

Proposition 3.1.7 : L'opérateur W vérifie la relation :
We N1 ew) =((1ewW(leo)We 1)(l ®a)(We 1)

Démonstration : Soient a,y dans ', 8,6 dans P', G.,Y. dans H,. On a :

(We NI eWE & 1)(m 8a®p) | yoeyssd) =

=((1eWW @)@ ®aep) | (Wel(e®y8s))
= ((1eWW @ ®0)8B) | Wiyooy) ®8)
= (@B T8N @ 8a) | Wy, 8Y)) dapres (3.1.6.(a))

~

=W e 1B %8 W@ o) | Yoo )

= (I'(r(B 7 63))(a° ®a) | Yo @V d'aprés(2.2.5.(b))
-t 53)),wa°’yo ® uy

RN CER DI T

- <r(4;‘(6 U W0, @O T o’)>"  dapres(l.1.2.)

- (e ®BT8) | yo® (v Ta") d'aprés (1.3.10.2)

= WO e (")) (Yo 8 B) | Yo ® (v TO'))
= (18 (6 )W ®8) | Yo ® (v T b))  d'apres(2.1.5.(b))

= (1 ®W( ®0o)(Wao ®B) ®a) | Yo ® vy ® §) d'aprés (3.1.6.(b))

= ((1eW(1 ec)(Wa 1) ®B®a) | Yo ®Y ®6)
=((1ewWeao)(We1)(1e0)(@ @a®B) | yo®y®d)
d'oli, par densité :
‘WeN(eww e =(ewdenWs )60

et, en utilisant (2.2.4) le résultat.



40

Démonstration de 3.1.6.(e) : Soient a, Y dans U', &, N dans H‘pe H¢. On a :

(ye&) | (1 o)y(We N(1®0)(We 1)(a®n)) =
=(yeE | leW)We D(1e W en)) d'apras 3.1.7
=((1ew(yel& | (We 1)(1 & W(xen)
=(yewWe | (We 1) ® Wn))
= ((Ry TP ® DWE | wn) d'aprés 3.1.6.(d)
= WAy T e DWE | n) d'od le résultat.
Corollaire 3.1.8 :
WE@E(W T ) e W < M e L(H).

Démonstration : Soient a, y dans A', £, n dans H¢ ® H¢’ et y dans M™', On a

(e DW (f(y T ab) @ DwE | n)
= W@y Tahy e DWE | F e Dn)
(Yot | (len@e N(1ea)We 1)ae (y5e 1)n) d'aprés 3.1.6(e)
=(ysEgl (leoywWe N1 ®0)Wa (1 ey & 1) en))
=(yet |l (leo)We 1N(1eo)(le v e 1)(We 1)(@ ®n)) daprés 2.1.5(b)
=(y®E| Jeo)(We D(1elsy)(leao)(iel)len))
=(yeE| (lso)(1eley)We )(1eo)We 1)(en))
=(yet | (ley e (1ec)We 1)(1®0c)We 1) en))
= ((1ey® N(Y®E) | (18a)Wel)(lea)Wel)en))
=(ye (ye)E| (1ec)y(We 1)(1 eac)(We 1)@ en))
= W re b e DUy e DE | N) d'aprés 3.1.6(e)
d'od : ey @da 1o" o D= @G Tob) e DU & y)
et le résultat, par lindarita.

. *
Proposition 3.1.9 : Pour tout y de £¢, a(y) appartient & ¥ A\oa(n¢A) et :

A(w)

A~ ()

ft(a(w))

soit : Faw))

Démonstration : Soient B et § dans ‘r_'a', w dans 'C¢' On a :
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(7' (H)aw)|B) = (aw)|1' *)8)

(a@)|8 T &%)

- <A;] 6 16w d'apras(3.1.1(c)et(1.1.3.(b))
= <x*(QG’B|M‘),w> d'aprés (3.1.2)

= AW,

= AW3S]B).

Par densité de 15‘ dans ﬁp, il en résulte
' (§)a(w) = A(w)S
donc a(w) est borné a gauche relativement & 15, soit
F -
awe FrA A,
de plus ®(a(w)) = A(w)
soit encore Fa) = A¢A(A(w)).

. Cette proposition généralise (2.3.1.3) et (2.3.5)

Corollaire 3.1.10 : (Formule de Plancherel). Soient w; et Wy dans £¢,

on a : (a(w1)]as)) = v~ (A (w2) A (w1))

3.2. Le coproduit I'”
D'aprés (1.1.2), (2.1.6) et (2.3.5.3), (L' T U') est faiblement dense dans
M~ . Il résulte donc de (3.1.8) que pour tout x de M"1'opérateur Wix e 1)W appar-

tient 4 M~ ® £(Qﬂ); en utilisant (2.1.5.(b)), on trouve enfin qu'il appartient &

M~ ® M™; cela nous conduit 3 poser :

Définition 3.2.1 : On appelle I'” 1'application lindaire de M“dans M~ ® M"
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Py -~ * .
définie par I'"(x) = oW (x ® 1)Wo pour tout x de M*; ol O désigne 1'opérateur défini
en (3.1.6.(b)).

Il est clair que I'" est un morphisme normal et injectif.

Lemme 3.2.2 : (a) (1 ®0)(c®@ 1)(1®0) =(0®1)(l®ac)(ce 1)

(b) (1 ®0)(e1)(1 ey

(e 1)(1 ® 0)(o ® 1)

(c) (ce 1)(1®@0)(ue 1)

(1 U)(oe 1)(1 ®0)
ol U désigne un élément quelconque de £(gp ® ﬁp).

Démonstration: (a) Soient £1,52,53 dans Qﬂ. On a

(1eo)(ce 1)(1®80)(E;1 ®& ®&3) = (100)(0® 1)(E&; ®E&; ©E&)

(1 ®0)(E; ® & ®&)

£3 ® &y ® &

(0 ® 1)(E2 ® E3 ® &)

®

(8 1)(1@0)(E: ® & ®&;)

(e 1)(1e0)(c® 1)(E @& ®&;) d'ot le
résultat, par linéarité et densité.

(b) Soient, u,v dans f(qp). On a :

"1 e0)(c® 1)(1 ® u®v) (1®0)(u® 1 ®v)(oce 1)

(ueve l)(1eco)(e®1) d'od le résultat, par
linéarité et continuité.

(c) La démonstration est analogue & la précédente.

Proposition 3.2.3 : L'application TI'” est un coproduit coassociatif au sens de
(1.2.1.2).

Démonstration: Compte—tenu de 3.2.D, il nous reste & vérifier la commutativité

du premier diagramme de (1.2.1).
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Soient x| et %, dans M~, On a :

(T"® I)(x1 ® x2) =T"(x1) ® x2

T(x1) ® (1 ® 1 x3)

(0 W(x1 ® DWo) ® 1)(1 8 1 ® x,) d'aprés (3.2.1)

e NW e(xy®18 )Mo 1) 1)(l&1®xp)

Ce W e D 818 1)We 1N(161®x)0el)

(e W ® N(xe1ex)We 1)Cel)

CeNW & 1)(1e N ®x e DIeNWe NE e 1),
par linéarité et continuité, il en résulﬁgiélz‘pour tout y de M~ ® M"on a :
T ey =(ce DWW e 1)(1ec)(ye (1 ec)We I)o e 1).
En particulier, nous avons: pour tout x de M™:

T~ e )T (x) =

(o ® 1)(w* ® 1)(1e0)(T°(x) ® 1)(1 ®0)(We 1)(c ® 1)

(ce N ® 1)(1 8 0)(( 0 w*(x ® DWo) ® 1)(1 ® 0)(We 1)(c ® 1) d'aprés(3.2.1.)

e D(WeD(lenGe DWW eN(xelel)We D@ e 1)(1 &c)We 1)]
(ce 1)

®

CenN(ec)ce DeW)IW e DI(xe1e D (We 1)(1ew (e 1) eo)
1) d'aprés (3.2.2.(b) et (¢)).

®

(o

=[ce D ec)ce DIW @ N8 & N(1ea)(1eW)(xetel1)( e wl
(1eo)y(We ND(1®eoc)(We 1)[(oc® 1)(1 ®o)(c ® 1)] d'aprés (3.1.7.)

®

m(e@eNUeN® e Do enN(1ea)(xe1eN(len]Wel)
[Qeo)(We 1)(1 ®0)(c® 1) (I ® 0) d'aprés (3.2.2.(a)).
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=(len(lew)oe DM e N(xelel)@e 1)(ce 1)(1 ®wW(leoc) dapres
(3.2.2.(b)) et (c).

Nous avons ainsi obtenu :

3.2.3.1 eI () =(le(leW)oce DW  N(xe 1o DM@We 1)(oel)
(1eW(l ®0a). '

De méme, soient x; et X, dans M".-On a :

(IeI%)(x1 @ %) =x1 87 (x)

(x; ® 1 ® 1)(1 ® T™(x;))

(x1 ® 1 ® 1)(1 8(c W (xs ® 1)W 7)) d'aprés (3.2.1).

(x3 ©1® 1)(1 ®0)(1 ® w*)(1 ® x, ® 1)(1 ® W)(1 ® 0)

(1 ®0)(x; 1 ® 1)(1 ® w*)(1 ® x, ® 1)(1 ® W)(1 ® o)

(1eo)(l®W)(x1®@x © 1)(1eW(eo)

par linéarité et continuité, il en résulte que pour tout y de M~ ® M, on a :
(IeTH(y) =(1ec)(1® Wiye Do W( &ac).

En particulier, pour tout x de M~,nous avons :

(1T (x) = (18a)(1 ®W)Tx) ® 1)(1 & Wl ® o)

(180)(1 @ W) W(x® 1) Wo) e 1)(1 ® W(l ® g) d'aprés

(3.2.1)
eo)(lewW)Hwe DM @ N(xel1e N@We 1N@e 1)(1 e W

(1 ® 0)

(T e 1) (T (x)) d'aprés (3.2.3.1.)

ce qui achéve la démonstration.
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Définition 3.2.4.: On munit M; d'une structure d'algébre de Banach en posant

pour tous x de MTet §, 6, de M; :

<x1,01 % 8, > = <I'Tx),0; ® 0,>

PN

Proposition 3.2.5.: Pour tout t réel, ona : ['" , Gi =(1® oi Yo I'™

Démonstration: Pour tout x de M'et tout t de R, on a, par définition :

r*(diA(x)) o W*(&iﬂ(x) e )W o
= o W HE x0 e Hu o

so v e e Y It 6 1o

Or W appartient 3 n¢(WD ® M"(2.1.5.b) et (A“)1t appartient & ﬂw(M) (3.1.4).

Il en résulte que :
P @) = o) e W (xe DY () 6 1)0
e WMo Wxe Dio (18 )i
= (1 I M@ e )My drapras (3.2.1)

= (e )T ()

d'ol le résultat.

3.3. L'involution K™

Lemme 3.3.1 : L'application de t(Hw) dans lui-méme définie par x & J xJ pour

tout x de £(Qp) est un antiautomorphisme involutif de £(qp).

Proposition 3.3.2 : La restriction & M"de 1'application définie ci-dessus est

un antiautomorphisme involutif de M“au sens de(1.2.1.3.). On le notera k*. De plus

les involutions K et K"sont liées par les relations :
KA (W)) = A(wokK) pour tout w de M,

K (A, (8)) =X (8.7) pour tout 6 de M7
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Démonstration : Soit w dans M*. On a :
- *
KAW) =J A(w) J
= A (WoK) d'aprés 2.2.3

Ce qui fournit la premidre Egalité, et assure par continuité que

~

pour tout x de M~, K~(x) appartient & M"; la premi&re partie de la proposition ré-

sulte alors du lemme 3.3.1.

Pour tout w dans M, et tout 6 dans M;, on a :
<K(A*(6)),m> = <)\*(9),w° K>
= A (wo K), 6>
=<k~ (A(w)),0> d'aprés la premiére égalité
= <A (),0.K"™>
= <)‘*(e° KY), w> d'ol la deuxiéme &égalité.

Proposition 3.3.3.: Pour tous 6,0, de M;, on a :

A (61 % 62) = A*(ez)x*(el)-
Démonstration : Soient a,y dans ', B;,B,,8;,5, dans 15'. On a :
A (@ 0 M@, o D0, > =
<>\(mY’a)’(Q(Sl’Bl‘M ) * (962362|M )>

-~ 1 S
<r (A(my,a)), le,sx ® 0 d'aprés(3.2.4.)

52,82
* > d'aprés(3.2.1.
<o W (l(wY’a) ® 1) Wao, 951,31 ® 062’62 aprés( )

*
>
<W (A(wy’a) ® 1) W, 962,82 ® 961,81

<W @G Ta)e N, %, 8, © %,.,8, d'aprés(2.3.5.3.)
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= (wm b \

=W @(yta) ® })W(GZ ®38) | B, ®8))

=(y®5,®68 | (1lea)(We N(leo)(We N(eh eB)) daprés 3.1.5.(e)
=((leo(yes,®s) | (We )(leo)(Wae By ® 8)))

= (y® 61 ® 62 | (We 1)(1 ® 0)(W(a ® B, ® B]))

=(ves, | @ T6H e DU e 6,)) d'apres 3.1.6.(c)

-~
-

= (B, TP e Ny e, | Wa e By

- By*

= (mB, TBDY®S, | Wae sy

= (n(8, 7 6Dy | B, T sh d'apres 3.1.1.(c)
= (B, T 6 B, TNy | )

= <n(8, * 6 (B, T 6H*, q

>
Y0

-1 a
A¢ (B] T8

Bo*

-1 a
= <A¢ (82 7 62)
= <A, QG ,QJMA)X*(QG 8 M), w, > d'aprés 3.1.2.(a)
2 1’71
Par densité, on en déduit que
A (R M) % (@ M) =2 (@ (MDA (Q [M™)
* 88, 8508, *8y.8 *60,8,

On conclut par linéarité et continuité.

Théoréme 3.3.4. : Le triplet (M, I'", k7) est une algébre de Hopf-von

Neumann involutive.
Démonstration : Compte-tenu de 3.2.3 et 3.3.2., il nous reste & vérifier
que le diagramme de 1.2.1.3. est commutatif.

Soient w dans M , 6 6, dans M: . On a

LA R
?F“(K‘(X(w))),el ® 62> = <"(A(w)) , 6] % 82> d'aprés 3.2.4.
= <A (WoK) 01 * 92> d'aprés 3.3.2.

<X*(9] £ 92) , Wok>

= <A*(62)X*(6l) sy Wok> d'aprés 3.3.3.
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= <K(A*(€2)X*(9])) , W>

= <K(A*(81))K(A*(92)) , Ww>

= <A*(610K“)A*(620K“) , w> d'aprés 3.3.2.
= <A*((92°K‘) 2 (61° R)) , w> ] d'aprés 3.3.3.
= A 5 (By0k™) F (807>

= <ITAW) 5 (8,07) ® (8 0k7)> d'aprés 3.2.4.
= <ITOW) 5 (8, 8 8Dk ® kT)>
= <k ® k)T (A w)) , 62 ® 6]>
= < (k™ ® k)T (W) , 6] ® 92>

d'od, par densité :

Ik (w)) = s (k™ ® ™) (T (AW))
puis, par densité de A(M*) dans M~ et continuité :

ITok™ = ¢o(k™ ® K)ol ce qui achéve la démonstration.

Définition 3.3.5. : Il résulte de ce qui précéde que 1l'on définit une algé-

bre de Banach involutive en posant, pour tout x de M~ et tout 6 de M;

- o -
<x , 8°> = <« (x) , 6>

Proposition 3.3.6. : Pour tout 6 de M; , on a : X*(ea) = A*(S)* .

Démonstration : Soient 6 dans M~ , a°, B dans H¢ . On a

*
XD, wy g = <Ay, ), 6%
= <K‘(A(wq’6)*) ,.6>_ d'aprés 3.3.5.
= <KA(X(m;,B)) , 6> d'aprés 2.1.7.
= <A(w& BﬂK) , 0> d'aprés 3.3.2.
= <A(w8,a) , 0> d'aprés 1.2.2.1.
=<0, ws,a>- = a e, 0y g d'oli le résultat.



4  DUALITE

4.1. Le quadruplet (M~, T'", k7, ¢7) wvérifie (Kiii), (Kiv) et (Kv)

Dans 4.1. (M, T, k, ¢) désigne un quadruplet vérifiant les axiomes (Ki) 3
(Kv), et la propriété P2.

Lemme 4.1.1. : Soient N wune algébre de Von Neumann, ¢ un poids normal,
fidéle, semi~fini sur N , Y un poids normal, semi-fini sur N, invariant par le
groupe des automaphismes modulaires associé a ¢ .

S'il existe un sous-espace vectoriel E de 1Z¢ tel que ¢(x*x) = w(x*x)
pour tout x dans E , et tel que Aﬂ(E) soit dense dans H¢ , les poids ¢ et ¥

sont égaux.

Démonstration : Comme | est invariant par Oi , pour tout t de R., on
sait qu'il existe un opérateur positif auto-adjoint h , affilié a i , tel que

Y = ¢(h.) au sens de ([14] th.5.12), c'est—-a-dire que, pour tout x de M

b = Lme!/? xnl/?

~ _ -1 ]
ol ht = h(1 + €h) € M+ .

On a : f5(hl/2) = {€ ¢ H¢ tels que sgp(h€£|£) < 4o} et, pour tout & dans
o) (hl/Z

/2,112 _ s
[0 %e|[* = sup(hElE) = Limh E]E)
Comme h;/z appartient & o , ([14] théoréme 3.6.) indique que pour tout x de
; * 1/2 . 5N P
b (¢ o N 1(¢ » xh_'" appartient a o N T,
On a donc, pour tout € positif :
O S TR ST
= i (Gl
= isn, (/2 %02

s, (h'/z)sA Gon?

HJA

T/2 (h1/2 1/2 JAw(x)HZ

/

har, ! 2)JA¢(x)"2 car hé/z e W

(pour un calcul analogue, voir [14] théoréme 5.12.).
Si x appartient 34 E , on a donc

Ligh o, (h]/z)JA‘p(x)Ilz = PR = e (xx) < 4o

49
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Donc JAw(E) est inclus dans B (}9/2), et, pour tout x de E, on a :

/

I on' ZJAw(x)HZ = o(x'x) = HA¢(X)H2

Il résulte alors de ([5]).lemme 2.3.) que Jh]/zJ =1, donc h =1, d'oi le lemme.

Lemme 4.1.2. : Soient Xll et KLZ deux algébres hilbertiennes i gauche.

L'algébre hilbertienne & droite lL; ® Zié est équivalente i (211 ® 212)'.

Démonstration : On notera Ji’ Si, Fi les involutions canoniques associées

a e, (=1, 2. .

i
I1 résulte de ([16] §.11) que l'isométrie canonique associée a ul ® ZLZ

est J1 ® J2 H
dense dans (U, ® U_ )" pour la norme hilbertienne associée a3 S, ® S,.
1 2 1 2

Ainsi, (J, ® J2)(l£] ® 2L2) est dense dans (J] ® J2)(2L] ® ZLZ)" pour la

de plus, en appliquant [16], lemme 5.2., on voit que ZLI ® l[z est

norme hilbertienne associée 3 F,6 ® F2 ; grace a ([16], corollaire 10.1.), cela si-

1
gnifie que J‘lﬁl ® J21£2 est dense dans (ZLI ® lﬁz)' pour la norme hilbertienne
associée a F1 ® F2. I1 en est de méme, a fortiori, de 2L; ® {Lé, qui contient

J]iﬁl ® J22£2 ([16], corollaire 10.1.), donc ([16], lemme 5.2.) permet de conclure.

Proposition 4.1.3. : Le quadruplet (M~, I'", k7, ¢~) vérifie 1'axiome (Kiii)

Démonstration : Soient ‘B, Bl, S, 6] dans f&', et w dans £¢ . On a :
((1 @ #'(8)0W"a(8 ® a(w)) | 8 ®8)) =
= (@W'o(s e aW) | (1 8788 © B

= (oW'o(s ® a(w)) | B e B, T 6:’)

= (W @aw o8 | B, T8 e B
= ((a ) ® 6) | W(e, T8 e By
=W | T@THE TN . par (3.1.1.c)

- ~ ¢ ~ 1
=<t lnee T o X8, T O, w par (1.1.3.b)

1

= a7, T ep e e, w

= <A*(QG"BI]M‘)X*(QG’B|M‘) , w> par (3.1.2.a)

= <X, (9 8|M‘) ® (@ 4 M), w> par (3.3.3.)
’ 1’71

= A(w) , (QG,BIM‘) % (QG],BIIM“)> par (2.1.10)
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<A (W) | 9.6 ® 961’31>

(OIS es) | Be8)

Par densité, il en résulte :
(1@ ﬁ'(dl))aw*o(é ® a(w)) = T"(A(W)(S @ 6])

qui vaut, par continuité&, pour tout ¢ de Hw , 61 de 15' , w de £¢ . Donc, pour

61, 62 dans 15' , w dans £¢ , & borné i gauche par rapport a fb (i.e. dans
*
¥ A@("(‘p)), on a

(e (6, ® Gl)dw*d(é ® a() = (F'(S,)) ® DITAW) (€ ® 38

I @) (['(8,) ® 1)(§ ® &)

I~ (A(w)) (T(S) ® I)((S2 ® 6])

Grace au lemme 4.1.2., il en résulte que cw*c(é ® a(w)) est borné a gauche par

5 . . R * *
rapport & 15 ® 15 (i.e. appartient 3 (F~ o F ™) A¢®W(1[¢®¢) cfl4].p.141), et que

4.1.3.1. (F e M(OWo(S ® a)) = I (A(w)) (T(S) ® 1)

Ainsi :

(0" ® ¢™) ((T(8)* ® DI (A (W) A(w)) (T(8) ® 1))

Il oW*ss @ a(wl 2

= 1812 a2

= " (WS T(8))e™ (A(w) *A(w)) par 3.1.9.

ce qui s'@crit encore, pour w dans £¢ , et x dans Y .
4.1.3.2. (0~ ® o) ((x" ® DI (AMw) A (W) (x ® 1)) =

= 0" (09" (@) A W) .
Ceci nous méme a considérer le poids Y sur M~ défini par :
P = (@ 8 e ((x" e DI (y)(x @ 1)) (y e M)

ol x appartient i 11¢A .

La relation 4.1.3.2. implique alors :
* P PO
Y(y y) =¢ (x x)¢"(y y) pour tout y de A(£¢)

I1 en résulte que Y est fini sur A(J; * jw) qui est faiblement dense dans M~

(d'aprés 2.1.6.) ; il est donc semi-fini.
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De plus, ¢~ ® ¢~ est normal, ainsi que [~ et 1'application
z — (x* ® 1)z(x ® 1)
de M~ ® M~ dans elle-méme. Donc | est un poids normal.

Enfin, pour tout t de R , et y de M: , on a

16 () = 67 (" e DN () (x 8 1))

@ ® e (" 8 D1 ® o’ YT () (x 8 1) “par 3.2.5.

@ ®e)((x" ® N (y)(x ® 1))

It

I

v(y)

Donc le poids y est invariant par Gﬁ
On peut donc appliquer le lemme 4.1.1. 3 1'algébre de von Neumann M~, munie des
poids ¢A(x*x)¢“ et Y , avec E = X(£¢)

En effet, A;(E) = 5’3(£¢) (cf.3.1.9.) est dense dans H$ par (1.1.4.).

Il en résulte :

Y(y) = ¢A(x*x)¢“(y) pour tout y de M:

Soit :

(¢~ ® ¢‘)((x* e NIT(y)(x @ 1)) = w”(x*x)¢“(y) pour tout x de 1l¢A et y
de M: , ce qui implique 1'axiome (Kiiij.
Grace a ce qui précéde, le quadruplet (M, I'", k=, ¢”) vérifie les axiomes
(Ki) a (Kiii) ; on peut donc lui appliquer les résultats du § 2.1. et construire

1'isométrie fondamentale W~ et 1l'application A~.

Proposition 4.1.4.

(a) W = (F o F)oWo)(F* o F4

L'isométrie W~ est donc un opérateur unitaire.
(b) pour tout 6 de M; , on a

AT (6)

-~ *
F o O @™ NF

*
Fu, (A, (0))F

Démonstration
(a) L'opérateur W~ est en effet défini, d'aprés 2.1.1. , par :
WS (A ® A . = A . (T ®
( ” (x) A¢ y)) A¢ o0 T (y)(x e 1))

pour tout x,y de 7(¢A.
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En particulier, pour § dans $'*A¢A(7[¢¢) , et w dans £¢ , ona:

W(F & F)G ® aw)) AT AN(W)T(S) ® 1) par 3.1.9.

JIN
[

I 5)OW*0(6 ® a(w)) par 4.1.2.1.

Par densité, il en résulte (a).

(b) D'aprés (2.1.5.a) et (2.3.6.), on a, pour tous a, B, Y, 6§ de H A,

"
B ] 26, )& = (Waesp|yes)
=(F ® FYWNEF e Fra88) |y o)
= (Wo(Frae F%) | F'y o Fo)
= (F'8e Fa | W(Fs e Fy))
= Ologrg gug) & o | ) par (2.1.5.a)
= “(“’s*s,s*a/) » gy, 5%5”
= N O e M) g s
= (0, ) s Upxg grs” par 2.3.6.
= (O, 0, NF"s | F75)
=8 [ Fn, (6, NTFS)
Donc :
Vo, )= Fao e DT
= $ﬁ¢(x*(e§’Y))9'* par 3.5.6.
= Fr, 0,00 k) F* par 1.2.2.1.
AN A*(eY’a))ﬁ"* " par 3.3.2.

d'ol le résultat.

Proposition 4.1.5. : Le quadruplet (M~, I'", k7, ¢7) vérifie les axiomes
(Kiv) et (Kv)

Démonstration : Soient 6, 6 ] dans M; , on a :

1’ 72
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A7) = Foa(er, (0°0)) § * par &.1.4.b)
= Fn G, (@) F" , par (3.3.6)
= (Fm, (A ()N
= A"(G)* par (4.1.4.b)

d'ol la premiére partie de la proposition, d'aprés 2.1.7.

D'autre part, on a

A (e1 * 62)

?ﬂ¢(KK*(el 3 ez))w* par (4.1.4.b)

Fu, (<O, (02 (6)) F” par (3.3.3.)

For (kA (8)k(A (8))F "

Fu, (O, @INF "Fr (c(r (6, )NF "

A“(OI)AA(BZ) par (4.1.4.b)

d'ol la deuxiéme partie de la proposition, d'aprés 2.1.9.
Remarque 4.1.6. : On peut montrer &galement que le quadruplet (M~, I, k™,
¢~) vérifie la propriété P2 [7] . Mais nous n'utiliserons pas ce résultat dans la

suite.

4.2. Le quadruplet (M, I'", 7, ¢”) est une algébre de Kac

Dans 4.2. , K= (M, I', «, ¢) désigne une algébre de Kac.

Proposition 4.2.1. : Pour tout t de R , on a ci°K = ci ;5 l'opérateur

modulaire A" est affilié au centre de n¢(M), et est égal a la dérivée de Radon-

Nikodym du poids ¢ par rapport & ¢o.k , au sens de [14] .

P . P coz K P
Démonstration : L'égalité 0i° = oﬁ , pour tout t de R , résulte du

lemme 1.3.8. et de (Kvi). Le théoréme 5.4. de [14] fournit alors l'existence d'un
unique opérateur h auto-adjoint positif, affilié au centre de ﬂ¢(M) et tel que
Yok = ¢(h.) (c'est-a-dire, pour tout x de M, Pok(x) = %ig (hax) , avec
h, = h(l+eh) ).

Par ailleurs, on a ® (h]/z) {g e H ; sup(h £]E) < +=} , et, si
ecBa'? ' %? = s elo - 1im(h£la> o

€30
Soit x dans n 5
wa T(%K,ona

L}
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(h 8, GO A, () = (A, (h_x) |A(x))

w(hsx*x) -> ¢oK(x*x) quand € > o .

Donc Qp(x) appartient i b4] (h]/z) , et on a

/

I 2A¢(x>n2 ¢ ok (x %)

"Aw(K(X*))”Z

IIF*Aw(x)H2 d'aprés 2.3.2.1.

1

13~ (a™)~ /2A¢<x)u2

1/

=@y 2A¢(X)H2

Or, d'aprés 3.1.2.(b), A (M nN ) est un domaine essentiel pour F~, donc pour
-1/2 0w ek 1/2 -1/2
A" h et A"

G2 _ 12

; d'autre part, 3.1.4. implique que commutent. Il en ré-

sulte donc, par [5] , lemme 2.3., que , et donc h = AA_l ; 1'opéra-
teur A"~ est donc affilié au centre de ﬂv(M), et on a Yok(A~.) =¢ , d'ou la

proposition.

Théoréme 4.2.2. : Soit K = (M, T, k, ¢) une algébre de Kac. Le quadruplet

(M, I, 7, ¢7) est alors une algébre de Kac ; on le notera K~ .

Démonstration : Compte tenu de 2.3.3., 3.3.4. et 4.1. , il nous reste a
démontrer que (M~, I, «~, ¢7) vérifie 1'axiome (Kvi).
D'aprés 4.3.1., pour tout t réel, (A'")1t appartient au centre de nw(M).

On a donc, pour tout x de M" :

KA(Oi (x)) J oi (x)*J d'aprés 3.3.2.

RS s

(07 ratt d'apras [2] 4.10

= () M) (0t d'aprés 3.3.2.

Of;(K”(X))

d'ol le théoréme.

Définition 4.2.3. : Soit K une.algébre de Kac. On dira que 1'algébre de

Kac K~ (cf. 4.2.2.) est 1'algdbre de Kac duale de K.
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Proposition 4.2.4. : Soit K = (M, I', k, ¢) wune algébre de Kac, k un

réel strictement positif ; alors (k K)”~ = k—l( K™).

Démonstration : Du fait que pour tout x de 1l¢ ="N , on ait (cf 1.3.4)

ky
Y

Ak¢(x) A¢(x) , résulte, en utilisant 2.1.1. que Wkw = W¢ ; les représenta-
tions Ak¢ et Xw sont donc égales, par 2.1.5.a) , d'ol 1'égalité des algébres de
von Neumann duales, puis celles des coproduits duaux (3.2.1.) et des involutions
duales (3.3.2. , 1°E€ &galita).
Grace a 3.1.9., le poids dual (ky)~ vérifie, pour tout w de £k¢ = £¢
-~ 2

(0)" (A () "A@)= Nay ()]

= 1 2aquyn? par 1.3.4.

= an?

=1 *
=k ¢ (A (w) A (w)) par 3.1.9.

D'autre part, l'opérateur modulaire de (ky)~ est la dérivée de Radon-Niko-
dym de k¢ par rapport & k(pok) (cf.4.2.1.). Il est donc égal a3 A”. Les poids
(ky)~ et ¢~ ont donc de Témes groupes d'automorphismes modulaires, en particulier
(k¢)” est invariant par o¢. Comme AG(A(Ew)) est dense dans Qﬁ par 3.1.9., on

en déduit le résultat, en utilisant 4.1.1.

Proposition 4.2.5. : Soit K = (M, I', k, v) une algébre de Kac. On a :

» _ ¥ - ¥

(a) (at ® 1)I = (1 ® o, )T r o
ey | [

(b) G r=r 9o¢

(c) T(M) est une sous algébre oi®¢ une invariante de M ® M .

Démonstration : (a) Soit x dans M . On a

(cﬁ ® DI(x) =c[(l ® oi)cr(x)]

=c[(1® oﬁ)(K ® k)T (k(x))] par (1.2.1.3.)
=sl(x © (1 ® 0’ IT(K())] par (Kvi)
=c(c @ I’ (x(®)) par (2.2.5.c)
=c(k ® K)r(Koi(x)) par (Kvi)

F(oi(x)) par (1.2.1.3.)



On en déduit le résultat

(b) Comme ci®¢ = ci

¥
®
%

a)

grace a (2.2.5.¢).
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, le résultat (b) se déduit trivialement de (a).

(c) Se déduit trivialement de (b).

4.3. Algébre de Kac biduale

Soit K:=(M, T, k, ¢)

une algébre de Kac ; on peut appliquer i

K~ tous les

résultats relatifs 3 K ; en particulier nous allons étudier K"~ , algébre de Kac

duale de K~

Lemme 4.3.1. : On a

* A
§F "a (£¢A) c A¢<1(¢).

Plus précisément , pour tout 6 de £¢-, on a

Démonstration :

I

(" () F *a~() | v)

Donc on trouve, pour o dans

Soient

T(F*a~(8)) = FA"(e) F

a et y dans ',

et

(F*a~0) | =" )y

(a~(8) |

S ak))

<A;l(9'-(y SEPLS S

<w(y T aL)*, 6>

<A(wY,G

<A (w®

)*

)

Pye

s 6>

> 6>

<A(wa YoK) , 0>

<A, (8) 5w

w0, (®) 5 w

>

oK>
QyY

>
a,y

(n, (O (@Na | )

(F2@F a| v

b

et

6 dans £ .
[

') Frare) = FAF o .

6 dans £
(4

~ . 0On a

par (2.3.5.) et (1.1.3.b)

par

par

par

par

par

2.3.5.3.
2.1.7.
1.2.2.1.

2.1.

(4.1.3.b)
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Donc ¥ *a“(e) est borné a gauche relativement 3 X, et on a

(F¥a~e) = F @ F

Lemme 4.3.2. : On a fF*a“(LwA n J:jA) c AL,

Plus précisément , pour tout 6 de £¢A n £;.‘ , on a

(F ¥ = Frared)
Démonstration : Soit 6 dans £¢A n I:A. On a, d'aprés le lemme précédent

n(F e * = (F A F)”

F (%) F

7(F*a~(6%))

Donc, par ([2], lemme 2.4.) , f*a‘(e) appartient 3 2L, et on a

(F*a~o) = F*a~(6®)

Proposition 4.3.3. : On construit ‘f:')'“ = a™( A;) comme en 2.3. . Alors

* A R . . . -
g ’rb est une sous—algébre involutive de 4L , dense dans H¢ , lsomorphe a 15 .

Démonstration : Grdce & 2.3.1. , on voit que P" est dense dans H . .
* ~ ~ . ~
Donc ¥ ,ﬁ est dense dans H\p . Grace au lemme 4.3.2. , on voit que §* ‘(6 est

un sous ensemble de AL, stable par # . De plus, on a, pour 6, et 6, dans A:

1 2
* A * a * . a -
(Fa (e'))? a™(8,) = N (8,)a~(8,) par 4.3.1.
= Frare, « 0y par 2.1.9.1.
Donc, si 6] et 92 appartiennent a A; ,
4.3.3.1. ( *a‘(e])) T (‘F*a"(ez)) = ?*a*(el *9,)

. * gy A . .
Le sous ensemble ¥ ’{5 est donc aussi stable par T . C'est donc une sous algébre
involutive de & .

Notons T°7 et #an les opérations définies sur 'fb'" en 2.3.1. Les résul-

6, dans A"
*

tats 4.3.2. et 4.3.3.1. peuvent alors s'écrire, pour 8, 9], 2

(Fa"(8 ) T(F a™(8,)) = F(a(8)) 7 (a™(8,))]
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(F*a~ e ¥ = F *ra~(0)"

Donc § *15A est une sous algdbre hilbertienne i gauche de 4L, isomorphe a fb“

(par [16], lemme 5.1.)

Proposition 4.3.4.

(a) L'algeébre hilbertienne a gauche 9‘*15‘ est équivalente 3 AL (ai sens
de [16], définition 5.1.).

(b) L'opérateur modulaire A est affilié au centre de M~
Démonstration : (a) D'aprés ([16], lemme 5.2.), il suffit de montrer que
Fomenstration
1'opérateur S est la fermeture de sa restriction 3 ?'* TSA . Or, FFg~n ¥ est
la fermeture de la restriction de S a F * 1_’)" . D'ou, F ¥~ F cs.
Soit £ dans 8($*S'Mf¥' ) . On a
§ *gn§ £ = st

donc lls:*J““(AM)]/Zf gl = IIJA,/ZEH . soit
NEF*aHY2E g o= a2y

Comme A" est affilié au centre de n¢-(M“) , d'aprés 4.2.1., l'opérateur
T*(A‘“)l/zg: est affilié au centre de M".
D'autre part, par 2.2.2., A est affilié au commutant de M~

Donc, par [5], lemme 2.3. , on a

1/2

A F a2

Donc A est affilié au centre de M~ ; de plus, on voit que :
X qan an
B (Fr'sF) = 8T eH2iey - g 'Y= B
et donc s= F¥~F
d'ol le résultat (a).
Le résultat (b) a été démontré au cours de la démonstration de (a).

Définition 4.3.5. : Soient K] = (M], F], Ko vl) et Kz = (M2, FZ, Kys wz)

deux algébres de Kac. On dira que u est un isomorphisme normalisé de Kl dans
Kz si u est un isomorphisme de W*—algébres de M1 dans M2 tel que

F2 ou=(u®u), F]
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2 ° 1
‘pz o u = ‘pl
Théoréme 4.3.6. : L'application <I>K de K dans K"~ définie par :

o) = Fm ) F "
est un isomorphisme normalisé de K dans K"~ .

Démonstration : Par (4.3.4.a) , S‘\* est un isomorphisme ‘d'algébres hilber-
tiennes 3 gauche entre (15“)" et U . On en déduit que les algébres de von Neu-

mann engendrées , M™" et Tr‘p(M) , vérifient :
v = F n¢(M)$* . Donc <I>K est bien définie de M dans M™%

On en déduit aussi que les poids canoniquement associés, sur M:" et n¢(M)+ ,

respectivement & (1‘3")" et; L sont reliés par la relation, pour tout x de M:'"
an *
e x) =e(FxFD

D'autre part, on a, pour tout x de M :

an _ . -~
r (<1>'K(x)) = oW (‘I>K(x) ® 1)Wo par 3.2.1.

o (FeF) (W) (F* e 37*)(<I>K(x) e N(FeF) (W) (F* eF¥g
par (4.1.4.a)

($®$)Wcr(1r¢(x) ® ])ow*( F*e '37'*) par définition de ®IK

*

& o)Wl ® n‘p(x))w*(F* e¥ )

]

= (5 @?)(% ® n¢)(F(x))(?* e T ™ par (2.2.5.b)
= (@K ® <I>IK)(1"(x)) par définition de QK
De plus :
~~ i *\ A
K™7 (<I>K(x)) = J <I>‘K(x )J par 3.3.2.
= 3% (x*) F *5-
7]
= F J“n¢(x)*J‘ §* par 1'abus de notation signalé en
2.3.4.

¥ T, (<) ¥ * par (3.1.5.a)

¢K(-K(X)) par définition de o
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L'isomorphisme %K vérifie donc bien la définition 4.3.5.

Proposition 4.3.7. : Soit 6 dans M: ; on a
¢K(K(X*(6))) = \"(8)

Cela résulte de 4.1.3.b) et de la définition de QK .

Corollaire 4.3.8. : La représentation de Fourier ) est injective.

Démonstration : D'aprés 2.2.6., A, est injective. Donc A~ aussi par

4.3.7. En remplagant K par K~ , on en déduit que X est injective.

4.3.9. Regroupons certaines propriétés des chapitres 1 FA

Soit K = (M, T, x, ¢) une algébre de Kac, K = (M", T", 7, ¢7) 1'alge-

bre de Kac duale. Identifions M a2 M¢(M) par Hw a H$ par F , donc M* 3

‘P’
mpA(M ) et M a M par ﬁk .
Alors

- il existe un opérateur unitaire W dans M ® M~ qui vérifie :

WA, () ® A (9) = A, (T (x @ 1)) (x,y € 7f¢)

*

W

(J° @ HWWAI™ ® J)

(We 1)(1 ® W

(1ewWw(l ec)(We 1)(1 ® o) (W® 1)
I'(x) =Wl ®x)W (x e M)
W= owfc

- il existe une représentation injective A de 1l'algébre de Banach involu-

tive M, d'image faiblement dense dans M~, telle que :

Aw)a(w') = a(w * w') (w € M, w' € 3 ¢)

W (o) | yos =(8| Moy )8 (o,8,v,8 € H)

Aw o k) = kK™ (A(w)) (w € M*)

a(w) = Aw-(X(w)) (w e £¢)

K(A*(S)) = A7(8) (6 € M;) , ol A* est la transposée de X .
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- 1'involution J , l'opérateur modulaire A , le groupe d'automorphismes

modulaires cﬁ vérifient :
Jx*7 = k™ (x) (x e M7)

A est affilié au centre de M" ; c'est la dérivée de Radon-Nikodym de ¢~

par rapport i ¢~, Kk~

rooi=(1®oi)or=(c‘i®1)or (t € R)

Remarque 4.3.10. : Soit K = (M, ', x, ¢) une algébre de Kac. Il résulte
de (Ki), (Kii), (Kiv), Kvi) et 4.2.5.@) que le quadruplet (M, T, ', ¢) (o0 «'
désigne 1'application de M dans M définie par «'(x) = K(X)* , pour tout x de

M) vérifie les axiomes de [22]

Nous ne disposons pas d'assez d'éléments pour nous prononcer sur la

réciproque.
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5 LES 3 ~MORPHISMES

5.1. Définition et premiéres propriétés des XK -morphismes

Définition 5.1.1. : Soient M] et M2 deux W*—algébres et u un morphis-—

me normal de M] dans Mé. On notera l—Ru le générateur de 1'idéal KerLl H

ainsi Ru appartient au centre de M]

Définition 5.1.2. : Soient Kl = (M], F], Kis wl) et KZ = (MZ’ Fz, Kos wz)
deux algébres de Kac. On appelle X-morphisme de Kl dans KZ un morphisme nor-

mal u de Ml dans M2 tel que u(l) =1 et :

(Mi) I'ou = (u ® u) F] s

‘Mii) KU = uk;
(Miii) il existe un nombre réel strictement positif ku tel que

¢,(u(x)) = ke (Ryx) pour tout x de MT ,

(Miv) u(M]) est invariant par 6i2 pour tout t de R .

On appellera ku le coefficient de u ; on dira que u est normalisé s'il

est de coefficient égal a I.

Remarques 5.1.3. : (a) Les isomorphismes normalisés définis en 4.3.5. sont

les & -morphismes normalisés bijectifs.

(b) L'axiome (Miii) entraine que la restriction de ¢
) 2

S u(M]) est un poids semi~fini ; nous le noterons ¢, . De plus, pour x dans

2

T ,ona Rx dans T , et donc, grace i (Miii)
¢ u #1

u(x) € T(""Z n u(M]) = T(,\l

$2

Réciproquement, supposons que " u(x) appartienne a 7t$ . D'aprés (Miii),

. . . S 2 .
cela implique que Rux appartient 3 b4 0 donc u(x) = u(Rux) appartient 3

ul( ﬂw ) . Finalement !

1
aw(M )y =T num,) = N
Y ) ! ¢

w(MEy =M num) = ME
‘) ) ! ¢
2
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et, par linéarité :

u<m¢9= m¢2““mﬂ= i (d

aZ

(c) Soient N wune algébre de von Neumann, vy un poids
normal, semi-fini, fidéle sur N , P une sous—algébre de von Neumann de N telle
que 5i(P) = P pour tout t de R et que la restriction de ¢ & P* soit un
poids semi-fini. Alors, le th&oréme du §3 de [18] assure qu'il existe une unique
espérance conditionnelle E, normale, fidéle de N sur P telle que

0(E(x)) = ¢(x) pour tout x de ﬂl+

0’ d'oli, par linéarité, pour tout x de Tﬂ¢

Soit x dans N p > ona

0 (o? @) = ¢ EE )

¢(cﬁ(x)) car ﬂl¢ est stable par ci
= ¢(x)
d'ol, grdce 3 l'unicité de 1l'espérance conditionnelle :
v _ v
E 0. = 0y E

Cela implique, en particulier, que le poids ¢.E est invariant par oﬁ

pour tout t , et, en appliquant [14], théoréme 5.9., que ¢oE =¢

(d) Il est clair que l'axiome (Miv) permet d'appliquer
la remarque précédente a M2 et u(M]). Dans ce cas, on notera Eu 1'espérance
conditionnelle, normale, fidéle de M2 sur u(M‘):

Lemme 5.1.4. : Soient deux algébres de Kac Kl =M

P F], ks wl) et

Kz = (MZ’ Fz, Koo ¢2) et u un morphisme normal de M} dans M2 telique

u(l) =1 et vérifiant (Mi) et (Mii) , on a :
(a) F](Ru) > Ru ® Ru
(b) KI(RU) = Ru

Démonstration : On a successivement : .

(u® u)(F](Ru)) Fz(u(Ru)) d'aprés (Mi)

r,(1)

1 &1
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donc (u ® u)(F](Ru) -1®1) =0
soit (Ru ® Ru)(Fl(Ru) -1®1) =0 par définition de R“,
. _ "o

puis (Ru ® Ru)F](Ru) = Ru ® Ru d'ot (a).
De la méme maniére :

_ ' R ..

u(K](Ru)) Kz(u(Ru)) d'aprés (Mii)

= k(D)

=1
d'ol Kl(Ru) 2 Ru . Comme K est involutif , on en
déduit (b).

Lemme 5.1.5. : Soient K = (M, I', k, ¢) une algébre de Kac, R un projec-—

teur du centre de M tel que T'(R) 2R ®R et k(R) =R. On a

F(R)Y(R® 1) =T(R)(I ®R) =R ® R

et (1 ® W¢(R))W(1 ® ﬂ¢(R)) (ﬂ¢(R) ® n¢(R))w = W(ww(R) ® ww(R))

Démonstration : Dans le calcul ci-dessous, nous utiliserons 3 plusieurs re-

prises le fait que l'on a an(R)J NW(R) car R appartient au centre de M .

et J“ww(R)JA n¢(R) d'aprés 3.1.5.(a) car R est invariant

par « .

Nous avons alors successivement :

ﬂw(R) ® n¢(R) = (w¢(R) @‘ww(R))(ﬂw ® ﬂ¢)(F(R)) par hypothése
= (n,(R) &1 (RHW(I ® 1_(R)W d'aprés
¢ ¢ ¢ 2.2.5.(b)
= (1, (R) ® 1, (R)W(I @ 1 (R))(J".® HW(I" @ J) d'aprés
3.1.5.(b)

(mﬂ(R) ® ww(R))w(JA ® J)(1 @ n¢(R))W(J” Q.J)

(n,(R) ® ﬁ¢(R))(J* e HDW (1 ® 1 (R)HWI™ ® J) d'aprés
¢ 3.1.5.(b)

(" 8 ) (n,(R) @ n¢(R))W*(l ® m, (R)W(I" & J)
d'oli, en composant cette &galité a droite et 3 gauche par J~ ® J :

1,(R) ® 1 (R) = (1 (R) ® w¢(R))w*(] ® m, (R)W

donc :
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(n,(®) ® %(R))w* (r, () @ nw(ro)w*(l ® m,(R)

puis W(w¢(R) ® n¢(R)) (1 ® ﬂ¢(R))W(W¢(R) ® nw(R))

(nw(R) ® "w(R;)W(] ® W¢(R)) d'aprés 2.1.1.

(m, (R) @ m (R))W

d'aprés la deuxiéme &galité du calcul ci-dessus, multipliée & droite par W.

or , (n¢ ® nw)(P(R)(R ® 1) W(l ® w¢(R))W*(n¢(R) ® 1) d'aprés 2.2.5.(b)

W, (R) @ nw(R))W* d'apres 2.1.1.

m (R) ® 7 (R
(R) ¢( )
Et par ailleurs :

R®R =¢(k ® k)(R ®R)

=¢(k ® K)(T(R)(R ® 1)) d'aprés ce qui
précéde
=¢(k ® K)(T(R)) s(xk ® K)(R® 1)

= I'(x(R))(1 ® R) d'aprés 1.2.1.3.
= I(R) (I ®.R)
On en déduit que :
m,(R) & 1 (R) = (1 ®n (R)W( @ nw(R))W* d'aprés 2.2.5.(b)

(Ww(R) ® ww(R))W =(19® nw(R))W(l ® “¢(R))

ce qui achéve la démonstration du lemme.

5.2. Algébres de Kac réduites

Définitions 5.2.1. Soient K = (M, T, x, ¢) une algébre de Kac et R un

projecteur du centre de M tel que :

I'(R) 2 R®R

k(R) =R .

On notera KR le quadruplet (MR, FR’ Kg? ¢R) ot



67

(1) MR est 1'algébre réduite de M par R ; on notera r la surjection
canonique de M sur MR .

(2) FR(r(x)) (r ® r)(I'(x)) pour tout x de M.

(3) KR(r(X)) r(k(x)) pour tout x de M .

(4) vR est le poids réduit de ¢ par R ([4] , définition 3.2.4.).

Lemme 5.2.2. : L'application AW (r(x)) » Q#(Rx) définie pour x dans 1I¢

. P R
se prolonge en une isométrie de H¢ dans H¢ que l'on notera IR

R
On a : (a) A x) = A (r(x)) pour tout x de T
Ry WR (4
() LI =7 (R)
RR - Mo
(e) w‘p(x)lR = IerwR(r(x)) pour tout x dans M.
d) w = w o T pour tout Yy et a dans H .
IRy,IRa Y,Q ¢R
(e) si w appartient a2 £ ,0ona wor € £ et a(wor) = I_a(w)
2 ¢ R
Démonstration : Pour tous x, y de I( 0’ nous avons
* *
ep(r(¥) (¥} = ¢ Ry x)
donc r(x) et r(y) appartiennent a T(¢ , et
R
(«pR(r<x>) | a, ) = (4, R | A, (Ry)
R
d'old l'existence d'une isométrie IR définie par
A = Rx) = !
I ¢R(r(x)) A¢( ) nw(R)A¢(x) pour x dans TZ¢

On a aussi

, (G | hp FOI) = (4, G | A, Ry))

(, ) |1R%Ru<w>)

*
(Th, GO | h FGID)

d'old (a) par densité .
Il en résulte que, pour tout x de f{w :

'*
T Igh,(x) = I

rY R1\“01{(r(x)) = n¢(R)A¢(X)

d'ol (b).
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Soient x dans M, y dans 1t 0 On a

“¢(X)IRA¢R(r(y)) ﬂw(X)A¢(Ry)

[

A¢(ny)

]

A (r(xy))
Ry

IRﬂw (r(x)A¢R(r(y))) d'ol (c).

R
Soient x dans M , y et a dans H¢ . On a:
R
<X 5 g V.1 a> = (HW(X)IRY I IRu)
R R
= ' <
(IRﬂ¢R(r(x))y | 1)) d'aprés (c)
= (ﬂwR(r(x))Y [ o) = <r(x) , w7
= <x , wY’u°r> . d'ot (d)
Soient w dans £ et x dans Y . On a
¢R 4
*
(g, (@) [ 0,60 = (2 () | Tgh, )
= (a (w) | A (r(x)) d'aprés(a)
) )
R R
= <r(x)* , w> d'aprés 1.1.3.(b)
*

= <X , WoI>

d'ol wor € £¢ et a(wor) = IR3¢R(M)

Théoréme 5.2.3. : Le quadruplet KR défini en 5.2.1. est une algébre de
Kac. La réduction r est un K -morphisme surjectif de K sur KR .

De plus, soient WR 1'opérateur fondamental et A, la représentation de

R
Fourier associés & KR . On a

(a) (IR ® I )W = w(IR ® IR)

R R

* * * %
(b) (IR ® IR)W = WR(IR ® IR)
(¢) Pour tout w de (MR)* : IRXR(w) = A(mor)IR
et (@ @Iy = A (wer)

Il en résulte que nw(R) commute aux A(wer) pour w dans (MR)*'
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On dira que KR (resp. par abus de langage MR) est 1'algébre de Kac ré-
duite de K (resp. de M) ' par R.

Démonstration : Gri3ce aux hypoth@ses, on voit immédiatement que KR vé-
PR . . . + . ~
rifie (Ki) et (Kii). Soient alors x dans 1(¢ et y dans hild 0’ il résulte de

5.2.1. que :

(0g @ ¢ ((r0) e DI () ((x) © 1) = (v ® v ) ((r @ 1) ((x" @ DI (x ® 1))

o) (ReR)(x e 1)(T(y)(xal))

@ o) ((Re DIR)(x® DI(y)(x e 1))
: d'aprés 5.1.5.

@ ®9) (R ® IDT(Ry) (Rx ® 1)

L}

w(Rx* x)¢ (Ry) d'aprés (Kiii)

]

]

*
wR(r(x x))wR(r(y))

) w A F + . PR L
comme T 0 = r(TT¢) et donc M 0 = r( NZ¢) , on en déduit que KR vérifie (Kiii)
On peut donc appliquer a KR les §ésu1tats de 2.1. et construire WR et AR

Pour tous x, y de M , on a

"
(I, ® THOW, (A (r(x)) ® A (r(y))) = (I, ® I )A (T (r(y))(r(x) ® 1)) d'aprés
RO RTRTvp ‘R R RV ppevp R 2.1.1.
= (I, ® I_)A ((r ® r)(I'(y)(x ® 1))) d'aprés
R R epeeg 5.2.1.2.

A¢®¢((R ® R)T'(y)(x ® 1))

A¢®¢(F(R)(R ® 1)T(y)(x ® 1)) d'aprés 5.1.5.

.A¢®¢(F(Ry)(Rx ® 1))

W(Aw(Rx) ® Aw(Ry)) d'aprés 2.1.1.

W(I, IRXApR(r(x)) ® AvR(r(y)))

d'oll, par densité :

(IR ® IR)wR = w(IR ® IR)
On a également :

*
(Tg @ TIW(, () ® 4 () = (Ig © THA, . (T(3) (x ® 1) d'apras 2.1.1.

= A¢R®¢R((r ® r)(I'(y)(x ® 1)) d'aprés 5.2.2.(a)
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= AwRewR(FR(r(y))(r(X) ® 1))

W (A (xr(x)) ® A (r(y)))
R7vp ‘R

d'ol 5.2.3.(b) par densité.

Soient o, B, Y dans H , 8§ dans H . On a
¢R [4

Gpaep) | ye 1;6)

*
8 | AR(wy,a)IRS)

((1 8 I W (a8 B) | y®0)

= ((1ge TW(a ® B) | Ty ®
= (W(Ip ® L) (c ® B) | Iy ®
= (18 | Mopy,1)®

*
8 | IRA(wY,aor)s)

d'ol 5.2.3.(d).

De plus; pour tout x de M , on a
o * -
<x , (wer)®> = <k(x) , wor>
= <r(ex)”, W
B * -
= <kp(r ()", w
= <r(x) , w>

= <x , wlor>

5.2.3.1. (wor)® = w°or
Dans ces conditions, nous avons, pour tout
A, (0°) = I*A(w° r)I
R R °*7°R
= I A((wor)®) 1
= pAtwer) o

* * * *
IRX(wor) IR = (IRl(m)IR)

XR(w)* .

L]

W (Ir ® 1;>(A¢(x> ® 4, ()

8)

3)

de

d'aprés 5.
d'aprés 2.

d'aprés 5.

d'aprés 2.

d'aprés 5.
d'aprés 2.

d'aprés 5.

d'apre

d'aprés 5.

d'aprés 1.

M),

.3.(a)

.5.(a)

.2.(d)

d'aprés 5.2.3.(d)

d'aprés 2.1.7.
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I1 en résulte, grace a 2.1.7. que KR vérifie 1'axiome (Kiv). De plus, en transpo-

sant l'égalité 5.2.3.(d), on obtient :
IRAR(w) = )\(wor)IR ce qui achéve la démonstration 5.2.3.

Par ailleurs, soient w, et w, deux éléments de (M )* . On a, pour tout

1 2 R
x de M
<x , (w] * mz) o > = <r(x) , wpor wy>
. A} =
= <FR(r(x)) > W) ® w2> d'aprés 1.2.2.
= <(r ® r)(I'(x)), W, ® wy> d'aprés
5.2.1.2.
= <I'(x) , (wl°r) ® (wzor)>
= <X, (w]or) * (wzor)> d'aprés 1.2.2.
d'ol
5.2.3.2. (wl * wz) o T = (w]or) * (wzor)

Il en résulte que :
A (e, * w) = I;A((w] *w)) o DI, d'aprés 5.2.3.(d)
= T (0 oT) * (wy0m)) Ty
= I;)\(wlor)A(wzor)IR d'aprés 2.1.9.
= I;X(wlor)IRAR(wz) d'aprés 5.2.3.(c)
= XR(w])XR(w2)
donc, d'aprés 2.1.9. , KR véfifie 1'axiome (Kv)

Pour tout x de M, on a

YR M) .
ko, (x(x))) = KR(r(ot(x))) d'aprés [4] , 3.2.6.
= T(x(o]())) d'aprés 5.2.1.3.
= (o () d'aprés (Kvi)
YR
= o_ (rx))) d'aprés [4] ,.3.2.6.
= giE(KR(t(X))) d'aprés 5.2.1.3.

on en déduit que KR vérifie (Kvi).

Ce qui achéve la démonstration du théoréme.
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5.3. Sous—algébres de Kac

o
Définitions 5.3.1. Soient K = (M, T, k, v) une algébre de Kac et M

*
une sous-W -algébre de M , contenant | , telle que :

1 rM) c Me M
2) k() = M
3) Gi(ﬁ) = M pour tout t de R
s s Lo v .
4) la restrictionde ¢ & M , que l'on notera ¢ , est un poids
semi-fini.

Y n Ty " .
On notera K 1le quadruplet (M, T, t, $) ol I et k désignent les res-

. . 'S . P P . . I\
trictions de T et k @ M, et i désignera l'injection canonique de M dans M.

Lemme 5.3.2. : Sous les hypothéses précédentes, il existe, d'aprés 5.1.3.
(c), une espérance conditionnelle normale unique E de M sur ﬁ telle que
YoE = ¢ et une isométrie ¥ de H& dans Hw définie par ¢
n
(a) IAv(Ex) = A (Ex) pour tout x de 1t
v AR "
ou YA&(X) = Aw(i(x)) pour tout x de 1t 3

Cette isométrie vérifie, de plus, les conditions suivantes (ol 1l'on pose

P = }}*) :

(b) ¥*A¢(x) = A$(EX) pour tout x de ﬂ,w
(c) P A¢ (x) = A‘p(Ex) pour tout x de M ¢
(d) ﬂ&(Ex) = }*ww(x)¥ pour tout x de M

(e) pour tout x de M, n¢(i(Ex)) est 1l'unique élément de qﬂ(M) tel
que
mp(i(Ex)) = Pﬂ¢(x)P

N Ny N
(£) st N, & ,%, désignent les algébres hilbertiennes i gauche, 2

. . . . Y . 5 . :
droite, modulaire maximale associées 3 ¢ , ¥ est un morphisme d'algébres involuti-
W Wl v
ves de M (resp. 4 | resp. U,) dans A (resp. A ', resp. Lo). On notera de la
- P . v v " .
méme fagon les opérations sur M et sur U . On notera p et a les applica-

tions assocides 2 K de fagon analogue a 1.1.2. et 1.1.3.(b).

(g) soient vy, a dans H@ . On a: MTY Yo © wY 0 ® E .
’ ’

(h) soit w dans £¢. On a woi € £$ et g(mai) = ?*a(w)
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(i) soit w dans £$ . On a woE € £¢ et a(woE) = Tg(w)

(j) soit w dans £¢ . Alors woE = woioE appartient & £ et

)
a(woE) = Pa(w).

Démonstration : Les résultats (a) 3 (f) se déduisent de [18] . Soient

Y,o dans H@ et x dans M. On a :

<X w?y,%a> = (ﬂ¢(x)}y | %a)
= (%*n (x)%y I a)
9
= (my(Ex)y ) d'aprés (d)

= <Ex , w >
Y0

= <x , wY a°E>
s

d'ol (g).
Soient w dans £¢ et x dans T[w
[

(a(w) | ?Ag(x))

On a :

1" aw) | Ky ()

(aw) | A¢(i(x))) d'aprés (a)

<A, w d'aprés 1.1.3.(b)
* .
= <X , Wol>

donc wol appartient a ﬁg et g(wci) = i*a(w) , d'ot (h).

Soient w dans £$ et x dans W 0 " On a :

P | A¢(x)5 ORI WD

(g(w) | Ag(Ex)) d'aprés (b)

*
<Ex  , w> d'aprés 1.1.3.(b)
*
= <X , woE>

donc woE appartient & £¢ et a(woE) = ?g(m) , d'ou (1i).

Soit enfin w dans £¢ . Il est clair que woE = woi.E appartient i £¢
et que

a(woE) = a(woioE)

= ?g(woi) d'aprés (i)
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= ¥¥*a(w) d'aprés (h)
Pa(w) d'ol (j) grace a 1.1.4.2.

Théoréme 5.3.3. : Le quadruplet K défini en 5.3.1. est une algébre de
Kac. L'injection i est un ¥ -morphisme injectif de ® dans K .
De plus, soient W 1'opérateur fondamental et X 1a représentation de

Fourier associés a 14 . On a (avec les notations de 5.3.2.)

(a) FeBHUW=wF e

(b) %*(w) = A(on)% pour tout w de (ﬁ)*
(c) FE=(EeE) T

)

On dira que ¥ ( resp. par abus de langage ﬁ) est une sous-algébre de

‘Kac de K (resp. M).
Démonstration : Il résulte des définitions que nous avons :

ri=(¢ei)t

v
K

5.3.3.1. ki=1

N+
M

N }
¢ (x) pour tout x de

v (i(x))

De plus, grace aux hypothéses, on voit immédiatement que K vérifie (Ki)
et (Kii). De plus, comme Tlg = 11¢ n M , 11 est clair que $ vérifie (Kiii). On
peut donc appliquer les résultats de 2.1. et notamment construire W et X.

Par ailleurs, il résulte de 5.3.2.(g) que pour Y et o dans H& , on a :

wTy,Tu° i= wy,a o Eol

= W
Y,

En particulier, pour vy et a dans A' , cela s'écrit, d'aprés 5.3.2.(f)

b . ~
oy Ta"))ei =By T o)
d'oll, par linéarité :
N . .
p(8) = Q(Té)ol pour tout & de &' T '
Ainsi, comme K vérifie (Kiv), on trouve, pour &, n dans &o T zto et
w dans M

T e, we o> = (' L W e o>, soit
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<r<i<A§l(€>*>> , © ® p(In)> = <r<i<A;’<n>*>) , w® ® p(Ig)> d'aprés 5.3.2.(a)

<(i e i)F(Ag‘(g>*) , 0 ®p(In)> = <(i ® i)?<A§’<n>*>> , w® ® p(Ig)>  d'aprés

5.3.3.1
R © 4 i @ pn)ei> = FUN) L wii @ p(18)eisT
QF(Ag‘(a>*> s wei @ B> = <zl ), i e 55T
Or, pour tout x de M
<X , wel> = <i(x) , w°>
= <« (ix)", w d'aprés 1.2.2.
= <ARE))T, wT d'aprés 5.3.3.1.
= <2(x)* , Woi>
= <x , (woi)®> , d'aprés 1.2.2.

donc 0ol = (woei)® .

n . . P
Comme tout €lément de M* est de la forme woi avec w dans M il ré-
PR . . -~ - %
sulte que k vérifie 1l'axiome (Kiv) ; cela entralne d'aprés 2.2.4. que W est
unitaire .

Sient x et y dans '(("; . On a

T e ?)%(Ag(x) ® My(y) = T o %)Ag@g(%(y)(x e 1)) d'aprés 2.1.1.
= Mg, (G e DEM & e 1)) d'aprés 5.3.2.(a)
= A¢®¢(F(i(y))(i(x) ® 1)) d'aprés 5.3.3.1.
= W(A¢(i(X)))A¢(i(y))) d'aprés 2.1.1.

W e f)(Ag(x) ® Ag(y))

d'ol, par densité, 5.3.3.(a).

v . .
Comme W est uniatire , on a

WlTel =w@e )"

W*W(f ® %)%* d'aprés 5.3.3.(a)

@ o HW

d'oli, en transposant :
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5.3.3.2. @ o THw = WT* & 5

On en déduit que, pour tout x de M :

(my ® 1) ((E @ E)I'(x)) @ e ?*)(nw ® n¢>(r(x))(? 1) d'aprés.5.3.2.(d)

(?@fﬂwlawunW&xb, d'apres 2.1.1.

]

W e (1 e n¢(x))(? e M)W d'apres 5.3.3.2.

W e T*n¢(x)?)%*

]

W e n&(Ex))ﬁ* d'aprés 5.3.2.(d)

(ﬂ$ ® n&)(% E(x)) d'aprés 2.1.1.

d'ol 1'égalité 5.3.3.(c).
Soient a, Yy, § dans H& et B dans Ep . On a:

[}

8 | A(mY’aoE)fa) 8 | X(wa,%a)$6) d'aprés 5.3.2.(g)

(W(%a ® B) | ?y ® %6) d'aprés 2.1.5.(a)

(Y e Y Hw@a o) | vy o8

MY e )YXaop) | yoo) d'aprés 5.3.3.2.

(e ® 1) | v @ 0)

(%*6 | X(wy’a)ﬁ) d'aprés 2.1.5.(a)

av
@ | e, o
il en résulte que pour tout w de ﬁ* , on a :
X = A(w.B)Y

ce qui achéve la démonstration de 5.3.3.

Soient ) et w, dans ﬁ* . On a, pour tout x de M :

<x,(ml * w2)0E> = <Ex , W x wy>

= &(Ex) , w, ® w,> d'aprés 1.2.2.

= <(E ® E)I'(x) , W ® w,> d'aprés 5.3.3.(c)



donc :

<I'(x) ’ (M‘OE) ® (wzoE)>

It

5.3.3.3. (w, * wz)oE = (w]oE) * (wzoE)

1

On obtient alors :

,%(w

k. v
L * wz) = ITa((w, * NZ)QE)I

= TA(eB) * (wyoENY

d'aprés 5.3.3.(b)

- %*A(wlog)x(wzoz)¥ d'apras 2.1.9.

= %*A(w]°E5¥X(w2)

= X(wl)y(wz) "

il résulte de 2.1.9. que K vérifie 1'axiome (Kv) .

. o
Enfin, comme ct(x) = oi(x) pour tout x de M et tout t de

vérification de (Kvi) est immédiate.

Ce qui achéve la démonstration du théoréme.
Lemme 5.3.4. : On a ,

(a) %*A(m) = ¥*A(on) pour tout

() T AT = X(woi) pour tout

(w* w'), 1 (wol) * (w'ol) d'aprés 5.

(moioEoi) * (LU' oi-)

((woioE) * w')ol d'apras 5.

((woE) * w')oi
Ainsi, dans le cas ol w appartient 3 M, et w' a J

A (w)ale")

Ya(w * ") d'aprés 2.

n . .
a((w * w')oi) " d'aprés 5.

w

Démonstration : Soient w et w' dans M* . On a successivement :

d'aprés 5.3.3.(b)

de M

77

<X (wloE) * (wzoE)> d'aprés 1.2.2.

de M. .

.2.(h)
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= F(((WeE) * w')oi) d'aprés ce qui précéde
uk

=1 a((weE) * w'") d'aprés 5.3.2.(h)

= }*A(on)a(w') d'aprés 2.1.9.1.

par densité, il en résulte (a).

On a, pour tout w de M*

Yr@?t = YA(wo.E)T d'aprés (a)
= YA (woioB) T
= Y'TX (woi) d'apras 5.3.3.(b)
= %(wei)
d'oit (b).
Lemme 5.3.5.

(a) P appartient au commutant de M~

(b) 1'application v définie par v(x) = Y*xt pour x dans M~ est un

morphisme normal surjectif de M~ dans (ﬁ)‘ tel que v(l1) =1
(c) g“(v(A(m)*A(w)) = IIPa(m)Il2 pour tout w de £¢

(d) P 2 RV , ol RV est défini comme en 5.1.1.

Démonstration : Pour tous x et y de T{w , on a

(I ® P)(A,(x) ® A, (y)) = WA, (x) ® A (Ey)) d'aprés 5.3.2.(c)

@ﬁap(F(Ey)(X ® 1)) | d'aprés 2.1.1.

Mg, ((1 ® E)(I(Ey) (x ® 1)) car T'(Ey) (xel) « Meht

(1 ® P)A¢®¢(F(Ey)(x ® 1)) d'aprés 5.3.2.(c)

(1 ® P)W(le P)(Av(x) ® Aw(y))
d'aprés le début .du calcul. Donc, par densité
W(l ® P) = (1 ® P)W(I ®P)

Dans ces conditions, pour tous a, B, Yy, & de Hw , on a:
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8 | P*(wy,a)d) (B | Moy )8

5 O

(W(a ® PR) | v ® 6) d'aprés 2.1.5.(a)

((1 ® P)W(a ® PB) | v ® §)

(W(a ® PR) | y ® P6)

8 | PA(wY JES d'aprés 2.1.5.(a)

ainsi : PA(w) = PA(w)P  pour tout « de M_ . En passant aux adjoints,

grace 3 2.1.7. , on en déduit (a).

. N _
Par définition, les }(wol) , avec w dans M engendrent M~ . Il résul-

te alors de 5.3.4.(b) par continuité, que pour tout x de M  , v(x) appartient 3
M . Il est clair que Vv est normal, surjectif, que v(l) =1 , et que pour tout x

* ~
de M on a v(x*) = v(x) . Pour tous x ety de M , on a

v(xy) = %*xy ¥
= 1P xy ¥ par définition de P
= ¥*x Py ¥ d'aprés (a)
=% YTy Y
= v(x) v(y)

d'ol (b).

Soit w dans £¢ . On a

GO A (W) = 8™ Kwoi) X (woi)) d'aprés 5.3.4. (b)
= Hg(moi)ﬂz d'aprés 3.1.9.
= H’i*a(w)ll2 d'aprés 5.3.2.(b)
= 1Y a ()i ?
2 ~
= [|[Pa(w)ll © . d'ot (c).

Soit & dans Ker P. Comme a(£¢) est dense dans H¢ d'aprés 1.1.4.2.,
il existe une suite (wn) dans £¢ telle que a(mn) tende vers £ . Associons-lui
‘la suite a(mn - wnoE) =( - P)a(mn) , (e£.5.3.2.(j)), il est clair qu'elle appar-
tient a a(£¢) n Ker P et qu'elle converge vers (1-P)£ = £. Donc a(£¢) n Ker P

est dense dans Ker P.
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Soit maintenant w dans £¢ tel que Pa(w) = 0. D'aprés (c), cela entrai-

-

ne QA(V(A(M)*A(w))) =0 , comme le poids $ est fidéle, cela entraine v(A(w))=0,
soit RVA(w) =0, ce qui, d'aprés 3.1.9. peut s'écrire : Rvﬁ(a(w)) = 0 . Comme Rv
appartient au centre de M", on obtient ﬁ(Rva(w))= 0 . Comme la représentation 7

est fidéle, on trouve finalement que Rva(m) = 0. On a ainsi acquis que a(£¢)nKer P

est inclus dans Ker RV , par densité on obtient Ker P c Ker Rv , d'od (d).

Lemme 5.3.6. : Soient ¢ et Y deux poids normaux, fidéles, semi-finis sur

une W*—algébre M , tels que Gi = of pour tout t de R . Alors, ¢ = ¢(h.) au

sens de [14] , ot h est un opérateur auto-adjoint positif affilié au centre de M
(cf. [14] , théoréme 5.4.).
Soit M une sous W*-algébre de M, ci-invariante pour tout t de R

o . Y N . N . e e
et telle que les restrictions ¢ et y de ¢ et y a8 M soient semi-finies. On note
- P N
E¢ 1'espérance conditionnelle normale de M sur M

[18] , théoréme du § 3).

telle que ¢0E¢ = ¢ (voir

(a) La dérivée de Radon-Nikodym de w par rapport i $ existe et vaut

E¢<h) défini par (ol he est défini comme en 1.3.9.)

LG (h)l/z) ={¢ ¢ H; ; limgng(Ew(hE))]/zg existe}
et, pour tout & de B (Ew(h)l/z)
12, . 1/2
Ew(h) g = llmsﬂg(Ew(hel) £

(b) En utilisant les notations de 5.3.2. ,.on a

E, (h) =Yh?

_ . * *
Démonstration : On a : Y(x x) = ¢(hx x) pour tout x de M

Lim p (hex*x) voir [14] , théoréme 5.4.

ol he appartient au centre de M et tend en croissant vers h .

Soit x dans M . On a

Nk . *
P(x x) = 11m€¢(h€x X)

i

. *
11m€¢(E¢(h€x X))

[}

Lim ¢ (E, (hgx*x)

on en déduit que
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‘ 1/2
E
(i 0 Ty e B @, m''5
' N ¢ _ v - S T
L'hypothése o, = o entralne alors O, =0l d'aprés [4] , lemme 1.4.3.

ce qui, d'aprés 1.3.9. entralne que A&( ﬂi& n 7f$) est dense dans Hg .
Ainsi E¢(h)l/2

de M et il en est de méme de Ew(h) qui apparait de plus comme la dérivée de Ra-

est un opérateur -auto-adjoint, positif, affilié au centre

don-Nikodym de w par rapport & $ . En effet, par définition :

T'x) = lim $(E (h )x™x) = ¢(E (W)x'x) ; d'od (a)
e 9 e ]
. 1/2 _ .. 1/2
On a : » E¢(h) = 11m€"$(E¢(h€))
- 1im€(%*hg¥)‘/2 d'aprés 5.3.2.(d)
Donc : E (1) = lim i*h %
") € €
_ f* h } d'ot (b)
Proposition 5.3.7. : Le projecteur P appartient au centre de M~ ; plus

précisément P = RV (od v est le morpﬁisme défini en 5.3.5.(b)).

Démonstration : Pour simplifier les notations, on appelera ' 1le poids
sur (M) défini par ¢'(x) = $*(v(x)) et Y" 1le poids défini sur la méme algé-

bre en réduisant ¢~ par RV , soit YP"(x) = ¢£ (x)

v
La restriction de v i (M‘)Rv est un isomorphisme de (M")Rv sur M .
On a donc, pour tout t de R
Y A
V(Gt (x)) = Gi (v(x)) pour tout x de (M‘)R
v
Or, il résulte de 5.3.1. et de 4.2.1. que l'opérateur modulaire associé a

o .2 . s [

¢ est la dérivée de Radon-Nikodym de 302 par rapport a & , c'est-da-dire (com-
me la dérivée de Radon-Nikodym de ¢,k par rapport 3 ¢ est A~ d'aprés 4.2.1.)
dgal 3 Y"2"T d'aprés 5.3.6.(b).

L'égalité ci~dessus s'écrit alors

5.3.7.1. v(ct'(x)) = f*(AA)itT v(x)T*(AA)_itf pour tout x de
(M™) et tout t de R

Ry,

Par ailleurs, 1l'opérateur modulaire associé i " est égal 3 RVA‘ . On en

déduit que :

[

V(gt"(x)) }*Gﬁ"(x)} d'aprés 5.3.5.(b)

Nk it A~y -1t
I (4R ) xR A7) ¥
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Y*(A*)ltkv x RV(A‘)"tf

?*(A‘)ltPRv x R P(aD) Y d'aprés 5.3.5.(d)

?*(A‘)itf?*kv x RV?T*(A‘)_it?

= Tttt VR x RV)?*(A‘)'ltf d'aprés 5.3.5.(b)
=t v(x) Y)Y par définition de R,
‘\("
= v(ol (¥)) d'aprés 5.3.7.1.
Comme la restriction de v & (M“)R est injective, il en résulte :
v
wl _ wvv
% %

Dans ces conditions, d'aprés [14] , théoréme 5.4. , il existe un opérateur auto-ad-

joint positif h affilié au centre de (M“)R tel que
v

v' = y"(h.)

ce qui s'écrit, par définition de ces deux poids :
g-(v(x)) =¢"(h R, x) pour tout x de (M)
En particulier, pour tout w de £¢ , ona :

o~ (v (M@ A Ww)))

™ (h R, A() A (W)

= lin e~ ((}/? R AW 07 R 2@

/2

. 1 2 ' <
11m€ "A¢.(hE Rv Ao d'aprés 3.1.9.

. 1/2 2
= 11m€ ""¢‘(he RV)AWA(A(W))"
= lim_I¥n!/2g F* Aw-(A(m))Hz d'aprés 2.3.4.2.
= 1im 1F072 R aui?
€ € v

= lim 102 R a ()2
€ € v

il en résulte que : Rva(w) appartient a b (hl/z) et que

1/2

PO W) =2 r all?

On en conclut, en utilisant 5.3.5.(c) que pour tout w de £¢

1/2

II'P a(w)ll = lih R, a(w)ll
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or, h]/2

RV est affilié au centre de M~ et P appartient au commutant de M,

d'aprés 5.3.5.(a). Ces deux opérateurs positifs commutent. Comme a(£¢) est dense

dans H_ (1.1.4.2.) et P borné , on en déduit en utilisant [5] , lemme 23  que

P = h]/ RV d'od P < Rv . La proposition résulte finalement de 5.3.5.(d).
Corollaire 5.3.8. : Avec les notations de 5.3.2. : k E =E « .

Démonstration : Il résulte de 5.3.2.(e) que, pour tout x de M :

ﬂ‘p(i(E(K(x))))P =P n‘p(K(X))P
=P J“n¢(x*)J” 3 d'aprés 3.1.5.(a)
=J P n¢(x*)P J° d'aprés 5.3.7.
=7 nw(i(Ex*))P J° d'aprés 5.3.2.(e)
=J° n‘p(i(Ex*))J‘ P d'aprés 5.3.7.
= 7, (c(1(Ex)))P d'aprés 3.1.5.(a)
= 7, (i(x(Ex)))P d'aprés 5.3.3.1.

et 5.3.2.(e) permet de conclure.

Gr3ce aux théorémes de [18] , il résulte de 5.3.3. et 5.3.8. que 1l'on a

finalement :

Théoréme 5.3.9. : Soient K = (ﬁ, I'y k, ) une algébre de Kac , M une
sous W*-algébre de M. Alors M est une sous—-algébre de Kac de M si et seule-
ment si il existe une espérance conditionnelle normale E de M sur M telle

que :
FTr'E=(E®E)T
Kk E =E «

[4

A
=
|

5.4. Décomposition canonique des X -morphismes

Proposition 5.4.1. : Soient K] = (M], Tl, Ko wl) et Kz = (MZ’ Fz, Kys

¢2) deux algébres de Kac, j un X -morphisme bijectif de K] sur Kz . Soient

W], Al, A] (resp.vwz, Xz, Az) les, opérateurs fondamentaux, représentations de

Fourier et opérateurs modulaires associés a Kl (resp. Kz) . Il existe un opéra-
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teur unitaire U de H sur H défini par
‘p] ‘pz
(a) ktl/z UA (x) =A (j(x)) pour tout x de T[ et vérifiant :
i ¢, 2y %y
(b) 7 (G&XHU =U 1 (x) pour tout x de M
¢, ¢, 1
(c) wy,u°j = wU*Y,U*J pour tous a,y de sz
(d (U e W, =W, (U e U
(e) A (W)U = U A, (wo]) pour tout w de M
2 1 25
. . R . . -1/2 x
(f) si w appartient 3 £ , alors woj e £ et a (woj) = k. U a,(w)
¢, 2 1 ] 2
y a2 =vu AUt
(g 2 - 1
Démonstration : Soient x et y dans N 0" Alors j(x), j(y) € 1(¢
et : ! 2
. . . *
, GG |8, GO =¢,(3Gx)
¢, ¢,
= kglwl(y*x) d'aprés (Miii)
-1/2 -1/2
= (k. A (%) k. A (y))
i ¥ 0,

il existe donc U 1isométrique vérifiant (a). Or, A¢ ( ﬂ.¢ ) est inclus dans
U(H ) et dense dans H , donc U(H ) =H H 2 U 2 est donc unitaire,
"} ‘Pz ‘P] ‘PZ .

' (a).

d'ol

Soient x dans M] et y dans 1Z¢ . On a:
1

. -1/2 . . R
T (J(xDU A (y) =k, T (3(x)) A, (G(¥)) d'aprés (a)
Y2 2y J ¥ P
-2 IEIC2
=U Aw (xy) d'aprés (a)
1
=U m, (x) A¢ (y) d'od (b)

1 1
Soient a, y dans ﬂp , x dans M] . On a
2
; * *
=(m (XU y | U
%)

X Yu*y U*a”
’

[}

<U*n¢2<j<x>) y | v¥) d'aprés (b)
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d'aprés (a)

Y,Q
= <x , oj> d'od (c) .
X my,u i
Soient x et y dans 7{ . On a
1
® = (U® T ® 1 d'aprés 2.1.1.
U e U)Wl(Awl(X) A¢](Y) ( U)A¢]®¢]( 1 () x ) preé

par densité, il en résulte (d).

Soient a, B, y dans H

2

=k A, g, ((Ge (e l)) daprés (a)
2 :

J ¢,

=k, A¢28¢2(F2(j(Y))(j(X) ® 1)) . d'aprés (Mi)

j
= kj wz(sz(j(x)) ® A¢2(5(Y)) d'aprés 2.1.1.
= WZ(U ® U)(A¢1(x) ® Awl(y)) d'aprés (a)

et § dans Hw . On a :

1

(B I'XZ(wY’a)Ué) = (Wy(a ® B) | v ® Us)

il en résulte (e).

Soient w dans £ et
2

(k;l/2u*a2(w) | Awl(x))

NI

(" e UIW,(a @ 8) | Uy ® &)

W, e (@ep) | Uy e

U*y U*u)a)
t

CH UA](mY’aej)é)

x dans 1( . On a
4
-1/2
(ay(w) | kU A¢1(X))
3y | 4, (569)
G, w

* .
<X , Woe]>

(a(wo}) | Aw](X))

d'aprés 2.1.5.(a)
d'aprés (a)
d'aprés (d)
d'aprés 2.1.5.(e)

d'aprés (c)

d'aprés (a)

d'aprés 1.1.3.(b)

d'ol (f).
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Soit x dans MT . Ona:

0,k (3(x))) = 0, (5(k (%)) d'aprés (Mii)
= ke (k) (0) d'aprés (Miii)
= kg, (47%) d'aprés 4.2.1.
= k; lim_ ¢, ((A]) ) par définition
= lim_ ¢, (G((A]) i) d'aprés (Miii)

donc la dérivée de Radon-Nikodym de ¢, o K, par rapport a ¢, est la limite de

j((A?)e) ce qui s'exprime, représenté dans H¢ , d'aprés (b) par limeU(A;)eU*

. -~ *
soit U A1 U , or d'aprés 4.2.1. cet élément est &gal & A}

2 > onen conclut (g).

Définition 5.4.2. : Soient K] = (M], Fl, K wl) et K2 = (M2, Fz, Koo
wz) deux algébres de Kac et u un 3C—morphisme de K] dans K2 . En reprenant

les notations de 5.1., on décompose le morphisme normal u de fagon unique en une

réduction r , un isomorphisme j et une injection 1 selon le diagramme :

M r M J u(M])' ._l.__+

1 IR

2

c'est-a-dire que : u=1ijr

ce que, pour tout x de MI

j(r(x)) = u(x)

i(u(x))

u(x)
Dans ces conditions, nous avons :

Proposition 5.4.3.

(a) M

est une algébre de Kac réduite de M] 3

IRy
(b) U(Ml) est une sous—algébre de Kac de M2 3

(c) r est un JC -morphisme normalisé surjectif ;

(d) j est un X - morphisme bijectif de coefficient ku

(e) i est un X - morphisme normalisé injectif.
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Démonstration : D'aprés 5.1.4., le projecteur Ru vérifie les hypothéses
du théoréme 5.2.3. D'autre part u(M]) vérifie celles de 5.3.3. ; en effet, 1l'axio-
me (Miii) assure que la restriction de ¢2 a u(Ml) est un poids semi-fini. Cela
prouve (a), (b), (c), (e).

Pour tout x de M] , on a

(i ® i)(?‘z(j(r(x)))) = 1, GGEE)) d'aprés ce qui précéde
= FZ(U(X))
= (u® u)P](x) d'aprés (Mi)

Gei)ie el (x)

(1®1i)(j ® j)F] (r(x)) d'aprés ce qui précéde

Ry
donc : %2 j=@Ge J)F]Ru .
On montrerait de méme que :2 j=13 Klg. Enfin, pour tout x de MT .
u
on a :
$,G(x@))) = v, (LG (X))
=v,ux)
- ' N A
= ku wl(Rux) d'aprés (Miii)
=k, wlRu(r(x))

ce qui achéve la démonstration.
On en déduit immédiatement :

Corollaire 5.4.4. : Soient Kl et Kz deux algébres de Kac.

(a) Si u estun X -morphisme surjectif de Kl sur K2 , i1 se décompo-
se en la réduction canonique de Kl sur KIR et un isomorphisme de coefficient
u
ku de KlRu dans Kz .
(b) Si u est un j(—morphisme injectif de K] dans K2 , i1 se décompo-
se en un isomorphisme de coefficient ku de K, sur u( K]) et 1'injection cano-

1

nique de ‘u( Kr) dans KZ.

Corollaire 5.4.5. : Soient K] = (Ml’ Pl’ SE ¢l) et K

wz) deux algébres de Kac ; u un, y:—morphisme de Kl dans KZ. On reprend les
notations de 5.4.2. et on note W) et Wp (resp. A; et Ay) les opérateurs fon-

2 = (M5 Ty Ky
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damentaux (resp. les représentations de Fourier) associés a K] et K, , I, 1'in-

2 1
jection de H dans H (construite comme en 5.2.2.) , I2 1l'injection de
IR, 1
Hv dans H (construite comme en 5.3.2.), U 1l'opérateur unitaire de H sur
v, v, 7IR,
H& (construite comme en '5.4.1.) c'est-a-dire respectivement définis par
2
I, A (r(x)) = A (R x) pour tout x de 1
1 ¢] [ u ) "]
PR, 1 1
I A (x) = A (i(x)) pour tout x de Tln
27 [4 [
2 2 2
-1/2 .
ku U Aw (x) = A$ (j(x)) pour tout x de qlw
IR, 2 IR,
H * = ' 8 * =
On a III] ﬂ¢1(RU) d'aprés 5.2.2.(b). Posons IZIZ Pu , alors
(a) F2 Eu = (Eu ® Eu) P2 s Ky Eu = Eu Ky et Pu appartient au centre de
ME ;
() (I, ® 1)U ® 1)(I* ® T)W, = W (I, ® 1) (U ® U)(I* ® 1)
2 2) ¢ ), 1771 T "2t 2 2 1 )
et I, UL} A (0)I, U I = A (woudr. (R) =7 (R)A (wou) pour tout w
1 2 72 2 1 1 "] u ] u’ 'l
1 1 de M
B 2*
. . R -1/2_ _x_x
(c) si w appartient 3 £ s, wou € L et a,(wou) =k I.U I a,(w)
¢2 wl 1 u 1 272
* A * * A
(d) U I] A’ Il U = I2 AZ 12
Démonstration : Remarquons tout d'abord que-5.4.3. nous permet de munir
MlR et u(M‘) de structures d'algébres de Kac isomorphes et telles qu'elles soient
u

respectivement réduites de K‘ et sous-algébre de Kac de KZ' On notera wRu s
N . . .g
ARu , W, X les opérateurs fondamentaux et représentations de Fourier associés.
Enfin, il est clair que R =R_, E =E. et k =k. ; d'aprés 5.3.7. cela entrai~
u r u i u j
ne en particulier que Pu appartient au centre de M)

2
Dans ces conditions, en appliquant 5.3.3. et 5.3.8. , on obtient aisément

(a).

On a, d'une part

(1,8 1,)(W e U)(IT ® IT)w] = (1,8 1)U e W (17 ®I)) d'aprés 5.2.3.(b)

Ry
(1, ® IZ)W(U ® U)(IT ® If) d'aprés 5.4.1.(d)

=Wy (I, ® L,)(U ® U)(I} ® IT) d'aprés 5.3.3.(a)
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et d'autre part, pour tout w de MZ*

1

I ﬁ*I; Ay (@)1, U IT = IIU*X(woi) U IT d'aprés 5.3.4.(b)
= 1) g (e Iy d'aprés 5.4.1.(e)
= A‘(woiojor)I,IT d'aprés 5.2.3.(c)
= Al(wou)n¢](Ru) d'aprés 5.4.2.
= ﬂ¢ (RU)A](wou) d'aprds 5.2.3.

ce qui achdve la démonstration de (b).

Soit w dans £¢ . D'aprés 5.3.2.(h) wo.i appartient a £$ et
2 2
g(woi) = I;az(m). D'aprés 5.4.1.(f), woioj appartient & £¢ et
Ry

(woiod) = k—ll2 U*I; az(w). D'aprés 5.2.2.(e), woiojor = wou appartient & £

a
u
fu -1/2

et a](wou) = ku

*P].
*_* .
I]U Izaz(m) , d'ot «(c)

Comme A? est la dérivée de Radon-Nikodym de ¢ oK, par rapport a ¢

(voir 4.2.1.), il est clair que la dérivée de Radon-Nikodym de’ (WloKl)R par rap-—
u

port i wlRu est égale a Ru A; . D'aprés 5.2.2.(c), elle se représente donc dans

H par IT AT I, . Il résulte alors de 5.4.1.(g) que la dérivée de Radon-Niko-

*PlRu 171

dym de $2°22 par rapport & &2 est égale a UITA“I u* , et de 5.3.6.(b) qu'elle

171
* Vo~
vaut IZAZ 12 , d'ou (d).

Proposition 5.4.6. : Soient Ki = (Mi’ Fi, Ki» ¢i) (i =1, 2) deux algé-

bres de Kac et u un 3( -mofphisme de Kl dans K, . On a , pour tout x de M

2 1

et t réel :

Y2 %y
o (u(x)) = uo, (x))

Démonstration : Reprenons les notations de 5.4.2. ; j  est un isomorphis-
=1,
me de MlRu sur u(M]) tel q?e w]Ru = ku (wzoJ)

On a alors, d'aprés [4], lemme 1.2.10.

Cela entraine, pour tout x de M

v v
(2

(7
02w = 0,2z
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Or, d'aprés [4] , lemme 1.4.3.
A

"
ctz(u(x)) =

d'ol le résultat.

¢
i Rueo))
?
jx(o, (R X))
)
u(ot (Rux))
4
u(Ru g, (x))
g
u(ct (x))

, on a , pour tout

12
o2 (u(x)

X

d'aprés [4],3.2.6.

de M]



Kac et u (resp. v) un X -morphisme de Kl dans K

L'application vu vérifie les axiomes

6 LA CATEGORIE DES ALGEBRES DE KAC

6.1. Composition des X -morphismes

Lemme 6.1.1. : Soient Ki = (Mi’ T

1 1

M3 , tel que wvu(l) =1

D'autre part, on a

r',vu

3 (v ® v)F2u

(vev)(ue u)F1

(vu ® vu)l"l

Donc vu vérifie (Mi)

De .méme K,VU = VK, u

3 2

n

vuk 1

Donc vu vérifie (Mii).

Enfin, pour tout t réel, on a :

0¢3vu =V C‘pz u
t- t
A8
=vu o
(4

Ly Kus ¢i) (i=1,2,3)

2 2

1), (Mii) et (Miv).

Démonstration : Il est clair que vu est un morphisme normal de

par (Mi)

par (Mi)

par (Mii)

par (Mii)

par 5.4.6.

par 5.4.6.

Donc vu(Ml) est ot3-invariante ; le lemme en résulte.

(a) Il existe un unique élément Q de M

RQ.

1

Lemme 6.1.2. : Reprenons les notations de 6.1.1.

tel que u(Q) = Eu(Rv)

De plus, Q est positif, non nul, et appartient au centre de

(b) Pour tout x de M; , on a

uvl

¢3(vu(x‘)) =k kI (Qx)

M,

et

Ml.

91

trois algébres de

(resp. de K, dans K3)

dans
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(c) RVu est le support de Q .

Démonstration : (a) L'existence et l'unicité de Q proviennent de l'exis-—

tence d'un isomorphisme entre MIR et u(M‘).
u

Comme Rv est positif, Eu(Rv) également, et, griace a cet isomorphisme, on
voit que Q est également positif. Comme v(l) =1, v n'est pas nul, RV non
plus. Donc, Eu(RV) est différent de 0 et Q &galement. Enfin, comme. Eu(Rv) ap-
partient au centre de u(M]) , et Ru au centre de M] , on voit que Q appartient
au centre de Ml'

(b) Soit x dans MT ; on a :

0 (@) = v (R @) par 6.1.2.(a)
= k;l ¢, (u(Qx)) par Miii)
= k;] WZ(EU(RV)“(X)) par 6.1.2.(a)

-1
k, ¥yE (R, u(x))

= k;] wz(RV u(x)) » par 5.1.3.(c)

-1

K k;l 95 (vu(x) par (Miii)

d'ou (b).

(c) Pour tout x dans MT . ¢‘(Qx) = 0 est donc équivalent
a ¢3(vu(x)) =0 . ’
Comme les poids ¢

et ¢ sont fidéles, on en déduit

1 3

+
= < = g =
(x € Ml) Qx = 0 ¢ vu(x) 0 Rvux 0

d'od (c).

Lemme 6.1.3. : Reprenons les notations de 6.1.1. et 6.1.2. Il résulte de

(6.1.1.) et de (5.1.4.) que :

I\

R ® R

r‘I(Rvu) vu vu

et Kl(Rvu) = Rvu

D'aprés (5.2.3.), ( ) est une algébre de Kac que

M
iR TR KIR 0 YR
vu vu vu vu

nous noterons, pour simplifier Ko = (MO, F;,.Ko, wo). Notons r, la réduction



M, > M . Posons q = ﬂw
vu o

(ro(Q)). Alors :

(a) l'opérateur ¢ " est d'image dense dans H¢
: o

®) k (r (@) =1 ()
(c) pour tout x de M; , on a
ko kv (r () = ¢3(vu(x))

Démonstration : Par (6.1.2. ¢), on voit que, pour tout x de
rO(Q)x = 0 est équivalent & x = O.

En particulier, on voit que le support de q est égal a |1

Comme ¢ est auto-adjoint, on en déduit (a).

D'autre part, on a

ulk; (@) =k, (u(Q) par (Mii)
= K2(EU(RV)) par 6.1.2.(a)
= Eu(KZ(R;?) par 5.4.5.(a)
= Eu(Rv) par 5.1.4.(b)
= u(Q) par 6.1.2.(a)
Donc, 3 fortiori vu(Kl(Q)) = vu(Q)
soit r (@) = r (Q

d'od (b), par (Mii).

. +
Enfin, pour tout x de M] , on a :
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’

kvku¢o(ro(Qx)) = kvkuwl(Rqux) par définition de wo
= kvkuw](Qx) par 6.1.2.(c)
= ¢3(VU(X)) par 6.1.2.(b)
Lemme 6.1.4. : Reprenons les notations de 6.1.3.. Soit Wo 1'opérateur

fondamental associé a Ko . On a :

(IequW =W (leq)

Démonstration : Soient x, y dans TZ¢ . Comme ro(x) et ro(y)

. 5 1
tiennent a3 T( , ona- :
%5

appar—
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1'% e q‘/Z)A¢O(ro<x)) ot o’ -

v (T (X)) (r, (Q"y))

(e k) o5 (vl o)), (va(r ™)) par 6.1.3.(c)

(k) 20y @ 0 LvuG") @ 1(T,vu(y™y) (vux) © D1 par
(Kiii)
(kvku)_z(w3 ® ¢3)[(Vu ® vu)((x*® l)Pl(y*y)(x ® 1))] gaf ,

@, @9 )l(r, ®x)[(Qe Qx'e DT (y'y)(x & 1)I] par
6.1.3.(c)

1/2 ®

I8, o [(ry 8 L@ % 0 /D1 (e o 13707

o o

=1 e d AN o (@) (e D))

o&po

12 e ql/Z)Awoawo(Fo(fo(Y))<ro(X) ® DI*  par (Mi)

1/2

I (q ® q]/z)wo(A¢ (r (x)) ® A, (ro(y)))ll2 par 2.1.1.

o o

Par polarisation, il résulte alors de 6.1.3.(a) qu'il existe une isométrie

W' de Hw ® H¢ dans lui-méme, telle que.:
o o
1/2 1/2 1/2 1/2
W@ e "% = "2 0 ¢!Hu.
. . 1/2
Comme Q appartient au centre de Ml’ 6.1.2.(a) , on voit que ¢ appar-—
tient au centre de Ty (Mo). Donc, par (2.1.1.), cela s'écrit aussi :
o R
1/2 1/2 1/2 1/2
waeadbHE e = eq D@ e
et on a donc, en utilisant 6.1.3.(a) :
6.1.4.1. waeq’?H-ae q'/z)wo
Comme Wo est unitaire, on en déduit :
Ww¥a e q'’YH = vt e ¢ Hu W
o o
= w'*w'(l ® qllz)w; par 6.1.4.1.,
1/2,, % ' . .
=(1®gq )Wo car W' est isométrique
Donc, en transposant :
aeqdHu =waeq’?



On en déduit alors que :

teq/Huwaed? -uaeq
Mais, d'aprés 6.1.4.1. , on a
(reqPwaed - eaqu

d'ol le résultat.

Lemme 6.1.5. : Reprenons les notations de 6.1.2. Il existe un nombre

m > o tel que :

Q=nm Rvu
Démonstration : On a :
(wwo ® n¢o)(ro(r0(Q)) = wo(] ® q)w: par 2.2.5.(b)
=10®gq par 6.1.4.
Donc TO(IO(Q)) =1er (Q
On en déduit :
r(Q e 1 =s(T (r (@)
= (Ko ® KO)FO(KO(rO(Q))) par 1.2.1.3.
= (Ko ® KO)TO(rO(Q)) par 6.1.3.(b)
= (Ko ® Ko)(l ® ro(Q)) par ce qui précéde
=1k (r ()
=1® ro(Q) par 6.1.3.(b)

I1 en résulte que ro(Q) est proportionnel 3 1. Ainsi donc, il existe un nombre

réel m tel que Q Rvu = m Rvu
Par 6.1.2.(c), on en déduit :

Q=m Rvu

Par 6.1.3.(a) , on voit que m est strictement positif.

Proposition 6.1.6. : Reprenons les hypothéses de 6.1.2. L'application

est un K -morphisme de coefficient mkvku (o m a été introduit en 6.1.5.).
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Démonstration : D'aprés 6.1.2. , il ne reste que (Miii) & démontrer. Or, il

résulte de 6.1.2.(b) et 6.1.5. que, pour tout x de MT

¢3(VU(x)) =mk k ¢ (RvuX)

1
On en déduit

Théoréme 6.1.7. : La classe des algdébres de Kac peut &tre munie'd'une struc—

ture de catégorie dont les fléches sont les K -morphismes.

Lemme 6.1.8. : Soient M une W*—algébre, ﬁ une sous W*—algébre de M,
E une espérance conditionnelle fidéle de M sur M , P un projecteur de M .

Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) E(P) est un projecteur

(ii) P e M
Démonstration : (ii) = (i) est trivial

Supposons donc (i). On a :

E(P E(P)) = E(P) E(P) = E(P)
or : P E(P) < E(P) "
donc, grace a la fidélité de E , ona : P E(P) = E(P)
et donc : P < E(P)
or : E(P) = E(E(P)) H
donc, par la fidélité de E , on a :

P = E(P)

Proposition 6.1.9. : Reprenons les hypothéses de 6.1.2. Alors, on a

k =k k si et seulement si R _ appartient 3 u(M,).
vu v u v 1

Démonstration : Utilisons les notations de 6.1.5. Si kvu = kvku , on dé-
duit de 6.1.5. et 6.1.6. que Q = Rvu. Donc Eu(Rv) =u(Q) (cf. 6.1.2. (a)) est
un projecteur. Par 6.1.8., on en déduit que RV appartient 3 u(M]).

Réciproquement, supposons que RV appartienne & u(Ml). Alors

-1 -1 -
U(Rvu) =m u(Q) =m Eu(Rv) =m Rv

-1 . P a <
Donc m RV est un projecteur, ce qui impose m = 1 , et donc, grace & 6.1.6. ,

k =k k
vu v u
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6.2. Construction du XK -morphisme dual

Soient Kl'= (Ml’ F], K> ¢l) et KZ = (MZ’ FZ, Kz, wz) deux algébres de

Kac, et u : Kl + K, un X-morphisme de coefficient ku . On reprend les nota-

2
tions de 5.4.2. et 5.4.5.

Lemme 6.2.1. : Soit N 1'algébre faiblement fermée engendrée par 1'ensem-—
ble des A,(woxr), o0 w parcourt (M ) . Alors :
1 lRu «
(a) l'identité sur H appartient & N , qui est donc une sous-algébre de

4
von Neumann de MT ; de plus, I“¢|(Ru) appartient 4 N' ;

(b) soit x dans MT ; alors x , (Ru) = 0 entraine x = 0. En particu-

lier, la réduction N - N est un isomorphisme. On notera J 1'isomorphisme

m
. R
inverse. Wl( u)

Démonstration : (a) Remarquons d'abord que 1'ensemble des Al(wor) , ol

w parcourt ( )x est unealgdbre involutive (grace 3, d'une part 2.1.9. et

M
IR
5.2.3.2., et, d'autre part 2.1.7. et 5.2.3.1.). D'autre part, comme tout élément de

(M est de la forme w avec vy,a dans H¢ , le lemme 5.2.2.(d) nous in-

)
IRU YO 1

dique que tout élément de M x de la forme wor (avec w dans (M

1 )x) est de la

IRy
avec Y, oo dans H , ou encore de la forme :

IR,

forme wIlY,I]a

w avec vY,o0 dans H
"sol(Ru)Y’“w‘(Ru)“ )

car I, I, = ﬂw](Ru) (5.4.5.)

Soit maintenant B8 dans H¢ , tel que :
1

@8 | A (wor)8) = O pour tout w de § dans H

(M]&J)* s (P]

Cela s'écrit donc aussi

@] 2 (
1, ®)rem, ® e

)8) = 0 pour tous a, Yy, 8 dans H¢
et donc, par 2.1.5.(a)

(Wl(ﬂ¢l(Ru)a ® B) "¢](Ru)Y ® §) =0

Comme Ru appartient au centre de M , on a , par 2.1.1,
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(W](n (R )a ® B)'y ® §) = 0O pour tous a, y, § dans H
¢, )

On en déduit que (Ru)a ® B =0 pour tout o de H:

™
# 8

Cqmme u(l) =1, Ru est différent de O , et on a donc B =0 .

Alors, par ([6], chapitre 4.3.4., lemme 6), l'identité sur Hp appartient
1

D'autre part, L (Ru) appartient & N' par 5.4.5.(b).
1

(b) Comme Ru est dans le centre de Ml , ona, griace a

([2], lemme 4.10), pour tous &,n dans {L;
1

b b
(“w (RJE) = L (R)E

. [
'"‘w (Ru)g € u¢ s | .

1 1

(w¢](Ru) )T (ﬂ¢|(Ru)n) = "¢1(Ru)(€Tn)

Soit alors x dans MT , tel que x T, (Ru) =0 .0On a, pour tous §£,n dans

e !

‘Pl b
x)\](wTr ®)E, 1 (R )n) =x ﬂ]((ﬂw (RU)E) T (nw (Ru)n) ) par 2.3.5.3.

wl u wl u 1 1

- v o b
= x "l(nwl(Ru)(E Tn))

-7, n¢](Ru)(E T %))

Par continuité de Al , on en déduit, pour tous &, n de HW
: 1

X Xl(w ) =0

T, BYET, (B
ou encore X A](wor) =0 pour tout w de (MIR )%
u

Grace a (a), on en déduit x =0 .

Proposition 6.2.2. : L'application de AZ(MZ*) dans AI(MI ) définie par
*

Xz(w) > Al(wou) (weM )

2%

se prolonge de fagon unique en un morphisme normal u~ de ME dans M; , tel

que u” (1) =1 .
On a, de plus,, u‘(ME) c N (o N a été défini en 6.2.1.)
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Démonstration : Rappelons que la représentation Az est fidele (4.3.8.),
ce qui donne un sens 3 l'énoncé ci-dessus.

Par 5.4.5.(b), on a, pour tout w de M2
*

X](wou)nwl(Ru) =1 U* I by (w)I vt

1 1

Comme A](mou) = A](moiojor) appartient & N (car wo.i.j appartient a (MIR )x)s

on a

A, (wou) = J (1, u* I A (@I, U I )

(o J a &té défini en 6.2.1.).

Posons, pour tout x de ME

~ _ * * *
W = Jer vt k1, uI)

On a ainsi clairement défini une application linéaire positive, normale,
de - M, dans N (et donc dans M7 )

2 1
On peut &crire aussi :

6.2.2.1. u(x)m l(R ) = I U* 12 X 12 U II

- ? (ﬂwl(Ru)) par 5.4.5.

L}

On voit que uA(l)
Enfin, soient x, y dans M; , on a

31,0

u™ (x)u” (y) ;xIZUIT) 3(11U I;yIZUIT)

*

J (1,u"1

;xIZUI I’U IzyI u1) )

J (I]U*I

P yI.UIY)
X uy 2771

N %

*

N] (1,0"1

* *
2PuxyleIl) par 5.4.5.(a)

* _ % *
Jau IyxyL,UI)) par 5.4.5.

u”(xy)

L'unicité de u” est évidente par densité de AZ(M2 ) dans ME
*

_Proposition 6.2.3. : On a Rﬁ = Pu .

Démonstration : Soit x dans ME 5 u™(x) = 0 est équivalent a
-~ * -
u™(xx ) = 0 et donc a IlU*I;xx*IZUIT = 0 , ou encore a I]U*I;x =0
et donc 3 I;x =0 , soit Pux =0 .
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Comme Pu appartient au centre de ME (5.4.5.(a)), on en déduit le résultat.

Théoréme 6.2.4. : L'application u~ de ME , défini en 6.2.2. est un

K -morphisme de coefficient k;]

Démonstration : Soit x dans ME ; on a
Tl(u (X))(le(Ru) ® ﬂwl(Ru)) =

= oWT(uA(x) ® l)w]o(n¢l(Ru) ® ﬂw’(Ru)) par 3.2.1.

= owf(u*<x) ® ])w](ﬂ¢](Ru) ® nwl(Ru))c
- owj(u*(x) ® ])(le(Ru) ® ﬂwl(Ru))wlo par 5.1.5.
= ch(u‘(x)n¢l(Ru) ® nwl(Ru))w,c

* * * *
= UW‘(I]U I,xI UL ® IIU I

*
,¥L,UL, I UII)W‘O par 6.2.2.1.

*
272
* * * * * * *
= owl(Il ® I])(U ® U )(I2 ® 12)(x ® 1)(12 ® 12)(U ® U)(I‘ ® I])w,a

* * * * * * *
= c(I] ® I|)<U ® U )(I2 ® Iz)Wz(x ® ])wz(Iz ® 12)(U ® U)(I1 ® Il)c
: par 5.4.5.(b)
* * * * * *
= (1, e 1)U d3(12 @ I))oW,(x ® DW,0(I, ® I,)U ® U)(I] ® I))

* *- * * “ * *
= (Il ® I')@ ® U )(I2 ® 12).I‘2(x)§12 ® 12)U ® U)(I] ® Il) par 3.2.1.

(u™® u“)(FE(x))(w¢ (Ru) ® w¢ (Ru)) par 6.2.2.1.
; 1 1

Donc, par 6.2.1.(b), on trouve
F?(UA(X)) = (W e u‘)(FE(x)) pour tout x. de M .

PN

Le morphisme u~ vérifie donc (Mi)

Soit w dans MZ* ; ona :

u“(KE(Az(w))) = u‘(Az(moKz)) par 3.3.2.
= Al(woKzeu) par 6.2.2.
= A](wouoxl) . par (Mii)

K14 (wou)) par 3.3.2.



= k] (A, (W))

Donc, par continuité, u“Kg

Soit x dans ME

. %
u (ot (X))nw](Ru)

>

- - P
= kju”, et u” vér

va
u*(RuA o, (x))ﬂwl

P
u’"(ct (Ru-x))ﬂ¢](Ru)

par 6.2.2.

ifie donc (Mii).

1 u* ; (R ~x) I UIl par 6.2.2.1.
* kA ~it *
I U 12 2 ua X Ru,.A2 IZUII
*
I]U 12 2 tp xP A2 IZUI] par 6.2.3.
* A * *1t *
I U I2A2 12I2x1212 2 IZUII par 5.4.5.

* R Soiad *_ %
1,U UIlAl “1,0" 1,0
~=it *_*
"¢](Ru)A1 T,U LxL,

-it ~

ITK?tIIU*UI] par 5.4.5.(d)

xI UI A T (Rd)

] 1

(R )A u s (x)m I(RU)ZTtﬂw (Ru) par 6.2.2.1.

Z—' T, (Ru)uh(x)'rr‘p](Ru

-it ~ ~it
A] u (x)n (Ru)A] m

-it .
Al u (X)A ¢1(Ru)
on

otl(uA(X))ﬂwl(Ru)

On en déduit, par 6.2.1.(b), que :
P )
6.2.4.1. uA(ct (x)) = 9, (u™(x))

Donc

PN

uA(MT) est cil-invariant ; et u” vérifi

Soit w dans £
2

P70, @, (@)

27 01, (wow) "X (wow))
Ha](mou)ﬂz

III u* I a, (w)"

1

)ATtww (R)  par 3.1.4.
1
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(Ru) par 6.2.1.(a) et 6.2.2.

1
par 3.1.4.

pour tout x de ME et t
e 1'axiome (Miv).
par 6.2.2.

par 5.4.5.(c) et 3.1.9.

par 5.4.5.(c)

réel.
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-1, .* 2
k HIzaz(m)N

- -1 2 .
= ku "Puaz(w)ﬂ par 5.4.5.
= KR ~a, (I ar 6.2.3
o TR -3, (0 P .2.3.
= kSR A (@) () 3.1.9
=X wz a~ro W 2 W par 3.1.9.
Notons, pour simplifier ¢' =k ¢7 o u™|M]
u 1 2R
o
et " =9l
ZR .
u

Ce sont deux poids normaux, fidéles, semi-finis, tels que :

w'(RuAAZ(w)*AZ(m)) = wn(Ru-Az(w)*xz(m)) pour tout w de £¢2 .

At
De plus, pour x dans (MZ)R , on a
ot

‘PII ‘pz
' _ aA A
] (0t (%)) kuwlou (Ru“at (%))
2
=k wlou" (0, " (x))
1
= ku\ol(ot u™(x)) par 6.2.4.1.
= ku‘l’lou (x)
= 9" (x)
Enfin, coome A (A, (L )) = F . a (L ) est dense dans H (cf. 3.1.9.), on voit
v 2% 2279, Y2
que Aw"(RuAAZ(IWZ)) est dense dans H¢" .
Les hypothéses du lemme 4.1.1. sont donc vérifiées ; on en déduit que
' = ¢" , soit encore :
ku¢l(u (x)) = ¢2(Ru-x) pour tout x de M2+
Donc u”~ vérifie 1'axiome (Miii), et le théoréme est démontré.
6.3. Dualité dans la catégorie des algébres de Kac
Proposition 6.3.1. : Soient K] et K, deux algébres de Kac, u un XK-mor-

2

phisme de KI dans KZ’ Alors, on a
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(ot @K est 1'isomorphisme canonique de K dans K"~ défini en 4.3.6.)

Démonstration :

Soient 6 dans M et w dans M, . On a

l* 2*
- PONPION -1, . -~
g WOTO)) , w = B, 0300007 4 0> par 6.2.2.
2
= <K2(X2*(60UA)) y w> par 4.3.7.

Donc, pour tout 6 de M7
*

= <A2*(0°u‘) s WoKy>
= <A2(woK2) , Bou”> par 2.1.10

= <u‘(A2(wnK2)) , 6>

= <Al(w°K2°u) , 6> par 6.2.2.
= <A1(w°u°K]) , 6> par (Mii)
= <A]*(e) N onoK]> par 2.1.10

= <k (A4 (8) ,wou>
*
= <¢£:(AT(9)) » Wol par 4.3.7.
= <l @), w
1

, on a

=1, aa i~ =1~
b, @O = ul OT®)

d'ol, par continuité, le

Théoréme 6.3.2.
1'ebjet dual K~ défini
K -morphisme u” : K}

la catégorie X (défini

Démonstration :

un X -morphisme de K]

tation de Fourier de Ki

résultat.

: La correspondance qui, a toute algébre de Kac K associe
en 4.2.2., et i tout X -morphisme u : Kl - KZ le
> KI défini en 6.2.3. , est un foncteur de dualité de

en 6.1.8.).

Soient K], Kz, K3 trois algébres de Kac, et u (resp. v)
dans Kz (resp. de K2 dans K3). Soit Ai la représen-

(i=1, 2, 3). On a, pour tout w de M3 :
. *
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uAvA(A3(w)) = u“(AZ(wau)) par 6.2.2.
= Xl(wovou) par 6.2.2.
= (vu)“x3(w)

Par continuité, on en déduit u"v~ = (vu)~.

Ainsi, nous obtenons un foncteur contravariant de K dans elle-méme. De plus,
on a vu que K™~ (resp. u™") était naturellement isomorphe & K (resp. u) (cf.

4.3.6. et 6.3.1.) . Ce foncteur est donc bien une dualité.

Proposition 6.3.3. (a) Les morphismes injectifs et surjectifs se correspon-

dent dans la dualité décrite au théoréme 6.3.2.

y
(b) Soit K une algébre de Kac , K wune sous algébre .de

o
Kac de K . Il existe une algébre de Kac réduite de K~ isomorphe a3 K~

(c) Soit K une algébre de Kac, KR une algébre de Kac
réduite de K . Il existe une sous—algébre de Kac de K~ isomorphe 3 Kﬁ .

Démonstration : (a) Soit u un K -morphisme de K] dans K u est sur-

2 5
jectif si et seulement si Eu =1 , et donc si et seulement si Pu =13; u est
injectif si et seulement si R = 1

Comme Pu = RuA (6.2.3.), la proposition (a) en résulte.

(b) et (c) se démontrent en utilisant (a) et 5.4.4.

Définition 6.3.4. : (a) On notera Kd (resp. XY ) 1a sous catégorie pleine
de K obtenue en prenant pour objets les algébres de Kac abéliennes (resp. symétri-

ques).

(b) On notera KT (resp. X7 , resp. KU ) la sous-ca-
tégorie pleine de K obtenue en prenant pour objet les algdbres de Kac i trace

(resp. a poids invariant, resp. unimodulaires).

Théoréme 6.3.5. : (a) La restriction du foncteur dualité a Xd- (resp. ®Y )
est un foncteur contravariant de X3 dans Y (resp. de X¥ dans K3 ). Ces

deux foncteurs réalisent une dualité entre X3& et XY

(b) La restriction du foncteur dualité & la sous catégorie

Xa qn XYy est une dualité de ¥a& n XY dans elle-méme.
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Démonstration : (a) Si K= (M, T, x, v) et symétrique, le prédual M est
muni d'une structure d'algébres de Banach commutative (cf. 1.2.2.). Par densité de
A(M*) dans M~, on en déduit que K~ est une algébre de Kac abélienme.

Si K est une algébre de Kac abélienne, K"~ également. Donc A”(M;) est
une algdbre abélienne. Par la fidélité de A~ (4.3.3.) on voit que M; est abélien-

ne, et donc K~ est symétrique. D'ol (a).

(b) résulte trivialement de (a).



106

7 LES SOUS-CATEGORIES XT, KJ et KU

7.1. La dualité entre X% et X7

Si ¥ est une trace, les algébres 2L, 2' et 2LO sont égales, ainsi
que les involutioms # , et J ; on en conservera que cette derniére notation. On
adonc, U'T U'= ZLO T 2Lo = Aw( Tt;) ; de plus poA¢ |ﬂl¢ est 1'injection ca-
nonique de “lw' dans M_, identifié a Li(w).

Proposition 7.1.1. : Soient (M, T, k) une algébre de Hopf-von Neumann in-

volutive et ¢ une trace normale fidéle semi-finie sur M.

(a) Pour tout w de M_ on pose Cuw = (wok)® . Pour tout x de M, on a
donc < Cuw,x> = <wok , k(x)™> = <w,x™>". D'oit HCde = Huﬂ¢ et, pour tous w, w,

de M , C(ml * wz) = (Cw]) * (sz).

*

(b) Pour tout x de ’“Z¢ , on a pOb(x))° = p(A¢(x*)) o K , autrement dit,
pour tout & de A¢('“I¢) ona: Cp(8) =p@J6).

Démonstration : On obtient trivialement (a).

Soient X et y dans WKAw . On a:

<y, o(A¢(x*)) o k> = <k(y) , p(h (x>

= ¢(K(y)x*) d'aprés 1.1.2.
= o (k(yNHx)” car ¢ est une trace
=« p(A‘p(x))>_ d'aprés 1.1.2.
= <y, (p(Aw(x)))°> d'aprés 1.2.2.

d'otu (b).

Théoréme 7.1.2. : Soit (M, T, x, ¢) un quadruplet vérifiant
(KTi) (M, T, x) est une algébre de Hopf-von Neumann involutive ,
(KTii) ¢ est une trace normale, fidéle, semi~finie sur M ,

(KTiii) pour tous x, y, z de “IW on a
(v ® o)(x ® YIT(2)) = (v ® ¢)((x0x ® 2)T(¥))

(le deuxiéme terme de cette égalité est un abus d'écriture pour :
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<r(y) , o(Aw(X)) o K ® o(A¢(Z))>)-

Alors (M, T, k, ¢) est une algébre de Kac & trace. (Ces axiomes sont exac-

tement ceux utilisés dans ([17])

Proposition 7.1.3. : Soit (M, T, k, ¢) un quadruplet vérifiant (KTi) et

(KTii). L'axiome (KTiii) est alors équivalent & (K iv).

Démonstration : Soient x, y, z dans Wflv . On a
* =
i), p(Av(Z)) ® o(Aw(y))> = (v ®9)((z ® YIT'(x)) d'aprés 1.1.2.
= (v ®9)(z'® y*)F(x))_ car ¢ est une trace

(@ ®0)((z" o x ® X)T(y"))  d'aprés (KTiii)

i, p(Aw(z*))om ® (1, (x))>" d'aprés
1.1.2.

i, p(A,(2)° ® p(h (x))>"  d'aprés
7.1.1.(b)

donc, par densité de p(«p(qq ¢)) dans M, (cf. 2.1.6.), il vient, pour tous x

et y de WL et tout w. de M
@ *

<F(x*) , W ® p(A¢(y))> = <F(y*) , w° ® p(Aw(x))>— ce qui est (Kiv).

La réciproque est immédiate en prenant des w de la forme p(Aw(z)) pour
z dans Wt‘p

Dans ces conditions, on dira d'une trace normale fidéle semi-finie sur une
algébre de Hopf-von Neumann involutive qui vérifie (KTiiij qu'elle est invariante 2
gauche. Cette terminologie est donc cohérente avec celle de 1.2.4., onrerouve, de
plus, la définition utilisée dans [17] (ol 1'on note x~ , pour x dans M _ ; ce

que nous avons noté x o k par abus d'écriture).

Démonstration de 7.1.2. : Le lemme 4.2. de [17] exprime que pour X et y

dans un idéal bilatére QU faiblement dense dans M (voir [17], page 683)
® 1 1 a .
I'(y) (= ) appartient a 1I¢8w et ,

@ ®p)((x & DIy (x e 1) = ox"xe(y'y).

Soit (ei) une famille de projecteurs de @ qui converge fortement vers |

dans M (voir"[17], page 688). On a donc :

@ ® w)((x*e l)F(y*ei y)(x ® 1)) = M(x*x)w(y*ei y) pour tous x de Clet y de M.

* .
et, comme ¢ et ¢ ® ¢ sont des traces normales et que y e; vy tend en croissant
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vers y*y , ainsi que (x* ® l)l"(y*ei y)(x ® 1) vers (x*® ])F(y*y)(x ® 1). On

obtient :
(¢ ® w)((x*® ])F(y*y)(x ® 1)) = w(x*x)¢(y*y) pour tous x de A et y de M.
I1 en résulte, en utilisant de nouveau les projecteurs es
(¢ ® ¢)((eix*® I)T(y*y)(xei ® 1)) = ¢(x*eix)¢(y*y) pour tous x et y de M.
Or, le premier terme est égal 2
* * . - * *
(v ®80)(T(y y)(xe;x ® 1)) = (v ® 9)(T(y) (xejx ® DI(y)) ,

* - * P
et, comme XeiX tend en croissant vers Xx , et, qu'en consequence,

F(y)(xeix*® ])P(y*) tend en croissant vers F(y)(xx*® l)F(y*), on a
* *
(0 ®9)(I(y)(xx'® DI(y)) = o(x )¢ (y"y)
pour tous x et y de M, puis , ¥ ® ¢ &Etant une trace :
* * * *
o) ((x® DI(yy)(x® 1)) =¢(x x)¢(y y) pour tous x et y de M ,

ce qui implique 1'axiome (Kiii).

Comme ¢ est une trace semi-fiﬁie, ¢ est tristement semi-finie (voir [3]
proposition 4.2.i)). Donc, d'aprés 1.1.6., ¢ vérifie la proposition Pl' D'aprés
2.1.3.(b), (M, T, x, ¢) qui vérifie (Ki), Kii) et (Kiii) d'aprés ce qui précéde vé-
rifie (Kv). D'aprés 7.1.3. il vérifie &galement (Kiv), enfin la vérification de (Kvi)

est triviale et le théor@me en résulte.

Théoréme 7.1.4. : L'algébre de Kac duale d'une algébre de Kac 3 trace est

une algébre de Kac a poids invariant.

Démonstration : Il_résulte de 7.1.1.(a) que 1'application de a(£¢) dans H¢

définie par a(w) > a(Cw) est isométrique et antilinéaire, de plus, il résulte de

7.1.1.(b) qu'elle coincide sur Aw(“(p) avec l'application J. On a donc, pour tout
w de [

)

7.1.4.1. a(Cw) = J a(w)

Soient w dans M_ et & dans A¢(1ﬂ ¢) , on a

[}

A(Cw)J & = a(Cw * p(JG)) d'aprés 2.1.4.

]

a(Cw * C p(8)) d'aprés 7.1.1.(b)

]

a(C(w *p(8)) d'aprgs 7.1.1.(a)
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=J a(w * p(8)) ' d'aprés 7.1.4.1.
=J x(w)é d'aprés 2.1.4.
il en résulte que
7.1.4.2. A(Cw)T = J A(w) pour tout w dans M*

Soit w dans £¢ . On a

0™ (I AW A (w)T) d'aprés 3.3.2.

P CRCIORION

0™ A (w) 3T A (w)D)

= ¢~ (A (Cw) "X (Cw)) d'aprés 7.1.4.2.

= Ila(Cw)(I2 d'aprés 7.1.1.(a) et 3.1.9.
2 .

= lla(wl d'aprés 7.1.4.1.

LRI ORION d'aprés 3.1.9.

De plus, il résulte de 1.3.8. et de (Kvi) que le poids ¢" ok~ est invariant
par cﬁA pour tout réel t . En appliquant 4.1.1., on obtient ¢ ok™ =9~ , d'ol le
théoréme.

Remarque 7.1.5. : Soit K une algébre de Kac 3 trace. Alors K~ est l'objet
dual construit dans [17]. ’

I1 résulte, en effet, de 4.2.1. que 1l'opérateur moduléire A" est égal a
1'opérateur noté A dans [17], page 682. L'idéal Q ([17], page 683) vérifie
1, (Q) € A (M) € aL,) c-$*A¥A( T,-) , d'aprés 1.1.4. et 3.1.9. 5 de plus, par
construction, il est stable par (A™)® , pour tout n de 2 , donc, en appliquant
[2], lemme 2.7., on voit que A¢((1) est inclus dans 150. I1 résulte alors de [16]
lemme 6.3. que Q#(Cl) est une sous-algébre hilbertienne 3 gauche de 150

Il résulte de [17], page 706 que 1'algébre de von Neumann associde 3 AW(CI)
est 8gale 3 M~ . }

Soit alors ¢ le poids canonique sur M~ associée i Aé((}). On a
Y(x) = ¢7(x) pour cout x de ;(A¢(C1)) qui est une sous-algébre faiblement dfnse
de M". Comme AW(CJ) est invariant par A" , ;(A#(C;)) est invariant par cﬁ s
pour tout t de R ; donc, en appliquant [14], proposition 5.9. , on voit que
Y =9~ . Le poids ¢~ est donc &gal au poids (noté ¢) introduit en [17] , relation
7.17.

Par densité de Aw((l) dans A¢( 7f¢), il est clair que 1'opérateur W de
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[17], §4, lemme 4.2. est le m@me que celui construit en 2.1.1. Il en résulte que le
coproduit TI" de 3.2.1. est le méme que celui de [17], page 716. Enfin, 1'involu-
tion k™ a été définie en 3.3.2. comme en [17], page 718, ce qui achéve de justi-

fier la remarque.

Théoréme 7.1.6. : (a) La restriction du foncteur de dualité a ch.(resp.
¥J ) est un foncteur contravariant de T dans ¥J (resp. de ¥J dans XT ). Ces

deux foncteurs réalisent une dualité entre ¥XT et XIT .

(b) La restriction du foncteur de dualité 3 KU réalise

une dualité de KU dans elle-méme.

Démonstration : Soit K wune algébre de Kac & poids invariant, il résulte
de 4.2.1. que A~ =1 et donc que K~ est uné algébre de Kac 3 trace. En appliquant
7.1.4. et 6.3.2., on obtient donc (a).

On déduit aisément (b) de (a), car XU = X% n kI

Remarque 7.1.7. : Il résulte de 7.1.6.(a) et de 7.1.5. que les objets

duaux construits dans [17] sont les algébres de Kac 3 poids invariant.

Proposition 7.1.8. : Soit K= (M, T, x, ¢) une algébre de Kac. Les con-

ditions ci-dessous sont équivalentes :
(i) ¢ est un poids strictement semi-fini’

(ii) 1l existe une sous-algébre de Kac de K qui soit une algébre de Kac

a trace

(iii) il existe une algébre de Kac réduite de K~ qui soit 3 poids invariant

(iv) M  est une sous—-algébre de Kac de M.

Démonstration : Remarquons tout d'abord qu'il résulte de (Kvi) que
K(Mw) =o et de 4.2.4.(b) que F(Mw) est inclus dans M o M , pour toute algébre
de Kac (M, T, «x, ¢) . De plus, on sait, d'aprés [2], .théoréme 3.4. et [3], défini-
tion 4.1. , que ¢ est strictement semi-fini si et seulement si la restriction de
¢ de M’ est une trace semi-finie. On voit donc, en utilisant 5.3.1., que ¢ est
strictement semi-fini si et seulement si M’ est une sous—algébre de Kac a trace de
K .

Ainsi (i) entrailne (ii).

Réciproquement, supposons qu'il existe une sous—algébre de Kac i trace de
K , notée K = (ﬁ, ?, 2, 3). D'aprés [4], lemme 1.4.3., on a, pour tout x de ﬁ,

Ji(x) = o%(x) = x ; donc M est inclus dans M et, a fortiori, la restriction de
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L'équivalence de (ii) et (iii) résulte immédiatement de 7.1.6.(a) et

6.3.3.(b) et (c).

7.2. Algébre de Kac de type compact

Définition 7.2.1. : Une algébre de Kac & poids fini sera dite de type com-
pact. On notera ¥¥ 1la sous catégorie pleine de K des algébres de Kac de type

compact.

Théoréme 7.2.2. : Soit (M, T, k, ¢) un quadruplet vérifiant :
(KCi) (M, T, k) est une algdbre de Hopf-von Neumann involutive
(KCii) ¢ est un poids normal, fidé&le, fini sur M

(KCiii) pour tous x ety dans M, on a :
e (" e DT e 1)) = vy
(KCiy) ¢ est invariant 3 gauche.
Alors (M, T, k, v) est une algébre de Kac unimodulaire.

Démonstration : Il est immédiat que (M, T, x, ¢) vérifie (Ki) 3 (Kiv). Il
résulte de [3], proposition 4.2.(i) que ¢ est strictement semi-fini. D'aprés 1.1.6.
il vérifie donc la propriété Pl et il résulte de 2.1.3.(b) que M, T, k, ¢) véri-
fie (Kv). De plus, comme M = TIW = 'IW n 7(¢°K , la propriété P2 est trivialement
vérifiée ; on pourra donc appliquer au quadruplet tous les résultats jusqu'au para-
graphe 4.1.

. - * ~ #
Comme | appartient i ﬂ‘p n 1f¢ , on a Aw(l) e L et A¢(l) = Aw(l).

on vérifie alors facilement que Aw(l) appartient 3 z)b et que A¢(I)l> = Aw(l)

Il en résulte que AW(I) appartient 3 &Lo , donc 3 ZLO T ZLO car

Aw(l)'= Aw(l) T Av(l).

Soit x dans A;I(QLO T zLo). Pour tout w dans M_, en appliquant
(KCiv), on obtient :

L wx e, (0> = <1, W p(A¢<x*>)>'

<r(1) , w° ® p(A‘p(x*))>_ d'apras 1.2.2.

<l o1l , w® O(A¢(x*))>-



112

=<1, 0% <1, p(A¢(x*))>-

= <k(1) , w> <1, D(A¢(x*)) - d'aprés 1.2.2.
=<1, w> W(X*)- d'aprés 1.1.2.
=<1, w o)

=<1, w <x , p(A¢(l))> d'aprés 1.1.2.

c s -1 . ~
Par densité de A¢ ({Lo T {Lo) dans M , il en résulte que pour tout w de

M , on a
*

w * o(A¢(1)) =<l , w D(A¢(1))
On en déduit qu'en particulier

-1
D(Aw(l)) =<I, D(A¢(|))°> o(Aw(l))° * D(Aw(l))

e()!

o(Aw(l))° * e, (1))
pm¢0)>sp<uow-uor *e(Q T UD < A
et P (A, (1))°= p(A¢(l))
Ce qui, d'aprés 2.3.1.2. se traduit par :
n,() e P
et A‘p(l); = A«ﬂ(l)

On a de plus A (H) = A (T o7 yc B 5 d'aprés 2.3.2. qui indique de plus
(4 [4 (4 YooK

que :

F“Aw(])

A (1
w( )
Finalement : A (1) e DY) et AN (1) = A (1)
(2 (4 [4
Soit x dans M . On a

Aw(x) = n¢(x) Aw(])

n¢(x) A" AW(])

- ' N
A ﬂ¢(x) Aw(]) d'aprés 2.2.2.

A" Qp(x)
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Comme A~ est un opérateur fermé, on a : A~ = 1 . Ainsi ¢~ est une trace.

On a, pour tout x de M

P (eG"0) = I (<G
~ 2 ' <
=IIF Aw(x)H d'aprés 2.3.2.1.
2 -~
= HAw(x)H car ¢~ est une trace ,
= v (x*x)

I1 en résulte que ¢ok =y et l'axiome (Kvi) résulte alors trivialement de

1.3.8
De plus, l'axiome (KCiii) entraine que pour tout x de M :
(v ® p)(T(x)) =v(1) v(x)
Soit ¢ 1la restrictionde ¢ ® ¢ a TI'(M). D'aprés 4.2.4.(c), T(M) est
ci&p invariant pour tout t de R . En appliquant [18], §3. et [4], lemme 1.4.3.

on voit que tout x de M
e = A% e

Comme de plus, I est un isomorphisme de M sur T(M) , il résulte de [41],

lemme 1.2.10. que l'égalité ¢olI' = ¢ (1) ¢ implique

Uﬁ(F(X)) = F(oi(x)) pour tout x de M.
On trouve finalement
oﬁaw r=r ct pour tout t de R .

La relation 4.2.4.(b) entraine donc

¥ [
T =
e T T
d'gli, comme T est injective :
v _ 9
9 T %t
puis oi = 1 . Ainsi, ¢ est une trace et le théoréme en

résulte. La dernidre partie de la démonstration nous permet d'affirmer :

Corollaire 7.2.3. : Toute algdbre de Kac de type compact est unimodulaire.
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Théoréme 7.2.4. : Soit K = (M, T, k, v) une algébre de Kac de type compact.
(a) 1'algebre M; est unifére

(b) .1a représentation X se décompose en une somme directe de représenta-
tions irréductibles de dimensions finies. Toute représentation irréductible de di-

mension finie de M est unitairement équivalente 3 une composante de ) .

(c) 1'algébre de von Neumann M~ est atomique et finie (c'est-a-dire, rappe-—

lons-le, produit d'algébres de matrices).

Démonstration : Nous avons vu dans la démonstration de 7.2.2. que Aw(l)

appartient 3 2Lo T lLo c A" 7 &' . Or, pour tout w de M, ona
-1, . ~ . .
<4 (A7(Q, (1,A (’)]M ), w> = <K(A*(QA (), A (l)lM ) , w> d'aprés 4.3.7.
[ [ [Z [4
= <A*(Q

Aw(l),A¢(l)IMA) , Wok>
= Awer) QA¢(I),A¢(I)>

= (X(woK)Aw(])'A¢(l))

= (a((wok) * p(Aw(l)))IAw(l)) d'aprés 2.1.4.
= <1, (er) % p(h (1))> d'aprés 1.1.4.
= <I(1) , (wek) ® p(A (1))>  d'aprés 1.2.2.
=<1 ® 1, (wox) ® o(Aw(l))>

= <l wek> <l , p(A,(1))>

=<l , w> ¢(l) d'aprés 1.1.2.

- - ~ . -
Il en résulte que A (QA¢(1),AW(I)IM )= ¢(1) 1. Comme d'aprés 4.3.8. A

s 1s . -1 -~ s -~ 'S
est fidéle, on voit que ¢(1) QAw(l),Aw(I)IM est une unité de M , d'ol (a).

La proposition (b) est le théoréme 13 de [17] et (c) résulte immédiatement
de (b).
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7.3. Algébres de Kac de type discret

Définition 7.3.1.: Soit K = (M, T, k, v) une algébre de Kac. Elle sera dite
de type discret si 1'algébre M est unifére. On notera XD la sous-catégorie

pleine des algébres de Kac de type discret.

Théoréme 7.3.2. : Soit K = (M, T, k, ¢v) une algébre de Kac de type discret.
(a) 1l'algébre duale K~ est de type compact

(b) 1'algébre de von Neumann M est atomique et finie.

Démonstration : Comme M* est unifére, A(M*) 1'est aussi ; soit e
1'unité de A(M*). On a xe = x pour tout x de A(M*). En faisant tendre forte-—
ment x vers | , on en déduit que 1 = e € A(M*). Comme de plus A* est dense
dans M, d'aprés 2.1.6. et A normiquement continue d'aprés 2.1.4., on en déduit
que 1 appartient a 1'adhérence normique de A( A*) et donc a fortiori de

* . P . . * =
T(¢A n Tf¢A . I1 existe donc un élément inversible dans K'p- n ﬂ)w- ;5 on en dé-

duit que 1(¢A = M~ et donc que ¢~ est un poids fini, d'od (a).

D'aprés 7.2.4.(c) on en déduit que M"" est atomique et finie. Il en est

de méme de M d'aprés 4.3.6., ce qui achéve la démonstration.

Théoréme 7.3.3. : Toute algébre de Kac de type discret est unimodulaire.

Démonstration : Soit K une algébre de Kac de type discret. D'aprés 7.3.2.
(a) et 7.2.3. on voit que K~ est unimodulaire. Il en est de méme de K"~ d'aprés

7.1.6.(b) et de K d'aprés 4.3.6.

Théordme 7.3.4. : (a) La restriction du foncteur de dualité a K% (resp..
wd ) "est un foncteur contravariant de X8 dans K © (resp. de X6 dans Kb ).

Ces deux foncteurs réalisent une dualité entre Kb et ﬂC@ .

(b) La restriction du foncteur de dualité 3 Kb g SCé

est une dualité de cette catégorie.

Démonstration : Cela résulte de 7.2.4.(a), 7.3.2.(a) et 6.3.2.

Proposition 7.3.5. : Soit K= (M, T', «, ¢) une algébre de Kac. Les condi-

tions ci-dessous sont équivalentes :
(i) Ke X8n¥D

(ii) M est de dimension finie.
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Démonstration : Il résulte de 7.1.2. que l'implication (i) = (ii) est dé-

montrée par le théoréme 12 de [17]

Réciproquement, supposons (ii). On a alors :
dim X(M*) =dim M_ = dim M

Donc A(M*) est égal 3 son adhérence M~ , ce qui implique que A(M*) con-
tient 1'unité, puis que M, est unifére. Ainsi, on a obtenu que dim M~ = dim M et
que K est de type discret ; on peut alors itérer la démonstration et on trouve que

K~ est également de type discret, en appliquant 7.3.4. on obtient donc (i).
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8 LES SOUS-CATEGORIES K& ET XY

Dans ce qui suit, Z?g désigne la catégorie dont les objets sont les cou-
ples (G,m) (G , groupe localement compacts ; m mesure de Haar & gauche sur G),
et les fldches sont les homomorphismes stricts de groupe 3 image ouverte et noyau
compact. On note AG la représentation réguliére gauche de G dans L2(G,m) (c'est
un homéomorphisme sur son image, pour la topologie faible, par [9], lemme 2,2.), et

M (G) 1'algébre de von Neumann qu'elle engendre.

On note gc(G) 1'espace vectoriel des fonctions complexes continues 3 sup—
port compact sur G ; muni du produit de convolution, de 1l'involution £(g) -
A(g_l)f(g_l)_ (ot A est la fonction modulaire du.groupe), et de la restriction
du produit scalaire de LZ(G,m), c'est une algébre hilbertienne & gauche. L'algébre
de von Neumann associde est M (G). L'algébre 9 C(G) induit donc sur 'm(G)+ un

poids canonique, que nous noterons €0

8.1. Les foncteurs KA et KS

Proposition 8.1.1. : On identifie L (G x G) a L7(G) ® L7(G).

(a) Soit (G,m) « 9236 . Pour tout f dans Lm(G) , on pose :

To(E) (g, &) = £(g,8,) ()58, € O

£ o)

ka(£) (8)

m(f)

]

I f dm pour f dans Lw(G)+
G .

Alors (Lm(G), FZ . KZ , m) est une algébre de Kac abélienne ; nous la noterons

KA(G,m).

(b) Soient (Gl,m]), (GZ’ m2) dans gu} , et a une flécl_me de (Gl;ﬁ])

dans (GZ’mZ)’ Pour tout f dans LW(GZ), on pose
KA(a) (f) = foa

L'application KA(a) ainsi définie est un JC-morphisme de KA(GZ’mZ) dans
KA(Gl,m]). Son coefficient est égal a4 la densité de a(ml) par rapport a m2|a(Gl).
Démonstration : (a) se trouve dans [17], page 678.

(b) soient f dans Lm(Gz), et g, g, & dans GI' On a :
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r? (RA()f) (g,,8.) = [I2 (Fou)Xg, ,g,) par définition de KA(a)
e 1°82 G, 1°82
= foa(g,g,) par définition de r2
1°2 G]
= falg)algy)

r? (£)(alg,), alg,))  par définition de TI>
G2 1 2 G2

= [rgz(f> o a ®al(g),g,)

(KA(a) ® KA(a))ng(f) (g,,gz)

done :
rg Ka(a) = (KA(a) ® KA(a))Fg
1 2
De méme :
Kg’<xA<a>f<g>>= Kgl(foa)(g)
S ICICRS))
= fa@™h
= kg (£)(a(e))
2
= KA(u)Kg (£) (2)
2
donc KZ] KA(a)’= KA(oL)Kg2

. © i+
Enfin, pour f dans L (GZ)

m, (KA(a)f) = J (RA(a)£)dm,

¢

= I (foa)dml

€

= I (f | a(G)) d(am))
a(Gl)

or a(ml) et mzla(Gz) sont deux mesures de Haar & gauche sur a(G]) ; elles sont

proportionnelles. Soit a(m‘) = k(m2|a(G])) . Donc



119

m, (KA()E) = k J (£ | a(G]))d(mzla(Gl))
a(G))

ou encore :

L}

ml(KA(a)f) k JG f Xa(G]) dm2
2

=k mz(Xa(G])f)

I1 est clair que Xa(G ) est égal a RKA(a) ; (Miii) est donc vérifié ;
1

comme (Miv) est trivial, la proposition en résulte.
Corollaire 8.1.2. : (a) Soient m', m" deux mesures de Haar a gauche sur

G, et soit k > o tel que m" = k.m' . Alors (cf. 1.3.4.)
KA(G,m") = k.KA(G,m")

(b) Soit K wun sous groupe compact distingué de G. Si
m est une mesure de Haar sur G , munissons G/K de la mesure m' 1image pgr m
par la surjection canonique 3 G/K . Alors KA(s) est un K -morphisme surjectif
normalisé de KA(G/K,m') dans KA(G,m).

(c) Soit H un sous groupe ouvert de G. Si m est une
mesure de Haar sur G , munissons H de la mesure m'" restrictionde M & H. Si
on note € 1'injection canonique de H dans G , KA(e) est un ¥ -morphisme sur-

jectif normalisé de KA(G,m) sur KA(H,m").

(d) Soit (G,m) € g(ﬁ . L'algébre de Kac KA(G,m) est
unimodulaire (resp. de type compact, resp. de type discret, resp. de dimension fi-
nie, resp. symétrique) si et seulement si le groupe G est unimodulaire (resp. com-

pact, resp. discret, resp. fini, resp. abélien).

Démonstration : (a) est évident

(b) et (c) découlent de 8.1.1.b) ; il suffit de remarquer
que KA(s) (resp. (KA(i)) est injectif (resp. surjectif), ce qui est clair d'aprés

la définition.

(d) en effet, le groupe G est unimodulaire si et seulement

si, pour tout f dans GC(G) , ona :

fG £(g)dn(g) = JG £(g )dn(g)
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. . Lo R . . a
ce qui est clairement équivalent & m 1nvariant par KG .
Le groupe G est compact si et seulement si m est finie, ce qui est &qui-

valent 3 KA(G,m) de type compact (7.2.).

Le groupe G est discret si et seulement si 1'algébre LI(G) est unifére,
ce qui est équivalent & KA(G,m) de type discret (7.3.).
Le groupe G est fini si et seulement si 1'espace vectoriel Lm(G) est de

dimension finie.

Le groupe G est abélien si et seulement si 1'algébre LI(G) est abélienne

ce qui est &quivalent 3 KA(G,m) symétrique (1.2.2.).

Proposition 8.1.3. : Soit (G,m) dans gfg . Alors :

(a) Il existe un coproduit I‘(S; et une involution KZ uniques sur M (G),

tels que, pour tout g de G :

rae(@) = A, ® A.(8)

s -1
ke = A (g )

Alors (M (G) , I‘é s Ké s spm) (ot e, est le poids sur ‘m(G)+ défini dans 1'in-

troduction du §8)est une algébre de Kac symétrique ; nous la noterons KS(G,m).

(b) Soient (G]y m]) R (GZ’ m,) dans gfé , et a une fléche de (G],ml)

2
dans (Gz,mz). Il existe un unique morphisme normal KS(a) de 'Wl(Gl) dans

m (6,) tel que

KS(a)(AG' (g)) = Acz(a(g))
pour tout g de G].
De plus KS(a) est un J¢ -morphisme de KS(G; m‘) dans KS(G, m2). Son

coefficient est égal 3 la densité de m2|a(G]) par rapport a oz(ml).

Théoréme 8.1.4. : (a) La correspondance qui a tout objet (G,m) (resp. a
toute fléche o) de la catégorie L% associe KA(G,m) (resp. KA(a)) est un fonc-

teur contravariant de 3“ dans K& . Nous le noterons KA.

(b) La correspondance qui a tout objet (G,m) (resp. a
toute fléche a) de 1a'catégorie gf(a associe KS(G,m) (resp. KS(a)) est un fonc-
teur covariant de g(’? dans XY . Nous le noterons KS.

(c) Si D désigne le foncteur de dualité introduit en
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en 6.3.2., on a :

Démonstration de 8.1.3. et 8.1.4.

Le coproduit Fé sur LW(G) induit clairement sur le produit L?(G , m)

le produit de convolution usuel. D'autre part, comme m est une trace, 1'ensemble

U T A

o,m o,m

est égal a Am(ﬁzm), soit Am(Lm(G) n L3(G)) . Pour simplifier les
notations, on identifiera tout f de Lw(G) n L‘(G) avec Am(f) dans L2(G,m).

De plus, £ = LI(G,m) n L2(G,m) ; on identifiera également tout f de
LI(G,m) n L°(G,m) avec a(f).

Dans ces conditions, la représentation de Fourier de 1'algébre de Kac

KA(G,m) est définie par
A(f)h = £ * h (f dans L'(G,m), h dans L'(G,m) n L7(G))
On vérifie facilement que, pour tout f de L](G,m) , on a

8.1.4.1. ACE) = J £(g) AG(g)dﬁ(g) (c£. [17] , ﬁage 679)
G

I1 en résulte que Lm(G)‘ = M@G).

D'autre part, nous noterons dorénavent AG la représentation de Fourier de

1'algébre de Kac KA(G,m) (Cette notation est justifiée par la formule 8.1.4.1.)
On vérifie également que 1l'opérateur fondamental W de KA(G,m) est défi-

ni par ( [17], §2, formule 2.8.)
W) (g, ® g,) = f(g, » g8, (fet?Gx6,mem)

(on identifie L2(G , m) ® L2(G,m) & L2(G x G, m®m).

D'aprés ([17], §2, formule 2.9.), on a alors :

Te (@) = A;(8) @ A (8)

et ch Og(®) = 2 ™H

Cela fournit l'existence de Fé et Ké 5 comme AG(G) engendre M (G), 1'unicité

est évidente.

Comparons maintenant le poids e et m~ ; 1'ensemble 6 C(G) est inclus

dans L](G,m) n LZ(G,m), c'est-i-dire dans a(Em), et donc dans Am-(1[mA) par 3.1.9,

De plus, il résulte de la définition de KZ et de 4.:2.1. que l'opérateur

modulaire AmA est égal a la multiplication par la fonction modulaire du groupe G.
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L'ensemble 4 c(G) est donc invariant par la multiplication par AmA s par ([2] ,
2.7.), 8 c(G) est inclus dans 1'algébre modulaire maximale 130 , et donc dans fbf.
Comme d'autre part & (G) est inclus dans A (W n T a) , il est clair, par
c m° m MoK
. G
2.3.2.1.°, que :

(F7f)(g) = ?(g—l) pour toute f € G c(G), et g e G .
Donc, pour tout f de & C(G) et g de G :

(5°6)(g) = Mg DEg™H”

"

L'algébre b c(G) est donc une sous-algébre involutive de 15 . L'algébre hilbertien-
ne 3 gauche ¥ c(G) induit sur M (@)" 1e poids 0, s et 15" le poids m~. Ces
deux poids sont donc &gaux sur 7 ( GC(G) * @C(G)), qui est une sous algébre faible-
ment dense de ‘M (G). Par ailleurs, ces deux poids ont le méme groupe modulaire
d'automorphismes (induit par la multiplication par la fonction modulaire de G), et
cette sous algébre est invariante par ce groupe d'automorphismes. Donc, par ([147,

lemme 5.2.), ona m~ = (A

On voit donc que ( M (G), Fz . wz . wm) = KA(G,m)” ; d'ol le résultat

8.1.3.(a) ; de plus, on a KS(G,m) = KA(G,m)".

Nous noterons donc Xa la représentation de Fourier de KS(G,m).
. Soient 6 dans M (G), , et f dans LI(G) ; on a
-1 - . _ _.a '
<¢KA(G,m)(AG(e)) , £> = <KG(AG*(6)) , > par 4.3.7.
a
= <AG*(6) s fOKG>

a
= <AG(foKG) , 6>

= <Ké AG(E) , 6> par 3.3.2.

£(g) <> A (g) , 6> dm(g) par 8.1.4.1.
G G G

J £(g) Ag(g) , 6> du(g)
G

Si 6 appartient 3 M(G), , ¢;L(G o
’

)(Aa(e)) est un élément de Lm(G). Le
calcul ci-dessus montre que, pour tout g de G ‘

-1 N -1
8.1.4.2. [¢KA(G’m)(xG(e))J(g) =< ), 6>

Soient maintenant (Gl’ml) et (GZ’mZ) deux objets de la catégorie

et o une fléche de (Gl,m]) dans (GZ’mZ)' On notera ¢i’ Ai’ Ai , ... au lieu
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de ¢KA(G.,m.) R AG. s A EEEEE (i=1, 2).
i’ i i

Soient g dans G‘, et 6 dans M (GZ)* . On a

Ay(alg))) » 85 = (4, 05 (g ™) par 8.1.4.2.
= Ka() (8, 05(0)) 8] ) par 8.1.1.(b)
= O] KA@M) (8] ) par 6.3.1.
= (] Aera@M) &) par 6.2.2.
= <2, (g)) , BoKA(a)™> par 6.1.4.2.

= <KA()" (2 (g))) » 6>

Donc Az(a(gl)) = KA(a)“Al(gl)

L'existence du morphisme KS(a) est donc démontrée ; l'unicité est claire

car AG (Gl) engendre Wn(Gl).
1

De plus, comme KS(a) = KA(a)” , la fin de 8.1.3.(b) résulte de (6.2.4.).

Soient (Gi,mi) (i =1, 2, 3) trois objets de la catégorie Q.CK , a(resp.
B) unewfléche de (Gl’ml) dans (GZ’mZ) (resp. de (GZ’mZ) dans (G3,m3) , et f
dans L (G3). On a

KA(Ba)f = fo(Ba) = KA(a)(foB) = KA(a) KA(B)f .

Donc : KA(Ba) = KA(a)KA(B) ; le théoréme 8.1.4.(a) en résulte.

Comme KS(G,m) = KA(G,m)~ , et KS(a) = KA(a)" , on en déduit 8.1.4.(b) et
(c).

Corollaire 8.1.5. : (a) Soient m', m" deux mesures de Haar 3 gauche sur

G, et soit k > o tel que m" = km' . Alors
KS(G,m") = k 'KS(G,m")

(b) Soit K 'un sous groupe compact distingué de G. Si

m est une mesure de Haar a gauche sur G, munissons de la mesure m image

€/x
de m par la surjection canonique G 3 G/K . Alors KS(s) est un X -morphisme

surjectif normalisé de KS(G,m) sur KS(G/K,m').

(c)Soit H un sous groupe ouvert de G. Si m est une

mesure de Haar 3 gauche sur G, munissons H de la mesure m'" restriction de m
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a H. Si on note ¢ 1'injection canonique de H dans G , KS(e) est un X —mor-

phisme injectif normalisé de KS(H,m") dans KS(G,m).

(d) Soit (G,m) « g(s . L'algébre de Kac- KS(G,m) est
unimodulaire (resp. de type discret, resp. de type compact, resp. de dimension finie,
resp. abélienne) si et seulement si le groupe G est unimodulaire (resp. compact,

resp. discret, resp. fini, resp. abélien).

Démonstration : (a) résulte de 8.1.2.(a) et 4.2.3.
(b) et (c) résultent de 8.1.4.(c) et 6.3.3.(a)

(d) résulte de 8.1.4.(c) et de 7.1.6.(c) (resp..7.3.4.(a),
resp. 7.3.4.(a), resp. 7.3.4.(b), resp. 6.3.5.).

Proposition 8.1.6. : Soient (G],m]), (Gz,mz) deux objets de gtt, et a,
B8 deux fléches de (G],m]) dans (Gz,m

). Les conditions suivantes sont &quivalene. -

2
tes
(i) a=28
(ii) KA(a) = KA(B)
(iii)  KS(a) = KS(B)

Les foncteurs KA et KS sont donc fidéles.

Démonstration : (i) = (ii) = (iii) -est trivial.

Supposons (iii). Par définition 8.1.3.(b), on a, pour tout g de G,
b, @@) = 35 (@)

Comme AG est injective, on en déduit o = B .
2

8.1.7. : Soit (G,m) wun objet de gt@ . Explicitons dans les cas de

KA(G,m)‘et KS(G,m) 1les principaux objets utilisés dans la théorie générale :
Dans le cas de KA(G,m)
- la W*—algébre est L7(G) ;5 le coproduit est fourni par la formule :
re(E) ( ) = £(g,8,)
Gt 8y > By 18y
. PP ® o ©
(On identifie L (G) ® L (G) a L (G x G)
L'involution est fournie par la formule :

KA (@) = £
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. . -~ © -~
Le poids invariant & gauche sur L (G) est la mesure de Haar & gauche m.

- L'idéal 7{1n est donc Lm(G) n LZ(G) , et 1'algébre Wﬂ,m est égale a
Lw(G) n L](G). L'espace hilbertien Hm est le complété de Lm(G) n LZ(G) ; nous
1'identifions avec LZ(G). La rebrésentation L est alors la représentation usuelle
de L17(G) dans L2(G). Comme m est une trace, les algébres AL, ', LLO sont
égales a Lm(G) n LZ(G) ; les involutions J, S, F sont égales 3 1'isométrie f - f
de LZ(G) dans lui-méme ; l'opérateur modulaire est égal 3 1, et les automorphis-
mes modulaires sont &gaux 3 1'identité.

Le produit T est le produit des fonctions point par point. Les algébres

' T et QIO T L[O sont égales a L7() n Ll(G)

- Le prédual de Lm(G) est identifié a L](G) ; son produit * est le pro-

o

duit de convolution usuel ; 1l'involution est définie par f°(g) = AG(g_])f(g—])

ot AG est la fonction modulaire de G.

Le sous—ensemble £m est égal a L](G) n LZ(G) ; l'application a est 1'inf
jection canonique de LI(G) n L2(G) dans LZ(G).

L'application p est l'application canonique de L7(6) n Ll(G) dans L](G) 3
1'idéal I est sgal 2 17(®) n L' (@).
L'algébre A* est formé& des fonctions f de L](G) n Lw(G), telles que f°

appartienne & Lm(G) ; elle contient clairement € c(G).
- L'opérateur fondamental W est fourni par la formule
WE(g, » 8,) = f(g, » g8,
. ces 2 2 . 2]
(on identifie L (G) ® L°(G) a L°(G x G)).
La représentation de Fourier est fournie par :

A () = IG £(g) Ac(g) dm(g) .

Dans le cas de KS(G,m)
- La W*-algébre est 1'algébre de von Neumann engendrée par la représentation

réguliére gauche AG de G ; on la note M (G) . Le coproduit est déterminé par la

formule :

G
Te(g(8) = 2,(8) @ A, (g) Vgeo.
L'involution est déterminée par la formule :

SOg@) = 2™
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Le poids invariant & gauche e est l'unique poids normal semi-fini fidéle sur

m(G)+ tel que

¢(f £(g)A;(g)dm(g)) = £(e) Vie 8 @ » 8 (©
G

et

]
>
»
>

of () it o a7it ¥xe M@

(oi A est la multiplication par la fonction modulaire de G).

. En effet, si f

1’ f2 e 8 C(G) , si wm est le poids défini au début du

§ 8, ona
o O(E % £)) =0 O (EDN(EN =€, | £ = (£ lf%=¢ x £,)(e)
m G 1 2 m- G 1 G2 2 1 1 2 1 2

par [1], chapitre VII, §4, corollaire de la proposition I5.

L'unicité se montre par ([14], lemme 5.2.), car XG( CC(G) * EC(G)) est une

sous algébre, invariante par ci , faiblement dense, de M(G).

- L'idéal 1{¢ (et les autres objets associés 4 ¢) n'est pas connu expli-
citement ; il contient AG(L](G) n L2(G)) (¢f. 3.1.9.). L'algébré 1t¢ n 71: con-
tient AG( EC(G)). On peut identifier 1'espace hilbertien Hw a LZ(G). Alors
9 c(G)’ muni du produit de convolution, et de l'involution f(g) - AG(G_I) ?Kg_l)
(o A, est la fonction modulaire de G) est une sous algébre hilbertienne de U ,

G
équivalente 3 Al . L'involution J est fournie par :

/2, =, -1

WD (@) = 8, "H Ta™h

L'involution S est la fermeture de 1'involution de § c(G) définie ci-dessus ;

1'involution F est la fermeture de f(g) - ?(g_l) (fe ¥ C(G)).
Le produit T , restreint a & c(G)',est donc le produit de convolution =*

L'opérateur modulaire est la multiplication par la fonction modulaire de
G. L'algébre § c(G) est une algébre modulaire, qui est donc incluse dans lLo et

dans A '. Les algébres A' T U' et w, T {LO contiennent donc 8 C(G) * BC(G).

- Le prédual de M(G) est formé des applications w

x> (xf | g)
(xe M@ ; f,g e LZ(G)) '

f’g

° est fournie par w?

L'involution = w-= .
f,g g,

L'opérateur fondamental W est fourni par :
©o-1
(W) (g, ,'gz) =f(g, g > 8)) (8, » 8y, € G

et la représentation de Fourier A par



127

Mo, ) = fx g\’ (£,8 € L2(G))

f,g
(au sens de [1], chapitre VIII, §4 cor. de la proposition 15).

Si 1'on identifie le prédual M_ & son image par A , il devient 1'ensemble
. P 2
des fonctions sur G qui peuvent s'écrire sous la forme f * gb (f,g € L7(G))
C'est 1'ensemble A(G) de [10] . Le produit de M* devient alors la multiplication
point par point et l'involution devient la conjugaison.
L'ensemble £¢ contient alors A(G) n Ll(G), par 3.1.9.

Les applications X, a, p sont réduites 3 1'identité.

Enfin, 1'algébre A* contient 8C(G) * ﬂC(G).

8.2. Le foncteur KS est une équivalence

Proposition 8.2.1. : Soit K = (M, T, x, ) une algébre de Kac symétrique.

Alors,

(a) Le prédual M* est une algébre de Banach involutive abélienne. Son
spectre X(M*) est un sous groupe de l'ensemble des opérateurs unitaires de M ;
la W*-élgébre engendré par X(M*) est égale &4 M. Si on munit X(M*) de la topolo-

gie induite par U(M,M*) , c'est un groupe localement compact.

(b) La reperésentation de Fourier A associée 3 K peut s'étendre en une
présentation A de la C*—algébre enveloppante de M_, qu'on peut identifier i
1'ensemble des fonctions continues sur X(M*), tendant vers 0‘5 1'infini. Alors, pour
tout f de Cc(x(m*)), A(f) appartient a 'rflw , et 1'application f -+ ¢~(A(f))

. . -~ -~ !
définit une mesure de Haar 3 gauche sur X(M*) ; notons 1a m .

(e) Il existe un isomorphisme normalisé unique j de K sur KS(X(M*),m)

tel que, pour tout g de XWQ
i = AX(M*)(g)
Le foncteur KS est donc représentatif.
(d) L'algébre de Banach abélienne M est réguliére.

Démonstration : (a) Par 6.3.5., on voit que K~ est une algdbre de Kac abé-
lienne, et donc appartient a XT . Par 6.3.2. et 6.3.5., on voit donc que K appar-—
tient 3 T . C'est done, par 7.1.7., un objet dual au sens de [17]. Le résultat a)

provient alors du théoréme 14 de [17]
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(b) résulte de [17], lemme 10.5 et de [17], lemme 10.6.

(c) La construction de 1'isomorphisme est faite en [171],
lemme 10.7. (page 759 a 761) (il est noté 90) . Comme X(M*) engendre M, l'unici-

té est immédiate.

(d) On déduit de [10], lemme 3.2. et théoréme 3.3.4. que,
pour tout groupe localement compact G , le prédual de M (G) est une algébre de
Banach réguliére. Par (c), en transposant j, on trouve un isomorphisme d'algébres de

Banach entre M_ = et le prédual de m (X(M*)). D'ol le résultat.

Soit K = (M, T', k, v) une algébre de Kac abélienne. Alors K~ .est symé-
trique (cf. 6.3.5.). Par 8.2.1., X(M]) peut &tre muni d'une structure de groupe lo-

calement compact. On a

Corollaire 8.2.2. : Soit m une mesure de Haar sur X(M:) il existe alors

un unique isomorphisme j' de K sur KA(X(M;),m) tel que :

[ oy (N @1 = ¢, o

pour tout g de X(M;) et 6 de M:

On peut choisir m de telle sorte que j' soit normalisé.

Le foncteur KA est donc représentatif.

Démonstration : Prenons pour mesure de Haar sur X(M:) la mesure introduite
en 8.2.1.(b). Par 8.2.1.(c), il existe un isomorphisme normalisé j de K~ sur
KS(X(M;),m). Donc, par 6.3.3.(a) et 6.2.4., j= est un isomorphisme normalisé de
KS(X(M;),m)“ sur K™= , c'est-a-dire de KA(X(M;),m)“‘ sur K" . Par 4.3.6., il
en résulte que

¢—l A1 s

KAX(M?) ,m)° I ° ¥
est un isomorphisme normalisé de K sur KA(X(M;),m). Notons le j' . Pour tout g-
de X(M;), et 6 de M: , on a

-1

KA QL) ,m) ° 3T e AT(8))(®)

3G N (@) = (4

= ! ~ -1
- ¢KA(X(M;),1‘H) )\X(M;) (6 o ] )(g)

- -1 -1
= <AX(M:)(g ) , 6.3 > par 8.1.4.2.
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.1 -1
=<3 o )\X(M;)(g ) s 0>

= <g_] , 6> par 8.2.1.(c)

'

L'unicité de j provient du fait que ¢;I(AA(M:))’ est dense dans M.

Proposition 8.2.3. : Soient (G,m) un objet de gft , et K une algébre
de Kac réduite de KS(G,m), et r 1la réduction de KS(G,m) sur K . Alors, il
existe un unique sous-groupe compact distingué K de G tel qu'il existe un iso-
morphisme j normalisé de K sur KS(G/K,m') (oi m' est la mesure de Haar image
de m par la surjection canonique G 3 G/K) faisant commuter le diagramme ci-
dessous

KS(G,m) —F —» K

KS(S;\\;

KS(G/p,m")

De plus, j est unique.

Démonstration : On note Lx (resp. Rx) 1'endomorphisme de M(G) défini
par y - yx (resp. y - xy). Soient x,y dans M(G) , et w dans
(r(M(©))), ; ona

<X, woroLy> = <yX , WoIr>
= <r(yx) , w>
= <Lr(y)r(x) , w>

= <r(x) , moLr(y)>

= <x , WoL o >

r(y)
On a donc , woroLy = m°LR(y)°r pour tout y e M(G), et w de (r(M (G)))* et
de méme, pour tout y de M(G), et ‘' de (r( qﬂ(G)))*

8.2.3.1. oTo =
3 ‘ w r,Ry w°Rr(y)°r

I1 en résulte que [r(M (G))]* o T est une sous algébre fermée de M (G)* , inva-

riante d gauche et 3 droite au sens de ([19] , §5) . Posons :

K=1{geG; w Yuelr( TG(G))]* o r}

woR =
Ag(®)

Alors, par ([19] , théoréme 9), K est un sous groupe compact de G.-



130

Soit g dans G. On définit une application de G dans r( M (G)) par
a(g) = r(A;(e)

On a clairement T(a(g)) = a(g) ® a(g) par (Mi) et 8.1.3.(a) . Donc a(g)

s'identifie 3 une forme linéaire multiplicative sur ‘(r(ﬁn’(G)))*. Supposons
a(g) = 0 . Alors, pour tout w de [r(M (G))]* , et f de LI(G), on a

0 = <a(g) , w°Rr(XG(f))>

= OGN OLE) 5 w

= <r(AG(gf)) y w>

ol gf désigne la translatée 3 gauche par g de la.fonction f
Soit
0 = <AG(gf) , WoI>
= <(XG)*(wor) , gf>
-1 -~
= <K o ¢KA(G,m) o AG(mor) s gf> par 4.3.7.

-1 ~ -
<K o ¢KA(G,m) o I o XG(M) , gf> par 6.2.2.

En faisant tendre Aa(w) vers 1 , on en déduit <1 , gf> =0, soit

0 = J £(gg")dm(g') = f £(g')dm(g') pour tout f de L'(G),
G G

ce qui est absurde.
Donc oa(g) # 0 .

Il en résulte donc, que pour tout g de G , o(g) appartient i

X((r( M (G)))*) qui est un groupe localement compact par 8.2.1.(a).

I1 résulte de la définition de o , et de [9] , lemme 2.2. que a est un
homomorphisme strict de groupes de G dans X([r(M (G))]*) ;5 a(G) est donc un
sous groupe ouvert (donc fermé) de . X([r(M (G))]*) . Soit maintenant « dans
[xr(M (6))1, , tel que

<a(g) , w> =0 g € G .
On en déduit :
<Ac(g) , Wor> = 0 g eG

Cela entralne wor = O ; comme r est surjectif, on en déduit w = O . En appliquant
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8.2.1.(d) & [r(mMm (G))]* , on voit que [r(m (G)*)]* est une algébre de Banach
réguliére. Donc a(G) = X[(x(M (6))) 1.

Le morphisme de groupes a de G dans X([r(mM (G))]*) est donc surjectif.

Recherchons Ker a : soit g dans Ker a ; cela équivaut a a(g')a(g)= a(g')
pour tout g' de G , ou encore :

<a(g') , w°Ra(g)> = <a(g') , w> pour tout w de [r( W)(G))]* et pour

tout g' de G.

Comme o est surjectif, et que (X[r( #n(c>)]*) engendre r(M(G)) par

8.2.1.(a) , cela équivaut 3 :

W o Ra(g) = @ pour tout w de [r(wm (G))]*
ou encore, a
WoY = Wo Ra(g) o T
= ° o R ar 8.2.3.1.
Lo T e Magl® P

pour tout w de [r(M™m (G))]* .

Donc g ' appartient & K , par définition de K. Aiﬂsi K = Ker a ; K est
donc un sous—groupe distingué.

On peut décomposer o en la surjection canonique s : G - G/K , et un iso-
morphisme bicontinu B de G/K sur X((r(Tn(G)))*) ; on a donc o = Bs.

On a vu en 8.2.1.(c) qu'il existe un isomorphisme normalisé d'algébres de
Kac j' de K sur KS[XE(rCm(G)))*)], oi m est une mesure de Haar convenable sur

X((x(M(6))),)-

Posons

j=xrse™ o3

On a ainsi défini un isomorphisme normalisé de K sur I(S(G/K ,m') od m' est

une mesure de Haar convenable sur G/K .

*Soit o(g) dans X([r(M(G))]) ; ona

3@ = RSB o Ay (am (ayy] ) @E) par 8.2.1.(c)
* .
= AG/K(B_l o a(g)) par 8.1.3.(b)

= AG/K(S(g))

KS(s) AG(g) par 8.2.1.(c)
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Par définition de a , on en déduit

io A (g) = KS(s) A.(g)

et, comme AG(G) engendre M (G) , on en déduit
jr = KS(s)

Il est clair maintenant que si on choisit comme mesure de Haar sur G/K
1'image par s de la mesure de Haar sur G, 1'isomorphisme j sera normalisé par
1.5.(b).

Comme r est surjectif, l'unicité de j est évidente.

Montrons maintenant 1'unicité du sous groupe K jsupposons qu'il existe K]

et K2 vérifiant les conclusions de 8.2.3. alors, il existe un isomorphisme ¢ de

KS(G/K , m;) sur KS(G/K . mé) qui fait commuter le diagramme suivant, oi s;

est la surjection G > G/ (i=1,2)
Kj
KS (G, m) KS(sp) KS(G/ , my)
KS (s >\ /
KS(G/ s

Par 8.1.4., il résulte que KA(G/ > m) 'Y et KA(G/ , m ) sont isomor-
phes. Par [24], il existe alors un 1somorpﬁ15me Y b1cont1nu2 de G/ sur G/K
tel que Y = KS(y) 1 2

I1 en résulte donc que :

KS(YSI) = KS(SZ)
d'od Yo =58, par 8.1.6.
Donc Ker s, = Ker Sy soit KI = K2

Proposition 8.2.4. : Soient (G,m) un objet de gf@ , K une algébre de

Kac réduite de KA(G,m) , r la réduction de KA(G,m) sur K . Alors, il existe
un unique sous groupe ouvert H de G tel qu'il existe un isomorphisme j norma-
lisé de K sur KA(H,m") (o m" est la restrictionde m & H), faisant commuter

le diagramme ci-dessous, ol € désigne 1l'injection de H dans G :



133

KAG,m) — T 5K

wo N\,

KA(H,m")
De plus, j est unique.

Démonstration : De méme qu'en 8.2.3., on voit que [r(Lm(G))]* o r est une
sous-algébre fermée de LI(G), invariante 3 gauche et a droite au sens de [19], §5.

Posons

= {g € G ; 1l'application g' - f(g—lg') appartient & [r(Lm(G))]* o T ,
pour tout f dans [r(Lm(G))]* o T}

Alors, par [19], théoréme 10, H est un sous groupe ouvert de G. De plus,

[r(Lm(G))]* o r est l'ensemble des f de Ll(G) nulles en dehors de H.

Soit donc w dans [r(Lm(G))]* ; 1'application w - wor | H est donc un

isomorphisme de [r(Lw(G))]* sur LI(H,m"?.

Par transposition, on en déduit l'existence d'un isomorphisme j de

r(Lm(G)) sur Lm(H) défini , pour toute f de Lw(G) , par :
<j(r(f)) , wor|H> = <r(f) , w>
= <f , wor>

=<f | H, wor|H>

D'otl j(x(£)) = £|H
=f o, e ol e désigne 1'injection H »> G
= KA(e)f par 8.1.1.(b)

I1 en résulte que jr = KA(g)

On en déduit que j est un isomorphisme normalisé entre K et KA(H,m').

Comme r est surjectif, il est clair que j est unique.

Montrons maintenant 1'unicité du sous groupe H :

Supposons qu'il existe deux sous groupes ouverts H] et H2 de G satis-
faisant aux conclusions de 8.2.5. Dans ces conditions, il est clair qu'il existe
un isomorphisme ¢ de KA(H2 s m;) sur KA(H] , mT) qui fasse commuter le diagram-

me (ei est 1'injection Hi > G(i =1,2))
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KA(E )
KA(G,m)—— % o KA(H, , m})

me2>\ /

KA(H2 . m
Par [24] , il existe un isomorphisme bicontinu vy de H] sur Hz tel que ¢ soit
égal a Ka(y) .
On a donc KA(SZY) = KA(E‘)
d'od €) o Y = € par 8.1.6
A% =
d'ot Im € = Im €,y
soit H2 = HI

Corollaire 8.2.5. : Soient (G,m) un objet de gtt , K une sous algébre de
Kac de KS(G,m) , i 1l'injection canonique de K dans KS(G,m). Alors, il existe
un unique sous groupe ouvert H de G , tel qu'il existe un isomorphisme j norma-
lisé de K sur KS(H , m") (o m" est la restrictionde m a H), faisant com-

muter le diagramme ci-dessous, ol ¢ désigne l'injection canonique de H dans G

K — 1 . xs(,m)
A\
] KS(g)
N/
KS(H,m")

De plus, j est unique.

Démonstration : Le résultat s'obtient par dualité 3 partir de 8.2.4.

Corollaire 8.2.6. : Soit (G,m) un objet de gtﬁ ; on note e 1'unité de

. + . PR - .
G. Le poids wm sur M (G) canoniquement associé a 1'algébre modulaire G C(G)
est strictement semi-fini si et seulement si il existe un sous-groupe ouvert de G

qui soit unimodulaire.

Démonstration : Par 7.1.8., le poids ¢, sera strictement semi-fini si et
seulement si il existe une algébre de Kac réduite de KS(G,m)” (ou, par isomorphisme
de KA(G,m)) qui soit a poids invariant. Comme KA(G,m) est abélienne, donc a
trace, cela équivaut 3 l'existence d'une algébre de Kac réduite de KA(G,m) qui

soit unimodulaire. Par 8.2.5., cela équivaut 3 1l'existence d'un sous groupe ouvert
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H de G tel que KA(H,m") soit unimodulaire. Par 8.1.2.(d), cela équivaut donc

34 1'existence d'un sous groupe ouvert H de G qui soit unimodulaire.

Corollaire 8.2.7. : Soient <G]’m1)’(G2’m2) deux objets de g»{'ﬂ , et u
un 3(-morphisme de KS(G],mI) dans KS(Gz,mz). Alors, il existe un unique homo-

morphisme strict a de G] dans G2 , & image ouverte et a noyau compact, tel que :

u = KS(a)

Le foncteur KS est donc plein et fidéle.

Démonstration : En utilisant la décomposition canonique u = ijr définie
en 5.4.2., et les résultats 8.2.3. et 8.2.5., on voit qu'il existe un unique sous

groupe compact distingué K] de G1 , et un unique sous groupe ouvert H2 de G

tels que, si s est la surjection canonique de Gl sur G]/K , et e
1

tion canonique de H2 dans G2 , on ait :

2

Vilso
2 1'injec

r KS(sl)

i= KS(EZ)

D'autre part, j est un isomorphisme de KS(GI/K , m;) sur I(S(H2 , m;). Par
1

8.1.4., il en résulte que KA(G , m) et K.A(Hz,m'z') sont isomorphes. Par [24],

I/Kl 1

il existe un isomorphisme bicontinu vy de G sur H, tel que

1/K 2

1
j = Ks(yv)

On a alors u = I(S(r»:2 o Y o sl)

I1 est clair que €, Y 8, est une fléche de (Gl’ m‘) dans (GZ’ mz)

L'unicité résulte de 8.1.6.

Définition 8.2.8. : On notera gofls'u (resp. 58 , gﬁ , resp. g? , resp.
gma ) la sous catégorie pleine de g-tﬁ obtenue en prenant pour objets les grou-
pes localement compacts unimodulaires (resp. compacts, resp. discrets, resp. finis,

resp. abéliens).

Théoréme 8.2.9.:(a) Le foncteur KS est une &quivalence entre X8 et kY.
La restriction de KS i gmu (resp.gg , resp.gﬁ , resp.gEF , resp. g(’@a. ) est
une équivalgnce entre grtu (resp.g\f, resp.35 , resp. 33'. , resp. gw&_ ) et
%Y n KU (resp. kS n KB , resp. K¥ i XY , resp. KY n¥Xea¥®Dresp. K n Ka ).
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(b) Le foncteur KA est une dualité entre 328 et K&
La restriction de KA & gxi?u (resp. gg , resp. gs s resp.gf, resp. g&‘g& ) est
une dualité entre glfu (resp. gf s resp.93 , resp. 37'—, resp. g‘f%’d), et
KA n KW (resp. k& nX¥® , resp. kA n kD , resp. KAn KBnKH | resp.
xa n x¥ ).

Démonstration : (a) Le foncteur KS de 3C€ dans XY est plein (8.2.7.),
fidéle (8.1.6.) et représentatif (8.2.2.). c'est donc une équivalence. Le reste du

théoréme provient de 8.1.5. (d).

(b) Le foncteur KA est une dualité par (a), 8.1.4.(c) et

6.3.5. Le reste du théoréme provient de 8i].2.(d).

~8.3. Théoréme de dualité

Théoréme 8.3.1. : Soit (G,m) un objet de 348 . Alors :

(a) L'ensemble X( WH(G)*) est un sous groupe localement compact de 1'ensem-

ble des unitaires de M (G), muni de la topologie faible.

(b) La représentation réguliére 3 gauche A de G est un isomorphisme bi-

G
continu de G sur X(M (G)*).

Démonstration : (a) L'algébre de Kac KS(G,m) est symétrique ; par 8.2.1.(a),

on en déduit (a).

(b) Soit j 1'isomorphisme de KS(G,m) sur KS(X(W (G),),m")
défini en 8.2.1.(c) . Par 8.2.8.(b), il existe un isomorphisme bicontinu, a de G
sur X(M (G)*), tel que j = KS(a). D'autre part, pour tout g de G , on voit,
par définition de Fé (8.1.3.(a)) que Ac(g) est une forme linéaire multiplicative
non nulle sur M (G)* , c'est-a-dire un élément de X( Tn(G)*). On a donc, pour tout

g de G

"x(m (c),) P68 = 1) par 8.2.1.(c)
= (KS(G))()\G(g))
= M o)) (@8 par 8.1.3.(b)

e e PR _
Par 1'injectivité de AX(NW(G)*) , on en déduit que a = A

D'ol le résultat (b).
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vRemarque 8.3.2. : Grace a la proposition 8.2.1., on voit que le spectre de
m (G)* est le groupe intrinséque de 3§§(G,m) (au sens de [9], définition 3.5.).
Le théoréme 8.3.1. est donc le théorémelée [9] . Ermest a montré en [9], proposition
3.1.3., remarques 3.1.4. et 3.1.6. qu'on peut en déduire les théorémesde Tatsuuma

et de Tannaka.

Théoréme 8.3.3. (Pontryagin)
Soit (G,m) un élément de %Cf

(a) L'ensemble G~ des caractdres sur G, muni de la restriction de la topo-

logie o(LW(G),’L](G)) est un groupe localement compact abélien.

(b) Il existe une mesure de Haar unique m~ sur G~ , telle qu"il existe
un isomorphisme normalisé entre KS(G,m) et KA(G™, m”). Si on identifie ces deux
algébres de Kac, la représentation de Fourier X, de KA(G,m) est fournie par la

G
formule

A0 = J £(g) <g,x> dm(g) (f ¢ L~] (G))
G f

(ce qui justifie la terminologie de 2.1.11).

(c) (Théoréme de Plancherel). On effectue encore 1'identification faite en
by ; si f appartient & LL(G) n LZ(G) , alors AG(f) appartient 3 L2(G“) , et

ona , (fl,f € L](G) n LZ(G))

2

Jcﬁxca,)(x) Ag(£,) (0 dm” (x) = -fo,<g)f2<g>' dm(g)

(d) Soit g dans G. Posons g~ (x) = x(g) pour tout x de G~. Alors,

1'application g - g~ est un isomorphisme bicontinu de G sur G~~.

(e) Si G est compact (resp. discret, resp. fini), G~ est discret (resp.

compact, resp. fini).

Démonstration : (a) Comme G est abélien, par 8.2.9.(a), KA(G,m) est une
algébre de Kac symétrique. Donc, par 8.2.1.(a), X(Ll(G)), muni de la restriction de
G(Lm(G), L](G)) est un groupe localement compact (qui est évidemment abélien). Or,
les €léments de X(Ll(G)) sont les éléments non nuls de LW(G), tels que Pg(f)=f®f.

a .

On en déduit a), par la définition de FG (8.1.1.(a)).

(b) Par 8.2.1.(b) et (c), il existe une mesure de Haar m~

sur G~, et un isomorphisme de KA(G,m) sur KS(G",m") ;, définis par :

Ig
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.8.3.3.1. g =g (x € G7)

P -1 A
On en déduit que ¢KA(G-’mA) o (JG ) |
KA(G™,m™). Il vérifie, pour tout f de L (G) , et x de G~ :

-1 =lya =
Cogacem,am) © Ug ) Ag®I00 =

-1 - .-1
- [¢KA(G“,m‘)(AG‘(f o Jg NIGO par 6.2.2.
= A L £ o iG> par 8.1.4.2
G™ > - e dg
-1
=<t x> par 8.3.3.1.

J £(g) <g , x> dm(g).
G
D'od (b).
(c) Se déduit de (b) et de 3.1.9.
(d) On déduit de (b), que pour tout g de G :
Lozt GaD @100 = <27, o = @h
KA(G™,m™) o JG G g X g s X g X
ou encore
- Gah™ O = g H”
*race™,m™ ° g c\8)) = &

En appliquant 8.3.3.1. 3 KA(G™, m”) , on trouve :
I =1, _ -1, -
8.3.3.2. , i ° *racet,m) ° G )7 (g(@) = Aemn D7)

Comme )" est un isomorphisme normalisé de KS(G,m) sur

PN ¢—l (.—l
I ° *rae~,m™) ° Yo
KS(G"",m"") , par 8.2.9.(b), il existe un isomorphisme bicontinu e de G sur
tel que :

1

: . - . =1,
KS(e) = jgn~ o ¢KA(G‘,m“) o (g )

ce qui s'écrit encore, par 8.3.3.2. et 8.1.3.(b)

A (7)) = Agan(e(@))

est un isomorphisme normalisé de KS(G,m) sur



Par 1'injectivité de AGAA , on en déduit que, pour tout

g =@, d'oi  (d)

(e) Se démontre en utilisant (d) et 8.2.9.

g de

G

, on a

139



140

[1]

(23

31

[4]

(513
[6lJ

(7]
[8]
[9]
[10]

[11]

f12] v

[13]

[14]

[15]

[16]

(17]

(181

N. Bourbaki

F. Combes

F. Combes

A. Connes

Dixmier :

. Dixmier :

M. Enock et J.

M. Enock et J.

J. Ernest

P. Eymard

A. Guichardet :

. Haagerup

9 BIBLIOGRAPHIE

Intégration, Chapitre 8 : Convolution et représentations
Hermann, Paris (1963).

Poids associé @ une algébre hilbertienne & gauche. Compos Math.
vol. 23, Fasc. 1 (1971) p. 49-77.

Poids et espérances conditionnelles dans les algébres de von Neu-
mann. Bull. Soc. Math. France 99 (1971) p. 73-112.

Une classification des facteurs de type III. Ann. Sc. Ec. Norm.
Sup. 4€éme série, t. 6, fasc. 2 (1973) p. 133-252.

Algébres quasi-unitaires, Comm. Math. Helv. 26 (1952) p. 275-322
Les algébres d'opérateurs dans 1l'espace hilbertien. Gauthier -
Villars, Paris (1969).

M. Schwartz : Une dualité dans les algébres de von Neumann.

C.R. Acad. Sc. Paris t. 277, série A (1973) p. 683-685.

M. Schwartz : Une catégorie d'algébres de Kac. C.R. Acad. Sc.
Paris, t. 279, série A (1974) p. 643-645.

Hopf-von Neumann algebras. Proc. Conf. Functional analysis.
(Irvine, Calif.) Academic Press, New-York, (1967) p. 195-215.
L'algébre de Fourier d'un groupe localement compact. Bull. Soc.
Math. France 92 (1964) p. 181-236.

Analyse harmonique commutative. Dunod, Paris (1967)

: Normal weights on w*—algebras. Kgbenhavns Univ. Math. Inst.

.Preprint series n° 17 (1973).

G.I. Kac

G.K. Pedersen

Ring-groups and the principle of duality, I et II. Trud. Moscow
Math. Obs. 12 (1963) p. 259-301 et 13 (1965) p. 84-113.

et M. Takesakii: The Radon-Nikodym theorem for von Neumann algebras
Acta Math. 130 (1973) p. 53-87.

W.F. Stinespring : Integration theorems for gages and duality for unimodular

M. Takesaki
M. Takesaki
M. Takesaki

locally compact groups. Trans. Amer. Math. Soc. 90 (1959)p.15-56

:, Tomita's theory of modular Hilbert algebras and its applications.

Lectures notes in Math, n° 128. - Springer-Verlag, Berlin (1970)

: Duality and von Neumann algebras, in Lectures on operator algebras

Lectures notes in Math, n° 247. Springer-Verlag, Berlin (1972)
p. 665-785.

: Conditional expectations in von Neumann algebras., J. of Funct.

Anal. 9 (1972) p. 306-321.



141

[19] M. Takesaki et N. Tatsuuma : Duality and subgroups. Ann. of Math. 93 (1971)
' p. 344-364. )
[20] T. Tannaka : Uber den Dualitit der nichtkommutativen topologischen Gruppen .
" TShoku Math. J. 45 (1938) p. 1-12.

[21] N. Tatsuuma : A duality theorem for locally compact groups, J. Math. Kyoto
Univ. 6 .(1967) p. 187-293.

[22] L.I. Vainerman et G.I. Kac : Noﬁunimodular ring-groups and Hopf-von Neumann
algebras, Sov. Math. Dokl 14 (1974) p. 1144-1148,
(traduction de : Dokl. Akad. Nauk SSSR. t. 211, (1973), n° 5).

[23]M.E. Walter : W*—algebras and nonabelian harmonic analysis. 'J. of Funct. Anal.
11 (1972) p. 17-38.

[24]J.G. Wendel : Left centralizers and isomorphismes of groups algebras. Pacific

J. of Math. 2 (1952) p. 251-261.



142

10 INDEX DES NOTATIONS

M 1.1. o 1.1.2 Fbo 2.3.2.
") 1.1 1 II¢ 1.1.3.a " 2.3.3
.1, L 1.1.3.b ~ 2.3.3.
T, 1.1 , Uu 3.3
R (¢ 0 1.1. a 1.1.3.b a” 2.3.3.
H 1.1. r 1.2.1. ¥ 2.3.4.
qp .
1.1. 1.2.1. J° 2.3.4.
AW K
m 1.1.1. s 1.2.1. A 2.3.4.
(4
T 1.1.1. * 1.2.2. 2L; 2.3.4.
1.1.1. 1.2.2. 0.8 2.3.6.
A 1.1.1. J v 1.2.3. o 3.1.6.b
s 1.1.1 A, 1.2.3 r- 3.2.1
b* 1.1.1. K 1.3.1 2 3.2.4
T 1.1.1. k.K 1.3.4 K 3.3.2
b 1.1.1. W 2.1.1 g 3.3.5
F 1.1.1. A 2.1.4. W 4.1.2.
b
by} 1.1.1 M 2.1.4 A" 4.1.2
J 1.1.1 A, 2.1.10. . K~ 4.2.2.
A 1.1.1 P 2.3 K™ 4.3.
") - -
of 1.1.1. T 2.3.1. B 4.3.3.
o 1.1.1. # 2.3.1. I 4.3.3.
m 1.1.1. # 2.3.1. T 4.3.3.
' 1.1.1 P 2.3.2. # 4.3.3.
11}
IR 1.1.1. P 2.3.2. o 4.3.6.
0oy 1.1.1. s 2.3.2. M~ 4.3.6.
Q 1.1.1. F~ 2.3.2. r~ 4.3.6.
E,n -
w 1.1.1. # 2.3.2. K™ 4.3.6.
£,n ) .
M 1.1.1. ot 2.3.2. o~" 4.3.6.
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k 5.1.2. i 5.4.2.

u

$2 5.1.3.b N 6.2.1.
E 5.1.3.d J 6.2.1.

u

K, 5.2.1. " 6.2.2.
M 5.2.1. T 6.3.1.
'rR 5.2.1. Xa 6.3.4.
KR 5.2.1 Xy 6.3.4.
o2 5.2.1. X% 6.3.4.
r 5.2.1 xJ 6.3.4
I 5.2.2. Xu 6.3.4.
W 5.2.3. L' ) 7.1.
A 5.2.3. C 7.1.1.
® 5.3.1. a 7.1.2
M 5.3.1 (g:&ﬁ 8

¥ 5.3.1 (G,m) 8

¥ 5.3.1. A 8

N

@ 5.3.1 ™m@© 8

i 5.3.1 ‘GC(G) 8

E 5.3.2. 0 8.

a

Y 5.3.2 re 8.1.1
P 5.3.2 Kg 8.1.1
Ty 5.3.2. KA(G,m) 8.1.1.
Q' 5.3.2. KA(a) 8.1.1.
o, 5.3.2. re 8.1.3
5 5.3.2. Ké 8.1.3.
3 5.3.2. : KS(G,m) 8.1.3.
W 5.3.3. KS(a) 8.1.3.
X

5.3.3. KA 8.1.4.
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Algébre de Hopf-von Neumann abélienne 1.2.1.

" " " involutive 1.2.1.

" " " symétrique ’ 1.2.1.
Algébre de Kac 1.3.1.

" " dilatée 1.3.4.

" " duale 4.2.2.

" " 3 poids fini ) 1.3.2.

" " 3 poids invariant 1.3.2.

" " réduite 5.2.1.

" ". de type compact 7.2.

" " de type discret 7.3.

" " unimodulaire 1.3.2.
Connection (relations de) 3.1.1.
Décomposition canonique d'un X -morphisme 5.4.3.
Foncteur de dualité 6.3.2.
Fourier (représentation de ) 2.1.11.
Fourier-Plancherel (application de ) 2.3.4.
Isomorphisme d'algébres de Kac . 4.3.5.
r -morphisme 5.1.2.
¥ -morphisme normalisé 5.1.2.
Opérateur fondamental 2.1.1.
Poids invariant 3 gauche 1.2.4.
Plancherel (formule de ) 3.1.10.
Proprié;é P] 1.1.5.
Propriété P2 1.3.5.
Sous—algébre de Kac 3.1.1.
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