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THEOREMES DE IEFSCHETZ
EN COHOMOLOGIE COHERENTE ET EN COHOMOLOGIE KTAIE

par Michéle RAYNATUD

Introduction

3

Soient X 1le complémentaire du point fermé d'un schéma local noethé—
rien complet (cas local) ou un schéma propre sur une base S noethérienne (cas
global), Y une partie fermée de X , U 1l'ouvert complémentaire de Y . Soit
F un faisceau sur X pour la topologie étale. Iorsque F est abélien et
d'ordre premier aux caractéristiques résiduelles, on sait, d'apres les théorémes
de Iefschetz (SGA 2 XIV 4), que, si U est affine (ou réunior d'un nombre fixé
d'ouverts affines) et si F satisfait & des hypothéses de profondeur étale
convenable en chaque point de U , alors 1l'application canonique des groupes de
cohomologie étale

g (x,F) - E(7,7]Y)

est bijective pour certaines valeurs précisées de i .

Ie but de ce travail (V 3) est d'étendre ce résultat au cas o F est
un faisceau d'ensemtles ou de groupes noh nécessairement commutatif, sans res-
triction sur les caractéristiques résiduelles, i.e. de prouver les conjectures
de SGA 2 XIV 6., On en déduit aussi des théoreémes de comparaison cohomologique
pour un schéma quasi-projectif (non propre) sur un corps, & condition de prendre
pour Y une section hyperplane "assez générale" (V 7).

Dans le cas ou F est un faisceau d'ensembles ou de groupes constant,

les théoreémes de Iefschetz ekpriment que le morphisme
9 no(Y) - no(x) ou ¢ : n1(Y) - n1(X)

est bijectif., Pour démontrer ces résultats, on reprend la méthode utilisée dans
SGA 2 X, XII ; elle consiste essentiellement & déduire la bijectivité de ¢ et
¢ respectivement d'un théorime de comparaison des groupes de cohomdiégie sur
X et Y des faisceaux cohérents et d'un théoréme d'algébrisatién de faisceaux
sur le complété formel de X le long de Y , ce qui nous amdne & généraliser
les théoremes de Lefschetz en cohomologie cohérente de loc., cit.

eeifenn



Ie ch, I est consacré au théoréme de comparaison en cchomologie des
faisceaux cohérents, Ia méthode utilisée, basée sur les théorémes de dualité
locale et globale et l'usage du foncteur Rf, de Deligne, est analogue & cel-
“le qui permet de démontrer les théorémes de iefschetz en cchomologie étade dans
le cas des faisceaux abdliens, L'intérét de cette méthode, par rapport &

SGA 2 IX 1, est qu'elle ne nécessite aucune hypothése de profondeur aux points
de Y ; elle permet aussi de remplacer la conditior Y défini par une équa-

tion par la condition X-Y affine.

En ce qui concerne les théoremes d'algébrisation des faisceaux for-
mels cohérents, nous éliminons de méme les hypothéses de profondeur aux points
de Y qui figurent dans SGA 2 X 2.1 et XII 3.1, Malheureusement la méthode
utilisée ici consiste & se ramener aus cas ou toutes les hypothéses de loc.,
cit, sont satisfaites. On utilise pour cela une technique de "Cohen-
Macaulisation" par éclatement en dimension 3 (II 1). On reprend alors pas &
pas la démonstration de SGA 2 ; ceci nécessite les formes techniques III 1.1,
1.2, 2.2, 2.3 des théortmes de finitude et d'existence de SGA 2 IX.

Notons enfin que les énoncés trés techniques aboutissant au théoreme
d'algébrisation dans le cas local (IV 2.8) ont pour seul but de remplacer 1l'hy-
pothése Y défini par une équation par 1l'hypothése X-Y affine.

Je voudrais exprimer ma reconnaissance a4 Monsieur A. Grothendieck
qui, en me faisant participer & la rédaction de son séminaire, m'a intéressée
aux théoreémes de Iefschetz et m'a proposé ce sujet. Je remercie Messieurs
J.P. Serre, J.L. Verdier et J. Giraud d'avoir participé au Jury. Madame J.
Hatton a bien voulu se charger de la frappe du manuscrit ; je 1l'en remercie

vivement,

%
4%
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CHAPITRE I

Théorémes de ccmparaison en cohomologie des faisceaux cohérents,

Ces théorémes sont 1l'analogue, en cohomologie des faisceaux cohé-
rents, des théorémes établis dans SGA 2 XIV 4 dans le cas de la cohomologie
étale. Ils généralisent SGA 2 X 2.1 (i) et XII 2, Soit S vun schéma noethé-

rien ; nous aurons bescin, pour formuler le théoréme principal, de nous pla-
b

coh
(8) peut &tre représenté par un systéme projec-

cer dans la catégorie pro D. . (S) , introduite dans [6] (Appendice) ; rappe-

lons qu'un objet de pro DCoh
tif, ayant IN pour ensemble d'indices, de ccmplexes de faisceaux sur S , 2
cohomologie cohérente, uniformément bornée, Commengons par étendre la notion

de profondeur & un systéme projectif de ccmplexes.,

1. Profondeur d'un pro-complexe

Comme dans [6] (Appendice), nous notons "lim» F = 1le systéme pro-

jectif des complexes Fm ,m €N ,

DEFINITION 1.1.- Soient S un schéma local noethérien de point fermé + ,

. . b .
- 1 i
F = "lgmi Fm un objet de pro Dcoh(s) , 1 un entier. On pose
b DU i
HtF = l&mm Hch .

(Pour la définition de chFm , voir SGA 2 I 2).

Ies propositions 1.2 et 1.3 ci-dessous justifient le passage & la

limite projective de la définition 1.1.

PROPOSITION 1.2.- Soient S un schéma local noethérien de point fermé +t ,
F = "lzmﬁ Fh un objet de pro D:oh(s) . Alors, pour tout entier i , le sys-
téme projectif "limg H%Fh satisfait & la condition de Mittag-Ieffler (EGA

Oy 13.1).

Iy

Quitte & remplacer S par son complété, ce qui ne change pas les
Hi(Fh) , on peut supposer S complet., On peut alors trouver un complexe dua-
“lisant sur S ; soit K un tel complexe, normalisé en t ([6] V 6) et soit
I 1'enveloppe injective du corps résiduel de S ., D'aprés le théordme de due--
1ité locale ([6] V 6.3), on a

(1.2.1) H{E, ~ Hon(H *(RHon(E_,X)),T) ,



pour tout entier i . Comme les P(S,@s)—modules H—l(RHbm(Fm,K)) sont de
type fini et le foncteur Hom(.,I) exact, les HiFm sont artiniens, d'ou le
fait que le systéme projectif des H%Fh satisfait & la condition de Mittag-

Ieffler.,

PROPOSITION 1.3.- Soit S wun schémg local noethérien de point fermé + .
Alors, pour tout triangle

F"

v N

P — F

dans pro Db (S) , on a une suite exacte infinie

coh

i i i 141 i +1
vee = H P = HF - EF - HTEP - HTR - L

Soient F = "limﬁ Fm y F' = "l&mﬁ Fﬁ . Quitte & remplacer F' par
un systéme projectif isomorphe, on peut supposer que le morphisme F' = F est
donné par un systeéme projectif de morphismes

1
Fh nd Fh . .
si F& est le cbne du morphisme Fi - Fh , On a un isomorphisme F":"l}m; E;.
Pour tout m € N , on a une suite exacte de cohomologie

T LTS s SR LR s TS s PO

Compte tenu de 1.2, cette suite reste exacte par passage & la limite projecti-‘
ve, ce qui démontre la proposition,

DEFINITION 1.4.- Soient S wun schéma local noethérien de point fermé + ,
b

coh
deur de F en t est =2n et on écrit

P = "1gmﬂ Fm un objet de pro D (8) y n un entier. On dit que la profon-
proftF 2n
si 1'on a

HiF =0 pour i<n

Soient, plus généralement, S un schéma noethérien, T une partie
fermée de ® , F = "1im£ Fm un objet de pro Dgoh(S) . Pour tout point +t € T,
on note F, le systéme projectif "l&m}'ﬁ(Fm)t des localisés des B oen t.
On pose la définition suivante, justifiée .par la proposition 1.6 ci-dessous,
lorsque le systéme projectif des H%(Fm) satisfait & la condition de Mittag-
Ieffler, uniformément en t .

DEFINITION 1.5.- On dit que la profondeur de F 1le longde T est =2n , et
on écrit

profTF 2n



si 1'on a
proft(Ft) >n,
pour tout point t € T .

On définit la profondeur de F 1le long de T comme le plus grand

entier n tel que 1l'on ait prof F2n .,

T

PROPOSITION 1.6.— Scient S un schéma localement noethérien, T wune partie
fermée de S , F = "lim" F ~ un objet de pro Dgoh(s) , n un entier. Alors
les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) pour tout m=20 , il existe un entier k(m) = 0O +tel que, pour
tout point t € T , le morphisme canonique
Hi(Fm+k(m)) - Hi(Fm)

soit nul pour i<n .

(ii) Pour tout m=20 , il existe un entier k'(m) =2 0 tel que le mor-

E;(Fm+k'(m)) - ﬂ$(Fh)

soit nul pour i <n .,

phisme canonique

(iii) Pour tout m=20 , il existe un entier k"(m) +tel que, pour tout
ouvert V de X , le morphisme canonique

i .
HT(V’ Fm*—k"(m)) - HJE[.\(V’ Fm)
soit nul pour i<n .

Supposons les conditions ci-dessus satisfaites. Alors, pour tout

ouvert V de X , le morphisme canonique

lim Hi(V,Fm) - lim, Hi(V—(TnV),Fm)

est bijectif pour i <mn-1 , injectif pour i = n-1 .,
(i) = (ii). On raisonne par récurrence sur n ., Pour tout entier

m20 , on peut donc supposer qu'il existe un entier k‘(m) tel que le mor-

ﬁé(Fm+k'(m)) - g;(Fm)

soit nul pour i < n-1 . On peut choisir les k'(m) de sorte que 1l'on ait

phisme

k(m) < k'(m) . Soit m, un entier fixé et posons
m, = m0+k'(mo) » my, = m1+k'(m1),..., m = mn_1+k'(mn_1) .

Nous allons montrer que le morphisme

. -1 =1
by ¢ By () < By, )
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est nul. Supposons en effet que l'on ait Uy #0, et soit x une section
de §3-1(Fm ) au-dessus d'un ouvert V de S, telle que l'on ait
n

un_1(x) #0 . S0it t wun point maximal du support de wu_ ,(x) . L'image de

n-1
x par le morphisme canonique

Vooq ¢ ES(ET(E, ) - K(E (5, )
n o

n'est pas nulle. Par ailleurs on peut appliquer le lemme 1.6.1 a) ci-dessous

au systéme projectif de suites spectrales
Prd b+a
m(Ei(r,)) = B'UE) , mew,

et & 1l'entier n , Il en résulte que le morphisme vn_1 est nul, ce qui est

contradictoire.
On démontre de méme 1'implication (iii) = (ii). On choisit les k'(m)
tels que l'on ait k"(m) < k'(m) . Si le morphisme L n'était pas nul, on

pourrait trouver une section x de 33'1(Eh ) au-dessus d'un ouvert V ,
dont 1'image par le morphisme

o - o -

B (v, By (5, ) = BV, Ey (B, )

n o

soit non nulle, Mais ce morphisme est nul, comme il résulte de 1.6.1 a), ap-
pliqué au systéme projectif de suites spectrales

P Q P+q

B (V,Ey(F)) = B 9(V,F) , meEW.

(ii) = (i) (resp. (ii) = (iii)). Pour tout m € N , soit k'(m) un
entier tel que les morphismes
i i
g%(Fm-f-k'(m)) = ET(Fh)
soient nuls pour i<n . Soit m, un entier fixé et posons
m =m

= m°+k'(mo) , m +k'(m1),..., m = mn_1+k'(m

1 2 1 n n—1) *
Soit t wun point de T (resp. soit V un ouvert de X ). Il résulte de 1.6.1
b) appliqué au systime projectif de suites spectrales

m(E(E,) » BB'4F,) , mew
(resp. HP(V,EN(F)) = B{'UV,E) , mew),

que le morphisme canonique
i .
H(F ) - H(F )
t mn H% mo
(resp. H;(V,an) - H;(V,Fho))

est nul pour i<n .



1"

I1 suffit, pour achever lé démonstration, de prouver que, lorsque’

les conditions (i), (ii), (iii) sont satisfaites, le morphisme canonique
Lm B (X,F) ~ lim H (X-T,F,)

est bijectif pour i<n-1, injectif pour i = n-1 . (Ie résultat restant vrai
si 1'on remplace X par V). Or cela résulte du lemme 1.6.3 ci-dessous, ap-
pliqué su systéme projectif de suites exactes

i e e i -

Hp(X,B) = B (XG,5,) = B (X-1,7,) = 57 (X, )

(SGA 2 1T 2.9).

LEMME 1.6.1.- Soient

E@H, » B9, new,
un systéme projectif de suites spectrales de groupes abéliemns, n un entier,
Or. suppose qu'il existe un entier a4, tel que, pour p<O ou pour q < a4,
et pour tout m , on ait (qu)m =0 .

a) Supposons que, pour tout m20 , il existe un entier k(m) =2 0O

tel que le morphisme canonique

En—1 - EE—1

‘m+k (m)
soit nul, et qu'il en soit de méme des morphismes

(qu)m+k(m)

- (mPa
(5%,
si 1'on a q <n-1 . Alors, si m, est un entier 2 0, et si 1l'on pose
m, = mo+k(mo) , I

le morphisme canonique

O,n-1 0,n-1
B Dy = (B )y
n [o}

2~ m14k(m1) veeey My = mn—1+k(mn—1) !

est nul. )
b) Supposons que, pour tout m , il existe un entier k(m) = 0 tel

que le morphisme canonique
pa - (pPad
(E2 )m+k(m) (E2 )m

soit nul pour tout q < n-1 et tout p . Alors, si m, est un entier 2 0
et si 1'on définit m ~ comme dans a), le morphisme canonique
-1 _, =1
-
n o
est nul.

On peut supposer, par translation, que l'on a q, = 0.



a) Pour tout j tel que O0<jsn et pour tout r22 , on consideére
le carré commutatif

o,n-1 d I yn-r
e W— N S
M n
frj grj
d
o,n-1 rd r,n-r
(@ —— @,
J
o f_. et g . sont définis par le morphisme de la m -éme suite spectrale
rj T j n
dans la mj—éme, et ou les drj sont les différentielles. Montrons que l'on
a f2 o = 0 . Supposons que l'on ait f f 0 et soit x un élément de
(Eo,n—1) tel que (x) # 0 . On a par hypothése g =0 et il résul-
2,0 2,n-1

te du diagramme ci-dessus que 1l'on a

d2,n—1f2,n—1<x) =0
L'é1lément f2 (x) définit donc un élément x, de (EO n—1) ; la
n—1
relation f (x) #0 et le fait que 1l'on ait qu =0 pour p<O montrent
que l'image de X, dans (Eo 1= 1) est non nulle. Par récurrence sur j ,
o
on déduit de 1'élément x un élément X9 de (Eg;3-1)m dont 1l'image dans
(Eo,n—1) est non nulle L
n+1 *
Comme on a supposé que qu =0 pour p<O et q<O , le morphisme
goon-1 0,n~1
n+1 ) (En+1 )

s'identifie au morphisme

Oo,n-1 0,n=-
", - @, .
1 s
Mais ce morphisme est nul, puisqu'il est défini, par passage aux gradués, pzr

le morphisme nul En L E -1
o o
absurde, ce qui démontre a).

. I1 en résulte que l'hypothése f, . # 0 est
I

b) L'hypothése entraine que le morphisme canonique
Eh, - @Y '
0 mj+1 o0 ‘m
est nul pour tous p , q tels que p+4qg = n-1 et tout j tel que O<jsn .
Compte tenu des isomorphismes

pyn=1-py  _ ,.Pgn-1
(D )mj ~er (Eﬁj )

le morphisme grP(E" . +1) - grP(E ;_1) est nul pour tout p . Ia nullité du
J
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morphisme canonique

n-1 n-1
Fn-j(Emj ) Fn-j(Emo )

Osjsn , se déduit alors, par récurrence sur j , du lemme trivial ci-dessous.

Pour j=n , on obtient 1l'isomorphisme cherché.

IEMME 1.6.2.- Considérons un diagramme commutatif de groupes abéliens

E'—> E—>E"

fl'l fl flll
E;—x E1—>E'1'
g'l gl g"l
1] n
B} —> E,—>E} ,
dont les lignes sont exactes, Si f" et g' sont nuls, il en est de méme
de gf .

IEMME 1.6.3.- Considérons un systéme projectif de suites exactes infinies de

groupes abéliens
H,1 I% %f+1”1%+1* ,

meEN, i€ Z. Soit n un entier. Supposons que, pour tout entier m=20 ,
il existe un entier k(m) = O tel que les morphismes de transition

)i -l
Bk (m) =~ M
soient nuls pour i<n . Alors le morphisme canonique
R 1 9 wi
f l&mm Hm l&mm Hm
est bijectif pour i < n-1 , injectif pour i = n-1 .

Soit i un entier < n-1 . Pour que le systéme projectif "llm" H;

satisfasse & la condition de Mlttag—leffler, il faut et il suffit qu' 11 en
i

s0it ainsi de "llm" Hﬁ
m

*

Posons

i _ oo i_ i, el i_ i 1
K;Ll Ker(H U 1y , I, = Im(H - H') , Q = Coker(H - H')
Ies systémes prOJectlfs "I&mg K; et "lim& Q;"satisfont 3 la condition de
Mittag-Ieffler et 1l'on a
. i _ % i _
lg_.mm K; =0 ) 1&mm _.O

pour i<n et i < n-1 respectivement. D'autre part la suite
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0 l&mm Im I&mm Hh l;l_.mm Qm

est exacte et il en est de méme de la suite
. i . i . i
0 - l&mm K; lgmm Hm l&mm Im -0,
13.2.2). Ie fait que le morphisme canonique
. s Wi
1im, - 1, )

soit bijectaf pour i < n-1 , injectif pour i = n-1 , en résulte,

pour i<n , (EGA OIII

13.2.1, si "lim; H; satisfait & la condition de

. N
D'aprés EGA OIII h

Mittag-Ieffler, il en est de méme de "limﬁ HE
"lim; H;l satisfasse & la condition de Mittag-Ieffler, et montrons qu'il en

. Inversement, supposons que

est de méme de "limﬁ H; . D'apres loc, cit., il sutfit de montrer qu'il en

1

ainsi de "lim& Im . Soit m un entier = 0 , k'(m) un entier > 0 tel que,

pour tout p = m+k'(m) , on ait
i i i i
Im(Hﬁ X' (m) I HE ) = Im(H; - Hﬁ ) .

Montrons que cela entraine la relation
i iy _ i, i
Im(Im+-k'(m) - Im) - Im(Ip Im) °

. . i ol . ol
Soient y un élément de Im(Im+k'(m) Im) s X son 1m§ge dans Hm . Pour
"

tout p 2 m+k'(m) , on peut trouver un élément X, € Hp+k(p) dont 1'image

dans H;l est x . Notons X, 1l'imzge de X, dans H"l . Par défini-

tion de k(p) , 1'élément x, appartient & I; , ce qui démontre notre as-

2
sertion.

2, Théorémes de comparaison

2.1.~S0it f : U= S wun morphisme séparé de type fini de schémas noethé-

riens., Ies théorémes ci-dessous utilisent le fcncteur
b b
(s)

coh coh
défini dens [6] (Appendice). Ieur démonstration nécessite les théordmes de
dualité locale et globale pour des pro-complexes. On supposera donc qu'il
existe un complexe dualisant K sur S ([6] V 2). Supposons d'abord § local
noethérien, de point fermé +t , notons ‘I 1l'enveloppe injective du corps

résiduel de S et choisissons K normalisé en t ([6] V 6). Si P = "limy B
b
coh

i -i
H%Fm ~ Hom(H (RHom(Fm,K),I)

Rf, : pro D_ , (U) - pro D

est un objet de pro D, ., (S) , on a

.

([6] V 6.3). Par passage & la -limite projective, on obtient un isomorphisme



15

S N NI
HF = lim HTF o~ Hom(lim H  (RHom(F ,K)),I) ,

qui peut aussi s'écrire, par définition de RHom(F,K) ,

(2.1.0) HIP ~ Hom(H_i(Rhom(F,K)),I) .

t
C'est le théoréme de dualité locale pour le pro-complexe F .

Revenons au cas ou S est quelconque. On peut énoncer le théoreéme
de dualité globale pour le morphisme f , sous la forme suivante, conséquence
immédiate de [6] (Appendice no4 th. 2).

(2.1.1) Soit F un objet de pro Dzoh(U) . Alors le morphisme canonique
1
Rf RHom (F,f K) - RHomq(Rf,F,K)

1
est un isomorphisme. (Pour la définition de £°K , voir [6] VII 3).

Soient T une partie fermée de S, u € U, s = f(u) , {8} 1'adhé-
rence de s dans S . On pose ’

,

(2.1.2) 6p(u) =deg tr k(u)/k(s) + codim( {sint, {s} .

En particulier, si S est un schéma local de point fermé +t , on pose

(2.1.3) 8.(u) = deg tr k(u)/k(s) +dim {s} .

THEOREME 2.2.- Soit S un schéma noethérien admettant localement un complexe
dualisant (par exemple un schéma localement immersible dans un schéma régu-
lier de dimension finie). Soient f : U -+ S un morphisme séparé de type fi-
ni, T une partie fermée de S , F un objet de pro Dzbh(U) , n un entier,
Alors les conditions suivantes sont égquivalentes :

(i) Pour tout point w € U, on a

prof F 2 n - GT(u) R

(ii) Pour tout ouvert S1

tel que le morphisme f1 H U1 - S1 déduit de f soit affine, si
F1=F|U1 et 7, =TNn8S, ,ona

profT1(Rf1!F1) 2n .

de S , pour tout ouvert U, de U
1 (s))

1) Réduction au cas ou S est local de point fermé +t et ol
T = {t} .
Pour tout point +t € T , on pose S' = Spec &

S, * U' = UX,S' , etc, Ia condi-

tion (ii) est équivalente & la condition suivante :

S
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Pour tout point t+t de T , pour tout ouvert affine U1 de U' ,
on a

1 A
proft(Rf1!F1) >n .
Cela résulte en effet de la relation

prof,. (Rf, ,F,) = Inf prof (Rf, F,)
T, Ter 1

et du fait que le foncteur Rf commute & la localisation,

11
D'autre part la condition (i) est équivalente & la condition sui-
vante :
(i bis) Pour tout point t € T et pour tout point wu' de TU' ,
on a
prof ,F' 2 n - 6t(u') .

En effet, si u est un pointde U et si s =f(u) , on a

BT(u) =t€%2€51dim ®{§},t+ deg tr k(u)/k(s)=t€%g?g} 6t(u')

Supposons (i) vérifiée. Pour tout point t de T , tout point u' de TU' ,

si s' =f'(u') et si u(resp. s) est 1'image de u'(resp. s') dans TU(resp.
S), on a
prof ,F' = prof F2mn - Inf § (u') 2n - 6. (u') .
u' u +€TN {5} t t

Inversement, si 1'on suppose (i bis) vérifide, pour tout point u de U et

tout point t de Eﬂ nT, ona, en notant u' 1le point de TU' d'image u ,

prof F = prof ,F' 2n - Gt(u') ;

par suite on a

prof F 2 n - Inf & .(u') =n - 8. (u)
u temnfs} ° T

Ia réduction résulte de ces équivalences,

2) Cas o S est local de point fermé t et ol T = {t}

Soit K wun complexe dualisant sur S , normalisé en t . Ie complexe
1
K' = £f'K est un complexe dualisant sur U , D'aprés 2.2.1 ci-dessous, la con-

dition, proqu >2n - ét(u) pour tout point wu de U, équivaut & la relation
(%) H(RHom,(F,K')) = 0 powr q>-n .

5i U, est un ouvert affine de U , le foncteur f

1 est exact et 1'on a

1%
donc

Rf1*(Hq(3@U(F,K')> = £ (B (REom(P,k")) ~ HAURE, , (RHom (F,K")) .



Par suite la relation (*) équivaut au fait que, pour tout ouvert affine U1

de U, ona
u(Re |, (REom(F,K')) =0 pour ¢ > -n .

D'aprés le théoréme de dualité globale (2.1.1), appliqué au morphisme f1 , On

a un isomorphisme
' ~
Rf,,(RHom (F,K')) ~ RHomq(Rf  F,,K) .
Par suite 1la condition (i) est éguivalente & la condition
Hq(RHoms(Rf1!F1,K)) =0 pour ¢ > -n ,

‘et pour tout ouvert affine U1 de U . D'apres le théoréme de dualité locale

(2.10), cette dernidre relation équivaut &
H;q(Rf1!F1) =0 pour q> -n ,

c'est-a-dire a
proft(Rf1!F1) 2n,

qui n'est autre que la condition (ii).

IEMME 2.2.1.~ Ies notations sont celles de 2.2, Si u est un point de U , les
conditions suivantes sont équivalentes :
(i) On a prof F 21 - §,.(u) .
(ii) On a Hq(RHomU(F,K')u) =0 pour q > -n .
Par définition (1.1), la condition (i) équivaut & la relation
i _ .
Hu(Fu) =0 pour i <n - 6t(u) .

D'autre part il résulte de [6] (V 7 et VI 3.4) que, pour tout point u de U,
1
le complexe f'K[—ﬁtu] est normalisé en u . D'apreés le théoreéme de dualité

locale (2.1.0), la condition ci-dessus équivaut & la condition

-i-8,(u)
H (RHom,(F,X') ) = 0 pour -i-§,(u) > -n ,

qui n'est autre que (ii).
Conservons les hypothéses faites dans 2.2 (i) et soit "lim; Rm un

procomplexe représentant RT F1 . Nous allons prouver, plus précisément, que,

1!
pour tout point tE€ET , le systéme projectif des H,tRm satisfait & une condi-
tion de Mittag-Ieffler uniforme en t pour i<n . On se raméne pour cela, au
cas ou le morphisme f admet une compactification du type considéré dans la

propositfon 2.3 ci-dessous,

PROPOSITION 2.3%.,~ Soient S un schéma noethérien qui admet localement un com-
plexe dualisant, T une partie fermée de S . Considérons un diagramme com-
mutatif
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fJ/ %
s

ol g est un morphisme projectif et U 1'ouvert complémentaire d'une sec-
tion hyperplane Y de X . On note L un faisceau g-ample tel que Y soit
défini par l'annulation d'une section o de L et I 1'idéal de sx défi-
ni par o . Soit G = "limﬁ Gm un objet de pro Dzoh(x) tel que, pour tout
m=0 et tout objet (qgr de G, la section o ne soit pas diviseur de

zéro dans (me' . Soit P 1la restrictionde G & U . Soit n un entier,
et supposons que, pour tout point u€U , on ait

proqu >n - 6T(u) .

Alors, pour tout entier m>0 , on peut trouver des entiers k(m) , k'(m)20 ,
tels que, pour tout k 2 k(m) , k'2 k'(m) , le morphisme canonique

By (R, (T 6 ) )—> By (Re, (176 )

soit nul pour i<n et pour tout t€T .

La question étant locale sur S , on peut supposer que S a un com-—

1
plexe dualisant K ; si K' = g K, K' est un complexe dualisant sur X . Soit
m un entier 20 fixé. Comme o - est non diviseur de zéro dans les (Gm)k , la

multiplication par ck , k20 , induit un isomorphisme
Gm(—k) ~ Ika

(on a posé Gm(—k) =Gy ®'3§ ) . Soit t, un point de T en lequel X est
normalisé., Nous allons montrer que, quitte & restreindre S & un ouvert con-
tenant t  , on peut trouver des entiers k(m) , k'(m) 20 , tels que, pour
tous k 2 k(m) , k' =2 k'(m) , et pour tout point t de T en lequel K est
normalisé, le morphisme canonique

i i k+k! i '
¢ ¢ H(Rg, (T Gm+k)—>Ht(Rg*(Ik )
soit nul pour i<n .
Notons D(.) 1la dualité par rapport & K' et posons
.
Uo = UxSSpec @S £ . Ies hypothéses de profondeur sur F entrainent la rela-
9

; o

tion :

proqu >2n - 6to(u)

pour tout u€Uo (démonstration de 2.2). On a donc, d'aprés 2.2.1,
. q _ _
1im (" (DUFm‘on) =0 pour q > -n .

comme les faisceaux Hq(DUFm) sont cohérents et sont nuls sauf pour un nombre
fini de valeurs de q , on peut trouver un entier k1(m) 2 0, tel que le mor-

phisme de transition
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q a
H*(DyE,) |U0———>H (DUFm+k1 (m))l LA

3

soit nul pour q > -n . Quitte & restreindre S & un ouvert contenant to y

on peut donc supposer que le morphisme
q q
H (DUFm)——&H (DU(Fm+k1(m)))
est nul pour q > -n . I1 en résulte que l'image du morphisme

a q

H (DXGm) >H (DXGm+k1(m))
ky (m)

est concentrée sur Y , donc annulée par une puissance I de I . On pose

k(m) = sup(k1(m),k2(m)) . Ie morphisme composé

Hq(DXGm)-—ié 14D, ) -—°k-> HH(Dy 0, ) (K)
ol 6 est déduit du morphisme de transition Gm+k - Gm , est donc nul pour
k 2 k(m) .
D'autre part, il résulte de EGA III 2.2.1 que l'on peut trouver un
entier k'(m) tel que, pour tout k' = k'(m) , on ait des isomorphismes cano-

niques
H (Rey (Dy, (k1)) = g, (B(Dy6, (k1))

Q ~ q
H (Rg*(DXGm+k(m) (k'+k(m))) ~ g, (H (DXGm+k(m) (k'+k(m)))) .
I1 en résulte que le morphisme 7
a a '
H*(Rg, (DyG (k')))—>H (Rg*(DXGm+k(m)(k +k(m)))
est nul pour tout q > -n et tout k' = k'(m) , et il en est a fortiori de

méme quand on remplace k(m) par un entier k = k(m) . En appliquant le théo-
réme de dualité global, ceci équivaut & dire que le morphisme canonique
H(Dg(Rey (1 6,) ) —>H (D (Re, (T°* ¢, )))

est nul pour k 2 k(m), k' 2 k'(m) et q 2 -n . Ie théordme de dualité locale
appliqué en un point t +tel que K soit normalisé en +t , montre alors que le
morphisme ¢i est nul pour i<un .

Comme S est noethérien, on a prouvé l'existence d'entiers k(m) ,
k'(m) tels que, pour tout point t€T en lequel K est normalisé, le morphis-
me ¢i soit nul pour i<n . Montrons que cela entraine la proposition. Compte
tenu de EGA III 1.4.12, on peut trouver un intervalle [a,b] tel que, pour

tout k' , on ait .
) E0Re (1)) =0 si g f [a,0] .

Si t. est un point de S , on note dy l'entier tel que K[dt] soit normali-
sé en t . D'aprés le théordime de dualité locale, la relation (*) revient &

dire que 1l'on a
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X' )
Hi(Re, (1 6,)) =0 siqf [-bed,,-a4d,] ,

quel que soit k' . Etant donné un entier i , il n'existe qu'un ensemble fini
E d'entiers dt tels que i € [-b4dt,-a+dt] . D'apres ce qu'on a démontré,
on peut trouver des entiers k(m) et k'(m) tels que ¢1 soit nul en tout
point _t tel que dt appartienne & E ., Par définition de E , cela entraine
que’ ¢l est nul quel que soit t .

COROLIAIRE 2.4.- les notations sont celles de 2.2 ; on suppose f affine et
la condition (i) satisfaite. Alors Rf,FP satisfait aux conditions équiva-

lentes de 1.6 relativement & l'entier n .

Ia question étant locale sur S car S est quasi-ccmpact, on peut
supposer S , donc aussi U , affine. On peut trouver une compactification de

Ur

U.__i__§x

Ny
S ’
ol g est un morphisme projectif et U 1'ouvert complémentaire d'une section
hyperplane Y de X (2.4.0). Soient I un faisceau g-ample, o une section
de I définissant Y , I 1'Idéal de sx défini par o . D'aprés SGA 6 II
2.2.2.1, F est isomorphe & un systéme projectif de complexes & objets cohé-
rents. On peut alors trouver un systéme projectif de complexes G = "lgmﬂ Gm ’
les objets des Gm étant cohérents, nuls en dehors d'un intervalle ne dépen-
dant pas de m , dont la restriction & U est isomorphe & F . Quitte & modi-
fier les Gm en dehors de U , on peut supposer que les objets des Gm n'ont
pas de sous-faisceaux non nuls de support contenu dans Y . Pour tout m=0 et
tout r , o ne peut alors é&tre diviseur de zéro dans (Gm)r .
On peut alors appliquer 2.3 & G . Pour tout m20 , on en déduit

1l'existence d'entiers k(m) , k'(m) > 0 , tels que, pour tous k > k(m) ,
k' > k'(m) , le morphisme canonique

i +k! i k!
*) Hy(Re, (T 6, 1)) —> 1y (Re, (1% ,))
soit nul pour i<n et pour tout tET . On peut choisir k(m) et k'(m) tels
que, pour tout n2m , on ait
k(m)+k'(m) < k'(n) , k'(m) 2 m ,
Ie systéme projectif "limﬂ Ik'(m)Gm est isomorphe & Ri,F et le systéme pro-
jectif "1im$ Rg*(Ik'(m)Gm) 4 Rf,F ., D'aprds (*) , le morphisme canonique

k'(m)

H (rg, (T (0#m)g ) —>Hh(re, (1 Mey))

est nul pour i<n et tout t€T ; ceci prouve que Rf,F satisfait & la condi-
tion (*) de 1.6.
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Nous allons généraliser 2.4 au cas ou, localement sur S, U est

réunion de c+1 ouverts, affines sur S ., Nous aurons besoin du lemme suivant:

LEMME 2.5.- Soient S wun schéma noethérien ayant localement un complexe duali-
sant, f : U - S un morphisme de type fini, i ¢+ V - U une immersion ouver-

b
coh(U) ’

k et n des entiers. Supposons que, pour tout point u de U, on ait

te affine, T une partie fermée de S . Soient F un objet de pro D

proqu 2 Inf(k,n - STu) .

Soit G 1le céne ([6] I 2) du morphisme canonique
Ri, (Fl[V)—>TF .

Alors, pour tout point u de U, on a

proqu > Inf(k,n-1—6Tu) .

Ie lemme est évident pour un point u de V car on a alors
proqu = , On peut donc supposer que u appartient & U-V , Compte tenu de

1.3, il suffit de prouver 1l'inégalité
(*) profu(Ri!(F|V)) > Inf(k,n—1—6Tu) +1 .

Soit i, VxUSpec sU,u - Spec GU,u

tion en u , Nous allons voir que 1l'on peut appliquer le théoréme 2.2 & 1l'im-

le morphisme déduit de i par localisa-

mersion ouverte i , a4 la partie fermée T = {u} et & l'entier
p = Inf(k,n—1—6Tu) + 1 ; la relation (*) en résultera,

Soit s = f(u) 3§ si v est une générisation de u , appartenant &
V , on pose f(v) =w . Dire que l'hypothese (i) de 2.2 est satisfaite revient
a4 dire que, pour toute générisation VvEV de u , si ﬁﬁ désigne 1l'adhérence
de v dans U, on a

prova 2 p - dim 0{7},u

On est donc ramené & montrer la relation

Inf(k,n-64v) 2 Inf(k,n-1-85u) + 1 - aim e{;},u .
On peut, pour cela, remplacer U par {v}] , S par {w} et T par T N (W} .
On est donc ramené au cas o V est intégre de point générique v et §

intégre de point générique w . On a, par definition,
6oV - 8pu = deg tr k(v)/k(w)+ codim(T,S)~deg tr k(u)/k(s)—codim({g}nT,(;})
I1 résulte de EGA IV 5.6.5 qu€ l'on a

deg tr k(v)/k(w) +dim & 2 deg tr k(u)/k(s) + dim Sy.u ?
?

S,s
et par suite on a

(%) 8pv-bqu 2 dim oU,u - dim °s,s + codim(T,S) - codim({s}nT,{s}) .
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Soit (Ta)jEJ
dérons le aiagramme commutatit

1l'ensemble des composantes irréductibles de {s}n T , et consi-

T, — {s}nT —3T
J v

{s}—s ,

ou les fléches sont des inclusions ae parties fermées de S . Comme S admet

un complexe dualisant, S est caténaire ([6] V 10) ; on a donc les relations

codim({s}nT,s)

Inf codim(Tj,S) > codim(T,S)
J

codim({s}nT,s) = Inf (COdim(ijis})) +°0dim({s}’s)

J — — —

codim ({s}nT,{s}) + codim({s},s) .

Par suite le nombre
a = codim({s}nT, {s}) + codim({s},S) - codim(T,S)

est =20 . Posons & = 6Tv , &' = dpu . D'aprés (**), on a

-~ &' = di
a + 98 4] dim @U;u 21,

(n est donc ramené & montrer que, si 2,8,8' sont des entiers =0, liés par

la relation a+8-6'21 , pour tout couple d'entiers k,n , on a
Inf(k,n-6) = Inf(k,n~1-6"') + 1 +8' =86 - a ;

cette relation se vérifie trivialement.

PROPOSITION 2.6.~ Soient S un schéma noethérien ayant localement un complexe
dualisant, f : U - S un morphisme séparé de type fini, ¢ et n des en-
tiers, c20 . On suppose que, localement sur S , U est réunion de c+1 ou-
verts, affines sur S . Soient T une partie fermée de S , F un objet de

pro D:oh(U) s supposons que, pour tout point ude U, on ait

proqu > Inf(n—c,n—éTu)

(resp. prof F 2 Inf(n—c—1,n-6Tu) et 8pu>0 ) .
Alors on a

profT(Rf!F) 2 n-c .

Plus précisément Rf F, satisfait aux conditions équivalentes de 1.6 relati-

N

vement & 1'entier n-c .,

Ia qﬁestion étant locale sur S , on peut supposer que U est réu-
nion de c+1 ouverts, affines sur § . On raisonne par récurrence sur c¢ . Ia
proposition est démontrée pour ¢ = 0 (2.4). Sﬁpposons-la prouvée pour c-1 ,
et montrons-la pour ¢ ., Soient V 1'un des c+1 ouverts de U , affine sur
S, dont U est la réunion, i : V - U 1le morphisme canonique, Y un sous-

schéma fermé de U d'espace sous-jacent U-V . Soit G le cbne du morphisme
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canonique Ri,(F|V) = F . Par application du foncteur Rf, , on obtient, dans
“pro Dzoh(s) , le triangle

RE,G

R(fi)!(FIV)—-—Rf!F .

Soit "limg Ri (resp. "limﬁ Rﬁ) un systéme projectif de complexes représen-
tant R(fi),(F|V) (resp. Rf,G) ; on peut choisir des systimes projectifs tels
que le morpﬁisme Rf,G[1] - ﬁ(fi)|(F|V) soit défini par un systéme projectif
de morphismes Rgl[1]'~ B! . Si 1'on définit R par la condition d'avoir un
triangle

R;'J
Ry —> Ry

le systéme projectif "lim; Rm représente Rf F . Compte tenu de 1.6.2 et

des suites exactes
i 1 i i n

B, (R))—> H (R )—>H (R") ,

pour t€T , i€N , il suffit de prouver les conditions de 1.6 relatives & n-c ,

| 3 1 ny4 n n
pour ’l&m& Rm et I&mm Rm .
Comme V est affine sur S et comme, pour tout point VvEV , on a

profv(FIV) > n-c-6Tv ,

on peut appliquer 2.4 & fi . Il en résulte que "lim; Ré satisfait aux ccndi-
tions de 1.6 relativement & l'entier n-c .

On va montrer qu'il en est de méme de "1im£ R; en utilisant 1'hypo-
thése de récurrence. Soient W 1la réunion des c ouverts de U , affines sur
S, qui, avec V , forment un recouvrement de U , j : W=—= U 1'immersion cano-

nique, Comme G est nul sur V , on & un isomorphisme
Rj, (6|lW) ~ G .
D'autre part, comme V est affine et U séparé sur S , le morphisme V -~ U
est affine ; il résulte alors de 2.5 que, pour tout point w de W, on a
prof G = Inf(n~c,n—1-6Tw)
(resp. prof G 2 Inf(n—c—1,n-1-6Tw) et BTw > 0) .
On peut alors appliquer l'hypothése de récurrence au morphisme fj , au
faisceau G|W et aux entiers n-1 , c-1 . On en déduit que "limﬁ Rﬁ satis-
fait aux conditions de 1.6 relativement & l'entier n-1-(c-1) = n-c , ce qui

achéve la démonstration.
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COROLLAIRE 2.7.- Soient S wun schéma noethérien ayant localement un complexe
dualisant, g : X = S un morphisme séparé de type fini, T wune partie fer-
mée de S , n et c des entiers, c¢20 . Soient U un ouvert de X qui
est, localement sur S , réunion de c+1 ouverts affines sur S, i : U= X
1'immersion canonique, Y un sous-schéma fermé de X d'espace sous-jacent

X-U, F un objet de D>

coh(X) . On suppose que, pour tout point u€U , on
a

proqu > Inf(n—c,n-éTu)

(resp. prof F 2 Inf(n-c—1,n-6Tu) et 6Tu >0) .

Soit G 1le céne du morphisme canonique Ri,(F|U) -F, "limﬂ Rm et
"1}mﬂ R& des systémes projectifs de complexes représentant respectivement
Rg,F et Rg,G . Alors le morphisme canonique

Lim Hy(S,R )—>1im Hi(S,R})

est bijectif pour i < n-c-1 , injectif pour i = n-c-1 .
Si 1l'on suppose g propre, le systéme projectif des H;(S,Rg) satis-

fait & la condition de Mittag-Ieffler pour i < n-c-2 .
Soit f = gi . En appliquant le foncteur Rg, au triangle

G

Ri!(F|U)___>,F ’
on obtient le triangle suivant de pro Dgoh(s) :

Rf, (F|U) —Rg, F .

Soit “lim& R& un systéme projectif de complexes de faisceaux sur S repré-
sentant Rf,(F|U) . On peut supposer que le morphisme Rf, (F|U) - Rg,F est
défini par ia donnée d'un systéme projectif de morphismes' Rﬁ ”'Rm ét que
R$ est le cfne du morphisme Rﬁ - Rm.

D'aprés 2.6, le systéme projectif "l&m; R& satisfait aux conditions
équivalentes de 1.6 relativement & l'entier n-c . On applique 1.6.3 aux suites

exactes
. N . . \ .+1
Hp(5,R!) —> Hy(S,R ) —> Hi(5,RM) —> Hy ' (S,R!)
I1 en résult¥ que le morphisme canonique
. i : i
lim Hy(S,R))—>1lim Hy(S,RY) ,

est bijectif pour i < n-c-1 , injectif pour i = n-c-1 .
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ﬁané le cas ou G est propre, Rg,F s'identifie & RgyF et, par

suite, le systéme projectif des H;(S,Rm) est constant donc satisfait & la
condition de Mittag-Ieffler. Il en est de méme de "lim» H;(S,Rg) pour

i

< n-c-2 d'aprés 1.6.3.

COROLLAIRE 2.8 (Théoreme de Iefschetz global)- On reprend les notations de

2.7 et on suppose g propre. Soient I un idéal définissant Y et i
le complété formel de. X 1le long de Y . Soit F un faisceau cohérent sur

X tel que, pour tout point u€U , on ait
prof F = Inf(n-c,n-deg tr k(u)/k(g(u)) .

Alors les morphismes canoniques du diagramme commutatif

H(xE) — lim B (X,¥/1"F)
(2.8.0) o !
B (%, F)

sont bijectifs pour i < n-c-1 , injectifs pour i = n-c-1 , De plus le sys-
téme projectif des Hl(X,F/ImF) satisfait & la condition de Mittag-Ieffler

pour i < n-c-2 .

On applique 2.7 dans le cas g propre, en posant T =85 ., Si i :

U=-= X est 1'immersion canonique, "lzm; T représente Ri,(FIU) . Par suite
le c6ne du morphisme canonique Ri(F|U) = F n'est autre que "lim® F/TOF . 11
résulte alors de 2.7.que 94 est bijectif pour i < n-c-1 , injectif pour

i

= n-c-1 . De plus, d'aprds loc. cit., le systdme projectif "lim" H'(X,F/I"P)

satisfait & la condition de Mittag-Ieffler pour i £ n-c-2 ., Il résulte donc de

EGA

OIII 13.3.1 que Gi est bijectif pour i < n-c-1 .

COROLLAIRE 2.9 (Théoréme de Iefschetz local),- Soient § un schéma local noe-

thérien ayant un complexe dualisant, T une partie fermée non vide de § ,
X=8T,n et c¢ des entiers, c20 . Soient U wun ouvert de X , réunion
de c+1 ouverts affines, i : U- X 1l'immersion canonique, Z un sous-
schéma fermé de S d'espace sous-jacent $-U , défini par un idéal I ,
Y=72T, ﬁ le complété formel de X 1le long de Y . Soient F un objet
de Dgoh(x) et "limy F le céne du morphisme Ri!(FlU) - F ., Supposons
que S soit complet pour la topologie I-adique et que l'on ait

proqu 2 Inf(n—c,n+1-6Tu)
en tout point wu€U . Alors le morphisme canonique

9y ¢ H(XE) = Lm B (X,F,)
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est bijectif pour i < n~-c-1 , injectif pour 1 = n-c-1 , De plus le systéme
projectif des Hi(X,Fh) satisfait & la ccndition de Mittag-Ieffler pour
i<sn-c-2 .8 F est un faisceau de modules cohérent sur X , les morphis-
mes du diagramme (2.8.0) sont bijectifs pour i < n-c-1 , injectifs pour

i = n-c-1 .

Soient F wun objet de Dgoh(s) qui prolonge F, j : U-—= S 1'im-
mersion canonique et "limﬁ Rm le cbne du morphisme canonique Rj,(iﬂU) -F.
I1 résulte de 2.6, appliqué en y remplagant n par n+1 et de 1.6.3 que le

morphisme canonique
i = . i
oy ¢ Hy(S,F) = lim H(S,R )
est bijectif pour i < n-c , injectif pour i = n-c et que le systéme projec-—

tif des H%(S,Rm) satisfait & la condition de Mittag-Ieffler pour i < n-c .

Pour i>1 , le morphisme oy s'identifie au morphisme canonique
. ogi-t - 14 i-1
954 * H (X,F) lim H (X,Fm) .

On a d'autre part le diagramme commutatif suivant :

0 —>H(8,F) ——> H(5,F) —> ®(L,F) ——> H%(S,Ia) — >0

I I I [=

. o . 0 . (o) . 1
0 —> lim  Hp(S,R ) —> lim H (S,F )—>1im H (X,F )—>1im H(S,R )—0

8i n-c > 1 , tous les sytémes projectifs intervenant dans la deuxiéme ligne de
ce diagramme, sauf a priori "limﬁ HO(X,Fm) satisfont & la condition de
Mittag-Ieffler, Il en est donc de méme de ce dernier d'aprés EGA OIII 13.2.1.
‘Ies lignes de ce diagramme sont donc des suites exactes. Ie schéma S étant
complet pour la topologie I-adique, B est un isomorphisme, Si n-c > 1 , on
a vu ci-dessus que o, et a, sont bijectifs, d'ou le fait qu'il en est de
méme de ¢ . On a donc prouvé la bijectivité de ¢; pour i <mn-c-1 et 1l'in-
jectivité de Ppg-q 18 cas n-c =1 se traite de méme.
Remargue 2.9.1 - Reprenons les notations de 2.9 et supposons T rédﬁit au
point fermé t de S . Alors le'systéme projectif des Hi(X,Fh) satisfait
4 la condition de Mittag-Ieffler quel que soit i .

On considére en effet les suites exactes

. _ a. L . . _ a. .

0 (s,F) —28y 5 (5,F,) —>H (4, F)—>H (5, F ) — 208y 55,7 )
Pour tout entier i , le systime projectif des Ker ai,m est formé de modules
artiniens dqnc satisfait & }a condition de Mittag-Ieffler, Comme S est affi-
ne, on a Hl(S,Em) = HO(S,Hl(fg)) ; par suite le systime projectif des Hi(S,iL)
est isomorphe au systéme projectif des Ho(s,Hl(F)/ImHI(i)) , donc satisfait &
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la condition de Mittag-Ieffler, Ie fait qu'il en soit de méme du systéme pro-
jectif des Hl(X,Fh) résulte donc des suites exactes ci-dessus et de

EGA OIII 13.2.1.

COROLIAIRE 2.10.- Soient S wun schéma local noethérien ayant un complexe dua-
lisant, T wune partie fermée de S, S' = S-T , g ¢+ X = S' un morphisme
propre, n , ¢ des entiers, c¢20 . Si J est un idéal définissant T , on
suppose S complet pour la topologie J-adique. Soient U wun ouvert de X ,
réunion de c+1 ouverts affines, i ¢ U - X 1l'immersion canonique, Y un

sous-schéma fermé de X d'espace sous-jacent X-U , défini par un idéal I .
b

coh
Ri,(FlU) - F . Supposons que, pour tout point u€U , on ait

Soient F un objet de pro D (X) , G le céne du morphisme canonique

prof F = Inf (n-c, n+1—6Tu) .
Alors le morphisme canonique
i i
9; + H (X,F) = H (X,6)

est bijectif pour i < n-c-1 , injectif pour i =n-c-1 . (8i F = "limg Eh N
on pose H (X,P) = lim, Hl(X,Fm)).

Soit Jj : S' - 8 1'immersion canonique et posons f = jgi . On a,
d'apres 2.6,

(*) profT(Rf!F) > n-c-1 .

En appliquant le foncteur Rj,Rg, au triangle

.Ri!(Flu)__, F o,

b

coh(S) , le triangle suivant :

on obtient, dans pro D

Rj Rg,G

RE\F ———— Rj ReyF

D'aprés 1.6.3, la relation (*) entraine que le morphisme canonigue
141 . i+ .5
Hp' (S,Rj,Re,F) ~ Hy'' (5,R3Rey6)
est bijectif pour i < n-c-1 , injectif pour i = n-c-1 . Mais, d'apreés 2.10.1

ci-dessous, ce morphisme s'identifie au morphisme 9; 0 CE qui acheve la démons-
tration.
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IEMME 2.10.1. - Soient S un schéma local noethérien , T une partie
fermée de S, S8' =S-T, j ¢ S' = S 1l'immersion canonique, J un idéal
définissant T . On suppose S complet pour la topologie J-adique. Soit F

un objet de pro Db

con(S') .« Alors le morphisme

g, ¢ H(s',P) ~ Bt (8,5, D)

déduit du morphisme bord H (S',Rj,F|S') - H:,;” (8,Rj,F) en identifiant ¥
et Rj,F|S' , est un isomorphisme.

1) Cas ou F est un faisceau cohérent.
Soit F un prolongement cohérent de F & S tel que H;(S,f) =0 .
Pour tout m=0 , on a une suite exacte
0 - 8(s5,3"F) ~ 8°(s*,B) ~ HA(S,5"F) - 0,
et des isomofphismes

) B (S',F) ~ H;H(S,Jmﬁ) , izt .

I1 en résulte que 9?5 est bijectif pour i=z1 , Comme F est séparé pour la
topologie J-adique, la suite exacte entraine 1l'injectivité de 9y -

Montrons que 9 est surjectif. On co nsidére le diagramme suivant,
dont les lignes sont exactes :

0 —> H°(S,F) ———>H°(S',F) H;(S,-F.‘) .0
HO(SJ:F/Jmﬁ) l
0 ———é-Hg(éthJmf)——-:>H%(S,Jmﬁ) H;(S,F) s> 0 3

on vérifie facilement qu'il est commutatif. Ie systéme projectif des
H;(s,i'/amﬁ) satisfaisant & la condition de Mittag-Ieffler, on obtient, par

passage & la limite projective & partir du diagramme ci-dessus, le diagramme
commutatif suivant, dont les lignes sont exactes :

0 —> B (8, F) > H(5' , F) ————> H}(5,7) ——> 0
T
0 —31im  HO(S,7/3"F) —>1im H1(S,5"F) —> B(S,F) —> 0

Comme S est complet pour la topologie J-adique, le morphisme a est un iso-

morphisme ; il en est donc de méme de % dtaprés le diagramme ci-dessus.
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2) Cas général. Par passage & la limite projective, on se raméne au
cas ou F est un complexe & cohomologie cohérente bornée, Par translation, on
peut supposer ‘les faisceaux de cohomologie de F nuls en dehors d'un interval-
le [0,a] . On raisonne par récurrence sur a . Si F' = H(F) , il existe un
morphisme F' - P induisant un isomorphisme sur les g . Soit PF" 1le céne de
ce morphisme ; les faisceaux de cohomologie de f" gont nuls en dehors de 1'in-
tervalle [1,a] . Soient Rj,F' = "lim" R' , Rj,F = "lim" R, Rj,F" = "lim® RY.
_On peut supposer, par récurrence, que le morphisme

H(s,7) = Hy' (S,Rj, ")
est bijectif pour tout i , et que le systéme projectif "limt H;(S,R;) satis-
fait & la condition de Mittag-Ieffler., On considére le diagramme commutatif

suivant :

(s, ) —>E(S', ') —>H (5", F) —> H (8", ") —> B (5", 7")
(*%) - LV . i v oV
H;(S,F")———é»H1+1(S,F')——>Hl+1(s,F)—>H; (8,7 —>H, (s, 7")
Comme F' est un faisceau, le systéme projectif "lim" Hl(S Rm) est constant
pour i>0 (relation (*)). Il en résulte que le systéme prOJeCtlf "lim» HT(S R, )
satisfait & la condition de Mittag-Ieffler pour tout i , Par suite les lignes
) du diagramme (*) sont exactes. Toutes les fliches verticales de ce diagramme,
sauf peut-&tre celle du milieu, sont des isomorphismes. Il en est donc de méme

de cette derniére, d'aprés le lemme des cing,

Remarque 2.10.2.- Reprenons les hypothéses de 2.10 et soit F un faisceau
cohérent sur X . Alors le systéme projectif "lim" Hi(X,FVImF) ne satisfait
pas nécessairement & la condition de Mittag-Ieffler, méme pour i < n-c-2 .

Soit par exemple S un schéma local régulier de dimension d=2 , de
point fermé t , S' = S-{t} , Z = P; y X = Pé, . Soit H wune section hyperplane
de 27 , contenant la fibre fermée, définie par 1l'annulation d'une section o
de @Z(1) , et soit Y=HN X . L'ouvert U =X - 7Y est affine et 1'on a

profu GX 2d - 6t u + 1

s

pour tout point w€U ., Si @Xﬁ est défini par la suite exacte

m
[}
0 ——>@X(—m) —> 06y —>s)gn———>0 ,

11 résulte de 2,10 que le morphisme canonigue

X

est bijectif., Nous allons montrer que le systeéme projectif "l}m& HO(X,sXh) ne

(0] N
HO(Xy84) —>1im H(X,64 )
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satisfait pas & la condition de Mittag-ILeffler. On a la suite exacte de cohomo-
logie

0—>E°(2,6,)—>1°(2,6 )—>H1(z,ez(-m))——>»o ,

Zy

et on en déduit que H(Z,6 est un TI(S)-module libre de rang m (EGA III

zm)

2.1.12), On a donc

prof, (z,6, )22,

Iy

d'oh résulte que le morphisme canonique

Iy Xn

est bijectif. Supposons que "lgm; HO(X,&x ) satisfasse & la condition de

(2,6, )—>H°(X,6, )

m
Mittag-Ieffler ; comme HO(X,GX) est un T(S)-module libre de rang 1, on pour-
rait trouver, pour tout m=0 , un entier k(m) = O tel que 1l'image du morphis—

me canonique

)—>H12(X,6,, )

Xﬁ+k(m) %o

soit de rang < 1. Mais ceci est absurde car le morphsime induit par le précé-

B (x,6

dent sur la fibre générique Spec K de S n'est autre que le morphisme cano-
nique

) —>H (Xpr8y ) 3

Xm+—k(m) Xy

or ce morphisme est surjectif car Xﬁ]K est fini sur K .

(o]
H (XK,G

3, Variantes des théorémes de comparaison.

3.1.— Reprenons les hypothéses de 2.7 dans le cas ol g est propre (resp.
nlamn
coh(X) et l:.-_mm Fh le cbne

du morphisme canonique Ri,(FlU) - F . Alors, pour tout voisinage ouvert V de

les hypothéses de 2.9) et soit F un objet de

Y dans X , les morphismes canoniques du diagramme commutatif

(x, ' " H(X,F)
()
(3.1.1) z///// \\\\N (resp. * 95 )
(v, F)——»lm H (X,Fm) Hi(v,F)_ji,lgmm Hi(X,Fm)

"1(T)nv

sont bijectifs pour i < n-c-1 , injectifs pour i = n-c-1.

Ie fait que 9?5 soit bijectif pour i < n-c-1), injectif pour
i = n-c-1 , résulte de 2.7 (resp. 2.9). Prouvons la bijectivité de m;,  pour
i <n-c-1 . Soient 2 =X~V et j : X-(2ng”'(T)) - X (resp. j : V=X) 1'im-
mersion canonique. On considdre la suite eéxacte (SGA 2 I 2.8) '
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—E . (XGBE L, (KD —sE_ (LR (R
g ' (T)nz g (1) g~ (m)nv g '(T)nz

(resp. “’HQ(X’F)"—*'Hl(X,F)~—4>H1(V,F)-—%>H§+’(X,F) ----- >) .

Si wu € g_1(T) n 2z (resp. si u€z) , ona f{ulnys=¢, donc, d'apres 3.2

:i-dessous, on a

deg tr k(u)/k(s) s ¢ (resp. dim{;} <c) .

Ies hypothéses de profondeur sur F entrainent alors que l'on a
proqu 2 n-c .

Par suite on a

(*) H_,

g (T)nz

pour i < n-c-1 . Compte tenu des suites exactes (*) , on en déduit la bijecti-

(X,F) =0 (resp. Hé(x,F)‘= 0)

vité de P; s donc aussi de T, » pour i <n-c-1 .

Montrons que LA est injectif. Soient H' le cdne du morphisme
F - Rj,F et H le complexe obtenu "en tronquant H' en degré2zn-c" ; d'aprés
(#), le complexe H a un seul objet de cohomologie non nul

() = g7° (4,F) (resp. H°7N(#) = £ °(F)) . Soit h la fliche

2 -1

g (Mnz
composée des morp-ismes canoniques H-H' et H'-F[1] et définissons G par

la condition d‘'avoir un triangle
H
Y\
PG
Ie faisceau K = Hn-c‘1(H) est limite inductive filtrante de ses sous—féisceaux

cohérents Ka ;3 si 1'on définit Ga par la condition d'avoir des triangles

K [-(n-c-1)]

F-—————————e-Ga s
Ga est un complexe & cohomologie cohérente, et l'on a un isomorphisme
G ~1lim G_ .
g o
Montrons que chaque Ga satisfait aux mémes hypothéses de profondeur que F .
le morphisme F = G, induit un isomorphisme au-dessus de X—g-1(T)nZ (resp.

de V) , ainsi que sur les faisceaux de cohomologie de degré < n-c-1 , D'autre
part, on déduit du triangle définissant Ga la suite exacte
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0o—>H'S (x,6,)—>k, —> E'I] (X, F) —>
& (mnz ® * TgT(mnz

(resp. 0—>H 7 (X,6)) —> K, —>H (X,P) ) ;

comme, par définition, K, est un sous-faisceau de H- ° (X,F) (resp., de

-1
-c . . g (1)nz
»ﬂ; (X,F)) , on voit que l'on a

-c-1
g (mnz
Ces relations montrent que Ga satisfait aux mémes hypothéses de profondeur

(X,6,) = 0 (resp. Hy °7'(X,6,) =0) .

que F . On peut donc appliquer 2.7 (resp. 2.9) & G, - I1 en résulte que les

morphismes canoniques

7% (x,6.) —> 1im_ #7°7" (x,7)
-1 a -m -1 m
g (1) g (1)
(resp. B °7N(x,6 )—>1in B '(x,7 ) )
a -m m
sont injectifs., Comme on a un morphisme Ga - Rj,F induisant un isomorphisme

sur les faisceaux de cohomologie de degré < n-c-1 , on a des isomorphismes ca-

noniques
S I (GRr,D > E T (14,0) — 1 1T (16
g (mnv g (1) g (T g (1)

(resp. BTNV, B) > BTN (X,R1, D) —>E T (K,0) - >1im BTN ) )

Ie fait que Tet soit injectif en résulte.
LEMME 3.2.- Soient kX wun corps, f : X = k un morphisme propre (resp. soit
X 1le complémentaire du point fermé d'un schéma local noethérien caténaire).

Supposons X réunion de c+41 ouverts affines ( ¢ entier = 0). Alors on a
dim X = ¢ .

On raisonne par récurrence sur ¢ . Ie lemme est vrai pour c¢ = 0
d'aprés EGA III 4.4.2 (resp. SGA 2 V 3.4). Supposons-le prouvé pour les réunions
de c¢ ouverts affines et prouvons-le pour un schéma X , réunion de c+41 ou-
verts affines Uo""’Uc . On peut supposer X irréductible. On a, par hypothe-
se de récurrence

dim(X—Uo) < c-1
Si 2z est un point maximal de X—UO , l'anneau local SX z est tel que
’
Spec 6y z—{z} soit affine et par suite on a
’

dim °x,z <1 .
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Les deux relations ci-dessus entrainent, compte tenu de EGA IV 5.2.1, la rela-

tion dim X < c .

Nous nous proposons de montrer que le morphisme T du diagramme
(3.1.1) est bijectif pour i < n-c-1 , injectif pour i = n-c-1 , sous des
hypotheéses plus faibles quelcelles de 3.1 (3.7 et 3.9 ci-dessous), en particu-
lier sans faire d'hypotheéses aux points dont 1'adhérence ne rencontre pas Y .

Nous aurons besoin des lemmes suivants.

IEMME 3.3.- Soient S un schéma noethérien ayant localement un complexe duali-
sant, g : X — S un morphisme propre, Y une partie fermée de X , c un
entier = 0 . On suppose que, localement sur S , l'ouvert U = X-Y est réu-
nion de c+41 ouverts, affines sur § . Soient u ﬁn point de U , s = g(u).
Supposons que l'on ait {E} NY#®P et deg tr k(u)/k(s) < c+1 . Alors on a

codim(g(Y) N (j , {Eﬁ)+ deg tr k(u)/k(s) s c+1

En remplagant S par un sous-schéma fermé réduit d'espace sous-jacent
(7 et X par un sous-schéma fermé réduit d'espace sous-jacent ﬁa , On se
raméne au cas ou S est intégre de point générique s et X intégre de point
générique u . Soit t un point meximal de g(Y) . Quitte & remplacer S par
son localisé en t , S

, et X par XX St , on peut supposer S local et Y

contenu dans la fibre ;ermée g_1(t) . EE remplagant § par son complété @ ,
X par XXS§ = i e?_'u Ear un point v de % au-dessus de u , tel que

étu =8,V et que (vl N Y #® , on se raméne de plus au cas o S est complet,
Ie normalisé de X est alors fini sur X(EGA IV 7.8.3) . Quitte & remplacer X

par son normalisé, on peut donc supposer X normal.
Ia relation & démontrer s'édcrit sous la forme
6,u =dim 5 +deg tr k(u)/k(s) < c+1 .

Supposons que l'on ait 6tu > c+41 ., Pour tout point v de X , on a, d'apres
EGA IV 5.6.5,

étv = 6tu - dim GX,V.

Comme X est normal, on en déduit la relation

prof 6. 2 Inf(2,c+2 - GtV) .

X
On peut donc appliquer 2.7 & g , la partie fermée {t} de S , au faisceau
GX et & 1l'entier n = c42 . Soit I wun Idéal définissant Y . Il résulte de
loc, cit, que le morphisme canonique

H;_1(t>(X,®X) —>1im K (X,6,/1")

est bijectif. Ie premier terme est nul car 1l'hypothése 6tu > c+1 et la relation
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deg tr k(u)/k(s) s c+1 montrent que S n'est pas réduit & {t} ; mais le
deuxiéme terme n'est pas nul car il contient HO(X,@X) . L'hypothése 6,u > cHl

est donc absurde.

COROLLAIRE 3.4.- Ies notations sont celles de 3,3, Soit u wun point de U tel

que {u} N Y# @ . Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) On a deg tr k(u)/k(s) < c+1 .

(ii) Il existe un point y € Y N {u} , fermé dans sa fibre, tel que
l'on ait
dim &__ < c+l .
ful,y
Montrons que (ii) = (i). Soit y wun point de Y n GI} , fermé dans
sa fibre ; si t = gly) , on a (EGA IV 5.6.5) :

deg tr k(u)/k(s) +dim ¢ =dim 6_ ’
. {s},t {ul,y

d'ol le fait que (ii) = (i). Inversement, supposons (i) vérifié et appliquons
3.3 & un sous-schéma d'espace sous-jacent {u} . On en déduit 1l'existence d'un
point t € g(Y n {u}) tel que 1l'on ait

deg tr k(u)/k(s) +dim &_ < c+l .
{S}!t

Si y est un point fermé de g_1(t) nyn {;} , on a alors dim 6_ < c+l .
{ul,y

LEMME 3.5.~ Soient S un schéma noethérien ayant localement un complexe duali-

sant, T wune partie fermée de S , n , k , r des entiers,

1) Soient f : U - S un morphisme de type fini , F un complexe de
faisceaux de modules sur U , & cohomologie cohérente, tel que, pour tout

point x € U , on ait

prof F = Inf(k,n—éTx) .

Soit E 1l'ensemble des points x de U tels que l'on ait
profo s k et 6Tx < n-k-1 .

Alors E est un ensemble fini,
2) Soient f1 : X1 - S un morphisme de type fini, Y1 une partie fer-

mée de X,I , X le complété de X1 le long de Y1 y Y = XXX Y1 , U un ouvert

de X, F un complexe de faisceaux de modules sur U, & céhomologie cohé-
rente. Supposons que, pour tout point y € Y tel que GTy =1r et pour toute

générisation x de y appartenant & U , on ait

prof F = Inf(k,n-codim({y} , {x}) .

Soit E 1'epsemble des points x de U tels que 1l'on ait
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profo <k,

et tels qu'il existe un point y € Y N {;} » tel que &y =r , tel que 1'on
ait
codim({y} , {xPs n-k-1 .

Alors E est un ensemble fini.

si (si)i€I est un recouvrement fini de S tel que chaque Si ad-
mette un complexe dualisant, il suffit de montrer que, pour tout i€I , 1l'en-
semble des points de E au-dessus de Si est fini, On peut donc supposer que
U admet un complexe dualisant. Soit K un complexe dualisant sur U et no-
tons DF 1le dual de F par rapport & X . Pour tout point x de U , on note
dX 1'entier tel que K[-dx] soit normalisé en x ; si x' est une générisa-

tion immédiate de x , on a

Ay =d + 1

([6] V 7.1). Si x€E , on a
LY
HF A0 .
D'aprds le théoreme de dualité locale ([6] V 6.3) ceci équivaut & la relation

—dx
(8 TP, #0.

Ies faisceaux cohérents Hq(DF) , @ € 2, sont nuls & 1l'exception d'un nombre
fini d'entre eux, et 1'ensemble des points ot 1'on & HY(DF) # 0 est une par-
tie fermée Zq . I1 suffit, pour établir le lemme, de montrer que, tout point

x de E est un point maximal de z—k—d . Supposons qu'un point x de E
b'd
ne soit pas un point maximal de Z—kqd et soit x' wune générisation immédia-
X
te de x appartenant & z—k—dx . Par définition de E-k—dx , on a la relation

(H  *(DF)y, #0,

By A0

Or ceci est absurde car, sous les hypothéses de 1), on a

ce qui équivaut &

éTx' < éTx +1 € n-k ,

et par suite on a profx,F 2 k . De méme, sous les hypotheéses de 2), il existe
un point y de YnN i;} , tel que 6Ty =r , tel que 1'on ait

codim({y} , {x'}) = codim({y} , {x}) + 1 = n-k

et par suite on a profx,F 2k,
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COROLIAIRE 3.6.— Soient S wun schéma noethérien ayant localement un complexe
dualisant, T une partie fermée de S, g : X»S un morphisme de type fini,
Y une partie fermée de X, U=3X-Y, n et k des entiers. Soit F un
complexe de faisceaux de modules sur X , & cohomologie cohérente, tel que
l'on ait

(%) prof F 2 Inf(k,n-éTu)

en tout point u de U tel que EE} NY#@® . Alors on peut trouver un voi-
A1

sinage ouvert V de Y dans X tel que la relation (*) soit vérifide en

tout point u de V-Y .

On raisonne par récurrence sur %k , n étant fixé, On peut donc sup-
poser le corollaire démontré quand on remplace k par k-1 ., Soit V1 un voi-

sinage ouvert de Y dens X tel que 1l'on ait
prof F 2 Inf(k—1,n-6Tu)

en tout point wu de V1—Y . D'aprés 3.5, l'ensemble des points u de V1—Y
ou l'on a

proqu < k-1 et BTu < n-k

est un ensemble fini E ., Si ufE , l'hypothése entraine que f{ul ny=¢ .

Soit V = V1 - U ﬁa . Pour tout point wEV tel que éTu <n-k , ona
u€E

proqu >k, ce qui n'est autre que la relation (*).

THEOREME 3.7.- Soient S un schéma noethérien ayant localement un complexe
dualisant, g un morphisme propre, n et c¢ des entiers 2 0, U un ouvert
de X qui est, localement sur S , réunion de c+1 ouverts affines sur S.
Soit F un faisceau de modules cohérent sur X . Soient Y un sous-schéms
fermé de X d'espace sous-jacent X-U , défini par wn idéal I , % le com-
plété formel de X 1le long de Y , % le complété formel de F ., On suppose
que, pour tout point u de U tel que {;;} NY#@p, si s=g(u), ona

(3.7.1) prof F = Inf(n-c-1,n-deg tr k(u)/k(s))

81 V est un voisinage ouvert de Y dans X , on considére les morphismes
canoniques suivants :

1 (V,P) ---——-» lim 1 (%, B/T°F)

N

1) On peut trouver un voisinage ouvert VO de Y dans X tel que,
pour tout VC vo , le morphisme 94 soit bijectif pour i < n-c-1 .

2) Supposons de plus que, pour tout point u de U tel que
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(W NY#® et {ulnyneg '(gv) =0, onait

(3.7.2) prof F 2 Inf (n-c,n-deg tr k(u)/k(%)) .

Alors on peut trouver un voisinage ouvert Vb de Y dans X tel que, pour
tout vc Vo , les morphismes 95 0 ¢i , ei soient bijectifs pour i < n-c-1,
injectifs pour 1 = n-c-1 . De plus le systéme projectif "limy Hl(X,F/ImF)
satisfait & la condition de Mittag-Iefler pour i < n-c-2 .

Ies hypothéses de 3.1 sont satisfaites quand on y remplace n par
n-1 , en prenant T = § , I1 en résulte que 95 9 ¢i N ei sont bijectifs pour
i < n-¢c-2 , injectifs pour i = n-c-2 , quel que soit V , et que '
"Limy Hi(X,F/ImF) satisfait & la condition de Mittag-Ieffler pour i < n-c-2 .
Soit ‘
P, = coker (272 (v, ) —> 7 °72(x, 1/10R)) .

I1 suffit de prouver que 1l'on peut trouver un voisinage ouvert V0 de Y dans

X tel que, pour tout V< VO , le morphisme soit surjectif (resp.

Pp-c-2

sous l'hypothése de 2), que soit injectif et que le systéme projectif

Pn-c-1
des P~ soit nul).

Ces trois assertions se démontrent par récurrence noethérienne sur
S . Si on les suppose prouvées aprés restriction de S & un ouvert S' # S,
il suffit de montrer que 1l'on peut trouver un ouvert S" contenant strictement
S' , tel qu'elles soient vraies sur S" . Si S' (resp. S") est un ouvert de
§ , on pose X' = Xxg8' , Y' = ¥x§', etc. (resp. X" = XXy Y" =YX,
etc.). Soient S' un ouvert de §°, V0 un voisinage ouvert de Y' dans X' ,
tels que, pour tout voisinage ouvert V de Y' dans X' , contenu dans VO ’
le morphisme

9l ¢ E'(V,P) —> lim # (x',5/1"F)

soit bijectif pour i = n-c-2 (resp., sous l'hypothese de 2), que ¢ﬂ_0_1 soit
injectif et que le systime projectif des Pl;l=coker(ﬂn'°'2(v,F)-»H“‘c'a(x',F/ImF))
soit nul). Nous allons montrer que l'on peut trouver uwn ouvert S" de S , con-
tenant strictement S' , un voisinage ouvert WO de Y" dans X" , tels que,
pour tout voisinage ouvert W de Y" dans X" , contenu dans WO s le morphis-

me 9y H (W, F) —> lim i (x",5/17F)

soit bijectif pour i = n-c-2 (resp. tel que soit injectif et que 1le

Ph-c-1
systéme projectif des B = Coker(Hn-c_z(w,F)-—%> Hn_c_z(x",F/ImF)) soit nul).
Soit T = S-S' . D'apreés 3.6, on peut trouver un voisinage ouvert 0
de Y dans X tel que la relation (3.7.1) soit vérifide en tout point
u€UNOo . On peut supposer VO contenu dans O0' , Si S" est un ouvert de

S , on considére l'ensemble I des points u € UN 0" tels que l'on ait

proqu < n-c
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et ol 1'une des deux conditions suivantes est satisféite :
ou bien §p,u s c ou bien {ul ny' =¢.

D'aprés 3.2 et 3.5, I est un ensemble fini, Soit E1 l'adhérence de I .
Nous allons montrer que l'on peut trouver un ouvert S" de S , contenant

strictement S' , tel que, pour tout point x de E, N g-1(T") , On ait
(%) deg tr k(x)/k(g(x)) sc .

Comme l'ensemble 3 décroit avec S" , il suffit de prouver 1l'existence de §"

1

dans le cas ou I estlffduit & un point u ., Si 1l'on a 6T"u < ¢ , on peut
trouver un point x € {u} tel que t =g(x) €T et tel que-

codim({t} , {s}) = codim(T nfs} , {s})
Pour tout point z € g-1(t) n fﬁ} , on a alors, d'aprés EGA IV 5.6.5,
(%) spudeg tr k(u)/k(s) + codim(Tn{s},{s})= deg tr k(z)/k(t)+codin({z},{u})
Comme éTu est < c¢c , on a donc

deg tr k(z)/k(t) sc .
I'ensemble des points de S ou la dimension des fibres de {;} est > c est

une partie fermée s, (EGA IV 13.1.5) et on vient de voir que t § 8, « Par

suite S" = §' - (S N T) est un ouvert de 8 , contenant strictement §S' , tel
que 1l'on ait 6T"x s c entut point x de E, N g 1(T") . Supposons que 1l'on

ait &,u>c et {ufny' =¢.5il'ona {u}lnyY=g¢, la condition (*)

T“
résulte de 3.2, Si g({u} N Y) est contenu strictement dans T , il suffit de
poser S" = §' - g({u} N Y) pour se ramener & ce cas, Enfin, si

g(fu} ny) =7, ona 6Tu =c+l (3.3) et, si 1'on définit x et +t comme
ci-dessus, la relation (*) résulte encore de (**) aorés restriction convenable
de S .

On choisit dans ce qui suit un ouvert S" qui satisfait & la condi-
tion (*) ; si E, désigne 1l'adhérence de 1'ensemble des points x de E, tels

2 1
que 1l'on ait

deg tr k(x)/k(g(x)) >c¢ ,

ona E,nN g (1) = ¢ . soit E

u€uno" tels que l'on ait

5= E, N (x" - Vo). L'ensemble des points

prof F <n-c et {‘1:} ny =¢

est fini., Quitte & remplacer 0" par un voisinage ouvert W6 de Y" dans

X" , on peut supposer qu'il est vide. On peut supposer que l'on a Vo < Wo .

Posons E = X" - wo et considérons les immersions ouvertes
i:¥"-E—>X",k:X"-(EUE)—>X",1:x"-(BU Ea)-—> X",

Si u € U" est un point de E U E3 ou de E1-E2 , on a, par définition de
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deg tr k(u)/k(g(u)) s c ;
si de plus u€W , on a donc, par définition de O ,
proqu 2 n-c-1 .

Cette relation est également vérifiée en tout point u€W , générisation immé-
diate d'un point de E ou de E1—E2 car on a alors deg tr k(u)/k(g(u))sc+1 .
Ies faisceaux

J J " o_ J
HpF Bp, IV - (B 0 UY) Enm, Pl
sont donc cohérents pour j < n-c-1 (SGA 2 VIII 2.3) . En utilisant SGA

2 1 2.8, on voit de plus que les morphismes canoniques

g%F (U - (B, U U")—> %1 P (v - (B, UTM)

J J
F|Uu'—sH Flu"
% Yoe,
sont bijectifs pour i < n-c-1 , injectifs pour i = n-c-1 . Soit G (resp.
M, , resp. N1) le complexe obtenu en tronquant Ri*i*F (resp. Rk*k*F s Tresp,

1 *
R1,1 F) en degré 2 n-c~1 et

F

N
les morphismes canoniques., Utilisant EGA I 9.4.3 et le fait qu'un complexe &
cohomologie cohérente bornée est quasi-isomorphe & un complexe & objets cohé-
rents (SGA 6 II 2.2.2.1), on voit que 1l'on peut trouver des complexes M ,
M, NE Dzoh(x") et des morphismes b , c ,d , e , prolongeant respectivement

les restrictions de M, , by 0y, e, A U"—(E2 nou") etde L d1 a o,

[}

—_—y

1=

—_———

1

a
e, e
b1 1

tels que le diagramme

F ____.f;__a, G
d e c

N—2P u

soit commutatif, Si C est le cébne de c¢c , D le cbnede d , B 1le cbne de

b , on a montré que les faisceaux

Hj(c)lU" - (B, nu") Hj(D)IU" Hj(B)|U"—(E2 nu"

.

sont nuls pour j < n-c-2 ,
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Pour tout point u€U" qui appartient a E ou & E1-E2 , On a, par
définition de M ,

profuM 2 n-c .

Vu la définition de E1 , on a donc

profuM 2z Inf(n-c,n-§_,u)

T"
en tout point wu € U"—(EaﬂU") . Comme on & 8p,u = en tout point u € E, ,
la relation ci-dessus est satisfaite en tout point u€U" . On peut donc appli-
quer 2.6 au morphisme U" - S" , & la partie fermée T" de S" et au com-

1

plexe M . Soient j : U" — X" 1'immersion canonique, "limg Jm un systéme

projectif de complexes, a cohomologie conérente, uniformément bornée, représen-—
tant Rj,(MIU") et, pour tout m=0 , soit K; le cdne du morphisme J; - M.

si zZ= g—1(T") , 11 résutte de loc, cit. que le systéme projectif
. i 1
"1.]_.1’111".'1 H]Z- (X"’Jm)
est nul pour i < n-c-1 .

Montrons que, quitte & restreindre S" & un ouvert contenant stricte-
ment S' , les mémes conclusions sont valables pour G (resp. N) au lieude M .
On peut supposer le morphisme Rj,(G|U") = Rj,(M|U") (resp. Rj, (N|U") -
Rj,(M|U")) défini par la donnée d'un systéme.projectif de morpﬁismes
Jm‘~ JJ ;5 on note Ji le c8ne du morphisme Jm - J; , de sorte que "lim" Ji
est isomorphe & Rj,(Cc|U") (resp. & Rj,(D|U")) . Nous allons montrer que,
quitte & restreindre S" & un ouvert contenant strictement S' , le systéme

projectif des H%(X",Jﬁ) est nul pour j < n-c-1 , Soit I 1le faisceau

H%(x",}f""'z(c)) (resp. HZ(X",Hn-c_Z(B))) . Ia relation H(C)|U"-(E,NU") = 0
(resp. HY(B)|U" = 0) pour j <n-c-2 et le fait que E, N Z = montrent
que l'on a un isomorphisme

"l.i.m]; HO(X",I"mI,) ~ "loj_.m;;l HT;—C—Z(XH’JEJ) .

Soit t un point maximal de S"-S' ., Quitte & restreindre S" & un ouvert
contenant t , on peut supposer que tous les points associés & L se projettent

en t et que, si x est un tel point, on a
xinyneg'(t) £o.

Par suite les g*(Inmglt sont des sous-k(t)-espaces vectoriels de g*(L)t dont
1'intersection est nulle. On peut donc trouver un entier m tel que

(g*(ImI.))t =0 , Quitte & restreindre S" & un ouvert contenant S' et t ,

on a Ho(x",I"mL) = 0 . Ceci prouve que le systéme projectif des

Hg-c-z(x",Ji) est nul. Ie fait qu'il en soit de méme de "lim;_H%(x",Jm) pour
j € n-c-1 résulte alors de la propriété analogue pour "lim; H%(X",J;) et de
1.6.2, appliqué aux suites exactes
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1y 02 (x, 0)—> By (a3 —= T (k0

Soient "limy K (resp. "limy Nm) le céne du morphisme canonigue
Rj,(a|lu") = G (resp. Rj,(N|U") = N) . On déduit de ce qui préciéde et de
1.6.2, 1.6.3, que le morphisme canonique

Hiz(x",G) —> lim Hiz(x",Km) (resp. Hiz(x",N)—» lim sz“(x",Nm))

est bijectif pour i < n-c-1 , injectif pour 1 = n-c-1 et que le systéme pro-
jectif des H;(X",Km) (resp. H;(X",Nm)) satisfait & la condition de Mittag-
Ieffler pour i < n-c-2 ; on voit enfin, comme dans 3.1, que la méme condition

est vérifiée si 1'on remplace X" ar un ouvert W< W_  contenant Y" .
P 0

Revenons maintenant & F . Ies complexes F et N sont isomorphes
sur VO . D'autre part, pour tout point u € X' - Vo , On a

profuN 2 n-c .,

On a en effet proqu < n-c si et seulement si uECEUE et la relation précé-
dente est vérifide aux points de EUE3 par définition de N , Par suite, pour

tout voisinage ouvert W de Y" dans X" , le morphisme canonique
B (W',N)—>1lim H (X',F/T"F)

s'identifie, pour i < n-c-1 , au morphisme ¢i . En particulier il est bijec-
tif pour i <n-c-1 . On considdre alors le diagramme commutatif suivant :

H%vcf_z(w'm — S B2, ) ——— B2, N) —— ®22C (W, )

) I Lo

Lim B2 (xn, N )= 1imy B2 (x, W )~ timy HOTE(x N )~ Limp BSOT(x,m)
Ies lignes de ce diagramme sont exactes car "lim! H;_C_Z(X",Nm) satisfait a
la condition de Mittag-Ieffler., Comme B est bijectif, il en est de méme de o .
Soit “1gm£ Dm le cdne du morphisme canonique Rj!(DlU") - D . Ies faisceaux

de cohomologie de D sont concentrés sur Y en degré < n-c-2 et yp-c-z(DlU")
est cohérent. Il en résulte que le systéme projectif des -Hi(W,Dm) est essen-
tiellement constant pour i < n-c-2 , Par suite le morphisme

5773 (W,0) —> 1im #°7°73(W,D_)
est bijectif et 1l'on peut trouver wi voisinage ouvert W1 de Y" dans X" tel

que, pour tout W< W1 y 1le morphisme

B°7°"2(§,0) —> 1im H*°72(x",D_)
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soit injectif. Considérons alors le diagramme commutatif suivant :
B*7°"3(w,p) "2 (w,p) 772 (w, W) H%2(y,p)

Pn-c-2 ¢

Lin #7730, )~ Lamy BVCT2(W, B/~ Lamy BVOTR(RN, )+ Lamy ©VOTR(N,D,)

Comme le systéme projectif des Hn'c—B(W,Dm) satisfait & la condition de
Mittag-Ieffler, les lignes de ce diagramme sont exactes., Il en résulte que, pour

L. " PRy s
tout W< w1 , le morphisme P2 est bijectif.

Plagons-nous maintenant dans le cas ou la condition (3.7.2) est satis-
faite. 81 W est un voisinage ouvert de Y" dans X" tel que W< WO , les

complexes F et G coincident sur W ; on a donc des isomorphismes
B (W,F) ~ H (W,6) ,

quel que soit i ., D'autre part il résulte de la définition de G que le mor- _

phisme canonique
H (X", 6)—>H (W,G)

est bijectif pour i < n-c-1 , injectif pour i = n-c-1 . Il suffit donc de mon-

trer que le morphisme
H (W,6) —>1im B (X",K )
est injectif pour i = n-c-1 et que le systime projectif des Hn-c—z(X",Km)
satisfait & la condition de Mittag-Ieffler, Pour chaque m 2 0 , on considére
le diagramme commutatif suivant, dont les lignes et les colonnes sont exactes :
-c-2 -c=2 ~-c=2 -c-1
H, [ (x",3,) — BOTH(x,3) — B 1,(x',Jm)——- By o (X", 3,)
. Em

H 7 2(xn, ) —— H7OTE(xn,0) —— #R(xr,6) —— HEOT (xm,0)

lpm l“m lem
Hg—c-2(X",Kh) . Hn_c-2(X",Km)‘——— Hn—c-z(X',Kh)‘“"" Hz-c-1(X",Kh)

l / !

=C=1 yn =C=1(yn =C=1/+1 = n
Hy o a) — HO TN, ) — BTN (0 0) — H O (x, 3

Pour tout voisinage ouvert V de Y' dans X' , le morphisme canonique
i i
B; : H (X',6) —>H (V,6)

est bijectif pour i < n-c-2 , injectif pour i = n-c-1 ., Soit en effet u un

point de X'-V . Ou bien wu appartient & E et, par définition de G , on a
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proqu 2 n-c 3

ou bien ugE et la relation ci-dessus est encore satisfaite d'aprés (3.7.2).
I1 en résulte que lé“conoyau du morphisme €n n'est autre que le conoyau Pm
du morphisme ¢£ . Par hypothése de récurrence, le systéme projectif des Pm
est nul, Soient Rm le conoyau de L. et sm le conoyau de gm . On a vu que
le systéme projectif des Hg—c-1(x",Jm) est nul ; il en résulte d'une part que
le systéme projectif des Sm est nul, d'autre part que le morphisme Em est
nul pourvu que m soit assez grand. Compte tenu du diagramme ci-dessus, cette

assertion prouve que, pour m assez grand, la suite
§p—> By —>F

est exacte. On‘déduit alors de 1.6.2 que le systéme projectif des Rm est nul
et ceci entraine que le systéme projectif des Hn_c-z(x",Kh) , qui n'est autre
que le systéme projectif des H?'c_2(x",F/ImF) , satisfait & la condition de
Mittag-leffler,

Pour finir, on considére le diagramme commutatif

Hy o2 (W,6) ————> B7072(0,6) sy B ,6)
sl I IR

Yim H77R(x0,K ) —>1im BOT2(x,K ) —lim HOTR(x0,K )

By (0,6) ————> #7°7N(W,6) ——— #7°7(w,0)

| I |

lim Hrzl—c_1(X",Km)—>limm Hn’°'1(x",Km)é,>limm Hn_C_1(X',1<]m) .

Ia premiére ligne de ce diagramme est exacte et il en est de méme de la deuxiéme
car les trois premiers systémes projectifs qui interviennent satisfont & la con-
dition de Mittag-Ieffler., Par hypothése de récurrence A est bijectif et v
injectif ; 1l'injectivité de p résulte donc du diagramme précédent.

Remargue 3.7.1.- Ia condition (3.7.1) est équivalente & la suivante :

_Pour tout point yEY , fermé dans sa fibre, pbur toute générisation
u de y , appartenant & U, on a
prof F =z Inf(n—c—1,n-codim({;},{u}) .

I1 est clair que la condition ci-dessus est une conséquence de (3.7.1)
car, si y, est un point de Y fermé dans sa fibre et u une générisation de
y , ona _

deg tr k(u)/k(g(u)) s codim({y},{u})

(EGA IV 5.6.5).
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Inversement supposons vérifiée la condition ci-dessus et soit u un
point de U tel que {u}ny #® . 51 1'on a deg tr k(u)/k(g(u)) s c+1 , il ré-
sulte de 3.4 que l'on peut trouver un point y de Y fermé dans sa fibre, tel
que 1l'on ait codim({;},{a})s c+l , d'ou la relation (3.7.1) en u . Enfin, si
1'on a deg tr k(u)/k(g(u)) > c+1 , on peut trouver un point y de

{ulng™'(g(w)) tel que codim({y},{u}) =deg tr k(u)/k(g(u)) (3.2).

COROLLAIRE 3.8.- Ies notations sont celles de 2.8. Alors les conclusions de

loc, cit. sont valables si 1l'on suppose seulement que l'on a
prof F 2 Inf(n-c-1,n-deg tr k(u)/k(g(u)) (resp. prof F 2 n-c)

en tout point uw€U tel que {;}nYﬂg_1g(u) #® (resp. tel que
{u}nYng—1g(u) soit vide).

Si V est un voisinage ouvert de Y dans X , les hypothéses entrai-

nent la relation prof F 2 n-¢c (3.2). Par suite le morphisme

X-V
Hi(X,F)—» Hi(V,F)

est bijectif pour i < n-c-1 , injectif pour i = n-c-1 . Ie corollaire résulte
donc de 3.7.

THEOREME 3.9.- Soient S un schéma local noethérien de point fermé +t , ayant
wn complexe dualisant. Soient X =8 - {t} , n et c des entiers, c=20,
U un ouvert de X réunion de c+1 ouverts affines, Y un sous-schéma
fermé de X d'espace sous-jacent X-U , défini par un idéal I , & le
complété formel de X 1le long de Y . On suppose S complet pour la topo-
logie 1I-adique. Soit F wun faisceau de modules cohérent sur X tel que,

pour tout point u€U tel que {ulnY # @ , on ait

(3.9.1) prof P Inf (n-c-1,n-dim{u}) ,

fu} désignant l'adhérence de u dans X . Si V est un voisinage ouvert

de Y dans X , on considére les morphismes canoniques suivants :

N (P. .
B (V,F) —————> lin H (X,5/T"F)
‘*’i\ 8
D .

Alors on peut trouver un voisinage ouvert VO de Y dans X tel que, pour
tout VvV < V0 , les morphismes 95 0 ¢i s ei soient bijectifs pour i < n-c-1,

injectifs pour i = n-c-1 .

. Ies hypotheses de 3,1 relatives au cas local sont satisfaites quand
on remplace n par n-1 . Il en résulte qQue  9; ¢i , ei sont bijectifs pour

i < n-c-2 , injectifs pour i = n-c-2 , Comme le systéme projectif des
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Hl(X,F/ImF) satisfait & la condition de Mittag-Leffler pour tout i (2.9.1),
6, est un isomorphisme (EGA Ogpp 13.3.1). Il suffit de montrer que Pp_cs
est surjectif et Pp—c—1 injectif.

D'aprés 3.6, on peut trouver un voisinage ouvert 0 de Y dans X
tel que la relation (3.9.1) soit vérifide en tout point u€UNO . Soit T 1'en-

semble des points u de UNO ou l'on a
prof F <n-c et dim{a} <c .

D'aprés 3.5.1), £ est un ensemble fini. Soit E = X-0 et E1 1'adhérence de
L . Pour tout point z € E U E1 , On a

dim{z} = ¢ .

Si u est une générisation immédiate d'un point z de E LJE1 , on a donc
dimfa} < dim{z}+ < c+1 .

Si de plus wu€U , les hypothéses entrainent la relation
prof F 2 n-c-1 .

Soit i : X—(ELE ) = X 1'immersion canonique. Ies faisceaux HﬁJE F|U sont
concentrés sur E pour j < n-c-1 et sont cohérents pour 3 < n—é 1 (SGA 2
VIII 2.1). Soient G,
et a, ¢+ F-G le morphisme canonique. Soient G € D

1 1 coh
geant G1|U et a : F - G un morphisme prolongeant a1|U . Pour tout point

le complexe obtenu en tronquant Ri i F en degré = n-c-1
(X) un complexe prolon-

u€lU , on a

prof G = Inf (n-c,n-dim{u})
On peut donc appliquer 2.9 au complexe G , Soient Jj : U»X 1'immersion canoni-
que et K = "lim" K le cone du morphisme Rj!(GlU) - G . D'aprés loc, cit., le
morphisme canoniqgue

H (X,6) —>1in B (X,6_ )
est bijectif pour i < n-c-1 , injectif pour 1 = n-c-1 , et il en est de méme
quand on remplace X par un voisinage ouvert V de Y , d'apreés 3.1.

Soient H 1le cdne du morphisme a et "llm“ Hm le cbne du morphisme
Rj!(H|U) - H . Ie systéme projectif des H (X Hm) est essentlellement constant
pour i < n-c-2 car la cohomologie de H est concentrée sur Y |UUE en degré
<n-c-2 , 81 V est un voisinage ouvert de Y dans X , contenu dans 0 , le

morphisme canonique
i . i
H(V,B)—=>1in H (X,H)
est bijectif pour i < n-c-2 , et 1l'on peut trouver un voisinage ouvert Vo de

Y dans X , contenu dans O , tel que, pour tout V< V0 , le morphisme

7072 (v, 1) —> im, 57072 (x, 1)
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soit injectif. On considére le diagramme commutatif

737, 8) ———> 078 (7, P) ————> Hn'I'z(v,G) — S 2y, )
B

ia l Pnocoz J{v

m H7CT3(V, B )~ Lim BT (x,B/17R)- lim HYCTR(x,K )~ lim HYCT2(x,H)

8

B, —— s 2,6 s
L |

im B (x, 7/1%) - lim Hn’°'1(X,Km)—>

Comme tous les systémes projectifs qui interviennent dans la deuxiéme ligne
satisfont & la condition de Mittag-Ieffler (2.9.1), les lignes du diagramme
ci-dessus sont exactrs. On a vu que a et B sont bijectits et y et & in-

jectifs. Il en résulte que est bijectif et Pr-c—1 injectif.

Pn-c-2

COROLLAIRE 2.10.- Reprenons les notations de 2.9 et supposons T réduit au
point fermé +t . Alors les conclusions de loc, cit, sont valables si 1l'on
suppose seulement que l'on a '

prof F 2 Inf(n—c—1,n—dim{a}) (resp. prof F 2 n-c)

en tout point u€U tel que {ujny # @ (resp. tel que {a}ﬁY = @) .

4. Applications

4.0. Soient S un schéma noethérien, f : X -~ S un morphisme propre (resp.
soit S un schéma local noethérien et X 1le complémentaire du point fermé de
S , resp. soient S wun schéma local noetherien, T une partie fermée de § ,
f : X~ S-T un morphisme propre). Soient U un ouvert de X réunion de c+1
ouverts affines sur S, Y un sous-schéma fermé de X d'espace sous-jacent
X-U , défini par un Idéal I . On suppose que S admet localement un complexe
dualisant (resp. et que S est complet pour la topologie I-adique, resp. et
que S est complet pour la topologie T-adique). On note ﬁ le complété for-
mel de X .le long de Y .

Soit € 1la catégorie des faiscegaux cohérents sur X , qui satisfont
aux conditions suivantes :

a) Pour tout point u€U +tel que 1l'on ait {ujny =¢ , on a
proqu 22 .
b) Pour tout point y€Y fermé dans sa fibre et pour toute genérisa-

tion u€U de y tel que codim({;},{u}) < c+1 (resp. pour tout yEY tel que
8,y =1 et pour toute générisation ‘u€U de y telle que codim({}},{a})s c+1



47
resp. pour tout point u€U) , on a
prof F = 1 (resp. = 1, resp. = Inf(2,c+3~5Tu)) .
Soit € 1la catégorie des faisceaux de modules cohérents & sur ﬁ

et 'soit ¢ 1le foncteur de C dans C qui, & un faisceau cohérent F , associe
A
son complété formel F 1le long de Y . On a le théoréme suivant :

THEOREME 4.1.- Sous les hypothéses de 4.0, le foncteur ¢ est pleinement
fidele.

Soient en effet F et G deux objets de C et montrons que le mor-
phisme canonique

A4
Homy (F,G) — HomX(F,(x)
est bijectif. Soit H = HomX(F,G) s on a alors un isomorphisme canonique
A
& ~ Homﬁ(F,a) (EGA I 10.8.10). De plus le morphisme canonique
A A
B (X,H) —>1im  H(X,7/T'F)

est bijectif., Il sutfit donc de montrer qu'ii en est de méme du morpnisme
9, ¢ HO(X,H) —>1lim H°(X,H/T'H) .

D'aprés le lemme 4.1.1 ci-dessous, H satisfait aux mémes hypotnéses de pro-
fondeur que F et G . Ia bijectivité de 9 résulte alors de 3.7 (resp. de
3.10, resp. de 2.10). ’

IEMME 4.1.1.- Soient S un schéma local noethérien de point fermé t , F et

G deux faisceaux de @S—moduLes cohérents., Si l'on a

prof. G = 1 (resp. =2 2) ,
on a aussi

proft(gggs(F,G)) > 1 (resp. =2 2) .

Soit i : S-{t} = S 1'immersion canonique. L'hypothése se traduit
par 1l'injectivité (resp. la bijectivité) du morphisme canonique a : G — i*i*G

I1 sffit de montrer que le morphisme canonique

* *
HomS(F,G)——y Hom }(i P,i @)

S-{t
est injectif (resp. bijectif). Ce dernier s'identifie au morphisme
*
9 : HomS(F,G)——avHomS(F,i*l G)

qui, & un élément u € HomS(F,G) , associe a u ., L'injectivité (resp. la bijec-
tivité de ¢ résulte alors de celle de a .
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COROLIAIRE 4.2.- Soient S wun schéma noethérien (resp., un schéma local noethé-
rien) ayant localement un complexe dualisant, f : X = S un morphisme pro-
pre (resp. soit X 1le complémentaire du point fermé de §S) . Soient U un
ouvert de X réunion de c+1 ouverts affines sur S (¢ 2 0) , Y un sous-
schéma fermé de X d'espace sous-jacent X-U , défini par un idéal I . Sup-
posons que U vérifie la ondition (SQ) (EGA IV 5.7.2) et que les compo-
santes irréductibles des fibres de f soient de dimension 2 c+2 (resp. que
les composantes irréductibles de X soient de dimension = c42 et que S
soit complet pour la topologie I-adique). Alors la condition Ief(X,Y) de
SGA 2 X 2 est vérifiée,

Remarque 4.2.1.- Ies conséquences de la condition Ief(X,Y) ont été &tudiées
dans SGA 2 X 2. Rappelons en particulier (loc. cit, X 2.6) que, si Y est con-

nexe, il en est de méme de tout voisinage ouvert V de Y , et que le morphisme
n, (Y) =, (V)

est surjectif.

Nous aurons besoin d'un analogue, dans le cas des faisceaux formels,
du théoréme 4.1. Nous nous bornerons & 1l'énoncé local 4.4 ci-dessous. Démontrons
la proposition préliminaire suivante :

PROPOSITION 4.3.- Soient S un schéma local noethérien de point fermé +t ,
ayant un complexe dvualisant, I un Idéal de S , Y 1le sous-schéma fermé
de S défini par I . On suppose l'ouvert U = X-Y réunion de c+1 ouverts
affines (¢ 2 0) . Soient n un entier, F un faisceau de modules cohérent
sur S tel que 1l'on ait

prof,F > n-c et prof F = Inf(n—c,n+1—5tu)

en tout point w€U . Alors on a

proft("lima F/TF) = n—c .

On applique 2.7 & l'immersion ouverte i : U- S , & la partie fermée
T ={t} , et & l'entier n . Ie cfne du morphisme Ri,(F|U) - F n'est autre que
"lim® (F/I™F) ; on voit donc que le morphisme

Hy (X, F) —> Hy(X,"lin" 7/1"F)

est bijectif pour i < n-c , injectif pour i = n-c , L'hypotheése proftF 2 n-c
se traduit par la relation

Hy(X,F) = 0 pour i <nmn-c .
Ceci montre que l'on a aussi

Hy(X,"lin" F/T'F) = 0 pour i < n-c .
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PROPOSITION 4.4.- Soient S un schéma local noethérien ccmplet, de point fer-
mé t, S =8-{t} , I et J deux idéaux de S , avec J < I . Soit T
une partie fermée de V(J) telle que T N V(I) = {t} , et soit X = ST ,
Y=Vv(I)n X, Z=V(J) N X. On suppose l'ouvert U = S~Y réunion de c+1
ouverts affines et l'ouvert V = X-Z affine., On note % le complété formel
de X 1le long de Y, %Z le complété formel de X le long de Z ,

j] i - iz le morphisme canonique, Soit F un faisceau de modules cohérent

K A
sur iZ tel que, pour tout point x de XZ , pour tout point v de
Spec GAZ , on ait
X%,x _
(%) prof F = Inf(2,c+4—dim{v}-6tx) .
Alors le morphisme canonique
o AZ o ,N x*
H(X%,3) —>H (X,p 3)
est bijectif.
Soient x un point de %Z et v un point de Spec QAZ . Si1'on

a dimf@} > 1, on a, d'aprés (%), %

prof 3 = Inf(2,c+3—8tx)+1—dimiv} .

On peut alors appliquer 4.3, dans le cas c¢=0 , au faisceau 3X et & l'entier

n = Inf(2,0+3—6tu) . On en déduit la relation

(*%) prof ("lim" 3/3"3) = Inf(2,c43-6,%) ,

. 27
en tout point x € X" .

Nous allons appliquer 2,10 au systeéme projectif "lim& E/Jma et & la
partie fermée Y . Construisons un prolongement de "l&mﬁ E/Jms a 9§' de la
fagon suivante., Pour tout m20 , soit Hm le quotient de 3/Jm3 par le plus
grand sous-module de support une partie fermée dont tous les points maximaux
x satisfont & la relation codim({;} n T,{;}) €1 .88 x est une générisation
immédiate d'un point T de T , on a 8,x = 6,741 ; comme T N v(I) = {t} , on

a 6,7 = cH (3.2). Par suite on a 8,x = c+2 et, d'aprés (**), on a

profx("lim; 3/3%8) = 1 .
I1 en résulte que les systémes projectifs "limﬁ Hy et "lgmg S/Jma sont iso-
morphes. D'autre part on a

profXHm 2

en tout point x tel que codim({;} n T,{x}) =1 . Par suite, si j est 1l'im-
mersion canonique de X dans §' , le faisceau ﬁ; = j*Hm est cohérent. Ie
systéme projectif "lim& ﬁ; est un prolongement de "limg 3/Jm3 sur S' , tel
que l'on ait
"'l— -
profu( lim» Hm) > Inf(2,c+3% Btu)

en tout point u appartenant & S' et a fortiori en tout point u € S'-Y .
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Ies hypothéses de 2.10 sont donc satisfaites pour "1&m& ﬁm et pour
l'entier n = c+2 , Soient i 1'immersion ouverte de S'-Y dans S' et
i' : UN X - X sa restriction. Ie systéme projectif Ri;("l.i_m];'l(s/Jms)l(U n x))
est isomorphe & "lim; Imﬁ/Jms . Par suite le cdne du morphisme canonique

Rif("1im"(3/3"%) |(U N X)) —> "lim" 3/7"3

donc aussi du morphisme canonique
. son IT "< e
Riy ("o By) —> "l B,
n'est autre que "l~i-m1.1'1 3/Im3 . D'aprés 2.10, le morphisme canonique
o : B(s',1imy H )—>H(S',1in_ 3/1"3)
est bijectif. On a des isomarphismes
o . = . o = . o o
B(s',lim §) ~ Um BO(8',H) ~ lm B(X,H) ~ BO(X,1im, 3/373) .
Par suite le morphisme ¢ .s'identifie au morphisme canonique
o,N fo) A *
#°(%%,3) —>°(X,0"3)

ce qui prouve que ce morphisme est bijectif.



CHAPITRE II

Prolongement des hypotheéses de profondeur.

Soient X un schéma noethérien, Y une partie fermée de X , % le
complété formel de X 1le long de Y, % un faisceau de modules cohérent sur
% . Ies faisceaux ¥ qui interviennent dans le théoreme d'algébrisation (IV
1.4 et 2.8) satisfont & des hypotheses de profonieur "aux points qui n'appar-
tiennent pas & Y" . Ia technique utilisée pour algébriser un faisceau formel
3 nécessite des hypotheéses de profondeur 3 aux points fermés de Y . Ia pro-
position 1.5 ci-dessous permet de se ramner & ce cas, du moins si F vérifie la
condition (Sz). Ia réduction au cas ou cette dernidére condition est satisfaite

se fait par "décomposition primaire" (2).

1. Prolongement de la propriété d'étre de Cohen-Macaulay

Ies résultats de ce numéro sont basés sur la classification des modu-
Jdes localement libres dans le complémentaire du point fermé d'un anneau local
régulier ([8] 7.4). Démontrons d'abord le lemme suivant qui permet de se ramener

au cas d'un anneau régulier.

ILEMME 1.1.~ Soit A un anneau local noethérien complet de dimension n . On
peut trouver un anneau local régulier complet B de dimension n+1 , un quo-
tient C de B et un homomorpnisme local, fini, injectif,

¢ : C = A.
Soit k 1le corps résiduel de A et p20 sa caractéristique. D'apres

EGA IV 19.8.6, on peut trouver un anneau de Cohen W de corps résiduel k et

un homomorphisme local
6 : W —A,

induisant 1'identité sur k . Soient B' = W[[X1,...,Xn]] un anneau de séries

formelles & n variables sur W et soit XypeeerX, W systéme de paramétres

n
de A ., Comme A est complet, on peut définir un homomorphisme local

¢' ¢ B' - A

qui coincide avec 6 sur W , tel que l'on ait ¢'(Xi) =x, pour i € [1,n] .
Soit C 1'image de ¢' et

9 :C ~ A

-. morphisme déduit de ¢' par passage au quotient., Comme C est un anneau lo-
~al noethérien complet, il suffit, pour prouver que A est fini sur ¢, de
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.ontrer que A est un C-module quasi-fini (EGA O 7.4.3). Soit m 1'idéal
maximal de ¢ ., Comme C et A ont méme corps rédisuel, il suffit de montrer
que mA est un idéal de définition de A ., Or mA est 1'idéal engendré par

Dy XypeearXy donc contient un systéme de paramétres, Enfin B' est de dimen-
sion n+1 dans le cas ou A est d'inégales caractéristiques j on prend alors
B=B'.Si dim B' =n , il suffit de prendre B = B'[[X]] .

IEMME 1.2.- Soient B un anneau local régulier complet de dimension
n,X1,...,Xh un systeme régulier de paramétres de B , S 1le spectre de B .
Soit g : Z—= S 1le schéma obtenu en faisant éclater 1'idéal I=(X1,...,Xn) .

Alors le schéma Z est régulier. Soit r un entier = 1 . Posons
v

n

P = BY/(X X000 X,)
et soit Q 1le quotient de g*f par son sous-module de torsion. Alors on a
les conclusions suivantes :

1) 8i 1'ona r =1, Q est localement libre.

2) 8i 1'on a r>1 , il existe un unique point z de Z +tel que Q
soit localement libre dams Z-{z} . Ie point =z ne dépend pas de r . Enfin
on peut trouver un systéme régulier de parametres de GZ,Z y ByreeesBy tel
que 1l'on ait un isomorphisme

n r-1
Q, = GZ,Z/(z1 , z2,...,zn) .

Ie fait que 2 soit régulier résulte de EGA IV 19.4.3 et 19.4.4. On
consideére la suite exacte

0—> 65 —&» 65 —>P—30 ,

ol 1'on a posé ¢(1) = (Xf,XQ,...,Xn) . On en déduit, par image inverse par g ,
la suite exacte

¢ n *n
O——4>®Z-——%> @Z~—>g P—>0 ,
1l'exactitude & gauche de cette suite résultant du fait que Ker ¢ est concentré

sur la fibre fermée, donc est un module de torsion.

Ie @Z—module QZ(1) n'est autre que Io ; on note XyyeeasX les

Z n
sections globales de @Z(1) images inverses respectives de X1""’Xn 5 si
s @z(1) ind @Z

Z; = j(Xi) . Soit

est 1'image inverse de 1l'injection I - 6, , on pose

3

n

8 :6,(-1) =0,
le morphisme déduit, par tensorisation par @Z(—1) , du morphisme de GZ dans

@Z(1)n qui envoie 1 sur (Zf_1x1,x2,...,xn) et k 1le morphisme déduit de j

par tensoriation par @Z(-1) . On a alors un diagramme commutatif
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O en déduit la relation Im¢ © Im6 . Comme 'Ime/im¢ est concentré sur la fi-
bre fermée, c'est un module de torsion. Considérons le faisceau de modules

Q' = @%/Ime . On va montrer que Q' est sans torsion ; il en résultera que

Q =Q' et que Q' satisfait aux conditions 1) et 2) de 1'énoncé, Ia restric-
tion Q; de Q 2 1'ouvert D+(xi) est le quotient de @2. par 1'élément
(Z:_1x1/xi,x2/xi,....,xn/xi) . Pour i>1 , Qi est libre et il en est de méme
pour i=1 si 1'on a r=1 , d'ol 1). Considérons enfin Q1 dans le cas r>1 .
L'idéal de 1l'anneau des sections globales de D+(x1) , engendré par

Zy s x2/x1,...,xn/x1 , est maximal. Par suite il y a un seul point =z € D+(x1)
ol Q1 n'est pas libre. Comme dim Gz,z =n , les éléments Z1,x2/x1,..i,‘xn/x1
forment un systéme régulier de paramétres de 1l'anneau local SZ,Z , d'ou 2).

PROPOSITION 1.3.- Soit A un anneau local régulier complet de dimension n23 ,
Soit M un A-module de type fini, de profondeur 2 n-1 , tel que F = u
soit localement libre dans le complémentaire du point fermé de Spec A , Alors
on peut trouver un éclatement f : X - Spec A d'un idéal primaire de A ,
tel que X soit régulier et tel que le quotient de <£*F par sons sous-module

de torsion soit localemert libre.

1) Cas ou A est un anneau d'égales caractéristiques.

Si k est le corps résiduel de A , on a un isomorphisme
A~ x[[X,,..0x 1]
(EGA IV 19.6.4). Comme on a prof M = n-1 , donc dim.proj.M s 1 (EGA IV 17.3.
4), on peut trouver des modules libres de type fini Ib et ‘LT‘ et une suite
exacte

(%) 0O=- L, = Ib -M=-0.

1
Comme M est localement libre dans le complémentaire du point fermé de Spec A ,
ExtA(M,A) est un module de longueur finie ; si m est 1'idéal maximal de A ,
on peut donc trouver un entier r tel que l'on ait
(%) " Bxt)(4,A) =0 .
Définisscns un morphisme de k-algdbres

¢+ B =[[x,..0x ]l -2

en posant ¢(X,) = X. pour 1sis<n . Ie morphisme { est fini, injectif et A
i i
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est un B-module libre, Soient S = Spec A , R = Spec B , et soient s le
point fermé de 8 , t le point fermé de B et ¢ : S—= R le morphisme déduit

de ¢ . Si N = M[¢} et si G =N sy ona G =g¢,F . Ia restriction de G a
l'ouvert R-{t} est localement libre et l'on a

prof N = prof,M = n-1

B A

(EGA IV 6.4.2).

D'aprés le lemme 1.3.1 ci-dessous, on a un isomorphisme

. 1 1
i+ Extp(N,B) = ExtA(M,A)N] .

Si n est 1'idéal maximal de B , la relation (**) entrafne alors la relation
n Bxtl(N,B) = 0 .

Cela revient & dire que Ext;(N,B) est un module sur le corps résiduel k de
B ; si 1 est sa longueur, on a un isomorphisme

Ext(N,B) ~ k' .
soit P = Bn/(X1,...,Xn) ; d'aprés le lemme 1.3.2 ci-dessous, on a un isomor-

phisme

Bctl(2h,B) ~ K

On peut donc appliquer [8] 7.4 & N et a Pl . On note que N et Pl sont

reflexifs et que 1'on a un isomorphisme

Ext)(N,B) ~ Ext}(p!,B) .

D'apres loc. cit,, on peut trouver des entiers ‘m et m' =20 , tels que 1l'on

* ' .
ait un isomorphisme N*eBm ~ P1 oB" , d'ol un isomorphisme

¥oE® ~ plep®' .

Soit g : Z - R 1le schéma obtenu en faisant éclater 1'idéal maximal n . D'aprés
1.2., 2 est régulier et le quotient de g*§ par son sous-module de torsion
est localement litre ; il en est donc de méme du quotient de g*G par son sous-
module de torsion,

On considére alors le carré cartésien

0
....._._._..,Z
gl

¢
R

—

H
U ———

Comme ¢ est fiddlement plat, X se déduit de S en faisant éclater 1'idéal
¢_1(n) . Comme ¢ est fini, on a un isormorphisme canonique

* *
8 PxF ~ 0, F
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Si T (resp. T') désigne le sous-module de torsion de f*F (resp. de g*g,F) ,
on a un isomorphisme ©,T ~ T' car 6 est fini, surjectif. Par suite on a

¥* *
8, (£ B/T) ~ g ¢,F/T" .

Comme g*¢*F/T' est localement libre, il en est de méme de ZI*F/T .

2) Cas ol A est un anneau d'inégales caractéristiques.

Soient k 1le corps résiduel de A , p sa caractéristique. On peut
trouver un anneau de Cohen W , un homomorphisme local, fini, injectif, qui in-
duit un isomorphisme sur les corps résiduels,

1 . [ - -

¢ At = WX, LX) (1] - A
(EGA IV 19.8.8 (ii)). Comme A est régulier, A est un A'-module de Cohen-~
Macaulay donc est libre sur A' ., Si m est 1'idéal maximal de A , on Vvoit,
comme dans 1), qu'il existe un entier r tel que l'on ait

mt Extl(M,A) =0.
Considérons le ﬁorphisme de W-algébres

no. = - 1

¢" ¢ B w[[x1,...,xn_1]] A
défini par ¢"(Xi) = Xi et posons ¢ = ¢' ¢" ., Si N ='M[¢] , On a un isomor-
phisme

1 1 .
Eb(tA(M,A)[¢] ~ ExtB(N,B) 3

par suite, si ¥ est 1'idéal engendré par pr,X1,...,Xn_1 y On a

u Ext)(N,B) = 0 .

Ceci montre que Extg(N,B) est un module de torsion de type fini sur W .
D'apres le théoréme de structure des modules de torsion de type fini sur les
anneaux principaux ([3] Algebre ch. VII § 4 ne 2), on peut trouver des entiers

T, Z2 ... 2T tels que 1l'on ait un isomorphisme

1 r1 rm
ExtB(N,B) ~Wp & ... ®Wp .

r. .
§i l'on pose P, = B"/(p 1,x1,...,xn_1) , il résulte de 1.3.2 ci-dessous que
l'on a un isomorphisme
r.
1 i
ExtB(Pi,B) ~ W/p .

Par suite, si P = @& Pi y On a un isomorphisme
1sism

1 1
Ext;(P,B) ~ Exty(N,B) .
D'aprés [8] 7.4, on peut trouver des entiers m et m'20 tels que l'on ait un

isomorphisme
1
Nes ~pe " .
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Soit f : X = R 1le schéma obtenu en faisant éclater 1'idéal maximal de B .
D'aprés 1.2, X est régulier, le quotient de £%P par son sous-module de tor-
sion est localement libre en dehors d'un point fermé =x , on peut trouver des

é1léments XiseearXy de @X,x tels que DyXyseserXy

X,X

1 forment un systéme
régulier de parameétres de 6 et que 1l'on ait un isomorphisme

»
-1

r,
*~ ~ n 1 f
(£%P) ~ 1s?sm GX’X/(p 1K e esX

) .

n-1

On fait de nouveau éclater 1'idéal maximal de @X x 38U bout de T, opéra-
’

tions, on obtient un éclatement d'un idéal primaire de R (EGA III 2.3.6),

g+ Z2—-R,
tel que Z soit régulier et tel que le quotient de g*§ par son sous-module
de torsion soit localement libre ; il en est alors de méme du quotient de g*ﬁ

par son sous-module de torsion. Iz démonstration s'échéve comme dans 1).

IEMME 1.3.1.- Soient R et § deux schémas locaux noethériens réguliers,
¢ ¢+ S—= R un morphisme fini, F un faisceau de modules cohé;ent sur S .

Pour tout 1 € N , on a des isomorphismes

i i
ox (Bxtg(P,64)) ~ Bxtp(g,F,00)

Comme R et S sont réguliers, @R et @S sont des complexes dua-
lisants sur R et S respectivement et 1l'on a un isomorphisme ¢!0R ~ @S .
D'aprds le théordme de dualité pour un morphisme fini ([6] III 6.7), on a un

isomorphisme
1
R ¢,RHOm(F,9 6p) =~ RHomS(R PxFr0p) .

Ie lemme résulte de cet isomorphisme, compte tenu du fait que le foncteur Py

est exact.

LEMME 1.3%3.2.- Soient B un anneau intégre, X1,...,Xh des éléments non nuls
de B, et soit P 1le B-module Bn/(X1,...,Xh) . Alors on a un isomorphis-
me

Ext](¥,B) ~ B/(XyseeesXy) -
On considére la suite exacte de B-modules
o-B838"-pP~0,

ol i est 1l'injection définie par i(1) = (X1,...,Xn) . On en déduit, en ap-
pliquant le foncteur Hom , la suite exacte

HomB(Bn,B) —3 Hom (B, B) —> Ext];(P,B)——->O .
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Si (ei)1sisn est la base dvale de la base canonique de 1B , J(ei) est
1'homothétie de B de rapport Xi . Cela prouve que ExtB(P,B) est isomorphe

au quotient de B par 1'idéal engendré par X1,...,Xn .

PROPOSITION 1.4.- Soit S un schéma local immersible dans un schéma régulier,
On éuppose S équidimensionnel de dimension n=23% , Soient t 1le point fer-
mé de S , U = 5-{t} et soit F un faisceau de ®S~modules cohérent de
support S , vérifiant la propriété (Sn-1) (EGA IV 5.7.2). Alors on peut
trouver un morphisme propre f : X - S et un faisceau f-ample L , tels

que les propriétés suivantes soient satisfaites :

a) Ie morphisme f induit un isomorphisme f_1(U) ~U et I/f_1(U)
est isomorphe & SU .
b) Ie faisceau f*¥F est de Cohen-Macaulay.

c) Toutes les composantes irréductibles de X sont de dimension n .

1) Cas ol S est un schéma local complet.

D'aprés 1.1, on peut trouver un schéma local régulier complet R de
dimension n+1 , un sous-schéma fermé S' de R et un morphisme local, fini,
surjectif, i : S - S' , Soient j : S' - R 1'immersion canonique, k = ji .
Ecrivons k,F comme quotient d'un &_-Module libre Ib , d'ol une suite

R
exacte

(*) 0= K~-TL, =~kF -0 .

Ia restriction de K au complémentaire du point fermé s de R est localement
libre, Soient en effet x wun point de S distinctde t et y = k(x) . On a,
par hypothése,

profXF =dim @S’X = dim &

D'apres EGA IV 16.4.8 et 17.%3.4, on a

§',i(x) T 4Im Og =t .

rof = dim H
profyk r,y

cette relation montre que K est localement libre en tout point k(x) , x # 1t ;
il en est de méme en un point qui n'appartient pas & 1l'image de k car, en un
tel point, kyF =0 .

D'aprés 1.3, on peut trouver un éclatement g : Z -+ R d'un idéal pri-
maire I de GR tel que 2 soit régulier et le quotient de g*k*K par son
sous-module de torsion localement libre, On considere le diagramme cartésien
suivant :

m
X —2

fl &
k
s —= 5

S

=]
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8i V est le complémentaire du point fermé de R , le morphisme g induit un
isomorphisme g—1(V) ~ 7V ; le morphisme k étant fini, on a k-1(k(t)) =%,
et par suite f induit un isomorphisme f-1(U) ~ U . Ie faisceau H = g*I est
un faisceau g-ample (EGA II 8.1.7) ; si 1'on pose L = m*H , le faisceau L
est un faisceau f-ample tel que 1l'on ait

() ~ 6
d'ou la condition a).

U ’

la partie fermée k(S) est définie par 1l'annulation d'une section
globale de R ; il en est donc de méme de m(X) et, comme Z est de Cohen-
Macaulay, les composantes irréductibles de m(X) sont de dimension n . Il en

est don¢ de méme des composantes irréductibles de X , d'oh la condition c),
On déduit de (*) la suite exacte
* a * *
& K—>g L—>g K, F—0 .
Comme le noyau de a est concentré sur la fibre fermée de g , 1l'image L1 de
*
a n'est autre que le quotient de g K par son sous-module de torsion donc est
localement libre, Comme Z est régulier de dimension n+1 , il en résulte que
* *
g*k*F vérifie (sn) . On a un isomorphisme g k,F~mf F et le support de ce
*
faisceau est de dimension n ; par suite m*f*F , donc aussi f F est de

Cohen-Macaulay.

2) Cas Général.

Soient § 1le complété de S , ¢ § - S 1le morphisme canonique,
U§ 1'image inversi de U dans S . Ies hypothéses sont conservées quand on
remplace S par S et F par o¢*F car S est formellement équidimensionnel
(EGA IV 7.1.10) et ¢ de Cohen-Macaulay ([6] V 10). D'aprés 1), on peut trouver
un morphisme propre f : ﬁ - g , induisant un isomorphisme %_1(U§) ~ Ug y un
faisceau %—ample T tel que 1'on ait un isomorphisme il%_j(sUA) =6, » tels
S S

que §*¢*F soit de Cohen-Macaulay. D'apreées 1.6 ci-dessous, - f * provient par
image inverse par ¢ d'un morphisme propre f : X = S telVQue f_1(U) ~U et
L est image inverse d'un faisceau f-ample I tel que L|U‘: sU.. Comme le
morphisme ¢ est fiddlement plat, f£*F est de Cohen-Macaulay (EGA v 6.4.2).

IEMME 1.6.- Soient S un schéma local noethérien de point termé t , U = S-{t},
5 1e complété di S, 9 : % - S le morphisme canonique, U§ = @-1(U) .
Soient 3 ﬁ - S un morpnisme propre, induisant un i1somorphisme
%’1(U§) Uy, 1 un faisceau Zf-ample tel que l'on ait ilf-1(U§) 2O o
Alors on peut trouver un morphisme propre f : X = S et un S-isomorpnisze
& ~ X xsg ; un faisceau f-ample L dont 1l‘'image inYerse sur ﬁ soit iso-
morphe & T . De plus f induit un isomorphisme £~ '(U) ~U et L|U est

isomorphe & 6y -
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% 4 hen . :
Si 1'on pose 8 = & f 1L , On & un isomorphisme

*
nzo
as A
r : X =~»Proj 8
(EGA II 4.6.3 et 5.4.4). D'aprds [2] 2.6, on peut trouver, pour chaque n20 ,
un 6.-Module cohérent Mh , un isomorphisme i : MnIU ~ 6, et un isomorphisme
S A ~ ren n - X
du complété Mo~ £,L . On voit de méme que
$ = & M
n20
est muni d'une structure de os-Algébre graduée telle que 8§ ®s§ soit isomorphe
4 8 .51 1'on pose X =Proj 8, ona
A A
XXSS ~ Proj 8
A
(EGA II 2.8.10). Soit ¢ : X - X4A1a projection canonique, Si I = @X(1) , on a
*
des isomorphismes ¢ L ~ sx(1) ~ L (EGA II 4.6.3.1). D'aprés EGA IV 2.7.1 et
2.7.2, le morphisme f est propre ; il induit un isomorphisme f_1(U) ~TU; le

faisceau L est f-ample tel que 1l'on ait L|U ~ QU .

2. "Décomposition primaire" des faisceaux formels cohérents

2.1.- Soient A un anneau noethérien, M un A-module de type fini ; il
existe un unique sous-A-module N de M dont le support ne contient aucun
point maximai du support de M , tel que M/N n'ait pas de composantes immer-
gées, Il existe en effet un plus grand sous-module N de M dont le support
ne contient aucun point maximal du support de M . Montrons que M/N n'a pas
de composantes immergées. Si x est un point de Spec A associé &  M/N , il
existe un sous-module P de M/N , de support {x} ; 1l'image inverse P de
P dans M est un sous-module contenant strictement N ; vu la définition de
N , cela entraine que x est un point maximal du support de M , d'ou le fait

que M/N n'a pas de composantes immergées,

On dit dans ce qui suit que N est le sous-module immergé de M .

LEMME 2.1.1.~ Soient A - B un morphisme plat d'anneaux noethériens., Si M est
est un A-module de type fini, N 1le sous-module immergé de M , et si les
fibres du morphisme f : Spec B = Spec A vérifient la propriété (S1) ,

N ®AB est le sous-module immergé de M ®AB . Inversement, supposons f fi-
delement plat et soit N un sous-module de M tel que N @AB soit le sous-

module immergé de M ®AB . Alors N est le sous-module immergé de M .

Soit en effet S (resp. S') 1le support de M (resp. de N ) . Ie sup-
port de M ®,B (resp. de N ®AB) est f_1(s) (resp. f_1(S')) . Un point maxi-
mal de f-1(s) se projette en un point maximal de S (EGA IV 2.3.4). Par suite
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f_1(S') ne contient aucun point maximal de f_1(S) . Ie sous-module immergé de

M ®AB est alors N ®AB car M ®AB/N ®AB n'a pas de composantes immergées

(EGA IV 6.4.1), Inversement, si N ®AB est le sous-module immergé de M ®AB y

M/N n'a pas de ccmposantes immergées d'aprés loc, cit., et le support de N ne
contient aucun point maximal du support de M ; N est donc le sous-module im-

mergé de M .

2.1.2.- Soient X wun schéma formel localement noethérien, ¥ un faisceau de
modules cohérent sur X . Si V est un ouvert affine de X , on note IV le
schéma Spec F(V’®I) s By le faisceau de @IV-modules r(v,3)"” , etc. Si W
est un ouvert affine tel que W< V , le morphisme de restriction

F(V,SI) - F(W,GI) permet de définir un morphisme

Pr,w P w T Yy -

On a un isomorphisme canonique F.. . De méme, pour tout point x€V ,

>
oy, wi3y) = Fy

on a un morphisme canonique

¢V,V : Spec ®I,x - 1V

et la fibre & de ¥ en x est canoniquement isomorphe & ¢; X(& Ies

V) .
X ’
CPV,X et CPV,W sont plats ( 4] ch, III § > th. 1).

Supposons que V puisse se réaliser comme sous-schéma fermé d'un
PP q b

morphismes

schéma régulier. D'aprds [6] ch. V. § 10 , les fibres formelles d'un schéma local
régulier sont de Cohen-Maczulay ; il en résulte, compte tenu de EGA IV 6.6.1,

que les morphismes sont de Cohen-Macaulay.

cPV,W et cPV,x

PROPOSITION 2.2.- Soit X wun schéma formel localement noethérien, localement
immersible dans un schéma formel régulier. Soit F un faisceau de modules
cohérent sur X . Alors il existe un unique sous-faisceau G de JF tel
que, pour tout ouvert affine VvV de Y1 , QV soit le sous-faisceau immergé

de 3V . On dira que G est le sous-faisceau immergé de J .

Soit (Va)aEA un recouvrement de Y par des ouverts affines Va tel

que chaque Vo soit un sous-schéma formel d'un schéma formel affine régulier.

Chaque IV est un sous-schéma fermé d'un schéma régulier ; donc, si V est un
a
ouvert affine contenu dans V , le morphisme 99y v est de Cohen-Macaulay
a’
(2.1.2). soit qv le sous-faisceau immergé de 3v s d'aprés 2.1.1,
a a

* N . . .
¢va’qua est le sous-faisceau immergé de EV . Par suite les Qva se recollent

et définissent un faisceau ¢ 'qui a la propriété cherchée.
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PROPOSITION 2.3.- Soit X un schéma formel localement noethérien, localement
immersible dans un schéma formel régulier. Soit F un faisceau de modules

cohérent sur Y . On peut trouver un ensemble fini de faisceaux cohérents

(3;)

. et un monomorphisme
i’o0<izn ®

F = & 31 ’
o<isn

tels que la condition suivante soit satisfaite :

Pour tout ouvert affine VvV de X , 3i n'a pas de composantes immer-

f v
gées et a pour seuls points associés des points associés & Iy -

Soit G 1le sous-faisceau immergé de & et G 1l'annulateur de G .

On peut trouver un entier p>0 tel que 1l'on ait
gna®zs=0 .

On se rameéne en effet au cas ou Y est un schéma formel affine Spf A ; & est
alors de la forme MA , o M est un A-module de type fini (EGA I 10.10.5), et
1l'assertion résulte du lemme d'Artin-Riesz, appliqué & M . On a alors un mor-

phisme injectif
£:3-3/4e3/063 .

Soient 3, = 3/¢ , ¥ = 3/Gp3 . Pour tout ouvert affine V de Y , QV est le
sous-faisceau immergé de 3V 5 par suite 30V = 3V/QV n'a pas de composantes
immergées et a pour seuls points associés des points maximaux du support de SV.
Un point maximal du support de F' est un point maximal du support de G donc
est associé & F ., Soit G le sous-faisceau immergé de JF' , 3, 0= ;;'/q1 y Gy

1'annulateur de q1 et p1 un entier tel que le morphisme canonique
p
g F' - 31 @ 31/0113v

soit injectif. Ie faisceau &, n'a pas de composantes immergées et les points

1

associés & 31V sont aussi associés a SV quel que soit l'o%vert affine V de
X . De plus il existe un plus grand sous-module 3; de 3'/0113' tel que, pour
tout ouvert aftine V de X , 3;V soit le plus grand sous-module de

b
(31/011 3')V dont le support a pour seuls points maximaux des points associés

4 %, . Cette derniére condition entraine que le morphisme

v

P
1
3 3,03 @ 31/0.1 3

déduit de f et g , se factorise en un monomorphisme

- '
F 3 ® 31 ® 31 .

On peut alors recommencer pour, 3; la construction faite pour F' , Si n est
le plus grand entier tel qu'il existe un ouvert affine V de X et une suite-

de points XorXy9eeasX, , 8SSOCIE & GV 141
on obtient, aprés n opérations comme ci-dessus, des faisceaux si qui satis-

, tels que x € {Ei} pour Osisn-1 ,
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font aux conditions de 1'énoncé et un monomorphisme

F - 30 ®F & ... 8 3n .

1

DEFINITION 2.4.- Soit X un schéma formel localement noethérien. Om dit qu'un
faisceau de modules cohérent F sur Y vérifie la condition (sn) (resp.
est de Cohen-Macaulay) s'il vérifie les conditions équivalentes suivantes
(EGA IV 6.4.1) :

(i) Pour tout ouvert affine V de Y , &

- vérifie la condition (Sn)

(resp. est de Cohen-Mecaulay).

(ii) Pour tout point =x€X , le faisceau 3X vérifie la condition (Sn)

(resp. est de Cohen-Macaulay).

PROPOSITION 2.4.1.— Soit X wun schéma formel localement noethérien, localement
immersible dans un schéme formel régulier, Si F est un faisceau de modules
cohérent sur %I , l'ensemble desvpoints x de Y ou ¥, vérifie (Sn) est
un ouvert de Y .,

Soit (va)aEA

tels que, pour tout a€A , IV puisse se plonger dans un schéma régulier. Soit
U, 1l'ensemble des points de axva ol sva vérifie (Sn). D'aprés EGA IV 6.11.2,
1'ensemble Ud est ouvert dans Iva . Par suite 1l'image Za de Uﬁ dans X

est un ouvert. Ia proposition en résuvlte, l'ensemble des points ol 3x vérifie

un recouvrement de X par des ouverts affines Va ,

(Sn) n'étant autre que la réunion des Zy .

Notons qu'un faisceau formel cohérent vérifie la condition (S1) si et
seulement si son sous-faisceau immergé (2.2) est trivial. Ia proposition ci-des-
sous montre que 1l'on peut plonger un faisceau formel cohérent, vérifiant (S1),
dans un faisceau formel cohérent vérifiant (sz).

PROPOSITION 2.5.- Soit X wun schéma formel localement noethérien, localement
immersible dans un schéma formel régulier et soit F un faisceau de modules
. cohérent sur Y , vérifiant (S1). Si V est un ouvert affine de I , On
note ZV 1l'ensemble des points x du support de av tels‘que dim 3V,X 22,
Alors on peut trouver un faisceau de @x—modules cohérent @G , vérifiant
(S2), un monomorphisme
F= G 5
tels que, pour tout ouvert affine V de X , QV soit la zv—cloture de
3, (EGA IV 5.9).

Si V est un ouvert affine de Y , on note 8& la Zv—cléture de

3V .‘Soit (Va)aEA wn recouvrement de X par des ouverts affines V, o tel que



63

chaque Iv se plonge dans un schéma régulier, Si V est contenu dans 1l'un
a
des Ve o le faisceau 3& est cohérent (EGA IV 5.11.1) et vérifie (52) (EGA

IV 5.10.15). Comme vérifie (S1), le morphisme canonigque

¥y
3y = 3

est injectif (EGA IV 5.9.8). Pour tout ouvert V < V, » on & un isomorphisme
canonique

¢* (32 ) ~ 3¢
Va,V Va -V

(EGA IV 5.9.4) et on en déduit que les 3&
o

Pour tout ouvert affine Vv de X , Qv est de profondeur 2 1 en tout point de
Z, (BGA IV 6.4.1) ; par suite Gy est zv—clﬁs (EGA IV 5.10.2) ; comme Gy est

isomorphe & 3, en dehors de ZV , qv est la Zv—clﬁture de 3y -

se recollent en un faisceau ¢ .

COROLIAIRE 2.6.- Soit X un schéma formel noethérien, localement immersible
dans un schéma formel régulier et soit F un faisceau de modules cohérent
sur X . Alors on peut trouver des faisceaux formels cohérents 31 , O<isn ,
un monomorphisme
F- 9 3. ,
osisn

tels que, pour O=<isn , la condition suivante soit satisfaite :

Ie faisceau Ji vérifie (82) et, pour tout ouvert affine V de X ,

i est associé a SV .

tout point assecié & F
COROLIAIRE 2.7.- Soient X un schéma noethérien, localement immersible dans un
schéma régulier, Y une partie fermée de X , ﬁ le complété formel de X le
long de Y , 3 un faisceau de modules cohérent sur i . On suppose que &
vérifie (S1) et que son annulateur est le complété formel i d'un faisceau
d'idéaux g de @X . Soient XypeearXy les points maximaux de V(y) . On
peut trouver des faisceaux de modules cohérents 31 , O<i<n , un monomorphis-

me
F - & F .,
os<sisn

tels que les conditions suivantes soient satisfaites :
a) 3 vérifie (82) .

b) L'annulateur de 3, est le complété formel d'un idéal uy de ex

tel que V(ui) = 15;} .

On peut suppose que X = V(%) . Soit (va)aEA un recouvrement de X
par des ouverts affines Va , immersibles dans des schémas réguliers. Si V est
un ouvert de X , contenu dans 1l'un des Va , le morphisme canonique
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est plat et vérifie la condition (S1) ; par suite, pour tout o<isn , les points

de f_1(xi) associés & ¥ sont les points maximaux de f—1(xi) (EGA IV 3.3.

v
1). Soient Xy g Xy les points maximaux de f_1(xi) et posons
By = 14 Spec 6%, .
1=3<p %

A
. . N . . '
Soit 8iy * ziV XV le morphisme canonique. On définit Ei comme 1'image du

v
morphisme canonique

: 3 w(®3)
Biy * 3T BBy Fiy)

Le morphisme

a_ % - & 3.0,
v v 1<isn iv
déduit des a5y est un monomorphisme ; son noyau est en effet un sous-module
de Eﬁ dont le support ne contient aucun point maximal de ﬁ@ H 36 n'ayant

pas de composantes immergées, ce noyau est nul. De plus 316 n'a pas de compo-

*
santes immergées car il en est ainsi de giv*giv(giﬂ) .
v

Soit maintenant W un ouvert affine contenu dans V , ¢ : %W - ﬁﬁ le

morphisme canonique ; soient Ti 1'image inverse de ziv par ¢ et

A . . . . 2
hi : Ti - XW la projection canonique. Ie morphisme de Ziw dans Xﬁ se facto-
rise & travers Ti et son image est 1l'ensemble des points maximaux de Ti .

Comme ¢ est plat et comme ¢*3€ = ¥» , le morphisme ¢*(aiv) s'identifie au

W
morphisme canonigue

b, t Fa - h,.h (5
183G by (3R .

Le noyau de bi est alors égal au noyau de a._ . En effet, 3n n'ayant pas

iw w

de composantes immergées, une section de F4 , nulle aux points maximaux de

w
Ti , est nulle sur Ti . Ceci prouve que, pour tout os<isn , on a un isomorphis-
me canonique

*

¢ (3;4) ~ &% -
On en déduit que les Fi4 se recollent., Ils définissent un faisceau 3 qui
vérifie (S1) , dont l'annulateur est 1l'idéal des sections de Gﬁ nulles au-des-
sus de xi . De plus on a un monomorpnisme

F- & 3. .

osisn

L'existence de faisceaux 3, vérifiant de plus (SQ) se déduit alors de 2.5,
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3. Profondeur et faisceaux formels

3.1.~ Soient X un schéma localement noetherien, Y une partie fermée de
X, ﬁ le complété formel de X le long de Y , i : ﬁ = X le morphisme cano-
nique. Pour tout ouvert atfine V de X (resp. pour tout point x de b )

on considére le morphisme canonique
. [ — 5 - . 2 = -
J = X = spec P(V,si) V (resp. k : X = Spec °ﬁ,x Spec °X,i(x)) .

Si U est un ouvert de X , on note Uy (resp. Ux) L'image inverse de 1l'ouvert

UNYV par j (resp, 1'image inverse de Ui(x) par k) .

les faisceaux formels considérés dans IV satisfont & des hypotheéses de
profondeur aux points de (X—Y)ﬁ . Ces conditions peuvent s'exprimer sous les

formes équivalentes de 3.1.1.

Soient Z wun schéma local noethérien équidimentionnel caténaire, de
point fermé y , R un schéma noethérien tel que g—1g(y) =y ,8 tZ—-R un
morphisme plat , F un faisceau de modules cohérent sur R . Soient u un
point meximel de R , Vv un point de Z tel que g(v) =u , x =g(y) . On a
alors

codim({x},{u}) =dim 2z = dim & + codim({y}, {¥}) .

7,V
On déduit alors de EGA IV 6.3.1 1'inégalité

(%) codim({y},{v}) + profv(g*F) < prof F + codim( {X}, {u}) .

De plus, si les fibres de g sont de Cohen-Macaulay, 1'inégalité (*) est une

égalité,

PROPOSITION 3.1.1.~ Soient X un schéma localement noethérien, localement im-
mersible dans un schéma régulier, X1 une partie de X , Soit Y wune partie
fermée de X et notons X le complété formel de X 1le iong de Y . Etant
donnés un faisceau de modules cohérent F sur b , un ouvert U de X et

un entier n , les conditions suivantes sont équivalentes :

A
(i) Pour tout ouvert affine vV de X , pour tout point x de V se
ra)
projetant dans X1 et pour toute générisation u de x dans XG , apparte-
nant & Uﬁ , On a

prof 34 = n-codim( {x}, {u}) ,
ot {u} et ({x} désignent les adhérences respectives de u et x dans §6 .

(ii) Analogue & (i) mais en se bornant & un ensemble d'ouverts, immer-

sibles dans des schémas réguliers, qui recouvrent X .

iii) Pour tout point x de % se projetant dans X, , pour tout point
(1i1) tout t a .

u de Spec 64 . qui appartient 3 U, , ona
’

prof 3 = n-dim{u} .
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(dim{u} désigne 1l'adhérence de wu dans Spec 8% ) -
,

Si ¥ est le complété formel d'un faisceau de modules cohérent F
sur X , les conditioms précédentes sont dquivalentes & la suivante :

(iv) Pour tout point x € Y N X, s pour toute générisation u de x
appartenant & U, on a

prof F = n-codim( {X}, {u}) .

Il suffit en effet d'appliquer la relation (*), R désignant, suivant
les cas, l'ouvert V , l'anneau local ﬁx ou le schéma X et Z 1le complété

de 1'anneau local en x d'un sous-schéma fermé d'espace sous-jacent {u} .

COROLIAIRE 3.1.2.- Soient S wun schéma localement noethérien, localement immer-
sible dans un schéma régulier, S5, une partie de § , f : X - S un morphis-
me de type fini, Y une partie fermée de X , U=X-Y . Soit p : 2= X
un morphisme propre tel que p_1(U) soit isomorphe & U . On note X (resp.
2) le complété formel de X 1le long de Y (resp. le complété formel de 2

le long de p—1(Y)) , Do 2-% 1le morphisme canoniqué. Soit ¥ un faisceau
de modules cohérent sur ﬁ . Alors 3 satisfait aux conditions équivalentes
3.1.1 si et seulement si il en est de méme de 3*3 (relativement au morphisme

fp) .

Soit Vv un ouvert affine de X ; posons W = ﬁ%xxz et notons q 1la
projection canonique de W sur ﬁﬁ 3 le complété formel de W 1le long de
p-1(Y) N W n'est autre que p_1(VY\ et 1'on a un isomorphisme
(q*sGY\ ~ ﬁ*slp‘1(VY‘ « I1 suffit donc de montrer que, pour tout W tel que
précédemment, Q*3§ satisfait & la condition (iv) de 3.1.1 si et seulement si
il en est ainsi de 3& . Soient 2z un pointde WNY et x = p(z) . Pour que
z soit fermé dans sa fibrz au-dessus de s€S , il faut et il suffit que =z
soit fermé dans sa fibre au-dessus de x et que x soit fermé dans sa fibre
au~-dessus de s . Si VEW est une générisation d'un tel point 2z et u sa
projection sur ﬁ@ , On a

COdlm(i;},{;}) = COdlm({;},{E}) .
S5i de plus u € Uy 5 on a
profu36 = profv(q*sﬁ)
car la restriction de q & UG est un isomorphisme, Ia relation

prof 3a 2 n-codim( {x}, {u})

3st donc équivalente & la relation

prot, (a*34) = n-codim({z},{7}).
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Donnons maintenant une proposition qui permettra de ramener 1'algébri-

N

sation d'un faisceau formel & celle de sa restriction & un ouvert convenable.

PROPOSITION 3.2.- Soient X un schéma noethérien localement immersible dans un
sqhéma régulier, I et Y des parties fermées de X telles que XY .,
Notons W 1l'ouvert X-f et i : W- X 1l'immersion ouverte canonique. Soit
F un faisceau de modules cohérent sur W . On suppose que les conditions
suivantes sont satisfaites :

a) Y est défini localement par l'annulation d'un élément non divi-

seur de zéro dans F .
b) Pour tout point x de W tel que codim({X}nz,{x}) =1, on a
profo 22 .,

A
Soit ﬁ (resp. Q , resp. F ) le complété formel de X (resp. W, resp. F ) le
long de Y (resp. le longde YN W, resp., le longde Y ) , et soit
i ﬁ - ﬁ le morphisme déduit de i . Alors g*ﬁ est cohérent et le mor-
phisme canonique
. A P
a : (i, F)" - 1,F

L)
est bijectif.

Ies hypotheses de profondeur sur F entrainent que i,F et R1i*F
sont cohérents (SGA 2 VIII 2.2), ILa question étant locale sur X , on peut sup-
poser Y défini par l'annulation d'une section globale de ex qui est non di-
viseur de zéro dans i, F (EGA IV 3.1.13). Ie fait que a soit bijectif résulte
alors de SGA 2 IX 1.2.

COROLIAIRE 3.3%.- Ies notations sont celles de 3.2. On se donne un faisceau de
modules cohérent & sur ﬁ et on suppose satisfaites les conditions sui-
vantes

a) Y est défini localement par 1l'annulation d'un é1lément de @X , non
diviseur de zéro dans & .

b) ¥ vérifie la condition (82) (11 2.4).

c) Pour tout point x de ¥ , toutes les composantes irréductibles

de Sup & N Spec @ﬁ % sont de dimension 2 3 .
, 3

N
Alors le morphisme canonique & - 1*3*3 est bijectif.

Si I est un idéal définissant Y , on peut supposer que X est un
schéma affine, complet pour la topologie TI-adique. On peut alors trouver un
A
faisceaa cohérent F sur X et un isomorphisme F ~ F (EGA I 10.10). Comme

3 vérifie (52), il en est de méme de F . D'apreés c), on a

profo 22 ,
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ern tout point x€W tel que codim({x}nZ,{X}) = 1 . De plus le morphisme cano-
nique F - i, i*F est bijectif car on a prof F 22 ., Ie corollaire résulte donc

de 3.2.

z

o



CHAPITRE I11

Théorémes de finitude et théordmes d'existence.

Ia démonstration des théorémes fondamentaux du chapitre IV est basée
sur les énoncés 2.2 et 2.3 ci-dessous qui donnent des conditions sous lesquelles
une image directe d'un faisceau formel cohérent est cohérente. Ce sont des for-
mes techniques de SGA 2 IX 2. Ils se déduisent de théordmes de finitude (no1)
qui généralisent SGA 2 VIII 2.1 et XII 1.4.

1. Théordémes de finitude

THEOREME 1.1.- Considércns un diagramme commutatif

ol S8' est un schéma noethérien localement immersible dans un schéma régu-
lier de dimension finie, f un morphisme propre, i une immersion ouverte
et posons T = 8'-S ., Soient I un faisceau f-ample, F un complexe de
faisceaux de modules sur X , & cohomologie cohérente bornée, k un entier.
Si n est un entier, on pose PF(n) = F ® I?n . Supposons que, pour tout
point s€S tel que 1'on ait codim({s}nT,{s}) = 1 , et pour tout point fer-

mé x de la fibre f_1(s) , on ait

H(F) = 0 .

Alors il existe un entier n, tel que, pour n 2 n, o, le faisceau
ng*(F(-n)) soit cohérent.,

On peut supposer S' régulier, Soit K' 1le complexe dualisant sur
s' tel que X° = Oqi Ki'= 0 pour if 0, et soit K = K'|S . D'aprés [6]
VI 3.5, le complexe M = f'K est un complexe dualisant sur X . Si x est un
point fermé de la fibre f-1(s) et si 1'on pose d(s) = dim ss,s , M[d(s)] est
normalisé au point x [6] V 7.1 et VI 3.4). Soit n wun entier et soit G 1le
faisceau P(-n) . Appliquons le théordme de dualité locale ([6] V 6.3) au loca-
lisé Gx de G en x ; si I désigne l'enveloppe injective de k(x) , on a

un isomorphisme

Hy () ~ Hom(Bxt™ (6, [d(s)]),1) .
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Si le point s = f£(x) satisfait & la relation codim({s}nT,{s})= 1 , les hypo-
theses entralinent donc la relation

. -k

Ext™ (G,,M [d(s)]) =0,

ce qui peut encore s'écrire
-k+d
() (Bt %) (g,m)) =0 .
On note DXG le dual de G relativement & M ; on & un isomorphisme

canonique

G ~ DXDXG .

Appliquons aux deux termes ci-dessus le foncteur Rg, = Ri,Rf, ; utilisant le
théoréme de dualité globale ([6] VII 3.3) , on obtient des isomorphismes

(%) Rg,G ~ Ri, (Rf,(Dy(Dy6))) ~ Ri, (RHom(Rf,D,G,K) .

Notons & 1le foncteur contravariant i.Homs(.,K) et R® 1le foncteur de
Do op(S) dans D;’O(sf) , dérivé de & ., On déduit de (**) une suite spectrale

(#xx) RPo(5 %(re,D,0)) = RPMg,6 .
On a d'autre part des isomorphismes

D4G ~ RHom,(F(-n),M) ~ RHom (F,M)(n) ;

comme il n'y a qu'un nombre fini d'entiers q tels que l'on ait Ext%(F,M) =0
et comme ces faisceaux sont cohérents, on déduit de EGA III 2.2.1 l'existence

d'un entier n, tel que, pour tout n 2 n, ., on ait
rPt, (Ext(F,M)(n)) = 0

pour tout p>0 et tout gq . On suppose désormais n 2 n, . On a alors un iso-
morphisme )
H(RE,D,6) =~ £, (Ext%(e,M)) ,

. et 1la suite exacte (%***) peut s'écrire sous la forme
(#axx) D% = B® o(f, (Ext™%(c,M))) = RP*Yg,6 .

Pour montrer que ng*G est cohérent, il suffit de voir qu'il en est
ainsi de tous les termes qu tels que p+q =k , Soit j : T - S' 1l'applica-
tion canonique et soit E_ un faisceau cohérent sur S' prolongeant le
faisceau f*(gzj_q(G,M)) . Si 1'on pose Hq = Rgggs,(Eq,K') , on.a un isomor-
phisme

R Q(i*Eq) ~ Ri,(i*Hq) .

On a une suite exacte (SGA 2 I (17)) :



0 - i!i*°S' - °s' - 353*°s' -0,

ot i, et j, sont les foncteurs considérés dans loc. cit. On en déduit le
triangle

RHomg (1,1%6,,H )

RHomg, (3, 3*8 g, ,H, ) —»RHomg, (85,,H,) .
On a d'autre part des isomorphismes d'ad jonction

1
RHOmS| ( J ! j*ssl qu) ~ RMS' (°s| )Rj*j .Hq)

?

1
RHbms,(i!i*sS,,Hq) ~ RHoms,(os,,Ri*i'Hq)

(SGA 2 I 1.5). I1 en résulte que le triangle cij-dessus s'identifie au triangle

R, A%H,
! R\H
Riyd Hy —>H .
Ie foncteur j*j! n'est autre que le foncteur "sections & support dans T "

FT . Soit ¢ 1le foncteur T Hom

1 S.(.,K') , dont les foncteurs dérivés sont les

il

Extg(.,K') introduits dans SGA 2 VI. En remplagant Hq par son expression, on

obtient 1le I:Ilangle

N

RYE, — Rllony, (Eq,K')

I1 en résulte la suite exacte de cohomologie

1

- i ' - T i ' - i - + Ll -
ExtT(Eq,K ) - Ext (Eq,K ) = R Q(i*Eq) Exty (Eq,K )

Soit Iq 1l'ensemble des nombres dim OS' 4 ? ol t parcourt l'en-
’

semble T N Supp(i*Eq) . D'aprés SGA 2 VII 2.3, le faisceau EEI;(Eq’K') est

cohérent pourvu que i ﬁ Iq . Soient s€S , Ss = Spec °s,s et xs = xxsss H

on a les égalités

(1%B ) = (£,Ext73(6, M) = I(X,,Ext (6, M) |X,) .

Si -q = -k4dim 6 , on déduit de (*) la relation

S,8
(i*Ej)g =0 .

Soit alors s un point du support de i*E_; on a dim ss s # -q+k . Si
—— ’

te€TN Supp(i*Eq) , t 8 une générisation immédiate s€Supp(i*Eq) , et par

suite on &

dim ¢ -q+k+1 .

5,8 7
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Par suite Exth+k+1(E ,K') est cohérent. Il résulte alors de la suite exacte
de cohomologie ci-dessus que R q*'kéb(l*E ) est cohérent. On a donc montré que
E—q+k,q est cohérent quel que soit aq , ce qui prouve qu'il en est de méme de
R 8xG o

THEOREME 1.2.- Considérons un diagramme commutatif

ot S est un schéma noethérien, localement immersible dans un schéma régu-
lier de dimension finie, f et g des morphismes propres, i une immer-
sion ouverte., Soient L wun faisceau f-ample, 1I1' wun faisceau g-ample,

k un entier, T = X-V . Soit F un complexe de faisceaux de mqdules sur Z,

a4 cohomologie cohérent, bornée, Soit V, 1'ensemble des points x de V

1
qui satisfont & 1l'une des deux conditions suivantes :

a) x est fermé dans sa fibre f-1f(x)
b) on a codim({x}nT,{X}) =

Supposons que, pour tout point z de Z tel que x = f(z) appartienne &

V1 , fermé dans sa fibre au-dessus de x , on ait
Hl;(F) =0 .
Alors on peut trouver un entier né et, pour tout n' 2 né , un entier n,

(dépendant de n') tel que, pour tout’ nan  , on ait

-n' - .
R*(r1g),(FL'® ™ @(ig)*1®™") = 0 .

On peut supposer S integre régulier, Soit KS un complexe dualisant
sur S , normalisé au point générique de S (6] V §6). Ie complexe
K, = f!KS (resp. Kz = (fig)LKs) est un complexe dualisant sur X (resp. sur 2Z)
On note Dg (resp. DX » Tesp. D, ) la dualité par rapport & KS (resp.
en' s B (n) = P ®(1g)* . Pour tous

X

Ky , Tesp. KZ)) et on pose F , =F ® L
entiers n , n' , on a un isomorphisme canonique

R(fig),(F_,(-n)) = R(£ig),(D,(D,F_ ,(-n))) ;
compte tenu du théoréme de dualité globale (I (2.1.1)), on peut écrire le
deuxiéme terme sous la forme

R(£18)4(D,(D,F_ ,(-n))) ~ RHom (R(fig),(D,F_ ,(-n)),Ky)
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b

Soit & 1le foncteur de pro Dcoh

b fs
(z) dans pro Dcoh(s) défini par
o(.) = R(fig) RHomZ(.,K ) .
On a alors une suite spectrale (EGA III 11.4.3) :
ExtS(RTI0(F_, (-n)),Kg) = B ' 4(R(2ig),(F_y, (-n))) .

Compte tenu de cette suite spectrale, il sutfit, pour prouver le théoreéme, de

montrer que l'on a

p - -] =
Ext§(R™I0(F_ , (-n)),Kg) = 0
pour p+g =k , n et n' ayant la signification donnée dans 1'énoncé,

D'aprés EGA III 2.2.1, on peut trouver un entier né tel que, pour

tout n' 2 né , pour tout n et tout j , on ait des isomorphismes
Rg,Ext) (P, (-0),K,) = g, (Ext}(F(-n),K,) . = (8BXEI(F_,1K,)) ()

On a alors une suite spectrale de pro—os-modules cohérents

Q) LY = Rt (Ri, (g,Bxt)(F_,,K,))(0) = R a(r_ , (-n))

On peut trouver un faisceau cohérent sur X , qui prolonge g“Ext%(F_n,,Kz)
301t EJ un tel taisceau, choisi de fagon & satisfaire & la relation

FTE nt .
Soit s un point de S . On pose Ss = Spec °s,s ’ Xs = XxSSs N

dS = dim ¢ . Nous allons montrer que l'on a

S,8
(%%) ain(Supp E° LN T) < -k-j4d -1 pour tout J < -k, .

Soient x un point de Vg et 2z un point de g_1(x) , fermé dans sa fibre.
Si dim {X} désigne la dimension de 1l'adhérence de x dans XS , le complexe
dualisant K [d -dim{x}] est normalisé en =z ([6] V 7.1 et VI 3.4). D'aprés
le théoreéme de duallté locale ([6] V 6.3), la relation Hk(F) 0 est équiva-
lente & la relation

~k+d ~dim{x}
(Ext, (F,K,)), =0 .
Les hypothéses entrainent donc que 1l'on a
-k-ods—dimiz}
(%) (E-n' )x =0

pour tout n' 2 né et pour tout point x de V1 . 51 j est un entier, on a

la relation

(82,05 = 0
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en tout point x de X-T , tel que codim({X}NT,{X}) = 1 et tel que
dim{§}=—k-j4ds . Ia relation (**) résulte alors du lemme 1.2.1 ci-dessous, ap-
pliqué & 1l'entier r = —k—j+ds B

Soit I un idéal définissant T . Or &, par définitionm,
Ri, (g,Ext(P_,,K,)) = "lim! T8 , .

Pour tout entier m 2 0 , le support de Ein./ImEEn, est contenu dans 1l'inter-
section Supp Ein,nT ; d'aprés (**), la fibre en s du support de Ein,/ImEin,

a une dimension < -k—j-1-ods s on a donc la relation

Rlz, (B0 ,/1"8d_ )()) =0 powr 2 -k-j-14d_ et j< -k,

pour tous m , n et tout n' 2 né . Cela entraine que le morphisme
i j i, o3 .
RE(TEL ,(n)), = RE,(E (), ,
donc aussi le morphisme
ij _ i . 3 - i 3
(By")g = RE,(RL, (B, [V)(n))g R £, (B, (n)),

est bijectif pour i+j 2 -k-ods et j< -k+ds . Soit n' un entier 2 né « On
peut trouver un entier n, o dépendant de n' , tel que, pour n 2 n, , on ait

Rif*(EEn,(n)) =0 pour i #0 ,
quel que soit j (EGA III 2.2.1).

Fixons un entier n 2 no et démontrons la relation (*), On peut sup-
poser S local de point fermé +t ; on pose d =dim S . On vient de montrer
que, pour i # 0 , le support de E;J ne contient aucun point s tel que 1l'on
ait

k +j<dim e, _ < i+j+k .

S,s
Si j satisfait & la relation k+j<d , cela revient & dire que 1l'on a
(#xxx) cod im(Supp E§3,s) > i4j4k

pour i # O ., Nous allons montrer que cette relation est aussi valable pour
i=0 . 81 x est un point de V fermé dans sa fibre, et si s = f(x) , on &
-k+d

.S) =0

(B )y

-n'
(relation (%%**)), Posons Zj = f(Supp Efn,nv) . 1' ensemble Ej est constructi-
ble et ne contient aucun point s tel que dim ss s = j+k 3 si j satisfait
. ’
a4 la relation k+j <d , il en résulte que I. ne contient aucun point s tel N
que 1l'on ait dim ss ¢ < j+k (1.2.2 ci-dessous). En particulier la relation pré-
’

cédente entraine
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2,(R1, (82 )(n)), =0,

ce qui n'est autre que la relation (****) dans le cas i = 0 .
Soient p , q des entiers tels que p+g =k . Pour p ¢ [0,4] ,
i.e. pour q ¢ [(k-d4,k] , on a

ExtB(R T %(F_, (-n)),Kg) =0 .

Soit maintenant q tel que k-d < g < k . Pour tous entiers i , j tels que
i4j=-q et i20, ona k4 <d et par suite le terme E;j de la suite
spectrale (*) satisfait & la relation (***#*), Il résulte alors de cette suite
spectrale que l'on a

cod im( Supp R_qQ(F_n.(—n)),S) > k-q pour gq # k-d .

D'aprés SGA 2 VII 1.4, on a donc
Dip— =
ExtS(R™%(F_,, (-n)),Kg) = 0

pour tous p , q tels que p4q =k et p #4d .

I1 suffit, pour achever la démonstration, de montrer que l'on a

d, d-k
ExtS(R @(F_n,(—n)),Ks) =0 .
Soient donc i , j des entiers tels que i+j = -q =d-k ., Si 1'ona i1>0,

on a aussi k+j <d et il résulte de (****) que l'on a

codim(Supp E;’ , 5) >4 ,

i.e., que E;J = Q0 ., Par suite Rd—kQ(F~n,(—n)) est un sous-objet G de

Eg(d_k) = f*(Ri!(EE;F|V)(n)). Soient S' =85 -{t} , X' = Xx;§' , £' = £[s' ;

notons j : S' = S et h : X' - X les immersions ouvertes canoniques., Ie

faisceau EE;? est nul en tout point de f_1(t) fermé dans sa fibre n'appar-

tenant pas & T (relation (***)) ; il est donc nul en tout point de f'1(t) qui
n'appartient pas 4 T . Par suite le morphisme canonique

d-k

Rh, (81, (E27% V) [x1) = e, (227 %|v)

est un isomorphisme. En appliquant le foncteur Rf, , on obtient un isomorphis-

me -k

R(fh), (Ri, (E°

-n!

V) (n) | X" )2y B (BT, (B27¥|7) (n))

qui s'identifie au morphisme canonique

Rj!(Eg(d-k)|S') - Eg(d-k)
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Soit H 1le quotient de Eg(d_k) par G , et considérons, dans la
catégorie des pro—@S-Modules cchérents, le diagramme commutatif suivant, dont
les lignes sont exactes :

o - Rj(elsn) = R:!(Eg(’k*d)ls') - Ry (H[s") = o0

i a lb | c
v v

o = 6 ————> E ——e> e 0,

Par définition de Rj, , les morphismes a et c sont injectifs ; on vient de
voir que bt est bijectif ; il résulte donc du diagramme précédent que a est

bijectif. Il résulte alors de 1.2.3 ci-dessous que l'on a

d _
EXtS(G,Ks) =0

ce qui acheéve la démonstration.

IEMME 1.2.1.- Soit X un schéma noethérien de dimension finie, équicodimension-
nel et caténaire. Soient T wune partie fermée de X , F un faisceau cohé-
rent sur X tel que ETF =0, r un entier > 0 . On suppose que Fx =0
en tout point x tel que 1'on ait codim({X}nT,{X}) =1 et dim{xX} =1 .
Alors on a

dim(Supp FN T) < r-1 .

Supposons que 1l'on ait dim(Supp F N T) 2 r-1 . On pourrait trouver
un point t € Supp FN T , tel que 1l'on ait
dim{%} = r-1 .

Comme 1t .appartient & Supp F , il existe un point maximal X, de Supp F ,

tel que t € {E:} . Puisque L, F =0, le point X, appartient a4 X-T . Soit
X' un sous-schéma fermé de X d'espace sous-jacent {i;} 3 on a donc

dim X' 2 r .,

Cela entraine l'existence d'un point x € X'-T tel que 1l'on ait dim{x} = r

et codim({x}nT,{X}) = 1 . On peut en effet trouver un point t, de TAX

tel que dim{??} = r-1 ., L'ensemble des points fermés de Spec &

’
X',t1-{t1} est
un ensemble trés dense de ce schéma (EGA IV 10.5.8) et par suite ne peut &tre
contenu dans T ; un point fermé de Spec QX' + -{t1§ qui n'appartient pas &
’
1

T répond 4 la question. Comme on a, par hypothese, FX = 0 , on ne peut avoir
dim(Supp F N T) 2 r=1 .

IEMME 1.2.2.- Soient S wun schéma local noethérien biéquidimensionnel, de di-
mension d , k un entier <d , £ une partie constructible de § . Supposons

que £ ne contienne aucun point s tel que dim es s = k 3 alors I ne
,
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[ contient aucun point tel que dim @S s < k .
’

Soit en effet s EF point de I et supposons que dim Qs,s <k . 0n
peut trouver un point t € {s} tel que dim Gs,t: k+1 . En remplagant S par
son localisé en t , on se raméne au cas o S a pour point fermé +t et est
de dimension k41 . On a alors = N (S-{t}) = ¢ . Comme 1l'ensemble des points
fermés de S-{t} est trés dense (EGA IV 10.5.9), ona I =@ , ce qui est

contradictoire.

LEMME 1.2.3.- Soient S wun schéma local régulier de dimension d , de point
fermé t et i ¢ S-{t} - S 1'immersion canonique. Soit F = "lim® F o wn
systéme projectif de faisceaux de modules cohérents sur S-{t} . Alors, pour

tout faisceau cohérent G sur S, on a
a, .
Ext (Ri,F,G) = 0 .

Soit F = "lgm; fm un systeme projectif de faisceaux de modules cohé-
rents sur S qui prolonge F , tel que thm =0 pour tout m . Si m est
1'idéal maximal de S , le pro-objet Ri,F est isomorphe & "lim; ™ ﬁm et
1l'on a

d, . _oqa d, m=
Extg(Ri, F,G) = lim Exty(m™ F ,6) .

Comme on a prof(m"E ) > 0 , donc dp(m'F ) <d (BGA 0p,17.3.4), les faisceaux

EXt%(mmﬁm,G) sont nuls.

2. Théortmes d'existence

2.1.- Nous aurons besoin, pour prouver 2.2 et 2.3, d'utiliser 1'analogue de

EGA 011115.7.7 pour un systeéme projectif de complexes,

2.1.1.- Soit C wune catégorie abélienne et considérons les complexes & ob-
jet dans C . Si A est un complexe, on appelle préfiltration finie de A wun
systéme projectif de complexes (Fj(A))j€N , tel que FO(A) = A et tel que
FJ(A) =0 si j est assez grand. Pour simplifier, on appellera complexe pré-

filtré un complexe muni d'une préfiltration finie,

Etant donné un systéme projectif de complexes A = (Ak)k€lN ) une pré-
filtration finie de A est/la donnée de préfiltrations finies . (FJ(Ak))jEW
pour tout k€W , et, pour tous k = k' , de morphismes FJ(Ak) - FJ(Ak,) défi-
nissant un morphisme pour la structure de complexes préfiltrés, i.e. tels que,

pour tous j 2 j' , le diagramme

P (Ay) ———s ()

P (a, )
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soit commutatif,
Soit A = (Ak)kew
noniquement d'une préfiltration finie de la fagon suivante. Pour tout k € N et

un systéme projectif de complexes., On le munit ca-

tout p tel que 0 < p<k+ , soit Cp(Ak) le céne du morphisme de transition

A~ Ap_1 et posons Fp(Ak) c?(a )[ 1] ; posons enfin Fo(Ak) =A, et

Fp( ) si p 2 k41 . Pour tous k = k' et tous Jj =2 j' , on définit 1le
morphlsme de FD(Ak) dans FJ (Ak ) par passage au cdne, & partir des morphis-
mes de transition A = A , et AJ 1" Aj -1

Pour tous k , p € N, soit grp(A ) le céne du morphisme
p+1(A )~ FP(AP . Plagons-nous dans la catégorle triangulée K(C) et appli-
1 ) -
quons 1 axiome de 1l'octaddre au morphisme .composé Ak Ap+1_1 Ap_1 , ol
i €N, 0<p<k-i+l . On a le diagramme suivant dans lequel apparaissent qua-
"tre triangles :

P“(A ) Gt FP(A pédm

FP(A )
(*)

1

p+1—1

Or en déduit, en faisant i = 1 , un isomorphisme grp(Ak) ~ FP(AP) ; en parti-
culier grp(Ak) ne dépend pas de k ., Par définition, on pose

erP(a) = erP(a))
pour tout p €N et

gr'(a) = @ grf(a)

pz0

Dans le cas d'un systéme projectif strict (EGA OIII 1%3.4.2) de com~

plexes, la préfiltration définie ci-dessus sur les A, se raméne & une filtra-

k
tion, gréce & la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1.1.1.- Soient A = (Ak)k€N un systeme projectif strict de com-
plexes et FJ(A ), €N, k €N la préfiltration associde. Soit d'atitre
part F'J(A ) la filtration associée au systéme projectif A (EGA 0117
13.5.2). On peut trouver des quasi-isomoryhismes

ap + FUU(A) = FU(A) , JEW , keN ,

tels que, pour tous j =i, k 2 m , les diagrammes




&t

J J
. a . . a .
1d k J J k J
P (Ak)__..__, 7 (Ak) ol (Ak)___,F (Ak)
i alic i 3 331 j
Pro(A) - > F(A) UML) —— FU(A))
soient commutatifs (les fléches verticales sont les morphismes de transition).

Ia proposition est conséquence du lemme suivant, dont la vérification

est immédiate :

. _ i _ i .
LEMME 2.1,1.2.- Soient X = (X )i€z , Y = (Y )i€z deux complexes et soit
e (f )1€z
et K = (Ker f' )i€z . Alors la famille d'applications

un morphisme strict de X dans Y . Soient Z 1le cdne de f
g iker - eyt

définies par g (x) = (x,0) pour tout x € Ker - , est un quasi-isomorphisme
de X dans z[-1] '

2.1.2.- Soit S vun anneau muni d'une filtration (Fl(S))iEN telle que
F°(S) = S .. On se place dans la catégorie dérivée D(C) . Si A est un complexe
muni d'une préfiltration (FJ(A)) ey * OB consideére 1'ensemble des morphismes

J J _ .
Hom( (F (A))JEN , (FY(R)). €N) du systéme projectif (F (A)). jen dans lui-méme ;
on note Hom ((FJ(A))jew , (F (A)) le sous-ensemble formé des familles de

morphismes

jGN)
al : #l(a) - ()
tels que, pour j = j' , les diagrammes

Pl 2 o §',)

A)

soient commutatifs.
Par définition, la donnée d'une S-structure sur le complexe préfil-

tré A est la donnée d'un morphisme d'anneaux filtrés
. q o 3 J
bt 8= Hom(® (M) ey » (FO(A))5eq)
i.e. la donnée d'un morphisme d'anneaux tel que, pour t € Fi(S) , on ait

n(t) € Kom' ((PI(A) e » (BI(A)) jp) -

Si A et B sont des complexes préfiltrés, munis de S-structures,
on définit de fagon évidente la notion de morphisme de A dans B , compatible

avec la S-structure.
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Si maintenant A = (Ak)kEN est un systéme projectif de complexes
préfiltrés, la donnée d'une S-structure sur A est la donnée de S-structures
sur chacun des Ak , telles que les morphismes de transition.soient compatibles
avec les S-structures, Pour tous O < p < k et tout +t € F(S) , h(t) définit,
par passage aux cénes, un morphisme de grp(Ak) dans grp+i(Ak) et 1'on voit
que ceci permet de définir sur gr°(A) une structuré de module sur 1'anneau
grr(s) .

Nous nous intéressons & l'exemple suivant de systime projectif de
complexes préfiltrés, muni d'une S-structure. Soient S un anneau, I un
idéal de S, t un élément de S , et considérons la filtration I-adique de

S . Soit K wun complexe de C et supposons donné un morphisme d'anneaux
S - Hom(K,X) .

Pour tout s€S , on note encore s le morphisme de K dans lui-méme image de
k+1

s . Soit Ak le cdne de t . les Ak forment un systéme projectif si 1l'on
définit le morphisme de transiti?n Ak - Ak' , k 2 k' , comme déduit, par passa-
ge au cdrne, des morphismes tk—k et id, . On considére le systéme projectif

des A = (Ak)kelN comme préfiltré grace éK2.1.1.

Pour tout s€S , le morphisme s : K - K définit, par passage au
ctne, un morphisme de Ak dans lui-méme que 1l'on notg encore s ; pour tout
entier j , on définit de méme un morphisme s de FJ(Ak) dans lui-méme. On

obtient ainsi un morphisme d'anneaux
.S 3 J
h : S~ Hom((P (.n.k))jeIN , (F (Ak))jm) .

Supposons que I = (t) , et montrons qu'alors, pour tout i>0 , h(t%)

) s i3 3 i i, .
appartient & Hom™ ((F (Ak))jGtN , (F (Ak))jE(N) . Ie mo:r'phlsrw:a.L t s gi_1 A
de F (Aj+i—1)
dans lui-méme ; ce dernier s'identifie en effet au précédent, & translation

1
est homotope & zéro,., Il en est donc de méme du morphisme +t

prés, car, d'apres l'axiome de l'octaddre, Ai_1[1] est isomorphe au cdne du
morphisme de transition Ai+j—1
i, tels que m = j+i-1 , le morphisme composé

- Aj—1 . I1 en résulte que, pour tous m , j , i

. i . .
3 L 3
FO(Ay) > FO(A)) =T (Aj+i_1

)

ol le deuxidme morphisme est le morphisme de transition, est homotope & zéro. Ie
triangle

J
PUA )

N
i+ J
PO (A) ——> FU(A)
étant exact d'aprés (*), le morphisme e Fj(Am) - Fj(Am) se factorise en un

morphisme

th s A - P
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Ceci prouve que, pour tout kEN , h définit une S-structure du complexe pré-
filtré Ak . I1 est alors évident que 1l'on obtient ainsi une S-structure sur le
systéme projectif A .

2.1.3.,~ Nous alons voir que la notion de complexe préfiltré se raméne & la
notion de complexe filtré.

Soit £ : X = Y un morphisme de complexes, Soient Z 1le c8ne de f
et Xf[1] le cdne du morphisme Y - Z . On a donc les triangles exacts

VA 2/ \

X—————) Y Xf —Y .

De plus on peut définir des morphismes canoniques 7 : X = X s £ 8 Xf - X,
tels que dans K(C) , (n,idY,idZ) et (E,idY,idz) soient des isomorphismes in-
verses de ces deux triangles,

Soit f' : X' - Y' un autre morphisme de complexes, et soient

u:X=X",v:Y~—~Y" des morphismes tels que le diagramme

soit commutatif, Si Z' est le cbéne de f' , les morphismes u et v définis-
sent un morphisme canonique w : Z = Z' . De méme Vv et w définissent un mor-
phisme canonique s : Xf - Xf, . Ie diagramme

X
ul
X

—> X

X

A 4

1 r-

B w1

vy

est commutatif.

PROPOSITION‘2.1.3.1.— Soit A = (Ak)k€N un systéme projectif de complexes, &
degrés uniformément bornés inférieurement ; munissons A de la préfiltration
canonique définie dans 2.1.1. On peut trouver un systéme projectif strict de
complexes X = (X'k)keN (EGA © 117 13-4 2) , & degrés uniformément bornés in-~
férieurement tel que, si 1'on munit chaque xk de la filtration associée
(p'? (J(Zk));IGN (EGA © Opgp 13-5- 2), on ait, dans D(C) , des isomorphismes

o + P(a) - P i(x)
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jsk € N, tels que, pour tous j = j' , k 2 k' , les diagrammes

. o3 . ) 03 .

Pl(a,) X r(xy) Feay) LN 2169
(*%) " .

3" k bR j O j

F(Ay) (X)) FO(AL,) P (X )

soient commutatifs,

Supposons que tout objet de C soit sous-otjet d'un injectif. Alors
on peut choisir X de sorte que les F'j(xk) aient tous leurs objets injec-
tifs.

Soit A' = (Al'{)keN un autre systeme projectif de complexes et soit
a = (ak)k€N un morphisme de A dans A' . Si X' = (Xf{)kel\I est un systéme
projectif de complexes filtrés associé & A' , on peut trouver un morphisme

x = (x de X dans X' , tel que, pour tout k€N , le diagramme de

( 1) keN
p(c) ,
e0

k
by ———> X

soit commutatif.

Montrons d'abord que 1l'on peut trouver un systéme projectif strict de
complexes X = (Xk)k€w et des quasi-isomorphismes ek : Ak - X tels que,
pour tous k 2 j , le diagramme suivant de X(C) soit commutatif :

0
x
A%

J/ 6. \l’

A, 3 S x. .
J 3

.
On raisonne par récurrence sur k . Soit i un entier et supposons construit

Xk pour i 2k , Si f est le morphisme composé

on pose Y, . = (Ai+1)f . Par définition de (Ai+1 i+1)f* X

est surjectif en chaque degré. On a d'autre part un isomorphisme canonique

)f , le morphisme (A

N AL, (Ai+1)f tel que le diagramme

n
Ay ——— Ry )p

~
~
S
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soit commutatif. L'existence du systéme projectif X en résulte. Notons que,
par construction méme, chaque Xi est un facteur direct de Xi+1 .

On munit X dg la préfiltration canonique. Ies Ok permettent de
définir des morphismes eﬂ : FJ(Ak) - FJ(X ) , tels que les diagrammes déduits
des diagrammes (**) en remplagant F'J(x ) par FJ(Xk) soient commutatifs. Il

résulte alors de 2.1.1.1 que l'on peut trouver des quasi-isomorphismes
vl s P(x) - PR

tels que les diagrammes déduits des diagrammes (**) en remplagant FJ(Ak) par
FJ(X ) soient commutatifs. Ia premidre partie de la proposition en résulte.

Supposons gue tout objet de C soit sous-objet d'un injectif et mon-
trons que l'on peut choisir X tel que tous les Fj(xk) aient leurs objets in-
jectifs., Pour chaque k€N , on peut trouver un complexe & objets injectifs Ik
et un quasi-isomorphisme Ak - I, injectif en chaque degré ([6] I 4.6). Cette
derniére condition montre que tout morphisme de transition Ak+1 - Ak peut se

prolonger en un morphisme - Ik , 1.6. que les ( kEN forment un systé-

I
k+1
me prosfectif. Il suffit alors de remplacer A par le systéme projectif

I= (Ik)kEN ; le systéme projectif de complexes filtrés associé & I est formé
de complexes dont tous les objets sont injectifs. Comme chaque xi est facteur
direct de X, , les FJ(xk) ont aussi leurs objets injectifs,

Enfin la derniére assertion de la proposition résulte des propriétés

fonctorielles 2.1.3.

2.1.4.- Soit S un anneau muni d'une filtration (F (8)) telle que

FO(S) = 8 . Soit C une catégorie abélienne dont tout objetlggt isomorphe & un
sous-objet d'un objet injectif, et soit T un foncteur covariant additif de C
dans la catégorie (' des groupes abéliens. Soit A = (Ak)k€N un systéme pro-
jectif de complexes, muni de la préfiltration canonique {2.1.1), et supposons
que A soit muni d'une S-structure (2.1.2). On note X = (Xk)k€N un systéme
projectif strict de complexes filtrés, satisfaisant aux conditions de 2.1.3.1,
tel que les Fj(Xk) aient leurs objets injectifs. Ia S-structure donnée sur A
se transporte en une S-structure de X ., Par application du foncteur T , on
obtient un systéme projectif de complexes filtrés T(X) = (T(Xk))keﬂ ; pour
tout kEN , on a un morphisme d'anneaux

by : S = Hom(T(%.),T(¥.))

tel que, pour tout t € F(S) , on ait hk(t)(Fj(T(Xk))) < Fi*ﬁ(T(xk))

D'aprés EGA OIII
spectrale E(T(X )) ; les systémes projectifs (qu(T(Xk)))kEN ,
(Bp (T(Xk)))keﬂ , (qu(T(Xk))) ¢y Sont essentiellement constants (EGA 0111
13.5.4) ; on note qu(T(X)) qu(T(X)) , Efq(T(X)) leurs limites projecti-
13.6.5 et 13.6.6 (resp.

13.7.3, on peut associer & chaque T(Xk) une suite

ves respectives, De plus les considérations de EGA O III
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13.7.6) s'appliquent & chague T(Xk) (resp. & T(X)) . En particulier les
(Z2H1(x))) , BBU1(x) , ERUT(X)) sont des gr°(5)-C'-modules bigradués pour
t fini, i

Considérons le cas ol le systéme projectif (Eﬁq(T(X)))r€2 est es-
sentiellement constant et notons Eﬁq(T(X)) la limite projective de ce systéme,
Si Ein)(T(X)) désigne la somme des qu(T(X)) tels que p+q =n , les
Ewn)(T(X)j sont des gr°(S)-C'-modules gradués et l'on a des isomorphismes de
gr°(8)-C'-modules gradués

™ (2(0) 5 1my et (R1(x)) 5 e (FP(0) .

I

Par définition méme de X , RnT(Xk) s'identifie & RnT(Ak) pour tout k et le
gr*(s)-C'-module gradué (RmT(grp(X)))pEN 2 (R™r(erP(a))) ey - On peut donc
recopier la démonstration de EGA 0111 13.7.7, les notations Zﬁq(T(A)) ,
qu(T(A)) , etc. étant remplacées par Zﬁq(T(X)) ’ qu(T(X)) , etc. On obtient
1l'analogue suivant de EGA OIII 13.7.7 ¢
PROPOSITION 2.1.4.1.- Soit S un anneau noethérien I-adique. Supposons que C
soit une catégorie abélienne dont tout objet est isomorphe & un sous-objet
d'un objet injectif et soit T un foncteur covariant additif de C dans la
.catégorie des groupes abéliens. Soit A = (Ak)kGN un systeéme projectif de
complexes de C , & degrés uniformément bornés inférieurement, tel que le
systéme projectif de complexes préfiltrés associé (2.1.1) soit muni d'une
S-structure (2.1.2). On suppose que, pour un entier n donné, la condition
suivante est vérifide :

(F)) Ie gr*(s)-module gradué Egm)(A) = (RmT(grp(A))peN est de
type fini pour m =n et m =n+ .,

Alors on a les conclusions (i), (ii), (iii), (iv) de EGA OIII 13770

THEOREME 2,2.- Considérons un diagramme commutatif

ol S est un schéma affine noethérien, localement immersible dans un schéma
régulier de dimension finie, f et g des morphismes projectifs, i wune im-
mersion ouverte. Soient I un faisceau f-ample sur X , L' un faisceau
g-ample sur 2 , s une section globale de I , définissant une section
hyperplane Y de X ; posons H = h-1(Y) . Soient i (resp. % y TESP, 7 ) 1le




85

complété formel de X (resp. de V , resp. de Z ) le long de Y (resp. de
YNV, resp. de H ) , d'ol un diagramme commutatif

"N

Z
g h
~
f—3

A

X

A
lf
5 .

~

Posons T = X~V . Soit F un faisceau de modules cohérent sur Z ., Supposons
que, pour tout point x de ? , qui est fermé dans sa fibre ou qui satisfait

4 la relation codim({X}nT,{X}) = 1 , et pour tout point z de 2 , fermé

dans sa fibre au-dessus d'un tel point x , on ait
profzﬁz 2 3,
Aldrs, si 1'on pose
~ ~
3,0 =38 1" en (I") ,
on a les conclusions suivantes :

1) On peut trouver un entier né tel que, pour tout n' 2 né et

tout n , le faisceau (fﬁ)*ﬁ_n,(n) soit cohérent.

2) Soit W un ouvert de V tel que g induise un isomorphisme
g_1(w) ~ W . Fixons un entier n' 2 né . Alors on peut trouver un entier no
(dépendant de n' ) et, pour tout n 2 n,, uwn ensemble fini de sections glo-
N A Vo) A
bales (si)i€I de h*s_n,(n) , tel que les si|w engendrent h*s_n,(n)lw .

* A ; A

1) Soit t =h (s) ; (t) est alors un idéal de définition de 32 . Po-
sons k =fh ., Si S = Spec R , on consideére R comme un anneau I-adique , I
étant 1'idéal nul., Soient n et n' deux entiers ; pour tout p 2 0, soit

A
GEn,(n) le cdne du morphisme P, s_n,(n—p—1) - 3_n,(n) , i.e, le complexe

4p+1
cee = 0= 3_n.(n-p—1)-———e> 3_n,(n) - 0= 40

dont les seuls objets non nuls sont de degré -1 ou O . ILes 3gn'(n) forment
de fagon naturelle un systéme projectif de commlexes préfiltré A muni d'une
R-structure (cf. 2.1.2). Considérons d'autre part le systéme projectif des

Ap+1
#2,(m) =35_, ()P, (m-p-1)
PEN . On a des morphismes canoniques
af : sfn.(n) - Glg.(n) ,

qui induisent des isomorphismes sur les objets de cohomologie de degré zéro.
D'autre part on a §-1(3Bn-(n)) = ker tP* et, pour tous p 2 q , le morphisme
de transition
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P, ()) - 5@ ()

est la multiplication par ge-a . Par suite le systéme projectif des

§—1(3En,(n)) est nul. On a en particulier un isomorphisme (I 1.6.3)
. o/a . o, A AP+ o,A
Um BO(8,35 () ~ 1m ®O(Z,3_, (0)/A M5, (n-p-1)) ~ B2(Z,5_, (n))

Comme cette relation reste vraie quand on remplace § par un ouvert affine, il
suffit, pour prouver 1), de montrer que le faisceau limp HQ(E,Sgn,(n)) est de
type fini, du moins pour n' assez grand.

D'aprés 2.1.4.1, il suffit de montrer que les R-modules

. A
= Ll 1°(8,erP(a)) k' = LLu'(Z,erP(a))
PEN peN
sont de type fini,., Ecrivons l'axiome de 1'octaddre pour le morphisme composé

~ A
4P
F_ . (n=p-1) s F_i(0-p) ———= 3 ,(n) :

(n-p) é—————-—— 3 T (n)

(n—p-1) >

(n-p) /

On en déduit un isomorphisme

erf(a) ~ 32, (n-p)

o}

Ies expressions K !

et K se mettent alors sous la forme

= LL 8°(%,3° , (n-p)) = 1L 5" (2,5° , (n-p))
pEN PEN
On peut trouver un entier r>0 tel que 1l'on ait

3T i
mm(F(-2r) ——> F(-r)) n Ker(F(-r) ——>3) =

s

Par suite, quitte'a remplacer t par t° et 3 par ® F(n) , on peut

<nsr-
supposer que l'on a 0 1

1 2
Im(F(-2) —=>3F(-1)) N Ker (F(-1)—>3) =0 .

Ie complexe 30 est alors quasi-isomorphe au complexe
n 1 2
vee = 0= 3(-1)/% 5(-2) —=> 342 5(-2)) ~ 0~ ;
en particulier 3° est quasi-isomorphe & un complexe #° , ou F° est un com-
plexe concentré sur H .,
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Montrons que, pour n' assez grand, tous les termes figurant dans

0 et K1 sont de type fini, Pour tout x de Y NV , fermé dans sa fibre ou

X
tel que codim({X}NnT,{x}) = 1 , et pour tout point z de H , fermé dans sa fi-

bre au-dessus d'un tel point x , les hypothéses entrainent la relation
(¢}
(%) pron(Fz) 22 .

D'apreés 1.1, appliqué & h , on peut donc trouver un entier ng tel que, pour

tout n' 2 ng , les faisceaux
(¢] 1 (¢]
h(F ) R, (F_ ,)
soient cohérents, Comme f est propre, il en est de méme des faisceaux
(o
2,0, (F°_, (n)) £, (&', (F°_, (n))) R't, (0, (F° ()

quel que soit n . Compte tenu de la suite exacte

o o

0 = R, (0, (F%,,(n))) = R'k, (7%, (n)) = £, (R'n, (8% ,(n)))

on voit que les faisceaux k*(FSn,(n)) et R1k*(FSn,(n)) sont cohérents pour
n' 2 ng et n quelconqgue .

D'autre part les termes qui figurent dans K° et K1 sont nuls pour
p assez grand. En effet la relation (*) permet d'appliquer le théoréme 1.2 ;
on en déduit 1l'existence d'un entier né et, pour tout =n' 2 né , d'un entier

n, tel que, pour n 2 ng ., on ait

i o
i, (80, (-n)) = 0 Rk, (F ,(-m)) =0 .
On choisit né 2 ng ; les R-modules K° et K1 sont de type fini pour

n' 2 né et n quelconque, ce qui démontre 1).

2) On peut trouver un entier k tel que IPk soit treés ample. Quitte

18k , S par K ot 3 par & 3(n) , on peut sup-

osn<k-1

a4 remplacer I par

poser I trés ample., Soit n' 2 né un entier fixé. Nous allons montrer que le

systéme projectif des
A A
B = 1(X, Ll (3% ,(n)
a neg

satisfait & la condition de Mittag-Ieffler (cf. SGA 2 XII 3.3). Soit 8 ume
R-algeébre graduée & degrés positifs, engendrée par un ensemble fini d'éléments
de 8, » telle que 1l'on ait X ~ Proj 8 , L~ @X(1) et telle que la section s
soit induite par un élément s, € 8, . S1 J = s1s , on munit 8§ de la filtra-
tion J-adique, on pose Qq =i2;32n,(n) et on considére le systéme projectif

A' = (qq)q€N dans la catégorie des faisceaux abéliens sur 2. 0n applique
2.1.4.1. I1 suffit, pour prouver que le systéme projectif des Hq satisfait &
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la condition de Mittag-Ileffler, de montrer gque les modules

A
x° =11 Ho(ﬁ,grp(A')) K'1 =1l H1(Zygrp(A'))
PEN pPEN
sont de type fini sur gr (8) . On considere gr;(8) comme quotient de s(r] ,
1'image de T é&tant 1'élément s, de gr}(S) . Compte tenu de 1'isomorphisme

'Y 0 !
er (A'):‘l_LFLn,(n) , on a des isomorphismes de 8[T]-modules
neg

Kon LL #°(2,7°
n€g

On est donc ramené & montrer que les 8-modules

(n))®g8[1] c'z UL (2,8, ())egsn]

w =41 1z, ,(n)) u' =L m'(2,7° ,(n))
n€g - neg -n

sont de type fini. D'aprés 1.2, on peut trouver un entier n tel que, pour

1

n 2 n1 , on ait

#°(2,8,(-n)) = B'(2,5°_,(-n)) =0 .

On consideére d'autre part la suite exacte

0 - H1(xjh*an,)(-n)) - H‘(z,an,(—n)) - Ho(x,(R1h*an,)(:n)) .

Comme les faisceaux h*an, et R1

2.2.1 et 2.3.1 que les 8-modules

h*FSnl sont cohérents, il résulte de EGA III

L wh(x, (0,52 ,)(n)) 1L w(x, &m0 ) ()

nz-n1 nz--n1
sont de type fini pour tout i , Il en est donc de méme de et M1 , Ce qui
" démontre que le systéme projectif des Hq satisfait & la condition de Mittag-
Ieffler,

D'aprés I 1.6.3, il en est de méme du systéme projectif des
= 1x,LLn, 53 0),
n€g

ol s'q a le méme sens que dans 1), Soit alors q, un entier tel que, pour

Q=29 , on ait
° aQ o % o

Im(H'* = H'") = Im(H ~ - H) .

On peut trouver un entier n . tel que, pour n 2 n, o le faisceau de ex—modu-
les (h*sln?)(n) soit engendré par un nombre fini de ses sections §; (EGA II
4.6.8). Ies imagesA 3& de ses sections dans (h*slg,)(n) se reldvent en des

sections s; de h, s_n,(n) , par défiﬁition de a, - Comme les §;|w engens

drent la restriction & W de s_n,(n)/t s_n,(n) , il résulte du lemme de

Nakayama que les s, engendrent 3_n,(n)|ﬁ .

i
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THEOREME 2.3.~ Considérons un diagramme commutatif

2

gl\

V—55,
oW S est un schéma local noethérien complet, i une immersion ouverte, g
un morphisme propre et soit I un faisceau g-ample. Soient s une sectior
‘globale de S, Y =V(s) , H=h"'(Y) et notons § 1le complété formel de
S 1le long de Y, 7§ 1le complété formel de V 1le longde YN V 7 1le
complété formel de Z 1le long de H , de sorte qu'on a un diagramme commu-
tatif

A

Z

A
@ \\\\\i h
~
iN A

¥—2575 .

Posons T = S-V . Soit ¥ un faisceau de modules cohérent sur 2. Supposons
que, pour tout point x€f , tel que codim({X}NT,{X}) =1 , et pour tout
point 2z de 2 , fermé dans sa fibre au-dessus d'un tel point x , on ait

profzsz 2 3,

Alors, si 1l'on pose 3, = 38 I° , on peut trouver un entier n, tel que,

pour n 2 no , le faisceau ‘ﬁ*s_n soit cohérent.
* A A
Soit t =h s ; (t) est alors un idéal de définition de 2 ., Si
S = Spec R , on considére R comme muni de la filtration (s)-adique. Soit
n€éN ; pour tout entier p 2 0, soit 3fn le cdne de la multiplication par
%P+1 dans I . D'apreés 2,1.2, A=(3fn)p€IN est un systéme projectif de com-.
plexes préfiltrés, muni d'une S-structure. Considérons d'autre part le systéme
projectif
AD+1
' =
A= BT ) ey
On a des morphismes canoniques
P, P _ £pH
&+ 3%, s-n/t ¥
qui induisent des isomorphismes sur les faisceaux de cohomologie de degré zéro.

Comme on a g”(sfn) = Ker %p+1 , le morphisme de transition

ik, g"(sf’f) - 2'1(3fn)

est nul pour k 2 p+1 . Par suite les morphismes ap définissent, par passage

4 la limite projective, un isomorphisme
. 0/% P ~ 14 o, p+i _ +9/%
un, 822,38 = un 1033 APa) = (G .

Il suffit donc de prouver que, pour n assez grand, lynp H°(2,3§n)~ est cohé-
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rent, D'apreés 2.1.4.1 et EGA OIII 13.7.8, 11 suffit de montrer que les

gr*(R)-modules
k% = L1 5°(Z,erP(a)) k' = L0 5" (%,erP(a))
PEN PEN
sont de type fini,
Appliquons l'axiome de 1l'octaédre au morphisme composé de la multipli-
cation par 2 et par P e 3,0 d'ol un diagramme ol apparaissent quatre
triangles :

o +1 p-1
T ——— ¥

On en déduit un isomorphisme
0

30, ~ et
Comme le morphisme composé 3§n - 3Sn & 3En est la multiplication par %p ,
1'isomorphisme ci-dessus n'est autre que 1l'application sP : gr®(a) - erP(a) .
Par suite, si l'on considére gr°(R) comme quotient de l'anneau des polynémes
4 une variable R[T] , obtenu en envoyant T sur s , on a des isomorphismes de
R[T]-modules

o 0,4 .0 , 1 1,0 .0

K ~H (z,s_n) QRR[T] K ~H (z,s_n) @RR[T] .

. 0,4 .0 1,4 .0

I1 suffit alors de prouver que M =H (Z,s_n) et M1 =H (Z,J_n) sont des
R-modules de type fini pour n assez grand. Quitte & remplacer s par une puis-
sance convenable, on peut supposer que %3 N Ker % =0 . Ie complexe 30 est
alors quasi-isomorphe au complexe

N
A ~
~0-3/t3—s3/4% -0~ |,

i.e. & un complexe %0 , Ou Fo est un complexe algébrique, concentré sur H .

Ies hypothéses de profondeur se traduisent par la relation
0
pron(Fz) 22

en tout point 2z de Z fermé dans sa fibre au-dessus d'un point x tel que |

codim( {x}nT, {x}) = 1 . Ie fait qu'il existe un entier n  tel que M et u,

soient de type fini pour n 2 n, résulte alors de 1.1.



CHAPITRE Iv

Algébrisation des faisceaux formels cohérents.,

Dans tout ce chapitre, i désigne un schéma localement noethérien,
Y une partie fermée de X , U 1l'ouvert X-Y , X 1e complété formel de X
le long de Y ., Etant donné un faisceau de modules cohérent JF sur be , les
théorémes d'algébrisation (1.4 et 2.8 ci-dessous) donnent des conditions sous
lesquelles ¥ provient, par complétion formelle, d'un faisceau cohérent sur X.
On note d'abord (0) que cette propriété n'est pas changée si 1'on remplace ¥
par un faisceau "isomorphe sur U " , Ceci explique 1l'absence d'hypothéses sur

F aux points de Y %bien que la démonstration consiste & se ramener au cas ou

1'on peut appliquer III 2.2 ou 2.3.

0. Préliminaires.
Rappelons la définition suivante (EGA III 5.2.1) :

. A
DEFINITION 0.0.- On dit qu'un faisceau de modules cohérent F sur X est algé-
brisable si 1l'on peut trouver un voisinage ouvert V de Y dans X et un

faisceau cohérent F sur V tel que 1l'on ait un isomorphisme
A
F~3 .
On reprend les notations de II 3.1, Etant donnés deux faisceaux for-
mels cohérents ¥ , ¢ et un morphisme a : 3+G , on dit que a induit un iso-

morphisme (resp. est nul, resp, etc.) sur U si, pour tout ouvert affine V de

X , le morphisme de faisceaux de modules sur ﬁﬁ

%+ %G9
déduit de a , est un isomorphisme (resp. est nul, resp. etc.) sur UG .

PROPOSITION O.1.- Soient f : Z - X wun morphisme propre tel que f induise un
isomorphisme f-1(U) ~ U . Soient H = f-1(Y) et % 1le complété formel de

Z le longde H, f :
faisceau de modules cohérent sur X et ¢ un faisceau de modules cohérent

% - % le morphisme déduit de f . Soient 3 um

sur 7 . Supposons que l'on ait un morphisme
a : Pz~ G (resp. a : ¢ = P*3 ),

induisant un isomorphisme au-dessus de U ., Alors, pour que JF soit algébri-

sable, il faut et il suffit qu'il en soit ainsi de ¢ .
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1) Montrons que, si ¥ et ¥ sont des faisceaux de modules cohérents
sur ﬁ et si 1'on a un morphisme b : ¥ - H qui induit un isomorphisme sur

U, alors 3F est algébrisable si et seulement si M 1l'est.
Soit X = Ker b , & = Coker b , Pour tout ouvert affine V de X , on

vaUG = %IU?

L'assertion résulte alors des faits suivants :

& 0 .

a) Un faisceau formel cohérent M nul sur U , est algébrisable de
fagon unique par un faisceau de support contenu dans Y . Soit en effet I wun
idéal définissant Y . Pour tout ouvert affine V de X , on peut trouver un
entier n tel que 1l'on ait m=0 . Si Yh N V désigne le sous-schéma fermé
de V défini par ¢ ’ m/in peut é&tre considéré comme un faisceau cohérent
mn sur Yh NV . On a alors ﬁn ~ an , et les Mi se recollent en un faisceau
cohérent M tel que # ~n .

b) Si h : m' = m est un morphisme de faisceaux formels cohérents al-
gébrisables et si m ou h' est nul sur U , alors le morphisme h est algé-
brisable de fagon unique. On se ramine en effet, comme dans a), au cas affine et
le faisceau ﬂggi (m',m) est en fait un faisceau sur un schéma Yh pour' n
convenable,

c) Si
O=m'=m=mn"=0
est une suite exacte de faisceaux formels cohérents, si h' et m" sont algé-
brisables et si 1'un deux est nul sur U , alors I est algébrisable, On note
en effet que, si N est un faisceau de modules cohérent sur X , de support

contenu dans Y , le morphisme canonique

4(x,N) -~ 5Y(%,N)
est bijectif pour tout q =2 0 . Soit W un voisinage ouvert de Y dans X et
soit M' (resp. M") un faisceau cohérent sur W tel que l'on ait un isomor-

phisme m' ~ i (resp. m" ~ ﬁ") . Ies faisceaux Ext%(M',M") ont leur support
contenu dans Y pour tout q 2 O . Par suite le morphisme canonique

(%) HP (X, Extg (M, ")) ~ #P (X, Exty(M', M) ")

est bijectif pour tous p, @ 2 0 . D'aprés EGA C 1 12.3.5, on a des isomor-

II
phismes canoniques

Exti(0, M"Y ~ Extd(ir,fv) .
On déduit alors de (*) que le morphisme de suites spectrales

Hp(wiq(M' ,M")) - Extpﬂ(M' ,M")
X N X&

P (R, Exeg (i, i) = Exe} (00, )
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est un isomorphisme sur les termes qu , donc est un isomorphisme, En particu-

lier le morphisme canonique
Ext(M',M") - Bxtj(ir,iv)
est un isomorphisme, ce qui prouve que I est algébrisable,

2) Démontrons maintenant la proposition. Si F est algébrisable, il
en est de méme de %*3 donc q "est algébrisable d'aprds 1). Si G est algé-
brisable, il en est de méme de F*3 d'aprds 1). Montrons que ?*f*a est algé-
brisable., Comme le morphisme f est propre, on peut trouver un voisinage ouvert
W de Y dans X et un faisceau de modules cohérent H sur ff1(w) tel que
1'on ait un isomorphisme ﬁ ~ %*3 ;s on a alors un isomorphisme canonique

(£, HY ~ % %F*3
(EGA III 4.1.5). D'aprés 0.2 ci-dessous, le morphisme 3 = 2*?*3 induit un iso-
morphisme sur U ; il résulte donc de 1) que JF est algébrisable.

IEMME 0.2.~ Sous les hypothéses de 0.1, le morphisme canonigue
c: 3 - §*f*3 (resp. 4 : ?*f*q -q)
est un isomorphisme au-dessus de U (resp. au-dessus de f-1(U)) .
Si I est un idéal définissant Y , on peut supposer X affine,
complet pour la topologie I-adique. Montrons que ¢ est un isomorphisme

sur U . Ie faisceau ¥ est de la forme ¥ , oW F est un faisceau de modu-

les cohérent sur X .
Compte tenu de 1'isomorphisme
A A A
£,I%5F ~ (£,L%F)
(EGA III 4.1.5), le morphisme c¢ s'identifie au morphisme canonique
F - (£,2%0)" .
Ia restriction de ce dernier & U est un isomorphisme car il en est ainsi de
£ .
Montrons que d est un isomorphisme sur f_1(U) . D'aprds EGA III
5.1.4, on peut trouver un faisceau cohérent G sur Z tel que ¢ soit iso-
morphe au complété formel 8 de G . Compte tenu de 1'isomorphisme
(£, ~%2,6 ,
le morphisme d s'identifie au complété formel du morphisme canonique
e : ¥ G- G .
- Pour tout ouvert affine V de Z , le morphisme dﬁ est 1'image inverse de e

par le morphisme 26 - Z . Comme e|f—1(U) est un isomorphisme, il en est de
méme de dQ‘UG .
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0.3.- Soient p : S' - S un morphisme fidélement plat quasi-compact,
s" = S'XSS' , S"' = S'xSS'xSS' . On suppose S, S' , S" , S"' noethériens.
Considérons les projections canoniques -

(*) S < P sS! P1 S'e P12 LA .
- ————
P2 o P23
P A———
P13

Soit Y une partie fermée de S , Y' (resp. Y" , resp. Y"') son image inverse
sur S' (resp. S" , resp. S"') et notons § 1le complété formel de S le long
de Y, S (resp, S" , resp. S"') le complété formel de S' (resp. S" , resp.
S"') le long de Y' (resp. Y" , resp. Y"') . Soit 3F' un faisceau de modules
cohérent sur §' . Une donnée de descente sur F' relativement au morphisme

2 : 8" - § est la donnée d'un isomorphisme

A

o 3 §1*8' = D,*3F'

satisfaisant & la relation
(**) p35(a)p¥,(a) = p¥s(a) .

Une donnée de descente sur un faisceau formel est effective, Pour le
voir on se raméne au cas d'un faisceau de modules cohérent sur un schéma noethé-
rien de la fagon suivante., Si I est un idéal définissant 'Y , on pose

n+13,

B o= 3'/I .
Pour chaque entier n =2 0 , la donnée de descente sur JF' définit, par réduc-

tion modulo In+1 , une donnée de descente sur Fﬁ relativement au morphisme p.
D'aprés SGA 1 VIII 1.3, cette donnée de descente est effective, d'ou l'existence

d'un faisceau de modules cohérent -Fn sur Yh et d'un isomorphisme
. * ~ 1
By * P¥E, ~ By
tel que le diagramme

¥ % P?ﬁn * P!
— 5
PIP¥E, Py,

I )

P5Pn
1
pPYp*F, — > DIE}

soit commutatif., Pour chaque n 2 O , le morphisme surjectif canonique

1 - P! i 5 i - b jec—
Fn+1 Fn se descend en un morphisme surjectif Fn+1 Fn . IehsystemeAprogec

tif des Fn , nEN , définit alors un faisceau formel cohérent F sur S (EGA

I 10.11.3) ; les morphismes Bn définissent un isomorphisme

B : D*F ~ '
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tel que aﬁ?ﬁ = 555 , ce qui démontre que la donnée de descente est effective,

Nous allons généraliser la descente des faisceaux formels cohérents au
cas ou la donnée de descente n'est définie que sur "l'ouvert U' complémentai-
re de Y' ", De fagon précise, on considére la catégorie déduite de la catégo-
rie des faisceaux de modules cohérents sur 3§ (resp. il , resp.‘%") obtenue en
identifiant deux morphismes égaux sur U (resp. U' , resp. U") et en rendant
inversible les morphismes qui induisent un isomorphisme sur U (resp. U' ,
resp. U") ([6] I 3). On appelle pseudo-dornnée de descente une donnée de des-
cente dans la catégorie ci-dessus, i.e. la donnée d'un pseudo-isomorphisme
a = (a1,a2) ,

@*5' ﬁ§3'

ol M est un faisceau de modules cohérent sur §n )y Oy et a, des morphismes

induisant des isomorphismes sur U , tels que l'on ait la relation
A A A
px5(a)p¥,(a) = PYyla) .

Dire que la pseudo-donnée de descente est effective revient & dire que l'on
peut trouver un faisceau de modules cohérent F sur 3 , un faisceau de modu-

les cohérent n , des morphismes
D*3 3
B, B

no

qui induisent des isomorphismes sur U , tels que, si B est le pseudo-isomor-

phisme (ﬁ1 , 52) , on ait
(xxx) a(B¥B) = D38 .

PROPOSITION 0.4.- Toute pseudo-donnée de descente relative au morphisme

M A A
P S'— S est effective.

Soit F' wun faisceau de modules cohérent sur S' muni d'une pseudo-

donnée de descente « ,

Nt Brgt
Py P33
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Pour montrer que cette pseudo-donnée de descente est effective, on se raméne
au cas d'un faisceau muni d'une donnée de descente de la fagon suivante, On
peut supposer que 3F' et M n'ont pas de sous-faisceau non nul de support
contenu dans Y' . Nous allons montrer qu'il existe un faisceau de G§,-modules
cohérent G' , muni d'une donnée de descente

6 2 Brg’ -~ PG
et un pseudo-isomorphisme
93 ~-q"
tel que le diagramme

e — s by

b1 | e
Sxat & Axat
PG ——— PH0
soit commutatif., Si @' se descend en un faisceau cohérent ¢ sur 5 , On a

alors un psewlo-isomorphisme g : f)*q - ' qui satisfait & la relation (***) ,
d'ou le fait que la pseudo-donnée de descente sur F' est effective.
Il suffit donc de prouver l'existence de @' . On se raméne au cas

d'une pseudo-donnée de descente effective sur 3F' en considérant le diagramme

déduit de (*) par image inverse par p , Py s Py

s p s' li Sll - s“l
4= R
P p, 2 P
2 23
S' < p1 S"‘ P12 S"l‘* S""
Py3
Py [iP2 Pyz|| Pos
SII < p12 s"l s"" < Sv .

b3
<+

Soit @' 1le faisceau de 64

Sk-modules cohérent, noyau du couple de morphismes

Ie faisceau 3JF' est isomorphe au noyau du couple de morphismes
A
*
Pi2

Ly * = p*_Pxge
41 —_:_5—7:3 13PY3 = PY,PYE
13

Y
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cela résulte en effet, par passage & la limite projective, du fait qu'il en esu

ainsi aprés réduction mod. In+1 pour tout n = 0 . Ie pseudo-isomorphisme a

permet alors de définir un pseudo-isomorphisme de JF' dans (' . D'aprés 0.6
ci-dessous la formation de @' commute & tout changement de base plat. On a un

isomorphisme
. [
6 : PrG' - D5q

satisfaisant & la relation (**) ; cela signifie que @' est muni d'une donnée
de descente et achéve la démonstration.

ILEMME 0.5.- Soient A un anneau, I un idéalde A . Si M est un A-module,
on pose M = M/In+1M . Soit
O-M =-M-M -0

une suite exacte de A-modules. Supposons qu'il existe un entier n tel que
l'on ait I"M N M' = 0 ou I'M" =0 . Alors la suite

- N 5m" M' = "]im" - MY5mM " oo
0 l‘:Emm Mm l&mm Mm 1'3_.111m Mm 0

est exacte.

Si x€M , on note x, son image dans Mm . Soit Km le noyau du
morphisme canonique Mﬁ - Mﬁ . On doit montrer que le systéme projectif des

Km est nul., Soit p un entier et montrons que le morphisme canonique

Ko = K
est nul, Soit en effet xEM' tel que x€In+pM et montrons que x_ =0 , C'est
évident si I'MN M =0 car on a alors X = O . Plagons-nous dang le cas ol
T°M" = 0 . On peut trouver un nombre fini d'éléments vy € u, ay € 1P tels
que

x=xa;y; .
1

Comme InM" =0, on a yi € M' pour tout i , d'ou x € IPM' s, l.e. Xp =0 .

COROLLAIRE 0.6.- Soient S, S8' , 8" , I, p, p1 » P, comme dans 0.3. Soient
% un faisceau de modules cohérent sur § , ' = D¥F , F' un faisceau de

1
modules cohérent sur §' et soit




Supposons B représenté par la donnée de deux morphismes

Prgr g

1
1% 3

*
5
By By

n 4

qui induisent des isomorphismes sur U . Soit, ¢ 1le noyau du couple de mor-

phismes
A~
p¥ Pr3!
1"
% , / x
(%) 3] 1 n
B2,;>
A PaY
o> by

N,

Alors, pour tout morphisme plat f : X - S, ou X est noethérien, la forma-
tion de ¢ commute au changement de base $:%-5.

On considére le diagramme cartésien

On a un diagramme exact

(**) F - F' = "

Pour chaque entier n 2 o , on note Sn la réduction de JF mod . In+1 H 3n

est aussi le noyau du couple de morphisme

ﬁ*

8l—1> 3"

n——>"n °
*

b3

Soit Bn le noyau du couple de morphisme

1)y ——>
(31)n Xh,

Nous allons montrer que l'on a un isomorphisme de systéme projectifs

URE] n "l4 n
1&mm Gy =~ lamm By

On se raméne, gréce & o , & prouver l'assertion précédente lorsqu'on

a de plus un morphisme du diagramme (*) dans (**) ou vice-versa. Plagons-nous

par exemple dans le cas ol 1l'on a un morphisme de (*) dans (**), On considére

alors la suite exacte de 6 .,modules

S
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-

X
blc
£

ol

1
1
(exx) a

- - -

0 - g ~— - 0
& 0

0 -

2]

1
2
et on note que tous les noyaux ou conoyaux de a , b , ¢ sont annulés par une
puissance ™ de I.Onen déduit, d'apreés 2.5, que la suite

O~ Ker a = Ker b ~ Ker ¢ - Coker a = Coker b - Coker ¢ = 0

rest exacte quand on remplace chaque terme par le systéme projectif de ses ré-
ductions mod, m . Comme il en est de méme des lignes du diagramme (¥**), sauf
a priori en le terme "lim" G, on en déduit que "lim" G est le noyau du
- m ‘m = m *m
morphisme "lim& (8{)m - "lém; xm . On démontre de fagon analogue que ce noyau
est isomorphe & "lim" H_ .
-m 'm .
On a alors un isomorrhisme
A A
"lim" £*G - "1im" f£*¥ .
='m m -m m
A
I1 en résulte que "limﬁ f*um satisfait & la condition de Mittag-Ieffler et

que l'on a des suites exactes

A A A
. " . , .
lim %4 —> lg_mmf*(31)m,—-—> lim £*n
§

A
g ——> fxy ———=3 foon ,

ce qui démontre le corollaire.

1. Cas global.

Commengons par démontrer un théoréme d'algébrisation dans le cas

d'un faisceau formel engendré par ses sections.

PROPCSITION 1.1.- Soient S un schéma noethérien localement immersible dans
un schéma régulier de dimension finie, f : X = S wun morphisme propre, Y
une partie fermée de X telle que U = X-Y soit affine sur S . On note
i le complété formel de X 1le long de Y . Soit F un faisceau de modules
cohérent sur X , satisfaisant aux conditions suivantes :

a) ¥ est engendré par ses sections,

b) Pour tout point x de ﬁ , fermé dans sa fibre, pour tout point

A N
z de XX appartenant a Ux y ONn a

profzsx 2 2dim{z} ,

— A
ou {z} est 1l'adhérence de 2z dans le schéma local X, . Alors on peut
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trouver un faisceau de modules cohérent F sur X tel que l'on ait
proqu 2 2 en tout point uw€U tel que {E}ny =¢ , et un isomorphisme
A
Feo3 .
Un tel faisceau P est unique & isomorphisme unique pres.
Si F est un faisceau de modules cohérent sur X tel que 1l'on ait
un isomorphisme % ~ F , les hypotheses de profondeur faites sur & entrainent

que, pour tout point y de Y , fermé dans sa fibre, et pour toute générisa-

tion u de y , appartenant & U, on a
proqu > 2-codim({y},{u})
(II 3.1.1). L'unicité de F résulte alors de I 4.1.
Dtapreés 1.1.1 ci-dessous, il suffit, pour prouver l'existence de F ,

de montrer que & est algébrisable.

1. Ie fait que F soit algébrisable est local sur S .

Supposons que 1l'on ait un recouvrement de S par des ouverts Si ’
i€I , et, pour tout i , un voisinage cuvert V, de f-1(Si)nY =Y, , un fais-
ceau cohérent Fi sur V; , et un isomorphisme %i ~ 3‘6i . Comme S est noe-
thérien, on peut supposer les Si en nombre fini, Soient a1,...,an des sec-
tions globales de F qui engendrent & . Compte tenu de I 3.7, on peut suppo-
ser, quitte & restreindre chague Vi 4 un ouvert plus petit, que, pour tout
i, les ByrecerBy se relévent en des sections ai1""’ain de Fi au-dessus
de Vi ;3 on peut supposer de plus que les ai1""’ain en§en§rent Fiho .
Soient i, J €I,V =V,N Vi Yiy =Y 0¥y . Comme Fi[Vij et Fj[Vij

ij
sont isomorphes & 3|Vij , or peut trouver un voisinage cuvert Wij de Yij
dans Vij et un isomorphisme
955 * Filwij - Fj|Wij ,

qui induise 1'identité sur 3|Gij (I 3.7). Quitte & restreindre Wij a4 un

ouvert contenant Yﬁj , on peut alors supposer que (aik) = ajk pour tout

¢ij
1<ks<smn.
. _ N . - . .
Soit Tij Vij wij et soit eij 1'immersion canonique de Wij
dans Vij . Tout point wu € Tij est fermé dans sa fibre. S'il n'en était pas
ainsi, on pourrait en effet trouver un point y € N f—1(f(u)) ; le point. y

appartiendrait & Y N f_1(Sj) = Yj , donc 2 Yij
drait a Wi. . Vu les hypothéses de profondeur sur & , si x est un point de

;3 par suite u appartien-—

Tij tel que l'on ait profX]_i‘:.L =0 , on a nécessairement {;}nYi =@ . Quitte
3 enlever & vV, ume partie fermée ne rencontrant pas Y , on a

prof, (F.|V..) =21 |,
Tij it'ij
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et on peut supposer qu'il en est de méme pour Fj . On considére alors le dia-

gramme suivant :

00— Filvij —>8,

j*(Filwij)
81gx(915)

0 — Fj|Vij —> 84«

F.\W. .

(7,1, 5)

Ies images respectives des sections ai1""’ain engendrent FiIVij . On a
donc un morphisme injectif wij : Fi‘vij - Fj‘vij qui envoie ai1""’ain sur
donc est un isomorphisme. Ies morphismes ¢ij satisfont alors &
la condition de recollement et les Fi définissent donc un faisceau F sur V

tel que ¥ soit isomorphe & F .

2. Réduction au cas ou X est un sous-schéma fermé d'un espace pro-

Jectif Pg sy 23, et Y une section hyperplane de X .

On peut supposer S affine., On peut trouver un diagramme

J
k
q

i Z —>7P

I

X,

U

ol P est un sous-schéma fermé d'un espace projectif Pg , T étant aussi
grand que l'on veut, ol q est un morphisme propre, p un morphisme projec-
tif, j et k des immersions ouvertes, tels que j(U) soit le complémentaire

d'une section hyperplane de P et que 1l'on ait des isomorphismes
p™ (1(0) ~ k(V) ~ a7 (5(0) .

On note 2 (resp. ﬁ) le complété formel de Z (resp. P) le long de 2Z-U (resp.
P-U) et D : % b s 8 2 -D 1les complétés formels respectifs des morphis-
mes p et q . Soient G = D*3 y B = Q*q . D'aprés 0.1, ¥ est algébrisable

si et seulement s'il en est ainsi de ¢ . Comme le morphisme canonique
A A LA b
q*u = q*q*q —_— q

induit un isomorphisme sur U (0.2), G est algébrisable si et seulement s'il
en est ainsi de ¥# , Ie faisceau @ satisfait & la condition b) de 1'énoncé

d'aprés II 3.1.2. Comme b est un isomorphisme au-dessus de U , il en est de
méme de 4*§,q , donc aussi de ¥ . Enfin le fait que J soit engendré par ses

sections entraine qu'il en est de méme de G . On peut donc trouver un morphis-
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we surjectif

n

82 -G,
d'ou 1'on déduit un morphisme

n
a s °§ - &*q =¥,

et a est surjectif sur U . Si H' désigne 1l'image de a , H' satisfait aux
conditions a) et b) et est algébrisable si et seulement s'il en est ainsi de ¥F.
I1 suffit donc de démontrer la proposition pour P et ¥H' , ce qui achéve la
réduction.

’

3, Cas ou X est un sous-schéma fermé d'un espace projectif type

Eg y T2 3, et Y une section hyperplane de X .

%3.1. Réduction au cas o X est régulier.

Ia question étant locale sur S , on peut supposer que S est un

sous-schéma fermé d'un espace affine régulier R . IL'espace projectif Pg est
1'image inverse sur § de (Pll;

plane H de PE . Soit j 1'immersion fermée de X dans E§ N ﬁ le morphis-

me déduit de j par passage aux complétés formels. En remplagant S par R ,

et Y est la trace sur X d'une section hyper-

X par E§ y 3 par 3*3 , On se raméne au cas ou X est régulier.

Si sx(1) est le faisceau fondamental sur X , Y est défini par
l'annulation d'une section o de sx(1) 5 1'idéal I définissant Y est
alors sX(—1) plongé dans 6y par la multiplication par o .

3.2. Réduction au cas ou, pour tout point y de ﬁ fermé dans sa

fibre, on a prof ¥ = 2 .
2202, o8 Protydy

On associe & ¥ 1l'ensemble A(F) des points =x€X qui ont la pro-
priété suivante :

J1 existe un ouvert affine V de X et un point associé & Sﬁ de
projection x .,

I1 est clair que A(¥) est fini. On se ram®ne par récurrence au cas
ol A(F) est réduit & un point. Soit en effet X, un point maximal de A(3F) .
Pour tout ouvert affine V de X , on considére le plus grand sous-faisceau
q6 de 3§ dont le support ne co?tient aucun point au-dessus de xo . les Qﬁ
sont alors les restrictions aux V d'un sous-faisceau ¢ de ¥ et A(3F/g)
est réduit au point X, . Comme /¢ satisfait aux condition de 1'énoncé, on
peut supposer 3/6 algébrisable ; on note Q un faisceau de &X—modules cohé-
rent tel que 1'on ait un isomorphisme 6 ~ 3/G et tel que profu Q=22 en tout
point u€U tel que {ujnyY =@ . Comme F est engendré par ses sections, il est
quotient d'un oi-module libre i . On considére le diagramme commutatif suivant

dont les lignes et les colonnes éont exactes :
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o’
»

1}

o
i
OO X WO
CEC W€ Eo
Fa)

i
o

=
>

'
o

D'aprés I 4.1, le morphisme b est algébrisable ; par suite le faisceau X est
algébrisable., On peut donc trouver un entier n tel que X(n) soit engendré
par ses sections, Par suite @(n) satisfait aux conditions a) et b) de 1'énon-
cé.

On se place maintenant dans le cas ol A(3) est réduit & un point
X, - So;t E 1'ensemble des points yEﬁ , fermés dans leur fibre, tels que l'on
ait

rof § <2 .
PrOty Iy

L'ensemble E est fini ; pour le voir, on prend un recouvrement fini de X par
des ouverts affines Vi , i€I , et on applique I 3.5 2) aux iﬁ . De plus E
i

est contenu dans 1'adhérence de X, et 1l'hypothdse b) entraine que 1l'on a

codim({y},{x}) = 2 .

Par suite, si E est l'adhérence de E , on a
profzﬁz 21
en tout point z tel que codim({z}NE,{z}) =1 . D'aprés le lemme 1.2 ci-des-
sous, on peut trouver un faisceau de modules cohérent @ sur ﬁ , un morphisme
¥ - ¢ induisant un isomorphisme sur U , tels que, pour tout point x€E , On
ait
profxqX 22 .

D'apreés 0.1, il suffit, pour montrer que 3 est algébrisable, de prouver qu'il
en est ainsi de ¢ . Il suffit méme de prouver l'existence d'un entier n tel
que @(n) soit algébrisable., On a profyq 2 2 en tout point y de Y fermé
dans sa fibre. Il suffit donc, pour achever la réduction, de montrer que 1l'on
peut trouver un entier n tel que @G(n) soit engendré par ses sections. Comme
3 est engendré paf ses sections, on peut trouver un faisceau de &X-modules
libre L et un morphisme surjectif

c:L—-3F.
D'autre part on peut.trouver un entier g>0 tel que 1l'on ait un monomorphisme

A . Aq, 4y . .
Iqq < F , et le faisceau &/IG est algébrisable. On considére le diagramme

commutatif suivant, dont les lignes sont exactes :
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IS
i
=
{
>
l’m
N
&
]
o

0 -3 - /1% - o .

D'aprés I 4.1, le morphisme d est algébrisable ; il en est donc de méme du
faisceau ¥ . On peut donc trouwer un entier n' tel que ¥X(n') soit engendré
par ses sections. Il en est alors de méme du quotient iqq(n') =g(n'-q) , ce

qui acheéve la réduction.

3.3. Fin de la démonstration.

Soit I, un faisceau de eX—modules cohérent localement libre, tel

que 1l'on ait un morphisme surjectif c¢ : i - F ; soit H = Ker ¢ . Pour tout
point y de Y fermé dans sa fibre, on a dim 64 ¥ 2 3 et, comme @% ¥ est

’ ?
régulier, on a

fH 2
pro vy 3

(EGA Ory 17.3.4). Il résulte alors de III 2.2, appliqué en y faisant ig = id ,
qu'il existe un entier n tel que ¥(n) soit engendré par ses sections. Par
suite on peut trouver un faisceau de 6, -modules libre L' et un morphisme sur-

X
jectif e : I' - ¥(n) . On a donc une suite exacte

c(n)

' —% 5 L(n) 3(n)—>0 ;

d'apres I 4.1, e est algébrisable ; ceci prouve que. F(n) , donc aussi J

est algébrisable.

IEMME 1.1.1.- Soient S un schéma noethérien (resp. un schéma local de point
fermé t ) , localement immersible dans un schéma régulier, f : X - S un
morphisme propre (resp. soit X le complémentaire d'une partie fermée T de
S telle que dim T < c+1 , ¢ 2 0) . Soit Y une partie fermée de X et
supposons l'ouvert U = X-Y affine sur S . Soient V un voisinage ouvert
de Y dans X et F un faisceau de modules cohérent sur V tel que, pour
tout point y€Y fermé dans sa fibre (resp. pour tout point yE€Y tel que
éty = 1) et toute générisation u de y appartenant & U , on ait

prof F 2 2-codim({y}, {u})
(resp. prof F = Inf (1,c+2-codim( {¥}, {u})) .
Alors on peut trouver un ouvert W, Y& W< V , et un faisceau de sx—modu—
les cohérent G qui prolonge F|W et vérifie la condition suivante :
&
Pour tout point uw€U tel que {ulny =@ , on a

proqu 22 .
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Soit en effet E 1l'ensemble des points u de V tels que 1l'on ait

prof F < 2 et ulny = ¢ .
Si W=v-U {u} , 1'ensemble 2 = X-W est stable par spécialisaticn. Si u€W
u€E
est une générisation immédiate d'un point de Z , on a deg tr k(u)/k(s) < 1
(resp. 6,u s 1+dim T < c+2) . On a donc prof F = 1 (I 3.4). Par suite, si 1'on
pose G = u§/z(F) , le faisceau G est cohérent (EGA IV 5.11.1). Par comnstruc-—

P

tion ¢ satisfait & la condition de 1'énoncé,., Comme F et G sont isomorphes
en dehors d'une partie fermée qui n'est autre que U {u} , W est en fait wn

ouvert. ueE

LEMME 1.2.~ Soient X wun schéma noethérien localement immersible dans un sché-
ma régulier de dimension finie, Y une partie fermée de X, R 1e complété
formel de X le long de Y , E une partie fermée de % . Soit & un fais-
ceau de modules cohérent sur ﬁ tel que, pour tout point x€E , pour tout
point z de ii-Ex tel que dim{z}= 1 , on ait

profzﬁx 21 .

Alors on peut trouver un faisceau de medules cohérent ¢ sur % , un morphis-

me

induisant urx. isomorphisme au-dessus de U , tel que a|ﬁ—E soit bijectif,
tels que 1l'on ait
profxqX 2 2

en tout point X€E .

Soit en effet (Vi)i€I un recouvrement de X par des ouverts affines

immersibles dans des schémas réguliers et considérons les immersions ouvertes
, AA

Q. 3 s = BKa - .

R
Si 2z est une générisation immédiate de E4 ,ona profz(sﬁ Y2 1 (II 3.1.1).

i i
I1 résulte donc de EGA IV 5.11.4 que les faisceaux Qi*¢§(3@ ) sont cohérents.
i
A A
Ies morphismes X —>Xa étant plats pour tous i, j € I , on déduit de
(vynv, ¥ 5,

EGA III 1.4.5 que les faisceaux ¢i*¢§(5v ) se recollent ; ils définissent
i

donc un faisceau cohérent ¢ sur % qui satisfait & toutes les conditions de

1'énoncé.
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A
COROLILAIRE 1.3.- Ies notations X, S, f, U, X ont le méme sens que dans
1.2 et 1'on suppose S affine. Soit € 1la catégorie des faisceaux de modu-

les cohérent F sur % qui satisfont & la condition suivante :

Pour tout point x de % , fermé dans sa fibre, pour tout point =z
de ﬁi appartenant & U, s 0na

prof 3 = 3-dim{z} .

Soit ¥ = ¢ un monomorphisme d'objets de € , Alors, si ¢ est algébrisa-

ble, il en est de méme de F .

On consideére la suite exacte
O-=3F-G—=X—-0 .

Pour tout point x de % , fermé dans sa fibre, et pour tout point =z de ﬁx ’
appartenant & U, » tel que dim{z} =1, on a

profzxx 2 1
(1.3.1 ci-dessous), Comme JF est algébrisable et le schéma S affine, on peut
trouver un entier n tel que Q(n) soit engendré par ses sections ; il en est
alors de méme du quotient ¥X(n) . Par suite ¥(n) satisfait aux hypotheéses de
1,2, donc est algébrisable. On peut alors trouver des faisceaux de @X—modules
cohérents G et K , satisfaisant & la conclusion de 1.1.1, tels que l'on ait
des isomorphismes & ~ G ,‘% ~¥ . D'aprés I 4.1, le morphisme a se déduit,
par passage aux complétés formels, d'un morphisme b : G - K ; on a donc un iso-
morphisme (Ker b ~ ¥ ,

IEMME 1.3.1.- Soit A un anneau local noethérien,
1) Soit
O-M =-M—-M"=-0
une suite exacte de A-modules de type fini et soit n wun entier > 0 . Sup-

posons que l'on ait prof M' 2 n+1 et prof M2 n , alors on a prof M" 2 n.

2) Soient M un A-module de type fini, 9 1'annulateur de M . Sup-
posons que l'on ait prof A = 1 (resp. prof A 2 2 et prof M2 {1 ) ; alors
ona prof ¥ 2 1 (resp, prof & 22 ) .

Soit k le corps résiduel de A , Il suffit, pour prouver 1), de
montrer que l'on a Exti(k,M") = 0 pour i<n ; or cela résulte de la suite
exacte
i+

A (k,M') -

~ Bxty (k') ~Bxty (k,M) = Ext,(k,M") ~ Ext

et des hypotheses Ext,(k,M') =0 si i<n+ et Exti(k,m) =0 si i<n .
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L'assertion 2) se démontre de méme. Ie module A/ est un sous-modu-
le de HomA(M,M) ; comme on & prof,M =2 1, on a aussi prof(HomA(M,M» > 1
(I 4.1.1), d'oh prof(A/M) =2 1 . Il suffit alors de considérer la suite exacte

0 - Hom, (k,4) — Hom, (k,A) — Hom, (k,A/) = Ext;(k,ﬂ) - Extl(k,A) .

Nous aurons besoin, pour démontrer 1.4, du lemme de dévissage suivant:

IEMME 1.4.0.- Soient X wun schéma noethérien régulier de dimension finie, Y
une partie fermée de X , U = X-Y , % 1e complété formel de X le long de
Y, E une partie de % telle que 1l'on ait dim @&’X‘z 3 en tout point
x€E . Soit € la catégorie des faisceaux de modules cohérents F sur %

qui satisfont & la condition suivante

(1) Pour tout point =x€EE , pour tout point u de i& , appartenant &
U._, On a
X —
prof F = 3-dimf{u} ,

(U} désignant 1'adhérence de u dans &X .
Supposons les conditions suivantes satisfaites :

a) 51 ¥ - ¢ est un monomorphisme d'objets de € et si G est algé-

brisable, il en est de méme de 3F ,

b) Tout objet de € qui vérifie de plus la condition (S2), dont l'an-
nulateur est algébrisable,par un idéal 9 de 6, tel que V(¥) soit irré-
ductible, est algébrisable,

Alors tout objet de € est algébrisable.

X

N

Soit ¥ un objet de € . Quitte & remplacer F par un quotient iso-
morphe & ¥ sur U, ce qui ne change pas la propriété d'é&tre algébrisable
( +1), on peut supposer que, pour tout ouvert affine V de X, 3% n'a pas
de sous-faisceau non nul de support contenu dans Yﬁ .

Soit d'abord ¥ un faisceau vérifiant (S1), dont l'annulateur est de
la forme ﬁ avec V(%) irréductible. D'apres II 2.5, dont on reprend les nota-

tions, on peut trouver un faisceau formel cohérent ¢ , un monomorphisme
F= G

tel que, pour tout ouvert affine V de X, Qﬁ soit la (22)—016ture de 3@ .
Cette derniére condition entraine que l'annulateur de ¢ est aussi celui de

¥ . Montrons que ¢ est dans C , Soit x wun point de E ; comme le faisceau
¥ vérifie la condition (i), toutes les composantes irréductibles du support de
3, sont de dimension 2 % ; il en est donc de méme des composantes irréductibles

du support de G, . Comme G vérifie (82), on a
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prof G, = 3-dim{z} ,

pour toute générisation stricte =z de x ; par suite ¢ appartientd C . Ie
faisceau @ satisfait & b), donc est algébrisable., D'aprds a), ¥ est algébri-
sable,

Soit maintenant F un faisceau vérifiant (S1) et montrons que F est
algébrisable., Montrons que l'annulateur % de F est algébrisable, Cela est
évident si ¥ =0 , Sinon, comme X est régulier, ¥ vérifie (S1) et son annu-
lateur est nul, Or, si x est un point de E , et 2z une générisation de x ,

appartenant a U, , ona

prof 64 = 3-dim{z} prof 3 = 3-dim{z}

%

d'aprés 1.3.1 2), on a aussi
prof ¥ 2 3~dim{z} .
Par suite 9 est algébrisable. Soient XyreeerXy les points maximaux de V(¥),
D'apres II 2.7, on peut trouver des faisceaux formels cohérents qi y 1 =1i=sn,
un monomorphisme
3o @ Gy
1<is<n
tels que Qi vérifie (82) et que l'annulateur de Qi soit de la forme ﬁi ,

ol ¥, est un idéal de 6y tel que V(ﬂi) = {E;} . Pour tout point

X
x €EN {E;} , on a codim({x},{xi}z 3, d'ol le fait que @; est dans C . Ies

Gy sont alors algébrisables d'aprds b) et il en est de méme de JF d'aprds a).

On peut désormais supposer que tout objet de € qui vérifie (S1) est
algébrisable, Soit JF un objet quelconque de C et montrons que JF est algé-
brisable. D'apreés II 2,6, on peut trouver des faisceaux formels cohérents 3,
0<is<sn, vérifiant (Sg) , un monomorphisme

F - @ 5i 9
o<isn

tels que, pour tout.ouvert affine V de X et tout i , tout point associé a
5iV soit associé & sv . Montrons que les 31 sont dans C . Si X€E et si
u est un point maximal du support de 3ix s u est un point associé & 3x H
par suite u appartient a Uk et, coome F € C, ona dim{ﬁ} 2 3 , Comme
¥y vérifie (S2), on a

prof J, = 3-dim{x} ,

pour toute générisation stricte z de x ; par suite 3 appartient & € quel
que soit i , Ies 3, sont donc algébrisables, et, d'aprés a), il en est de

méme de F .
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THECREME 1.4.~ Soient S un schéma noethérien localement immersible dans un
schéma régulier de dimension finie, f : X - S wun morphisme propre, Y une
partie fermée de X telle que U = X-Y soit affine sur S . On note ﬁ le
complété formel de X 1le long de Y . Soit C 1la catégorie des faisceaux

de modules cohérents F sur X qui satisfont aux conditions suivantes :
(i) Pour tout point y de Y , fermé dans sa fibre, et pour toute gé-
nérisation u de y appartenant & U , on a

prof F 2 3-codim({y}, {u}) .

(ii) Pour tout point u de U tel que {ujnY =¢ , on a
proqu 22,

Soit € 1la catégorie des faisceaux de modules cohérents JF sur % satis-

faisant & la condition suivante

(iii) Povr tout point x de X , fermé dans sa fibre aus-dessus de S y

pour tout point =z de i& appartenant a UX , On a
prof 3 = 3-dim{z} .

Alors le foncteur ¢ de C dans € qui, & un faisceau F , associé son
complété formel P ole long de Y , est une équivalence de catégories.

, Ie foncteur ¢ est pleinement fidéle d'aprés I 4.1. Compte tenu de
1.1.1, le fait que ¢ soit une équivalence de catégories résulte du corollaire

suivant :

COROLLAIRE 1.5.- Ies notations étant celles de 1.4, soit 3 un faisceau cohé-

rent sur X , appartenant & ¢ . Alors 3 est algébrisable (0.0.1).

I2 question est locale sur S . Soient en effet (Si) un recouvre-—

i€T

ment ouvert de S , Xi =X X supposons que, pour chaque i€I , on puisse

S. 3
trouver un faisceau cohérentS ii sur Xi , satisfaisant aux condition (i) et
(ii) de 1.4 relativement & Si et un isomorphismg B,z slﬁi . Montrons que les
faisceaux Fi se recillent et définissent un faisceau F sur X tel que 1l'on
ait un isomorphisme F ~ ¥ . Pour tous 1 , j € I , posons Xi’ = xin X. »

Uij = Xij N U . Un point uEUij tel que deg tr k(u)/k(f(u)) =0 ou 1. est,
soit générisation immédiate d'un point yEYi , fermé dans sa fibre, soit tel
que {ulnY =@ (I 3.4). Dans les deux cas, on & '

proqui 22 .,
I1 résulte alors de I 4.1 que l'on peut trouver un unigue isomorphisme

954 ° Filxij - FjIXij ,
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A
qui induise 1'identité sur 3]){ij , et que ces isomorphismes satisfont & la

condition de recollement.

On peut donc supposer S affine, On se raméne, comme dans 1.2, au
cas ou S est régulier, X de la forme Pg ,avec r 2 3 et ol Y est une
section hyperplane de X . En particulier X est régulier. Soient I = sx(1)
et o une section de I qui définit Y , I 1'idéal défini par o . Pour tout
entier n , on pose 3F(n) =3 @ ¥ | on peut alors appliquer 1.4.0 en définis-
sant E comme 1l'ensemble des points de X fermés dans leurs fibre., Ia condi-
tion (i) de loc, cit. n'est autre que la condition (iii) de 1.4 ; la condition
a) résulte de 1.,3. Il suffit donc de prouver b), i.e. de prouver le corollaire
si 1'on suppose que F vérifie (S2) et que l'annulateur de F est algébrisable
par un idéal ¥ tel que V(¥) soit irréductible,.

On suppose désormais que S est affine, X projectif sur S, que
Y est une section hyperplane de X , que & vérifie (82) et a un annulateur
algébrisable par un idéal u tel que V() soit irréductible. Quitte & rem-
placer X par un sous-schéma fermé, on peut supposer que ¥ =0 et que X est
irréductible. On peut supposer f surjectif. Nous allons voir que 1l'on peut
trouver une partie fermée T de Y , un ouvert W de V = X-T , contenant U,
un morphisme propre g : %Z —= V , induisant un isomorphisme’ g_1(w) ~W, un
faisceau g-ample L' , tels que les conditions suivantes soient satisfaites :

a) On a codim(T,X) = 4 et codim(V-W,V) = 3 .

b) Si 7 désigne le complété formel de 7z le long de H = g_1(Y n v
et &£ : %~ % 1le morphisme déduit de g , le faisceau &*(F|Vv) vérifie la con-
dition (33). ‘

¢) Pour tout point n€Z , fermé dans sa fibre au-dessus de V , on a

di = dim .
s v,e(2)

Soit en effet E 1'ensemble des points y de % tels que 3y ne
vérifie pas (S,). D'aprés II 2.4.1, E est une partie fermée de X . Notons
que, 3, vérifiant (SZ) en tout point x€X , on a

dim 62 2 3

X,y
en tout point y de E . Notons (yi)i€I l'ensemble des points de E tels que
l'on ait dim @i’yi = 3 ., L'ensemble I est contenu dans l'ensemble des points
meximaux de E donc est fini, Pour tout 1i€I , 1'anneau local exzyi est for-
mellement équidimensionnel (EGA IV 7.1.10 et 7.1.8). Par suite si’yi est équi-
dimensionnel de dimension 3 . Comme syi vérifie (Sz), on peut appliquer II
1.4 relativement & l'entier 3 ., Soit W&i = Spec s%’yi - {yi} . D'aprés loc.

cit., on peut trouver un morphisme propre



t Z_ - Spec 6%
&y, " %y, TP Oxyy,
induisant un isomorphisme g;1(w& ) ~ w& , tel que toutes les composantes irré-
i Ji i
ductibles de Z soient de dimension 3 , un faisceau g_ -ample I1' , tel
yi yi yi
que I!' |g-'(W. ) soit isomorphe au faisceau structural de W et tels que
i Y1 Yy Ii
le faisceau g§ Ey vérifie (S3)° D'apres II 1.6 et EGA IV 8 (8.2, 10.5, 5.2,
i1
10.5.2), il existe un voisinage ouvert Vi de v dans X , un morphisme pro-
pre
8 224 "V o

un faisceau gi-ample I& , tels que 1l'image inverse de g par le morphisme

i
canonique Spec Si y - Vi s'identifie & gy , l'image inverse de Li étant
i i
alors I§ . Soit W, =V, - {5;} . Quitte & restreindre \A 4 un voisinage ou-
i

vert de Vs dans Vi , on peut supposer que -9 induit un isomorphisme

gl (W) ~ W v (BGA IV 8.5.2.4 et 8.10.5).
i

On peut aussi supposer que les points maximaux de zi sont les projections de

i et que Li‘wi est isomorphe & &

ceux de Zy . Comme les composantes irréductibles de 2 sont de dimension
i i
3, les Vi satisfont & la condition c). On note Qi le complété formel de 2.
;1(Y n Vi)’ etc, Comme 1l'ensemble des points de éi ol %;(3]%1)
ne vérifie pas (SB) est une partie fermée qui ne rencontre pas g;1(yi) , on

le long de g
peut supposer, quitte & restreindre v, » que é§(3|ﬁi) vérifie (33)' Quitte
a4 enlever & chaque Vi la réunion des {;EI pour j # i , on peut supposer que
l'on a

Vi N vyn {y_i} n {y_j} =¢ pour tous i,j € I, ifj.

Soient T' 1l'ensemble des points de X - U Vi en lesquels JF ne
i€1
. s [ = - — .
vérifie pas (S3) » T {yi}n(X i%&vi) et soit

T=TU(yUT .
i€l
Comme la réunion des Vi contient les points ¥y i.e. les points ol & ne

vérifie pas (83) et dont 1'anneau local est de dimension 3 , on a
codim(T,X) = 4 .

Soient V = X-T et W=7V-U ({¥.}n V,) . Comme les y. sont les points maxi-
i€ 4 i i

maux de V-W , on a bien codim(V-W,V) 2 3 , d'ol la condition a).

Définissons maintenant Z . On considére le recouvrement ouvert de V
formé de W et des v i€I . Comme la restriction du morphisme g; a LA

est un isomorphisme, la famille de V-schémas formée de W et des zi se
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recolle, et 1l'on obtient ainsi un V-schéma g : Z - V . Ie morphisme g est
propre car il 1'est localement sur V ; enfin, par construction méme, la res-
triction de g & W est un isomorphisme, On définit de méme un faisceau

g-ample I' par recollement & partir de sw et des Iﬁ , compte tenu du fait

que Iﬁlwi est isomorphe & @w . Comme slﬁ , ainsi que les é§(3|§i) , Véri-

i
fie (83) , le faisceau 2&*3F vérifie (S3). On a donc réalisé toutes les condi-
tions annoncées,

Montrons que 1l'on peut appliquer III 2.2. Comme 3 appartient & ¢ ,
les fibres de f sont de dimension 2 3 ; on a donc dim ®%,z 2 3 en tout point
z de % , fermé dans sa fibre au-dessus de V , de projection un point x fer-
mé dans sa fibre. Il en est de méme en un point =z de projection un point x
tel que codim({x}NT,{X}) = 1 , puisque 1l'on a codim(T,X) = 4 . Comme B&*J

vérifie (83)’ on a bien
prof (&*3), = 3,

en tout point 2z tel que précedemment. Soit h le morphisme composé de g et
de 1l'immersion ouverte de V dans X . Il résulte de III 2.2, dont on reprend
les notations, que 1l'on peut trouver des entiers né , n_, et des sections

" O A
globales oy s je€g , de h*h*(s_n,(no)) telles que les oj|W engendrent le
o

faisceau %*%*(s_n,(no))lﬁ . Ce dernier faisceau n'est autre que s(no)l@ . Si
o

k est l'immersion ouverte canonique de W dans X , on peut donc trouver un

faisceau de sxﬁmodules libre de type fini I et un morphisme

” A
a:1-k(GEn)W,

tel que le morphisme a[ﬁ soit surjectif.

Soit G = Im a , Ie faisceau G est engendré par ses sections et,
comme %*(E(no)|ﬁ) vérifie (s1) , 11 en est de méme du sous-faisceau ¢ . De
plus l'annulateur de ¢ est 1'idéal nul. Comme les fibres de f sont de dimen-
sion = 3 , cela implique la condition b) de 1.2, D'aprds loc, cit. , G est al-
gébrisable., Soit G un faisceau de modules cohérent sur X , tel que l'on ait
un isomorphisme g ~ G . le faisceau ﬁ[@ est isomorphe & s(n0)|® . On peut
alors appliquer II 3.2 et 3.3. On en déduit des isomorphismes canoniques

(&M = K (B1F) ~ ey (3(a ) M) 3(n) k(3N .

Ceci prouve que G est algébrisable par le faisceau (k*G|W)(-nO) .
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2, Cas local.

Soient S wun schéma local noethérien complet de point fermé + ,
X = 5-{t} , Y une partie fermée de X , % le complété formel de X 1le long
de Y . Iorsque l'ouvert U = X-Y est affine, nous nous proposons d'algébriser
les faisceaux formels cohérents JF sur % , qui satisfont & la condition (iii)
de 2.8, Nous aurons besoin, pour traiter le cas U affine, d'utiliser le résul-
tat 2.6, relatif au cas ol Y est défini par l'annulation de n sections glo-
bales de S . Traitons d'abord le cas ou Y est défini par l'annulation d'une
section globale de S ; comme dans le cas local, nous démontrons d'abord un

théoréme d'algébrisation pour un faisceau formel engendré par ses sections.

PROPOSITION 2.1.- Soient S un schéma local noethérien complet de point fermé
t , T une partie fermée non vide de § , £ une section globale de @S tel-
le que TS V(f) , X=8-T, Y=V(ENX, U=XY . On note X le complété
formel de X 1le long de Y . Soit & un faisceau de modules cohérent sur

S .
X , satisfaisant aux conditions suivantes :
a) ¥ est engendré par ses sections.

b) Pour tout point x de i tel que 6tx < dim T + 1 , pour tout

point z de %x , appartenant a U, , ona

prof 3 = 2-dim{z}

Alors JF est algébrisable.

Utilisant le fait que tout schéma local noethérien complet peut se

réaliser comme sous-schéma fermé d'un schéma local régulier complet (EGA O

Iv
19.8.8), on se raméne au cas ou S est régulier, et 1l'on peut supposer que
l'on a
(*) dim S 2 4 +dim T ,

1. Réduction au ces ol, pour tout point x de % tel que 6Tx =1,

on a profX 3x 22 .,

Quitte & remplacer F par un faisceau isomorphe & ¥ sur U , on
peut supposer que, pour tout ouvert affine V de X , le faisceau 36 n'a
pas de sous-faisceau non nul de support contenu dans Y@ (0.1). Pour tout ouvert
affine V de X , pour tout point x de Y& tel que éTx =1 , pour toute gé-

v
nérisation z de x , on a alors, compte tenu de b)

prof Fc > 1 si codim ({x},{z}) =0 ou 1.

Soit E 1'ensemble des points x de ;' , tels que 6Tx =1, tels que 1'on
ait

profX Sx <2 .
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L'ensemble E est fini ; pour le voir on prends un recouvrement fini de X
par des ouverts affines Vi , 1€l , et on applique I 3.5 2) aux schémas ﬁﬁ .

: . _ 5
Pour tout point =x€E et tout =z € Xx tel que dim{z} =1, on a

profzsX 21 3

d'aprés 1.2, on peut donc trouver un faisceau de sxfmodules cohérent G , un
morphisme JF - ¢ , induisant un isomorphisme sur U , tels que l'on ait

profxqX 2 2

en tout point x€E . De plus la relation ci-dessus reste vraie si 1l'on remplace
G Dpar %qq quel que soit l'entier q 2 0 car ¢ n'a pas de sous-faisceau
non nul de support annulé par e . D'aprés 0.1 , il suffit, pour prouver que
¥ est algébrisable, de montrer que 1l'on peut trouver un entier q 2 0 tel que
?qq soit algébrisatle, Il suffit donc, pour achever la réduction, de montrer
que 1l'on peut trouver gq tel que le faisceau %qq soit engendré par ses sec-
tions, Comme JF est engendré par ses sections, on peut trouver un faisceau de

ex-modules libre de type fini I et un morphisme surjectif

a : i - F .
Comme F et G sont isomorphes sur U , on peut trouver un entier q tel que
le morphisme %qq - G se factorise er un monomorphisme qu - F ; le faisceau
E/qu est alors algébrisable (0.1). On considére le diagramme suivant, dont
les lignes sont exactes

0o - x -1 % 3% - o
v l/a e
o -%Y% -3 - 3/%% - o .

D'aprés I 4.1, le morphisme c¢ est algébrisable ; il en est donc de méme du
faisceau ¥ . Par suite X est engendré par ses sections ; il en est donc de
méme du quotient qu .

2. Cas ou, pour tout point x€ﬁ , tel que éTx =1, o0na
profxsx 22 .
Soit L wun faisceau de sx-modules libre de type fini tel que 1l'on

ait un morphisme surjectif
C 2
a: L—-3F;

soit ¥ = Ker a ., Pour tout point x€f , tel que éTx =1, ona, d'aprés (*),

dim @x’x 2 3 . Comme sX,x est régulier, on a

profxux 2 3 .

(EGA IV 17.3.4). On peut donc appliquer II 2.,3& ¥ , en y faisant g = id ,
i étant 1'immersion ouverte de X dans S . On en déduit que f*u est cohé-
rent., Comme S est complet, i*u , donc aussi ¥ , est algébrisable. I' in-
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jection canonique ¥ - i étant algébrisable, d'aprés I 4.1 F est algébrisa-
ble,
COROLLAIRE 2.2.- Ies notations s , X, T, U, % ont le méme sens que dans
2.1, Soit € 1la catégorie des faisceaux de modules cohérents JF sur b ’
qui satisfont & la condition suivante :

(i) Pour tout point x de X tel que 8,x <dim T + 1, pour tout

point z de ﬁi appartenant 2 U, , ona
prof 3 2 3-dim{z} .

Soit & = ¢ un monomorphisme d'objets de C . Alors, si ¥ est algébrisable,
il en est de méme de ¢ .

On consideére la suite exacte
0~+3F-G—-X—=0 .
Pour tout point x de ﬁ tel que 6,x <dim T + 1 , pour tout point 2z de %

t X
appartenant a U, ,ona

prof X = 2-dim{z}

(1.3.11. Comme le faisceau ¢ est algébrisable, il est engendré par ses sec-
tions ; il en est donc de mé&me du quotient ¥ . Par suite ¥ satisfait aux
hypothéses de 2.1, donc est algébrisable. Soit K un faisceau de sx-modules
cohérent tel que 1l'on ait un isomorphisme ﬁ ~X . Quitte & remplacer K par
un quotient isomorphe & K sur U, ce qui ne change pas la propriété de

Ker(G - i) d'8tre algébrisable (0.1), on peut supposer que l'on a
profo > 1
en tout point x€Y . Soit E 1l'ensemble des points u€U ou l'on a
proqu <2 et GTu =1.

Ie sous-ensemble % = U {u} de X est stable par spécialisation et 1l'on a
u€E :

étv <dim T + 2

en toute générisation immédiate v de Z ; les hypothéses de profondeur véri-
fiées par K entrainent en particulier la relation

prova 2 1.

D'aprés EGA IV 5.11.1, le faisceau K' = u§/Z(F) est donc cohérent, De plus on
a un morphisme K - K' ', injectif en tout point de Y et, par construction de
K' , ona
1
proqu 2 3—6Tu

“en tout point uw€U . On peut donc appliquer I 4.1 au morphisme composé

A Pal
Q"K"’K' H
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on en déduit que ce morphisme est algébrisable, d'ou le fait que le noyau &

est algébrisable.

THEOREME 2.3.- Les notations étant celles de 2.2, tout faisceau F de C est
algébrisable,

D'aprés EGA OIV 19.8.8, S peut se réaliser comme sous-schéma fermé
d'un schéma local régulier complet R . En remplagant S par R et en prolon-
geant & par zéro, on se raméne au cas ou S est régulier et on peut supposer
la dimension de S supérieure ou égale & dim T + 4 . On applique 1.4.0 & X,
en désignant par E l1l'ensemble des points x de % tels que th < dim T+1 .
D'aprés 2.2, la condition a) de loc. cit. est satisfaite. I1 suffit donc de
prouver la condition b). On est ainsi ramené au cas ol S est irréductible,

ol F est un faisceau vérifiant (82) , dont 1l'annulateur est nul, ce qu'on
suppose désormais,

Ies hypothéses de profondeur sur ¥ entrainent la relation

codim(T,S) = 4 .

Nous allons montrer gue 1l'on peut trouver une partie fermée T' de S,
Pc 7' c V(f) , un ouvert W de V = S-T' , contenant U , un morphisme propre
g Z‘~ V induisant un isomorphisme g-1(w) ~ W, un faisceau g-ample L,
tels que les conditions suivantes soient satisfaites :

a) On a codim(T',S) = 4 et codim(V-W,V) 2 3 .

b) §i 2 désigne le complété formel de 7 1le long de g-1(Y nwv
et é : 2 - ﬁ le morphisme déduit de g par passage aux complétés formels,

. r¥ 2 P s
le faisceau g (%|V) vérifie la condition (SB) .
c) Pour tout point =z de Z , fermé dans sa fibre, on a

dim ®Z,z = dim GV,g(Z) .

Soit en effet E 1'ensemble des points y de X tels que gy ne
vérifie pas (83) . D'aprés II 2.4.2, E est une partie fermée de % . Notons
que, F vérifiant (Sg) er tout point x€%X , on a

‘ dim 64 _ 2
R,y * 2
en tout point y de E . Notons (yi)i€l 1l'ensemtle des points de E tels

que 1l'on ait dim @X y = 3 , Comme les Vi oo i€I , sont des points maximaux
i

de E , I est fini, Pour tout i€I , l'anneau 6 est formellement équidi-

X,y

mensionnel (EGA IV 7.1.10 et 7.1.8). Par suite @%,yz est équidimensionnel de

dimension 3 , Comme 3yi vérifie (52) , on peut appliquer II 1.4 relative-

ment & 1l'entier 3 . Soit Wyi = Spec Gﬁ’yi - {yi} . D'aprés loc. cit., on peut
trouver un morphisme propre
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g 2 7 -+ Spec 632 ,
induisant un isomorphisme g; (W& ) ~ W& , tels que les composantes irréducti-
i i i
bles de 2 soient de dimension 3 , un faisceau gy —ample Iy dont la
i i i
restriction & é; (W. ) soit isomorphe au faisceau structural, tels que
i i

g; 3y vérifie la condition (83) . D'aprés II 1.6 et EGA IV 8(8.2, 10.5, 5.2,
iJi
10.5.2), il existe un voisinage ouvert Vi de vy dans X , un morphisme pro-

pre
8 * Ly =V
un faisceau gi—ample Iﬁ , tels que 1l'image inverse de g; per le morphisme
canonique Spec sﬁ ¥ - Vi s'identifie a gy , l'image inverse de Iﬁ étant
i i
alors Iy . Soit W, = Vi—{yi} . Quitte & restreindre v 4 un voisinage ou-
i
vert de Vi dans Vi , on peut supposer que 84 induit un isomorphisme

g;1(wi) ~ Wi , et que Lilwi est isomorphe & 6 (EGA IV 8.5.2.4 et 8.10.5).

Wy

On peut aussi supposer que les points maximaux de zi sont les projections des

points maximaux de 2 5 comme les composantes irréductibles de 7 sont de
i i

dimension 3 , 84 satisfait & la condition c¢). On note ﬁi le complété formel
-1

i

de Zi le long de g
§§(3|?i) ne vérifie pas (SS) est une partie fermée ne rencontrant pas

(Yn Vi) » etc. Comme 1'ensemtle des points de 7, ol

- \ . ol z . .
gi1(yi) » on peut supposer, quitte & restreindre V, , que %§(3|Vi) vérifie

(83). Quitte & enlever & chaque v, 1la réunion de {5;} pour j # i , on peut

supposer que l'on a

v, n Vj n {5;} n {531 = ¢ pour tous i,J€I , i # j .
Soit T" 1l'ensemble des points de X - U Vi en lesquels F ne
‘ i€TI
vérifie pas (33) . Posons
T,={y;bn(x-U v,) =T U UL .
i i ier 1 i1 &

Comme la réunion des Vi contient les points Vi i.e., les points ou 3 ne

vérifie pas (83) et dont 1l'anneau local est de dimension 3 , on a
codim(T',8) = 4 .

Soient V = X-T' et W=V - U ({;;} N V,) . Comme les y, sont les points
i€T

maximaux de V-W , on a bien codim(V-W,V) = 3 , d'ol la condition a).

Définissons maintenant Z . On considére le recouvrement ouvert de
Vv formé de W et des Vi i€I ., Comme la restriction du morphisme 85 a
Wi est un isomorphisme, la famille de V-schémas formée de W et des Zi se
recolle ; on obtient ainsi un V-schéma g : Z = V ., Ie morphisme g est pro-
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pre car il 1l'est localement sur V ; enfin, par construction méme, la restric-
tion de g & W est un isomorphisme. On définit de méme un faisceau g-ample
L per reccllement & partir de sw et des 1. , compte tenu du fait que Iilwi

est isomorphe & §_ . Comme 3|¥ , ainsi que les @;(3]6;) , vérifie (53) , le

LA

faisceau g&*3 vérifie (S3)° On a donc réalisé toutes les conditions annoncées.

On peut appliquer III 2.3 au faisceau é*s . En effet, pour tout
point x de V tel que codim({?}ﬁT&{;}) =1, la condition codim(T',S) = 4
vox 235 d'aprés c), on a aussi dim &, , = 3 en tout
’ ’
point z de Z fermé dans sa fibre au-dessus-d'un tel point x ; par suite on

montre que 1l'on a dim ¢

a »
profz(g*3)z >3,

Si h est le morphisme composé de g et de 1l'immersion ouverte V - S, on
peut trouver un entier n tel que %*3(-n) soit cohérent., Ie schéma S étant
complet, %*3(—n) est algébrisable, Soit F wun faisceau de @S—modules cohé-
rent tel que 1l'on ait un isomorphisme # :,il*S(—n) . On en déduit, par restric-
tion 2 W, un isomorphisme :

5|ﬁ ~ %Iw .
Ceci montre que 31% est algébrisable. On peut alors appliquer II 3.2 et 3.3.
Si j est l'immersion ouverte de W dans X , on en déduit que les morphismes

canoniques
.o ' NS I z ~ a
(3 3*P)" = G.(FIW) =~ 3,(3|W) 3 - 3,(3|W
sont bijectifs. Ceci montre que 3F est algébrisable par le faisceau J, j*F .

Nous allons maintenant généraliser 2.3 au cas ou l'on ne suppose plus
Y défini par une équation mais seulement 1l'ouvert X-Y affine. Ia condition
(i) de 2.2 est équivalente & la suivante :

Pour tout point xE% , pour tout point =z de ﬁk , appartenant &
Ux , On a

prof 3 = Inf(2,dim T + 4 - 6ox - dim{z}) .

I1 sera commode de se ramner au cas ou la condition ci-dessus est satisfaite en
tout point 2z € ﬁx . Ceci est possible gréce au lemme suivant :

LEMME 2.4.- Soient S un schéma local noethérien de point fermé + , immersi-

ble dans un schéma régulier., Soient T wune partie fermée non vide de S ,

X =58-T , Y une partie fermée de X telle que U = X-Y soit affine ; no-

tons X le complété formel de X 1le longde Y . Soient k wun entier, JF

un faisceau de modules cohérent sur ﬁ satisfaisant & la condition suivante
(i) Pour tout point x de ﬁ , pour tout point z de i’{ apparte-

nant a Ux , On a

prof F = Inf(2,k—6tx—dim{v}) .
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Alors on peut trouver un faisceau de sx-modules cohérent § sur ﬁ y Un

morphisme ¥ - ¢ induisant un isomorphisme sur U , tels que l'on ait
profqu 21
en tout point x de ﬁ et
prof, G, = Inf(z,k—étx—dim{z})

en tout point 2z de ﬁx .

Quitte & remplacer F par un faisceau isomorphe sur U , on peut

supposer que 3 n'a pas de sous-faisceau non trivial, nul sur U . On a alors
profxax 2 1
en tout point x de ﬁ . Soit E 1l'ensemble des points x de ﬁ tels que
1'on ait
profxsx <2 et étx < k-2 .
L'ensemble E est fini, Pour le voir, on prend un recouvrement fini de X par
des ouverts affines Vi et on applique I 3,5 aux schémas iﬁ et aux entiers
i

2., 1, k=2 , Pour tout point x€E et tout point z€§X tel que dim{E} =1,
on a profzsx 2 1 ; 1l'existence de ¢ résulte donc de 1.2,

IEMME 2.5.- Soient S wun schéma local noethérien de point fermé + , immersi-
ble dans un schéma régulier, I et J des idéaux de ss tels que I=J ,
T une partie fermée de S telle que T N V(J) = {t} et T < V(I) . Soient
X=85-T, Y=V(I)NX, 2=V(I)NX et soit X 1e complété formel de X
le long de Z . On suppose S complet pour la topologie I-adique, 1l'ouvert
V affine et l'ouvert X-Y réunion de c+1 ouverts affines., Soit ¢ un
faisceau de modules cohérent sur & , satisfaisant & la condition suivante :

Pour tout point x€§ , pour tout point v de ﬁ& qui appartient &
Vx , On a

prof G, = Inf(2,c+4 - By% - dim{v}) .

Soient S' 1le complété de S , X' = X xSS' y Y' =Y XSS' , etc. Notons Q'
le complété formel de X' le long de Y' et p : ﬁ' - i le morphisme ca-
nonique, Alors, si p*G est algébrisable, il en est de méme de G .

On peut trouver un faisceau de modules cohérent G' sur S' tel que
l'on ait
profo’ 22
en tout point =x€S' tel que {x}NY' =@ , et un isomorphisme
a : G' ~ p*G .
A
Soient X'Z le complété formel de X' 1le long de 2' , 6'2 le complété for-
mel de G' 1le long de 2' , Q'Z 1l'image inverse de ¢ sur ﬁ‘z . Pour tout
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Z

point xei' , pour tout point u de ﬁ'i s On a

profﬁ%'z > Inf(2,c+4—6t,x—dim{3}) profu(q'z) > Inf(2,c+4—6t;x-dim{3}).
On peut donc appliquer I 4.4 au faisceau HomA Z(ﬁ'z,q'z) car il satisfait aux
1

Z et ¢'Z (14.1.1), m

en déduit que l'isomorphisme a se reldve en un isomorphisme

mémes hypothéses de profondeur que les faisceaux &

b : G2 ~ Q'Z ,
i.e. que Q'Z est algébrisable,
Pour montrer que G est algébrisable, on considére le systéme projec-
tif de faisceaux de 6 -modules

S
Qm = HO(X,Q/ImHQ)N

y m=20 .
L'image inverse ¢! de G =~ sur S' n'est autre que HO(X’,Q'Z/I'm+1q'Z)
(EGA ITI 1.4.15). Comme on a T'NY' = ¢ , donc ét,x < c+1 en tout point
x€T' , on a

proqu' 2 3—6T,u
en tout point wu€X' . D'aprés I 2.7, le morphisme canonique

i . i m
Hp(X',6') = Lim Hp, (X',6'/1'76")

est bijectif pour i < 1 et le systéme projectif des H;,(X',G’/I'mG') satis-
fait & la condition de Mittag-Ieffler., Comme on a

profT,G' 22,

le systéme projectif des H;,(X',G'/I'mG') a une limite projective nulle, On en
déduit, S' étant complet pour la topologie I'-adique, que toutes les fléches
du diagramme commutatif
B(8',6') —— > H(X',6')
lim, BO(8',6'/T'"6") —=>> lim H(X',6'/1'"6")
&
sont des isomorphismes, et que le systéme projectif des HO(X',G’/I'mG') satis-
fait & la condition de Mittag-Ieffler, Comme le morphisme S' - S est fidéle-
ment plat, le systéme projectif des Qm satisfait aussi & la condition de
Mittag-Ieffler ; plus précisément, si Gm désigne le sous-objet des images uni-
verselles de Qm , son image inverse sur S' est le sous-objet des images uni-
verselles de HO(X',G'/I’m+1G')~ ; en particulier G = est un faisceau de
@S-modules de type fini, Si ko est un entier, on peut alors trouver un sous-
module de type fini H de 1;_.111m qm tel que l'application canonique H - Gk
soit surjective, Soit g : S' = S 1le morphisme canonique ; par image invers§
sur S' , on obtient des morphismes injectifs

g —S > gx(lim ) — 2> B(X,007 = @
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et le morphisme de g¥H dans G& est surjectif. Si 1l'on a choisi k0 tel que

. . . o
le morphisme canonique

k +1
o, (87,6'/T © ') = H)(s',G1/T'G")
soit nul, on a

Ker(G' - Gy ) 16
(o]

I1 résulte alors du lemme de Nakayama que ¢ et d sont des isomorphismes. Ie
module H a donc G' pour image inverse sur S' , Par suite la restriction de

N

n . N m \ ) A ) s
H/TH & X est égaled /I G, d'ou le fait que H est isomorphe & ¢ .

PROPOSITION 2.6.~ Soient § wun schéma local noethérien de point fermé +t , im-
mersible dans un schéma régulier, c¢ un entier = O , fo ’ f1""’fc des
sections globales de @S » T une partie fermée de S telle que

on () v(£,) soit égal & {t}. Soit I un idéal de S, tel que

osisc
V(1)o7 N V(fi)) ; on suppose l'ouvert V = S-V(I) affine et S complet
osisc
pour la topologie I-adique, Soient X = §-T , Y = M V(fi) - {t} ,

osis<c
7 = V(I)-T et soit X 1le complété formel de X le long de 2 . Soit F wn
faisceau de modules cohérent sur ﬁ , Ssatisfaisant & la condition suivante :
(i) Pour tout point x de ﬁ , pour tout point v de ix apparte-

nant & Vy s ona

prof 3 _ = c+4—6tx—d1m{v} .

Alors le faisceau ¥ est algébrisable,

D'aprés 2.4 et 0.1, on peut supposer, quitte & remplacer JF par un

faisceau isomorphe sur V , que l'on a
(%) prof 3 = Inf(2,c+4—6tx~dimi?}

A A
our tout point x€X et tout point v de xX . On raisonne par récurrence sur
¢ ., Iecas c =0 résulte de 2.3 et 2.5, Supposons la proposition démontrée

quand on remplace c¢ par c-1 et montrons-la pour c .

Soit (Va)aEA un recouvrement fini de X par des ouverts affines ;

pour chaque €A , soit (xj) 1'ensemble des points associéds & sv s si
a

j€Ja

J= \U J_ , on considére l'ensemble (y.). des projections dans X des
QA @ j’ieg

points xj . D'apreés 2,6.0 ci-dessous, on peut trouver des sections globales

E.90.098 de 6, , telles que le fermé V(f + I g.f.) ne continne aucun des
1 (] S [¢] 1<ize

yj , JEJ . Quitte & remplacer fo par fo + I g.f. sans changer les autres
1<i<c

fi , Ce qui ne change pas Y , on peut donc supposer qu'aucun des yj n'appar-
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tient & V(fo) . Ceci entraine que fo n'est pas diviseur de zéro dans F .

Pour chaque p 2 O , on considére le sous-schéma fermé X de X
défini par 1l'annulation de fg'” ; on pose Zp = ZXX'Xp et on note ﬁp le com~
plété formel de le long de Zp , ﬁp : X - f{ 1'immersion fermée canonique;

on pose 3P = (Qp)*s » €tc. Soit x un point de Xp et montrons que l'on a
pzt'o:t‘v(sp)X > c+3—6tx-dlm{v}

p'x
neaux locaux en X n'est autre que le passage au quotient par 1'image

en tout point v de (V_)._ . Ie morphisme (QP)X induit par Qp sur les an-

(f )p+1 de £2*' adans . L'élément (f ). n'étant pas diviseur de zéro
o’x 0 Sg{ o’x

dans 3_, la relation ci-dessus résulte de (i).
On peut donc appliquer 1l'hypothése de récurrence a Xp ’ Zp , Y et
au faisceau formel 3P . On en déduit l'existence d'un faisceau de modules cohé-

rent FP sur Xp et d'un isomorphisme %p ~ 3p ; d'aprées 1.1.1, on peut sup-
poser de plus que l'on a
(%) p::'ovap > 2
en tout point v de Vp tel que {F}nzp =¢ . Pour tout p=2 0, on a une
suite exacte /:D 2

o P

o - F—=> Ep———jqu =0 ,
ol le morphisme % est la multiplication par %g et 6P la surjection cano-
nique. Nous allons montrer que les morphismes %p et € sont déduits, par

b
passage aux complétés formels, de morphismes

b ¢+ F = c_: F = .
o " p " P

D
Ies faisceaux Fo , Fp , Fp-‘l peuvent &tre considérés comme des faisceaux sur
. i B 3 w a
Xp 3 solent FO , F‘p ’ Fp_1 es prolongements cohérents de Fo ’ Fp , Fp_1 a
Sp . Comme on 2 dim T < c¢ (I 3.2), il résulte de II 3.1.1 que, pour tout point

vevp tel que {V}nzp #®, ona

provap z 3 - éT v .
p
L'existence de bp et cp résulte donc de I 4.1.

Pour tout point x€zp , On a une suite exacte

0= (3)y = (3D = (3, )y =0 .
Comme le morphisme canonique ﬁx - Spec ex % est fidelement plat, la suite
’
0~ (3,), = (sp)x - (:tp_1)x -0

est aussi exacte, Il existe donc un voisinage ouvert W(p) de 2Z_ dans Xp
tel que la suite o P |W( ) IW( ) P

olW(®) = F W) ~ 7, IW(p) ~ 0
soit exacte. Nous allons montrer que l'on peut trouver un voisinage ouvert W

de Zo dans X , W ne dépendant pas de p , tel que la suite ci-dessus reste
exacte quand on y remplace W(p) par 1l'image inverse wp de W dans 1&) .
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Considérons l'ensemble des points VEVO ol 1'on a

prova0 <2 et 6tv <c .,

Comme on a
provao > Inf(2,c4+3 - btv) ,

il résulte de I 3.5 que l'ensemble E est fini. L'ensemble E' des points de
Vo tels que l'on ait

prof F < 3 et {v}ﬁz0 =@
est contenu dans E , d'aprés I 3.2 ; par suite E' est fini, Soit
Wo = XO - E' et soit W un voisinage ouvert de Z dans X dont la trace sur

Xo soit égale & Wo . Nous allons voir que W répond & la question. Quitte &
restreindre W(p) & un voisinage ouvert de Z_ , on peut supposer que
w(p) © wp . Soit k 1'immersion canonique de W(p) dans Wp . On considére 1le

diagramme commutatif suivant, dont la premiére ligne est exacte,

0 = I (F W) = ky(FIW(D)) = ky(E_ [W(p)) = Rk, (F, [W(p))

(%x%) ﬂ ’ q Sl ﬂ

F .
0 —> F W, ——= FIN, —F W, 5 0

Pour tout v€Wp—w(p) , on a {V}an = ¢ , Par définition de E , on a donc
prof F_ = 3 en tout point v€wp—W(p) . Par suite toutes les fléches verticales
du diagramme ci-dessus sont des isomorphismes, L'exactitude de la deuxiéme li-

gne de (***) en résulte. On en déduit, pour tous p = k , une suite exacte

0 Fplwp-pk_1|w -0 .

Fp-k l wp P

Soient T' = TO UE' et X' = S-T' , Notons %' le complété formel de X' 1le
long de Wo . Par passage & la limite projective & partir des suites exactes
ci-dessus, k étant fixé et p varia'le, on voit que
= 1lim_ (F_|W
G = Lm (R |W)
est un faisceau cohérent sur ﬁ' , tel que %o ne soit pas diviseur de zéro

dans G et que l'on ait
k
G208 = Byl

Z .
° désigne le complété formel de X 1le long de Zo , 11 en résulte en

si X
particulier que 1l'image inverse de ¢ sur 0 est isomorphe & 3\% o,
~ A
Si x est un point de X'nzo et Vv un point de Xi , on a, d'apres
(*) et II 3.1,
(*xxx) prof G, = Inf(2,c+4-6tx-dim{'x?}) .

Si x est un point de %' tel que {E}nzo =@ , la relation ci-dessus est en-
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. A

core vérifide d'apres II 3.1.1. Si maintenant x est un point de X' +tel que
{E}nzo =¢ , on a, par construction, profo0 > 2 et, puisque fo n'est pas
diviseur de zéro dans G , on a

profx-qX 2 3
si Vv est une générisation immédiate de x , on a donc

proquX 22

Si v n'est pas une générisation immédiate de x , on peut trouver un point

x'€ﬁi tel que codim({X'},{V} =1 et 1l'on a alors

prof G, , 2 2 ou prof G.. = Inf(2,c+4—6tx—dim{5})

suivant que {x'}nzo est vide ou non., Dans tous les cas, pour tout point x
de ﬁ' , pour tout point v de ﬁi , on a la relation (*¥**), Comme on &
TNY = {t} , on a, d'aprés I 3.2,

dim T' < c .

Ies hypothéses de 2.3 sont donc satisfaites pour fO »y ' , G , du moins aprés
image inverse sur le complété de S , Soient S 1le complété de S , X = XXS§ ’
T =‘T'XS§ , etc, Soit § un faisceau de modules cohérent sur X-T' tel que
le complété formel de G 1le long de WO soit isomorphe & § . Soient (%)

le complété formel de X 1le longde Y et p : (XV - ﬁ le morphisme canoni-
que. Ie complété formel de G 1le long de Y est isomorphe & p*3F . Il résulte
donc de 2,5 que F est algébrisable,

IEMME 2.6.0.- Soient A un anneau noethérien, n et p des entiers >0 , fo ’
f1’°"’fn des éléments de A , x1,...,xp des points de Spec A correspon-
dant respectivement aux idéaux premiers p1,...,pp . On suppose que l'inter-
section des V(fq), 0<gsn , ne contient aucun des points X5 . Alors on peut
trouver des éléments 8reeer8y de A tels que V(fo+f1g1+...+fngn) ne

contienne aucun des X5 .

On peut supposer qu'aucun des x5 n'est générisation stricte d'un
point xj,3€[1,p] . Soit (xi)i€I le sous-ensemble de (xi

R )}\6[1,1)
x, qui appartienne & V(f ) et soit J = [1,p]-I . Comme V(£ ) ne con-
i 0 o<qsn
tient aucun des %y, On peut associer & chaque xi,iEI , un élément f (1) de

1l'ensemble (fq)1sqsn
a€[1,n] , on peut trouver un é1lément gq de A satisfaisant aux conditions

] formé des

» tel que x, n'appartienne pas 3 V(f¢(i)) . Pour chague

suivantes :
a) On a &g € Py pour tout j€g .
b) Si i€I , on a &y € p; siet seulement si ¢(i) =q .

Soit f£' =f + ¥ f g .Comme tous les g _  appartiennent & p. pour JEJ
° ® 42qsn a J

et comme f_ 14 Pj s on voit que f! 4 Py si j€J . Si maintenant i€I , tous
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les gq sauf g i) ? ainsi que fo , appartiennent & pi ;5 par suite

£ £ p; « Par suite V(£!) ne contient aucun des x; pour i€ [1,p] .

Pour démontrer le théoréme d'algébrisation dans le cas local, nous
utiliserons 2,6 et la technique de descente 0.4. Cette derniére nécessite le

lemme suivant qui permet de vérifier 1l'existence d'une donnée de descente.

IEMME 2.7.- Soient S un schéma affine noethérien localement immersible dans

un schéma régulier de dimension finie, fo , f1""’fc des sections globales

de GS , T une partie fermée de S , I wun idéal de © On suppose que S

est complet pour la topologie I-adique, que l'ouvert g = S-V(I) est affi-
ne et que V(I) > n V(£f;) . Soient X =81, Y=Xxn( n V(£)),

osisc o<isc
Z =X nV(I) et soit % 1e complété formel de X le long de Z ., Posons
T =TNY , d =dim & . Soient F1 et F2 deux faisceaux de modules cohé-
rents sur X tels que, pour tout point fermé +t et toute générisation

vEV de t , on ait

prova >Inf(2,c4d+3-codim({T}, {v})) provazzInf(2,c+d+3—codim({?},{V}))

1

On suppose donné un isomorphisme des complétés formels de F1 et F2 ,

A A
a F1 F2 .
Alors on peut trouver un faisceau de @S—modules cohérent M , des morphis-

mes

tels que a1|V et a2|V soient des isomorphismes et tels que les morphis-

A n . z
mes &, et aya soient égaux sur V .

Notons J wun idéal de 6. définissant (ﬂ\ v(£,) , tel que JI>o1I .
8 osisc *

Soient S' 1le complété de S pour la topologie J-adique , X' = XXSS' ,
Y = Ysz' , etc., et notons ﬁ' le complété formel de X' 1le long de Y' ,
p f' - % le morphisme canonique, On déduit de o un isomorphisme

p¥a ¢ ﬁ; e ﬁé .
Soit H wun faisceau de modules cohérent sur S , prolongeant ggES(F1,F2) . On
peut trouver un faisceau de ss—modules cohérent G , un morphisme b : H -~ G
tel que b|V soit un isomorphisme et que, pour tout point fermé +t€ T et

toute générisation s de t , on ait
(%) prof G = Inf(2,c4d+3-codim( {T}, {s})) .

On peut en effet supposer que l'on a prof H > 1 en tout point x€V(I) . 8i E
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est 1'adhérence de l'ensemble des points de S ou l'on a prosts < 2 et tels

qu'il existe un point fermé t € {S}NT tel que codim({%},{s}) < c4d+1 , on a
profox 21

en toute générisation immédiate x de E . Il suffit donc de prendre
_ 40
G = us/E(F) (EGA IV 5.9.1).

A A
On note B 1l'image de a dans G|X et y' 1'image de p*a dans
ral
G'|X' . Pour tout point s'€S' , on déduit de (*) la relation

prof _,G' 2 Inf(2,c+3-codim(z'n{s"},{s"})) .

On peut alors appliquer I 2.6 & 1l'immersion ouverte de S'-V(J') dans S' et

a la partie fermée ZI' ; on en déduit que le morphisme canonique

o' ¢ Hp,(s7,6) - lm HE,(s',0'/0%)

est bijectif pour is1 et que le systéme projectif des H;,(S',G'/J'mG') sa-
tisfait & la condition de Mittag-Ieffler pour i<{1 ., Comme on a

prof_,G' 2 2 ,

2'
le systéme projectif des H;,(S',G'/J'mG') a une limite projective nulle. Par
suite le morphisme canonique

m B(s',6'/0%) L 1qm #O(x0,60/0 )
est un isomorphisme. Ie schéma §S' étant complet pour la topologie J'-adique,
il en est de méme du morphisme canonique

¢'—E>14m 61/

On peut donc trouver une section &' de G' telle que fg(&') =vy' .

. N 0 .
Soient B = (B )yey » O% By €H (X,6/176) et soit y' = (vy)
ol Yé est 1'image de pm par le morphisme canonique

m€N ’

B(x,6/1%) - H°(x',6'/3'™c")
et soit &1 1'image de &' dans &'/I'™G' , Soit j : XS 1'immersion cano-
nique et G = 1'image de 6/ dans j*j*(G/ImG) . Notons que, tout point
maximal* x du support de G/IG est générisation d'un point de Y . En effet,
pour tout point maximal wu du support de G , on a, d'aprés (*) , ’

codim(zn{u}, {u}) = c+3 ;
comme V est affine, on a aussi
codim({x}n%, {x}) 2 c+2 ,

et l'assertion résulte du fait que le complémentaire de Y est réupion de c+1
ouverts affines (I 3.2). Comme le morphisme S' - § est plat et que son image
contient Y , le fait que 1l'image inverse de Bm dans HO(X',G'/I'mG') se
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prolonge & S' en 6& entraine qu'il existe une section émCGm prolongeant

Bm , dont 1'image inverse est 6& . Cette derniére condition montre que, pour
tous pam , ém est 1'image inverse de 6p par le morphisme canonique

Gp - Gm . Comme on a dim T < d4c+1, d'ol
prof G 2 2-codim( {¥int, {v})

en tout point VEV , on peut appliquer 2.5 & l'immersion ouverte k : V - S ,

On en déduit, compte tenu de la relation prof, G 2 1 , que l'on a

T
prof, ("Lin 6/T"¢) =2 1 .
-m
On a donc un isomorphisme
G = Lim 6/T"G ~ 1im G, .
A
les 6m , m€N , définissent alors une section & de G telle que 6[% =B .
ILa restrictionde § & V est un isomorphisme de F1|V sur F2|V .
Considérons le diagramme
F1 F
¥ k, (8]V)
ky (B, V) ————— Kk (F,|V)

et soit M 1le sous-module de k*(F2|V) engendré par les images de F, et

P By
\'\\;‘1 v// ay
¥

qui satisfont aux conditions de 1'énoncé.

F2 . On a alors des morphismes

THEOREME 2.8.- Soient S wun schéma local noethérien de point fermé t , immer-
sible dans un schéma régulier ; soient I wun idéal de 65, X = s-{t} ,
Y = V(I)NX . On suppose 1l'ouvert U = X-Y affine et S complet pour la to-
pologie I-adique., On note £ 1e complété formel de X 1le long de Y . Soit
C 1la catégorie des faisceaux de modules cohérents F sur X qui satisfont
aux conditions suivantes

(i) Pour tout point uw€U tel que {ulnY # @ , on a

proqu 2 3—6tu .
(ii) Pour tout point u€U tel que {UjNY =@ , on a
proqu 22 .,

Soit € 1la catégorie des faisceaux de modules cohérents 3JF sur ﬁ , satis-
faisant & la condition suivante :
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A A
(iii) Pour tout point fermé x de X , pour tout point =z de Xi N
appartenant & U, ,ona
prof 3 = 3-dim{z} .
Alors le foncteur ¢ de C dans € qui, 4 un faisceau F , associe son

complété formel & , est une équivalence de catégories,

Ie foncteur ¢ est pleinement fidéle d'aprés I 4.1. Compte tenu de
1.1.1, le fait que ¢ soit une équivalence de catégories résulte du corollai-

re suivant :

COROLLAIRE 2.9.~ Ies notations étant celles de 2.8, soit ¥ wun faisceau de mo-
dules cohérent sur ﬁ , appartenant & C ., Alors ¥ est algébrisable,

Quitte & remplacer S par l'adhérence schématique S1 de U dans

S et ¥ par son image inverse sur S, , ce qui est loisible d'apreés 0.1, on

peut supposer que U est schématiquem;nt dense dans S , Comme U est affine,
on peut réaliser U comme sous-schéma fermé d'un espace affine Ag . On consi-
dere Ag comme 1'ouvert de Pg = Proj S[XO,X1,...,XC] , lieu des points ol

l'on a X, #0 . Soit P 1'adhérence schématique de U dans Pg . Ia projec-

tion canonique de P; sur S définit un morphisme

f:P=-5S ,

tel que f induise un isomorphisme f_1(U) ~ U . On a ainsi réalisé U comme
le complémentaire dans P de la section hyperplane définie par X, = 0 , Soit
A =T(8) et considérons 1l'espace affine A§+1 = Spec A[TO,T1,...,Tc] . Soit

I' 1l'image inverse de I dans A[TO,T1,...,TC] et soit B 1le complété pour
la topologie I'-adique de 1l'anneau local & l'origine de A§+1 . 51 R = Spec B,
on consideére le R-schéma projectif Q = PXSR et la "section hyperplane géné-
rique" H de Q définie par .

(%) XO(T0-1) + X0 4 e +XT0=0 .

Soient S' 1'image fermée de H dans R, g ¢t H-= S', h : R—= S et

g ¢t S8' - 8 les morphismes canoniques, On consideére la section
s :S~+R ,

définie par T, =0 pour Osisc . D'apres (*), l'image inverse de H par s
est la section hyperplane de P définie par XO =0, i.e. P-U . Par suite
s(Y U t) est la partie fermée de S' définie par Ti = 0 pour O<i<c , Soient
p=q" (%), 2=0a7(Y), X' =8'-1, X' le complété formel de X' 1le long de
7, R 1le complété formel de R le long de n~ () ,

A A
¢ 3 X' - X
le morphisme canonique, F' = ¢*F ., Soit V = X'-Z ; comme V est 1l'image inver-

sede U par q , V est affine, Si t' désigne le point fermé de S' , on a
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TAs(YUt) = {t'} ..

Nous allons montrer que la condition (i) de 2.6 est vérifide par 3°,
i.e, que, pour tout point x' de ?(' , pour tout point v de ?S'(v , apparte-
nant & Ve s ona
prof 3!, 2 c+4-6t,x'-dim{7} .

Soit x = @(x') . On considére le diagramme commutatif

A i d A
B —— R —— X
al b c
3 e
Spec sX',x' —*3 Spec QR,x' — Spec sX,x .
Ies morphismes a , b, ¢ , d e sont fidtlement plats, i et | sont des im-

mersions fermées, D'aprds EGA IV 6.1.1, appliqué & un sous-schéma fermé d'espa-

ce {x} et & son image inverse dans R , on a

6,x +c + 1 =dim h-1({§}) y

d'ol, h_1({;)) "étant irréductible et caténaire,

S x4c41 = 6, ,x' +dim 6

K h_1(x)1x'

Si 6 =dim & , 8§ n'est autre que la dimension de la fibre fermée de

n~ ' (x),x!
e , donc aussi de d ., 8i u =4(v) , on a d'autre part

dim{u}+6 = dim{v}+dim & -1
a” "(u),v
On déduit des deux égalités ci-dessus la relation

(%) c+1—6t,x'-dim{?} =dims _, —6tx—dim[ﬁ} .
d (u)!v

Comme le morphisme d est de Cohen-Macaulay, on a_(EGA IV 6.3) =

N
prof_(h*3) , = prof ¥ +dim & _
v x! ux a 1(u),v

Comme on a, par hypothése,
prof 3 = 4—6tx—dim{1—1} ’
la relation ci-dessus s'écrit, compte tenu de (**),
profv(?l*s)x, 2 CcH+4¥] - at,x' - dim{¥v} .
On note alors que 31'{, est la restriction au sous-schéma fermé ')‘g'c, du fais-
ceau (fx*s)x, . Comme la restriction de f & U est un isomorphisme, il en

est de méme de la restrictionde g & V . D'aprds (*), H est défini locale-
‘ment par l'annulation d'un élément non diviseur de zéro et ne contient aucun
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A
point maximal dans sa fibre au-dessus de P , Comme un point associé a (h*s)x,
est nécessairement maximal dans sa fibre, 3;' est quotient de Cﬁ*s)x, par
un é1ément non diviseur de zéro dans (ﬁ*s)x, . On a donc

~ —-—
(%%x) prof &' , = profv(h*z)x,-1 > c+4—6t,x'—dim{v} .

On peut alors appliquer 2.6 & X' , aux parties fermées 2 , s(Y) , et au fais-
ceau JF' . Il en résulte que JF' est algébrisable,

Montrons que 3 est algébrisable. Comme F' est algébrisable, on peut
trouver un faisceau de modules cohérent F' sur X' et un isomorphisme
B ~ %' . Ia relation (***) entraine que, pour pour tout point VEV tel que
(¥inz #¢ , on a
(wxx) Prof F' = c+4-5,,v

(II 3.1.1). D'aprés 1.1.1, on peut choisir F' +tel que l'on ait
prova' 2 2

en tout point vVEV tel que {V}OZ =¢ . Soit F' wn prolongement cohérent de
F' & $S' . On va appliquer le théordme de descente 0.4 au faisceau (g*ﬁ'y\ H
le morphisme H - P est en effet fidelement plat ; si 1l'on montre que (g*f'f
est muni d'une pseudo-donnée de descente, alors, d'aprés loc. cit., on peut
trouver un faisceau de sﬁ—modules cohérent ¢ dont 1l'image inverse sur H est
isomorphe & (g*ﬁ')A . D'aprés EGA III 5.1.4, G est algébrisable. Comme %*3
et ¢ sont isomorphes sur U , on en déduit que 3F est algébrisable (0.1). On
est donc ramené & montrer que (g*¥F')> , ou ce qui revient au méme, F' est muni

d'une pseudo-donnée de descente,

Soient §" 1le complété de s'xsﬁﬂ pour B topologie I"-adique (I"
image inverse de 1'idéal I dans S'xsf') , S'" le complété de S'XSS'XSS'
pour la topologie I'"-adique et soit S" 1le complété formel de S" 1le long
de v(1I") , §hr 16 complété formel de §S"' le long de V(I"') . On considére

les projections canoniques

942
q a,.
q ' 1 " 23 gt
S&—— 8 5" <
42 413

Soient T" = (q1q)-1(t) » X" = 8"-1" , Fy = q¥F' , Fj = q¥F' . Ies complétés

A
formels Fq et Fg le long de V(I") sont alors isomorphes & 1l'image inverse
" de ¥ sur X" ., Montrons qu'il existe un pseudo-isomorphisme

. 1" - "
a e F1 F2‘

tel que

ag5(@)a¥,(a) = a¥s(a)
On applique 2.7. Vérifions—en les hypothéses, Soit W = q;1(v) . Ie morphisme
q1|V est de Cohen-Macaulay. Par suite, pour tout point wew , si v = q1(w) s
on a :
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n = [ s
prowa1 prova +dim &

TGN
Pour tout point fermé +t"€T" , pour toute générisation w de t" , on a la re-
lation suivante, analogue & (**),
dim & _, = ¢ - codim({E}, (W}) +8,,v ;
ay (V),w
on en déduit, compte tenu de (****), que, pour tout point fermé +"€T" , pour

toute générisation w€W de t" , on a

prof Fy > 2c+4 - codim( {t"},{w}) ou prof Py > 2

suivant que {VINZ #® ou {V}nz =@ ; de plus les mémes relations sont satis-
faites si 1'on remplace Fq par FS . On applique alors 2.7 aux sections glo-
bales q;1(T0) , qT1(T1),..., q;1(Tc) , en y remplagant T par le fermé T"

et 2z par 2" . Comme T n(nv(Ti)) ={t} , ona

a =aim(z'n 0 v(a]'(7;))) < et L
o<isc

Par suite toutes les hypotheses de 2,7 sont satisfaites, d'ol 1l'existence de
o« . Enfin la relation de cocycle résulte du fait qu'en tout point s€S" tel
que {E}nZ"' = @ , la profondeur des images inverses sur S"' de PF" et F!

1 2
est 2 1 .

3. Applications.
Appliqués & des faisceaux localement libres, les théordmes d'algébri-
sation donnent des cas ol la condition Ieff de SGA 2 X 2 est vérifide, On a

en effet le corollaire suivant @

COROLIAIRE 3.1.- Soient S wun schéme noethérien, localement immersible dans un
schéma régulier de dimension finie, f : X - S un morphisme propre (resp.
soit 8§ un schéma local noethérien complet et soit X 1le complémentaire du
point fermé de S ) . Soit Y une partie fermée de X , telle que 1l'ouvert
U = X~Y soit affine. Supposons que U vérifie la condition (82) et que les
composantes irréductibles des fibres de f soient de dimension 2 3 (resp.
que les composantes irréductibles de S soient de dimension 2 4). Alors on
a Ieff(X,Y).

Ia condition Ieff(X,Y) est vérifiée d'aprés I 4.2. Soit % le com-
plété formel de X 1le long de Y ; il suffit de montrer que tout faisceau loca-
lement libre JF sur X est algébrisable. Soit E 1'ensemble des points de ﬁ
fermés dans leur fibre (resp. l'ensemble des points fermés de ﬁ ) . 8i s€E ,
on a par hypothdse dim ﬁx >3, et, comme U vérifie (32) , on a
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prof 3 = 3-dim{u} ,

pour tout point u€Ux . Ie fait que ¥ soit algébrisable résulte donc de 1.5
(resp. 2.9).

Remarque 3.2.~ Ies conséquences de la condition Ieff(X,Y) ont été étudides
dans SGA 2 X. Rappelons en particulier (loc. cit. X 2.5) que, pour tout revéte-
ment étale R de Y , il existe un voisinage ouvert Vv de Y dans X et un'
unique prolongement de R en un revétement étale de V .



CHAPITRE v

Théorémes de_ comparaison en cohomologie étale des faisceaux
d'ensembles ou de groupes non riécessairement commutatifs.

Nous nous proposons’ de démontrer 1'analogue, pour les faisceaux d'en-
sembles ou de groupes non nécessairement commutatifs, des énoncés 4.5 et 4.6 de
SGA 2 XIV. Ies notions de cohomologie étale & valeurs dans un faisceau d'ensem-
bles ou de groupes sont celles introduites dans SGA 4 XII 3 et [5].

Dans le cas d'un faisceau constant sur un schéma normal, les théorz-
mes de comparaison sont des corollaires faciles de IV 3, Commengons par traiter

ce cas,

1. Théortmes de comparaison cohomologique pour les faisceaux constants.

PROPOSITION 1.1.- Soient S un schéma noethérien, localeient immersible dans
un schéma régulier de dimension finie, f : X - S un morphisme propre, U
un ouvert de X , affine sur S, j ¢ Y - X un sous-schéma fermé de X
d'espace sous-jacent X-U , F un faisceau d'ensembles (resp. un faisceau
en groupes) sur X , localement constant constructible. On suppose que U
vérifie (82) et que les composantes irréductibles des fibres de £ sont de
dimension 2 2 (resp. 2 3). Alors le morphisme canonique

Ho(X,F) = (Y, j*F)

est bijectif (resp. la condition précédente est satisfaite et le morphisme
canonique
Ling 1 (V,F) = 8%, #0)

ol V parcourt les voisinages ouverts de Y dans X , est bijectif.

Plagons-nous d'abord dans le cas ou F est un faisceau d'ensembles,
D'aprés SGA 4 IX 2.2, on peut trouver un revétement étale X' de X tel que
1'image inverse F' de F sur X' soit un faisceau constant, Si Y' = YXXX' N
etc.,, il suffit de prouver que le morphisme canonique
HO(X',B') = EO(Y', 3'*P")
est bijectif car la méme assertion est vraie quand on remplace X' par X'XXX'.

I1 suffit donc de montrer que le morphisme canonique

(¥ -« (Y')
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est bijectif ; or ceci résulte de I 4.2.
Dans le cas d'un faisceau en groupes, la proposition résulte de
v 3.2.

COROLLAIRE 1.2.- Soient S wun schéma noethérien, localement immersible dans un
schéma régulier de dimension finie, X un schéma intégre de point générique
x,f : X- S un morphisme propre, U un ouvert de X , affine sur § ,

j t Y= X un sous-schéma fermé d'espace sous-jacent X-U . Soit L wune
extension finie de k(x) , ¥ 1le normalisé de X dans L ; on note Y
l'image inverse de Y dans X , etc, On suppose que les composantes irré-
ductibles des fibres de f sont de dimension 2 2 (resp. = 3), Alors Y est
connexe (resp.,'pour tout faisceau en groupes constant fini F oswr X , le

morphisme canonique

9 ¢ lm, 8(V,F - 8'(T,7H

ol V parcourt les voisinages ouverts de Y dans ¥ , est bijectif.

Dans le cas ob X est fini sur X , le corollaire est un cas parti-
lier de 1.1. Nous allons nous ramener & ce cas. Quitte & remplacer X par un
schéma fini au-dessus de X , on peut supposer que X est la cléture intégrale
de X dans son corps des fractions. Soit g : -5 1le morphisme canonique.
si F est un faisceau en groupes constant non trivial sur X , 11 suffit, pour

prouver que ¥ est connexe, de montrer que le morphisme canonique

gxF = 8,3, (3*F)
est bijectif, Or cette condition est locale sur S ; de méme le fait que 1le
morphisme ¢ soit bijectif se vérifie localement sur S . On peut donc suppo-
ser S affine, Ie schéma S est alors limite projective de schémas Si , 1€1,
affines, de type fini sur 2 . D'aprés EGA IV 8.8.2 et 8.10.5, on peut trouver
un entier 1i€I , un morphisme propre

T AL

un ouvert Ui de Xi , affine sur Si , tels que f soit 1l'image inverse de
fi par le morphisme S — Si , et U 1'image inverse de Ui . Pour k=i , on
pose Xk = Xixsisk , etc, Pour chajue k2i , soit Xi 1'image fermée de X
ians Xk N ik la cl8ture intégrale di Xi ’ Yk 1'image inverse de Yk dans
Xk . Ies Xi , k2i , donc aussi les Xk , forment un systéme projectif dont les
morphismes de transition sont affines, et 1l'on a

¥=1m X .

k23

De plus, pour 42k , ?‘ est 1'image inverse de ?£ par le morphisme %t - ik'
Comme les Xﬁ sont des algtbres de type fini sur & , les morphismes Xk - Xi
sont finis ([9] I p. 267 th. 3). On peut donc appliquer 1.1 aux ik ; on en dé-
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duit que le morphisme canonique
o, o 0,0y o . 1 ~ 1,8 n~o o~
H(X,R) = E(Y,iR)  (resp. lim, H (V,R) - H (Y,J§R) .

ol V parcourt les voisinages ouverts de i& dans ik ) est bijectif, et ceci
est vrai localement pour la topologie étale de S . ILe fait qu'il en soit de

méme du morphisme

~ o~

1B(%,F) - B°(Y, *F) (resp. lim H'(v,F) - u'(3,7+H)

en résulte, compte tenu de SGA 4 VII 5.14.

PROPCSITION 1.3.- Soient S wun schéma local noethérien, hensélien, de point
fermé t , X = X-{t} , U un ouvert affine de X vérifiant (S2) , 33 Y=X
un sous-schéma fermé de X d'espace sous-jacent X-U , S' 1le complété de
S, a S =S le morphisme canonique,

1) On suppose que toutes les composantes irréductibles de S sont de
dimension = 3 et que a et S vérifient la condition (32) (resp. que a
vérifie (S2), est universellement localement O-acyclique et que U vérifie
(82))' Alors, si P est un faisceau d'ensembles constant constructible

(resp. localement constant constructible) sur X , le morphisme canonique
¢ : H(X,F) = H(Y, j*F)

est bijectif (resp. ¢ est bijectif et, si F est un faisceau en groupes,
le morphisme canonique

¢ ¢+ Um H'(V,P) = H'(Y, *P) ,
ol V parcourt les voisinages ouverts de Y dans X , est injectif.

2) Soit 1 un ensemble de nombres premiers. On suppose que toutes
les composantes irréductibles de S sont de dimension 2 4 et que S est un
hensélisé d'une algebre de type fini sur un anneau de Dedekind excellent
(resp. que S est excellent, que le morphisme a est universellement loca-
lement 1-asphérique pour 1 (SGA 4 1.11) et que U vérifie (32)). Soit P
un faisceau en groupes (resp. un faisceau de ind-X~groupes constructible
sur X . Alors le morphisme ¢ est bijectif.

1) Iorsque S est complet, l'assertion 1) résulte de I 4.2. Dans le
cas général, soit X' (resp. F' , resp. etc.) l'image inverse de X (resp. F ,
resp, etc,) sur S' . Om considé;e le diagramme commutatif suivant, dont tous
les carrés sont cartésiens :
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S'———E——> S .

On sait que le morphisme
o'+ BO(X',P') - HO(Y', ' *P")
est bijectif. Comme S et S' sont de profondeur étale 2 2 en t (SGA 2 XIV

1.12) donc les faisceaux i,F et i' F' constants (resp, comme a est locale-~

ment O-acyclique), le morphisme canonigue
6 : a¥i F - 1i' F'

est bijectif. On considére le diagramme commutatif suivant

HO(8,1,F) —F o H(S, (1), 3%F)= HO(Y, j*F)

i

HO(S',a%i,F) n
8$

BO(5%10P) — 21 o HO(S',(3711), 3 *FIRC (Y, 31%FY) .

Onavauque 6 et ¢' sont bijectifs et il en est de méme de p car
S est hensélein ; par suite mn est surjectif. Comme le morphisme c¢ est sur-
jectif, ® est injectif, donc est un isomorphisme ; d'aprés le diagramme ci-
dessus, il en est de méme de ¢ .

Soit maintenant F un faisceau en groupes localement constant
constructible, Soit V un voisinage ouvert de Y dans X et h 1l'immersion
ouverte de V dans S . On considere le diagramme commutatif suivant, dont les
lignes sont exactes (SGA 4 XII 3.2),

0 = H'(8,h, (F|V)) ————— 8 (V,?) —> 5°(5,R "0, (F|V))
v
(%) H‘(g,a*h.(F\v))l" ¥ H°(s'.a¢;’h,(FIV)) v
%y

0= H'(S', (P |V')) —— H'(V',F') — BO(s',R'ny(F' V') .
Comme &a est universellement localement d—acyclique et S hensélien, A\ est
bijectif et v injectif., Il résulte alors de (*) et des diagrammes qu'on en dé-
duit en remplagant F par les groupes tordus de P ([5]III 2.3) que u est in-
jectif. On considére le diagramme commutatif
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B (V,F) ——2y 1'(Y, j*P)

() ul l ¢

By, m) —2 s ml(yr, )

Comme S' est complet, on sait que 6' est injectif ; il en est donc de méme
de 6 ., ]

2) Comme S est excellent, l'ouvert U' de §' vérifie la condi-
tion (Sz). lL'assertion & prouver est alors vraie quand on remplace S par S'
(Iv 3.2). Soit y un élément de H1(Y,j*F) et montrons qu'il est 1l'image d'un
élément de H’(V,F) pour un voisinage convenable V de Y dans X . Plagons-
nous d'abord dans le cas ol S est un hensélisé d'une algébre de type fini sur
un anneau de Dedekind excellent., Si S1 est un S-schéma, on pose X1=XXSS1 N
P, = F(S y etc, Considérons l'ensemble des couples (V,x) formés d'un voisi-
nage ouvért Vv de Y1 dans x1 et d'un é1ément de H1(V,F1) dont 1'image dans
H1(Y1,31F1) soit égale & Yy o On dit que deux tels couples (V,x) , (W,z)
sont équivalents s'il existe un voisinage ouvert de Y1 , contenu dans VNW ,
tel que les restrictions de x et 2z & ce voisinage soient égales. Soit J
le foncteur contravariant de la catégorie des S-schémas & valeurs dans la caté-
gorie des S-schémas & valeurs dans la catégorie des ensembles, défini, pour

tout S-schéma S par

1 ]
3(31) = {classes mod, équivalence de couples (V,x) , V étant un
voisinage ouvert de Y1‘ dans X1 et x un élément de H1(V,F1) tel que
le1 = y1} ’
la définition de T sur les morphismes étant évidente. Ie foncteur T commute
aux limites projectives filtrantes de schémas affines, On peut donc lui appli-
quer [1] 2.2, Soient y' 1'image de y dans H1(Y’,j'*F') , W un voisinage
ouvert de Y' damns X' et x' un élément de H (W,F') dont 1'image dans
H’(Y',j'*F') soit égale & y' . Il résulte de loc.cit. que l'on peut trouver
un élément de J(S) , i.e. un voisinage ouvert V de Y dans X et un é1é-
ment x de H1(V,F) relevant y .

Plagons-nous maintenant dans le cas ou F est un faisceau de ind-
I~groupes et le morphisme S' - S universellement localement {-asphérique
pour L ., Soit y un élément de H1(Y,j*F) , ¥' son image dans H1(Y',j*F') .
Comme l'assertion & prouver est vraie quand on remplace S par S' , on peut
trouver un voisinage ouvert W de Y' dans X' , un élément 2z de H1(W,F')
dont la restriction & Y' soit égale & y' ., Nous allons montrer que l'on peut
choisir pour W 1'image inverse V' d'un voisinage ouvert V de Y dans X .
Soit en effet E 1'ensemble des points fermés de U tels que 1l'on ait

prof hopuX <3,

D'aprés 1.3 ci-dessous, l'ensemble E est fini ; c'est donc une partie fermée
de X . Posons V = X-E . Quitte 2 restreindre W & un voisinage ouvert de Y!
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dans X' , on peut supposer que ¥ < V' ., Nous allons montrer que 1'élément =z
de H1(W,F') se prolonge & V' , Il suffit, pour cela, de montrer que, pour
tout point VEV'-W , on a

prof hop:X' 23,

Soit u la projection de v dans S . Si 1'on a dim{u} =1 , on a la relation
prof hop X = 3 . 5i 1'on a dim{u} =2 , on a prof hop X 2 2 et dim 8q1 =1
u’

donc prof_S!' = 1 . Enfin, si dim{u} 2 3, ona dim 6 > 2 et, d'aprés le
v™u

s',v
u
théortme de pureté, on a prof hop S& 2 3, Comme le morphisme a est localement
1-asphérique pour L , on & (SGA 2 XIV 1.18) :

prof hop& X' 2 prof hopix + prof hop&%&

On a donc, dans tous les cas,
prof hopax' 23
ce qui prouve que g sSe prolonge en un élément x' € H'(V',F') .

Considérons le diagramme (*) et montrons qu'il existe un élément x
de H1(V,F) tel que u(x) = x' , Comme S est hensélien et a localement
1-asphérique pour L , A et v sont bijectifs. Compte tenu du fait que S
est hensélien, il résulte de (*) que 1l'on peut trouver un schéma local S1 ,
un morphisme étale fini S1 - S, un torseur P

F(S ) ? dont 1l'image inverse P; sur VE
1

1
représente X"V{S y + Comme §
1

sur V(S y ? de groupes
1

s,)
4
est hensélein et le morphisme a localement O-acyclique, la donnée de descen-

te naturelle que 1l'on a sur Pi provient, par image inverse, d'une donnée de

descente sur P1 . Par suite P1 est 1'image inverse sur V1

sur V dont 1l'image inverse P' sur V' a pour classe x' ,

d'un torseur P

IEMME 1.3%.1.- Soit X un schéma affine noethérien excellent (EGA IV 7.8), tel
que toute composante irréductible de X soit équicodimensionnelle de dimen-
sion 2 2 , Alors l'ensemble E des points fermés x de X <tels que l'on

ait prof hopxX <3,

est fini, (Pour la notion de profondeur homotopique, voir SGA 2 XIV 1.2).

On raisonne par récurrence sur la borne supérieure des dimensions des
composantes irréductibles de X . On peut supposer X réduit (SGA 4 VIII 1.1).
Supposons d'abord gque toutes les composantes irréductibles de X soient de di-
mension 2 . Soient X' 1le normalisé de X , X" = (X'xxx')red ’

X" = (X'xxx'xxx‘)red y P X' X,q:X"=-X,r : X"' =X les morphismes
canoniques. L'ensemble des points ol X' est régulier est un ouvert contenant

tous les points x' tels que dim & < 2 ; le complémentaire de cet ouvert

Xl ,xl
est donc un ensemble fini F' , De méme 1l'ensemble des points ou X" est régu-

lier est un ouvert U" dont le complémentaire PF"' est fini ; il suffit en
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effet de prouver que tout point =x" de X" , tel que dim 6 <2, ap-

"
partient & U" ., Or, si U est l'ouvert des points ou X egéqéﬁr%al, q_1(U)
est un ouvert de X" , dense dans la diagbnale A . Un point x" tel que
" < 2, qui n'appartient pas & A , est donc un point maximal de
X" et X" est régulier en un tel point. Comme X" est régulier en tout point
de A , & l'exception d'un nombre fini d'entre eux, ceci prouve que P" est
fini,

Soient G 1'ensemble des points isolés de X" , H 1l'ensemble des
points isolés de X"' , Nous allons montrer que l'on a

E< p(F') Ua(F") Uale) Ur(H) =E, ,

ce qui prouvera la finitude de E ., Soit x wun point n'appartenant pas & E' ,
fermé dans X ; notons X 1le localisé strict de X en un point géométrique

X au-dessus de x (SGA 4 VIII 4.3), X' = X'Xﬁi , etc, Montrons que, pour tout
faisceau en groupes constant fini Cy , tout torseur P sur X - {x} , de
groupe O= , se prolonge & X . Ies anneaux locaux de X' aux différents

points deX 5-1(§) sont des anneaux réguliers de dimension 2 ; d'aprés le théo-
réme de pureté (SGA 2 X 3.4), Dp*P se prolonge en wn torseur Q' sur X' .

Comme les ammeaux locaux de X" aux différents points de g '(X) sont normaux
de dimension 2 1 , et les anneaux locaux de X"' aux points de ;_1(§) de di-

mension =2 1 , on & (SGA 2 XIV 1.6 b)) :

prof__ X" =22 prof X =21

=1

3 (x) T (x)

I1 en résulte que la donnée de descente naturelle que l'on a sur p*(P) se pro-
longe en une donnée de descente sur Q! . D'aprés SGA 1 IX 4.7, Q' est 1l'ima-
ge inverse sur X' d'un torseur Q sur X , qui prolonge P . Cela prouve que
1l'on a

prof hopxX 23 ,

d'oh la finitude de E dans le cas ou toutes les composantes irréductibles de
X sont de dimension 2 ,

Dans le cas général, soit X1 une composante irréductible de X de
dimension maximum, et soit U un ouvert affine non vide de X , contenu dans
X1 et dans l'ensemble des points ou X est régulier, Il suffit, par récurren-
ce, de prouver que, si la proposition est vraie pour un sous-schéma fermé Y
de X , d'espace sous-jacent X-U , elle est aussi vraie pour X . Supposons

donc que l'ensemble F des points fermés y de Y ou l'on a
prof hopyF <3

soit fini ; montrons que l'ona ECS F , Si x est un point fermé de X , ap-
partenant & U , on a, par hypothese,

dim °U,x 22,
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et, d'apr®s le théortme de purete, on a
(*) prof hop X = 3 .

Soit maintenant x un point fermé de Y , n'appartenant pas & F , et montrons
que la relation (*) est vérifiée en x . Soit X 1'henséliséde X en x ,

X 1le point fermé de X . Il suffit, pour prouver (*), de montrer que, pour
tout schéma local X' , de point fermé x' , pour tout morphisme local étale

X' - X , pour tout revétement étale P de X'-{x'} , on peut trouver un schéms
local X" et un morphisme local étale X" = X' +tel que la restriction de P
au complémentaire du point fermé x" de X" soit triviale, Comme on a

© prof hopyY 23 ,

P|Y'~{x'} se prolonge & Y' ; on peut donc trouver un morphisme X" - X' com-
me ci-dessus tel que P|Y“-{x"} soit trivial, Ie fait qu'il en est de méme de
P|X"-{x"} résulte alors de 1.3 1), dont les hypoth®ses sont satisfaites car

X" est excellent (SGA 4 XV 4.1).

COROLIAIRE 1.4.- Soient § wun schéma local hensélien integre, de point fermé
t, X =56~{t} , U un ouvert affine de X, j : Y= X un sous-schéma fermé
de X d'espace sous-jacent X-U . On suppose que la dimension de S est
supérieure ou égale & 3 et que les fibres formelles de S vérifient la
condition (32) . Soient I wune extension finie du corps des fractions de
S, S 1le normalisé de S dans L N ¥ 1l'image inverse de Y dans 3.

~
Alors Y est connexe.

Dans le cds ol § est fini sur S s, le corollaire est un cas parti-
culier de 1.3.1, Dans le cas général, on peut trouver un S-schéma fini intégre

.S1 et.un homéomorphisme universel

S - S1 .

(EGA 0Iv 23,2.5). Si 1l'on pose Y1 = YXSS1 s 11 revient au méme de dire que
Y, ou Y est connexe, Montrons que Y1 est connexe, Soit Z(2)(S1) 1'ensem~

1
ble des points s, de S tels que dim ss s 2 2 et soit 32 la
17

1 1
1
z(2)(s1)—c15ture de 8, (EGA IV 5.10.11). Montrons que
Soient 8} le complété de 8,1 2 1l'image inverse de (2)(81) sur S; .
Le schéma S,Xq 8} n'est autre que la z-clfture de S} (EGA IV 5.9.4). Com-
1

me les fibres formelles de s, vérifient (S2) ’ S; vérifie (Sz) en tout

S;,s'

82 est fini sur S1 .
2

point s! tel que dim &

H < 2 4 par suite S, X, S! s'identifie & la

1 2 S1 1

2(2)(85)-016ture de S; . Comme cette z(a)(s;)-OIOture est finie sur S;

(EGA IV 5.11.1), 5, est fini sur S1 . On peut alors appliquer 1.3 1) & §

I1 en résulte que Y1xs 82 , donc aussi Y
1

o o
1 est connexe,
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2, Profondeur étale d'un champ.

Il sera commode 4d'énoncer les théortmes de 3 en termes de champs
(voir [5] pour cette notion). Nous utiliserons la notion de profondeur étale
d'un champ, généralisation triviale des notions de profondeur d'un faisceau
d'ensembles ou de groupes (SGA 2 XIV 1.2).

PROPOSITION 2.1.~ Soient X un schéma, Y une partie fermée de X , U = X-Y ,
i ¢+ U= X 1'immersion canonique. Soit F un champ sur le site étale de X
([5] 1T 1.3 ). si X' - X est un morphisme, on note U' (resp. F')
1'image inverse de U (resp., F) sur X' ., Si y est un point géométrique
de X , on note X 1le localisé strict de. X en ? , U et F les images
inverses respectives de U et F sur X . Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) Ie morphisme canonique

P - i, i*F
est fidele (resp. pleinement fiddle, resp. une équivalence de catégories),

(ii) Pour tout schéma X' étale au-dessus de X , le morphisme cano-
nique
F(x') - F®(U')

est fidele (resp. pleinement fiddle, resp. une équivalence).

Supposons U rétrocompact dans X . Alors les conditions précédentes
sont équivalentes & la suivante :

(iii) Pour tout point géométrique y de Y , le morphisme canonique
FX) - ®0)

est fidele (resp. pleinement fiddle, resp. une équivalence de catégories),.

(i) « (ii). Pour qu'un morphisme de champs soit fidele (resp. pleine-
ment fiddle, resp, une équivalence), il faut et il suffit qu'il en soit ainsi
des morphismes obtenus en prenant les sections cartésiennes au-dessus de tout
schéma X' étale sur X . L'équivalence de (i) et (ii) en résulte, compte tenu
des équivalences canoniques ([5] I 5.1) :

1, (i%F) (X') m i*KU') o F(U') .

(i) e (iii). Pour qu'un morphisme de champs soit fid®le (resp. pleine-
ment fiddle, resp. une équivalence), il faut et il suffit qu'il en soit ainsi
des morphismes induits sur les fibres géométriques aux différents points de
x ([5] 111 2.1.5.8). Comme le morphisme F - i,i*F induit évidemment une
équivalence en tout. point géométrique X appartenant & U , ce morphisme est
fidele (resp. pleinement fiddle, resp. une équivalence) si et seulement s'il en
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est ainsi aux différents points géométriques de Y . L'équivalence de (i) et
(iii) résulte donc du calcul des fibres géométriques d'un champ en un point géo-
métrique y ([5] VII 2.1.5).

DEFINITION 2.2.- Ies notations sont celles de 2.1. Lorsque les conditions équi-
valentes de loc.cit. sont satisfaites, on dit que F est de profondeur éta-
le > {.(resp. 2 2 , resp. 2 3) le longde Y , et on écrit

prof F = 1 (resp. 2 2 , resp. = 3) .
Si X est un schéma, y un pointde X , F un champ sur X , on dit que
F est de Y-profondeur = 1 (resp. > 2 , resp, = 3) en y , et on écrit
profyF 21 (resp., 2 2, resp, =2 3) ,
si l'on a
prof;f > 1 (resp. 2 2, resp. = 3) .

- ¥
(y désigne un point géométrique au-dessus de y ).

Remarques 2.3.
a) Dire qu'un champ F est de Y-profondeur = 1 (resp. 2 2 , resp.
2> 3) équivaut & dire que, pour tout X-schéma étale X' , pour tout couple

X
, On a pron,(HomX,(x,y)) > 2 , resp. la condition précéden-

d'objets x , y € Py, , On & pron,(ﬂggX,(x,y)) > 1 (resp. pour tout X' ,
tous x , y € FX'
te est satisfaite, et le morphisme camonique induit sur les faisceaux de sous-
gerbes maximales

SP ~ S(i,i*F) .
est bijectif). (Pour la notion de sous-gerbe maximale, voir [5] III 2.1).

b) Soit F un faisceau d'ensembles et & le champ en catégories
discrétes associé & F . Dire que l'on a

pronQ 2 2 (resp., = 3)

équivaut & dire que 1'on a
pronF > 1 (resp. 2 2) .,
Soient F un faisceau en groupes et & le champ des torseurs sous
P ([5] III 1.4.5). Dire que 1l'on a
prof ® = 1 (resp., 2 2 , resp, 2 3)

équivaut & dire que l'on a
prof F 2 1 (resp, 2 2 , resp. 2 3) .
PROPOSITION 2.4.~ Soient X un schéma, Y une partie fermée de X telle

1l'ouvert U = X-Y soit rétrocompact dans X . Soit F un champ sur X .

Alors on a pronF > 1 (resp. 2 2 , resp. = 3) si et seulement si on a
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Inf prof P2 1 (resp., 2 2 , resp, = 3) .
yE€Y ¥
S5i y est un pointde Y, on a, d'apres 2.1 (iii), dont on reprend

les notations :

prof F = prof F 2 prof F 2 prof F .

y el kG Y
¥y Y

Inversement, si 1'on a

Inf prof P2 1 (resp., 22) ,

yEY y
on a aussi pronF 2 1 (resp. = 2) d'aprds SGA 2 XIV 1.8 et 2.3 a). Supposons
enfin que, pour tout point y€Y , on ait profyF 2 3 et montrons que le mor-

phisme canonique
9 : F(X) - i,i*F(X)

est une équivalence de catégories, On vient de voir que ¢ est pleinement fi-
féle. Soit s wun objet de i, i*PF(X) . Il existe un plus grand ouvert V tel
que 1l'on puisse trouver une section t de F(V) et un isomorphisme ¢(t):§|v ;
en effet, si 1l'on a une famille d'ouverts V, , i€I , des sections s; € F(Vi) ,
des isomorphismes @(si) ~ s[Vi , le fait que ¢ soit pleinement fidele entraf-
ne que les s; se recollent et définissent une section t de F au-dessus de
1la réunion des Vi . Supposons que l'on ait V # X , et soit y un point maxi-
mal de X-V . Notons X 1le localisé strict de X en un point géométrique y
au-dessus de y , T 1'image inverse de F sur X , etc. L'hypothése de pfo—
fondeur en y entraine que le morphisme canonique

FEH -~ FE-F) = ¥D
est une équivalence de catégories., Par suite on peut trouver un voisinage ouvert
v, de y , une section s, de F(V1) et un isomorphisme ¢(s1) ~ sIV1 ; mais

1 1
ceci contredit la maximalité de V , d'olu le fait que V =X .

3, Théoreémes de comparaison cohomologigue.

Dans ce numéro, nous donnons les énoncés des théorémes de comparaison
cohomologique en terme général de champs ([5]), ainsi que le cas particulier
d'un faisceau d'ensembles ou de groupes, Ie cas d'un faisceau d'ensembles s'ob-
tient en considérant le champ en catégories discrétes associé ; dans le cas d'un
faisceau en groupes, on considére le champ des torseurs sous ce faisceau en

groupes,

THEOREME 3.1.- Soient S wun schéma noethérien, localement immersible dans un
schéma régulier de dimension finie, f : X - S un morphisme propre, c un
entier 2 0, U un ouvertde X, j : Y- X un sous-schéma fermé de X ,
d'espace sous-jacent X-U . On suppose que, localement sur S, U est réu-
nion de c+1 ouverts, affines sur S . Soit F wun champ sur X . Alors,
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quand V parcourt les voisinages ouverts de Y dans X , le foncteur ca-
nonique
¢ : lim, B(V) = §*R(Y)
est fideéle, Supposons que F satisfasse & la condition suivante :
(i) Pour tout point u€U tel que {ujnY #¢ , ona, si s = £(u) ,

prof F 2 Inf(1,c+2-deg tr k(u)/k(s))

(resp. proqu 2 Inf(2,c+3-deg tr k(u)/k(s)) et F est un champ ind-fini)
Alors le foncteur ¢ est pleinement fidtle (resp. est une équivalence de ca-

gories),

COROLLAIRE 3.2.- Ies notations sont celles de 3,1, Supposons que, pour tout
'point u€y tel que {E}nY =¢ , on ait proqu 2 1 ; alors le foncteur ca-

nonique
¢ s F(X) - §*r(Y)

est fidéle, On suppose satisfaite la condition (i) de 3.1 ainsi que la condi-
tion suivante :
(ii) Pour tout point u€U tel que {ujnYy =@ , on a
prof F = 2 (resp. 2 3) .
Alors le foncteur ¢ est pleinement fidéle (resp. est une équivalence de

catégories),

THEOREME 3.3.- Soient S wun schéma local hensélien de point fermé +t , S' 1le
complété de X , X = S-{t} , U wn ouvertde X, j : Y- X un sous-schéma
fermé de X d'espace sous-jacent X-U , L un ensemble de nombres premiers,
¢ un entier 2 0 . On suppose U réunion de c+1 ouverts affines. Soit F
un champ sur X . Alors, quand V parcourt les voisinages ouverts de Y
dans X , le foncteur canonique
[V limv F(V) - §*F(Y)

est fidéle, Supposons satisfaites les conditions suivantes :

(i) Ie morphisme canonique §' - S vérifie (S2) (resp., 1'une des
deux conditions suivantes est satisfaite :

a) Ie schéma S est excellent, le morphisme §S' = S est universelle-
ment localement 1-asphérique pour L et P est un champ ind-I~fini.

b) Ie schéma S est hensélisé d'une algdbre de type fini sur un an-
neau de Dedekind excellent et F est un champ ind-fini.

(i) Pour tout point u€U tel que {U}NY #¢® , on a

prof F 2 Inf(1,c+3—6tu) (resp. 2 Inf(2,c+4-6tu))




C

145

Alors le foncteur ¢ est pleinement fidéle (resp. est une équivalen-

ce de catégories),

OROLLAIRE 3.4.- Ies notations sont celles de 3,3, Supposons que, pour tout

point u€U tel que {ujny =@ , on ait
proqu 21
Alors le foncteur
b F(X) - §*R(Y)

est fidéle, Supposons satisfaites les conditions (i) et (ii) de 3.3, ainsi

que la condition suivante :
(i1i) Pour tout point u€U tel que {ujnY =@ , on a
prof F = 2 (resp. 2 3) .

Alors le foncteur ¢ est pleinement fidele (resp. est une équivalence de

catégories).

COROLLAIRE 3.5. - Ies notations sont celle de 3.1.

1) Soit P un faisceau d'ensembles sur X .

a) Quand V parcourt les voisinages ouverts de Y dans X , le mor-

phisme canonique
9 = Lim, BO(V,F) = BO(Y,3*F)

est injectif.
b) Supposons que, pour tout point uwEU tel que {ujnY =@ , on ait

proqu 21,
Alors le morphisme canonique
o o .
¢+ H (X,F) - H (Y,Jj*F)

est injectif.
¢) Supposons que, pour tout point uEU tel que {ulnY # ¢ , on ait

prof F 2 Inf(1,c+2-deg tr k(u)/k(s)) ,
ot s = f(u) . Alors le morphisme ¢ est bijectif.

d) Supposons que, pour tout point u€U tel que {ulnYy # ¢ (resp. tel
que {ujny =@ ) , on ait

prof F 2 Inf(1,c+2-deg tr k(u)/k(s)) (resp, = 2) .
Alors le morphisme ¢ est bijectif.
2) Soit P un faisceau en groupes ind-fini sur X .

a) Si les hypothéses de 1) c) sont satisfaites, le morphisme
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o : lim H'(V,B) - H'(Li*F)
ol V parcourt les voisinages ouverts de Y dans X , est injectif, Si les
hypothéses de 1) d) sont satisfaites, le morphisme canonique
p: H'(X,F) = H(Y,i*F)
est injectif,
b) Supposons que, pour tout point w€U tel que {ujnY £ @ , on ait
prof F 2 Inf(2,c+3-deg tr k(u)/k(s)) .

Alors le morphisme 6 est bijectif.
c) Supposons que, pour tout point u€U tel que {ulny #¢@ (resp.
tel que {ujny =@ ) , on ait
prof F 2 Inf(2,c+3-deg tr k(u)/k(s)) (resp. prof F 2 3) .

Alors le morphisme p est bijectif,

COROLIAIRE 3.6.~ Ies notations sont celles de 3.3,
1) Soit F un faisceau d'ensembles sur X .
a) Quand V parcourt les voisinages ouverts de Y dans’ X , le mor-

phisme canonique
9+ limy H(V,F) = HO(Y,3*F)
est injectif.,
b) Supposons que, pour tout point u€U tel que {ujny =@ , on ait
proqu 21
Alors le morphisme canonigue
¢+ HO(X,F) = E(Y,3*F)

est injectif.
¢c) On suppose que le morphisme S' = § vérifie (32) . Supposons que,
pour tout point u€U tel que {ujnY # @ , on ait

prof F 2 Inf(1,c+3-6,u) .
u <« t
Alors le morphisme ¢ est bijectif. '

d) On suppose que le morphisme S' ~ S vérifie (52) . Supposons que,
pour tout poini uEU tel que {ujnY #@ (resp. tel que {ujnyY =) , on
ait

prof P 2 Inf(1,c+3—6tu) (resp. = 2) .
Alors le morphisme ¢ est bijectif, .
2) Soit F un faisceau en groupes ind-fini sur X .
a) Si les hypothéses de 1) c) sont satisfaites, le morphisme canoni-

que
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o s Lim H'(V,F) - H'(YL*F)
ol V parcourt les voisinages ouverts de Y dans X , est injectif. Si les
hypothdéses de 1) d) sont satisfaites, le morphisme canonique
o : H'(X,F) - H'(Y,j*F)
est injectif,

b) On suppose satisfaite 1'une des conditions a) ou b) de 3.3 (i) et,
dans le cas a), on suppose que F est un ind-I~groupe. Supposons que, pour
tout point u€U tel que {ujNY £ P , on ait

prof F 2 Inf(2,c+4—6tu) .
Alors le morphisme 6 est bijectif.

c) On suppose satisfaite 1'une des conditions a) ou b) de 3.3 (i).
Supposons que, pour tout point u€U tel que {ujny #¢ (resp. tel que
{ulny = @), on ait

prof F = 1nf(2,c+4—6tu) (resp. = 3) .

Alors le morphisme p est bijectif,

Remargue 3.7.- Reprenons les notations de 3.1 et soit k un entier, 1<ks<3 ,
Alors 1'hypothése

(%) prof F = Inf (k,c+k+1-deg tr k(u)/k(s))
en tout point u€U tel que {ujnY #@ est équivalente & la suivante :

Pour tout point y de Y , fermé danms sa fibre, pour toute générisa-
tion u de y , appartenant &4 U, on a

(%) mdﬂzlﬁ&m&ﬁwdmﬂﬂJQD .
I1 est évident que (*) entraine (**) car on a (EGA IV 5.6.5)

codim({y}, {u}) = deg tr k(u)/k(s) + codim(E(y),{s}) ..
Inversement supposons la relation (**) satisfaite. Soit u un point de U tel
que {ulnYy #¢ . Si 1'on a deg tr k(u)/k(s) < c+1 , on peut trouver un point
y € YNn{u} , fermé dans sa fibre, tel que l'on ait

deg tr.k(u)/k(s) + codim(£(y),{s}) < c+1

(I 3.3), d'ol la relation (*¥) en u . Si 1'on a deg tr k(u)/k(s) > c+1 , on
peut trouver un point y € Y njﬁ} tel que y appartienne & la fibre de u
(I 3.2) ; on a alors

codinm({y},{u}) = deg tr k(u)/k(s) .
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4, Démonstration des énoncés du numéro 3 dans le cas o ¢ =0 .

4.0.~ On note d'abord que 3.2 résulte de 3.1 et 3.4 de 3.3 ; plagons-
nous par exemple sous les hypothéses de 3.2, La condition (ii) entraine que,

pour tout ouvert V contenant Y , le foncteur canonique
Fx) - ®WV)

est fiféle (resp. pleinement fide&le, resp. une équivalence de catégories) (2.4).
Ie fait que le foncteur ¢ soit fiddle (resp. pleinement fidéle, resp. une
équivalence de catégoriés) résulte donc du fait qu'il en est ainsi du foncteur
9 .

4.1.- Démonstration de 3.5 1) et 3.6 1).

Comme on 1l'a vu dans 4.0, b) et d) résultent respectivement de a) et
c). Prouvons a). Il faut montrer que, si V est un voisinage ouvert de Y
dans X , Py 0 Pp deux sections de F au-dessus de V , dont les restrictions
a4 Y sont égales, alors on peut trouver un voisinage ouvert V' de Y dans
X, V'V, de sorte que ¢1|V’ = ¢2lv' . Cela résulte du fait que 1l'ensemble

des points ol deux sections d'un faisceau sont égales est un ouvert,

Pour prouver c), nous aurons besoin du lemme suivant :

IEMME 4.1.1.- Soient X wun schéma noethérien de dimension finie, j : Y- X

un sous-schéma fermé de X , U = X-Y , F un faisceau d'ensembles sur X .

Si x est un point de X et I une extension finie de k(x) , on note X
le normalisé dans T du sous-schéma fermé réduit de X d'espace sous-jacent
{x} et ¥ (resp. ¥, etc.) l'image inverse de Y (resp. F , etc.) par le
morphisme X-X.o0n suppose gque, pour tout point x de U tel que

{xinY # @ , 1'une des conditions suivantes est satisfaite :
(i) On a prof F=1 .
(ii) Pour toute extension finie I de k(x) , ¥ est connexe,

Alors, pour toute section ¢ € j*P(Y) , il existe un voisinage ouvert V de

Y dans X tel que ¢ se prolonge en une section de F au-dessus de V .

Soit f : X' = X wun morphisme étale séparé de type fini, tel que
1'on ait f(X') oY, et tel qu'il existe une section ¢ de PF(X') dont la
restriction & Y' = YXXX' soit égale & 1'image inverse de ¢ . On considére le
carré cartésien

1Y
X'XXX' _..__2% X!

o | e |

X' X ,

et on pose ¢, = p;1¢ y by = p;1¢ . S0it 2 1'ensemble des points de X'x X'
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ol 1l'on a ¢1 # ¢2 . 31 2z est un point maximal'de Z , on peut supposer, quit-

te & enlever & X' une partie fermée ne rencontrant pas Y' , que l'on a
(%) p,(z) NY #¢ , py(z) N Y AP .

Supposons Z # @ ; soient T = p(Z) , x un point maximal de T , 2z
un point de Z +tel que p(z) =x . Ie fait que x soit un point maximal de T
entraine que l'on a

profo =0 3

en effet, si 1l'on avait profo > 1 , on pourrait trouver une générisation
stricte z' de 2z telle que 1l'on ait ¢1 # ¢2 en z' , et p(z') serait une
générisation stricte de x appartenant & T . Il en résulte que la condition
(ii) de 1'énoncé est satisfaite en x . D'apres EGA IV 18.10.8, on peut trouver
une extension finie séparable I de k(x) , telle que, avec les notations de
1'énoncé , X' soit somme de schémas intégres Xc ,‘c€c , et telle que les mor-
phismes structurauf Xc - X soient des immersions ouvertes, On identifie Xc

a4 son image dans X . A la section ¢ , correspond, par image inverse, une fa-
mille de sections ¢c , CEC , ou ¢C€F(Xc) . L'hypothése faite sur x entraine

1l'existence de deux éléments ey s do € ¢, tels que l'on ait

by Uy
¢} o
au point générique X de X . Ona une partition de C en sous-ensembles
01"“’Cr , tels que

b, =3 en ¥ s'il existe k€[1,r] tel que c,d€C,
b, #dg en ¥ si c€c , d€C; avec kA

d'apreés ce qui préceéde, on a r22 , Comme les sections be sont égales en tout
point de Y et comme 1'ensemble des points ou deux sections scnt différentes
est une partie fermée, on a

L, NXNnY=9 si c€c , d€C; avec k AL .
Par suite les r ouverts
Yy, = U x n¥
k (]

c€ck

de Y n'ont aucun point commun. Soient x; et xé les images respectives de

X par les morphismes Xc - X' et Xﬁ - X' , D'aprés (*), on a
o o \

Eloy e , {(xIny£e .

Comme les morphismes Xc - X' et Xﬁ - X' sont fermés, ces reldtions montrent
o o
que l'on a

C
o

x. nY£¢ , 3 nY£0 .
[e]
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Par suite il y a au moins deux ouverts Yk de Y disticnts non vides H Y est
donc disconnexe contrairement & (ii). On a donc 2% = @ , ce qui prouve que la
section ¢ se descend en une section de F au~dessus de p(X') et cette sec-
tion prolonge ¢ .

Revenons & la démonstration de 3.5 1) c¢) et 3.6. 1) ¢). Soit x un
point de U tel que {X} N Y# @ et tel que l'on ait prof F = 0 ., Montyons
que la condition (ii) de 4.1.1 est satisfaite en x . On note X, le sous=sché-
me fermé réduit de X d'espace sous-jacent {x} ; dans le cas 3.5, on pose

.8 = f£(x) et on note S1 le sous-schéma fermé réduit de S d'espace sous-ja-
cent {s} , f, : X, =8

1 1
ses de profondeur sur F entrainent que 1l'on a

le morphisme canonique, Dans le cas 3.5, les hypothée-

dim f;1(s) =22 ;
par suite toutes les composantes irréductibles des fibres de f1 sont de di-
mension 2 2 (EGA IV 13.1.1). Dans le cas 3.6, les hypothéses de profondeur en-
trainent que l'on a

dim X1 22

Ia condition (ii) de 4.1.1 résulte donc de 1.2 et 1.4 respectivement, Ies énon-
cés 3,5 1) c) et 3,6 1) ¢c) résultent alors de 4.1.1.

4,2.~ Démonstration de 3.1 et 3.3,

Si V0 est un voisinage ouvert de Y dans X , 01 y 02 deux sec-
tions de P au-dessus de V0 , on note G un faisceau sur X qui prolonge le

faisceau Ho (0,50 . Dire que le foncteur est fideéle (resp. pleinement
Hom, (o, ¢

)
fidéle) équivaat a d?re que, pour tout couple Pqs9, comme ci-dessus, le fonc-
teur canonique

Lim, (V) = §*G(Y) ,
ou V parcourt les voisinages ouverts de Y dans X , est fiddle (resp. plei-
nement fiddle), Si l'on a
proqu 21

en un point u tel que {ujnY #® , on a aussi, d'aprds 2.3 a),
profﬁG 21 .

Ie fait que ¢ soit fiddle (resp. pleinement fidele) résulte donc de 3.5 1) et
3.6 1),

’ Nous allons achever la démonstration de 3.1 et 3.3. Dans le cas 3,3,
on se place sous l'une des conditions (i) a) ou (i) b). Il reste & prouver que,
si 1'on a

prof F = 3 - codim({¥}, {u})
pour tout point y de Y , fermé dans sa fibre dans le cas 3.1, tel que
th = 1 dans le cas 3.3, et pour toute générisation u de y , alors le fonc-

°
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teur ¢ est essentiellement surjectif. Soit x wun point de U tel que

{X}nY #¢® . On note X, le sous-schéma fermé réduit de- X d'espace sous-jacent
{x} ; dans le cas 3.1, on note S1 le sous-schéma fermé réduit d'espace sous—
jacent f(x) et f, : X1 - S1 le morphisme canonique., L'une des trois condi-

1
tions suivantes est alors satisfaite :

(i) On a prof F 2 2 ,

(ii) On a profo =1 , Dans ce cas, la dimension de la fibre généri-
que de X1 , donc aussi des composantes irréductibles de tcutes les fibres de
f est 2 2 dans le cas 3.1, Dans le cas 3.3, on a dim X1 2 2 , Il résulte

d;nc de 1.2 et 1.4 que la condition (ii) de 4.1.1 est satisfaite, i.e.y, repre-
nant les notations de loc, cit., que, pour toute extension finie de k(x) , ¥
est connexe,

(iii) On a profo = 0 . la dimension des composantes irréductibles des

fibres de f1 est 2 3 dans 1le cas 3.1 et 1l'ona dim X, 2 3 dans le cas

3.3, I1 résulte donc de 1.2 et 1.4 que, pour toute extens;on finie I de k(x),
Y est commexe. Soit I 1'ensemble des nombres premiers intervenant dans la
condition (i) a) de 3.3 et, dans le cas 3.1 ou 3.3 b), soit 1 1'ensemble de
tous les nombres premiers., On voit de plus, en utilisant 1.2 et 1.4, que, pour
toute extension finie I de k(x) , pour tout faisceau de I~groupe constant
fini G , tout torseur P sur ¥ de groupe G se prolonge & un voisinage de
Y dans X .

On est ainsi ramené & montrer que, lorsque F satisfait, en chaque
point u€U tel que {ujnY # ¢ , aux propriétés énoncées dans (i), (ii) ou
(iii) , alors le foncteur ¢ est essentiellement surjectif. C'est ce que dit
la proposition 4.2.6 ci-dessous que nous allons maintenant démontrer. Nous com=-

mengons par quelques lemmes préliminaires,

4.2,1.- Soient X un schéma noethérien de dimension finie, j : Y=X
un sous-schéma fermé de X , I un ensemble de nombres premiers, F un champ

ind-I~fini sur X ([5] VII 2.2.1). On cherche & prolonger une section de j*P
au-dessus de Y & un voisinage ouvert de Y dans X .

Soit (Xi)i€I un ensemble de schémas au-dessus de X et soient

i1""’in des éléments de I ; on pose alors
= Xi XXXi Xooo e X X, y Y.

g Bl XXy 1

X, X .= IX X, :
1001y eeedy Xeeed)

SN PRTTE S,
Si P est une section de F au-dessus de Xi , 1sasn , on note P

i
[+4 a a

[ ) . -\ . s
’1 image inverse de Pia par la i -éme projection de xi1...i .
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DEFINITION 4.2.1.1.- Un 1-recouvrement R de Y est la donnée
a) d'une famille (Xi)i€I de schémas étales séparés de type fini sur
X dont la réunion des images recouvre Y ,

b) pour tous 1i,j € I , d'un ensemble de schémas étales

(Va)aEA..
séparés de type fini sur Xij , dont la réunion des iﬂi&ges recouvre Yij o
On pose A = _LL Ai‘ et on note
A Jj
i, j€I
R= (X567 (Vg)gen)

un tel 1{-recouvrement, On dit que (Xi)i€I est le recouvrement d'un voisi-

nage de Y associé & R .

i‘€I"(Va')a‘€A')

R si 1'on s'est donné une application ¢ : I' - I , pour tous i',j' € I' ,

Un 1-recouvrement R' =((Xi‘) est dit plus fin que
une application ¢i'j' : Ai'j'- A¢(i')¢(j') et, pour tout i'€I' et tout
a'EAi,j,, des morphismes

ei, H Xi’ - X‘:P(i') pa, H Va, - V¢i'j'(a,) .
Si ¥=X estwun morphisme de schémas et S wun X-schéma, on pose
S = ixXS . Si R est un 1-recouvrement de Y , 1l'image inverse de R sur X

est le 1{-recouvrement de Y défini par

R = (%)

1€I’( ).

Vo )aea

DEFINITION 4.2.1.2.- Etant donné un champ F sur X et un 1-recouvrement
R = ((Xi)iGI’(Vé)aEA) de Y, une R-section 8 de F est la donnée

a) pour tout i€I , d'une section P, € F(Xi) ,
&
b) pour tous i,j € I et tout a € Aij , d'une section
pBEIsomV&(PiIVa,leVa) .

On pose alors

8 = ((B)sep (0)aen) -
Un isomorphisme d'une R-section 8 dans une R-section
= [ [
8 () e1r(Pa)gen)
est la donnée d'isomorphismes a ¢ Pi - Pi y 1€I , tels que, pour tous i, j€I
et tout a€Aij , le diagramme

q.
1
Bi|Vy ———=> BT,

P, l pl l
43

leva —_— 1>5|Va
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soit commutatif.,

5i a,b € Aij , on note _p: 1'image inverse de p,  sur V., de
méme, si p.. € Isom, (P.,P.) et si k€I , on note pk. 1'image inverse de

ij Xij i’>"j 1)
pij sur Xijk . Etant donné un 1-recouvrement R de Y et une section P de

F sur X, on associe & P une R-section de la fagon suivante. On note Pi
1'image inverse de P sur Xi et, pour tous i,j € I et tout a € Aij sy On
définit p, comme étant l'isomorphisme identique. Une R-section 8 est dite
triviale s'il existe PEF(X) tel que 8 soit isomorphe & la R-section asso-
ciée & P , Supposons que, pour tous i , j € I , on ait

a%hij Va Xij )
Alors la condition pour qu'une R-section 8 soit triviale se traduit par les
deux conditions suivantes :

(i) pour tous i,j € I et tous a,b € A,y ona pz = p% ,

J
(ii) si Py disigne 1'élément de Isomy. (pi,p?) obtenu en recollant
les p_, on a 1J
a
X i _ _j
(*) . Pijpjk - pik ’

pour tous i,j,k € I .
Si R' est un 1-recouvrement plus fin que R et 8 une R-section,

on définit la R'-section §' restrictionde 8 & R' par

8' = ((eg'P(P(l' ))i|€I|’(p;|p¢i'j'(al))ap€A|) .

Enfin, si X - X est un morphisme de schémas et 8 une R-section, on définit

la R-section § image inverse de 8 sur X par

= (B)yep Blacy) -

4.2.2.- Soient x un point de X , X un point géométrique au-dessus
de %, F- la fibrede F en x . Soit R = ((Xi)i€I’(Va)a€A) un 1-recouvre-
ment de Y tel que les Xi et les Va soient des ouverts de X . On note Ix
1'ensemble des i€I tels que x€xi et RX le 1-recouvrement d'un sous-schéma
fermé d'espace sous-jacent 1l'adhérence {x} de x , déduit de R par image in-
verse sur {x} . Pour tous i,j € I, » tels que Yij F o, il existe aeAi. ,
d'ol un iscmorphisme (Pa)E : (Pi)§ ~ (Pj); . Par suite, si 1'on suppose Yn{x}
connexe, les (Pi)E sont des objets isomorphes de F; . On note G 1le groupe

des automorphismes d'un tel (Pi); ’ i€IX , et & le champ des torseurs de

G
groupe G . On associe & une R-section 8 une Rx-section de @G de la fagon

suivante., Si Q désigne le torseur trivial de groupe G au-dessus du point X ,
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on choisit, pour chaque i€IX » un isomorphisme r, : Q x (Pi)§ 3 pour tous
i,j € Ix et tout a€Aij , 11 existe alors un unique élément qa€G tel que 1le
diagramme

g

Q
rig rj S‘
()% Zpajg | (Pj);

soit commutatif, On identifie (pa); avec q, . Ia R -section associé &4 8

Q

est, par définition,

Sx = ((Qi)iel’(qa)aeA) ’

ol Q = Q pour tout i€I (si van{E} =¢, a, est 1'unique automorphisme
du torseur trivial au-dessus de van{E}) .

Notons que, si 1,j € I_, si a,a'€ Ajy etosi y€VanVé,ﬂYn{§} est
tel que 1l'on ait

(pg)y = (pg4)

y vy’

on a aussi (pa)§ = (pa')i et, par suite, on a

9 = % ¢
En particulier, si le est trivial, il en est de méme de sxlynii} . Ia domnée
de s;Lyn{;} est alors celle d'un 1-cocycle q du recouvrement associé &
‘nxlyn{x} , & valeurs dans G .
Ie lemme ci-dessous permet de déduire les conditions 4.2.1 (i) et (ii)
au point x de 1l'hypothése que q se prolonge & un voisinage de WN{x} .

IEMME 4.2.3.- Soient X un schéma intégre noethérien, de dimension finie, de
point générique x et Y une partie fermée connexe de X . Soit

R = ((xi)iCI’(va)a€A)
un {-recouvrement de Y tel que les Xi et les Va soient des ouverts de
X . Soient F un champ sur X , 8 = ((B;);e10(Py)acp
telle que 8|Y soit triviale et notons g le 1-cocycle du recouvrement as-
socié & R|Y , & valeurs dans le.groupe G , introduit dans 4.2.2.

) une R-section de F

1) On suppose donné un 1{-recouvrement R' de Y
ﬁ' = ((xi')i'GI"(va')a'CA') ’
plus fin que R , tel que, pour tous i',j' € I' et a'€Ai,j, et tout point

x' de V,, au-dessus de x , on ait {ET}nYa, #® . On suppose que les
conditions suivantes sont satisfaites :

(i) Pour tout i'€I' , Yi, = YxgX;, est connexe.
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(ii) I1 existe un 1-cocyle r de (Xi')i'€1" 4 valeurs dans G ,
dont la restriction & (Yi')i'€I' est équivalente & la restriction q' de
q . Alors, si 8' = ((Pi')i'EI"(pa')a’GA') est la restriction de 8 A&
R', on a les conclusions suivantes :

a) Pour tous i',j'€I' , pour tous a',b'eAi,j,, pour tout point

x"GVa,b, au-dessus de X , on a
b! a'
(20w = (02

. £q 2 j o1
si x'GXi,j,, on note (pi'j')x' 1'é1lément de Isom(Pi,Pj) obtenu par

recollement des Py ccrrespondant aux a' tels que x' appartienne a

xll x" °

1'image de Var »
b) Pour tous i',j',k'€I' , pour tout point x' de Xi'j'k' au-
dessus de x , on a

k! it : )
i'j') j'k')x' = (pgvkv)xv .

2) Soient R' un 1-recouvrement et 8' une R'-section de P

(p (p

xl

construite comme il est indiqué ci-dessous., On part d'un {-recouvrement

R o= (Eiep (ig)y genea)

N ' _ .
ou Vij est un ouvert de Xij contenant Yij et d'une R-section

8 = ((Pi)igl’(pij)i,jelxl)

telle que, pour tous 1i,j,k€I , on ait la relation

k _i _ ol

pinJk Pik °
On se donne un recouvrement (Xi')i'EI' de Y par des schémas étales sur
X , plus fin que (Xi)i€I et on note y : I' - I 1'application canonique.

Pour tous i',j'€I' , on se donne un ouvert Vi'j' de X , contenant

ilj'
1 )
Yi'j" contenu dans VY(i')Y(j')xXijxi'j' , tel que, pour tout point x' de

Vi'j' au-dessus de x , on ait
{x'}nYiljl % ? .

i = = it, 3!
Soient Piv Py(i)lxi' et pi'j' py(i')y(j')lvi'j' o Pour 1',3',
k'€I' , on note Ty ﬁj, les projections respectives de xi'j'k' sur

Xk'j' et Xirgr « On considére l'ouvert de Xi'j'k' défini par
v = ) (¥ ynallv )
i'jl’k’ jl i'k' i' k‘j' ’
c'est un schéma étale au-dessus de Xivg0 » Onpose Ay,yy = {1LLI' et on

définit le 1{-recouvrement R' par

R' = ((Xi')i'EI"(Va')a'EA') ’
ol V1 = Vi, si a' = k'€I' . Pour tous i',j',k'€I’
soit

jl et Val =Viljl,kl
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_ j' il
Piljl,k[ - (pilkl|Viljl’kl)(pk|jl|viljl’kl) .
Ia R'-section 8' est alors

8' = ((Pi')i'EI"(pa')a'EA') ’

ol P1 = pi'j' et Pgr = pilj!,kl si a' =k'€I' .
Supposons que les corditions (i) et (ii) soient satisfaites. Alors

on a les conclusions a) et b).

Démonstration.
1) Ia donnée du 1-cocyle r est la donnée, pour tous i',j'€I' ,

d'éléments r EG(Xi,

Sy ey ) satisfaisant aux relations
1]

j
X! it 51
(*) ri'j'rj'k‘ = er_'k' ’

pour i',j',k' €I' . De méme la donnée de q' est celle d'éléments q.

llj' ’

de G(Yi'j') , Satisfaisant aux relations
kl il 3t
iVJIQj'kI = q]g-‘k’ .

I1 résulte de la définition de gq que, pour tous i',J'€I' , tout a'€Ai,j,

q

" et tout point x' de Va, au-dessus de x , on a

qi'j'IYa' = qa'lYa' ’

ol q,, est 1'élément de G défini dans 4.2.2. Compte tenu de la connexité des

N N

Yi' , dire que q' est équivalent & la restriction de r & Y revient & dire
qu'il existe des éléments &1 de G, i'€I' , tels que, pour tous i',j',k' ,
on ait

-1 -
gi.(ri.j,lYi'j.)gj. = qi'jl .
En particulier, pour tout a'€A,

10y et tout point x' de V au-dessus de

a'
X , 0na
g;i(riljllYél)gjl = qavIYav .
Comme on a, par hypothése, {;'}nYé, #® , les deux éléments 9, et
é;'(ri'j'lva')gj' de G(Va') prennent la méme valeur en x' ; si X' est un
point géométrique au-dessus de x' , on a donc
-1

(Pav);v = gi'(ri'j');'gj' )
ce qui démontre a). On a, d'aprés ce qui précdde,

(pi|jr);v = g;](ri'j');'gj'
et l'assertion b) résulte de (%),

2) Par définition du 1-cocycle q' , pour tous i',j'€I' et pour
tout point géométrique X' de vi'j' au-dessus de x , qi'j' est 1'é1lément de

G(Yi'j') défini par (pi'j')E' . Comme dans 1), on peut trouver des éléments
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gi,€G , tels que 1l'on ait .
=1
gil(riljllYiljl)gjl =qiljl .

i
entraine que les deux sections (pi'j')E' et g;tri,j,g de G au-dessus

j'
de Vi'

Pour tout point x'evi,j, au-dessus de x , la relation {E'}nY.,j, £

it prennent la méme valeur en X' ; on a donc

=1
(pi'jl);{-l =gi'(ri'j')§'gj' .
Soient 1i',j'€I' et a'€Al, ., = {1} 1I' . On a, par définitior, Par = Pirgn
. i it .
si a'=1 , p, = (pg'k'Ivi'j',k')(pk'j"vi'jgk') si a' =k' ., Dans les
deux cas, on a donc

(Pal );n = g—i1' (ri 3 v );ngj '

pour tout point géométrique x" de Vgt au-dessus de X . Ceci démontre a) et
b).

LEMME 4.2.4.- Soient X un schéma noethérien, Y une partie fermée de X , x
un point de X , X 1le normalisé du sous-schéma fermé réduit d'espace sous-
jacent {X} dans une extension finie de k(x) , o : X = X le morphisme

cenonique. Soienmt y un point de YN{xX} , X, un schéma étale de type fini

1
sur X dont 1'image dans X contient y , U un schéma étale de type fini

~ ~ ~ ~
sur X dont 1'image contient la fibre (X)y . On note X, (resp. Y, etc.)

1

1'image inverse de X1 (resp. Y, etc.) par a . Alors on peut trouver un

schéma X, étale de type fini sur X, dont 1'image dans X contient y ,

tel que les conditions suivantes soient satisfaites :

1) On a wne factorisation du morphisme §2~§ 4 travers U

X2 - U - X .

2) si (XC)C€C désigne l'ensemble des composantes connexes de ié ’

Xox i? est connexe pour tout c€C .

Quitte & remplacer X par un ouvert convenable, on peut supposer

1 —
que X1 ne contient qu'un seul point y1 au-dessus de y . Soit X 1le loca-

lisé strict de X en un point géométrique y au-dessus de ¥y . A un morphisme
entier surjectif radiciel prds, ixii est fini sur X (EGA Opy 23.2.5) ; par
suite X est somme des localisés stricts de X aux points de (i)yxk(y)k(y) ;

soit n 1le nombre de ces points. On a un isomorphisme

R
ol X5 parcourt les schémas étales de type fini au-dessus de X1 , munis d'un

seul point marqué y - X au-dessus de y - X1 . Il en résulte que 1l'on peut

trouver un schéma X' étale de type fini sur X, , ayant un seul point y'

1
au-dessus de Yy tel que 1'on ait une factorisation
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¥r-uv-3% ,

et tel que X' ait exactement n points distincts au-dessus de y' , Soient
Zyreces? ces points et soient U1,...,Uh des ouverts de i' tels que 1l'on

ait

n

z U_ pour tout p€[1,n] , zp,ﬂUb pour Dp'#p .

P ¢ P
Soit V 1la somme des U_ pour 1<psn ., On voit, comme précédemment, que 1l'on
peut trouver un schéma X" étale de type fini sur X' , ayant un seul point
y" au-dessus de y' , tel que le morphisme X" = X' se factorise & travers
V . Par suite X" satisfait & la condition 1) de 1'énoncé. De plus X" -est
somme de sous-schémas Xs , 1spsn , et chacun d'entre eux contient un point et
un seul tp au-dessus di y" . Pour chaque p , on considére l'ensemble des
points maximaux de X;xiY qui ne sont pas des générisations de tp s la réu~
nion de leurs adhérences est une partie fermée Tp de X; dont 1l'image Zp
dans X" ne contient pas y" ., L'ouvert de X" , complémentaire de la réunion

des zp satisfait alors aux conditions 1) et 2) de 1'énoncé.

COROLIAIRE 4.2.5.- Soient X un schéma noethérien, Y une partie fermée de X,
x un point de X, X 1le normalisé du sous-schéma. fermé réduit d'espace
sous-jacent {X} dans une extension finie de k(x)-, y : X = X 1le morphisme

canonique ; posons Y = Yxxi , etc. Soient (Xi) un ensemble fini de

schémas Xi étales de type fini sur X , dont 1;€£éunion des images dans X
contient Y , (Xj)jEJ un ensemble fini de schémas étales de type fini sur

X , dont la réunion des images contient Y . Alors on peut trouver un recou-
vrement fini (Xi')i'€I' de Y par des schémas X,, étales de type fini

. . ,

sur X , plus fin que (Xi)i€I , tel que, si (XE)CECi, est 1l'ensemble des

composantes connexes Xi' ,etsi €= J—J— Ci' , le recouvrement (Xc)
it€T!

de Y soit .plus fin que (Xj)jEJ et tel que chi? soit connexe pour tout

c€C .

c€C

PROPOSITION 4.2.6.,~ Soient X "un schéma noethérien de dimeﬂsion finie,
j ¢+ Y= X un sous-schéma fermé de X , U = X-Y , I un ensemble de nombres
premiers, F wun champ ind-1~fini sur X . Si x est un point de X et 1L
une extension finie de k(x) on note X 1le normalisé dems I du sous-schéma
fermé réduit d'espace sous-jacent {%} et Y (resp. F, etc.) l'image inver-
se de Y (resp. F, etc,) par le morphisme %*X . On suppose que, pour tout
point x de U tel que {X}nY #¢ , 1l'une des conditions suivantes est sa-
tisfaisante :
(i) On a prof F-z 2 . 5
(ii) On a prof F > 1 et, pour toute extension finie L de Ck(x) , Y

est connexe,
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(iii) Pour toute extension finie I de k(x) , ¥ est connexe et tout
torseur swr Y , de groupe un ind-I~groupe constant constructible, se pro-
longe & un voisinage ouvert de Y dans X .

Alors, pour toute section P de Jj*F au-dessus de Y , il existe
un voisinage ouvert V de Y dans X tel que P se prolonge en une sec-

tion de P au-dessus de V .

On peut trouver un ensemble fini (Xi)i€I de schémas étales séparés
de type fini sur X , dont la réunion des images dans X econtient Y , et des
sections P, EF(X ) dont les restrictions & R soient égales & celles de P .,
Pour tous ,3€I , les images inverses de P:j et Pr sur Yi. sont isomor-
phes, On peut donc trouver une famille finle (Va)aEAij de schémas étales sépa-

rés de type fini sur Xij , dont la réunion des images contienne Yﬁj et des
é1léments

p, € Isom(Pilva,leva) ,
tels que palYa soit 1'isomorphisme identique de j*PIYa . On a ainsi défini

un 1-recouvrement
R = ((X )l(‘:I’(V )a€A )

et une R-section

8 = ((7 )iEI’(pa)aeA )

Il résulte de EGA IV 18.10.8 que, si x est un point de X , on peut trouver
une extension finie séparable I de k(x) telle que la condition suivante

soit satisfaite :

(4.2.6.0) .- Pour tout i€I (resp. tout a€A ) i; (resp. ﬁ;) est somme de
schémas X, , c€Cy (resp. Vp 0 bEBa) , tels que les morphismes canoniques

Xc* i (resp. Vb - ﬁ ) soient des immersions ouvertes.

On choisit une extension I telle que la condition ci-dessus soit

satisfaite. Soient

=.L-L Ci N B=—L-L‘Ba .
i€1 a€A
Par image inverse sur X , on obtient un 1{-recouvrement R = (¢4 )1€I’( aEA)

de Y et une Ro—sectlon (B, )1€I'(pa)a€A) de F . En remplagant chaque Xi
par la famille (X )c€c et chaque Va par la famille (vb)b€B , Oon obtient

un 1-recouvrement de ?
) ‘ R = ({X,)eqr (Vp)pep)

o~ .
et une R-section

L]

= ((B)ger (Pp)pen)
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tels que les morphismes Xc - X et vb - ¥ soient des immersions ouvertes.
D'aprés 4.2.2, on peut associer & 8 un ind-I~groupe constant G et un
1-cocycle q du recouvrement (YE)CCC de Y, & valeurs dans G . (0n & posé
Y, = DX )e)

1) Nous allons montrer que, quitte & remplacer R par un 1{-recouvre-
ment plus fin, on a

_.a
( 4.2.6.1) Py =Dy

pour tous 1,J€I et tous a,bEA, . (pb

. désigne la restriction de Py a

Voo = VaXgVp conformément & 4.2.1).
Ies relations (4.2.6.1) étant supposées vérifides, soit Vij 1'ou~
vert de X4 réunion des images des v, pour aGAij et pij 1'é1ément de

J
aussi montrer que, quitte & remplacer R par un 1-recouvrement plus fin, on a

Isomvij(Pi|Vij,Pj|Vij) obtenu par recollement des p, , aCAi. . Nous allons

k i _ _J
(4-20602) leka - Pik ’
pour tous 1i,j,k€I .,

Soient i,j des éléments de I , a,b des éléments de Aij s notons
ol 1'on a

Z 1'ensemble des points de

Vab
b a
p, 7 Py

ab

(resp. les relations (4.2.6.1) étant vérifiées, soient 1i,j,k€I et soit Zijk
1'ensemble des points de Xijk ol 1'on a
pli{j%k 03 ) -

Soient\ Top (resp, Tijk) la projection de 7., (resp, Zijk) sur X et T la
réunion des T, Pour i, j€1 , a,bEAij (resp. la réunion des Tijk pour
i,j,k€I) . Nous allons montrer que 1l'on peut trouver un 1-recouvrement R' de
Y, plus fin que R , tel que si &' est la restrictionde 8 & R"' , l'ensem-
ble T' relatif & 8' soit vide, I1 suffit de montrer que, si x est un point
maximal de T , on peut trouver un 1-recouvrement R' tel que x n'appartien-
ne pas a T' .,

Soit x wun point maximal de T ; ceci entraine que 1l'on ne peut
avoir prof F = 1 ., Par suite la condition (iii) de 1'énoncé est satisfaite en
X . Soit I une extension finie de k(x) satisfaisant & (4.2.6.0) et considé-
rons le 1-cocycle q défini précédemment, D'apres (iii), on peut trouver un
recouvrement étale (Xj)jGJ d'un voisinage de Y dans X » plus fin que
(Xc)C€C et un 1-cocycle r de (Xj)j€J a valeurs dans G , dont la restric-
tion & (Yj)j€J soit équivalente au 1-cocycle induit par q . Il résulte alors
de 4.2.5 que 1l'on peut trouver un recouvrement étale (Xi')i'EI' d'un voisinage

ouvert de Y dans X , plus fin que (Xi)iEI , tel que, (Xc')c'EC' désignant
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le recouvrement de Y obtenu en remplagant chaque i;, par l'ensémble de ses

composantes connexes, le recouvrement (Xc')c'GC'

soit plus fin que (xj)j€J
ot tel que les Xc'XiT soient connexes. Par restrictiction au recouvrement

(Xi')i'GI' , on déduit des va (resp. des Vij) , des recouvrements étales

(v (resp. des voisinages ouverts vi'j') des Y

irge e Quitte & en-

a')a!€Ai,j, ‘
lever & chaque Va' (resp. & chaque vi'j') une partie fermée he rencontrant

oas Ya' (resp. Y 'j') , on peut supposer que, pour tout point z de V

i

al
) au-dessus de x , on & :

iresp. de Vi'j'
4.2.6.3) CEINY,, A8 (resp. (EINY,  A®) .

© Soit - X 'le point générique de' X et soient Ve s bfﬁB‘ , 1'ensem-
ble des composantes connexes des .ﬁ;, et R' le 1-recouvrement de¢ ’§ défini
par :
B = ((Xg)gregrs (T )prepr) o
Compte tenu des relations (4.2.6.%.), on peut appliquer 4.2.%. 1) & X , R , §
st au recouvrement f' . Il en résulte que, pour tous a',b'€B'. (resp. pour. .
cous c',d',e'€C') , on a ‘ Peo 8 st

(2),0 = (2,

. e! é' d.
(resp. (Pc'd’)x'(pd'e')x' = (pc'e'

I )

en tout point x' de V (resp., de Vé'd'e‘) au-dessus.de, & ..7MalbIcesi:

a'b!
relations prouvent que ‘X ne peut appartenir & T' , cé’qui démontre 1§ oidusi

s y 9 ¥ ) coLamtnen Folog
2) D'aprés 1), on peut trouver un 1-recouvrement dé Y "

i e iy e

R= (Kyer (Vi) gers) o D oes ot r ae oried

>u, pour chaque i,j€I , Vij est un ouvert de Xij qui contient’ Yij‘y!et@ﬁnep
R-section ; LA ey
8 = ((Pi)iEI’ (pij)ij€IXI) v I RRER TSI |

tels que, pour tous 1,j,k€I , les relations (4.2.6.2) soient satisfaites. Poi?
tous 1i,j,k€I , on note ‘ . P S et f
LTEED SN %ﬁj! DTy Ko Ky 0w - X CEAET

5 1 ik X} Xijk ij o un

les projections canoniques, -Considérons 1'ouvert vij.k' de X,
N ’

ljk..defini parfco

_ =1 -1 Dot leg
JVig,x =7 (vik)nﬂia(vkj) .

Nous allons mon?¥rer que, quitte & remplacer (Xi)i€I par un recouvrement plus
fin et, quitte & modifier les ouverts Vij , on peut supposer que l'on a

(4.2.6.4) ; SRR

a4



pour tous 1i,j,k€I ., Posons en effet
Pige = PapelVig i) PrylVig ) -

{1111 et, pour a€Aij , on pose

Pour tous 1i,j€I , on pose Aij

Vv=V.. Pg= Py si a=1 , V_= Vij,k s Dg=1D si as=k€I .

a ij ij a ij,k

L'ensemble des Vﬁ 9 a€Aij , est un recouvrement étale d'un voisinage ouvert
1 4 .

wij de Yij dans xij tel que l'on ait wij:nk(vij’k) . Il suffit donc de

prouver que, quitte & remplacer (Xi)i€1 par un recouvrement plus fin, les

sections Py ,aEA , se recollent et définissent des sections

3.36 Isom(P Iw ,P Iw'j) , vérifiant les relations analogues & (4.2.6.2).

Pour tous i, j€I , et tous a,bGAij , soit 2 1'ensemble des

ab
points de Vab

ol 1'on a
b a
P, # by
(resp. lorsque les P, » a€Aij se recollent, soit 2,

ijk
de Xijk

1'ensemble des points
ou 1l'on a

plapak #P plk ) .

Soit T, (resp. Tijk)
la réunion des Ty, pour i,j€I , a,bGAij (resp. la réunion des Tijk pour
i,j,k€I) . Nous allons montrer que 1l'on peut trouver un 1{1-recouvrement R°'

la projection de %y (resp. de Zijk) sur X et T

plus fin que R , tel“que, si 8' désigne la restrictionde 8 & R' , l'en-
semble T' relatif &4 8! soit vide, Il suffit de montrer que, si x est un
point maximal de T , on peut trouver R' tel que x n'appartienne pas & T' ,
Comme on ne peut avoir prof F= 1, la condition (iii) de 1'énoncé est satis-
faite en x ., Soit I une extension finie de k(x) satisfaisant & (4.2.6.0) et
q le 1-cocycle introduit ci-dessus. D'aprés (i), on peut trouver un recou-
vrement étale (Xj)jEJ d'un voisinage de Y , plus fin que (X’c)c€C et un
1-cocycle r de (Xj)j€J 4 valeurs dans G , dont la restriction a (Yj)j€J
soit équivalente au 1-cocycle induit par q . I1 résulte alors de 4.2.5 que
1'on peut trouver un recouvrement étale (Xi')i'€1' d'un voisinage de Y , plus
fin que (X ) €1 tel que, si (Xé')c'€c' désigne le recouvrement de Y obte-
nu en remplagant chaque Xl, par la famille de ses composantes connexes, le re-
couvrement (xc')c'ec'
soient connexes,

soit plus fin que (X, )3€J et tel que les X, 1 2gY

Soit ¢ : I' = I 1'application canonique et considérons 1l'ouvert

V:‘:_Ijl =Vq)(i)(P(j)xXini'j' .

En enlevant & chaque VE‘j' une partie fermée ne rencontrant pas Yi’j'
tel que, pour tout point =z de vi’j' au-dessus de

, On

obtient un ouvert Vi 'y
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X , on ait
Zhnv,, #¢ .

o~

Soit ¥ 1le point générique de X ., On peut appliquer 4.2.3% 2) & X , & , 8

au recouvrement (X ,).icq

(Vcldl)c'l’dleclxol ’ ou les Vc'd'
v e I1 en résulte que x' n'appartient pas & T' , ce qui démontre 2).

de Y formé des composantes connexes des ii' et
a désignent les composantes connexes des
Vi
3) D'aprés 2), on peut trouver un 1{-recouvrement de Y

Ro= (K yer (T 5)3 jerxr)

ou, pour chaque i,j€I , V est un ouvert contenant Yi' et une R-section

ij J

R 8 = ((P)ser Py )3 5emn)
s;els que les relations (4.2.6.2) et (4.2.6.4) soient satisfaites. Soient
Py PNy
chaque Vij contient tous les points 2z de Xij tels que, si x désigne la

et pj : Xij - Xj les projections canoniques. Montrons qu'alors

projection de z sur X , on ait

prof F < 2 et X}ny#o .

Supposons qu'il existe un point x de X tel que 1l'on ait

{xiny #9 , profo < 2 , des indices io,jo€I , un point 2z de Xiojo—viojo

au-dessus de x , et choisissons un point x maximal parmi ceux qui ont cette
propriété, Soit I une extension finie de k(x) satisfaisant & (4.2.6.0),

d'oll un 1{-recouvrement de Y

3

((Xc)CGC ’(Vcd)cdecxc

~

et une R-section
g

((PC)CEC’(pcd)chCxC) °

Soit y : C - I 1le morphisme canonique. D'aprés le choix de x , il existe des
indices c¢,d tels que l'on ait y(c) = i0 , Y(@) = j0 et un point EEXcd s

au-dessus de 2z ., On a alors
X, nY#£0 , xdnY;éQS .

pY s fad ' ] . .
Dtapres (ii), Y est connexe, On peut donc trouver une suite d'indices co=c ’

c ,...,cn= 4 , tels gque l'on ait

1

X, N X, nNY#¢
k k+1

pour tous Osksn-1 . Soit i, = y(ck) . Il existe un point =z de

k 10"°1n-1jo
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Xi i . dont la projection sur Xi . est 2z et dont la projection
0" n-1% : 039
Z sur X. . est telle que l'on ait
kkfﬂ/ . 1k}k+1 )
Yz i NnY, . Ao .
¢ - Tkk+ 1pdy g 3
MaigvceCi.prouve que zkk appartlent 3 A , et, d'apres’(4.2.6.4), 2z
R I : +1 !
k Tk
appartient a ‘Vi i ce gui est ‘contradictoire.
0“0
Notons alors que, si zexij—vij ;usi x  désigne la projection de =z

sur X et si 1l'on a

tence d'un voisinage ouvert de , con
peut supposer que, pour tous

Xij
se prolonge & ce voisinage., Par suit
1,J€T et t

{xiny =
. Xi
se prolongent a Xij

En,enlevant & chaque. une partie ferm
pij
sant aux relations (4.2.6.2).

les sections

elles définissent donc une section de F

Se Démonstration des énoncés du n® 3 pour

{XInY # ¢ , alors la relation prof, F 22

Mais ceci prouve que les

entraine l'exis-

tenant 2z et Vij , tel quéwla section
e, quitte & augmenter les Vij , on
out point =z de Xij—Vij , On a

¢ Al ', 4 : ‘Z),

ée ne rencortrant pas Y , on voit que
tout entier en des sections satisfai-
1 ,1€I , se recollent ;

sur 1'ouvert J_L %5 P .

1€I

qui prolonge

¢ guelconque.

On I‘alsonne par recurrence sur

c . Ies hypotheses de' profondeur se

conservent par restrlctlon 4 une partle fermée de complemen aire affine, gréce

a la proposition suivante :

PROPOSITION 5.1.—
ou hensélien,
un sous-schéma

sur X, L un

en tout point

en tout point

" reSp, que 1l'on

en tout point
des‘conditions

Soient

S un schéma local noethérien formellement caténaire

t le point fermé de S , U un ouvert affine de' §, j

fermé de X d'espace sous-jacent X-U

ensemble de nombres premiers. Supposons que l'on ait

=X

‘. Soient F un champ

proftF 2 1 et proqu 22 - 6tu

u€U (resp. que 1l'on ait i
proftF_z 2 et proqu 2 3 - étu

u€U et que les fibres formelles de § vérifient (Sg)

ait o ' C
proftF 23 et proqu 2 4 - étu

u€U et que, quand on remplace S par son hensélisé, 1l'une

a) ou b) de 3,3 (i) soit vérifiée) Alors on a

proft(j*F) > 1 (resp° 22, resp. > 3)



Soit hS le hensélisé de S . Si les flbres formelles de

fient (32), i1 en est de méme de celles de S

v est un point de hS et u son image dans S , 11 resulte du falt que 13 '

est caténaire et de EGA IV 18.6.6 que l'on a

dim{v} = dim{u}

Les hypothéses se conservent donc lorsque 1l'on remplace § par hS , ce qui
permet de supposer S hensélien, Il suffit alors de montrer que, pour tout
schéma local S1 de point fermé t1 , pour tout morphisme étale fini S1% S ,
si Y1 YXSS1 , etc.,, le foncteur canonique

* .

. il - % -
o 3P (Y) = 3P (Y, - {5,])

est fidele (resp, pleinement fide&le, resp. une équivalenceé de catégories). On

déduit de 3.4 (appliqué dans le cas c=0 ) que le foncteur canonigque
2 F(8, -1t 1) =3P (Y -1t 1)

est fidele (resp. pleinement fiddle, resp. une équivalence de categorles)

considere alors le diagramme commutatif

r(s) — Y = 7,(5,-1%,})
(%) 81, B ;
AR (Y) 2 e BE (Y- {8)) .

Comme S1 est hensélien, le foncteur & est une équivalence de catégories.,
L'hypothése de profondeur en t se traduit par le fait que, pour tout S1 , 1le
foncteur y est fidele (resp. pleinement fidéle, resp. une équivalence de ca-—

tégories) résulte donc du diagramme (¥*)

5.2.~ Nous allons d'abord prouver 3.5 et 3.6, 1) c) (resp. 2) b)) si
1l'on fait de plus l'hypothése que F est un faisceau d'ensembles (resp. de
groupes) constant constructible et que X vérifie (82) . On doit montrer que,
quand V parcourt les voisinages ouverts de Y dans X , le morphisme canoni-
que
g ¢ 13mVH°(v,F) - (Y, j*F) (resp. 6 : lim, 1 (v,7) - 1'(v,3%7))
est bijectif, )

Les hypothéses entrainent, compte tenu de 3.7, que, pour tout point
y de Y , fermé dans sa fibre dans le cas global, tel que éty =1 dans le

cas local, et, pour toute générisation u de 'y appartenant & U , on a
(*) prof F =z Inf(1,c+2-codim({y},{u})) (resp. = Inf(2,c+3-codim({y},{u}))).

Par hypothése de récurrence, on peut supposer 3.5 et 3.6 démontrés pour c-1 .
On peut supposer U réunion de c+1 ouverts affines Ui , osic , Soit Z un
sous-schéma fermé de X d'espace sous-jacent X-U, , tel que j se factorise

en une immersion fermée k : Y - Z et notons r : Z - X 1l'immersion canonique.



166

L'ouvert W = Z-Y est réunion des c¢ ouverts affines ani s 1sisc ., Nous
allons appliquer 1l'hypothése de récurrence & Z , & l'ouvert W et au fais-
ceau r¥*¥F , Soit y un point de Y , fermé dans sa fibre dans le cas 3.5, tel
que éty = 1 dans le cas 3.6, et soit u une générisation de y , appartenant

N

4 U, telle que 1l'on ait codim({y},{u}) < c . On a alors
prof F 2 1 (resp, = 2) et prof F = 2-codim( {V}, {u}) (resp.23-codim({¥},{u})

en toute générisation stricte v de wu . On peut alors appliquer 5.1 &

Spec & . On en déduit que, pour tout point y tel que précédemment, pour

X,u
toute générisation u de y appartenant & W, on a

prof r*F 2 Inf(1,c+1-codim({y}, {u})) (resp. = Inf(2,c+2-codim({y},{u})) .

On en déduit, par hypothése de récurrence, que, lorsque V parcourt les voisi-

nages ouverts de Y dans X , le morphisme canonique
o'+ lim. BO(VNZ,r*F) = H°(Y,j*F)
(resp. 0 : lim, B'(Vnz,r*F) = H'(Y,j*F))

est bijectif,

Prouvons la surjectivité de ¢' (resp. de 8' ), le fait que 6' soit
injectif se démontrant de fagon analogue. Soit & un élément de HO(Y,j*F)
(resp. de H1(Y,j*F)) et soit V0 un voisinage ouvert de Y dans X tel qu'il
existe un é1ément b de Ho(VonZ,r*F) (resp, de H1(Vonz,r*F)) d'image a .,
On peut supposer, quitte & restreindre v, 4 un voisinage ouvert de Y dans
X , que toutes les composantes irréductibles de VOnU'0 rencontrant Y . Ies
hypothéses de profondeur sur F entrainent alors que la dimension des ‘ccmpo-
santes irréductibles des fibres de f aux points de UOnVO est =2c+2 (resp.
2c+3) dans le cas global et que la dimension des composantes irréductibles de
X est =2c+2 (resp. 2c+3) dans le cas local., I'hypothése X vérifie (82)
entraine que, pour tout point u de UNV ~ tel que {uljnz #¢ , on a

prof F > Inf(1,2-deg tr k(u)/k(s)) (resp. 2 Inf(2,3-deg tr k(u)/k(s)))

dans le cas global et
proqu > Inf(1,3—8tu) (resp. 2 Inf(2,4—6tu))

dans le cas local, Soit alors h 1l'immersion canonigue de v0 dans X , et,

dans le cas d'un faisceau en groupes, soit & le champ des torseurs sous F .
Pour tout point u€U ~ tel que {ulnz #¢ , on a

profu(h*h*F) 2 Inf(1,2-deg tr k(u)/k(£(u))
(resp. prof (h h*é) > Inf(2,3-deg tr k(u)/k(£(u)))
u *
dans le cas global, et

*
profu(h*h ?) > Inf(1,3—6tu) (resp. profu(h*h*@) > Inf(2,4—5tu))
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dans le cas local. On peut donc appliquer 3.5 ou 3.6 1) c¢), (resp., 3.1 ou 3,3)
avec ¢=0 , & X, U, et hyh*P (resp, h,h*®) , on en déduit l'existence d'un
voisinage ouvert V, de 2 dans X tel que 1'élément a de HO(Y,j*F) soit
1'image d'un élément c de HO(V1,h*h*F) (resp.tel gqu'un torseur P sur Y
de groupe j*F , représentant a , se prolonge en un torseur Q sur V1 de
groupe h,h*F) , Si 1'on pose VULV, la restriction de c¢ &

B°(V,F) = BE°(V,h,h*F) a pour image a dans H°(Y,j*F) (resp. la restriction
QIV a pour image inverse sur Y un torseur isomorphe & P ) . Ceci achdve la
démonstration,

5.3.,~ Démonstration des énoncés du no 3 pour c¢ quelconque,

Ies énoncés 3.2 et 3.4 sont des conséquences immédiates de 3.1 et
3.3 respectivement ; quant aux corollaires 3.5 et 3.6, ce sont des cas particu-
liers des énoncés 3.1 & 3.4, Il reste donc & démontrer 3.1 et 3.3. Ie fait que
le foncteur ¢ soit fidéle est évident. Montrons‘que ¢ est pleinement fidele;
on voit, comme dans 4.2, qu'il suffit de prouver les énoncés 3.5 et 3.6 1) c).
Montrons que l'on peut appliquer le lemme 4.1.1. On reprend les notations de
loc, cit, ; il suffit de montrer que, pour tout point =x€X et toute extension
finie I de k(x) , ¥ est conmexe. Dans le cas global, on se ramdne, comme
dans 1.2, au cas ou X est fini sur X ; les énoncés 3.5 et 3.6 1) c), prouvés
si X est (SZ) et F constant, montrent bien que Y est connexe, Dans le
cas local, on se raméne, comme dans 1.4, & prouver la connexité d'un schéma
Y, = X1XXY , ol X, est un schéma fini sur X , vérifiant (Sz) 3 la connexité

1
de Y, résulte alors de 5.2,

1
Pour prouver que ¢ est essentiellement surjectif, on applique 4.2.6.
Dans le cas local X est fini sur X et l'on peut appliquer les résultats de
5.2, Dans 1le cas global, on se raméne au cas X fini sur X par la méthode

utilisée dans 1.2.

6., Profondeur géométrique et profondeur homotopigque.

Donnons des exemples d'anneaux locaux de profondeur homotopique > 3 ,
en utilisant la notion de profondeur géométrique introduite dans SGA 2 XIV 5,

THEOREME 6.1.~ Soient S un schéma local noethérien, 1 un ensemble de nombres
premiers., Supposons que l'une des deux conditions suivantes soit satisfaite :
a) S est excellent et, si S' désigne le complété de S , le mor-
phisme S' - S est universellement localement 1-asphérique pour L .
b) S est une algdbre de type fini sur un anneau de Dedekind excel-

lent.
Alors, si 1'on a

prof géom S 2 3,



168

on a aussi 1 '
prof hop (S) = 3 .

1) Ré%ugtion au cas ol .8 est complet,

D'aprés SGA 2 :XIV 5.5, la profondeur géométrique ne change pas Quand
on remplace S par son hensélisé ou son complété, Par définition méme, 1a pro-
fondeur homotopique ne -cHange pas quand on remplace § par son hensélisé. On‘
peut donc supposer S hensélien, la condition b) étant remplacée par la condi-
tion ¢ S est un hensélisé d'une algebre de type fini sur uﬁ anneau de Dedekind
excellent, Supposons que l'on ait

(%) v ‘ prof hopls' >3,

Ie fait qu'il en soit de méme pour S résulte de [1] (3.11) quand b) est satis-
faite. Dans le cas ou a) est satisfaite, on a
prof ét S =2 2

d'aprés SGA 2 XIV 1.15. Soient t 1le point fermé de S , X = S-{t} , et mon-
trons que, pour tout faisceau de ind-k-groupes constant constructible, le mor-
phisme canonique

« & H'(s,7) - H'(X,T)

est bijectif. On pose X' = XXSS' , etc., et on consideére le diagramme commu—
tatif '
1 Y Trar ai
H (S,F) — = H (s',F")
(*%) “i lﬁ .
gl(x,p) % o H'(x,P)

L'hypothese (*) entraine que B est bijectif, Comme S est hensélien,. y est
bijectif . Montrons qu'il en est de méme de a ., Soit i 1l'immersion candnique
de X dans S et considérons le diagramme commutatif suivant, dont les lignes

sont exactes <«

0 - H'(8,i,i%F) - E'(X,P) -~ E(5,R"1, (3%9))

Al ul v\L
0 - H'(sr,ilit*p) - HI(x',F) = EO(s',R'il(i'*Er)) .

) Le fait que le morphisme §' -+ § soit localement 1-asphérique pour
L et que S soit hensélien entraine que A et v sont bijectifs., Il résulte
alors du diagramme ci-dessus et de ceux qu'on en déduit en remplagant F par
les groupes fordus de F que p est bijectif. D'aprés (**), il en est de méme
de « ; comme ceci reste vrai quand on remplace S par un schéma local étale
fini swr S , on a

prof hopl(s) >3
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2) Cas ol S est complet.

On considdre § comme sous-schéma fermé d'un schéma local régulier R
de dimension n ; soient f1,...,fq des sections globales de GR ; en nombre

minimum, engendrant un idéal définissant S . Par définition méme, on a

prof géom S = n-q
et, par hypothése, on a donc
n-q¢ = 3,
Comme R ‘est régulier, on a (SGA 2 XIV 1.11)
prof hop (R) =2 3 .
Soient t le point fermé de R , X = R-{t} , Y = S-{t} et j : Y- X 1'immer-

sion canonique. Ia relation précédente montre que, pour toutfaisceau en groupes

constant constructible F , les morphismes canoniques
B(r,7) - B°(x,7)  ,  H(R,F) - B (LF)

sont bijectifs. Il suffit alors de montrer que les relations précédentes sont
vérifiées quand on y remplace R par § car le méme résultat s'appliquera a
tout schéma local étale fini sur S . Il suffif, pour cela, de montrer que les

morphismes canoniques
o] o . 1 1 .
H(X,F) = H (Y, j*F) y  H(X,F) = H(Y,J*F)
sont bijectifs. On applique 3.6 1) d) et 2 c), L'ouvert U=X-Y est réunion des

q ouverts affines D(fi) , 1sisq . Il suffit alors, pour pouvoir appliquer
loc, cit., de montrer que 1l'on a

(%) profu(X) 2 Inf(2,q+3—6tu)
en tout point u€U tel que {ulnY # ¢ , et
() prof (X) = 3

en tout point uEU tel que {ujnY=¢ . Or, si {WnY =¢ , on a 6tu5q(1 3.2),
et par suite on a

dim SX,u 2n-q = 3,

Ltassertion (***¥) résulte donc du théoréme de pureté (SGA 2 XIV 1.11). Si

{E}OY #¢@ et sil'ona étu < g+l , on a

dim 6y = n-a-122 ,

et 1'on a donc

profu(X) > 2

enfin, si 6tu =q+2 , on a

d'ou la relation

prof (X) = 1 .
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Ceci montre que les relations (*¥*) et (****) sont vérifides et achdve la dé-

monstration,

7. Application au cas d'un schéma quasi-projectif sur un corps.

7.0~ Soit k un corps, Dans tout ce numéro, or se donne un sous-
schéma d'un espace projectif type sur k,P = Pi . Ies sections hyperplanes de
P sont les sections du faisceau fondamental SP(1) . S'il n'y a pas de confu-
sion possible, on appelle section hyperplane de X le sous-schéma fermé de X
défini par 1'annulation d'une section de sP(1) .

Soit S 1l'espace projectif dual de P . Ie foncteur qui, & tout k-
schéma T , associe l'ensemble des sections hyperplanes de kaT est représen-—
table par S et par une section hyperplane H de P(S) . On dit que H est
la section hyperplane générale de P , En particulier 1l'ensemble des sections
hyperplanes de P s'identifie & 1l'ensemble des points rationnels de S . On
emploiera l'expression "Y est une section hyperplane assez générale" dans le
sens suivant : il existe un ouvert non vide V de S +tel que, Y correspord
4 un point rationnel de V . )

Nous allons voir que les énoncés du n° 3 sont valables pour un schéma
quasi-projectif X sur un corps k de caractéristique zéro, si 1l'on se borne
3 prendre pour sous-schéma fermé Y une section hyperplane de X assez géné-

rale,

THEOREME 7.1.- Soient k wun corps algébriquement clos de caractéristique p=20 ,
X un sous-schéma d'un espace projeétif type P ; cn note p' 1l'ensemble des
nombres premiers distincts de p .

1) Soit F wun faisceau d'ensembles constructible sur X , tel que,
pour tout point x de X , on ait

prof F 2 2-dim{x} ,

{X} désignant 1l'adnérence de x dans X . Alors, si Y est une section
hyperplane de X assez générale, et j : Y - X 1'immersion canonique, le
morphisme

(X)) = (3*F)(Y)

est bijectif.

2) Supposons que les schémas de type fini sur k soient fortement
désingularisables (SGA 5 I 3.1.5). (Condition réalisée si k est de caracté-
ristique nulle d'aprés [7]). Alors on a les conclusions suivantes :

a) Soit P un ind-p'-champ 1-constructible (SGA ¢ XIII 0) tel que,
pour tout X-schéma étale X' et tout couple d'objets a,b de Fk, , le
faisceau Homx,(a,b) soit constructible. On suppose que, pour tout point x

de X, ona
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prof F 2 3-dim{x} .
Alors, si Y est une section hyperplane de X assez générale, et j:Y=X
1'immersion fermée canonique, le fcncteur canonigue
F(X) = j*P(Y)
est une équivalence de catégories.
b) Supposons que, pour tout point x de X , on ait
prof hopx(X) > 3dim{x} .

Alors, si Y est une section hyperplane de X assez générale, pour tout
faisceau de ind-p'-groupes constant constructible F sur X , les morphis-

mes canoniques

o+ HO(X,F) = HO(Y, 5%F) , B : H'(X,F) = H'(Y,i*F)

sont bijectifs,

Soient Q 1l'adhérence schématique de X dans P , Z une section
hyperplane de Q , Y sa trace sur X , de sorte qu'on a un diagramme carté-
sien

Yy — 9 =%

g hif
i

Z —=>Q ,
ol f est une immersion ouverte dominante, i une immersion fermée., Ies hypo-
théses étant celles de 1), on note & le champ en catégories discrétes associé
4 F 3 sous les hypothdses de 2) a) (resp., 2) b)), on note & le champ F
(resp. on note @C le champ des torseurs sous le faisceau en groupes constant
associé au groupe abstrait € ) . On doit montrer que, si Y est une section

hyperplane de X assez générale, le foncteur canonique
3(x) - j*a(Y)

est une équivalence de catégories (resp. que, pour tout groupe fini ¢ , le

foncteur QO(X) - j*QC(Y)

est une équivalence de catégories). On va appliquer 3.1 & Q , & la partie fer-

mée Z et au champ f,® (resp. f*QC) . Pour tout point p de Q, on a

prof (£,8) 2 3-dim{p} (resp. prof (£,8;) = 3-4im{p}) .

Ces relations sont en effet vraies par hypothése si p appartient & X ; si
p £ X, la profondeur de f,® en p est 2 3 quel que soit le champ & .
D'aprés loc, cit,, le foncteur canonigue

£,2(Q) = i*f,3(2)
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est une équivalence de catégoriés (resp. pour tout groupe fini ¢ , il en est
ainsi du foncteur canonique

£,84(Q) - i*£,8,(2)) .

Pour tout champ & sur X , on a un diagramme commutatif

0
&(X) —= §*0(Y) ————> g, i*2(2)

3 0

£,0(Q) ixf o(z)

ol ¢ est le morphisme de changement de base et ot ¢ et © sont des équiva-
lences. Ie théoréme sera donc prouvé si 1l'on montre que, pour une section hyper-

plane de X assez générale, le morphisme canonique
O] i*f*§ - 8y J¥®
est une équivalence (resp. que, pour tout groupe fini C-, il en est ainsi du
morphisme canonique
§g ¢ IXELBL - g, 3%, ) .
Soient S 1'espace projectif dual de P , H 1le sous-schéma fermé

de P(S) défini par la section hyperplane générale de P(S) (7.0) ; posons
H. = HX Q , H, = HX X . Pour tout point rationnel s de S , on consi-

R 6 ) D )
dére le diagramme de k-schémas suivant, dont tous les carrés sont cartésiens :

Ug m

Y > Hy X

8 i h hid l

1s k

Is HQ Q

s S .

Par définition de H , Zg est la section hyperplane de Q définie par s , On
veut montrer que l'on peut trouver un ouvert non vide U de S tel que, pour
tout point rationnel s de U , le morphisme canonique

¢ ¢ (K1 )*E,0 = g, (m )*®
soit une équivalence de catégories (resp. que, pour tout groupe fini ¢ , il en
soit ainsi du foncteur

. * -

9 1 (K1 )*2,8, = g (m )*s,) .
Ie morphisme k est lisse et il résulte donc de [5] que, pour tout

ind-p'-champ & , le morphisme canoniqgue

K*f, 8 = hm*®
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e¢st une équivalence de catégories, D'autre part, d'aprés SGA 1 XIII 3.1, on

* * ,
peut trouver un ouvert U de S tel que (m ®(U)’h(U)) (resp.(m @C(U)’h(U)) .
pour tout C ) soit cohomologiquement propre relativement a U en dimension <1,

Cela entraine que, pour tout point s de U , le morphisme cahonique
N o
* - * (m*
1.h, (m*e) g 0% (m¥a)

est une équivalence de catégories (resp. que, pour tout C , il en est ainsi du
morphisme canonique
l;h*(m*éc) - gs*ng(m*éc)) R
On en déduit que ¢ (resp. @C) est une équivalence de catégories, ce qui
acheéve la démonstration,
'
Remargue 7.2.- Reprenons les hypothéses de 7.1 2) b), mais supposons seulement
que 1l'on ait _
prof X = 2-dim{x}

en tout point x de X . Ia démonstration de 7.1 montre alors que, si Y est
une section hyperplane de X assez générale, pour tout faisceau de ind-p'-
groupes constant constructible, le morphisme a est bijectif et le morphisme
B injectif. Notons que, pour prouver l'injectivité de B, nous utilisons’'1l'hy-
pothése de résolution des singularités.

Traduisons le théoréme 7.1 2) b) en termes de groupe fondamental ; si
£ est un point géométrique de X et p;lun nombré premier, on note ng'(X,i)
le plus grand quotient de n1(X,&) d'ordre premier & p .

COROLLAIRE 7.3.~ Ies notations sont celles de 7.1, Supposons que, pour tout
point x€X , on ait
‘ prof X = 2-dim{x} ,

ot {X} est l'adhérence de x dans X (condition réalisée si les compo-
santes irréductibles de Q sont de dimension = 2 et si X vérifie (S2)).
Alors, si Y est une section hyperplane de X assez générale, le morphisme
canonique
7, (Y) = = (%)

est bijectif. Supposons dae plus que les schémas de type fini sur k soient
fortement désingularisables. Alors, si X est connexe, si Y est une sec-
tion hyperplane assez générale de X et & un point géométrique de Y ,
le morphisme canonique

' (v,8) = P (%,8)
est surjectif.
COROLLAIRE 7.4.~ On reprend les notations de 7.1 et on suppose que les schémas

de. type fini sur k sont fortement désingularisables, Supposons que, pour

tout point x de X , on ait
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»_
prof hop X = 3-dim{x} ,
ot {X} désigne 1l'adhérence de x dans X (condition réalisée si les
composantes irréductibles de Q sont de dimension 2 3 et si X est régu-
lier). Alors, si Y est une section hyperplane de X assez générale et E
un point géométrique de Y , le morphisme canonique

2 (1,8) - 72 (x,8)

est bijectif.

Lorsque X est le complémentaire d'un diviseur & croissements nor-
maux relativement & k , on peut préciser pour quelles sections hyperplanes les
conclusions de 7.3 et 7.4 sont valables, Oﬁ obtient plus précisément une bijec—
tion entre groupes fondamentaux modérément ramifiés (SGA 1 XIIT 2.1.3).

PROPOSITION 7.5.- Soient k wun corps, Q un k-schéma projectif, D un divi-
seur 2 0 de Q , & croissements normaux relativement & k (SGA 5 II 4.2),
X le complémentaire du support de D . Soit H wune section hyperplane de

Q telle que l'image inverse de D sur H soit un diviseur & croissement

normaux relativement & Xk , Posons Y = X XQH N
1) Supposons gque, pour tout point x de X , on ait
prof X = 2-dim {x1 .

Alors le morphisme canonique
n, (¥) = = (X)
est bijectif.

2) Supposons que X soit connexe et que, pour tout point x€X ; on
ait
prof hop X > 3-dim {x} .
Alors, si E est un point géométrique de Y , le morphisme canonique

n'f(y,g) - n'j(x,s.)

est bijectif.

On considere le carré cartésien
Yy 4 s x
gl f l
i
H——> Q

Soit ¢ un ensemble ayant au moins deux éléments et OX le faisceau constant

sur X associé & C . Comme dans 7.1, il suffit, pour prouver 1), de montrer
que le morphisme canonique
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i*f,Cy = 84 J*Cy

est bijectif, Cela résulte du fait que les deux faisceaux considérés s'identi- .
fient & C (SGA 4 XVI 3.2) .

Prouvons 2). Si C est un groupe fini sur X , on note @C le champ

des torseurs sur X de groupe C et fZ@ 1'image directe modérément rami-

C

fiée de 2 (seA 1 XIII 2.2.1). Il suffit de montrer que, pour tout faisceau.

constant C , le morphisme canoniqgue
%10, ~ g,3%0,

définit une équivalence de i*f:@c et de la sous-catégorie g:j*@c de
g*j*éc car on peut appliquer 3.1 4 Q , H et au champ f*ébc . I1 suffit de
vérifier que 1l'on a une équivalence en chaque point géométrique X de H ; on
désigne par Q et H les localisés stricts respectifs de Q et H en X et
on pose X=X an , Y = YXH}T o On doit montrer que 1l'image inverse sur Y d'{).n
revétement étale modérément ramifié E de X est un rev8tement étale modéré-
ment ramifié EY de ¥ et que le foncteur ¢ qui, & E , associe EY , est
une équivalence de catégories, Soient f1’°"’fn des sections globales de Q
telles que X = D(f1,...,fn) . D'aprés SGA 1 XIII 5.6, les revétements univer-
sels modérément ramifiés de X et Y s'identifie respectivement &

oz Pi I 21

l&T)X[Ti]xisn/(Ti -£5) %«:}—‘?)Y[Ti]Kisn/(T

i "'fi) ’
ol les limites projectives sont prises suivant l'ensemble filtrant des familles
d'entiers n; > 0 , premiers & la caractéristique de k ., Ie fait que E, soit

Y
modérément ramifié et que ¢ soit une équivalence en résulte.
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