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RAPPORT SUR LE'PROLONGEMENT ANALYTIQUE DANS LES CORPS VALUES COMPLETS
PAR LA METHODE DES ELEMENTS ANALYTIQUES QUASI-CONNEXES.

M. KRASNER

On sait, depuis la thèse de W. Schôbe ( 1 9 3 0 ) , que la méthode de prolongement
analytique des séries de Taylor due à Weierstrass est inefficace pour les séries
de Taylor f ( X ) d'une variable X quand les coefficients de la série et les valeurs
de la variable sont supposés appartenir à un corps value complet k. En effet,
a étant un point arbitraire du cercle de convergence de f ( X ) , si l'on développe
f ( x ) "autour, de a " , on obtient une série des puissances de X-a, qui converge sur
le même cercle et nulle part en dehors. Ainsi, cette méthode ne permet jamais de
sortir du domaine de convergence. Il se trouve que la situation est presque la
même pour les séries de Taylor de plusieurs variables. Il n'est pas possible, non
plus, si les fonctions analytiques qu'on veut obtenir doivent satisfaire au "prin-
cipe d'unicité" (autrement d i t , , que la fonction soit complètement déterminée dans

( 2 ) ^ • • " • • .tout domaine , où elle existe comme fonction uniforme, par ses valeurs sur un
ouvert quelconque de ce domaine aussi petit qu'il so i t ) , de définir ces fonctions
par leurs propriétés-purement locales, comme leur développabilité, en tout point,
en séries de Taylor, car un corps value k est anti-connexe par rapport à sa topo—
logie (et k1'1 l'est par rapport à la topologie produit correspondante). Dans ces
conditions, on-est obligé,-pour réaliser le prolongement analytique non trivial,
de chercher d'autres méthodes, où les "éléments analytiques", c'est-à-dire les
"briques" de prolongement, ne .soient pas forcément les séries de Taylor, consi-
dérées sur des cercles non-ponctuels (c'est-à-dire non réduits à un seul point),
où elles convergent. Mon attention a été,attirée, dés 1 9 ^ 6 , par la méthode de Runge
(équivalent'e, dans le corps complexe, à celle de Weierstrass), où les "éléments
analytiques" en question sont des fonctions, partout définies sur certains ouverts
connexes caractérisés par Runge (efqui.portent son n o m ) , et qui sont les limites
uniformes, sur ces domaines, des fractions rationnelles n'y ayant aucun pôle. Bien
entendu, les domaines que j ' a i défini, dans le même but, dans les corps values, ne

( 1 ) J'appelle corpa values les corps values ultramétriques, c'est-à-dire ce que cer-
plains appellent corps values non-arc^ÎTiédiens ;
( 2 ) Dans les corps values, "domaine" sera synonyme d'"ensemble ouvert".
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peuvent pas être connexes, car le corps lui-même ne l'est pas, mais ont, tout de
même, certaines propriétés des domaines connexes du corps complexe. C'est pourquoi
je les ai appelés ensembles (ou domaines) quasi-connexes. Déjà, en 19^6» l'avais
envisagé une forme particulière de ces ensembles (cercle ou complément de cercle
avec un ensemble au plus dénombrable de trous circulaires circonférenciés satis-
faisant à certaines conditions), qui s'expliquait à la fois par la méthode de
démonstration (jamais publiée, elle était basée sur le i1611 théorème Mit^-ag-
Lefflerien, dont je ne connaissais alors qu'une partie assez faible) et par cer
faines lacunes de mes connaissances d'alors (ignorant la thèse de Schôbe, je ne
savais pas démontrer les inégalités de Cauchy pour une série de Laurent, dont le
domaine de convergence était réduit à une seule circonférence). C'est en 1952,
pendant mon séjour aux Etats-Unis, que j ' a i eu l'idée générale des ensembles quasi-
connexes et la démonstration correspondante de l'unicité (que j'avais montré, à
l'époque, à MM.S.Mac Lane et Wapples, à l'occasion d'une rencontre), publiée en 195^
dans mes Notes des Comptes Rendus En 195T» j ' a i publié 4 Notes développant
cette théorie, où j ' a i prouvé la préservation de l'analyticité quasi-connexe par les
opérations rationnelles et par la dérivation. Ces démonstrations m!ont amené à
définir certaines classes particulières d'ensembles quasi-connexes, les D , les
D"^ et, surtout, les ensembles quasi-connexes réguliers. Les éléments analytiquesa 5 b
réguliers, c'est-à-dire ayant leur support régulier, suffisent, comme j ' a i montré»
à faire tout prolongement analytique, ce qui permet de prouver que le prolongement
quasi-connexe considéré ne fournit que les fonctions globalement uniformes. Ceci
permet de parler du domaine maximal d'existence d'une fonction analytique uniforme
d'une variable ultramétrique. M.E.Motzkin a donné à ces domaines maximaux d'exis-
tence le nom de "domaines d'analyticité". Or, j ' a i vu en 1969 que ces domaines
d'analyticité coïncident avec les ensembles quasi-connexes réguliers (démonstration
esquissée dans' ) ;quelques mois plus tôt, MM.E.Motzkin et P.Robba -orouvé ,mais sans
que je le sache, que, dans le complété 3̂ . de la clôture algébrique du corps p-

»j P
adique rationnel Q , où tout quasi-connexe est régulier, tout ensemble quasi-conneœ
est un domaine d'analyticité, ce qui est le même résultat pour ce cas particulier).
Dans les Notes citées j ' a i prouvé, également, deux théorèmes "Mittag-Leffleriens"
qui permettent, dans une large mesure, de décrire les formes possibles des singu-
larités des éléments analytiques quasi-connexes et des fonctions analytiques uni-
formes auxquelles le prolongement quasi-connexe conduit. Cette*dernière description

( 3 ) voir M. Krasner C1]
( U ) voir M. Krasner [2] , [ 3 ] , [ U l
( 5 ) voir M. Krasner [5] , [6] , [ï] , \f\, [9]
( 6 ) voir M. Krasner [l 1]
( 7 ) voir E. Motzkin et P. Robba [15J
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(publiée plus tard) est basée, également, sur le "théorème des singularités au
bord", se trouvant dans les mêmes Notes, qui affirme qu'il n'existe pas de surcercle
propre du cercle de convergence d'une, série de Taylor dans un corps maximalement
complet k tel que cette série puisse être prolongée par la méthode quasi-connexe
partout sur ce surcercle. M.Ph. Robba a démontré (en 1969 ou 1970, mais ce résultat

/ Q \

n'est publié sous forme non-polycopiée qu'en 1972 dans - / ) un théorème "Mittag-
Lefflerien" plus général» qui, basé sur une partie de mon premier théorème, englobe
mes deux théorèmes comme cas particuliers ( e t , d'ailleurs, est valable pour les
éléments analytiques plus généraux que les quasi-connexes). Ce théorème permet de
décrire complètement les singularités possibles des éléments analytiques, mais ne
Semble guère plus efficace (sauf cas particuliers) que mes deux théorèmes quand il
s'agit de décrire celles des fonctions analytiques. La difficulté de ce dernier
problème est rendue particulièrement visible par le résultat suivant de M.M.Lazard ( 7:
le corps value k étant algébriquement clos et maximalement complet et C étant un
cercle non circonférencié de k (pouvant être le corps k tout entier), une fonction
m^romorphe dans C (c'est-à-dire le quotient de deux séries de Taylor convergeant
sur C ) peut avoir comme singularités un ensemble au plus dénombrable arbitraire
P = w. ; i < n $ +wde pôles p. satisfaisant à la seule condition que tout sous-cercle
circonférencié de C ne doit contenir qu'un nombre fini des p . , et, en plus, on peut
assigner arbitrairement à chaque p. la partie principale

^.1 (^i^1 + \,2 ̂ i1'2 ̂ • • + ̂  (^i5'"1

du développement de Laurent de la fonction considérée autour de p. .

Un exposé plus systématique^de cette théorie, complétant sur certains points
(mais quelquefois sans démonstration) mes Notes de 1954 et de 1957, a été publié,
à l'occasion du Colloque du CNRS "Tendances géométriques en algèbre et théorie des
nombres", Clermont-F , 2-9 avril 1 9 6 4 , dans le receuil de ce Colloque uo\ où j ' a i
fait une analyse, mentionnée plus haut, des singularités possibles des fonctions
analytiques uniformes d'une variable au sens quasi-connexe, énoncé (avec quelques
indications sur la démonstration) que la convergence uniforme sur un quasi-connexe
préserve l'analyticité (résultat déjà prouvé pour les éléments analytiques en 1957)
et indiqué l'influence sur 1'analyticité de la composition des fonctions. Dans le

(8) voir P. Robba [l7] , p. 122-124.

(9) voir M. Lazard [l3]

( 1 0 ) voir M. Krasner [10J » p.47, pp. I^-ISS.
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même travail, j ' a i développé une méthode de prolongement multiforme des fonctions
l'une variable ultramétrique (qui date» en fait, de 1 9 6 3 ) » dont les éléments ana-
lytiques peuvent être décrits comme éléments algébriques par rapport au corps des
fractions de l'anneau des fonctions analytiques sur quelque ensemble quasi-connexe
arbitraire. Enfin, vers 1 9 7 1 , j ' a i trouvé une généralisation des ensembles quasi-
connexes au cas de plusieurs variables ( j ' e n ai parlé au cours de l'année scolaire
1970-'19T1 dans une conférence, donnée à la Faculté des Sciences de Clermont, mais
cette théorie est exposée par écrit pour la première fois dans le présent rapport;
d'ailleurs, sa partie au-delà du théorème d'unicité n ' a été trouvée qu'en juin 1972,
lors de mon voyage en Norvège). Vers la même époque, une autre généralisation de la
même notion au cas de plusieurs variables a été trouvée indépendamment par/ a\
M.Ph. Robba et a été publiée dans sa thèse . Bien que, dans le cas de dimension 1 ,
les deux notions coïncident, celle de M. Robba est plus générale, mais semble moins
maniable que la mienne. La méthode de M. Robba est exposée dans le complément de ce
rapport.

Deux autres théories, liées avec le prolongement analytique, sont apparues
plus tard. Vers 1960, est apparue la théorie de Tate, développée ensuite par Grauert,
Remmert, Kiehl e t c . . . et vers 1969 celle de Motzkin et Robba (au développement de
laquelle a participé aussi Escassut).

La théorie de Tate n'est pas directement une théorie de prolongement ana-
lytique, mais une théorie des variétés analytiques, et elle est basée sur les mé-
thodes proches de celles de géométrie algégrique. Elle permet de voir ce qu'on peut
obtenir par de telles méthodes. Envisagée du point de vue de prolongement analytique
elle apparaît, par contre, comme moins générale que la méthode quasi-connexe. Ainsi,
dans le cas de dimension 1 , elle ne donne que la partie du prolongement qu'on peut
obtenir à l'aide des éléments analytiques, qui sont les sommes finies de séries de
Laurent de différents centres (en considérant les séries de Taylor comme les séries
de Laurent de centre 00 ) . Par contre» les éléments analytiques les plus simples
nécessaires pour effectuer le prolongement analytique quasi-connexe sont ceux de
support D* , c'est-à-dire les sommes uniformément convergentes sur le support d'un
nombre fini ou d'une infinité dénombrable de séries de Laurent de différents centres,
ces centres étant repartis sur un nombre fini de circonférences. Au moment de son
apparition, la théorie de Tate avait l'avantage d'être la seule théorie connue pour
la dimension > 1 , mais actuellement il en est de même pour la théorie quasi-connexe.
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Or, il se trouve que le prolongement analytique des fonctions L p-adiques rentre
dans la méthode quasi-connexe, mais pas dans celle de Tate. Ainsi, malgré son in-
térêt de certains points de vue, la méthode de Tate semble insuffisamment générale
pour tous les besoins analytiques.

.L a théorie de Motzkin et Robba part de l'idée suivante, qui a déjà été envi-
sagée, mais sans la développer, par C. Chabauty dans une conversation que j ' a i eu
avec lui vers 195^ ; l'essence'de 1'analyticité étant l'unicité, il faut, si l'on
définit les "briques" servant au prolongement analytique (les "éléments analytiques")
comme limites uniformes de fractions rationnelles sur des ouverts convenables, que
les ouverts qu'on emploie satisfassent au "principe d'unicité fort": f,f étant deux
éléments analytiques de support non disjoints D , D ' ,-l'égalité f = f sur quelque
ouvert de D H D' doit entraîner la même égalité partout sur D Q D ' . En particulier,
si l'on pose D = D' et f = 0, on obtient, comme cas particulier, le "principe
d'unicité faible" qu'on peut formuler ainsi : si une suite de fractions rationnelles
tend uniformément vers 0 sur un ouvert de D slle tend vers 0 partout sur D. Un tel
ensemble est dit analytique. Si D et D 0 D' sont analytiques, visiblement D et D'
satisfont au principe d'unicité fort, et, par contre, si D O D' n'est pas analytique
ils n'y satisfont pas. Les ensembles quasi-connexes et les éléments analytiques cor-
respondants sont déjà d'une grande généralité et forment une famille d'ensembles
analytiques fermée par rapport à l'intersection non vide. Ils ont aussi l'avantage
d'avoir une caractérisation géométrique relativement simple et d'être, à cause de
cela, assez maniables. Mais on peut chercher la généralité maximale, et chercher à
construire la théorie de prolongement analytique basée sur l'emploi de toute la
famille des ensembles analytiques, ou, du moins, de ses sous-familles aussi grandes
que possible. C'était cela l'idée de Chabauty et, ensuite, de Motzkin et de Robba.
Pour la réaliser, il fallait» pour commencer, caractériser géométriquement cette
famille. MM. Motzkin et Robba ont trouvé une condition, d'ailleurs très compliquée,
d'analyticité, dont ils ont prouvé la suffisance et, dans le cas hétêrotypique,
la nécessité, sa nécessité dans les cas homotypique ayant été prouvée plus tard par
M. Escassut. Il se trouve que l'intersection non vide de deux ensembles analytiques
n'est pas toujours analytique. Ainsi, si l'on veut développer une théorie "loca».
lement uniforme" de prolongement analytique» il faut se servir de certaines sous-
familles convenables de cette famille, telles que l'intersection non vide de deux
ensembles de la famille soit analytique. C'est sur cette base que Robba a construit
sa théorie de prolongement analytique. Il a, d'ailleurs, défini explicitement une
certaine famille d'ensembles analytiques (famille E ) , qui a la propriétés voulues et
( 1 1 ) Un corps value est dit homotypique ou hétêrotypique selon que sa caractéristique
et sa caractéristique résiduelle sont égales ou différentes.
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est plus grande que celle des ensembles quasi-connexes, mais il n'a donné aucune
caractêrisation explicite de toutes les familles maximales ayant ces propriétés.
Il semble plutôt pessimiste quant à la possibilité de trouver une caractêrisation
géométrique des ensembles analytiques de dimension > 1 .

Si l'on compare la théorie de Motzkin-Robba et la théorie quasi-connexe, on
constate que la première a l'avantage d'une plus grande généralité, mais que la
seconde est plus simple et plus maniable, en restant encore très générale et en
restant suffisante pour toutes les applications actuellement connues. Grâce à cela,
elle a, pour le moment, un avantage (peut-être durable) qu'on peut y caractériser
géométriquement les ensembles d'analyticité (c'est-à-dire les domaines maximaux
d'existence des fonctions analytiques uniformes) et généraliser la théorie aux di-
mensions > 1 .

§ . 1 . Le rappel de certains résultats :

Dans tout ce qui suit, les nombres semi-réels constituent une écriture très
utile. R° étant la droite réelle fermée (c'est-à-dire comprenant ± °° ) ordonnée par
son ordre naturel, et S" étant l'ensemble { - , 0 , + j ordonné par l'ordre - <0<+ ,
on appelle droite semi-réelle le produit cartésien R° x 2 , d'où l'on exclut,
toutefois, les éléments extrêmes ( ~ ° o , - ) et ( + o ° , + ) , ordonné par l'ordre lexico—
graphique. On plonge la droite réelle R° dans la droite semi-réelle S par applica-
tion r ——> ( r , 0 ) . S'il n'y a pas de danger de confusion, on écrira r , r , r au lieu
de ( r , - ) , ( r , 0 ) , ( r , + ) . Les éléments, f = ( r , ^) = r ̂  de la droite semi-réelle
seront dits nombres semi-réels et r(f ) = r , ̂  ( f ) = S seront dits respectivement
la valeur réelle et l'espèce de Y . Si A est un sous-ensemble de R° et si a est
Inf A ou lim A (resp. Sup A ou lim A) sur R ° » les mêmes fonctions (ou fonctionnelles)
de A sur S sont a ou a (r.esp. a ) selon que ces extrémums ou limites sont ou ne
sont pas atteints.

Etant donné un espace métrique ( e t , en particulier ultramétrique, c'est-à-dire
tel, que.sa distance satisfait à l'inégalité "ultramétrique"

d ( x » z ) ̂  Max^d(x»y), d ( y , z ) ] ) E, un A £• E et un a € E , on va appeler respecti-
vement rayon intérieur semi-réel de A par rapport à a» rayon extérieur (ou rayon
tout court) semi-réel de A par rapport à a, diamètre semi-réel de A les extrémums»
pris sur la droite semi-réelle S, Inf d ( a , x ) , Sup d ( a » x ) , Sup d ( x , y ) , où x»
resp. (x,y),parcourt A,resp. A X A. On les désigne respectivement r . ( a » A ) , r (a»A)
(ou simplement r ( a » A ) ) et d ( A ) . Si E est ultramêtrique et si a C A , ' o n a

r ( a , A ) = d ( A ) et si (E étant ultramêtrique) d ( a , a ' ) < r . ( a , A ) , on a
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r ^ ( a ' , A ) « r ^ ( a . A ) .

Si ^ - 9 S sont deux nombres semi-réels tels que 0 ̂  / . $ f ^ +^~
(si l'on "projectivise" E en y ajoutant le "point à l'infini" oo tel que

d ( a , oo ) » d(oo ^a) » + oo pour tout a ̂  oo (évidemment, on pose d(ù Q , o o ) = 0 ) , on

remplacera + oo par + w ) , où f . est un nombre semi-réel d'espèce 0 ou + et ^

en est un d'espèce 0 ou - , l'ensemble C ( a ; f . , f } des x C E tels que
S _ ^ d ( a , x ) -̂  î sera dit la couronne circulaire de centre a et de rayons

-̂  i ' J^e de E* En P611"11^11®1'» C ( a ; J 3 ) « C ( a ; 0 , J 7 ) sera dit le cercle de E de
centrera et de rayon ? et, si r C R° est -̂  0, S ( a ; r ) = C ( a , r , r ) sera dite la

circonférence de E de centre a et de rayon r. Quand on parlera des rayons intérieurs
ou extérieurs des couronnes non vides par rapport à leur centre a ou de leur dia-
mètre, on accompagnera ces termes d'adjectif propre.

On connaît les propriétés élémentaires des figures dans les espaces ultra-
métriques, dont certaines serviront dans la suite : si d ( x , y ) < d ( x , z ) , on a
d ( y , z ) = d ( x , z ) ; si a ' € C ( a ; . P ) , on a C ^ a ' . ; J3 ) = C ( a ; j 7 ) ; deux cercles non dis-
joints sont concentriques et un d'eux contient l'autre. Il existe le plus petit
cercle C ( A ) contenant un ensemble non vide A de l'espace et son diamètre propre est
d ( A ) . Si 0,0^ sont deux cercles disjoints, d ( x , x ' ) , où x C C et x' C C' ne dépend
pas du choix des c , c ' . Si d ( a , a ' ) < r , on a S ( a , r ) = S ( a ' » r ) . Une circonférence
S ( a ; r ) de rayon r est une réunion de cercles de rayon r , e t c - . . .

Soit k un corps value complet, dont soit \ . . \ la valuation et cJ ( . . ) =
= - Log | . . 1 l'ordre valuatif (rappelons que k est un espace ultramétrique par
rapport à sa distance d ( x , y ) = | x-y I ) , et soit K une clôture algébrique valuée de
k. Considérons une série de Laurent

f ( X ) = 7. a. X1 ( - û0 < i <: + û0 •, a. C k)

à coefficients dans k.

On va, d'ailleurs, "projectiviser" k (et K ) en leur adjoin^nant l'élément à
l'infini °o et on posera k' = k U S c o j et K' = K u j oo j . Le domaine de convergence
de f ( X ) dans K' est une couronne circulaire C Ç O ; ^ , ^ - 7 ) . Si f ^ r ^ f , à'cause de
convergence de f ( x ) quand i x l = r , exile

M^(r) = Max^ | a^ | r1 ,
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qui est, ainsi, une fonction définie sur l'intersection, [f . P J o avec R° du
segment semi-réel [f ,j>] . On a toujours | f ( x ) | .< M ^ ( l x | ) et. si k n'est pas

localement compact (en particulier, si K - k ) . on a les inégalités de Cauchy

M^.(r) » Sup I f ( x ) | .

où f $ r .< f et x parcourt toutes les valeurs € k telles que | x l « r. Si TT ( f )
est le polygone de Newton de f ( X ) , on sait que» si v " - Log r.

^.(v) « Min^ [ cj ( a ^ ) + iv] s - Log M^(r)

est l'ordonnée de l'intersection avec l'axe des ordonnées de la tangente L de
pente -v au polygone de Newton ÎT ( f ) de f ( x ) . De lors. les propriétés bien connues
de r r ( f ) montrent que si. les L^ sont les côtés de 7 T ( f ) (numérotées convenable-
ment) et si -v^ est la pente de L^ . ^(v) est continue et linéaire par morceaux,

les morceaux étant précisément les segments compris entre deux valeurs v. consé-
cutives. D'autre part. le lemme de Hensel pour les séries de Laurent monîre que
les v^ sont les seules valeurs possibles de l'ordre valuatif ^ ( z ) des zéros z de
f ( X ) dans K (par ailleurs, tout zéro de f dans quelque surcorps de K est déjà
contenu dans K ) , et que les zéros de ces ordres valuatifs existent sauf, quelquefois
quand L^ est le premier ou le dernier côté infini de ^ ( f ) . Ainsi, si v . = ̂  Locp
les valeurs r^ , qui forment une suite discrète (finie ou infinie dans une seule 1
direction ou dans les deux) sont les rayons des circonférences de K , où se trouvent
(sauf, peut-être, quand ils coïncident avec r { f } ou r^) des zéros de f ( X ) . Ces
valeurs r^ , dites exceptionnelles pour f, partagent l'intervalle de convergence

l̂ JL Jpo

de f en sous-segments ̂  , r̂  ] , où M ^ . ( r ) se représente par un certain monôme

fixé en r (qui est la valuation du terme de f ( X ) , qui prédomine dans ce segment),
ce monôme étant remplacé par un d'exposant plus grand quand on passe, dans le sens
des r croissants, une valeur exceptionnelle, ces deux monômes étant égaux pour cette
valeur. Si, dans quelque intervalle non-ponctuel 1 de [ J ' , / ] M ( r ) = cr^
ce monôme représente dans I , donc partout, la valuation d'un terme de f ( X ) , donc,
partout sur [ j3 ,f J ^ est .< M ^ ( r ) . Si f ( X ) est un polynôme, le nombre des valeurs
exceptionnelles, donc "segments de monômialité", est fini. Si a et x sont deux
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points d'espace ultramétrique, et si y est un point du même espace, y. est dit

proche de x par rapport à a si d(x;y) < d(x.a). Alors, on montre qu'on a, pour un

x t k, | f(x) 1 < M^.( lx|) si, et seulement s'il existe, dans K un zéro z de f, qui

est proche de x par rapport à 0 (auquel cas, on dira, par abus de langage, que z
est proche de x).

Si r ^[^R] est fixé, |f| = M (r) est, sauf si r = 0 ou » •*• oo , une
R° r i

valuation de l'anneau A des séries de Laurent, qui convergent sur la circon-

férence S(0,r). Elle se prolonge en une valuation

|f| ^ = M^.(r) = Mg(r ) : M ^ ( r ) )

du corps des fractions ^ de A , c'est-à-dire du corps des fonctions, méro-
morphes sur S ( 0 , r ) (on dit qu'une fonction est méromor-phe sur une couronne circu-
laire si elle y est représentable comme quotient de deux séries de Laurent, qui y
convergent), f = g/h , où g et hsont € A . Si l'on considère cette fonction à la
fois sur le corps IA p des fonctions f méromorphes sur C ( 0 ; f , P ) et pour tous
les r tels que / .̂ r $. f elle satisfait» en plus des axiomes de valuation pour r
fixe ( r ̂  0, r ̂  + oo ) :

1 ° ) Si r ̂  o, r ̂  + lu , M ( r ) = 0 implique f = 0.

2 ° ) M^(r) ,< Max 0^(r), M g ( r ) ] .

3 ° ) M ( r ) = M ^ . ( r ) M ( r ) ,

les axiomes suivants qu'on déduit facilement des propriétés énumérées de fonction
quand f est une série de Laurent, qui converge sur C ( 0 ; f , P ) ;

4 ° ) M ^ ( r ) , en tant que fonction de r sur [ f ,P^ , est continue et monomiale
R

par intervalles, les valeurs de r séparant deux intervalles de monomialité continus
étant forcément des rayons des circonférences (de centre 0) de K , où il y a des
zéros ou des pôles de f. Si f est une fraction rationnelle, le nombre des inter-
valles de monomialité est fini.

5 ° ) Soit Jr^ , r^ [ un sous-intervalle ouvert de [j^P] tel qu'il n'existe
R

aucun pôle p de f ( X ) , dont la valuation ( p ) appartienne à cet intervalle. Alors si 1
est un sous-intervalle non-ponctuel de Jr , r [ , où M ( r ) se représente par un
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monôme crq• (c £ R,c > 0,q entier), on a, partout sur le segment ir , r 1 ,

M^,(r) >. cr^ ;

6°) Si k n'est pas localement compact et si r ^ [ / s J J est tel qu'il n'existe
R°

dans K aucun pôle p de f (X) tel que |p| = r, on a» sur k,

M^.(r) = Sup^^ ^ | f ( X ) l ;

7°) Si x C k est tel qu'il n'existe aucun pôle p de f ( X ) dans K, qui soit

proche de x par rapport à 0, on a | f ( x ) | = M ( | x | ) .

8°) Soit f (X) une fonction mêromorphe sur un cercle C = C(0; / ) et soit a £ C.

Alors, g(x) = f(a+X) est mêromorphe sur le même cercle et si l'on pose

M^r) = Mg(r) ,

r ^ ( a | implique M^-Çr ) = M (r).

Je doit rappeler encore trois résultats.

Théorème de Weierstrass complexiforme. C étant un cercle (resp. une couronne cir-

culaire) d'un corps k, qui n'est pas localement compact et f , (X) , f ( X ) , . . , f . (X), . .

étant une suite de séries de Taylor (resp. de Laurent), toutes définies sur C, qui

converge uniformément sur C-, sa limite est représentable sur C par une telle série,

qui y converge partout.

Existence d'inverse d'une fraction rationnelle. Si une fraction rationnelle

f(X) n'a aucun pôle sur un cercle C, elle s'y représente comme somme d'une série

de Taylor, qui y converge.

Théorème d'unicité pour les séries de Taylor d'une variable. Si une série de Taylor

d'une variable s'annule sur un ensemble ayant un point limite, elle est identique-

ment nulle.
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§ . 2 - Ensembles quasi-connexes et éléments analytiques.

Soit k un corps value complet, et soit k' = kt>ico( son "projectivisé", obtenu
en lui adjoignant l'élément &o à l'infini avec les règles habituelles pour les
opérations et la distance ( a + M = oo + a = w g i a £ k ; o o + c o n'est pas
défini ; - o ° = c < î ; a o o = ç o a = w s i a e k ' n'est pas 0 ; oo 0 et 0 ̂  ne
sont pas définis ; oo = 0 , 0 = M ; d(oo , a ) = d ( a , co ) = + oo pour tout
a C k ; d( oo , oo ) = 0 ) .

Soient E un sous-ensemble de k' et d = d ( E ) . Si a £ E, a ̂  oo et si r est
réel, soit c ( a , E ; r ) = - ^ d ( a , x ) ; x C C ( a , r ) . . E î (où A . . B désigne le complé-
mentaire de l'ensemble B dans l'ensemble A , ceci sans'supposer B c A ) l'ensemble
des distances de a aux points de C ( a ; r ) n'appartenant pas à E. L'ensemble E est
dit ultra-ouvert en a si, pour tout r S> d , c ( a , E ; r ) est fini. Cette condition peut
se formuler aussi de deux autres manières suivantes : 1 ) pour tout r ^.d réel,
l'ensemble des x i E tels que d ( a , x ) .̂ r est contenu dans la réunion d'un ensemble
fini de circonférences de centre a ; 2) pour tout b € E, l'ensemble des x i, E tels
que d ( a , x ) $• d ( a , b ) est contenu dans la réunion d'un ensemble fini de circonférences
de centre a.

On va appeler valeurs exceptionnelles d'un E S; k' par rapport à un a C E,
a ̂  où , les nombres réels positifs (y compris, éventuellement, + oo ) r tels que
la circonférence S ( a ; r ) de k' ne soit pas disjointe avec le complémentaire de E.
On peut encore dire que E est ultra-ouvert en a € E, a ̂  oo , si, et seulement si
ou bien l'ensemble des valeurs exceptionnelles de E par rapport à a, qui sont
^ d = d ( E ) , est fini (et ceci obligatoirement si d est réel), ou bien des valeurs
forment une suite croissante, qui tend vers d sur la droite semi-réelle (donc vers
r ( d ) , mais sans atteindre cette limite, sur la droite réelle). On peut donc, dans
ce cas, numéroter comme suit la suite croissante (finie ou infinie) de ces valeurs :
r^ < r^ < . . . . . . < r^ < . . . ( n < N ^ + o o ) . S i d > 0 , autrement dit si E

contient au moins deux points, on a E 5 C ( a ; r ' . ) , et a est un point intérieur
de E.

E est dit quasi-connexe s'il contient au moins deux points et est ultra-ouvert
en tout a C E tel que a ̂  co . En vertu de la remarque qui précède, tout ensemble
quasi-connexe est ouvert. Si k est discrètemebt valu® l'inverse est aussi vrai» mais
si k est à valuation dense, les ensembles quasi-connexes ne forment qu'une classe
très particulière d'ensembles ouverts.
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( 1 2 )On démontre que la famille des ensembles quasi-connexes d'un corps k
possède les propriétés suivantes : 1 ) L'intersection de deux ( e t , par suite» d'un
nombre fini) d'ensembles quasi-connexes l'est encore ; 2) La réunion d'une famille
enchaînée d'ensembles quasi-connexes l'est encore» 3) La transformée (T. E d'un
ensemble quasi-connexe E C k' par une homographie non singulière ( T :
x — (T.x = (ax + b) / ( c x + d) deflp ^J ̂  0) est quasi-connexe.

Si E £k' est quasi-connexe, et si k est al gébri (mènent clos. une fonction
f : E ——>k est dite un élément analytique de k de support E s'il existe une suite

f, . f ^ ,... ....f,

de fractions rationnelles (d'une variable X) f. e k(x) sans pôles dans E» qui

converge vers f uniformément sur E. Toute suite de cette sorte sera dite une suite

approximante de f sur E.

§.3 - Fonctions M^.(r) d'un élément analytique f. Théorème d'unicité.

Supposant k complet et algébriquement clos, soient f un élément analytique

de support E £• k' tel que 0 fc E et f. , f? ».. . , f. »... une suite approximante

de f sur E. Comme chaque f. est une fraction rationnelle, M(r). = M- (r) est définie
1 r — i 1 ^

sur toute la demi-droite réelle non-négative R = LO»'*' w J (et même pour
+ R°

r = -t oo si oo n'est pas un pôle de f . )» et il n'y a, pour cet1.e fonction , qu'un

nombre fini de valeurs exceptionnelles. C'est donc une fonction continue et n'ayant

qu'un nombre fini d'intervalles de monomialité. En plus, pour tout r C R_^ fixé

| f ) = M (r) est une valuation du corps k(x) des fractions rationnelles de X sur

k. Donc» en considérant le triangle (0,f. , f.) de ce corps, et en posanti j " *

M ( r ) . . - = M- _ ( r ) . on a | M ( r ) . - M ( r ) . l .< M ( r ) . . et M ( r ) . = M ( r ) . si
1 , j I . l • 1 J l » j 1 j

1 <J

M(r). ^ <M( r ) .i ,j i

< 1 2 ) Voir M. Krasner [2] . .
( 1 3 ) Une suite d'ensembles E = E , E^ , . . . . , E^ = E' est dite une chaîne entre
E et E' (ou reliant E à E ' ) si ses deux termes consécutifs quelconques sont non
disjoints : E . _ r! E. f 0. Une famille F d'ensembles est dite enchaînée si, pour
tous couple des E, E' £ F, existe une sous-famille de F, qui, convenablement or-
donnée, constitue une chaîne reliant E ' à E ' .
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Soit d = d(E). Les M(r). (et aussi les M(r). .) sont toutes définies sur
1 i »J

to,d^ . Puisque les f. convergent uniformément vers f sur E, il existe» pour tout
R° 1

nombre réel ^ > 0, un indice i(ô) tel que i ̂  i(£) et j )> i(&) impliquent, pour

tout x 6 E, If.(x) - f.(x) j ^ 6 . Si r Ê. Co,d1 n'est pas une valeur exceptionnelle
1 3 \o

de E par rapport à 0, on a S(0;r) 9 E, donc il n'y a aucun pôle de f. - f. sur cette
1 ,3

circonférence et, sous l'hypothèse précédente, cette fonction est -^ H en tout son

point x. Donc, en vertu de la propriété 6°) de M (r), on a

M(r). . = Sup /-. jf. (x)^f.(x)|<^. Comme cette fonction de r est continue eti ,j x fe" b^u;r^ i j

comme les valeurs exceptionnelles de E par rapport à 0 sont dans .l'adhérence de

l'ensemble des valeurs non exceptionnelles, cette inégalité est vraie pour tout

r e[p»d] . Donc, la suite des M(r). , converge uniformément sur cet intervalle
'R° 1

de la droite réelle complète R° » • et sa limite, qui sera notée M-.(r), y est une

fonction continue. Cette fonction ne dépend pas du choix de la suite approximante.

Soit r £ [o,dj tel que M-.(r) > b > 0. Il existe un j >/ i(&) tel que
R° I

M(r). > ^ . De lors» si i ^>i(&), on aM( r ) . .$; 6 < M(r). , d'où résulte, pour
J i »J J

tout i ̂ i(6).M(r). = M(r).= lim. M(r). = M(r). Ainsi» si M (r) ^ & > 0, on a,

pour tout i >> i(6), M(r). = M (r).

Si f est un élément analytique quelconque de k et si E est son support » soit

a un point arbitraire de E ; le changement des variables X = X' + a transforme

f(X) en un élément analytique f ' ( X ' ) = f (X' + a) (il suffit, en effet pour obtenir

une suite approximante de f ' ( X ' ) d'appliquer la même transformation aux termes, de

celle de f (X ) ) de support E' = E - a tel que 0 = a - a C E'. Posons M^^r) = M (r).

Démontrons que la fonction M (r) d'un élément analytique f (dont le support

contient 0) a les propriétés analogues à celles de la fonction de même nom quand f

est une fonction méromorphe sur une couronne circulaire. Autrement dit montrons ;

1° ) Si M (r) n'est pas identiquement nulle sur [o,dj , M (r) s» 0 implique
1 R°

que r = 0 o u r = + o o .

2°) Si f,g et f+g sont des éléments analytiques d'un support E, on a
M^ (r) $ Max [M^.(r). Mg(r)] .



144 M. KRASNER

3°) Si f,g et fg sont des éléments analytiques d'un support E, on a

M^(r) = M^.(r) Mg(r) .

4°) M (r) est continue et monomiale par intervalles sur [o»d1 . L'ensemble
R°

des r & [ o , d ] tels que M (r) .̂ £. > 0, où b est fixé, est contenu dans la
R° f

réunion d'un nombre fini d'intervalles de monomialité.

5°) Si r , r fc [û,d] sont tels que 0 < r < r < + où et qu'il n'y ait
1 d R° 1 2

aucune valeur exceptionnelle du support E de f par rapport à 0 dans l'intervalle
ouvert jr , r [ , et si 1 est un sous-intervalle non-ponctuel de Jr, , r [ tel

que, pour tout r C I, on ait M (r) = cr^ ( c 6 R , c > 0 , q C Z ) , o n a , pour tout

r£ [ r^ , r^] , M^(r ) >, c'r01 .

6°) Si r 6 L0»0-] n'est pas une valeur exceptionnelle par rapport à 0, on a
R°

M^.(r) = Sup ^^ ^|t(x) | .

7°) Si x C E n'admet aucun point p é E, qui en soit proche par rapport à 0,
on a | f ( x ) | ^ M ^ ( | x | ) .

8°) Si a,b sont ê E et si d(a ,b) < r$ d, on a M^(r) = M ^ ^ ( r ) (en par-/ \ î i
ticulier, si 0 €• E et si \o.[ ^ r ^ d» on a M x ' ( r ) = M ( r ) ).

Remarque : En appliquant 6°, 7° et 8° à f (X+a) , on trouve :

7° ' ) Si r £ [û,d] n'est pas une valeur exceptionnelle par rapport à a, on a
R°

^^^(x.a^r ' f ( x ) ! -

8°') SL x 6 E n'admet aucun p ^ E, qui lui soit proche par rapport à a (un
tel x sera dit bien situé par rapport à a) , on a | f (x) | ^ M 9 ' ( d ( x , a ) ) .

Démonstration. Si f. 9 g, sont des suites approximantes de resp, f ,g,f . •<- g. et

f. g. convergent respectivement vers f+g» fg» dont f. + g. uniformément» Bien que la
convergence de f. g. vers fg peut ne pas être uniforme sur E, on peut montrer assez
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facilement qu'elle l'est sur S(0;r) quand r£[0,d] n'est pas une valeur
R°

exceptionnelle par rapport à 0. Par passage à la limite il en résulte la propriété

2°) et, pour r non exceptionnels, la propriété 3°). On étend 3°) aux valeurs exce-

tionnelles. en se servant de la continuité de M (r) des fractions rationnelles et

des éléments analytiques, et de ce que, pour tout élément analytique f et pour tout

r, M^.(r) > 0 implique son égalité à partir d'un certain rang, avec la fonction

M(r)^ de terme f_ d'une suite approximante (fixée) de f.

De M^.(r) = M(r)^ pour i » i( £.') si M (r) ^ <5 ^ é/ > 0 résulte que [0,dj (6/) -
R°

= jr € [?,d] ; M (r)^&L est la réunion d'un nombre fini d'intervalles de
L po i J

monomialité. Si ^ , ^ ,.... ^ .... ——^ Q^ , [?.d]° ^rcJO.dj ;
R • R

M^.(r) ^ 0 ^ est la réunion des [0»d] (Clou n ——^+ oo ~ . Donc, [0,d] est la
Ro R°

réunion au plus dénombrable d'intervalles de monomialité. Pour achever la démons-

tration de U°), il suffit de prouver 1°, car ou "bien on a alors que M-(r) = 0 pour

tout r C [O,d] , où-bien to,d]° ^[o,d] .. (û.+ooisfo'1 ' . Min(d,+oû~)]
R0 R° R° ( J , R° •

Pour démontrer 5°), remarquons d'abord que, pour tout r6 [r » r ] , on a

cr^ ̂  Min [cr.^ cr ^^O» donc il existe un ^ > 0 tel que crq• >^ pour tout

r€.[r^ , r^] . En particulier, si r C I, on a M^.(r)>£., donc, pour tout i ^i(é),

on a M(r)^ = M^.(r) = cr^ . Mais puisque 3r. , r [ ne contient aucune valeur '

exceptionnelle par rapport à 0, aucun pôle de f. ne peut avoir sa valuation dans

cet intervalle ouvert. Par suite, on a M(r). ^ cr(l pour tout i ^ i(6) et pour tout

r é [r^ , r^J , d'où, par passage à la limite, résulte 5°),

Prouvons maintenant 1° ) . Supposons que M (r) n'est pas identiquement nul, et

supposons que M (r ) = 0, où 0 < r .̂ d et r ^ + \JQ . Alors, il doit exister un

^^C0»^ tel ^^ M.p(rt) ^ 0, et ou bien 0 ^ r' < r , ou bien r <'r' ^ d.
R

Démontrons l'énoncé dans le second cas, la démonstration dans le premier s'en

obtenant par des modifications évidentes. Soit / l'infimum (sur la droite réelle)

des r1 tels que r ^ r' ^ d et que M (r ') ^ 0. Visiblement, on a M (p = 0 , car ou

bien f = r , ou bien M (r') = 0 pour tout r' tel que r ^ r' <» j et M (r) est

continue. Donc f < r' $. d» et il existe des nombres réels s > f aussi proches que
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l'on veut de f tels que M ( s ) ^ 0. En particulier, si r est la plus petite valeur

exceptionnelle, qui est >f ou, en cas où une telle-valeur n'existe pas, r = d, il

existe un tel s < r. Si <£ > 0 est <. M (s ) , il existe un sous-intervalle non-ponc-

tuel I' de ] f ,r[ tel que s C I* et que M (r) > ^ partout sur I'. Par suite, I'

se décompose en un nombre fini d'intervalles de monomialité ; Soit 1 un de ces

intervalles, et supposons que le monôme en r, qui y représente M (r), soit

cr (c > 0,q C Z ) . Il existe (du moins si l'on choisit 1 assez petit) une valeur

réelle /' < r telle que 1 c. ] /»f 'L • ^s lors, en appliquant la propriété déjà

prouvée 5°), on trouve M^.(r) ^ crq pour tout r c[/, / 'J et, en particulier,

M^(J 3 ) ^ C^ > 0, ce qui est absurde.

Soit r £ [0,d'] une valeur non exceptionnelle par rapport à 0. Alors, quel
R°

que soit i ,S(0; r ) ne contient aucun pôle de f. et, par suite, M ( r ) . = Sup, | f . ( X ^

Comme | f . (x ) | converge uniformément vers l f (x ) | sur S(0 ; r ) , Sup et lim y commutent

pour cette fonction, et on a M ( r ) = lim. M ( r ) . = Sup, , lim. | f . ( x ) | =

= Sup | t (x ) / , ce qui prouve 6°). Si x € E n'.admet aucun point p t. E, qui enI ^ l ~r

soit proche par rapport à 0, il n'admet pas, non plus, aucun pôle d'aucun f. ,

d'où 7°) résulte par passage à la limite. Si a,b sont CE et si r ^,d(a,b), comme

les fractions rationnelles f^ sont méromorphes dans k' tout entier, on a, pour

tout i. M,, (r) = M- (r) ce qui, quand r $• d, donne 8°) par passage à la limite.

Théorème d'unicité. Soient f,f des éléments analytiques de k de supports respec-

tifs non-dis.loints E ,E ' . Alors, s'il existe un ensemble û Ç E C\ E' , ayant au moins

un point limite a dans E C\ E* et tel que f ( x ) = f ' ( x ) pour tout x C.A » on a

f ( x ) = f ' ( x ) pour tout x C E H E ' .

Démonstrat ion. On peut se ramener au cas E' » E,f = 0, autrement dit, il suffit

de prouver que si un élément analytique f de k s'annule sur un ensemble 6, de son

support E, qui y a au moins un point limite a, il est identiquement nul (cette

proposition est dite le "théorème d'unicité faible"). En effet, si f. , f! sont

respectivement des suites approximantes des f,f',f.' - f î converge vers f - f sur

E 0 É' » qui est quasi-connexe, et, ainsi, f - t'est un élément analytique sur Ei^E'.

On a, partout sur û. » ( f-f ' )(x) = f(x) - f ' (x ) = 0 , et» si l'on applique à f - f

le théorème.d'uni cité faible, on a f(x) - f ' (x ) = 0 pour tout x C E f) E, c'^st-à-

dire le théorème d*uni cité fort.
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Supposons donc que f ( x ) = 0 pour tout x C A » où û a un point limite a C E.
Montrons, d'abord, que M^.8' ( r ) est identiquement nulle. Ramenons-nous au cas a = 0
par le changement de variable X = X' + a. Puisque E est quasi-connexe et puisque
0 € E, il existe la plus petite valeur exceptionnelle r = r de E par rapport
à 0, et on a r ^ 0. Le cercle C ( 0 ; r , ) est c^ E, et aucune des f. n 'a de pôles

dans ce cercle. Donc, chaque f. est dêveloppable en une série de Taylor

2_ c. X (0 $• n < + 00 ), qui converge partout sur ce cercle, et, en plus, lai ,n

suite des sommes f. de ces séries y converge uniformément vers f. Donc, en vertu
du théorème de Weierstrass compléxiforme, f se représente par une série de Taylor

Y" c X (0 $ n ^ + .w ), qui converge sur C(0;r,). Cette série de Taylor s'annulle

sur l'ensemble A 0 C ( 0 ; r < ) ayant 0 comme point limite, donc est identiquement
nulle, donc f ( x ) = 0 si x C C(0 ; r . ) . Mais comme ce cercle est £ E, i > ^ i ( £ - ) » où

à. > 0, entraîne I f . ( x ) 1 = | f . ( x ) - f ( x ) ! <? ^ , d'où résulte M ( r ) . ^ t pour tout

rf|j),rj . Ceci implique M (r) = lim. M(r). = 0 pour tout r 6 [o , r - ] et,
R° 1 1 1 1 po

en vertu de la propriété 1°) de M ( r ) , que M (r) = 0 pour tout r e [o ,d j . Si
^ R°

l'on revient aux anciennes coordonnées quand le point limite de 4 était un point
a arbitraire, on voit que M" ( r ) = 0 identiquement sur (_0,d1 . En vertu de la

f R°
propriété 7°) à.e M ( r ) , si x € E est bien situé par rapport au point a, il en

résulte que |f(x) | ̂  M^(d(x.a)) = 0, donc que f ( x ) = 0.

Pour terminer la démonstration, considérons un x € E quelconque. Comme E est

ouvert, il existe un cercle non-ponctuel C de centre x contenu dans E et tel que
a f C. Soit OL ^ x un point de C, et soit 6" l'homographie X — — ^ X ' = 1/(X- o<).
L'ensemble E1 = 6". E est encore quasi-connexe et si f : - E ' — — > k et f! € k[x'J sont
telles que f ' ( X ' ) = f ' (6-.x)= t (X) et q ( X ' ) = q( (T.X) = f ^ ( x ) . les q sont des frac-

tions rationnelles sans pôles dans E ' , dont la suite -tend uniforménent vers f- sur E'.

Ainsi, f est un élément analytique de support E' » et on a f'(6'.S') « f(^) = 0

si S €, A • Donc f s'annule en tout point de A' " 6'. A , et A* a, comme point
limite, a' » F.a C E ' . Par suite, M^^r) est identiquement nul sur [?,d(E')]

• R°
a Co»+û0"] (car W at 6'. o< C E') , et f* est nulle en tout point bien situé par

R°
rapport à a* .
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Montrons que x' = ^.x est bien situé par rapport à a ' » c'est-à-dire n'admet

aucun p' 0 E', qui en soit proche par rapport à ce point. En effet, si un tel point

existe, o n a p ' = ^.p, où p je E, donc p je C. Par suite, si y (tE ou y = a, on a

d(x,y) > d(x,o0. Supposons que y C k satisfait à cette inégalité et posons

y' = o".y. Alors, on a

d(x ' ,y«) =lx'-y' |=|—— - — — = —Lî i—— = ^x^)eux ,y ; ix y | ]^ y_^ |x^<|jy-o<| d(x.o<)d(y,o<) •

Considérons le triangle (x,y,o() de k. Comme d(x, o< ) < d(x,y), on a

d(x,y) = d(y,o() , et d(x' ,y ') = ,> • ,y = -——, . Le même résultat est vrai, par

continuité, pour y = oo . Ainsi, si y C k' .. C (et, en particulier, est ^ E ou = a),

d ( x ' » y 1 ) ne dépend pas du choix de y. En particulier» si p' (É.E'» on a

d(x',p') = d(x' ,a ') et p' ne peut pas être proche de x' par rapport à a'. Donc, x'

est bien situé par rapport à a', ce qui implique f ' ( x ' ) = 0 et f(x) = 0. Comme

x C E est arbitraire, ceci achève la démonstration.

Une fois le théorème d'unicité démontré, on peut définir la notion générale de

prolongement analytique et de fonction analytique localement uniformes (bien qu'il

ne s'agisse pas du "local" au sens de la topologie) par le procédé d'accolement

successif d'éléments analytiques de k s e prolongeant mutuellement, analogue à la

méthode de Weierstrass de l'Analyse complexe. Ce procédé, pour le cas considéré,

est décrit en détail dans u• ;.

On dira qu'une fonction uniforme f : U ——>k, où U est un ensemble ouvert

arbitraire ç. k', est analytique sur U lorsque on peut trouver un recouvrement de U

par une famille $ d'ensembles quasi-connexes telle que la famille

Inty $ = [ E ^ U ; E £ ( l , E n u ^ 0 ^ soif enchaînée, et que, pour tout E € ^

existe un élément analytique, dont la restriction à E 0 U coïncide avec celle de f.

§.4 Préservation de l'analvticité par les o-pérations rationnelles, la déri-

vation et la convergence uniforme des éléments analytiques d'un même support.

Soient f.g deux éléments analytiques (te^. même support E. et en soient

t. ——^f» g. ——^g des suites approximantes. Alors, il est visible que f. ± g.

converge uniformément sur p vers f t g, qui est, ainsi, un élément analytique. En

vertu de f^ g^ - f^ g^ = (f^ - f^ )g^ + f^(g^ - g^ ). ̂  ̂  converge uni-

formément vers fg (et fg est un élément analytique de support E) si f et g sont

supérieurement bornés sur E. Il en résulte que, dans le cas général, la restriction
( 1 4 ) M. Krasner [10J.
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(f g ( È ) de fg à un sous-ensemble quasi-connexe E de E est un élément analytique si
têt g y sont bornés, et qu'on démontre que fg est une fonction analytique sur E
•i l'on arrive à recouvrir E par une famille enchaînée de ses sous-ensembles E de
cette forme.

Or» comme | f ( x ) - f . / J^ H partout sur E, f sera bornée sur E si la fraction
rationnelle t - / . \ l'est. Ainsi, tout élément analytique de support E y est borné
si toute fraction rationnelle n'y ayant aucun pôle l'est. Il est clair que ceci a
lieu si, et seulement si E est fermé par rapport à la topologie de k ' . Il suffit
donc, pour prouver l'analyticité de fg, de trouver le recouvrement d'un ensemble
quasi-connexe arbitraire E par une famille enchaînée d'ensembles,quasi-connexes
fermés.

Cela peut se faire de multiples manières. En voici deux canoniques, prê'sentant
aussi un intérêt propre.

A ) La famille IE . ; ( a , b ) CE \ EJ , à laquelle on ajoute, si Où C E , le(• a,b j
complément E(^ du plus petit cercle C(k . . E ) contenant le complément k . . E de E
dans k. L'ensemble E - s'obtient, à partir du plus petit cercle C - = C ( a ; d ( a , b ) )a, b ' a , D
= C ( b ; d ( b . a ) ) de k contenant a et b , en lui enlevant les parties suivantes :

1 ° ) Toute circonférence S ( a ; r ) non contenue dans E et telle que r < d ( a , b ) ;
2 ° ) Toute circonférence S ( b ; r ) satisfaisant à la même condition ;
3 ° ) L'ensemble C . . i C ( a ; d ( a , b ) - ) U C ( b ; d ( b . a ) - ) \ si cet ensemble n'est

pas contenu dans E. Cette famille est enchaînée, car { a , b ^ C E - , donc les

suites : E , . E , ; E - , E, , E - si b i- c ; E , E , E^où c est un point• a , b b , c a,b b , c c , d a,b b , c w
de E , sont toutes des chaînes,et deux ensembles quelconques de la famillefiû
peuvent se relier par de telles chaînes.

B) La famille \^ ; ( a , b ) t E x E l ( à laquelle on ajoute E^ quand oo € E ) ,l a,b )
où E^- s'obtient, à partir de C , en lui enlevant, pour tout y £ C^ ̂  . . E , le

cercle C ( y ; M i n ( d ( a , y ) , d ( b , y ) ) ) . Comme visiblement Ê  ̂  E^ ̂  , cette famille est

aussi enchaînée.
La quasi-connexitê des E - , E^ - et E se voit immédiatement.a,b a,b
En ce qui concerne la dérivation, l'existence locale de la dérivée résulte de

la développabilité d'un élément analytique f en série de Taylor en X-a en tout
point a de son support E. Si f. est une suite approximante de f, et si d désigne
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la dérivation par rapport à X, d^ f^ en sera une de d f si, et seulement si

^X^i ~ ^ + 1 ^ tend ^^mêment vers 0 sur E. Soit que f. - f. " g./h.

ou g^ , h^ sont des polynômes premiers entre eux. Si F(X) est une série de

Taylor (ou même de Laurent) Hc^X-a)" en X-a. on a, en vertu de

Y(X) = F, nc^X-a)11-1 . M^(r) .< r-^^r). Soient a.x deux point .de k.

Puisque d^- t^ ) = (d^ g^ ) - (d^ h^)(g^). on a. si

lh^(x) | = M^ |x-a|), en posant
i

r = d(x.a). | d^ - t^)(x)( .< Max [(r^M^ (r)/^^ (r) ). r-1 (M^rî/M^r) )] »

= r M _^. (r) .̂ d(x,a) t, si i ^ i(^), x et a sont C E (car alors d(x.a) ^ d
i i+1

et, puisque |f^ - î^\ est ,< £, partout sur E. M^ (r) l'est aussi pour
i i+1

r .̂ d). Or, on a lh^ (x )^ = M^^dîx^)) si x n'admet aucun pôle de h. ,

qui en soit proche par rapport à a, ce qui a lieu s'il est un point de E bien situé

par rapport à a. Ainsi, s'il existe un ensemble fini de points de E, tel que tout

x C E soit bien situé par rapport à deux au moins de ces points, et si r est le
. . . o

minimum des distances des points de cet ensemble, il existe, pour tout x CE, un

point a (pouvant dépendre de x) de cet ensemble, par rapport auquel x est bien
situé et tel que r = d(x ,a ) » r^ , ce qui implique, pour tout x C E,

^X^i'^-H^^ ^ £ ^o quand i ^ i^' dtoù ^sulte que d f est un élément

analytique sur un tel ensemble E. Mais si E a la forme E ou E^ , on voit
a,b a,b

facilement, si r^ et r^ sont les premières valeurs exceptionnelles de E par rapport

à a et b respectivement, un point x quelconque est bien situé ou bien par rapport

à tous les points de C(a,r^), ou bien par rapport à tous ceux de C(b,r,). Il suffit

donc, de prendre comme ensemble en question celui (a',a",b',b") de U points dis-

tincts tels que a',a" £ C(a,r^) et b',b" C C(b,r,). Ainsi, si f est un élément

analytique de support E et si a,b sont € E, les restrictions (d f /E ).(d f |E^ )
X a,b X a,b

de d^f aux E^ et E^ sont des éléments analytiques, et il en est, évidemment, de
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même pour sa restriction (d f | E ^ ) à E^ . Par suite, d̂ f est une fonction ana-
lytique sur E.

Si f est un élément analytique, 1/f est défini sur le sous-ensemble
E° = ix fc E ; f ( x ) ̂  OJ de son support E. Si f. est une suite approximante de f»1/f.
en est une de 1/f si f est intérieurement "bornée sur E° (ce qui implique E = E° )
par une constante c > 0, comme le montre facilement l'égalité
( 1 / f . ) - ( 1 / f . < ) = ( f . - f . ) / f . f. , . Donc, pour démontrer que 1/f est toujours

une fonction analytique sur E ° , il suffit de construire un recouvrement de E° par
une famille d'ensemble quasi-connexes, tel que f soit intérieurement borné sur
chaque ensemble de la famille par une minorante positive pouvant dépendre de l'en-
semble considéré.

Voici ce recouvrement. Soit r, < r ^ . . . ^ r. $ . . . une suite croissante
\ £- J

(au sens large) de nombres réels positifs qui tende» sur la droite semi-réelle,
vers d° = d ( E ° ) . D'autre part, soit ^ > & -> . • . ^ 6^ ̂  . . . une suite stric-
tement décroissante de nombres réels qui tend vers 0 sur la même droite. Si a C E ,
la fonction continue M ( r ) a un minimum m ( f , j ) sur le segment [P»rjJ de la
droite réelle complète R ° . Si, en plus, f ( a ) 9e 0, on a» en vertu de la propriété 1 ° )
de la fonction M ( r ) , m ( f , j ) > 0 (en effet, la fonction M ( r ) ne peut être = 0, ena
dehors de r = 0, que pour r = + 00 ; mais r- = + 00 implique d° = + w , doncj

où C E° et f(bo) ^ 0 donc M^^i») ^ o ) .

Soit -E. . .= [a Ç E° ; m ( f , j ) >̂  ^.\ = { a fc E ; m ( f , j ) ^ <̂  (car f ( a ) = 0 implique

m ( f , j ) = 0 ) . Considérons, pour tout couple i , j , la famille F ( i , j ) des intersec-
tions non-vides de E. . avec des cercles de rayon r . , autrement diti»j J
F ( i » j ) = J E . . H C ( a ; r . ) ; a C E . . î . Le recouvrement en question est la réunion FC i , j j î » J )
de tous ces F ( i , j ) où ( i , j ) parcourt tous les couples d'entiers > 0.

Si a C E. . , on a l f ( a ) l = M181 ( 0 ) >/ m ( f , j ) >, £ • . , donc f est intérieurementi , j î a

bornée par £/. Y 0 sur E. . , donc l'est par une minorante positive sur tout en-i î ,J
semble de la famille F. Soient a,b € E ° . Il existe un j tel que r . > d ( a , b ) , et ilj
existe un i tel que &. $. M i n [ m ( f , j ) , m ( f , j ) , 1 . Mais alors, a,b appartiennent
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tous les deux à Ê  et b C C ( a ; r j ) , ce qui montre que ces points appartiennent à
un ensemble- C F ( i , j ) & F. et F est un recouvrement enchaîné de E. Pour montrer que
^.j n ^a;^) est quasi-connexe, il suffit de montrer qu'il est ultra-ouvert en
tout x € Ê  0 C ( a , r ^ ) = Ê  H C ( x . r . ) ; autrement dit, on démontre la quasi-

connexitê de tout ensemble de F ( i , j ) si l'on montre, pour tout x C E. . , que1 »J
E. . 1̂ C ( x ; r . ) est ultra-ouvert en x. Le diamètre d de cet ensemble est < rÎJ J " J '
Considérons une circonférence. S ( x ; r ) , où r < d , qui n'y est pas contenue. Alors,
ou bien S ( x ; r ) ̂  E» autrement dit r ̂  r . ^ d ( E ) est une valeur exceptionnelle de E
pour x, ou bien S ( x ; r ) .̂ E et il existe y £ S ( x , r ) tel que y fb E . . , autrement dit

1 îj

m ( f . j ) y < £̂  . Les valeurs du premier type sont, en vertu de la quasi-connexité
de E, en nombre fini. Soit r ^ r . une valeur de second type. Alors, il existe uneJ( v )valeur r' ̂  r. telle que M ^ ' Ç r ' ) < <£. . Mais si r' >, r » d ( x , y ) , on a

M^. ( r ' ) = M^. ( r ' ) >/ 6 ̂  , ce qui n'est pas possible. On a donc r' < r et, si

z C S ( y ; r ' ) . on a | f ( z ) | < 6 ^ . Mais S ( y ; r ' ) ̂  C ( y ; r ~ ) $: S ( x ; r ) et. par suite, il
y a des z C S ( x , r ) tels que | f ( z ) l ^ ̂  .̂ M^^r). Soit 0< <S < <S. et soit i un
indice (particulier), qui est ̂  i( < £ . ' ) . Alors | f-f. \ est $ £; partout sur E
et en particulier, sur S ( x ; r ) , ce qui implique | f . ( z ) | < - H . et MÇr)^ = M^^r)^..
Il en résulte qu'au moins un zéro de f. se trouve sur S ( x ; r ) . Comme le nombre des
zéros de f̂  est fini, le nombre des r du second type est fini. Ainsi, E. . ^ C ( x ; r . )1 »J J
est ultra-ouvert en x, ce qui achève la démonstration.

Si f̂  est une suite uniformément convergente d'éléments analytiques de même
support E, dont f soit la limite, et si f ^ est une suite approximante de f ,
l'application évidente de la méthode de diagonale de Cantor permet de construire une
suite f^^) convergeant uniformément vers f. qui est donc un élément analytique.

Soit E un ensemble quasi-connexe, et soient f,g deux fonctions analytiques
sur E. De ce qui précède, résulte directement que d f et (sur E ° ) 1/f sont des
fonctions analytiques, car si l'on remplace chaque ensemble d'une famille enchaînée
par un recouvrements est encore enchaîné de cet ensemble, la réunion, de tous ces
recouvrements est encore enchaînée. Par contre, si l'on veut établir l'analyticité
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de f + g et de fg, on rencontre la difficulté suivante ; soient ^, y les ensembles
des supports des éléments analytiques se prolongeant les uns les autres, qui cons-
tituent respectivement les fonctions analytiques f,g de support E. Ce sont deux
recouvrements enchaînés de E, mais qui sont, en général, différents. La famille
I n t ( ^ , ^ ) = J F H G ; F € $.G€^,F H G ̂  0J est encore un recouvrement quasi-
connexe de E, et les restricions de f + g , fg sur un ensemble € Int(î, ^) sont des
fonctions analytiques (celles de f + g même des éléments analytiques) sur cet en-
semble. Ainsi, pour être sûr que f + g et fg'sont des fonctions analytiques de k
sur E, il suffit de montrer qu'il existe de tels recouvrement È et f que I n ( Ô , ^ )
soit enchaînée. On peut envisager aussi la méthode indirecte suivante, qui,

d'ailleurs, démontre seulement que f + g et fg sont induites sur E par des fonctions
analytiques d'une extension valuée convenable k° de k ' ( q u ' o n suppose aussi complète
et algébriquement close), et pas forcément de k ; on dira qu'un élément analytique
f° de k° domine un élément analytique f de k si le support de f est contenu dans
celui de f° et si f est la restriction de f° à son support ; supposons qu'on puisse
faire correspondre à chacun des éléments analytiques constituant f et g , un élément
analytique de k ° , qui le domine, de manière que, si $° et ^° sont les familles
des supports de ces éléments pour respectivement f et g» et si E ' , E" sont les
réunions des ^° , y ° , ces éléments définissent des fonctions analytiques f ° , g°
de k° sur respect ivementE'.E". et I n t ( i ° . ^°) est enchaînée. Alors, visiblement.
f° g° sont des fonctions analytiques de k° sur E' f\ E" et f + g , 'fg sont des res-
trictions de ces fonctions respectives à E &E''*0 E " .

Remarque. Si ̂  et -̂  sont des familles enchaînées telles que, pour tout G C^
la famille Int̂  = ( F O G ; F£ ̂ , F H G ̂  0 \ est enchaînée. Int($.y ) l'est aussi: en
effet, Int ( ( ( ) , ^ ) s'obtient de ^ , en remplaçant chacun de ses ensembles par un de
ses recouvrement enchaînés.

Or, cette condition est certainenement satisfaite dans deux cas suivants :
1 ° ) ̂  est une famille filtrante (c'est-à-dire, pour tous F , F ' C $ existe un

F" C i) tel que F U F' £ F " ) . En effet, alors Int $, si elle n'est pas vide. est
aussi filtrante» d&A<? enchaînée.

2 ° ) Les ensembles F € $ et G appartiennent à une famille Q ayant les propriétés
suivantes :

a) Si A.B € Q et si A 0 B ^ 0, A U B € Q (il en résulte que la réunion
d'une famille enchaînée finie d'ensembles C Q y appartient) ;
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b) Si A,B,C f Q sont tels q u e A O B ^ 0 , B O C ^ 0 e t C n A ^ 0 , o n a
A f\ B n c ^ 0.

En effet, soient F,F' 6 $ tels que F H G ^ 0 et F' 0 G ^ 0. Il existe une

chaîne 5 = [-F = F^ , F^ ,.. . , F^ = F' j reliant F et F' dans $, et il suffit de

prouver que Int^C est enchaînée. On va le faire par récurrence sur s, en supposant

le théorème prouvé pour s plus petits, et en remarquant que, le cas s = 1 , est

trivial. Supposons d'abord, qu'il existe un i distinct de 1 et de s tel que
^

F^ H G ^ 0. Alors, C se décompose en deux chaînes plus courtes C' = IF ,.. » F. Ï

et C" = |F^ ,.. , F^ j , reliées par le terme F .̂ Dès lors les familles Int ?' et

^G0"' qui ont en •commun F^ ^ G ^ 0» sont toutes les deux enchaînées, et Int ? ,

qui est leur réunion, l'est aussi. Supposons maintenant qu'un tel i n'existe pas.

Alors Int̂  = JF (\ G, F' (\ G L Posons A = F . U F U . . . U F _ , B = F "F '

C = G. En vertu de a), A 'C Q et on a A H G = (F 0 G) U (F 0 G) U ... U (F _ 0 G) =

= F O G = F n G ^ 0 - D'autre part, on a A H B o. F H F ^ 0. Ainsi
s"" l s

A n B , B n C e t C n A sont tous non vides, et en vertu de b),

(F H G) H (F' H G) = (A H C) H (B n C) = A H B 0 C n'est pas vide et Int î est
G

enchaînée.

La possibilité de définir toute fonction analytique de k à l'aide d'une famille

d'éléments analytiques, dont les supports forment une famille filtrante, a été re-

marquée par Robba à partir de la proposition (basée sur mes "théorèmes Mittag-

Leffleriens") que j'avais énoncée (sans démonstration ; depuis Robba en a publié une

plus simple, qui sera exposée plus loin) dans U5} : si f et f sont deux éléments

analytiques de k à supports non-disjoints E,E'" . qui se prolongent, leur superpo-

^'^o11 en es^ encore un (Etant donné une famille de fonctions dont les domaines de

.définition forment une famille enchaînée d'ensembles, cette famille est dite super-

posable si deux fonctions quelconques de la famille sont égales en tout point, où

elles sont définies toutes les deux. Si la famille en question est supèrposable. on

appelle sa superposition la fonction définie 'sur la réunion des domaines de défi-

nition de toutes les fonctions de la famille et qui, en chaque point de cet ensemble,

est égale à la valeur commune des fonctions de la famille qui y sont définies). Il

résulte de ce théorème par récurrence que la superposition d'une famille supèrpo-

sable finie d'éléments analytiques de k en est encore un, ce qui permet, justement,

de rendre filtrant le recouvrement d'une fonction analytique par des éléments
( 1 5 ) M. Kranser [10]
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analytiques, en y ajoutant toutes les Réunions finies er^çhaînée. Mais on peut en dé-
duire une conséquence plus prolonde : étant donné une chaîne f. , f » . . . , f
d'éléments analytiques de k, dont deux consécutifs se prolongent, ces éléments
forment une famille superposable. Montrons le par récurrence sur s , en supposant la
proposition prouvée pour s-1 et remarquant sa trivialité pour s=1. La famille
f- » • • • » » f -1 est donc superposable et sa superposition f est un élément ana-
lytique. Si E. est le support de f. ,f coïncide avec f sur E _ , donc, puisque

f et f se prolongent, avec f sur l'ouvert non vide E ., 0 E . Ainsi, en vertus i s s s— i s
du théorème d'unicité, f et f -se prolongent et tout est prouvé. Ceci montre que le,s
prolongement analytique quasi-connexe est globalement uniforme, car si E , 1̂ E1 s
n'est pas vide, f et f y sont partout égaux.

La même propriété a lieu pour les chaînes d'éléments analytiques, dont les
supports appartiennent à une famille Q ayant les propriétés a ) , " b ) . En concervant
les mêmes notations pour les éléments analytiques et leurs supports, procédons par
réccurence sur s, en supposant s '>• 2 (car s=2 est trivial). Par hypothèse de réc-
curence, les familles S f , . . . , f - ) et (f » . . . , f ! sont toutes les deux( . 1 s i ) 1 2 s )
superposables. Donc, si | f , . . . , f \ ne l'est pas, E C\ E n'est pas vide eti l s i 1 s
f n'y est pas partout égal à f «S'il existe un i tel que 2<i< s et que
E H E. ^ 0 , f. prolonge f et la chaîne plus courte f , f. , f. , . . . , f est

superposable. Si un tel i n'existe pas, les seuls E. 0 E. non vides sont E C\ E
et E 0 E . Comme ils forment une famille enchaînée, oh a E 0 E _ ^ E ^ 0 et on a

f = f et f - f partout sur cet ouvert. Ainsi f - f sur un ouvert et f et f

se prolongent en vertu du théorème d'unicité.

Il en résulte que si l'on peut faire correspondre à tout élément analytique f
de k un élément analytique f° d'un surcorps convenable k° de k , qui le domine, et
dont le support appartienne toujours à une certaine famille Q d'ensembles quasi-
connexes de k° ayant les propriétés a) et b ) , toutes les conditions de l'applica-
tion de la "méthode indirecte" pour prouver que f+g et fg sont les restrictions à E
de fonctions analytiques de k° sont satisfaites. En effet, dans ce cas, non seulement
Int(^°, " ^ ° ) est enchaînée, mais les éléments analytiques de k ° , qui correspondent à
ceux, qui forment les fonctions analytiques données f,g de k (l'unicité globale du
prolongement analytique fait à l'aide des éléments analytiques de k ° , dont les
supports sont C Q ) , forment deux familles superposables et définissent bien deux
fonctions analytiques de k° sur E' et E" , dont respectivement f,g sont les
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restrictions à E. Et on voit que l'existence d'une telle famille Q pour un surcorps
convenable k° de k garantit aussi l'uniformité globale du prolongement analytique
quasi-connexe sur k.

Or, déjà en 1957» j ' a i défini une famille d'ensembles quasi-connexes d'un
corps value complet k, celle des ensembles quasi-connexes réguliers, qui possède
les propriétés a) et b ) quand le cardiani card kdu corps résiduel k de k est supé-
rieur à la puissance du dénombrable (il est à remarquer que tout corps value admet
une extension valuée complète, même maximalement complète, et algébriquement close
ayant, en plus, cette propriété). Bien que, pour la question d'analyticité de la
somme et du produit de fonctions analytiques et pour celle d'uniformité globale du
prolongement quaèi-connexe, l'emploi de cette famille peut se remplacer par celui
des familles filtrantes de Robba» il existe, comme on verra, d'autres raisons de
son importance. Si card î est au plus dénombrable, tout ensemble quasi-connexe de k'
est régulier.

§ . 5 . Ensembles quasi-connexes et éléments analytiques réguliers.

Un ensemble quasi-connexe E$k' est dit régulier s'il satisfait à la condition
supplémentaire suivante :

Pour tout cercle circonférencié C de rayon r ̂  d ( E ) tel que C f\ E ^ 0 , le
complément C . . E d_e E dans C est contenu dans la réunion d'un ensemble au plus dé-
nombrable de cercles de rayon r .

On vérifie sans peine que les ensembles quasi-connexes réguliers ont les mêmes
propriétés que les ensembles quasi-connexes généraux : 1 ) l'intersection de deux
ensembles réguliers l'est encore ; 2) la réunion d'une famille enchaînée d'ensembles
réguliers est régulière ; 3) la quasi-connexité régulière est préservée par les
homographies non singulières. La famille des ensembles quasi-connexes réguliers
possède donc toujours la propriété a) des familles Q. Quand le cardinal de k est
supérieur à la puissance du dénombrable (ce qu'on exprimera, par abus de langage,
en disant que ÎE n'est pas dénombrable)» elle possède aussi la propriété b ) . (Dans
d'autres cas, comme le cardinal de l'ensemble des cercles de rayon r contenus dans
un cercle de rayon r est égal à c'elui de k, tous les ensembles quasi-connexes ̂  k'
sont réguliers),

Proposition : Si k n'est pas dénombrable et si A , B , C sont des ensembles quasi-
connexes réguliers de k' , tels que A 0 B ̂  0 , B O C ^ 0 e ^ C O A ^ 0 , on a
A 0 B H C i- 0.

( 1 7 ) Voir M. Krasner [6] (et aussi [10] , §5)
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Démonstration. Soient a 6 B n C , b € C O A , c € A H B. Le triangle ultramétrique
( a , b , c ) est isocèle, et ses côtés latéraux sont maximaux. On peut supposer, sans
perte de généralité (car on peut changer les noms des A , B , C ) que
d ( a , b ) = d ( a , c ) >/ d ( b , c ) . Posons r = d ( b , c ) et D ̂  C ( b ; r ) . Visiblement, D est un
cercle circonférencié non-disjoint avec chacun des A , B , C car b C A O C e t c e A O B
lui appartiennent. On a r ̂  d ( A ) •$ d ( B ) et ^d(C).Ainsi, chacun des
D . . A,D . . B,D . . C est contenu dans la réunion d'un ensemble au plus dénombrable
de cercles de rayon r , et il en est de même pour D . . (A 0 B 0 C ) =
(D . . A ) U (D . . B) U ( D . . C ) . Mais, puisque l'ensemble des cercles de ce rayon
contenus dans D est plus que dénombrable, onaD H (A 0 B H C) ^ 0 et
A H B (\ C ̂  0.

On vérifie que si E est un ensemble quasi-connexe régulier» et si o . , D sont
C E, E (mais pas |î , ) est régulier.a, b a, b

Un élément analytique f : E ——>k est dit régulier si son support E l'est.

Théorème. Soient k e_fc k° gS k deux corps values complets algébriquement clos tels
que k° soit une extension valuée de k. Soit f : E —> k un élément analytique de k.
Alors, il existe un élément analytique régulier f° : E° ——^ k° de_ k° , qui domine f.
Démonstration. Construisons, d'abord, E ° ^ E, qui soit quasi-connexe et régulier
dans k0' = k° U?oo] où oo est supposé commun à k' et à k 0 ' . Posons C = C ( E ) et
d = d ( E ) = d ( C ) . Fixons une suite approximante f. de f et soit P l'ensemble de tous
les pôles p de toutes les f. tels que p C C. Si C° est le plus petit cercle de k°*
contenant C , soit E° l'ensemble de tous les x € C ° , pour lesquels il existe un
a = a ( x ) € E tel qu'il n'existe aucun p € P tel que
d(x » p ) < d ( x , a ) . Montrons que E° est ultra-ouvert en tout point x ̂  00 .

Soit r ^ d ( E ) un nombre réel positif et soit y C k° tel que d(x,y)^r
et que y i E ° . Posons r = d ( x , a ( x ) ) . Puisque y (É E° et puisque a ( x ) é . E , il existe
un p C P tel que d ( y , p ) < d ( y , a ( x ) ) , ce qui implique d ( a ( x ) , p ) = d ( a ( x ) , y ) . Des lors
si d ( x , y ) < r = d ( x , a ( x ) ) , on a d ( y , a ( x ) ) = d ( x , a ( x ) ) = r et

d ( x , p ) ^ Max ^(-^y) t^V»?)] <>Max(r ,r ) = r = d ( x , a ( x ) ) et, contre0 0 0
l'hypothèse, on 'a x ̂  E ° . Ainsi, on a d ( x , y ) >, r . Maix si d ( x , y ) \ r , on a

d ( a ( x ) , y ) = d ( x , y ) et d ( a ( x ) , p ) = d ( x , y ) . Ainsi, les circonférences S ( x ; d ( x , y ) ) et
S ( a ( x ) ; d ( x , y ) ) de k° coïncident, et p C P appartient à cette circonférence. Donc,
comme p C C . . E , S ( a ( x ) , d ( x , y ) ) C\ k' , qui est la circonférence de centre a ( x ) et
de rayon d ( x , y ) dans k ' , n'est pas ^ E. Comme en vertu de la quasi-connexité de E ,
il ne peut y avoir qu'un nombre fini de telles circonférences de centre a ( x ) et de
rayon $. r , d ( x , y ) ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs > r et <. r , donco
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aussi de valeurs ^ r. ce qui montre que E° est ultra-ouvert en x. donc, puisque
x CE 0, x ̂  oo est autrement arbitraire, quasi-connexe. Si x & E, on peut prendre
a ( x ) = x, donc E° 5, E.

Soient C° = C ( x ; r ) un cercle circonfêrencié de rayon (propre) r ̂  d = d ( E ° ) et
de centre x € E° dans k° et. en supposant C° . . E° non vide, y C C° . . E° . On a
vu déjà que d ( x , a ( x ) ) ̂  d ( x , y ) ^ r , donc a ( x ) C C ° . Il existe un p € P tel que
d ( y , p ) < d ( y , a ( x ) ) $. r, donc y € C ( p , r ~ ) , où p parcourt l'ensemble au plus dénom-
brable P H C ° . Ainsi E° est bien régulier.

La suite f̂  converge uniformément sur E ° , car, si i ^ i ( Ê ^ ) , où

^> 0, M^_^ ( r ) est $: <̂  pour tout r ^, d , et, en particulier, pour

r =• d ( a ( x ) , x ) , où x est un point arbitraire de E ° . Mais, comme tout pôle de

^ ~ fi+1 P1'00116 de x P̂  ̂ apport à un point de E H C est C P, et comme il

n'existe aucun p € P proche de x par rapport à a ( x ) , il n'existe aucun pôle de
f! - f^^ proche de x par rapport à a ( x ) , et on a

ï̂̂  ~ ̂ /^l ̂  ̂ f? ( d ( a ( x ) . x ) .̂ & . ce qui achève la démonstration.i i+1

Ce théorème a une conséquence importante. Considérons un élément analytique f
de k, et prolongeons le de toutes les manières possibles. Comme le prolongement
analytique quasi-connexe est globalement uniforme, on obtient ainsi, une famille
superposable d'éléments analytiques de k, dont la superposition donne le prolon-
gement maximal possible F ( f ) de f, c'est-à-dire une fonction analytique prolongeant
f, et qui ne peut plus être prolongée au delà de son domaine de définition. Un en-
semble (forcément quasi-connexe) sera dit, selon la terminologie de M. Motzkin et
Robba, un ensemble d'analvticité s'il est le domaine de définition d'une fonction
analytique de cette forme. Or étant donné un tel ensemble d'analyticité E et une
fonction analytique F( f ) dont il est le domaine de définition, considérons une fa-
mille d'éléments analytiques de k dont F ( f ) , soit la superposition. Or, en vertu du
théorème précédent, en y posant k° = k, on peut faire correspondre à chaque élément
analytique de la famille un élément régulier, qui le domine, donc le prolongement
F ( f ) est encore la superposition de la famille de ces nouveaux éléments, qui sont
réguliers. Son domaine de définition E est donc la réunion d'une famille enchaînée
d'ensembles quasi-connexes réguliers, donc est régulier., Ainsi, tout ensemble d'ana-
lYUçifé est quasi-connexe régulier. On va prouver plus loin que tout ensemble quasi-
connexe régulier est un ensemble d'analyticité, et c'est de là que vient l'importance
de cette notion.
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§. 6. Trous des ensembles quasi-..onnexes et quasi -connexe s réguliers.

Soit E un sous-ensemble de k'. On appelle cercle projectif de k' toute image

d'un cercle de k' par une homographie non-singulière. On voit immédiatement que les

cercles projectifs de k' sont ses cercles et leurs compléments. On appelle trou de

E tout cercle projectif maximal de k' contenu dans son complément k* .. E. Les

trous de E forment un ensemble ^ ( E Î - d e cercles disjoints, dont certains, dits

trous ponctuels, sont des éléments de k'.

Un trou T est dit isolé s'il existe un surcercle projectif propre 0 o T

disjoint avec tout autre trou de E, c'est-à-dire tel que C .. E = T (bien entendu

C 0 E peut être réduit à une seule circonférence). On appelle ensemble dérivé de

'Ç (E) l'ensemble ^G'(E) de tous les trous non isolés de E. Posons

E' = k' .. (U'ry/ v 1 1 1 ) * ^'(E) est l'ensemble des trous ^ (E ' ) de E', et on pose

T>"(E) = ^ ' ( E ' ) . Par ce procédé, on peut définir, pour tout ordinal (x , le

o^-ième dérivé : 'C (E) de ^(E). Si o( est de première espèce, on pose

^^(E) = (Ç •(E))'. Et si o( est de seconde espèce, on pose

^ ' (E ) = f\ A ^ f • (E). On démontre qu'à partir d'un certain ordinal. ^ ' ( E )

devient stationnaire. Cette partie stationnaire de ^(E) sera notée P(E) et dite

le noyau parfait de l'ensemble des trous de E et ^.(E) = 'C(E) ... 'p (E) et dit

sa partie réductible. Les trous de E sont réductibles si l'on a

•C(E) = R(E) ("ou -p(E) = 0).

Supposant la valuation de k dense, appelons un cercle projectif, qui est le

complément k ... C d'un cercle C de k' , circonférencié resp. non-circonférencié

selon que C est non-circonférencié resp. circonférencié. De lors, la notion de

sous-cercle projectif non-circonférencié maximal d'un cercle projectif circonférencié

est claire.ooit e ç E. On va définir un invariant projectif du couple (E,e), qu'on va

appeler l'arbre des voisinages des trous et qu'on va noter ',-t (E) . On va faire cor-

respondre à chaque i un ensemble Oi . de cercles projectifs disjoints de k' tel que:

a)-pour tout i fixé, tout trou T C 'C 'ÇE) est contenu dans quelque ensemble

€ (5^ O .A^ u • • • • • u ̂  ;
b) si i <; j et si V . ç QL ' , il existé un V. C ^ . tel que V. <^V.

J J 1 1 j 1

c) ^Sb est un singleton. Les y. C ÙL. seront appelés les voisinages de trous

d'ordre i. Ce système est visiblement un arbre (pouvant avoir des branches qui s'en

vont à l'infini)»si on l'ordonne par ordre d'inclusion. En plus, ce système est

complètement défini, comme suit à partir de E et de e :
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a) l'unique élément V de A est le plus petit cercle projectif contenant

tous les trous de E (toutefois ; on pose dl = 0 si E = k') et tel que e f V^ .

"b) ^. étant déjà défini et non vide, soit V 6 (fi . . Cet ensemble ou "bien est

un trou» auquel cas ce trou est dit accessible de rang i, ou bien il est non-cir-

conférencié sans se réduire à un trou unique, auquel cas il est dit un voisinage de

trous singulier, ou bien, sans se réduire à un trou, il est circonférencié. Alors

il est dit nui voisinage de trous régulier, et chaque trou T <z V est contenu

dans quelque sous-cercle projectif non-circonférencié maximal de V. Soit V un tel

sous-cercle projectif de V contenant des trous. Appelons ,(V). le plus petit

cercle projectif contenant tous les trous T Ç V ' de E et soit (5L(V). „ l'ensemble

de tous ces (V). . Alors ^ ' j^\ = ^ ̂  (V) •.,... » où v parcourt tous les voisinages

le trous réguliers d'ordre i..

.On appelera une branche de l'arbre des voisinage de trous une partie totalement

ordonnée maximale de cet'arbre. Elle commence à sa "racine" V et va ou bien jusqu'à

un trou accessible ou un voisinage singulier V. d'un certain ordre i, ou bien est

une suite infinie de cercles projectifs emboîtés. L'intersection de tous les voi-

sinages appartenant à une branche sera dite son fruit. Si k n'est pas maximalement

complet, le fruit d'une branche infinie de tSf (E) peut être l'ensemble .0.
e

L ' ensemble E est quasi-connexe si, et-^seulement si tout fruit de A(E) est un

trou ou 0. Il suffit de le prouver sous l'hypothèse e«oo e E. Supposons, d'abord, E

quasi-connexe. Soit d'abord B = (V •=> V- 3 ... -=> V. ) une branche finie de C&(E) .

Alors, son fruit est V. , et si V. n'est pas un trou, il est un voisinage singulier,

c'est-à-dire, un cercle non circonférencié. Soit a C V. (\ E et soit r._, = d(V. )

(si 'î = 0, on pose r = + 00) . Or, puisque d(E) = + û0 , la distance d(a,y), ou

y ^ E, ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs r._, ^ d(E), ce qui montre que

le plus petit cercle V. de centre a contenant tous les trous c C(a,r. ) doit

.être circonférencié, contre l'hypothèse. Supposons maintenant que

B = (v =3 V, -^ ... "sV. -^ ... ) est une branche infinie de A (E) et que Son inter-o 1. i e

section V = f\. V. de ses termes n'est pas.disjointe avec E. Soit a 6 E F\ V.

Soit r. = d(V.). C'est, par hypothèse, un nombre réel, qui est aussi égal à

d(V^ .. E) = r^(V^ .. E).
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Ainsi, il existe un y. € E, tel que d ( a » y . ) = r. . Comme

d ( E ) = + 00>r ^ r > . . . > r .̂ . . . , E n'est pas ultra-ouvert en a, ce qui

contredit sa quasi-connexité.

Vice versa, supposons que tous les fruits non-vides de ( â ( E ) sont des trous
de E , et soit a C E. Alors, si l'on pose V .. = k' , il existe un i ̂  0 tel que a
n'appartienne à aucun V. £ (£ . , et soit i le plus petit indice de cette sorte.
Ainsi, si T est un trou de E, ou bien d ( a , T ) = d ( a , V ) si a ̂  V ou bien, si a€.V ,0 0 0
il existe un j » 0 ̂ j < i tel que ( a ? et T sont contenus tous les deux dans un même
voisinage V . ç, \Si. , mais qu'il n'existe aucun V . C tfi . ayant la même propriété.J J J ' 1 J ' 1

Mais cela veut dire que C ( a , r . ) 0 T = 0 tandis que C ( a , r . ) ? T, donc d ( a , T ) = r. .J J J
Comme tout y ̂  E appartient à quelque trou de E, on voit que les seules valeurs
possibles de la distance d ( a , y ) sont d ( a , V ) si a / V et r , r, , . . . , r . ^ si

a C V . Ainsi, si a ̂  o0 , E est ultra-ouvert en a» donc quasi-connexe. Ainsi, un
ensemble quasi-connexe E est le complémentaire de la réunion des fruits de A ( E ) ,
donc est complètement défini par K ( E ) .

e
Par construction de C i L ( E ) , nous voyons que si V . C ( 2 , . n'est pas le fruited'une branche finie de < S . ( E ) , d ( V . ) est réel et si V . , V ! sont deux éléments

de Œ • . appartenant à ce V. , on a d ( V . , V!^ ) = d ( V . ) . Vice versa, si k est

maximalement complet et si (2 est un arbre de cercles tel que :

1 ° ) Si V n'est pas l'extrémité d'une branche finie de (S, , r ( V ) est réel et ̂ 0

2 ° ) En appelant les successeurs immédiats d'un V C iê. ses fils, tout V , qui
n'est pas une extrémité de branche finie a au moins deux fils

3 ° ) Si W,W sont deux fils distincts d'un V C lît , d ( W , W ) = d ( V ) , (î, est
l'arbre des voisinages de trous Q, ( E ) d'un E $ k ' . Il suffit de prendre comme E
le complémentaire de la réunion des fruits de l£ .

En effet, premièrement, vu que k est maximalement complet, aucun des fruits de
(£ n'est vide, et tout V ç ̂  en contient au moins un. Supposons qu'on a déjà

prouvé que VÇ ̂  ( E ) . Si V est l'extrémité d'une branche finie de (£ c'est un fruiteu
(2. , donc un trou de C&( E ) et, par suite, une extrémité d'une branche finie dew
( â , ( E ) . Si V n'est pas une telle extrémité, soit r = d ( V ) (c'est un nombre réel).ûû __ '

Considérons un cercle C C V de rayon r . Alors, ou bien C ne contient aucun fils
de V dans d , ou bien il en contient un W. Dans le premier cas, il ne contient
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aucun fruit de Q, , donc aucun trou de E, et, par suite aucun fils de V dans <S.(E).

Si, par contre C -^ W, considérons un fruit T de Q^ tel que T c. W. Alors C o T, donc

contient un fils W ^ T dans Q. ( E ) , et W 0 W ^ 0. Mais si C^c- C est un sous-cercle
de C de rayon r ( W ) , il contient un fruit de (S. , donc un trou de E, si et
seulement s'il contient quelque fils W ^ de W. Donc tous les trous de E, qui sont

9- C, sont S W et W , qui est le plus petit cercle contenant ces trous, est ^W.
Mais W a au moins deux fils W ^ , W ^ ' tels que d ( W ^ , W ^ ' ) = d ( W ) .

Chacun d'eux contient un fruit de ^ , donc un trou de E, qui soit respec-

tivement T ^ , T ^ ', On a T*cW , T^' <^ W et d (T \ T*') = d ( w ) . Par suite, on a

d ( W ' ) ^ d ( W ) . donc W = W. Ainsi, les .fils de V dans C ? ( E ) coïncident avec ses fils

dans ci, , qui prouve que (ê = (ï ( E ) .

Un ensemble quasi-connexe E est, évidemment, régulier si, et seulement si
V C (S, (E ) a un nombre au plus dénombrable de fils, ou ce qui revient au même, la
famille (Ê ( E ) est au plus dénombrable.

E étant un ensemble quasi-connexe, une partie °C' = ^(E) de ^(E) est dite

génératrice si E' = k' .. ( U - . r ' » T) est tel <3uë (^eCE') = (âg(E). En vertu des
démonstrations précédentes si ;̂ ' est tel que, dans tout V C (^(E) soit contenu au

moins un T € °C ' , 'C>* est génératrice. Il en résulte que, si E est quasi-connexe

régulier» son ensemble des trous admet une partie génératrice au plus dénom-
brable (18).

( 1 8 ) L'arbre iS. ( E ) a été introduit par moi-même en 196U dans [ \ Q 1 pour les en-to
semblés quasi-connexes réguliers (plus précisément pour les ensembles d'analyticité,
ce qui, à posteriori n'est pas une restriction, car il sera prouvé que tout ensemble
quasi-connexe régulier l ' e s t ) , mais d'une manière entremêlée avec d'autres considé-
rations. D'une manière plus nette, ces arbres ont été introduits et étudiés par
M. Mot zkin [voir [l4\ .Cl5jjà partir de 1968, d'abord pour le complété des clôtures al-
gébriques des corps p-adiques, ensuite sous l'hypothèse (pas explicitement formulée)
que k est dénombrable. Il s'agissait toujours de E quasi-connexes.
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§.7 Théorèmes Mittag-Leffleriens.

Soit p C k ' . Posons U ( X ) = (X-p) ou = X selon que p ^ 00 ou p = W . Soit

<r : x ^ x * = ^ + ^— [det( ) ^ OJ une homographie non-singulière de k ' et

soit p' = (T.p. Un calcul simple montre que U (X) = a(<T,p) U , ( X ' ) + b((T,p), où

a(<r,p), b((T,p) sont C k et a((T»p) ^ 0. Si une fraction rationnelle f(x) € k [x]

a les pôles (distincts) p ^ , p ^ , . . . , p - ( oo est un pôle de f ( X ) si le degré de son

numérateur dépasse celui de son dénominateur), on a f (x) = ,c+Z .- f ( x ) , où c est

une constante € k et f (x), dit la partie élémentaire de f(X) pour p. , est un
"i 1

polynôme sans terme constant à coefficients C k par rapport à U ( X ) . Si <r est

l'homographie précédente X — — ^ X ' et si p! = <T. p. (i=1 ,2,. . . ,3) et

f l ( x t ) = f t^ 1-^ = f ( x )» on a f ' ( x ' ) = c +Z l^ fp^ t (X•) et (^^ ' (X ' ) est un

polynôme en U ( X ) = a((T,p)U ( X ' ) + b(<T,p), donc aussi en 'U . ( X * ) (bien qu'ayant
'•i p i P I

éventuellement un terme constant ^ 0) . Il en résulte que f ( X ' ) diffère de
ï^i

(f ^ ( X 1 ) juste par une constante.
PI

Soit c C k. Alors, si p ^ où . U ( X ) = [(X-c) - (p-c)] "'' . Si |x-c[<: |p-cl ,

- U , ( x ) = ̂ -^-^^ .^.(^)2 ...... (^...J e t ^ ( X )

est égal, sur le cercle C(c;d(p,c) ) à la somme de la série de Taylor

"p^c" L + iFc' + ^p^^ + • • • + (^£)1 ^ ' • • • J» ^nt le terme maximal y est le

terme constant (c-p)"1 . Si | x-c| >J p-c| , on a

V^ = ̂  ^ + ̂ + Ç^2 + • • • + ^)1 + - - - ] , .doncUp(X) est. sur ]a couronne

' ^ ( G î i p I » + o o ) » égal à la série de Laurent principale

y_ + " _ \ p +. . .+ —-—— , dont le terme maximal y est —— .'D'autre part, pour
A C v À C y - / —_ \^ •A.~C
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| X | < |p| , U (X) = (X-p)-1 = -p-1 ( 1 - 2 [ ) - 1 = -p^d^ (X)2^^)i ̂ .
- P P P p -I

est représentable par une série de Taylor en X = U ̂  (X) .

Soit f un élément analytique de k de support E, f. une suite approximante de f,

C un trou isolé de E et c C C (si w € C, on pose c = oo ). Il existe un surcercle

projectif propre D de C tel que la couronne circulaire Q = D ..C soit 9 E. Soient

P^jO^ J •< S^) les pôles de f^ , et soit c^ + Z_ . f. . (X) la représentation de f.

comme somme d'une constante c. et de ses parties élémentaires f. . (X) pour ses pôles
- 1 »J

respectifs p, . . Comme il n'y a aucun pôle de f. dans Q, on a p. £ C ou-L »J i j

p. € -ID = k'..D. Posons ( f . ) =7 f. .(x) et ( f . )
J p ^j £ C 1^ ^ reg

= c! + p. .^ c ^i,j^" ^PP0301^ c ^ 60 ' si Pi j € C, U (X) se repré-
1 »J ' i ,j

sente, sur C (c ; |p. .- c | , + 00 ) par une série de Laurent principale en X-c, et
— » j

il en est de même, pour le polynôme f. . (X ) en U (X) sans terme-constant, et
1 »J

cette série converge en x 6 k' si )x-c ( > | p. • -c | , et, en particulier, pour les
1 »J _

x )£ C (et, à fortiori, si x C Q). Il en est de même pour ( f . ) =2. p f- W*1 P1' P-' ; 6 C i »]
1 Ï J

De même, si p^ _ f C, donc p. . € 1 D, U (X) et f. . (X) se représentent par
1 »J . .,

des séries de Taylor en X-c» qui convergent pour les x C k tels que

Ix-c\ < (p. ,-c| et, en particulier, pour les x C D et, à fortiori, pour les x £ Q,
-L ï J

et il en est de même pour ( f . ) = c. +Z j. p t. . (X) . Donc f. se représentei reg i p. . K L i ,j i
-L »J

sur Q par une série de Laurent H c. (X-c)11 , dont ( f . ) est la partie princi-n i, n i pr

pale et (^-^g-,. e^ la partie régulière et, par construcion, ces parties de f ne

dépendent pas du choix de c C C. En vertu,des inégalités de Cauchy, pour tout

r C F (k) tel que S(c,r) ^ Q, on a, pour tout n, |c. [ r11 ^ M^^r) et, en parti-

culier, M^ (r) = M^Jr) et M^ (r) = M^^ (r) sont ^ M^^r). Comme
-'-ï^1 N-Li /pr - ' - ï^-eg v i i /reg 1 -

î " ^Pr = ^pr - ^pr et î - f j )reg= ^reg- (^reg . ̂  ̂  ^ l'un
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pose M;^(r) « ̂  (r). M;^(r) = M^ (r). ,ue, si

i j p r J g

i ̂  i( & ) , M^^^(r) et M^^(r) sont ^ 6 quand S(c.r) ^.Q. Donc, les

suites ( f _ ) et (f-Lgg. convergent uniformément sur Q vers les séries de Laurent

principale ̂  = ̂ , „ ̂  «, a^ ^(x)" et régulière f^g = 5__^ ^ ̂  a^ U^X)"

en X-c (où a = lim. c. _ ), et ces séries.ne dépendent pas du choix de la suite" i i , n

approximante f. de f, ni leurs sommes de celui de c C C, car ce sont les parties

principaleset régulières d'une série de Laurent en X-c représentant f sur Q, et

cette représentation est unique, car, en vertu des inégalités de Cauchy, tous les

termes d'une série de Laurent nulle sont nuls. La série f s'app&lle la contri-

bution du trou isolé, C à f, et sera noté f,, ou f,(X). Un théorème analogue pour ,
~ —'

c = 00 se déduit du présent par une homographie convenable.

Si f (X) est bornée sur E et si m(f) = Sup^ ^ ) f (x ) ( , f y est. également.

bornée et on a m(f ) ^ m(f). En effet, si c ^ où et si ^ est le rayon intérieur

de Q. M^° (r) est définie pour r ̂ ^ et est, sur cet intervalle, une fonction dé-
L»

croissante de r. Ainsi fp est bornée sur E si elle l'est sur Q et

Sup „ g | fç(x) | = Sup Q ( f ç ( x ) ( . La fonction f est bornée sur Q C E et

Sup Q [ t(x)| 4 m ( f ) . D'autre part» puisque, pour tout n et pour tout

x C Q . J a ^ U ^ x ) 1 1 f^Supyç Q |f(y)|. on a Sup^ ̂  liç(x)^ Sup^ ^ ^ | f(x) | et

m(fç) .̂ m(f). Si c = &3 , il faut remplacer, dans le raisonnement précédent, le

rayon intérieur _? de Q par son rayon extérieur jf .

Remarque : Soit m^fç) = Sup ^ ç I ^Cx) ) ..Alors ^(fo) = ̂ p) (évident).

Soient C un cercle projectif quelconque de k' et f une fraction rationnelle

C k [Xi . Les p. désignant les pôles distincts de f, on va poser f,, = S— f^ (X).J J G p _ € 0 P. .
-y? J J

Visiblement» si G est un ensemble de cercles disjoints tels que tout pôle de f

appartienne à un de ces cercles, on a f = e + Jl fp» la somme précédente ayant un
cer
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sens car il n 'y a qu'un nombre fini des CC^ tels que f p i- 0. Soient f une fonc-

tion rationnelle, E un quasi-connexe, C un trou de E. Alors C ou "bien est un cercle,

ou bien le complémentaire d'un cercle C^ = C ( a , ^ ) et sauf si ^ = 0 on peut sup-

poser que a n'est pas un pôle de f. Si l 'on suppose que f est bornée sur E, à n'est

pas un pôle même si ^ = 0. Alors, on a le

Lemme : Q^ f est bornée sur E, on a m ( f ) - > M" ( F ( P } ) , o^ r ( /? ) est la valeur

réelle de p .

Démonstration. Soit r un nombre réel tel que r > ^ , resp. r <' ^, selon que C = C ^

ou C = k ' .. C . Alors il existe un r ' tel que r ^ r^^ , resp. r ^ r '< /',tel

que S (a , r ' ) 0 E i- 0. Soit u G S ( a , r ' ) H E. Il existe un v C E tel que d (u ,v ) >/ r ' .

En effet, -dans le cas contraire, on aurait eu E c; C(u , r ' ) et k ' .. C ( u , r ' ) aurait

été un surcercle projectif propre de C, et C n'aurait pas été un trou de E. Mais

alors, il. existe un r", r" < r ' , aussi proche que l 'on veut de r' et tel que

S(u,r") £: E, ce qui implique m ( f ) .̂ M — (r") et, en faisant tendre r" vers r ' ,

m ( f ) ^ M ^ ^ r ' ) . Comme d (a ,u ) = r ' , on a M^^r ' - ) = M^^r ' ) . Comme on peut prendre

r' aussi proche que l'on veut de r { P ) , on a, par passage à la limite r' — ^ r ( ^ ' ) ,

m ( f ) ^ M^r^)).

Lemme. Sj^ C est un trou de E ou un'^rou ouvert" de E, c'est-à-dire le sous-cercle

pro.jectif non-circonférencié maximal d'un trou C de E, on a

m ( f ç ) ^ m ( f ) .

Démonstration. Supposons, d'abord, que C est un trou. Alors, on a m ( f p ) ^ M,, (r (/?)).
c

Mais f n 'a pas de pôles en dehors de C, ce qui implique, pour tout x ^ C,

| f ,(x) | ^ M ( a ) ( d ( x . a ) ) ^ M^r^). donc m(f j = M^ ( r^ ) ) . D'autre part, il
L 'C • 'C C

existe un r aussi proche que l'on veut de r( p } (ou = r( p ) ) tel que S(a,r) <=- E

et que C & C(a , r ) ou C £; k' .. C ( a , r ) . Alors, f ^ ( X ) est ou bien la partie prin-

cipale, ou bien la partie régulière sans terme constant de la série de Laurent en

X-a^ qui représente f ( X ) sur S(a , r ) , d'où résulte M ^ ^ r ) ^ - M^ ( r ) et, par pas-
C

sage à la limite r ——> r( û 5 . m(fçj = M^rt p)) < M^tr^)) ^m(f) .
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Supposons que C est le sous-cercle projectif non circonfê-

rencié ftaximal d»un trou circonfêrencié .̂ Supposons d'abord Ç = C(a,î), ou a £ C.

Il existe une couronne Q = C(a,r ,r ) S=r C ne contenant aucun pôle de f, et f est

la partie principale du développement de f en série de Laurent en X-a, qui converge

dans Q. On a donc M a (r) ^ M^^r ) si r < r < r̂ , d'où, par passage à la limite
IQ î

r——Yr'. m ( f ) = A^ÇÏ) ^M(a)(?^ ^^
- C

Soit C un sous-cercle projectif d'un trou de E et soit (f ) une suite appro-

ximante d'un élément analytique f de support E. Alors, si la suite (f ) converge

uniformément sur k' ... G, sa limite est une série de Laurent principale f en

U (X) = X-c, où c € C, [si 00 C C, on pose c = ûO et U.(x) = x i , qui convergec . — vj "1

en dehors de C et qui sera dite la contribution de C à f.

Soient "C et ï la partie réductible et la partie parfaite de l'ensemble

des trous de E. Alors, j'ai prouvé le premier théorème Mittag-Lefflerien. Si

C C (^ , f existe, ne dépend pas du choix de (f ) et si f est bornée sur E, f^r ^ . n 0

l'est aussi, et on a m(fp) ^- m(f) . La série f = ^^ y. f [même considérée
- C k Cy C L-

comme la somme de tous les termes de toutes- les f , C C ̂  ] converge uniformément

sur E (et , même sur E U [ U C ] ) . Si f est bornée sur R , f 1 3 ' et f — = f - f^
c 6' ff/ y i \

le sont aussi, et on a ii^f'1 ' ') ^ m ( f ) et i r ^ f ' 1 ' ) ^ m ( f ) . Si Û Q. ^ ,

f , = -EL f est un élément analytique sur E (J C U c], et f - f , se
Z c €^' , C^S. . o ^

prolonge'en un élément analytique sur

E \J i U C] .
^e-V

II résulte de ce théorème que le prolongement analytique de f se réduit à

celui de f^ et des f^ , C € ^ r } .

D'autre part, soit C ^ un cercle circonfêrencié d'un certain rayon r* > 0

et T(C k ) l'ensemble des cercles C c. C de rayon r^ . Alors, on a le deuxième

théorème Mittag-Lefflerien. Si f est un élément analytique régulier, dont le support

contient k .. C et n'est pas disjoint avec C , fp est défini et ne dépend pas

du choix de la suite approximente de f. On a m(f^) $• m(f) , il n'y a qu'un ensemble

au plus- denombrable T' des C 6 T (C^ ) tels que fp ^ 0 et ^> fp = 2_ fp
CÊT(C^) ° C6T ' -
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converge uniformément sur E U [ LJ C" 1 , sa somme étant =f sur E
C ' 6 T ( C )...T" -

Mais ces deux théorèmes se trouvent être des cas particuliers du théorème
suivant démontré par Robba.

2^- 2^ est un élément analytique de sm^or^ ( 1 9 ) E, f est définie pour tout

trou ouvert C ^e. E, ne dépend pas du choix de la suite approximente (f ) de^ f et si

f est borng sur E, m(f^) ^ m(f). L'ensemble des trous ouverts c ^e E tels

âH£ ^ ^ ° est au plus dénombrable si f ^=Z . f . ̂  (< parcourt tous les trous
C C

ouverts de E, converge uniformément sur E ̂  f - f^ est une constante.

Démonstration. Soit C un trou ouvert, dont soit f le rayon (donc f = 0 ou / = r~

où r > 0). Si (f^) est une suite approximante de f et si n :>n(£) , on a

^^n ~ ^n+1^ ^ "̂ n " ^+1^ £ t donc ( ̂ ^ - ^+1(x)l^ partout sur E- or» si

oo Ç; C, il existe» pour tout r1 réel tel que f < r1 .$: d(E) un r" réel tel que

S < r" ^ r' tel que, si c C C, S(c,r") ^ E (démonstration facile). Donc, si

n ^n (6 ) , on a MJ^ ^ ) ( r " )^ m((f^ - t^^^S <£.. Mais (f^ - f^^)^ étant une

série de Laurent principale en X-c. M,̂  Jr) est une fonction décroissante de
v n n+1'

r >J" , ce qui montre que cette fonction est .$. ^ pour tout r >^ quand n ^ n(£.).

Par suite, la suite (f^)ç converge uniformément en dehorjs de C, et sa limite f est
C

en vertu du théorème de Weierstrass, une série de Laurent principale en X-c (si

0^ C C, auquel cas il faut prendre c = û0 , un raisonnement convenablement

modifié montre que fç = lim (f^ existe et est une série de Taylor en X sans terme
n

constant). On a fç ^ 0 seulement si quelque (f )ç ^ 0 , autrement dit s'il existe un

pôle p de quelque f^ tel que p C C, et on a et ne peut avoir m(f ) > Ê, que s'il

existe un tel pôle de f y ^ . . Ainsi, l'ensemble des trous ouverts C de E tels que

f^ ^ 0 est au plus dénombrable, et celui des C tels que m(f ) > & ^ 0 est fini.

Donc f = 2. fç ,où la somme est étendue à tous les trous ouverts de E, est définie

et converge uniformément sur E. En plus, on a f^ = lim f ^ ï O Ù f ' ^ s J ' Ç f ) etn n p n C
{n ~ ̂  est une constan^ a^Ç k, où \ a^ - ^+.,l^m(f^ - f^), donc est $ £ si

( 1 9 ) Ce théorème est, d'ailleurs, démontré par Robba pas seulement pour les supports

E quasi-connexes,mai s pour n'importe quel E analytique (voir fl7Î, p .122)



Prolongement analytique 1o9

si n^ n ( é ) . On a donc f - f = lim(f - f ) = lim a = a C k. Si ( f ' ) , e s t unen n n n n n
autre suite approximente de f, ( f - f * ) en est une de 0, donc» pour n ^ n ( ^ ) ,
on a m ( ( f ^ ) c - (f^ç)^ et fç; = lim ( f ' ) ç = lim ( f ) ç . = fç .

Le théorème de Robba donne la description complète des éléments analytiques,
ce qui n'est pas tout-à-fait le cas pour mes deux théorèmes Mittag-Leffleriens.
En effet, si E est un ensemble quasi-connexe, et si» dans l'ensemble de ses trous
ouverts on choisit arbitrairement un sous-ensemble fini ou dénombrable T' et à
chaque C € T' on fait correspondre une série de Laurent dans k principale f/, d'unL
centre c C C (où, si oo C C, il y a lieu de prendre c = oo et de remplacer X-c
par X ) avec la condition que, m? désignant le suprémum de fp(x) en dehors de C ,

+ r—que m? tende vers 0 quand T' est infini, f = a +̂  fp , ou a est une constante
arbitraire G k, est un élément analytique sur E tel que la contribution d'un trou
ouvert C de E à cet élément soit fp ou 0 selon que C C T' ou C ̂  T" . Et, en vertu
du théorème de Robba, tout élément analytique' de support E a cette forme.

Par contre, en ce qui concerne les singularités et la description globale
des fonctions analytiques, le théorème de Robba ne semble apporter guère plus, sauf
dans des cas particuliers, que les deux théorèmes Mittag-Leffleriens. Il est, bien
entendu, exclu qu'une fonction analytique puisse toujours se représenter (dans tout
son domaine d'existence) comme une somme uniformément convergente d'une constante
et'd'un ensemble au plus dénombrable de séries de Laurent principales de divers
centres (car elle serait alors un élément analytique), ou même par une telle somme
simplement convergente, comme le montre, dans.le cas aussi simple que celui des fonc-
tions méromorphes dans un cercle non-circonférencié (pouvant être le corps
k = C ( 0 , + W ) lui-même), le théorème suivant de Michel Lazard :

C étant un cercle non-circonférencié d'un corps value k, qui est algébri-
quement clos et maximalement complet, soit p . , p » * . . » p. » • • • une suite dénombrable
quelconque de points distincts de C telle que la distance de ces points tende vers
le diamètre d ( C ) de C. Soit, pour tout i , f. un polynôme en ( X - p . ) sans terme
constant, les polynômes f. pouvant être choisis tout-à-fait indépendemment. Alors,
il existe une fonction f ( à valeurs dans k) méromorphe sur C , dont les p. sont les
seuls pôles, et qui est telle que f. soit la partie principale du développement de
Laurent de f autour de p . ( i = 1 , 2 , . . . ) .

(20) Voir M. Lazard [l3]
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Pour qu'une telle fonction, définie sur C . . \p. ; i € INJ puisse se repré-
senter comme séries de Laurent de différents centres, il faut que cette somme soit
de la forme f + 2— f. , où f est une série de Taylor en X , qui converge dansie ̂
C .(en supposant, ce qui n'est pas restrictif, que 0 C C ) . Mais les f. étant des

A --1 1
polynômes en ( X - p . ) sans termes constants tout-à-fait arbitraires.. on peut les
choisir de manière que /^f. diverge partout sur E ! Ce théorème montre combien
est grande la différence entre les éléments et les fonctions analytiques.

Le théorème de Robba permet de prouver simplement le théorème déjà mentionné
^ qui a été énoncé par moi-même dans L 10 J , p . 126 ; mais ma démonstration (non
publiée)" était compliquéeJ que la superposition de deux éléments analytiques, qui
se prolongent ( e t , plus généralement, d'une famille finie cohérente d'éléments
analytiques, dont les supports forment une famille enchaînée) est un élément ana-

Démonstration. Soient f ' , f " les .deux éléments analytiques en question, ,E ' ,E" leurs

supports, E = E' 0 E" , E = E' (J E", f la superposition des f ' , f " ( f ) , f") desn n
suites approximantes des f , f " respectivement. Soient Ç' » ÇJ' les ensembles des

trous C ' de E ' qui sont contenus (au sens large) dans quelque trou C" de E'^ resp.
contiennent (au sens large) quelque trou C" de E" ou Sont disjoints avec tout trou
de E" (autrement dit, sont C; E"). Soient ^" , & " des ensembles analogues de trous
de E". Alors f, (E ' ) = t^ U S g .
'C(E") = t3" U ^n , ^Ot:' = ^" f\Ï^ est l'ensemble des trous communs des

E ' , E", ^/(È) = Î ' U ^ " . ^ (E) = 2 ^ ' U Z " . Comme f = f" sur É, c'est, sur cet

ensemble, un élément analytique f dont ( f ) e t - ( f " ) sont toutes les deux des suites

approximantes. Ainsi, si ç est un trou de E, ( f ) - et(f")- tendent vers une même

limite ? .
L»

En particulier, si C?€ ^j H ̂  = ̂  " ̂  ̂  . on a ?„ = f - f^ . Si C6 F' et

C Çr E" , on a, pour tout n, (f")-.= 0, donc f = 0. Et si c ^ ̂ \ et C ^ Ett » on s-»

^c = ^c-e^' . c"cS ^c-9 donc ^^c^' . c -c (J ^'c" • •

En échangeant les rôles de f^f", on a des égalités analogues pour les C ^^" .

On a, sur E' , f = 7~ fÂ. + ^~~ f^, . Or, si C'eC- ' ... <^ '
C t^ ; c C.et^ . . . & ; c 2 1
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est Ç E", on a f',=0. Si un tel C ' est ^ E", f, = 'f', est égal à
C ' " C C

^ f^n » où C" parcourt les trous de E" contenus dans C ' , et quand C' parcourt

C ' • • ^ \ î les C" , qui y sont contenus, parcourent visiblement ^" ... c^'' .

Ainsi, on a f = ^~ f, + ^- f",, = V f, +
c'e^; L c"e ̂  .. ^ c c '& t^ • • c '̂ c

+ Z,_ f",, . Il en est de même pour f" sur E". Ainsi f est égal aussi à ces
C"C^' °

sommes aussi bien sur E' que sur E". D'autre part, ^ f, converge uniforément
c 'c •& ; c

partout en dehors de L-J C' , donc, en particulier sur E, et il en est de même
Ct^

pour des raison analogues, pour / f"»» . Par suite, f est un élément analytique
C" '̂; c

sur E.

Soit (f ) une suite de fractions rationnelles, qui converge uniformément sur

un ensemble quasi-connexe E, et soit n(£^ ) une fonction à valeurs entières ^0

définie sur Co^ï+oO'j telle que n ̂  n( 6) implique |f (x) - f (x)|^pour tout
(R° n n •

x € E. Considérons la famille de tous les ensembles quasi-connexes E' de k' non

disjoints avec E et tels que» pour la suite (f ) considérée» toutes les f soient

définies et les mêmes inégalités aient lieu pour tout x C E'. On a vu qu'il existe,

pour toute suite (f ) et toute fonction n(ô ) de cette forme» des E' 3-E réguliers

appartenant à la famille. La famille considérée est enchaînée et sa réunion, qui

est aussi la réunion de ces ensembles réguliers, est encore un ensemble (donc le

plus grand ensemble) de la famille, qui sera dit la (( f ),n( &))-fermeture de E.

Cet ensemble est, évidemment» quasi-connexe régulier. On dit-que E est

( ( f ),n(6 ))-fermé s'il est égal à sa ( ( f ),n(£. ))-fermeture, et on dit qu'il est
n '.—— n

extrémal s'il est ( ( f ) ,n( ^ ) )-fermé pour quelque couple ( ( f ) ,n (6) ) , qui en-sera

dit un couple extrêmalisant (Remarque : un même couple peut être extrêmalisant pour

plusieurs ensembles quasi-connexes extrêmaux, forcément disjoints). La

( ( f )^n( L )) -fermeture d'un quasi-connexe E est ( ( f ) »n( <£.))-fermée (démonstration

facile).

Un ensemble quasi-connexe extrémal est régulier, mais pas tout quasi-connexe

régulier E est extrémal. Pour qu'il le soit, il faut et il suffit que :

1 - E n'ait qu'un nombre fini de trous ponctuels ;

2 - si le cardinal du corps résiduel 'k de k est plus grand que la puissance du
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dénombrable, tout trou non-ponctuel de E est non-circonférencié. Je vais donner
ailleurs la démonstration de ce théorème.

Il résulte de ce théorème que si ÏE est plus que dénombrable et le quasi-
connexe E est extrêmal, les trous ouverts de E en sont des trous tout court. Ainsi,
la notion de trou ouvert apparaît comme un artifice, d'ailleurs, ingénieux, pour
"décoller" les "véritables" trous collés ensemble en trous plus grands, soit parce
que le quasi-connexe n'est pas assez grand (n'est pas extrêmal), soit parce que le
corps résiduel k du corps k, où cet ensemble est considéré, est trop étroit. Mais
cet artifice est inefficace quand on passe des éléments analytiques aux fonctions
analytiques. L'ensemble d'analyticité d'une fonction analytique peut parfaitement
avoir des trous circonférenciês non ponctuels (et même une infinité de trous
ou de trous ponctuels), comme le montre l'exemple aussi simple qu'une série de
Taylor, qui converge dans C ( 0 , 1 ) et est telle que M - ( r ) ——> + oO quand r ——t 1

X X^(telle que par exemple, Log( 1+X) = - - - + . . . . si k est hétérolypique). Si l'on
veut séparer vraiment les singularités de telles fonctions on doit distinguer les
trous vraiment circonférenciês de ceux» qui ne le sont qu'en apparence et sont cons-
titués par une réunion de "vrais" trous non-circonférenciés que seule l'étroitesse
de k agglomère en un cercle plus grand.

§.8 Théorème de singularité au bord. Analyse des singularités des
fonctions analytiques.

Nous allons supposer que k est algébriquement clos et maximalement complet.
Soit f une série de Taylor» dont soit C = 0(0»^) le cercle de convergence» supposé
non vide et non ponctuel (^? > 0 ) . Alors, on a le

(21 )Théorème de singularité au bord . Ou bi-en f n'est pas prolongeable en dehors
de C» ou bien C est non-circonférencié et il existe, Bur sa circonférence S i O ^ r Ç p } ) ^
un point - où_ f n'est pas prolongeable.

Démonstration. Supposons d'abord C circonférencié» donc _? réel* Alors f converge
uniformément sur C» donc est un élément analytique* Supposons qu'il existe un élé-
ment analytique f, qui prolonge f en dehors de C et soit E* son support. Comme
C 0 E' ^ 0, il existe un a € C H E* > et comme E' eL C, il existe un b C E* . . . C . .
On a d(a».b) > ̂P • II n'existe donc» pour E ' , qu'un nombre fini de valeurs excep-
tionnelles . d ( a , b ) . Soit ? la plus petite de ces valeurs exceptionnelles» qui est

( 2 1 ) Une esquisse de démonstration sommaire-a été donnée dans . Krasner M
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> f ou, si de .telles valeurs exceptionnelles n'existent pas» r = d ( a , b ) . On a
C UE' ; S C ( 0 . , P ) U Cîa.j^r") = C ( a . j > ) . U C(a.^.r~) » C(a.r~) » C ( O . r ' ) .
La superposition des f et f est un élément analytique sur C U E ' , donc, à fortiori,
sur C ( 0 , r ~ ) . Par suite [ler théorème Mittaç-Lefflerien appliqué au trou isolé
k' . . C (0,r ) ] , il s'y représente par une série de Taylor en X, qui, en vertu
du théorème d'unicité pour les séries de Taylor, coïncide avec f, et f converge en
dehors de C, ce qui est absurde. Il est à remarquer que cette partie du théorème,
qui dit qu'une série de Taylor, dont le cercle de convergence est circonférenciê,
n'est pas prolongeable en dehors de ce cercle, ne suppose pas que k soit maxima-
lement complet, mais seulement qu'il est complet.

Supposons que C né soit pas circonférenciê» donc f = r~, où r Ç ft » et soit
S : S ( 0 , r ) sa circonférence. Effectuons le changement de variable X' » X" 1 . Alors
f( X ) devient une série de Laurent f ' ( X ' ) en X ' , qui converge en dehors du cercle
C' = C ( 0 , r ' ) , r' ss.r . L'image de S est la circonférence S' = S ( 0 , r ' ) . Si
a € C ' , f se représente par une série de Laurent principale f (X ' - a ) en X'-a ,
qui converge certainement en dehors de C' = C ( 0 , r ' ) = C ( a , r ' ) , mais peut-être en

(22)dehors d'un cercle plus petit C' de centre a / . Il est clair que si b G C ' , ona a •
a C^C. C^ . Il n'est pas possible que pour a,b C C' on ait C' H C- » 0. .En effet,
il existe, dans ce cas, des cercles non-circonférenciés C" , C" tels que C" 3 C' ,a - b a " a
^ ̂ ̂  et c^ n c^ = ̂  : si» P̂  exemple, C^ est circonférenciê, on a
d(C^ , C^) > d(C^) et si r" 6 r ( k ) est tel que d ( C ' ) < r " < d ( C ' , C ' ) ,

C^ = C ( a , r " ) ̂  C^ et C^ 0 Ĉ  ̂  0. Si Ĉ  est circonférenciê. on montre, par le
même raisonnement appliqué aux cercles C' , C" , qu'il existe un cercle non circon-D a / \
férencié Ĉ  3 Ĉ  tel que C^ Fl C^ = 0 . Ceci posé, f'^7 est un élément analytique

en dehors de C" et f l'est en dehors de C" Ces éléments analytiques coïncident en
dehors de C'^ C^ U Ĉ  , donc se prolongent, et leur superposition (qui coïncide avec
f en dehors de C ' ) est un élément analytique sur ( k ' . . C " ) U ( k ' . . C " ) =
= k ' . . ( C ^ A C^) = k ' , donc, f converge partout sur k' et C ' = 0 ce qui est
absurde. Ainsi, les C' forment une famille de cercles emboîtés et, puisque k est
maximalement complet, D = f ' , C ' n'est pas vide. Soit a é- D . Quel que soito a, ç î  a o o
a ^ C ' , on a a 6 C ' , don'c C ' £ C' et f'^o7 converge en dehors de touto a â  a

(22) Cette possibilité a été déjà remarquée r»ar W. Schôbe. Voir la fin de son
travail [l?^
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C. , donc en dehors de D. = 0 C' . On a donc C' £- D' , et, puisque on a tri-
a C c ' a "o °

vialement C' ^ D' , on a C" = D ' . L e cercle D' sera dit le cercle minimal dea o a o o —^—————^—.o o
non-convergence de f» et soit r' son diamètre. Si D' est un surcercle non-circon-

0 (a )férencié quelconque de D^ . f^ = f" 0/ est un élément analytique sur k' .. D'

(et, en particulier, sur k' .. D' si D' est non-circonférencié), mais il peut ne

pas l'être sur k * . . . D* auquel cas r' est réel. S'il en est ainsi, il n'est pas

prolongeable dans D' (c'est-à-dire à aucune partie de D ' ) . En effet, supposons

qu'un élément analytique f" de support E" effectue un tel prolongement, et soient

a e E" 0 D' , b C E" ... D' . Alors d(a,b) *> r'. 6oit 7 la plus petite valeur excep-

tionnelle de E" telle que r'<r$d(a,b)^quand il existe de telles valeurs dans l'in-

tervalle Jr'»d(a,b)J,our = d(a,b), quand de telles valeurs exceptionnels n^existent

pas. On a C(a ;r' ,r ) = C(a;r' ,r ^E*» et f" est un élément analytique sur cette

couronne et y coïncide avec f '« î oit r" un nombre réel tel que r'^r"-^. Alors, la

restriction f'^de f à k ' . .C(a ,r"^) est un élément analytique, qui prolonge f".

Ainsi, la superposition' de f^et de f" est un élément analytique sur[k'..C(a »r"'")jU

UE"^[k'..C(a^r"-)JUc(a^r^,r~) = [k*. .C(a^,r"~)]U (c(a^).. •C(a^r^)] =

(k 'UC(a ,r")] .. [C(a^,r"~) / ^C(a^ . r ' ) ) = k ' . .C(a^,r ' ) = k'..D' , contre l'hypothèse

car cette superposition est f .

Ainsi, si D' est non-circonférencié ou si f n'est pas un élément analytique

en dehors de k' .. D' , f n'est pas prolongeable dans D' . Supposons que f n'est

pas prolongeable dans D' donc f n'est pas prolongeable dans l'image D de D' par

la transformation X = X' .S i alors D' = C ' » cela signifie que f n'est pas prolon-

geable en dehors de C. Si D' = C(a ' , r ' ) ^ C ' , donc r' < r * , f est certainement

convergente en dehors dû plus petit cercle de centre 0 contenant D' , ce qui montre

que ce cercle est C' = C(0, r ' ) . Il en résulte que 0 '̂ D' et que le cercle précédent

est 'C(0,d(0,a ' ) ) = C(0, a' ) , donc a' = r' , donc a' C S' = S(0,r') et D' ^ S',

ce qui implique que D & S et il y a des points de S ou f n'est pas prolongeable.

Supposons maintenant que f est prolongeable dans D' , ce qui implique que

D' est circonférencié et que f est un élément analytique sur k' .. D' . En vertu

du théorème de Robba (et aussi, en vertu de mon deuxième théorème Mittag-Lefflerien,

on peut toujours se placer dans un corps k dont le corps résiduel k est

plus que dénombrable et supposer que le prolongement de f dans D' est effectué par

"un élément analytique régulier), on a f = Z^f) „ , où C" parcourt l'ensemble

T(D ' ) des sous-cercles C" de D' de rayon r'" . Il y a au moins deux cercleso o o
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C" C T(D' ) tels que (f) „ ^ 0, car s'il n'y en avait qu'un seul, soit C", on aurait

eu f = (f)-;?,. . donc, si c" C C", f ' ^ 0 ; = f ' ^ 0 ; = (f)- , , en dehors de C\ ce quio o ^ o o c
impliquerait C',,Sr C"C D' , ce qui est absurde. Il existe donc un C" C T(D' ) tel

c o ' o

que (f)-,. / 0 et tel que S" ^ C(0,r '~). Si D' = C ' , ceci implique C" ̂  S' et si •
0 Ç 0 0

D' ^ C ' , donc D'£ S'. on a encore ?" C. S'.f'*'= 21 (f 'Ln converge
0 0 " ° C"6T(D') ..i?'} 0 c

- o ( )
uniformément sur C" , donc y est un élément analytique. Donc f est prolongeable

à quelque a € 5" si, et seulement si»(f')-,, = f - f'^ l'est et, pour démontrer le
o c o o

théorème, il suffit de prouver l'existence d'un a € ç", où (f)-,, n'est pas prolon-

geable.

Soit f = (f)-,, et soit c" € C". f est donc une série de Laurent en X' - c",

qui converge en dehors C". Le raisonnement précédent appliqué à f montre qu'il

existe le cercle minimal D' de sa non-convergence. Si f n'est pas prolongeable dans

D' , le théorème est prouvée Sinon, D' est circonférencié, f est un élément ana-

lytique en dehors de D' et il existe Ç" € T (D ' ) tel que (t^.i 5e 0. f - (f ')ç,,se

prolonge en un élément analytique f'^, dont le support contient c". Ainsi, si l'on

pose f = (f'L,,. , on a, sur k' .. C ' , f = f'^ f'*+ f et f se prolonge à un
<c 1 l- 0 1 c.

a 6 C" si, et seulement si f s'y prolonge. Donc, si D' est le plus petit cercle

de non-convergence de f , le théorème est prouvé si f n'est pas prolongeable

dans D', et, dans le cas contraire, on peut appliquer le même procédé à cette série

de Laurent, qui converge en dehors de D' . Finalement,Si f se prolonge en dehors

de C, on peut construire les suites finies ou dénombrables

C' = C ^ . C^ . ̂  ,.... C^ . ...

^o ̂  ^2 --'^n • • • •

f^ , f^ , f^ ...... f^ .... (0 ^ n < M ^ + où )

•p t ̂  •pt'^ -p i ̂  -pi^l^ , î ^ , î^ ,...., 1̂  ....

telles que 1° ) C' 5 D' ; 2°) Si 0^ n < M, D' est un cercle circonférencié et

C' 6 T(D '_ ), 3°) f = f sur k .. C' ; h°) f est une série de Laurent principale,

dont D' est le cercle minimal de non-convergence; 5°) f^ est un élément analytique

sur (k' . . D '_ ) U C' et f _ - f^_ + f sur k' .. D' , -6°) Si M < + frû. et si

N = M-1, f^ ne se prolonge pas dans D' ; T°) S i M = 1 , D ' & S' , si M > 1 , D ' C S '
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(donc, si n -> Min(l,M--0, on a D' C S ' ) .

De ces conditions résulte que f* = f ^ + f t ' # +. . .+ f '^ + f sur k' .. C* et
que f* + f t + +. . .+ f^ , est un élément analytique sur C' 0 C 1 n ... r\ C' = C* ,o 1 n—1 1 2 n n
donc f se prolonge à un a 6 C* si et seulement si f s ^ y prolonge. Donc, sin . n
M < + co , f* ne se prolonge pas dans D^ C. S' ce qui prouve le théorème.

Supposons donc que M = + 00 et posons D' = F\ D* . Puisque k est maximalement
n

complet, D* ^.0. C'est un cercle circonférencié d*un certain diamètre d* . Notons
r* le diamètre du cercle (également circonférencié) D . visiblement, r' tend versn n ' n
d' quand n • '> + 0^ . Supposons que f* est prolongeable dans D et soient f" un

élément analytique effectuant ce prolongement et E" son support. Alors E"0 D ^ 0

et E" ^ D. Soient a € E" C\ D et b C E" ... D, ce qui implique d(a,b) > d* . Soit Ï
la plus petite valeur exceptionnelle de E" telle que d' < r .̂ d(a,b) s ' i l existe

de telles valeurs exceptionnelles, sinon on posera F = d(a,b). Il existe un n tel
que r < ? et on a, en plus, r '> d'. On a donc E" '3C(a;d' ,r ). Commç

f»^+ f''fr+...+ f*^, est un élément analytique sur C' = C(a,r ,) (en effet,o 1 n— 1 n n"~ 1

a C D C D c, C ' ) , f" - ( f t ' t +. . .+ f , ) en est un surn n o n—1

Cîa.d''1','?'') C\ C(a,r ~ ) = €(a,d t + ,Min(r _ -»r ) " ' ) . L'élément analytique f" en est un
de la fonction analytique définie par f, donc f" - ( f ^ + f^+ . . .+ f ^ ) en est un
de la fonction analytique définie par f - (f*^ f ' t+.. .+ f ^ ) » considérée comme

un élément analytique de support k* ... C ' . Mais cette dernière fonction est la

restriction à k' .. , C * de f , et le support k' ... D^ s k* . . . C(a,r ) de f*
n^st pas disjoint avec la couronne C(a ,d ' ,Min(r .,'r) ) contenue dans le support

de f" - (f^ f '^+. . .+ f ' ^ - ) . En vertu du théorème d'uniformité globale,o 1 n—l
f" - ( f '^+ fM ( r+. . .+ f ' ^ ) et f* se prolongent et leur superposition est un élémento 1 n—l n
analytique sur [k* ... C(a,r )] U C(a,d'",Min(r^^ ,r)~) = k' .. , C(a,d* ) = k * . . . Dl

Cet élément analytique se représente, en dehors de 1.'uni que trou D' de son support
par une série de Laurent en X^a» qui doit coïncider avec celle, qui représente f*
en dehors de D . Mais alors f1 converge en dehors de D C. D et» contrairement àn n n
l^hypothêse D n*est pas le cercle minimal de sa non-convergence. Ainsi, f ne se
prolonge pas dans D* et le théorème est démontré.
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Avant de tirer les conséquences générales du théorème de singularité au bord,

indiquons quelques cas, où une série de Taylor f n'est pas prolongeable en dehors de

son cercle de convergence C = C(0,j0 ), où on peut, évidemment, supposer ^ + 0 0 ,

car pour f = + oo , C = k'. On connaît déjà un tel cas. celui où C est circonfé-
rencié.

En voici deux autres (il n'y a pas besoin, pour ces résultats, de supposer k

maximalement complet, il suffit qu'il soit complet).

I. Si M^.(r) n'est pas bornée sur [û.fio » f n'est pas prolongeable en dehors

de C. En particulier, si J> < +<x»"'. f n'est pas un élément analytique sur C.

Si f = +<x» , -k .. C = ^ 00} , et si f est prolongeable à oo . la conti-

nuité de ce prolongement implique que f est bornée dans un voisinage de oo , ce qui

implique que M^.(r) l'est aussi. Si ^<+^~" , considérons un E6 K tel que S > 0.

Si f est un élément analytique sur C et si (f ) en est une suite approximante, il

existe un indice n tel que M^.(r)^ fc implique M^.(r) = M .̂ (r). Mais M (r) est bornée
n ^n

sur un intervalle fini (b,j>] de R , et il en est de même pour

M^.(r) ^ Max [M^ ( r ) » t ^ . On a déjà vu qu'une série de Taylor, qui n'est pas un
n

élément analytique sur son cercle de convergence, ne se prolonge pas en dehors de ce
cercle.

II. Si f a une infinité de zéros sur C, elle n'est pas prolongeable en dehors

de C. En effet, supposons le contraire. Remarquons, d'abord, qu'il y a une infinité"

de circonférences Q^ = S(0,r). r ^ f , où il y a des zéros de f. car chacune d'elles

ne peut en contenir qu'un nombre fini. Soit f un élément analytique prolongeant f

en dehors de C, et soit E' son support. Alors E'^ C et la superposition f^ des

f,f est un élément analytique sur E = C U E'. Mais alors, si E^=(xé -E ; f*(x)^ o},

•r est une fond ion analytique sur E ̂  et E *' est la réunion de la famille en-

chaînée des supports, qui sont quasi-connexes, de ses éléments analytiques conve-

nables (voir^la démonstration de l'analyticité de l'inverse d'un élément analytique,

§ 4 ), donc doit être quasi-connexe. Or, il existe un b 6 E .. C tel que f(b) i 0

(car, autrement f s'annulerait sur l'ouvert E ... C et serait identiquement nul)

et d(0,b) > f , ce qui implique que C .. , E^= (x ^C ; f(x) = 0} doit être

contenu dans un nombre fini de circonférences S » S(0,r), r ^f . Or, il y a ure

infinité de telles circonférences contenant des zéros de f.
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Si k est maximalement complet, le théorème de singularité au "bord ensemble
avec mes théorèmes Mittag-Leffleriens (ou le théorème de Robba) permet» supposant
qu'on sache construire le cercle minimal de non-convergence d'une série de Laurent
principale donnée, de donner une méthode de construction du domaine d'existence E

+09 -

de la fonction analytique F défini par une série de Laurent f ( X ) = 2 T s-'U ( X ) d'un
i=0 1 c

centre c é E (c 'es t , en particulier, une série de Taylor si c = 09 ; dans t'ous les

autres cas, f (®o ) converge, donc w 6 E ) . On peut toujours se ramener» par homo-

graphie» au cas c ^ o9 , donc supposer que a = °° é E. Puisque E est quasi-connexe,

en vertu du §.6 il est le complémentaire de la réunion des fruits de l'arbre CC (E )
des voisinages des trous de E par rapport à un a é E arbitraire. Il suffit donc,
pour construire E, de donner une méthode de construction de CL' ( E ) pour un a C Ea
arbitraire, et, en particulier, on peut supposer que 00 C E et a = W • Notons,
comme au §.6, \ff. =1^. (E ) le voisinage d'ordre i des trous de E par rapport à ô0,
et C étant C^. » notons ' W . „ l'ensemble des C ' ê f ^ . tels que C ' ^ C.

Rappelons que les \Q . sont des ensembles de cercles de k ' , dont ^) le singleton
J C î , où C est le plus petit cercle contenant k' • • E, que

4/7- i = U 1Ç et que 4^ = 0 si C/l E = 0 (dans ce cas C est dit un trou
1 Cciî^ i+1,C i+1»C

accessible d * ordre i de E, et on notera î/f^. l'ensemble de tels trous de E ) , tandis que
si C l\ E ^ 0, ce qui implique que'C est circonférencié et non ponctuel,

^•^.i r- = ^ (C ' ) ; C' £ T ( C ) , C' 4 îE , où T ( C ) est l'ensemble des sous-cercles maxi-
1+1 ,L {

maux non circonfêrenciés C' <s C et D Ç C 1 ) est le plus petit cercle contenant

C'..E. Bien entendu,̂ !/) ,. est aussi = (J ' 4/) ,., p » donc i/). =Uft. implique1+1 ce^..i^ 1 + 1 S C

pour tout j > i, ̂ . = 0. Puisque E est régulier, tout ^. est au plus dénombrable.
J ^~

Montrons que, f ( X ) étant donnée, il est possible de faire correspondre à tout
(c)C C U 'U • une série de Laurent principale f en X-c, ou c C C, ne dépendant

0 4 i < + » û 1

pas, en tant que fonction de X, du choix de c, et telle que :

(c)a) C est le plus petit cercle de non-convergence de f ;

b) Si CCifl...y. , la série 21 ..̂  r 0 7 converge uniformément vers f1 0 '
"^i+laC

sur k ... 6.
(C )

c) f est égale à f(X) - f( t0) sur le domaine de convergence de f(X).
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(c)Montrons, en même temps, qu'une application C —-^ f satisfaisant à ces conditions

est unique.

(c )
Supposons que l'existence et l'unicité de l'application C ——^f satisfaisant

aux conditions a), b), c) est prouvée pour les C ê U „ i'^)' » ce qui est

certainement le cas pour i=0. Si t.=0 montrons que C est le plus petit cercle de
o fn ^

non-convergence de f (X) et que, si c C C » le développement ( f (X ) - f(00 ) ) ' d e

f (X) - f (00 ) en série de Laurent (qui est principale) en X-c, considéré sur tout,

son domaine de convergence, (ce développement, en tant que fonction de X, ne dépend

pas du choix de c 6 C ) est la seule fonction de X définie sur k' .. C , qui satis-

fait aux conditions a) et c ) . Appelons C' le plus petit cercle de non-convergence

de f (X ) , on a k' .. C ' C E, donc C" "̂  C . Mais si c € C , on a c Ç C' et, en vertu

du théorème d'unicité, ( f ( X ) - f(oo ) ) est l'unique série de Laurent en X-c égale

à f (X) - f ( M ) là où f (X) converge. Et, en plus, elle converge/à® C ' , qui est
(C ) °

son plus petit cercle de non-convergence. Donc, s'il existe f ° convergeant

sur k .. C et satisfaisant aux conditions a), c ) , on doit avoir

(C ) / ^
f = ( f ( X ) - f (M ) ) / , et cette fonction existe si, et seulement si C' = C

Or, ou bien f(x) n'est pas prolongeable dans C' , auquel cas
on a oien C =. C'çtfî (ce qui implique!/). = 0 si i> 0)»°0u bien f (X) y est prolon-

( r1 ')
geabie, auquel cas ,C^ est circonférencié et ( f (X ) - f ( û < ? ) ) ' est un élément analytique

sur k .. C' . Alors, en vertu du théorème de Robba ou de mon second théorème Mittag-

^efflerien (en se plaçant, si ̂  est dénombrable, dans un surcorps algébriquement clos

maximalement complet K de'k tel que K ne l'est pas, et en considérant un prolon-

gement de ( f ( X ) - f ( o 0 ) r dans le plus petit'cercle ( C ' ) - - de K contenant C ' à
0 K ' ( ^ ) °

l'aide (l'un élément analytique régulier), on a ( f ( X ) - f( OQ ) ) =

Z. ç,. ^(C')^^ ~ f( ̂ ^^C' ' où llensemble des c ' e ̂ ^ tels clue

( f ( X ) - f( Où) ) , ^ 0 a au moins deux éléments et 'est au plus dénombrable, et où
C

•la série écrite converge uniformément -sur k . . . C' . Il en résulte, vu que

( ( f ( X ) - f ( ( X ) ) ) ) , est une série de Laurent principal de centre ç C ' , qui converge
C

en dehors de C ' , que f (X) - f ( 0 o ) (donc aussi f ( X ) ) se prolonge à un c ' Ç, C'£ T (C ' )
{ \ o

si, et seulement s i , ( ( f (X ) - f ( 0 < î ) ) L, le fait. En vertu du théorème de singu-
( }

larité au bord, si ( ( f ( X ) - f ^ ) - 7 ) ^ , ^ 0, il existe des c',e"€ C^, tels que

ne se prolonge pas. Il existe donc deux points c ' Ç C' , tels que d (c ' , c " ) = d (C ' )<
o • o '

tels que f(x) ne se prolonge à ces ppi.nts, autrement dit c' , c" n'appartient pas à

E. Donc d(C ) >/ d ( C ' ) , ce qui implique encore C' = C ' . •
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Supposons maintenant que C € t/]., où i ^ 0. Alors, pour tout j tel que

0 ^ j -<i, il existe un et un seul C. ê U . * . Kft . tel que C Ç C ., et, en particulier,
J J <3 J

C est l'unique élément de H/ qu'on a déjà noté ainsi. On a, si 0 ^ j < i,

f J-1 = 2. f c / , où /!/} . ,, est au plus dénombrable, et la série
^^J.c^ ^j-l

écrite converge uniformément sur k. . C . , , et on a C . C ^ / Î . r« • Mais alors
3 ~ ' j ' J »c - „ i

( C ' ),,, ^^ f converge uniformément sur C . , donc y est une fonction^
^ & Hj - ^ p i ̂ r. JJ.C^.C ̂

(c1 ' )
analytique (en effet, puisque f , C ' ^ C , est une série de Laurent qui converge

( C ' )sur k .. C" ^ C.,f est une série de Taylor sur C. , donc, en vertu du théorème
J J

de Weierstrass, la série écrite l'est aussi), donc f J""1 se prolonge à une partie

de C. si et seulement si f J le fait. On voit, "par récurrence (car f ^° est un
J

prolongement de f (X) - f(û(î ) ) que f(x) se prolonge à un c € C si, et seulement si
(c,_,)

f le fait.

Par hypothèse, puisque ^/) . ^ 5^ 0» C . . est circonférencié et non ponctuel
/ . ^i-l 1-1

^i-1^et f est un élément analytique sur k .. C. qui se prolonge dans C - _ ^ • De^

lors, en vertu du théorème de Robba (ou le 2e théorème Mittag-Lefflerien), on a,
( C . _ ) .- ( C , _ )

sur k .. C. , , f z ' = 2. (f - L. , où l'ensemble des C . ' ^ T ( C . J
1-1 C ' € T ( C ^ ) c • 1"1

(Ci-i) , ,
tels que (f )-, ^ 0 est au plus dénombrable, et où la série écrite converge

' ^i-^
uniformément sur k .. C. ,. Il en resuite immédiatement que f , et donc aussi

i~ 1 / \^i-inf (X ) , est prolongeable à un c ' ê- C* si, et seulement si (f C' l'est, d'ou

résulte (théorème de singularité au bord) que C' fL E, donc D ( C ' ) ^ 0» si et

seulement si (f^1"'1^,. ^ 0. Ainsi, M) . = ^ D ( c ' ) ; (t^1"^).. f o( .
L ^-'^n.-i "

(c )
Supposons que, pour tout C = D ( C ' ) 6 ^U) . existe une série de Laurent f ,

^i-i '

d'un centre c C C, dont C soit le plus petit cercle de non-convergence et telle que

( ) ^ i -1^C^ln. y. f converge uniformément sur k .. C . vers f . Alors,I. -^s-i z
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C« C T (C . ^f^i-^) ^ o c "(f c1"1 ) c t J converge uniformément ^rs 0
J- 1 u

surk .. C. , et 1 , . [ ,(D(C')) _ ^(ç^ ) 1^
C 1 C T^^^f^i-l^. ^0;D(C') ^ C c t j

converge, sur le même ensemble, uniformément vers f * - (f^i-I^L , , ou
o

C = D(C^).

Or, le seul trou du support k' .. C ' de cette dernière série de Laurent est C",
tandis que la somme de la série est une série de Taylor sur C". Il en résulte que

f - (f :i-1 )^ est une constante, et comme f^(00 ) = ( f ^ i - 1 ^ ) ^ ( w ) = o.
o o

cette constante est 0. Donc f ' ^ prolonge (f^.i-r) , et est = ( ( f ^ 0 1 " 1 ^ ) )^
C- C*

o o
où c C C = D(C^). Donc r0', s'il existe, est déterminé d'une manière unique.

Soit D ' ( C ' ) le cercle minimal de non-convergence de (f i - 1 ^ ) , . On voit qu'il

existe, pour tout C = D(C ' )€1^ , des séries de Laurent f^ d'un centre c6 C
^i-l

satisfaisant aux conditions a) et b) si, et seulement si, pour tout C ' C T(Ç. .)

tel que (f ^-l )^. ^ 0. on a D ' ( C ' ) = D ( C ' ) . Mais ceci se démontre en appliquant

(C • )
à la série de Laurent (f 1-1 ) ç , ( X ) , qui converge en dehors de C ' , le même rai-

sonnement que celui, appliqué dans le cas i=0, à la série f (X) - f ( ô<? ) . Ainsi, tout

est prouvé. . .

Ceci posé, on voit comment construire ^(E)^et aussi les séries f , où C

parcourt O^if)^, a. partir de f(x) ;

1° ) Si ^^ = [c^l » C^ est le plus petit cercle de non-convergence de f et

(C ) / .
f ° = ( f (x) - f(bo n^. où Q e c .

2°) Si Vf , i{] .. .. , "U). _ sont construites, ainsi que, pour tout

C C ^ U ̂  U...U^_.j , la série correspondante f^, et si C Ç i ^ . _ .

a) Si C est non-circonférencié ou si f c / n'est pas un élément analytique sur

k' .. C. on a C W),. et 1Q = 0.
•L ' i » u



182 M. KBASNER

(C )b) Si C est circonférencié et f est un élément analytique sur k ' .. C, soit

( C ) >" ( C ) ( 'C )f = ^ — ^ , / ^ , < , ( f )p , .̂  0 la décomposition de f en contributions des\^ é. -L \ '-' / -̂'

G ' € T ( C ) donnée par le théorème de Robba (ou le 2e théorème Mittag-Lefflerien).

( c )Alors, l'ensemble T ( c ) des C ' € T ( c ) tels que ( f ) , i- 0 est au plus dénombrable.

( c )Soit D ( C ' ) , où C" € T ( C ) , le plus petit cercle de non-convergence de ( f ) , .

Alors, si T ( C ) = T ( C ) (ce qui n'est possible que si k est dénombrable), et si, pouro

tout C ' 6 T ( C ) , on a D ( C ' ) = C ' , on a C 6 Ï f ? . _ et \(). „ == 0 (c 'es t précisément le

cas d'agglutination des "vrais" trous en un trou "apparent" plus grand, qui a été

mentionné dans le §6), sinon \(] . = ^ D ( C ' ) ; C 1 € T ( C ) { e t si C^= D ( C ' ) C ^ ç ,

ona.f^^f^^^.ouc^.

c ) O n a ^ - U^_^ - ̂ ^ ^^C •

Comme on a vu, les trous inaccessibles T de E coïncident avec les intersections

(\ _ C. de quelque suite C 3 C 0 ... '"? C. 3 ... de cercles emboîtés telle
0 .< i < + M 1 ° • 1

que C.€U). , tandis que les trous accessibles sont les cercles appartenant'à quelque

^. ^ V). . Soit '^ (C) , Où C £ ^ = (J ^ . + J / ] 1 » l'ensemble de? trous T de E tels

que T & C. On mettra sur l'ensemble ^ ( E ) des trous de E la topologie, ou la base

des ouverts sera la famille j ^ ( C ) •»C£t /}? . Cette famille est au plus dénombrable

et chaque ^ (c ) est à la fois ouvert et fermé : ainsi "^(E) est anti-connexe (et il

(23)
est facile de montrer qu'il est, même, un K-espace au sens de J.P. Olivier par

rapport à cette topologie, les trous accessibles étant des points isolés de cet

espace, lequel est séparé et complet. Si Z est un ouvert de ^ ( E ) , considérons

des sous-ensembles ^if) de ifl tels que les C C U) soient disjoints deux à deux et que

'£: = U i^^^' II se peut queï pour certains ^0 » 2- ç ç ̂ f converge

uniformément sur k * . C • et il est facile de montrer que la somme s de cette
0 — °

série ne dépend pas du choix d'un tel 'î^) (cela est vrai même si la convergence est

simple, on compare les sommes pour -V) , </}' de cette sorte à celle pour 1 ' ensemble H f '

des. CC't/)U ^/^/ minimaux pour l'inclusion). Si en plus cette somme, qui (théorème

(23) Les K-espaces sont des espaces uniformes» qui possèdent une "base d'entourages»
qui est une famille d'équivalences. Voir [.16J.
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de Weierstrass) est une série de Laurent, donc une fonction analytique sur k .. C ,
peut se prolonger analytiquement sur tout ensemble k .. (J ^ <> T (on voit faci-

lement qu'il suffit pour cela que, pour tout C £ ^} , s^. - f c se prolonge ana-

lytiquement a k .. U ,„ ^ .n^r c î ^ » il est naturel ^ considérer cette fonction

f r ^ comme la contribution à f de l'ensemble ^ de trous. Pourtant, la prolon-

gabilité analytique de s y- à k .. U T n'implique pas, a priori, que
C 1 ç (̂

^ prin^0^ converge partout sur k . . U ̂  - C ê k . . U ̂  „ y T (bien que je ne
^ t/ H/ ^ € U/ - 1 - ^ , 0

connais aucun exemple du comportement contraire), et, dans le cas où'elle converge.

qu'elle y converge uniformément (ce qui ne permet pas d'affirmer que la somme de
cette série coïncide avec f^ ; mais tel est bien le cas, si elle est analytique).

Voici un exemple, qui le montre :

Soit ^ ( X ) une série de Laurent régulière dont le domaine de convergence est

C ( 0 ; 1 , + 0 0 ) Qsi l 'on pose <f ( X ) = ^ a. X"1, il faut et il suffit pour cela que

J a. | —^ 0 et que, pour tout & >0, ( a . ( ( 1+ S ) —> +b o » ce qui est facile à

réaliser; il suffit, par exemple, que i )a . | —^1 j , C ( 0 , 1 ) étant non-circonfé-

rencié, ^ ( X ) n'est pas prolongeable dans ce cercle. Puisque ^ ( oo ) = 0 , on a

M (r) ——> 0 quand r — — > + w . Soit r. , r ,..., r ,...(r ^ 1)une suite décrois-

sante de nombres réels ç ( ^ (k ) , qui tend vers 0 , et soit c, , c , . . . , c » . . .1 2 n
une suite d'éléments de l'anneau de valuation i = C ( 0 , 1 ) de k tels que leurs restes

c. soient/tous distincts (comme k est au moins dénombrable, une telle suite existe).

Soit u un élément de k .tel que |u ( = r (n=1 , 2 , . . . ) . Considérons, sur C ( 0 ; 1 » + ^ )

+00 X-c^
la série ^^ ^(———). Les termes de np-f-.+.p» série sont dé-finis partout, sauf sur

n=1 \ ' .

les cercles T = C(c , |u | ) = C(c ,r ~), le seul terme-non-défini sur T étant
X-c

^(———) , et ce terme ne se prolonge pas dans T . Si x ç. k, il existe au plus un
n

indice n tel que |x - c j < 1 et si n est cet indice, on a, pour tout

n i. ̂  , ——^ ^ 1 ^ - 1 ° ̂  • donc 1 ̂ ^1^ V^ ——>0+ ^^
n n ' n

n —^+^)'~ et si, en plus» x ^ T , la série précédente est définie et converge. En

plus, s i x e k . . C » o n a j x - c t ï > 1 pour tout n, donc la convergence est uni-
X-c

forme sur k .. C ( 0 , 1 ) . Comme ^(———) est une série de Laurent principale, qui
n
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converge en dehors de C(c^ ,1 ) ^ T^ , on a, si f désigne la série de Laurent

(forcément principale), qui représente l'élément analytique ̂  (?{——"•) sur

X-c n=1 ^
k .. C ( 0 , 1 ) (car tout f (——Jl) , qui converge en dehors de C(c 1 ~ ) , en est un

X- n nï

sur cet ensemble), ^ (-^n) = f^ ^^ ^ Q. Il en résulte que C(c^ ,1 " ) n'est pas

contenu dans le domaine d'analyticité E de f, ce qui implique V) (E) = Î C ( 0 , 1 ) ? ,

) ^ ( E ) = {D (c^ .1~ ) ) ; n = 1 .2 , . . . ^ . Mais, puisque ^(——n.) n'est pas prolongeable^
n

dans T^ , on a D ( C ( c ^ , 1 " ) ) = T^ € 'C(E). d'où résulte

^(E) = |(T^);n = 1 . 2 . . . . ^ = ^(E) et ^(E) = 0 si i > 1 . Comme

T^ x-c ,
^ ^(~r7-) converge ——^————t -r k' .. C^.^-^^ C ( c ^ . , 1 - ) . donc

n'^n

X-c
est un élément analytique sur cet ensemble, et comme ^(——"•) est un élément ana-

+b0 X-c n

lytique sur k' . . T^ . s (X) = ]_ ^(~T~1) est un élément analytique sur tout
n=1 n

^ = kl * • C^ u ̂ i^ n'$ +oç~ ,n'^n ^n'1"^.]' :Donc s(x) est une Onction analy-

tique sur E = k' .. U^<^^^- T^ . Mais le suprêmum de ^(——^) sur E est
un

X-c

^ supjx-c | = r ^ ^ ^ = M^,x~cn^rn^ = M ^ P ( x ) ^ 1 ^ et la ^^^gence n'est pas
n n n T ( " '.' ' )

n
uniforme.

Il existe, également, des ouverts^ de Ï,(E) tels que. pour tout -t0 . de forme

précédente, ^c € ÏO f non seulement ne converge pas uniformément sur k .. C.

mais même diverge en tout x ê k' , où tous les f^ sont définis.

Voici un exemple basé sur le théorème cité de Lazard.

Il résulte de ce théorème en supposant k maximalement complet et. en faisant
la transformation X ->^ . que. le nombre réel r ̂  0 étant fixe. il existe une
fonction analytique f régulière en oo , mêromorphe dans le cercle projectif
CCO.r ,+ft» ) , y ayant une infinité dénombrable de- pôles arbitrairement choisis de
manière que leurs valuations tendent vers r4' (cette fonction n'est pas prolongeable
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dans C ( 0 , r ) , car si. a € C (0 , r ) était dans son domaine d'analyticitê, ce dernier
n'aurait pas été quasi-connexe), les parties principales relatives aux différents
pôles p de f étant des polynômes sans termes constants arbitrairement et indépen-
deinment choisis dans les k [(X-p) J correspondants.

Considérons en particulier une telle fonction f, dont les pôles différents
ont des valuations différentes, sont simples, et la partie principale de chaque
pôle p est (X-p) 4 Soient p, , p , * . . » p. ... ces pôles rangés dans l'ordre de

leurs valuations |p.| décroissantes, et soit r . ^ |p . . ( , alors, visiblement

C = C(0,r ), les cercles C' € T(C ) contenant les singularités de E (où E est le

domaine d'analyticitê k'..[ C(0,r) (J fp. ;i = 0,1, . . . '? ] de f) sont C ' = C(p ,r~) et

C' = C(0,r""). On voit ensuite que C = D ( C ' ) = jp \ = C(p ,0) et

. . . „ . ° (^) i (î.)
D ( C ^ ) = C ^ = C ( O . r ^ ) . donc W ^ ( E ) = j[p^ . C^ . On a f = (X-p^ ) ' et f '

est méromorphe dans le même cercle projectif, mais avec les pôles
(5^)

p , p ,..., p. ,.... . En appliquant le même procédé à f et en poursuivant la

récurrence, on voit que, pour tout i >/ 1 , on a 'U) . ( E ) = * C . , C . { , ou
(C )

C^. = ip.î = C(p. ,0) et 0'. = C(0,r . ) , et on a f •i = (X-p. )~1 .

Les C. sont des trous accessibles, c'est-à-dire des points isolés donc des
ouverts de "̂  ( E ) ( ils sont aussi des trous isolés de E) tandis que les Ç. forment
une suite décroissante dont l'intersection V = f\ C . = C (0 , r ) est le seul trou

inaccessible (et aussi le seul trou non isolé) de E. L'ensemble

£" = ( f p . t i ; i=1,2,. . . l est un ouvert de £ ( E ) dont les g(c . ) = |?P-j? forment

une partition ouverte. C'est d'ailleurs l'unique partition de ce T en 'Ï(C),

C € "Î^(E), disjoints deux à deux. Or, la série 21 f correspondante est

^ -1^_ (X-p . ) . Quel que soit x C E, on a |x |> r, donc, à partir d'un certain rang,
i=1 . 1

on a [ p . ) < | x | e t | x - p . ( = ( x [ , donc ) x - p . | " I x ] > 0 e t l a série

+00-
5"~ (x-p.) diverge, (il est à remarquer que cela ne vient pas de l'absence de
i=1 1

compacité, car^pour f considérée^ Î '(E) est compact) ^ étant un sous-ensemble de

Ç ( E ) , il est tentant de considérer la contribution f» de ^ à f » quan elle
peut 'être définie raisonnablement, comme une sorte d'intégrale, étendu à ^ , d'une
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entité , définie précisément par l'application /̂ ——>• f». , et qu'on appelera, faute
de mieux, "noyau" N ( f ) de f. Ainsi, on écrira f = f N ( f ) .r A/

Si fo.'peut être défini, on l'appelera la f-me sure de ^C- et ^" lui-même sera
dit alors f-mesurable. Il est possible qu'il existe plusieurs manières raisonnables
de définir une f-mesurabilité et une f-mesure. Il semble raisonnable d'exiger de ces
"mesures" les propriétés suivantes» où E désigne le domaine d'existence de la fonc-
tion analytique f :

1 ° ) fcç, est une fonction analytique sur le plus grand sur-ensemble quasi-
connexe de E disjoint avec U T.T fc c.

2 ° ) Ç$ ̂ (E) étant f-mesurable et frç- étant la fonction analytique définie par
fo. , soient r̂  ' £ ̂  et ^' l'ensemble des trous du domaine d'existence E ̂  de îy
contenus dans quelque T S ̂  ' . Alors Ç^' est f-mesurable et ^ ' est Try -mesurable
en même temps, et s'ils le sont (f < ^ ) ^ , prolonge analytiquement f ^ , .

3 ° ) 0 et " ^ ( E ) sont f-mesurable, et on a f̂  = 0, f / „ = f .

U°) Si ^ est f-mesurable, ^(E) .. '!> l'est aussi, et on a

,/ . = f - f^ sur E.
\E ; . . 0^ Q^

^mesurablea et Ais.lointa
•5° ) Si ^, , t' ,..., ^. ».. . est une suite dénombrable de sous-ensemble f-->

deux à deux de ^(E) (dont certains peuvent-être = 0 ) et si ZL. f^. converge partout
1 isur le plus grand sur-ensemble quasi-connexe de E disjoint avec Um/7. » ou

-L c' C

6 = U ̂ • » vers une même fonction analytique, "C est f-mesurable et f9- prolonge la
i 1 G

somme précédente (on peut se poser la question ; ne faudrait-t-il pas exiger qu'in-

versement, si t • et ^ = ^. ^ . sont f-mesurables ,

Z i i l
fo. converge, sur l'ensemble indiqué» vers f^ ? ) . Il en résulte qu'une

réunion finie disjointe d'ensembles f-mesurables l'est aussi.

Il semble naturel d'y ajouter les deux axiomes existentiels suivants.

6°) Si C est, pour quelque a C E, et pour quelque i , € Z ^ . ( E ) l'ensemble t ( C )
( C ) 1

des trous T S C de E est f-mesurable et f^(^\ = f • (En fait, si cette condition

est remplie pour un seul a € E et les 1° - 5° sont remplies, on peut prouver qu'il

en résulte qu'elle est remplie pour tout a ê E).
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T°) Si f est un élément analytique de f et C un trou (ou même un trou ouvert;

on pourrait même aller plus loin) du support de f , c^ (C) est f-mesurable et
f — -p »

^ (E) ~ - C . *

Une telle mesure serait assez analogue à la mesure de Lebesgue (bien que,

puisque il s'agit de "mesure" faite à l'aide des fonctions et pas à l'aide

d'éléments d'un groupe abélien totalement ordonné, elle ressemble, à première vue,

plutôt à l'intégrale de Lebesgue), en particulier en ce qui concerne les ensembles

de mesure nulle.

Définition; 'C Ç t.(E) est dit de f-me sure nulle si ^ est f-mesurable et si
f t = o •

De cette définition et des propriétés cimposées à une f-mesure résultant les

propriétés suivantes des ensembles de trous de f-mesure nulle :

A. Si t9 ^ ( E ) est de f-mesure nulle, tout ^ 'ç ̂  l'est.

En effet, puisque f~. = 0, f«^ est partout définie et nulle, -et son support

n'a aucun trou. Ainsi, quel que soit *^ ' $ S , ̂  ' = 0 , donc est 'f-, -mesurable.
C^

Donc f est f-mesurable et f^. , = (f^. )» , = (fr^ L = 0. Ceci montre, en parti-

culier, que si dans 5°, f«,= 0, tous les f_ sont nulles.•L ^

B. Si ^' &t ^" sont deux sous-ensembles quasi-connexes de ^ ( E ) , tels Qu'il

existe un sur-ensemble quasi-connexe de E contenant U - .̂ „ <r i T et disjoint
-L v CL' • • - '•^

avec Ujr^, 'T et un autre contenant Uq-r ^ . «s. nT et disjoint avec U^T-" T'

Alors, si ^ ' et Ç " sont f-mesurable s et fo», , f^, „ se prolongent" 'Z//\ 1^. " l'est

aussi et on a fo ^y „ = f = fe.», sur E. Il en résulte facilement, en vertu des

2°, U° et 5°» que f/ .. ^ " et ^" .. Ç; ' sont de f-mesure nulle).

En effet, soit E' le plus grand sur-ensemble quasi-connexe de E contenant

"TCL"..-.^ et disjoint avec ̂ . T. et E" l'ensemble analogue en échangeant

"0' et ^". Alors, f^. , = fo.,, et est analytique sur E' U E". Si ~E est le support

de cette fonction analytique, il est clair que tout trou de E est contenu dans quel-

que TCt '^ f," . Donc, en appliquant 2° pour Ç, = S ' , on a ^'(^ ̂  = *Ç,(E'), donc

est î'^. , -mesurable, d'où résulte que ^ C ' A ^ " est f-mesurable et que

^t^^r»^" =: ^^'^ ^ (E<) = ^t' P11010^6 f t . r^ t " c^• f•d•
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Conséquence. Si l'on a.ioute aux hypothèses qup ̂  ' A ̂  " = 0, il en résulte que
"C ' et t/' sont de f-me sure nulle.

Il semble raisonnable d'exiger que la propriété B soit exacte sans aucune
condition de "separabilité quasi-connexe" de f^' avec <C" . . £/' et de 7;" avec
t ' . . 'G' " , ce qui veut dire, au fond, que la restriction à E de la contribution
fç^ à f d'un ensemble f-mesurable t̂  de trous de E détermine cet ensemble aux
ensembles de trous de f-mesure nulle près. On exige donc

. 8 ° ) Si "C ' . ^ " c " C ( E ) sont f-mesurables et f , = f „ sur E , *C'n ^"
est f-mesurable et f ^ , ^ ^ n = t^. = f „ sur E.

Il reste maintenant le plus difficile : prouver l'existence des f-mesures et,
éventuellement, en étudier leur ensemble ordonné, une f-mesure étant considérée
comme inférieure à l'autre si, et seulement si tout ensemble f-mesurable- pour la
première f-mesure. l'est pour la seconde, et les deux f-mesures considérés de cet
ensemble coïncident sur E. Si l'ensemble des f-mesures n'est pas vide, il est
facile de prouver qu'il possède le plus petit élément, qui en semble être l'élément
le plus essentiel et intéressant à étudier. Je pense que le problème ici posé, à
moins de recevoir une solution inattendue plus rapide et facile qu'on croit, va
rester:, dans les années à venir le problème majeur de la théorie quasi-connexe des
fonctions analytiques uniformes d'une variable. Avec peut-être un autre problème,
certainement lié avec le premier : décrire la famille de toutes les fond ions ayant
les singularités, c'est-à-dire le domaine d'analyticité donné, ou encore ayant au
plus les singularités donnés, c^st-à-âire analytiques sur un quasi-connexe donné.
Les problèmes analogues pour les éléments analytiques sont complètement résolus
par le théorème de Robba et ses conséquences. On ne connaît leur solution en dehors
de ce cas que pour les fonctions méromorphes, grade au théorème de M» Lazard.

Pour finir ce paragraphe, je donne la démonstration du théorème suivant,
énoncé dans ["101 *

Théorème : E étant le domaine d'analyticité d'une fonction analytique f. et a,b
étant ^ E> la restriction de f^E^ est un élément analytique. -Je rappelle que' k
est supposé, dans tout ce paragraphe, maximalement complet, ce qui est donc indu
implicitement parmi les hypothèses de ce théorème. Il peut être faux, comme celui
de singularité au bord, ainsi que le démontrent des contre-exemples, imaginés par
Robba, (24j quand k ne l'est pas).

( 2 U ) Voir [17], p. 143-146.
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Démonstration : Appelons un ensemble quasi-connexe régulier E' de k' tel que (?0 € E'

fortement régulier par rapport à un a C E ' si y ^ E' implique C ( y , d ( a , y ) ~ ) Q E ' = 0.
La structure d'un tel E' (et de son complémentaire k* .. E ' ) est la suivante :

puisque il est ultra-ouvert en a, k1 .. E' est contenu dans la réunion d'un ensemble
fini (pouvant être vide) de circonférences de centre a, qui sont, si l 'on écrit
leurs rayons en ordre décroissant, S = S(a,r ) , S. = S(a,r ) , ..., S = S(a,r,»)

r+ oo > r > r > .. . > r- Y 0 ] où m ^ - 1. En plus S. .. E est une réunion d'un

ensemble V. de cercles de rayon r. (car x € S., . E implique

C(x ,d (a ,x ) ) = C ( x , r . ) Ç- S' • • E ) , et cet ensemble est au plus dénombrable à cause
de la régularité de E. Il est visible que

^ (E. ) = ^ = C(a.r^ . 1^(E.) = V,U{c, - C(a,r,) | ,
^0

w\ 1 ° ^ .^(E')'^'^^'^'^} . . . . . ^ (E- )=V^ |c^C(a .^ ) | .

î = \ • • • • •̂ U^ = ̂ Al et ^ (E t5 = ̂ u , \^ u ̂  '

Montrons que si f est une fonction analytique sur un tel ensemble E ' , elle y

est un élément analytique* En effet, f est, premièrement» une fonction analytique

sur k* .. C prolongeable dans C, ce qui implique qu'elle y est un élément analyti-

que.
Mais alor3yÇ>n a, sur k .. C > f = — n ^ r p f n )^r9 ce^e série convergeant

uniformément sur k .. C et f ' étant une série de Laurent convergeant eh dehors

de C, donc un élément analytique sur k' .. C. Si f ^ 0, il y a des x C C, où f ne
v^

se prolonge pas. Donc, puisque f est analytique sur tout

C € T ( C ) .. [ V U [c )] , f ^ 0 implique C € V ou C(0.r '").

On a donc, sur k .. Cy f = f^,^ ̂  + 2 ç g y t^. La série 2 ç çy ^ converSe uni"

formément sur k' . .[(J p p „. CQ$) E ' , donc sa somme est élément analytique sur E ' .
Ainsi f l'est ssi f, = f -1^^ f- (qui est = f.,,, -^ sur k .. C(0,r~)J l'est.1 C f c V C C ^ u , r - ) . o -
Or, f. est une fonction analytique sur E' \J [k .. C(0,r )] = E' \J S , qui est

encore fortement régulier par rapport au point a, mais avec une valeur de m dimunuée
d'une unité* Si m = - 1, autrement dit E' = k ' , f se représente par une série de

Laurent, qui converge dans tout k ' , donc est une constante, et a fortiori un élément

analytique, et, à partir de là» l'affirmation se démontre par induction sur m.

Si E est un quasi-connexe régulier, et si a,b sont C E, on voit facilement



190 M. KRASNER

X—a •̂ •que la transformation çy : X ——> X* == applique E sur un ensemble fortementX"""b a y b
régulier E ' . Si f ' ( X ' ) = f^^ê) = t ( X ) , et si f est analytique sur E , , f l'estA—b a,b
sur E ' . Mais il vient d'être prouvé que f* y est un élément analytique, d'où résulte
facilement que f en est un sur E.

Conséquence : 1. Si f est une fonction analytique sur un quasi-connexe E ' , et si
a,b sont € E ' , f est un élément analytique sur un E'^ . En effet, si E est lea, b
domaine d'analyticité de f » on a E' S- E et E' . C E * . .———————————3.——————— » - a,b a,b

Conséquence : 2. Sj. f est une fonction analytique sur un quasi-connexe E ' , et si

a,b sont C E ' , f est un élément analytique sur E' . En effet •> on a E' C E' \ .-—-'•••—— a, b ~~~•"^~~~~~ a ,b a ,b

II résulte de ce théorème le théorème suivant :

Théorème. S^ f , f » . . . . » t; » . . . sont toutes des fonctions analytiques sur un
même quasi-connexe E, et si cette suite y converge uniformément, sa limite
f = lim. f. est analytique sur E.

Démonstration, E admet comme recouvrement quasi-connexe enchaîné la famille des
E -i- (°u des E ) , ( a,b)-parcourant E X E, à laquelle on ajoute, si ^ £ E , un
cercle projectif circonférencié C ( 0 ; r , + o o ) C E. Il est clair, en vertu de ce qui

précède, que tout f . est un élément analytique sur tout ensemble de ce recouvrement,
donc aussi la limite uniforme f des f . . Ces éléments analytiques forment un système

enchaîné cohérent, dont la superposition, qui est f , est donc une fonction analy-
tique sur E.

• § 9 . Domai nés d'analyt i c i t é .

On a vu déjà que le domaine d'analyticité d'une fonction analytique est un
quasi-connexe nécessairement régulier. Vice versa, on peut montrer que tout ensemble
quasi-connexe régulier en est un, en construisant, pour un tel ensemble donné E
(qu'on peut supposer contenir oo ) une fonction analytique f dont E est précisément
le domaine d'analyticité. A la base de cette construction se trouve lAfait, prouvé
au § 6 , que l'ensemble *C ( E ) des trous d'un E'quasi-connexe régulier ( e t , en par-
ticulier, si k est dénombrable, d'un quasi-connexe quelconque) possède un ensemble
générateur ̂  au plus dénombrable (bien entendu, tout trou accessible de E appar-
tient à ̂  ) . L'idée est de faire correspondre à chaque T ê ̂  une "contribution"
f , qui soit une série de Laurent principale centrée dans T, convergeant en dehors
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de T et, si T est un trou accessible, non prolongeable dans T (pour les trous inac-
cessibles, cette condition n'est pas essentielle). On choisit les f diminuant assez
vite avec le rang de T (si l'on numérote les T 6 t> de quelque manière) pour que
^ f converge sur E et pour que E puisse être commodément recouvert par une

T6?>
famille enchaînée d'ensembles quasi-connexes tels que cette série converge unifor-
mément sur chaque ensemble de la famille, ce qui prouve 1'analyticité de f (car f
est analytique sur k' . . T ) . On prouve ensuite que tout T 6 ̂  est un trou du

domaine d'analyticité de f, ce qui prouve que ce domaine est E.

Ce théorème a été prouvé, au cours de l'année scolaire 19o8-19D9, d'une
manière indépendante, par MM. Motzkin et Robba, mais seulement pour le cas

r^> f\^
k = -Q. (où Q. est le complété de la clôture algébrique valuée .0. du corps p-P P P
adique rationnel Q^ ) » dont le corps résiduel k est dénombrable (donc tout quasi-
connexe est régulier), et par moi-même dans le cas général. MM. Motzkin et Robba
semblent avoir trouvé leur démonstration avant moi et l'ont publiée plus tôt dans
[ 1 5 ] . Mais M. Motzkin en a parlé pour la première fois en public (du moins, en

dehors de Bordeaux) à une conférence faite au séminaire Pisot (où les circonstances
dojj^»

m'ont empêché d'assister) quand mon théorème a été ̂ î^montré. J'ai appris l'existence
de celui de MM. Motzkin et Robba peu de mois après, quand j ' a i fait une conférence
sur ce sujet à la Faculté des Sciences de Bordeaux.

Ma démonstration (esquissée dans [ i l ] ) , ainsi que celle de MM. Motzkin et
Robba, employait une même technique inutilement compliquée, qui consistait à cons-
truire, pour commencer, un ensemble générateur dénombrable de ̂  ( E ) , ce qui peut
être évité. Je donne donc une démonstration plus simple du

Théorème. Un ensemble E Ç k' est un domaine d'analyticité si, et seulement s'il
est quasi-connexe régulier.

Avant de donner cette démonstration» il faut prouver deux leimnes suivants :

Leimne 1 . _ S j ; r € R » r > . 0 , il existe une série de Laurent principale
+00

^ ( X ) = ^ a. X 1 , dont le domaine de convergence est k' . . C ( 0 , r ) .
i=l

En effet, il suffit pour cela que j a . f r 1 —>0 et que, pour tout £ ̂  0,

a. r'^l- £)~1 n'y tende pas. Il suffit pour cela de choisir, pour une constante
réelle s > 0, chaque a. de telle manière que |a^| Ê L1 t>l » i r'LS\ ̂  ̂ k^» car
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|ajr~1 $i~1 Max(l.s) ——> O4' et | a^| r"^ 1-£.r1 >, i^d-^)''1 Min(l,s) ~>+00~.

aHÊ. 4^(X) est bornée, car, pour tout x € k^ .C(0 , r~) , on a

(^(^l •$ M ^ ( / x ( ) ^ M ( r ) , ' e t , en vertu du théorème de singularité au bord,

elle n'est pas p?olongeable Sans C ( 0 , r ~ ) .

+00
^mm .̂ 2* II existe une série de Laurent principale ^ (x) = ^a. X"1 qui converge

i=1
et est bornée sur k' .. C ( 0 , 1 ) , et qui n'est pas prolongeable dans C(0,l ).

Considérons une^uite décroissante ^ , ̂  ,.... 6^ .... de nombres réels

€ T (k) telle que / ( ( 1+ £.. ) converge, et soit c la valeur de ce produit infini.
i=2

Choisissons, pour chaque i ^ 2, un u^ C k tel que lu.| = 1 +£ . . Ayant choisi

arbitrairement a^ C k non nul, imposons aux a. , i ^2, la condition

a! = ^-1 u! » autrement dit a^ = a^(u^... u^ ), ce qui implique

(a^|= ( a ^ _ ^ | ( l + &^ ) . On a |a^|r'"1 = la^_^ | r"^"1 ) ssi r = r^ = 1 + 6. , et on a

^i-1l r ^ ou < |a^ | r 1 selon que r < ou>r^ . Ainsi, puisque la suite des

r^. est décroissante, on a, pour r = r. , |a / r < |a 1 r~2 <

<|a^| r"^"^ = |a^|r~1 et /a^r'Sla^^r"^4'^ > ..., autrement dit

^-^ et aix sont les termes maximaux de ^(X) sur S(0,r.). ,Par suite,

il existe des zéros z de ^ (X ) tels que ( z | = r. et l'ensemble des zéros de ^(X)

sur k' .. C ( 0 , 1 ) est infini, ce qui implique que ^ (X) n'est pas prolongeable dans
C ( 0 , 1 ) .

D'autre part, on a | a^ | = l a ^ ( ( 1 + 6 ^ ) ( 1 + 6 ) ... ( 1+ <£^ ) ̂  la | c, donc, si

r > 1 , /a^r"1 -^O4' et. si x ^ C ( 0 , 1 ). on a t - K ( x ) | ,<- Maxja^f x F1 ^ Max. | a.^a ( c ,

donc ^ ( X ) est bornée sur k' .. C ( 0 , 1 ) .

Remarque. Si l'on choisit a de manière que 0 < | a \^ c~ 1 , ) ^ ( x ) ) ^ 1 sur tout son

domaine de convergence.

Démonstration du théorème. Il a déjà été prouvé que tout domaine d'analyticité est

un quasi-connexe régulier, et il ne reste qu'à prouver la réciproque. Soit E un
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domaine quasi-connexe r é gui ier.;C dont on peut supposer» en faisant» s'i nécessaire,

une homograpiHie» <iue TO 6 E), et soit t. un ensemble générateur au plus dénombrable

(dont l'existence a été prouvée au §6) de l'ensemble ^ (E) des trous de E. En

particulier, si T 6 'C (E) est accessible, on a T ê *Ç/ , et si Ç, ou Ç(E) est fini,

on a ^ = "C(E). Numérotons de quelque manière

T.] » T^ ,. .. , T^ ,. .. (i<n$+w)

les T C t> . Choisissons, d'autre part, une suite a. , a ,..., a. ». . . d'éléments

non nuls de k tels que (a . \ ——>0 et qu'en plus la suite ^ . = |a.| satisfasse à

une condition supplémentaire, qui sera indiquée plus loin.

Faisons, en plus, correspondre, comme suif, à tout T. 6' X/ » une série de

Laurent principale f. centrée en t. £ T. , qui converge en dehors de T. . Soit

T. = C( t . ,J 3 . ) et soit «r. = r ( / ? . ) la valeur réelle de f. . Il est à remarquer

que si T. est circonférencié, on a f . = r . Ç ^(k) (J J O ? ; et que s'il est inacces-

sible, on a T. = C(t.,r( P . ) ). Ceci posé

a) Si T. est circonférencié, mais non ponctuel ( P . i- 0), on posera

X-t. .
f. = Y (———), où u. est un élément de k qu'on choisira de telle manière que

1 +l)û
lu.| = r. (donc = P . ) et où ^ (X) est une série de Laurent principale /_ c .X

.1 1 1 • i=1
à coefficients c. € k, qui converge sur k .. C ( 0 , 1 ) , n'est pas prolongeable dans

C ( 0 , 1 ) et est telle que, pour tout x C k .. C ( 0 , 1 ) , on ait ^(x)|^ 1 (une telle

série 'f (X) existe en vertu du lemme 2) .

b) Si T. est non-circonférencié, on posera f. = ^ (X - t.), où

+60 _. 1

^ (X) = Y_ c. X est une série de Laurent principale dont k .. C(0 , / ' . ) est le
^i i=1

domaine de convergence et qui y est partout ^ 1 (une telle ^ (X) existe en vertu

du lemme 1 ) .

c) Si T. est ponctuel, donc T. = î t . ( , on posera f. = (X-t.)

Indiquons, maintenant, la condition supplémentaire qu'on impose aux A - =|a.l ,

et montrons, en même temps, qu'i'l est possible d'y satisfaire. Soit d le diamètre

d(C ) dzi plus petit cercle C contenant k .. E et soit D un élément de FCk) > d
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(ti)
Posons m. = M (D) (en particulier, si T. est circonférenciê, on a

i

m. = M (—) et si T. est ponctuel, m. = D ). Alors, on exigera que les û . m.

soient inégaux deux à deux. Partons d'une suite strictement décroissante

A ' » A ' > » . . • » A ' .... (i$> n k+ &0) d'éléments de r(k) , qui tende vers 0 , et

par ailleurs arbitraire. Entourons chaque A * d'un intervalle ouvert I. de manière

que les intervalles soient disjoints deux à deux (il suffit, pour cela, que pour

tout r \ 1 , I. (\ I. ., soit vide). Choisissons , pour tout r,un A • C I. ^ ^ (k) (ce

qui implique que la suite des A • est strictement décroissante et tend vers 0 ) de

manière que tous les A . m. soient distincts. Supposons qu'on ait déjà choisi

A i » A ^ » • . . » A • _. de manière que A . C I. ( 1 ̂  j < i ) et que

A- i m1 » A? m? » • • • » A . , ni-_- soient tous distincts. Il existe certainement dans

I. des éléments de ^ (k) (qui est dense sur )R ) distincts des

A • m. m. (j = 1 , . . . , i -1). Prenons comme A . n'importe quel autre élément de
J J 1 i

I. Q ^(k). Ainsi, la suite ^ . ,^ » . . . » A - ». . . ainsi formée par unchoix dé-

nombrable est telle que A • - , < A . < A I , donc lim. A . = lim. A î = 0 , et, en

plus, tous les /\. m. sont distincts. Il ne reste qu'à choisir, pour tout i, un

a. € k tel que ( a. ( = A . , ce qui est possible puisque ^. € F(k).

Posons f =Z,.^., a.f. . La fonction f. e-st une série de Laurent qui converge

en dehors de T. , donc une fonction analytique sur E Ç k' .. T. . Si n est fini, f

l'est aussi et E = k' ..fU T. j . Si j ^ i, f. est aussi une fonction analy-
1 $ i< n x 3

tique sur T. (car T. C\ T. = .0 ) , donc aussi f - a. f. l'est. Donc f est prolongeable

dans T. si:et seulement si f. l'est. Mais, par construction, f. n'est jamais pro-

longeable dans T. et, ainsi, le domaine d'analyticité de f est contenu dans

^ [k' .. T. ] = k' .. [U T. ] = E, donc est = E.
1 $ i< n 1 1^i<n 1

Supposons que n = +bO « Alors, par construction, si T. est un trou non-ponc-

tuel. on a |f^(x)I ^ <l Pour tout x t T^, et si T^ = [t^ est

ponctuel, on a | f . (x) | = Ix - t.l"1 = dÇx.t^'^r"'1 si x^C( t ^ , r ) . Soit

E = E .. U C(t.,r). On voit facilement que E est quasi-connexe.
r T.trou ponctuel; i r
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On a donc, si x € E , | f . ( x ) | ^ M a x ( l , r ) donc

l a . f . ( x ) | ^ A . M a x ( l , r ) ——> 0 et la série ^ a . f . converge uniformément
1 1 1 1^ i< +00" 1 1

sur E . Comme toute a. f . y est une fonction analytique, la somme f de cette série

l'est aussi. Par suite f converge sur E' = {^/ E et est analytique sur tout E
r -> 0 r

et comme les E forment une famille enchaînée (car tout E 3 oo ) , f est analytique

sur E ' . Mais E' = E. En effet, on a trivialement E' Ç. E et, si x & E, il existe un

r > 0 tel que C(x , r ) ^ E. Il n'est donc pas possible qu'il existe un t. ^ E tel que

x e C ( t ^ , r ) et x 6 ̂  Ç E ' .

Le raisonnement précédent s'applique aussi à toute série partielle Z- a.f.,
ICI

où 1 est un ensemble quelconque (pouvant même être fini) d'entiers > 0. Mais, en

plus, toute f., ICI, est analytique sur k' .. U T. et si
1 . i€I 1

x C (k .. U T. ) • • U C(t^.r), on a
i€l,T. non ponctuel 1 i € I » T . = î t . l ponctuel

| f . ( x ) | ^ M a x ( l , r ) . Il en résulte que si E est la composante quasi-connexe de E

dans k' ..U T - » JE. a.f. converge sur E et sa somme f / - N y est une fonction
ICI 1 i6l z 1 T <I}

analytique. Montrons que, quel que soit l'ensemble non vide 1 d'indices» ^(r\ T^ ^ •

Si D > d est un élément de F ( k ) considéré précédemment, considérons la

circonférence S = S(t,D), où t f E, qui ne dépend pas du choix de t. En particulier,

si T. est un trou € t^ de E, et si t. est l'élément choisi-de T_ , on a S(t.,D) =S .

Comme S( t ,D) C E si r < D,^ a .f . couverte uniformément sur S( t ,D) , donc
i c i

|a. | Sup -c, ( f . ( x ) | = ^. M i^D) = û . m. tend vers O4" quand i —> + û0 . Ainsi,
1 X ç û l l î . 1 1

parmi les indices i € 1 il y en a qui rend&nt A .m. maximal.

Mais, puisque tous les A . m. sont inégaux deux à deux, il n'existe qu'un seul

indice de cette sorte, soit i (l)- Donc Q = Max^ç ^ ̂  (1 ) ^1 ^ ^ ̂ i (l) ^ (l)*

On a donc, pour tout x 6 S,

If, Jx) - a. / - v f. / - r \ ( x ) | =2- a . f . (x ) l^ Or. Or, puisque
(I} V17 V1 ' iCi.i^i (I) 1 1
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m. = Sûp ^ | f. (x) | , il existe de x C S tels que © < A . / - v f f . / - ^ ( x ) | =i x o o i i v i ^ i ^ l /o o

= t a ^ ^ f^ / ^ ) ( x ) | , d'où résulte que ( f / , ( x ) | = |a^ ,^f^ (x) | > Q et
0 0 0 0

f / ^ ( x ) ^ 0 . '

Soit E le domaine d'analyticité de f. On a E^ 5-E et pour prouver E^ = E

il suffit (en vertu du §6) de montrer que A^, ( E ' ) = ^^W » autrement dit que,

pour tout i, on a ^0 . ( E ) = V). (E ). Supposons que, pour tous les j < i, on ait déjà

prouvé cette égalité ainsi que, pour tout CCÏ»? - ( E ) =^?.(E ) , l'égalité (sur k .. C)
J J »

(C) 7"f =^- a.f. (ces affirmations sont triviales pour i = 0). Si i = 0, on a
T.C C 1 1

10 (E ) = [c ( et, puisque n = +oo , C n'est pas un trou accessible de E. Donc

C est circonférencié, et tout f. est un élément analytique sur k .. C S-E
' o

(où d est le diamètre de C ). Donc f y est aussi un élément analytique et si
+00

f. = Z c . . ( X - t . ) » on peut prendre comme suite approximante de f sur k .. C lai ^ ij i o

suite

•» • & %c" (';-t')-l)•
En vertu du 2ème théorème Mitt-ag-Lefflerien, &n a f = Z. f , , où

f , « lim^(g ) , , où visiblement C ' £ - T ( C )

'^C- -^KH^CC. ^^^^j^-^^^

Donc. on a li^tg^, - Z ̂  ̂  ^ ,,-̂ ç ̂ ( f ,^(X-t^ P ) = ^L.̂  a^

II en résulte que f , ^ ou = 0, selon qu'il existe ou qu'il n'existe pas^
des trous T .C^ tels que T. ï. C ' , ce qu,i » étant donné, que G est un ensemble géné-
rateur de ^ ( E ) , équivaut, à l'existence resp. non-existence, d'un Te. ^ (E) tel

que T ç C ' , autrement dit à ce que C' .. E soit non-vide resp. vide. Mais C*
contient des points ou f n'est pas prolongeable si et seulement si f-, ^ 0, ainsi^
C' .'. E^ ^ 0 4=4 C' .. E ^ 0. Comme il y a au moins deux C' € T(C ) distincts non-
contenus dans E, il en résulte qu'ils ne sont pas, non plus, contenus dans E et que
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C est le plus petit cercle contenant A* .. E , ce qui prouve n} (E ) =ll)' ( E ) .

Si i > 0, il suffit de prouver que, pour tout C€ifl. ( E ) = ^7 ( E ^ ) , on a

^1. ( E ) =^?. .(E^). et que pour tout C^C^?. . (E) , on a { { c ^ Z. a . f . .
•1•»L ' ^f^ 1»^ m C C^ 1 1

i"

Si c£4u._ ( E ) , autrement dit si C est un trou accessible T. 6^ , on a, d'abord»

)̂.. ^ ( E ) = 0 et, f est prolongeable dans C si et seulement si f l 'est.Or, puisque
1 ,L/

(c)C = T . , on a f = a . f . e t f . n'est pas prolongeable dans C. Ainsi, C est aussi
<-) J <3 J

un trou accessible de E^ , d'où résulte ^7. (E ) = 0 = ÎQ . ( E ) . Supposons main-l ,L 1 ,L

tenant C ^ ^ ^ _ ^ ( E ) . Alors C est circonfêrencié, f est un élément analytique sur

( C ) Tk' .. C, on a f = L a.f. et f est prolongeable à un x C C si et seulement
T . Ç C 1 1

i
(c )si f l'est. En appliquant la même méthode que pour C « on voit queo

^c} =^ (t^L. et que (f^) = ̂  a f , d'où résulte que
C ' 6 T ( C ) c C T^ L j j

C' .. E ^ 0 ç^ C ' .. E* ^ 0. On a ^f) . „ = $ D ( C ' ) ; C ' C T(0, C' .. E ^ 0? . .où •
1 î1- l ) .

D ( C ' ) est le plus petit cerclé contenant C" .. E, autrement dit contenant tous les

( C }
T. C C ' . La fonction f » donc aussi f , est prolongeable à un x € C' si et seulement

J
(c )si (f ) , l 'est. Or, ou bien D ( C ' ) est un trou accessible dé E, donc D ( C * ) = T . ,

^ "t3
ou T. est l'unique trou contenu dans C ' , ou bien D ( C ' ) est circonfêrencié et si d'

J
est son diamètre, il existe deux trous T. , T. £ .^, , contenus dans C ' et tels que

J ^ «^

d(T. ,T. ) = d'; ce qui implique que les diamètres de ces trous < d'. Dans le
^ 1 ^

(Q ^

premier cas, on a ( f / ) , = a . f . . C'est donc une fonction analytique sur k' . . T .L/ J J J
non prolongeable dans T. et T. = D ( C ' ) est un trou accessible de E , qui est son

J j

seul trou C C ' . Dans le second cas, tous les f., où T. c:C', sont des éléments ana-
J J

lytiques sur k .. D ( C ' ) et la sériel „, a.f. converge uniformément sur cet
^ ' — l/ J J

( D ( C ' ) )ensemble, donc sa somme y est un élément analytique f . Or, si T. Ç C,
^

(D'(C' ) ) S"f - a . f. = ^ — a.f . est une fonction analytique sur tout ensemble
^ ^ T ^ c C,j^j J J

quasi-connexe de k' non-disjoint avec E et disjoint avec U ^, . / . T . , or,T^- C ,J5^ j

[k .. D ( C ' ) ] U C ( t . , d ' ~ ) est un tel ensemble, donc f^^ ^ ' - a . f . y est analy-
^ "o ^o
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( D ( C" ) )tique, ce qui montre que f est prolongeable à un x C C ( t . , d'")

ssi.f^ l'est . Ainsi . f^^ » (et aussi (t^)^. et f) n'est ^as prolongeable

dans T et T f} E^= 0. Ainsi. C' .. E^U T. et. en particulier T. ,T.
0 • o T . C C ' J «3-, J/.

J - ' 2

tels que d(T^ ,T ) = d'. Donc, le diamètre du plus petit cercle 2 C" .. E^ est

^d, et comme ce cercle c D ( C ' ) , il est égal à D ( C ' ) . D'où résulte que

^i.C^ =^i.C(E) etî si CM = D (C ' ) ê ^^ ^ on a f^'^ == (f^),. =W,

T . O C ' ^^'i = ~ T cC" a > f ' et tout est prouvé.
J J ~

§ '[ç)' Composition des fonctions analytiques.

Soient f : F ——^-k et g : G ——>k deux fonctions analytiques de k, où F,G
sont des ensembles quasi-connexes (pouvant, en particulier, être les domaines d'ana-
lyticité de f,g respectivement). Alors la fonction composée :

h = g o f = g ( f ( X ) )

est.définie sur l'ensemble

H = { x € F ; f ( x ) C G^

L'ensemble H n'est pas, en général, quasi-connexe, mais se décompose en
réunion (disjointe) des composantes quasi-connexes de ses points ( j e rappelle que la
composante quasi-connexe d'un x G H est le plus grand sous-ensemble quasi-connexe
de -H auquel x appartient), qu'on dira ses composantes quasi-connexes. Alors, on peut
prouver le

Théorème. .Sj, g est un élément analytique g o f est analytique sur toute composante
quasi-connexe de son support H.

Démonstration. Soient g^ , g^ ,..., g^ ,... une suite approximante de o et H une

composante quasi-connexe de H. Quel que soit x C H, on a f (x) € G, donc. pour tout

i = 1 ,2 , . . . , le dénominateur de g. ne s'annule pas en f (x) . Par suite, si

- °i . r < ° f
ë^ - ^"~> ou r^ ? û^ sont des polynômes premierjs entre eux, g. o f = ————^of et^.tf

sont des fonctions analytiques sur H et ^ o f ne s'y annule nulle part. Par suite
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h. = g. o f est une fonction analytique sur H.

Supposons que I g. ( x ) - g . ( x ) l ̂  <£ partout sur G si i ^ i ( < £ . ) . Mais alors,
si x ê H, on a |h^(x) - h ^ ( x ) l = | g ^ ( f ( x ) ' ) - g ^ ( f ( x ) ) l < <S , car f ( x ) € G. Ainsi,

la suite h , h , . . . , h . » . . . converge uniformément sur H (et même sur H ) . Visi-

blement sa limite est g o f = h. Comme H est quasi-connexe» h est analytique sur H.

RemarQue, Ce résultat semble être, sauf d'éventuelles finesses » le plus qu'on peut
dire en gros. D'ailleurs, dans le cas complexe, on n ' a qu'un résultat guère plus
fort, où on remplace les composantes quasi-connexes de H par ses composantes con-
nexes. Si l'on considère les fonctions analytiques h, h ' , qui sont les restrictions
de h à deux composantes quasi-connexes distinctes îî. H' de H , il n'y a aucune raison
a priori de s'attendre à ce qu'elles soient des restrictions à H et H' d'une même
fonction analytique. En effet, rien ne permet d'exclure à priori les deux possibi-
lités suivantes : a) h n'est prolongeable à aucun point de " H ' ; b ) h est prolpngeable
à certains points de H ' , mais son prolongement y est différent de h ' . Toutefois, il
aurait été intéressant d'avoir des exemples concrets de chacun de ces deux compor-
tements.

Chapitre II - Prolongement analytique uniforme des fonctions de plusieurs
variables ultramétriques,

§ 1 . Hyperplans orientés des espaces vectoriels réels. Cas des espaces vec-
ticalisés. Polyèdre de Newton et fonction ̂  d'un ensemble de points.

Notations : Dans tout ce qui suit 1 désignera l'ensemble Î 1 » 2 , . . . , n ) des n
premiers entiers naturels. Si A est un ensemble, la puissance cartésienne A sera
aussi notée A quand cela ne peut pas conduire à des malentendus. Les éléments de
B = A seront dits vecteurs ou n-vecteurs de A (d'ailleurs, la plupart du temps, B
sera effectivement un espace vectoriel réel ou un objet de nature très proche) et
seront notés ( a . , a , . . . » a ) ou ( a . ; i ê l ) ou simplement ( a . ) . Si J C I, A sera

aussi noté B-- et si b = ( a . ; i € l ) , on notera b- sa J-composante ( a . ; i C J ) . En parti-j » . . i J i
culier, si i € I, A11! sera aussi note B. et a. sera aussi écrit b . . Si
(J , J , . . . , J ) est une partition de I, on écrira, par abus inoffensif d'écri-
ture, B = B _ , X B ^ . . . X B_ et b = (b- , b.,. , . . . , b . ) , le changement de

^ ^ ^ ^ 2̂ " s
l'ordre des J , » . J ^ » • • * » J n® changeant pas ces symboles : en effet, la donnée des
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sous-ensembles J. , J , . . . , J et la connaissance de celui de ces ensembles auquel

correspond une composante donnée de B ou de C déterminent complètement ce produit

cartésien et ce vecteur. Si a Ç A , ( a ) va désigner le n-vecteur ( a , . . . , a ) dont

toutes les coordonnées sont égales à a et on écrira ( a ) - ^ ( ( a ) ),.J 1 J

Soit V un (R-espace vectoriel de dimension finie n. Si B = ('b, , ..., b ) est
1 n

une base (par rapport à IR) de V » elle définit une bijection

ï- = (i. » • • • » Ji ) ——^ v = Z_ . i _ b. du produit cartésien (R (qu 'on écrira aussi (R11)

sur V. Soit c_ la bîjection inverseB

.-L^^^i-a, .....^)
Dans tout ce qui suit, on ne considérera que les espaces vectoriels V avec

une base fixée B. Pour cette raison, les coordonnées <^. de v à la base B en seront

dites les coordonnées tout court, et on écrira v = ( ( Z . ) ) ou v =s ( ( ^ . ; i € l ) ) (on

n'écrit pas v = ( / [ . ) , car cela créerait une confusion avec la notation habituelle

v = (v_; ;i C I), où v. = t. ^. est la ï.-composante de v).

Les V. = IRb. seront dites les axes des coordonnées, et on a V = ^. V. • Les

V = ) v C V ; -^ . = 0^ seront dits les hyperplans de coordonnées perpendiculaires

au V. correspondant. Un vecteur v = {{ (, . ) ) sera dit rationnel (resp. entier) si

tous les j^. le sont. Le vecteur nul sera noté 0 ou 0 , et il est aussi égal à

((>L = 0; i C î ) ) .

La base B de V étant fixée, on va définir une certaine extension V° de V,

dont on aura quelquefois besoin, et qu'on appellera le B-étendu de V.

1R° = i R U ^ - ^ ï + ^ t étant la droite réelle complète, l'extension considérée consiste

à plonger c .V = (R dans tR0"" , c'est-à-dire à admettre comme valeurs de coordonnées
£5

non seulement les nombres réels finis, mais aussi +,t19 . Autrement dit, V° sera

l'ensemble des sommes formelles v = Z - ^ . b . L ^ - = (^-, > . . • » t ) 6 (R° J . On étendra

à V°, autant que possible, les opérations de V dont on a besoin. Rappelons que

l'addition r+r' est définie pour tous les r,r' € R° sauf pour les couples

(r = + 0 0 , r' = - W ) et (r = -00, r' = + oo) et qu'on a alors (+ 00 ) + r = r + ( 00 )=s+a&,

( - 0 0 ) + r = r + ( - 0 0 ) = -oo. Habituellement, la multiplication rr' est définie

pour tous les r,r ' € IR° sauf pour ( r = . + . M , r' = 0 ) et ( r = 0 , r ' = + o o ) et, si

a ^ 0, on pose ( + , o o ) a = a ( + 0 o ) = t . ( ? o o u î o o selon que a > 0 où a < 0, Toutefois,
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on ne définit pas le produit de zéro et d'un infini uniquement pour ne pas "trop

gâcher" les rapports entre la multiplication et la division (définie habituellement

sur 1R°). Mais, n'ayant pas à nous servir de division, nous allons définir la mul-

tiplication partout en posant 0( j ;o0) = ( - f O O ) 0 = 0 . Ceci dit, si

v = Z.-̂ . b. , v' = Z.v. b. (v,v' C V°), v + v' sera défini si tous les î. . + t\ (i € 1 }

le sont, auquel cas on posera v + v ' = ^_ ( ^ . + ^ ' ) b . . Et, pour tout r € (R°, rv

est défini et = 7 ( r ^ . ) "b. . O n notera V° resp. V0" l'ensemble des

v =^- t . b . C V ° tels qu'aucun b. ne soit = - oo resp. = + oo.

En plus de sa structure compositionnelle, on munira V (et V°) d'une struc-

ture d'ordre (partiel) et d'une topologie. Ce seront les images par ) de l'ordre
•D

produit et de la topologie produit de (R (resp. de (R° 1 ) , où <R (resp. t̂ ) est muni de

son ordre et de sa topologie habituels. Ainsi, v = ( ( < . ) ) ^ v' = ( (^ î ) ) si et

seulement si, pour tout i C I» J^. $ ^ î . Si v' , v" sont deux éléments comparables

de V°, par exemple si v' ^ v", Cv ' . v"; V°J = |v € V° ; v' 4 v '̂ v"j sera dit le

segment (ou parallélotope canonique) de V° d'extrémités v ' , v".

Etant donné un segment (T =Cv',v";V°'] de V°, on appelle ses ensembles dimen-

sionnel. res-p. codimensionnel, les ensembles Dim <T,resp. Codim <T, des indices j €/ I

tels que v'. ^ v" resp. v' = v" , et leurs nombres d'éléments seront notés dim c~
J J &} J ^. »

resp. codimCT et appelés dimension et codimension de <T . Un segment 5= [ v t » v " î v o J
est contenu dans <T si et seulement si "\/* ^ v' et v" $• v". Un segment <T C <3" est dit
une face (fermée) de OT si toute coordonnée aussi bien de v' que de v" est égale à
la coordonnée de même indice soit de v ' , soit de v". On appelle ensemble codimension-

nel initial, resp. terminal, d'une face v = [^v,v';V°.l de . < T = [v,v';V°j par rapport

à 0" l'ensemble Codim ((r|0") = ij 6 Dim cr ; Ç. = v'. = v.i,resp.
v J J J •)

Codim (O1 | <r ) = S j C Dim (T ; v. = ^l = v î { . On a
v J J J •

Codim y = Codim (T U Codim 1 (Ï" | (T ) U Codim ( tr | <sr ) , cette réunion étant dis-».
jointe. On notera codim (cr | r ) et codim ( S r | < r ) les nombres d'éléments des
ensembles Codim correspondants, et codim((T I 0^) = codim 1 ( (T | V ) + aodim (^| cr)

^ i ^
sera dit la codimension de 0"l (T . Une face <T de (T est dite initiale,resp. ter-

minale» si codim (cr \ (T ) = 0»resp. codim 1 (î' 1 <r ) = 0.

^ ^ . ît ^
Une face CT de <r est dite une sous-face d'une face V de V si <T £ T

(et si Ï" C î , elle est dite une sous-face propre de CT ). Les faces de dimension
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0 sont dites sommets de (T , celles de dimension 1 les arêtes de <T et les faces
<T telles que codim(<r | ( ^ ) = 1 seront dites les hyperfaces de (T . On appelle

intervalle ou segmeit tronqué un segment 0- privé d'un ensemble (pouvant être 0)
de ses faces. En particulier, un intervalle est dit un segment initialement, r^p.
terminalement,tronqué si toutes les faces de sa fermeture avec lesquelles il est
disjoint sont initiales,resp. terminales. Un intervalle de V° est dit régulièrement
tronqué s'il s'obtient en enlevant à sa fermeture <T certaines de ses hyperfaces.

On appelle la sphère Z; ( V ) de V le quotient V^ = V . . [o] par la relation
d'équivalence ̂  telle que v E V ̂  ( 3 r € R ) [r > '0 & v' = rvj . et on peut définir
de la même manière, la sphère I ( V ° ) de V ° . Si feL ( V ) , tout élément v de ? ,
où ̂  est considéré comme un sous-ensemble de V , en est dit un représentant, et.^
est dit rationnel s'il possède des représentants rationnels (auquel cas il en pos-
sède des entiers). Si v = ( (^ ^ ) ) parcourt les représentants de ^€ ^ ( V ) , pour tout
i € I fixé, on a en même temps pour tous ces représentants i . < 0 ou À . = 0 ou
^ >• 0. Si ^ € Z ( V ) , -^ = {- v;v^Çj est encore une classe (mod S ) , dit l'op-

posé de "ç .

Soient W le dual de V, < v.v> la forme bilinéaire de dualité (qu'on écrira

aussi «v,v>> quand on voudra considérer V comme dual de W) . Soit

ft = ̂  1 » ̂ 2 " * ' » ̂  une base de w duale de B [autrement dit, <^. , fi . > = ^. J
J ij

On appelle hyperulan H de V un sous-ensemble de V tel qu'il existe un couple

(w.i/) C W\ R (où W'"= W .. [0^ ) tel que v é V appartienne à H si et seulement si

< v,v ^ = u . [D'ailleurs, si v = ( ( ^ ^ ) ) et v = ( \ .) . on a

<v,w> =^i,j ̂ i^j^i^j^ = ^ ^ ^ \ et on peut écrire ^l'équation de H" sous

la-:forme Z^ ̂  ̂  = u. Si ^ = 0, on dira que H est parallèle à V. , et on adopte-

ra une terminologie analogue quand il s'agit d'espaces vectoriels.sur un corps autre

que le corps réel R.] En particulier, l'ensemble | v = ( ( ^ . ) ) C V ; ^ = u ? est

un hyperplan défini par le couple (v = ( ( ^ ^ ));u). Mais la^onnée du^couple

(v,u) € W x 1R permet de définir non seulement 1'hyperplan H, mais aussi la parti-

tion ̂  de V en trois classes :

I. Le dessus ^ sup =[v € V ; < v . v ^ > u{

II. L'hyperplan (déjà défini) H = H(^C) = [v CV ;<v.vî>= u}

III. Le dessous ^lnf = ^v C V ; < v.v ^ < u î .
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Cette partition de V en sera appelée 1'hyperplan oriente Ĉ » défini par le
vecteur z = ( v , u ) . q u i en sera dit un vecteur définissant. Deux vecteurs z = ( v , u )
et z' = ( v * , u ' ) définissent un même hyperplan orienté ssi il existe un r £ (R stric-
tement positif tel que z* = ( w * . u * ) = rz = (r w , r u ) . Il existe deux (et deux seu-
lement) hyperplans orientés ĉ  et - "3€ ayant un même hyperplan H ( ^ ( ) = H(-3C) = H
donné. A savoir, si % est défini par z = ( w , u ) , - ̂ l'est par - z = ( - v , u ) , et
on a (-^fC) = 4\ , (~îK) = Q^, . Les fermetures (topologiques) dans V de

1, inf resp. t3^ .sont ̂ UH^) resp K. ̂  U H ( ^ ) .

Les composantes v € W des vecteurs z = ( v , u ) définissant un hyperplan
orienté t̂ de V parcourant une classe d = drf& ) (mod = ) dans W , donc un élément
de -̂ = 2. ( W ) , dit la direction de Ĉ » les hyperplans orientés d'une même direc-
tion étant dits -parallèles, f̂i. est dit rationnel si sa direction l'est. Si -w est un
représentant de d 6 2- , tout hyperplan orienté de direction d est défini par un
couple convenable ( v , u ) et si u ^ u ' , ( w , u ) et ( v , u ' ) définissent des hyperplans
orientés distincts. Si u' > u, l'hyperplan orienté de direction d défini par
z' = ( w , u ' ) est dit plus haut que celui défini par z = ( v , u ) . Si v ̂  V , il existe un
et un seul hyperplan orienté de direction d passant par v , à savoir celui défini
par ( w , < v,w > ) . On dira que le vecteur z = ( v , u ) 6 W X (R définit un hyperplan (non
orienté) H s'il définit un hyperplan orienté ̂  tel que H = H ( ^ £ ) . Un z = ( v , u )
définit H ( % ) ssi il définit H ou - ̂  .

On va élargir au B- étendu V° de V la notion d'hyperplan (non orienté) défini
par z = ( w , u ) € W x R. On va d'abord définir la forme bilinéaire <v»v> pour
certains v = ( ( ^ . ) ) C V° et v = ( ( \ . ) ) C W ° , en la considérant comme définie ssi

2- . ^ . ^. définie au sens des opérations de R° (chaque terme JL. X . de cette

somme est toujours défini, mais peut être fini ou avoir une des valeurs - o o , + oo ;
quant à la somme, elle l'est ssi il n'existe aucune paire d'indices i , j tels que
t \ = + 00 ; i \. = - Où) , auquel cas on posera <v»v> = i-f.1.. Cette somme, sup-- 1 - - 1 - j j i i - i -
posée définie, a une des valeurs +00 ou - ̂> ssi il existe un indice i tel que A . ^ 0
et t. = + où . Si un tel indice n'existe pas (auquel cas la somme est définie) et si
l ( v ) est l'ensemble des i € I tels que X • ^ 0 , on a S. . ^L. = 0 quand
z = ( w , u ) €. W x R l'ensemble H des v €. V° tels que <v,v) est définie et ^v,w) = u

(donc, en particulier, ( v , v ) est finie et il est visible que

H = ( H f\ V / ^ ) , V° / \ ) ( o n peut écrire, par abus d'écriture inoffensif,

H = ( H n V-/ N >̂ V° / o) . On peut aussi définir la notion de l'hyperplan orienté
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de V° défini par un z = (v^u) G (W° .. }6j) x R, mais alors, en plus des dessus»
hyperplan et dessous de ^L , il y a une quatrième classe, dite domaine d*indéter-
mination. Bien que ces notions présentent de l'intérêt pour étendre autant que
possible les notions de convergence et de valeur d'une série de Laurent ultramé-
trique» je n'en parlerai pas dans le présent exposé» où elles sont superflues

On dira qu'un espace IR-vectoriel V est vertical!se quand est fixée une

décomposition directe V = V ® V de V, où V, V sont des sous-espaces de V de codi-
mension 1,resp. de dimension 1,appelés ses composantes horizontale>resp« verticale»

Les composantes 'v,v' d'un v C V dans V,resp. V ' , en seront dites aussi composantes ho-
rizontale ,resp. verticale. Une base B de V sera dite une base de l'espace verti-
calisé V (ou une base verticalisée de V) si elle est la juxtaposition (B,B*= [b'( )

d'une base B de V et d'une base B' = \ Jb ' j de V. On va supposer que la dimension
de l'espace verticalisè V est un nombre fini n+1 > 2 et qu'on en fixe une base ver-
ticalisée B = ^ , t^ ,..., b^, b^ î , où B = ̂  , bg ,... , b^ est une base de

V et B' = j b ' = b \ en est une de V (b ' sera dit le générateur vertical de V).

Les V. (i=1,2,...,n) seront dits les axes de coordonnées horizontales de V, tandis

que V < = V en sera dit l'axe vertical* De même si, v =s ( ( -^ . ) ) » les 1 ,...,j6

en seront dites les coordonnées horizontales, tandis que -^.' = î. - e n sera dite la

coordonnée verticale.

La donnée de la décomposition directe V = V ® V en détermine une
W = W" ^ "W, où W",W sont les espaces orthogonaux des V resp. V. Ce sont des sous-
espaces de W de dimension n,resp. 1, dites ses composantes coverticale^ resp, coho-
rizontale, et si v C W^ ses composantes v'', ^ dans W", resp. W, en seront dites les

composantes co verticale^ resp. cohorizontale. Si / 5 = ( / ^ i » /3^ • • • • » / î » fi < ) sst

la base de W duale de B,/à" = ( ft , /^ ,... , fl ) en est une de W" et fi= (/F^ ^ )
s&

en est une de W.

Soit JL- = I— (W) la sphère de W. Si ^ = ^ , est la coordonnée cohori-
•s

zontale d'un v = ( (X. » i = 0 , 1 , . . . , n + 1 ) ) , X est > 0 ou = 0 ou < 0 en même temps

pour tous les représentants v d'un d C ^ . O n dira que d est supérieur si A, ^ 0
et qu'il est strictement supérieur si X. > 0. On appelera 11hémisphère supérieure.
stric-uomeniL» 's— + 5- ++ ç-

resp.<supërièure. de W l'ensemble Z_ , resp. Z—, des d € / _ de même nom. Les

d€^- .. i_ sont les d € ^L- , qui sont coverticaux (c'est-à-dire tels que,
pour tout w é d, on ait J = 0).
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Si d C 2. » il existe un seul représentant v(d) de d» qui soit de la forme

(w"(d) ,^) donc X. = \ ̂  = 1 . La composante coverticale v"(d) de ce représentant

de d sera appelée l»antipente de d. Si v = (v,v') = (( ̂ ;i=1,2»... ,n+1 ) ), on a

<v.w(d)> =<v,v"(d)> + <v'.^>= (^ ̂ <^^) + ^+1 • où

w"(d) = (( A, ^,i=1,2,...,n)). Si dêZ est covertical, -d l'est aussi. Sinon, un et

un seul des d', -d est supérieur (et il l'est strictement).

Soient ^t un hyperplan orienté de V et d = dC^f) sa direction. "X. (et aussi

H(^()) est dit vertical si d est coverticale (c'est en effet la condition pour que

H^ ) soit parallèle à V). Il est dit supérieur resp. strictement supérieur si

d = à.W) l'est, et, dans le second cas, v"(d) est aussi notée v"^) et dite

1'antipente de ^ . Si H est un hyperplan non-orienté, qui n'est pas vertical, il

y a un et un seul hyperplan orienté supérieur ^ tel que H = H Ç X ) . On l'appelera

l'hyperplan supérieur orienté de H et on le notera ^ (H). On appelera les demi-sup
espaces supérieur, supérieur fermé, inférieur, inférieur fermé de H les ensembles

^sup^31^ ^suF^3""0 H. t supW ' ^supW111" y H -spectifs. c'est-

à-dire respectivement le dessus, le dessus fermé, le dessous et le dessous fermé de

^ sup^* 8i ("v'»hî^) = ̂ ^ 'b') est le point de H (non vertical) donc la compo-
sante horizontale est v, ces demi-espaces sont les ensembles de v = ("v,v' = ^ 'b ' )

tels que respectivement ^' > , >^ , < , $. h(v), autrement dit qui sont respecti-

vement strictement plus haut . plus haut au sens large, strictement plus bas, plus

bas au sens large que le point de H de même projection horizontale. Si H est ver-

tical, il y a deux hyperplans orientés sypérieurs ^ tels que HCÎf) = H, et on ne

peut pas parler de. leurs dessus et dessous en termes de H.

Si H n'est pas vertical, soit (0,h(H) b ' ) le point où H coupe l'axe vertical

V. Si z(d) = (v(d),u) est le seul vecteur z = (v,u) définissant ^ (H) et tel

que v = v (d ) , oh a < (0 ,h (H)b ' ) , v (d ) = (w"(d) , /S ) ^ = < 0 . w " ( d ) > + < h ( H ) b ' ,^=

= h ( H ) , donc h ( H ) = u. On appelle h ( H ) la hauteur de H, et aussi- la d-hauteur h (v)

de tout v C H ; où d = dC^P ̂  ( H ) ) . On a visiblement, si v = ((6.. ; i=1,.. . ,n+1 )) et si

v"(d) = { ( i^;i=1 ,2,'. .. ,n)), h^(v) = u = < v,v(d)> = <v,v"(d)> +<v ' , ^>=

ss ^ l^i^n i ^ i^ + +1 ^on ^evLt étendre la notion de d-hauteur d'un v £ V aux

d & Z. coverticaux et même, aux cas plus généraux, mais cette extension est sans

utilité pour cet exposé).
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Soit M ^ 0 un sous-ensemble d'un espace IR-vectoriel verticalisé V = V © V.

Un dé Z est dit une direction admissible pour M si, pour tout hyperplan orienté

X de direction d, ?t ln ^ M est fini. L'ensemble des d éî^ admissibles pour M

sera noté Adm (M). Nous allons supposer que .Adm (M)^ 21 a (sur Z. ) un inté-

rieur, non vide .Si d € Adm (M), il existe l'hyperplan orienté o^_,(M) de direction

d, qui est le plus haut hyperplan orienté de cette direction dont le dessus fermé

contient (au sens large) M. Son hyperplan L-(M) = H(o2Î (M)) sera dit l'hyperplan

d- tangent à M. Si d € Adm (M) f\ Z. ++ . on note f ,,,(v'''(d) ) la nauteur h(L ( M ) ) de——-—— M d

L - ( M ) . Si d € Adm ( M ) , L (M) f\ M + 0. et si, en plus, déZI^-, les v C L - ( M ) H M
0. CL Q.

coïncident avec les points de M dont la d-hauteur est minimale. Ainsi, dans ce cas,

Min ^ h , ( v ) existe et est ^P ( v " ( d ) ) . On peut montrer que Ada ( M ) est un ensemble
convexe de Z- = Z, ( W ) (démonstration analogue à celle du cas n = 1 ) .

Soit N ( M ) l'intersection de-a dessus fermés de tous les hyperplans orientés^»

de direction admissible d(^() C Adm ( M ) tels que ces dessus contiennent M. Il est

évident que N ( M ) est aussi l'intersection des dessus fermés des oZf ( M ) , où d par-
court Adm ( M ) , ou, comme on peut montrer, seulement Adm (M)/^^ , , N ( M ) est un

sous-ensemble convexe de V (ayant, en plus, la propriété que si v € N(M), tout point

plus haut de même composante horizontale est aussi £ N ( M ) ) , en général de dimension
n+1, mais pouvant, dans les cas de dégénérescence, être de dimension plus petite.

La frontière ÎT(M) de N ( M ) , qui est un polyèdre infini convexe de V, (on le prouve
en se servant» en particulier, de la convexité de Adm . (M)) s'appelle le "polyèdre

de Newton de M, Les sommets de ce polyèdre sont forcément des points €' M, et tout

L , ( M ) , où d C Adm ( M ) , touchent M en un ou plusieurs points. On appelle Reg(M) et

Z ( M ) les ensembles des v"(d) , d € Adm . (M) /^ ^ , tels que L - ( M ) touche M en un

seul,resp. en au moins deux points, et d € A dim(M)n Z- (et aussi v"(d) corres-
pondant) sera dit régulier ou exceptionnel selon que -w"(d) C Reg(M) ou w"(d) € Z ( M ) .

Si v = ( { i . ; i = 1 » . . * , n + 1 ) ) est un sommet de T T ( M ) , on notera A l'ensemble des

v"(d) tels que L,(M) touche M en v. On peut montrer que A est un polyè.dre convexe

fermé de W", dont les faces sont contenua'sdans Z(M) tandis que son intérieur est une

composante connexe de Reg(M), et ^i/^") Y est la fonction linéaire (j ' +<v,v"'>. ,

car, si 1%. est un hyperplan orienté de direction d tel que v £ H( Ï( ), on a h-(v) =

=<v , (v " (d ) , /S )> = h +<7,v"(d)>- .
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Ainsi, la fonction ^u^") a ^-es propriétés suivantes :

°<,) elle est continue ;

/S) son domaine de définition v"(Adm (M)/^Z- ) admet un recouvrement par
une famille de polyèdres fermés à intérieurs disjoints deux à deux, tel que ^»,(v")

M

soit linéaire sur chacun de ces polyèdres.

S) Elle est concave,c'est-à-dire si, sur quelque ouvert du domaine de défi-

nition de ̂  , on a ^(v") = t' +Z^ i ^n^ i \ 9 où v" = ( (À i'1"1 '• • • 'n) ) et

^1 » ~o » « * « » ^ » ^ * sont des constantes réelles, on a, partout sur ce domaine»

^(wl<)>/ ̂ l^nVi-

Si M ^ 0 est fini, on a Adm .(M) =2, +, donc w"<Adm(M)/1 Z- +) =

= •w"( Z, ) = W" et les û forment un recouvrement fini de W".

Z(M) est l'ensemble des v"(d) pour les d 6 Adm (M) ^ Zl ++ tels que L^(M)

touche M en au moins deux points distincts v = ( (-L . ) ) et v = ( ( X . ) ) , c e qui

implique ji + < v',v"(d) > = L + < v ̂ , v"(d)^ . Ainsi, chaque v" & Z(M) appar-

tient à un hyperplan d'équation < v - v*" , v"^ = (/ - -? ^ de W", et ces hyper-

plans sont rationnels si les projections horizontales 7 desv € M le sont toutes.

Si M est fini, le nombre de ces hyperplan "exceptionnels" de W" l'est aussi et Z(M)

est contenu dans la réunion d'un. ensemble fini d'hyperplans de W".

§ 2. Géométrie dans k'11 .

Soit k' = k u ioo( le projectivisé d'un corps densement value k, dont soient
r*(k) le groupe de valuation (et m ( k ) = Log F ( k ) le module de valuation) et k le

corps résiduel. Etant donné deux points x = ( x . , x , . . . , x ) et

y = (y y . . . , y ) de k' (où 1 = { l , 2 , . . . . n ^ ; on notera k' aussi k'11 quand

cela ne risque pas de créer les confusions), le vecteur d ( x , y ) =
= ( d ( x ^ , y ^ ) , d(x^ , y^) , . . . , d(x^ . y ^ )) C Œ 1̂ (où ̂  = {r Ê R° ; r >. 0J ) sera

dit la polydistance (o u , simplement, la distance) des x , y , et | x 1 == d ( x , 0 ) =

= ( t x J , | x ( , . . . , 1 x ( ) sera appelée la valuation de x. Comme cela a été déjà dit

au § 1 , on considérera R011, et aussi sa partie (R011 , comme ensembles partiellement
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ordonnés par leur ordre produit, et ces ensembles partiellement ordonnés sont des

treillis complets. En particulier, si r = (r. , r ,... , r ) et r' = (r' , r' ,..,r)

sont 6 R° , on a Sup(r ,r ' ) = (Max(r ,r'), Max(r , r ' ) ,..., Max(r , r ' ) )et

Inf(r»r') = (Min(r ,r'), Min(r ,r') ,..., Min(r ,r')). Ceci posé, la distance qu'on

vient de définir satisfait bien aux axiomes des espaces ultramétriques :

I) d(x,y) = 0 ^==^ x = y ; II) d(x,y) = d(y,x) ; III) d(x,z)^ sup[d(x,y), d(y.z)J

Un tel espace» ou la distance prend ses valeurs dans un ensemble partiellement or-

donné, qui est un demi-treillis supérieur, sera dit, selon la terminologie de mon

élève» M. Guennoun» un espace hièrarchimétrique, On appellera proximité des x»y le

vecteur p(x,y) = - Log d(x,y) = (-Log d(x^,y^), - Log d(x^,y ) ,.., - Log d(x ,y ) ) ,

et on appelera ordre valuatif de x le vecteur ^ù(x) = p(x,0) =

= (<jô(x.), ûà(x^) , * . . » &KX ) ). Si a C k : considérons les applications

9 : x ——^d(a.x) (x € k1) et 7T ; x —^ p(a,x). Si A ç k'1 et a 6 k1, & A. eta " a a

Î1"" A seront dit les ensembles des distances resp» des proxi mi t é s de A par rapport à
^ - . __..

a. L'ensemble A ç k* sera dit a-saturé (terminologie de Robba), si A = 0' .(0 A) .

Ordonnons également, la puissance cartésienne Q_ (qu'on écrira aussi _S ) de

la droite semi-réelle g par son ordre produit (c'est aussi" un treillis complet). Si

f - U ^ .^2 .....^)6 ^. ̂ ) = (^i). ï^^» • t ï r { f n^ sera dit la

valeur réelle de f et ^ ( ^ ) = ( ^ (/ ^ ), ̂  {? ^ ),..., ̂  ( f> ̂  ) son espe.ce. On dira que

l'espèce de ^ est non-positive,resp, non-négative -.si, parmi les ^ (yo .)

(i=1,2,. .. ,n^ i'1 n'y en a aucun, qui soit = +, resp. = -. Si

r = (r^ ",..., r^) ê (IR0--!- oo l )1, on posera r^ = (r"^ , r^ .... , r^ ).

On appelera polycercle (ou simplement cercle quand cela ne conduira pas aux con-

fusions) de centre a 6 k'11 et de rayon j 1 6 S11 , tel que Ç (^) soit non-positive,

l'ensemble, C(a, / ) = (x C k'11 ; d(a.x) ^ f] . Si f ç, (F(k)U J0,+toî )11 , C(a,J' ) est

dit circônférencié, sinon il est dit non-circonférencié. Il est dit anti-circonfé-

rencié si S = r ou r ê IR011, un ensemble 3 £ k1 1 1 est dit un pseudo-poly cercle, de

centre a 6 k" si C = î x € k'" ; d (a ,x )6S '^ , où 5" est un segment terminalement

tronqué -de R011 d'origine 0.
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Comme dans le cas n a 1 , chaque point d'un poly-cercle en est un centre (avec

le même rayon) et deux poly-cercles non-disjoints sont concentriques. Mais, contrai-

rement à ce cas, deux polycercles concentriques ne se contiennent pas toujours l'un

l'autre (ceci à lieu si leur rayons sont comparables). Mais deux polycercles d'un

même rayon sont toujours disjoints ou égaux. D'ailleurs bien d'autres propriétés

d'espaces hyperultramétriques, dont la distancé prend ses valeurs dans un ensemble

totalement ordonné sont en défaut dans les espaces analogues, dont la distance prend,

comme ici, ses valeurs dans un ensemble, qui n'est ordonné que partiellement tout

en étant un demi-treillis supérieur (c'est-à-dire possédant le suprémum de ses deux

éléments quelconques) : ainsi, les triangles ne sont pas forcément isocèles, ce qui

ne permet pas de conclure de d(b,c) < d(a,c) à d(a,b) = d(a,s) ; les distances d'un

point en dehors d'un cercle aux points du cercle ou les distances mutuelles de

points de deux cercles disjoints ne sont pas forcément toutes égales, etc...

Comme conséquence, si l'intersection d'une famille de polycercles non-disjoints est

encore un polycercle, par contre la réunion d'une telle famille n'en est pas toujours

un. {Toutefois, la réunion d'une famille de polycercles totalement ordonnée par

inclusion en est encore un» ce'qui montre que les polycercles forment une famille

inductivej. Une telle réunion (qu'on peut aussi définir comme réunion d'une famille

de polycercles concentriques) sera dite un muiticercle, et les multicercles d'un

centre fixe (on appelle un centre d'un multicercle tout son point a tel que le multi-
cercle consiîiéré est une réunion de polycercles de centre a; contrairement au cas des

polycercles, n'importe quel point du multicercle n'en est, en général, pas un centre)

forme un treillis complet par rapport à l'intersection et la réunion. Un pseudo-
polycercle est en général un multicercle. En effet, si 1 est l'ensemble des indices

i tels que, pour un J € S11 donné d'espèce non-positive on ait' ^{f .) = 0, et si»

-pour i £-I, J?' = J^""11^ (J^ , ̂  ,..,/^) ^st tel que f\^ = /^si j ^ i et

f ! = f~ , on a ?(a;/) = U C(a;/^ l )). On a, visiblement,
i \^ î.

C{a.,f ) = C (a^ ,f ̂  > C(a^ ;J^) x ... K c{a'^f^t si !< f' » ^a'»/ ' ) est une

réunion de cercles (forcément disjoints) de rayon ^ « On notera ) •/ /nfn \

l'ensemble des cercles de rayon ? contenus dans C ( a , y 9 ' ) . Visiblement, il

s'identifie avec le produit cartésien ̂ l ' ̂  ^ ) / — , . x c(a2; ̂ /c/o. f ) ^ - - -

Ci a. * P ' ) C(0 ' P ' ) /
... X n n / • E n particulier, ' /^/n o \ s'organise ainsi en

^(O;^) C ( O Î J }

groupe additif, somme directe © / ( r \ û \ ^-es ë1'0'1-1?^ additifs
i CW/^
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^^^(O,^.) et si !' = (M- - . .1 ) . [donc

f< ( 1 1 1)1 c l ( o ; ( 1 .^ . . . .1)) / . . ,• ' - l » ' » • • • > ' " J » , • ^(Ot P ) devlent un anneau, somme directe

des anneaux c O Î 1 /ç^yj . En particulier, si /• = ( 1 , 1 , . . . , 1 ) et

P ^ p^ = (1 - . 1-. . . . .1-). c(o;(i.- i ,....D) ^ _
^ ^(Oîd .1 .....i ))

s'identifie avec k11 = k 9 k ®. . .® k et peut être considéré comme une I-algêbre.

Si r € rÇk)11 et si u = (u^. u^ ...., u^) € k^ est tel que |u j = r, l'auto-appli-

cation x = (x^ . x^ ..... x^) ——>x' = (x^ . x^ ..... x^) de k'11 telle que

^ = ̂  ^ in(iuit une ^ijection de c ^ o » ^ ^ / - g^

C ( 0 ; ( 1 . 1 . . . . . 1 ) )
/C(0;(^ ' ' .1 ' ' . . . . .1 ) ) •

Si r C (F(k)U ^+ c0^)11 et si a f &0 , on appelle polycirconférence (qu'on

dira souvent circonférence) de centre a et de rayon r l'ensemble S(a, r ) des

x Ç k'11 tels que d(a,x) = r. Visiblement, si p < r, S(a,r) est une réunion de cer-

cles de rayon f et si. pour tout i. d(a^,a^) ^ r^ . on a S(a' .r) = S(a,r). En

particulier, quand on identifie C ( 0 ; ( 1 , 1 , . . . , 1 ) ) _ avec k11

c(o;(i"\ i~, . . . . r))
S(05( t ,1 . . . . .D ) . . . . . -^n ^ ^ -^

^(O.d'.l"....,!")) s'^enditifeaveck71 = k x k x . . . X k .

Si A C k' et a C k , on appelé rayon (que. dans le cas où A est un cercle,

on fera suivre du mot "propre") de A par rapport au centre a le supremum, sur S" ,

\^ = ^PX C A d(a^

de la distance d(a,x) entre a et x, où x parcourt A. De même, le supremum sur S11

d(A) '^(x.y) Ç A .A^^

de la distance mutuelle des points x,y de A sera dit le diamètre de A. Visiblement,

r^(A) est le rayon propre da plus petit cercle de centre a contenant A, ^onc, si
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a ç A, il ne dépend pas du choix de a et, par suite, est aussi égal à

^a G A '•a '̂ = ^aC A ^PX C A d(a>x)• s• ^(a.x) 6 A x A ̂ ^ ° d ( A )-

"Tf ; x ——>p(a ,x ) est une application de k' sur R011, qu'on considérera comme

l'étendu V0 de l'espace vectoriel réel V = R11 de dimension n. Si l'on fixe comme
base de V le système de vecteurs (b, , b. ,..., b ) tel que b. (en tant qu'élément—. i c. n i
du produit cartésien R011) soit ( f ^ , S . , . . . ,S .^ , . * . » 5 . ) un élément

r = (r , r » . . * » r ) de R° est aussi J" . r.b. , donc a r. comme

i-ième coordonnée [et peut donc aussi s'écrire ( ( r . , r ,... , r ) ) , ce qui rend
inutile cette écriture dans le cas considère],. Un ensemble A Çk111 sera dit un

hyper-plan a-proximal s'il est a-saturé et son ensemble de proximités p (A) para
rapport à a est un hyperplan H de V°. On dira que A est rationnel si.. H l'est. Si W
est le dual de V muni de la base /3 = ( / 3 . , . . . , /3 ) duale de B, et si

z = (v»u) G W y. (R est un vecteur définissant H (ou plus précisément, un des hyper-
plans orientés % tels que H = HCÏO), ce sera donc l'ensemble des points

x = (x, , x ,..., x ) de k'^ tels que <-p(a,x) = oû(x-a )»v> = u» ou, sous une

forme plus détaillée, si v = ( ( c . ; i = 1 , 2 , . . . , n ) ) , tels que

< - ' ,^ .^ c. i»)(x. - a . ) = u. On peut aussi formuler cette condition en terme de dis-

tance (ou de valuation) : x appartient à l'ensemble considéré ssi
c.

TT" |x. — a . S 1 = e * On notera Q^ cet hyperplan a-proximal. Il-est à
Ui^n 1 1 z

remarquer qu'un v 6 V tel que r. = + 10 ou - où appartient à H ssi c. = 0, auquel

cas l'appartenance de v € V à H ne dépend pas de se;, i-ième coordonnée -?,. , ceci

signifie qu'un x 6 k' tel que x. = 0 ou x. = Oo n'appartient à Q que si l'appar-

tenance d'un x € k' quelconque à Q ne dépend pas de sa coordonnée x. .

Si 1 C I, 1'hyperplan a-proximal Q de k' sera dit parallèle à k o si 1'hy-
perplan correspondant H de V ^ R° l'est à V (autrement dit si l'appartenance

o

d'un x C k'11 à Q ne dépend pas des valeurs des x. , i C 1 ) * On dira aussi, dans ce
cas, que Q est parallèle à X .

o
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§ 3- Polyèdre de Nevton et fonction ^ d'une série -de Tavloy . Convergence
séries de Taylor. leurs fonctions ^ . M . M . inégalités de Cauchv. Zéros des séries7
de Taylor. Fonctions méromorphes.

Nous allons considérer les fonctions de n variables ultramétriques, variant
dans un corps value complet k (généralement supposé algébriquement.clos. donc à
corps résiduel k infini et à valuation dense). D'ailleurs, dans certaines questions
pourront intervenir plusieurs systèmes de tels variables (variant dans un même k) :
x! ' ̂  ' • • • » x^ ; Y'! ' ^2 » • • • » ̂  ' • • * • Quelquefois, on considérera les valeurs
de ces variables dans l'ensemble un peu plus grand, à savoir dans le projectivisé
k' = k U ioot de k.

Du point de vue des notations, nous allons adopter les conventions suivantes
déjà anciennes (introduites indépendemment par moi-même ' et par M. Laurent
Schvartz- , à moins que quelqu'un ne l'ait fait auparavant) : on notera X . Y . . . .
les vecteurs (X^ . X^ , . . . , x ^ ) , (Y^ . Y^ . . . . . Y ^ ) . . . . . Si X^ = ̂  est un sys-
tème de valeurs des X^ dans k' , on notera, également, x le vedeur^x . x . . . . x )
et on dira que x est une valeur de X. Les valeurs possibles du vecteur (ou ^système^)
X occupent évidemment k' 1 où 1 = ( l . 2 . . . . . n j . On aura. d'ailleurs.. à considérer les
vecteurs de nafi^re intermédiaire, dont certaines coordonnées sont des variables et
d'autres constantes C k ' . tel le vecteur U = ( X , X . . . . . X . . x. . . . . x ) .
Quels que soient les vecteurs de ce type. on définit leur addition et multiplication
comme addition et multiplication par composantes); par exemple,

X.x = (X^ . X^ . . . . . X^). Xx = (X^. X^ . . . . . X^).

Ẑ  = 2 étant considéré comme un ^-module . muni, en plus. de son
ordre produit, soit i = (i^ ̂  , . . . , ̂  e z11. Si U = (U^ . U^ . . . . . U^). où les

U^ sont des.^expressions quelconques pouvant se multiplier commutativement, on posera
_ i ^ i ^ i

U = U^ U^ . . . Û  . Visiblement, on a U1 +1 = U1 ' U1" et. pour tout z CZ.

U21 = (U 1) 2 ^ ( U 2 ) 1 , oùU2 = (U2 . U2 . . . . . U 2 ) .1 2 n

[Bien que je ne m'en servirai pas. je mentionne encore les notations suivantes,
qui peuvent être utiles dans l'étude formelle des série de puissances : on pose

i! = i^l i^l. . i^I et si i 6 211 est >. 0 = ( 0 . 0 . . . . , 0 ) , on a la formule de binôme
(25) Voir L12J, p. 1 2 8 - 1 2 9 . ~
(26) Voir .[ 2 0 ] , p. 14^15.
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(X+Y) =Z ^ ., . . , ̂  / . j . ,'\ X Y ainsi que les formules analogues pour le

"multinome"(X+Y+Z+...)1 1 .

Soit f(X) =I.^o a.X1 une série de Taylor en X = (X, , X- ,... , X ), oùi vi ji i l d nn

^ est 1 * hyper.quadrant principal \i € 2^ , i >/ 0( de 211 (on écrira aussi i ^ 0

au lieu de i € ^ quand il sera clair qu'il s'agit des i 6 V\ dont on va supposer

qu'elle converge dans un voisinage de 0, Soit m(k)r- Log ^(k) le-module de valua-

tion de k. Considérons le produit cartésien (dans un certain ordre) (R de n+1

exemplaires de R. On va le considérer comme un IR-espace vectoriel V avec une base

canonique (b , b ,. .. , b , b = b' ) telle que b = ( S . , 1 ^ j ^ n+1). On va

verticaliser cet espace en prenant comme sa composante horizontale son sous-espace

linéaire V = $v = (v , v ^ , . . . , v , v , ) ê V ; v i 3 ^ engendré par les

b . , b ^ , . « . , b » e t , comme sa composante verti cale. son sous-espace

V = \v € V ; v = v =. .»= v = OJengendré par b1 = b , . Faisons correspondre à( 1 cL n ) n+1

tout terme non nul a.X1 de f(X) (i C ? ) le point P. = (i,u>(a^)) de V = 7^V, dont

la composante horizontale est l'exposant i € (? du terme, et dont la composante ver-

ticale est l'ordre u)(a. ) = - Log ( a. [ 6 m(k) de son coefficient a. [ainsi P. ap-

partient toujours à J x m ( k ) Ç 2 x m ( k ) l . C e point sera dit le point représen-

tatif du terme, et M = JP. ;i€Î? , a. ^ o f sera dit l'ensemble représentatif de

f. Visiblement, si f ^ 0, M^) ^ 0 . Si W = W" ® W est le dual (coverticalisé) de

l'espace verticalisé V, soient 2- = c— (W) sa sphère,Z_ et ^L. ses hémisphères

supérieure et strictement supérieure •

On appelera ensemble d'admissiblité générique, polygone de Nevton, fonction ̂ f

et on notera respectivement Adm (f) » TT( f ) , ^(v") les objets correspondants

Adm (M^), Tf , x ,^ /^^( v" ) de l'ensemble représentatif M^ de f. Si
M' ' H { î )

d C Adm (f) ^ ZL ++. l'hyperplaii d-tangent L .(M^ ) à M^^ sera aussi noté L^ î ).

L'hypothèse de convergence de f dans un voisinage de 0 implique que l'intérieur de

Adm (f)/î 2^ n'est pas vide. Considérons un système x " (x. » x- » * . . » x )6 k*

où k^ = k .. ^ O Î . des valeurs des systèmes X s (X. , X ,..., X ) des variables

X< ,..., X tel qu^aucun x. ( i"1,2».••»n) ne soit 0 ou 60 • Cherchons l'ordre
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^(a.x1) d'un terme non-nul-a. X'1' de f pour X = x. On a eo(a.X1) =

= ^(a^x,12... x^)=^)+Z^^i^). Si

v" = ( ( 0 (x/), 0 (x^) ,. . . » u) (x ) ) ) € W", on a visiblement, puisque

P^ = i(i^ , î  ..... i^G3(a^) )) , <A)(a^x1) = < P^ ,v"> + P^ =<P^,v> , où

sr

w = (w", é.) = ( ( 0)(x^), oJ(x ) ,..., C0(x ) , 1 ) ) . Si d est la classe de v(mod s. )

(cette classe est € ï_ , car la coordonnée cohonzontale de v est 1 > 0), on a

donc lo(a.x ) = h (P.). La série f = (_ . (P a.X converge pour X = x si, et seulement
1 d 1 Ib*^ 1n

si»h (P.) = ^(a.x1) tend vers + ûû , sur R°, c 'est-à-dire»-si» pour tout c ê (R, il

n'y a qu'un nombre fini de termes a.X ^ 0 ^ f tels que h - ( P . ) < c, autrement dit

si, en dessous de l'hyperplan de V de direction d (ou d'antipente u 3 ( x ) ) , il n 'y a

qu'un nombre fini des points P. 6 M^ . Mais ceci singifie précisément que d est une

direction admissible. Ainsi, f(x), où x C k , converge si, et seulement si (j (x)

est l'antipente v"(d) d'un d = d(x) € Adm (f)/^4^. Les d € Adm, . (f) .. Zl

admettent aussi une interprétation, dont je ne vais pas parler ici.

On peut d'ailleurs considérer les valeurs x C K , où K * est une extension

valuée arbitraire de k. On peut, en particulier, considérer K tel que F(K) = (R , ce

qu» permet d'interpréter Adm (f) 0 ^ comme l'ensemble des d€ ^__ tel que f(x)

converge si un système de valeurs x & K, où K est une extension valuée de k» est tel

que &>(x) = w'^d)

Si d C ZT " et si v"(d) = ( (c , , c »..., c )) .est l'antipente de d, posons

r(d) = e"^"^ = ((e"01 , e'"02...., e^n)). Visiblement d-^v"(d) est une bijection

T" ++ -~'W"
de ^- sur l'espace vectoriel réel W" de dimension n» et v" —>r = e est la

bijection de cet espace sur son hyperQuadrant principal ouvert 6 (W"). Nous avons

ainsi trois arguments possibles pour décrire les phénomènes dans l'ensemble des hy-

perplans orientés de l'espace verticalisé V = V ft V* qu'y détermine la donnée de la

-v"
série de Taylor f î d, v" = v"(d), r = e . 1 1 ne fait pas de doute que» pour

chacun de ces arguments, il existe des situations ou, pour des raisons surtout psy-

chologiques dues à nos habitudes mathématiques (linéaristes, métriques» topologiques

d'un certain type)» son emploi parait préférable à celui de deux.autres-.Dans le

cas n=1, il n'y a pratiquement pas de différence entre, d et w"(d) (.qui est plus
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3imple), et, comme il s'agit en fait (par exemple» pour le domaine de définition et

les régions de linéairté de la fonction ^y) d'intervalles de la droite W" et de

leur partition à l'aide des points isolés, l'application v" ——^ e^ les transforme

en objets de même forme» le léger avantage qu'a l'argument v" du fait que ^ (w") est

linéaire par morceaux ne contre "balance pas les avantages intuitifs de l'argument

r = e du point de vue des espaces métriques. C'est pourquoi, dans le chapitre I,

j'avais employé surtout cet argument. Par contre, si n > 1 , les avantages de l'ar-

gument -w" par rapport à r deviennent beaucoup plus grands. Par exemple si M ^ 0 est

un sous-ensemble de V, le recouvrementde ^"(Adii^M)/^''"^) par les régions de linéarité
de ^M^") en est un recouvrement par les polyèdres fermés, séparés par des mor-

ceaux d'hyperplans de W" , tandis que leurs images par v" ——> e^ sont des "po-
lyèdres exponentiels", objets géométriques beaucoup moins intuitifs. Pour cette

raison, de même que M. Robba»dans l'exposé qui suit, je vais généralement employer

l'argument v", mais sans tomber dans le dogmatisme de s'interdire l'emploi des

autres arguments (d , r ) dans des cas appropriés. Quand un sous-ensemble de W" sera

défini et noté d'une certaine manière, les ensembles correspondants en arguments d,r

aeronbnotéBde la même manière, mais en ajoutant comme indice supérieur cet argument.

Ainsi, on va noter Conv ( f ) le transformé v"(Adm ( f ) ^\ j_ +) de Adm ( f ) o £1

par d ——>v"(d), et on va noter Conv (f) -et Conv (f) les ensembles correspondant
gen gen

Adm (f)H 2- et e S611 en arguments dîresp. r. Avec cette notation, f (X)

converge pour x 6 k n ssi îA}(x) ç, Conv (f) |^ou, ce qui est équivalent,

|x | C Conv r (f) j si d = d(x), on a alors d C Adm ( f )^ £. et le minimum des

Lj(a^x1) = h^(P^) existe et est ^(^"(d)) = ^-( U> ( x ) ) . Donc,

M ^ ( v " ( d ) ) = Max^ la^l = Max^ e-^i^ = e-^i ^i^

-^(c0(x)) ^
existe aussi et est e 1 . On a ainsi les fonctions ^(v") et M (v") définies sur

Conv ( f ) . On peut aussi considérer M ( r ) = Max. J a . j r 1 , qui est la transformée de

Mjv") par w" —-^r = e"^ et est définie sur Conv^^f) Ç S" (W"). Chacune de cesî gen

fonctions a ses avantages : ^..(v") est linéaire par morceaux, tandis que M,.(v") et

^L.(r) sont de même type que les normes des fonctions de l'Analyse classique (en

particulier de l'Analyse fonctionnelle). En plus, M (r) a la forme monomiale par

morceaux en r, très proche de la forme monomiale a.X1 (en X) des termes de f. Il me
' V'

semble que, du point de vue des valeurs de ces fonctions, les avantages des M,, et M

sont plus sérieux que ceux de ^ r • Ainsi, j'emploierai généralement» la fonction
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M,.(v"), sans toutefois m'interdire l'emploi de ^.(v") ou de M-(r). On a visiblement:

ai CU(x) C Conv ^(f). l f (x) l ^M^( (x ) (x ) ) et si cJ(x) i Reg(f) Ce'est-à-dire L^

touche M . en un seul pointa , on a ( f ( x ) | = M (uJ (x) ) .

La série f(X) peut converger pour certaines valeurs x = (x.,,»,x )telles que

certains x soient = 0 , et on peut même donner un sens à f (x ) pour certains x ç k111

tels que certains )<. soient = ùû . Visiblement, la fonction M - ( r ) = M a x . f a . / r a un

sens pour r = ( x j correspondant. Ainsi, pour prendre en considération de telles valeurs

de X, il faut étendre Conv(f) à certaines parties de l'étendu (W") de W" [rappelons

que |0| = 0, | Où 1 = + où, a ? ( 0 ) = + ^ , t i ) ( o 0 ) = - o o ] . Etant donné un

v" = ( ( c ^ , c ,..., c )) € (W")° , notons 1^ (v") l'ensemble des q tels que

c = - 00 , (donc, si x C k' est tel que&/(x) = v", I_^(v") est l'ensemble des q tels

que x = <»°) . De même .notons I ̂  (v") l'ensemble des q tels que c = + oo (donc

x = 0). On dira que f(X) converge pour X = x» où certaines x peuvent être égaux

à où , si : a) tous les termes non-nuls a.X de f (autrement dits, teisquè a. 9e 0)

sont finis (en vertu des règles de multiplication dans k ' ) , ce qui a lieu ssi, pour

tout q tel que x^ = 00 , on a i^ = 0. Si JÇI, considérons les termes a.X1 de f(X) tels

que i - 0 pour tout q ^ J. La somme de ces termes est une série de Taylor en

Xj = (X ;qÇJ), qui sera notée f,(X ) et qui converge aussi sur un voisinage de 0=0

de k . Ceci posé, décrivons, sans entrer dans les détails de démonstration, l'ensemble

Conv(f) c (w")° tel que f(x), où x C k'1, converge ssi o0(x) 0 conv(f).

(0) (^o )Soient I , I deux sous-ensembles disjoints arbitraires de I. Soit

Conv(f; Î , 1^ )) = |w" C Conv(f)". I^w") = Î . I^(w") = 1^ \ .

On a, visiblement, Conv(f) = U/^ ( m >> f^\ ( w \ Çonv(f;I ,1 ), les
I^.^ ^C I,I{0) H ^ } = 0

Conv(f;I ,1 ) forment une partition de Conv(f) et Conv(f;0,0) = Conv (f).

Soient Jço = I.. I , J = I .. (i U I ). Alors, on a

(0} f % ) ^ 5i f(x) ^ TJ ^J )

Ca»^;!1^.!^^ = , , . . J^ J^

^^^W^ ^^^(OS 9[{^\{^}\si fw - ̂ J^

En particulier U ,^\ Conv(f;I , j^) s'appelle le domaine de convergence
I' ' C i
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de f dans le fini et sera noté Conv-. (f). Il est à remarquer .que Conv . (f) n'est
lin un

forcement contenu dans la fermeture Conv (f) de Conv (f) dans (W")°. Prenons»gen gen '

par exemple 1 0} = }2 ,3 , . . . ,n j . et posant f(X) = Z- Î  A ^ ( X ^ ) X 1 ^s . où A . ( X ) est
i € Z 1
i >, 0

une série de Taylor en X , choisissons A (X ) convergeant partout dans k (par

exemple, A^(X ) = 0), et A (X) ayant un cercle de convergence fini C ( 0 , ^ ) , /<+«) .

Alors. Conv (f) Ç [ -Log ^,+oo~] ,̂, ̂  w" , donc
1 o

Conv (f) ç[-LogJ\+ oo ] ̂ ..o^W" )'. tandis que Conv(f;I(o) ,Çi) ^ W" ^9 j ( + o o ) ( .
gen "1 "o V

Si I(f) est l'ensemble des indices i C I tels que f (X) dépende effectivement de X. ,

on a visiblement Conv(f^ ̂  ̂ (f) ^ ^ = convfin^fI(f^xI(f)^ et

Conv(f) = Conv(f^/^J ® (^j^))0 > où J(f) = I .. l(f).

(f)
Si f est un polynôme. M' / est fini, Conv ( f) = W", Conv,. (f) = (W")°+

gen fin =

= ^v" = ( ( ^ ^ ; 1 . < i . < n ) ) ; ( ^ i ) [^ ^ -oo 'J | .Conv( f ) = (W^^^^O (W^^.))0 . donc

Conv^(f) = ^(W") , Conv^(f) = ^(W"). Conv^^f) = Î(W^) ^ ^((W^^)0 ) . ou

Î (W" ) . ^(W^^), ^^ ^(f)). ^ ( (W^/^J 0 ) sont des hyperquadrants principaux

ouverts des espaces indiqués et ^ ( W " ) , » J ( W " / x ) sont les fermetures de ^(W),

resp. ^(WÎ^J.dans W", resp. W^/^. . .

Les fonctions ^(v"), M^(v") [et M (r)j sont définies sur l'ensemble Conv(f),

resp. Conv r (f),tout entier. On a ^.(v") = f- ( v " / - J et les égalités analogues
f ^(f) I(f)

<v
pour M(. . . ) et M(. . . ) . Pour voir le comportement de ces fonctions, il suffit de se

borner au cas l(f) = I. On a, sur Conv(f;I' ,0) = Conv (f - r ( o ) ) ^ ^(+°0)-,- \ ,

^f((v"I..I(0) * (^^(O))) =^ (o) (^"i.. i(0) .

Or, on a vu que si f ^ 0, il existe un recouvrement de Conv (f) par des

polyèdres convexes fermés de W", qui sont les domaines de linéarité de ^-p^")- ces
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polyèdres sont séparés par des murceaux d'hyperplans H ^ (i,j i, (? ) tels qu'il

existe des point w" C Conv ( f ) tels que pour0;(x) = v" les fermes distincts (for-

cément non nuls) a,.x et a.x^ de

f(x) aient une valuation égale Ja.x1 | = ja^.x '3 ! et soient parmi ses termes maximaux.

L'équation de cet hyperplan est <v",i \ + ^ ( a .̂ ) = <v", j> +m) (a . ) , autrement dit

<v"3i- j> = û J ( a ^ ) ~ ^ ( a . ) , ce qui montre que cet hyperplan est rationnel (et a sa
J -L

hauteur € î^(k)) . Il coupe. 1' en semble (C.onvexe) Conv ( f ) selon une section degen

dimension n. , -$. n (autrement dit, n. . est la dimension de la plus petite variété liné-1 î J i ,j
aireA^de W" contenant H - — H conv ( f ) ) et Conv ( f ) ^ H - " ^ contient cer-

tainemiînt, étant convexe, un ouvert de A . Dès lors, si Z ( M ) ^ Conv ( f )

contient un Ouvert d'une variété linéaire f\ <=: W" d'une dimension n( A ) > 0, il
/ _ - \

existe un hyperplan H^ " ! (de tels hyperplans non-disjoints avec Gonv(f ) seront dits

les hyperplans exceptionnels de f ) tel que ^ ÇH 9<] ' .

En effet, l'ensemble des H 1 "•3 est au plus dénombrable et si V c A est un ouvert

Ç ZÎM^) H Conv ^(t). on a, en tout cas, V ^ Z d M ^ ) ^ .U. H^'^, donc les

g d î j ) ^ y C ^ H ^ ' ^ ^ A forment un recouvrement de V. Si aucun H^'^ ne contient V,

H ^U V est une partie d'une sous-variété linéaire de A , dont la dimension est

inférieur à celle n(7\ ) de A , et l'ouvert V de A ne peut pas être recouvert par

une famille de tels ensembles dont la cardinalité soit inférieure à la puissance du

continu, ce qui est absurde dans le cas considéré.

On peut appliquer ce qui précède àf-p -,-(0) (X-r -KO?» ou I c I» ce (lul

montre que, sur Conv(f;I ,0) ^ Conv ^ ( fy r{0)^ ("^^(o)» les domaines de linéari-

té de f (X) = f ÇQ^ÇX ( o ) ) sont les produits cartésiens de ceux de f ( Q ) sur

Conv (f ^ ( 0 ) ^ P811* f ^ ' 1 " 0 0 ^ - ! - ^ ) ! » séparés par les "hyperplans"

î^1"^ ® !(+ OoL(o) t de W" ^ (Q) 9 j (+ ̂ (o)) » où^^'^ est un hyperplan de

W" défini , comme précédemment, par deux termes non-nuls convenables a.X et
o

a.X^ de f- ( o ) ( X ( Q ) ) , autrement dit par deux termes de f ( X ) tels que,.pour

(0) . . . ^ . ^^i "] )tout q C I- , on ait i = j = 0 . L'équation de H est donc

^Ï..^0) ï ( i~J^I. . . , I (o) î > = ^^j^ -^(a^). Visiblement,^1"3^® | (+ (»0) (o)| est

l'intersection clé W^ ^ j(o) ® {^"^(O)! avec l'hyperplan H^'^ de W"0 d'équa-
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tion < w",( i- j)>= ^(aJ- U)(a^), i.e avec l'étendu clé l'hyperplan H^ 1 9 ^ . Or, si

^ < f i i ) î <
H' " ® j(+ oo ) ^^ contient un point w" = (v" ^ (o ) ' ^ + ^^ (O? ' ^ui soit dans

l'adhérence dans W"0 de Conv ( f ) sans être dans l'adhérence de sa frontière, a..X1

et a _ X , maximaux en v" » le restant encore sur i v" -i-(o)^ v ( 0 ) » ûù V ( Q ) est un

voisinage convenable de (+00) ^ sur (W"^)°, et, puisque i ,^ = j (Q) = ° (o ) ' ^

ont des valuations égales. Ainsi H '- est aussi un hyperplan exceptionnel de f non

disjoint avec Conv^ ( f ) = Conv(f)r\ W", qui est, en plus, parallèle à W" / .. Et on
/ ^ \ ———————— ———————————— I

voit que la partie Z(M ' ) contenue dans Oonv ( f)..(W". Conv ( f ) ) est contenuedans
gen gen '

la réunion des hyperplans exceptionnels H »— tels que

H^9^ H Z ( M ( f ) ) /1 Conv ( f ) 7e 0.gen

Si l(f) ^ I, il est visible que les domaines de linéarité de

T (X) =f (X / ^ ) et les hyperplans de (W")° , qui les séparent, sont les pro-
I(f) 1 V I /

duits cartésiens de ( W " / . ) par les objets analogues de ( W " . ) ° relatifs à
^ \ î ) !(, f}

f I ( f ) ( X I ( f ) )•

II est immédiat que si A est une sous-variété linéaire de W"° (c'est-à-dire

l'ensemble de solutions d'un système, linéaire, ou on admet aussi les équations comme

v" = + oO et v" = -oO ; la dimension d'une telle sous-variété est définie d'une manière

( f)évidente), et Z(M ) /I A contient un ouvert de A , il existe un hyperplan excep-

tionnel H - ' ^ 3 A de f.

Lemme : Soit f une série de Taylor telle que f(0) ^ 0. Soient v" € Conv ( f) et———— gen —
v" = ̂  f > • Alors, il existe un u"(^") C W" tel que. s^ v" = (v'" ,u"(v") ), lo_

Partie ZÇM^) n [^',(+oû)^] ,̂.0 = |v" £ Z(M ( f ) ) ; v" >, v"| de. Z (M ( f ) ) est contenue

dans une réunion des hyperplans exceptionnels H 1 parallèles à W" , c'est-à-dire

teisque i = j .————-i— q ^ q

Démonstration. Posons r = E x p ( - v " ) , ̂  = E x p ( - u " ( v " ) ) , î- = Exp(-v"). f ( X ) converge

sur le cercle circonférencié C ( 0 , r ) , donc la valuation | a . X 1 } de ses termes a.X y
1 100 • 1

est bornée supérieurement par une constante M. Posons f(X ) ?=<— f . ( X / \ )X 1. Pari=0 i î . . W <1
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hypothèse f(0) + 0, on a f^(0), Si C0(x)>^". autrement dit 1 x 1 $: r et si

^ = ^q ^q1 ^ 1 Ï on a ^°^) ^ C(O.r) et tous les termes de f^ , Jx1 y ont la

valuation^MG1. Si 9 < | f (o) | M"1 .< 1 . fous les termes de tout f . (X ' ^X1 où
. 1 !.. jqj q '

1 > 0, ont leurs valuations ,< Mo ,< M9 < l f(o) \ , ce qui montre que les termes

maximaux de f(x) se trouvent parmi ceux de ̂ i.U^ Par conséquent, ou bien

(*)(x) est telle qu'il y a, parmi ces termes, un seul maximal, auquel cas
/ r,\

G3(x) t Z(M ), ou bien il y en a au moins deux, a.X1 et a.X^ auquel cas puis-

qu'il s'agit de termes de f^(X^ , , ) . on a i - j = 0. On a Co(x) € H^'^ et
C -, -, \ * l ^-j -i q

H ' est un hyperplan exceptionnel parallèle à W" et Z(M^) H ["v"^^) ,3

est contenu dans la réunion de tels hyperplans H^"^.

Appelons domaine de convergence de f(X.) l'ensemble DC(f) des x C k'1 tels que

f(x) converge, autrement dit tels que O o ( x ) C Conv(f) ; c 'est donc l'image de Conv(f)

par 7T;1 . Soit x C DC(f) et soient Î . Î  les ensembles des q € I tels que

x^ = 0. resp. x^ = W . et J = I..^^ U I( 0 0 ) . Quand x est-il un point intérieur de

DC(f) ? Puisque Conv(f) = Conv(f^^ç oO)(X^ j (00)) ) ® ( W ^ ( o o ) ) 0 3

^ convfin(f)I..I(v»)(XI..I(oû))) © ( W ^ ( o o ) ) 0 . il est évident que x est un point

intérieur de Conv(f) ssi x^^(^) en est un de DC(f ^.} ou. même, de
I T ( ^ ° ) l . » ! ^ /

DC( f ^ ^ ^ ( ^ ) )U k • • . Or, puisque DC(f) est 0-saturé. le fait, pour

1 . 1 ^ °°^
^..I^) c ^^^.^(W )) n k " , d'être ou de ne pas être un point intérieur

de ^^I..!^^ ne ^êî>eTlà- W de (J(x). et x l'est ssi DC(f^ ^ ( Q ) ) ° contient

un voisinage 0^_^ )-saturé de x^^). Par ailleurs puisque (W"^ (o) ) ° est

le produit topologique de W^° et de \î^ , on peut prendre, comme un tel voisinage
^ ^ ^(0)» ou ̂  est un voisinage Ossature de Xj et U^Q) est un voisinage 0 (Q)-

saturé de 0^(o) dans les espaces correspondants. Or, puisque S(0 , |x | ) est1

plus petit voisinage Oj-saturé de Xj dans ^ (cette circonférence est ^n ouvert. car.

pour tout q € J. x^ ^ 0 et x^ ^ W ) et U^(Q) contient quelque cercle C(0 ̂  ,r ^J.

où r (0) > ^0 ( 0 ) ^ ï on voit ̂  x est intérieur ssi, il existe un tel r , de

manière que, si

^(0) ° - ̂  r (0) , l^^j)! ® [^(Q)^^) (0)1 ^ soit contenu dans
1 1 ^ÎO)

^fin^^^^^))-
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Ceci implique que ^(x) = ( < ^ ( x . ) , 0 / J appartient à Conv (f / J. D'autreJ j ^ 0 ) gen ( oo )
part, si (^(x) est, sur l'espace W^ ^{o ^v ^ . un point intérieur de son intersec-

tion avec Conv ^(f (cw ) ^ ' la c°ndition précédente est satisfaite. Par ailleurs,

si 1 ^- 0, x est certainement intérieur.

D C ( f ) est un multicercle de centre 0 = 0 .. Soit C ( 0 , f ) un sous-cercle maximal

de D C ( f ) et soit a 6 0 ( 0 , ^ ) . Considérons le changement de variable

t^ ; X —— ^ = X-a et posons f ^^X ' ) = f^^X-a) = f ( X ) . autrement dit

f^^X) = f (X+a) . Par les méthodes formelles habituelles, on voit que f^(X) est

une série de Taylor en X, qui converge partout sur C ( 0 , ^ ) . Par suite f^(X' ) con-

verge, en tant que fonction de X = t^X' , sur t '^ .CÇO,^ ) = C ( a , / > ) = C ( 0 , P ) et,

plus généralement, sur DC<f) =U C ( 0 , ) x | ) . Mais si C(0, P ) est
uïa xçDC(f); lx l^|al

un sous-cercle maximal de D C ( f ) tel que certaines coordonnées p de p soit stric-' q /
tement inférieures aux ja| correspondantes, on voit immédiatement que» pour les

valeurs x^ de X' telles que, pour de tels q, on ait |x'| = ( a ) (ce qui a toujours

lieu si |xl = |x' + a| < |a| ), f — Ç x ' ) converge ssi x' ^ t^1 .0(0,6» )/) DC(f ) .
( a ) — 1Ainsi, f ( X ' ) ne converge pas partout ni s u r D C ( f ) , ni sur t~ . D C ( f ) , mais seu-a

lement, dans chacun de ces deux ensembles, sur sa partie QC(f) . . » qui est à la0, a
fois leur intersection et la partie maximale a-saturéede D C ( f ) . Ceci montre,-par

symétrie» que DC^f)^ ^ = D C ( f a )^ ^ et que f ^^X ' ) convergé dans un ensemble, en

général plus grand que DC(f a ) , mais tel que DC( f ) - soit la partie maximaleu,—a U,a
0-saturée de t .DC(f a ). Ainsi, le développement f ^ 8 ' de f autour de a permet, en

général, dans le cas de plusieurs variables, de "sortir un peu" de D C ( f ) , en y ajou-

tant un ensemble t^ .DC^f") .. D C ( f ) . dont aucune partie n'est 0-saturée, et

qu'on va appeler ^_a a-barbe de D C ( f ) . On appelera la barbe de D C ( f ) la réunion de

toutes ses a-barbes, où a parcourt D C ( f ) . L'existence des barbes montre que» dans le

cas de plusieurs variables, la méthode de prolongement analytique de Weiertrass n'est

pas aussi totalement inefficace que dans le cas d'une seule variable. On peut itérer

la construction des barbes» mais l'efficacité de ^itération reste à prouver,
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Soit f(X) =^- a^X1 une série de Laurent à coefficients dans un corps complet
n

et algébriquement clos k. et considérons une circonférence S(0.r)j?k de son domaine

de convergence. Supposons que r = (0 ,^ ;< oo / ^X r ) » où J = I..(l̂  ^1^°°^ ) .

Soit u = (0 .̂ , oo (^o) . Uj) é- S(O.r) et soit À = À (r) la transformation

x ——> ^•x as Y» où y^ = x ou = u,1 x selon que q ̂  J ou q éJ. Soit f ' (X ) =

= L a^X la somme des termes de f, qui sont maximaux sur S(0,r), donc tels que

a^ r = M^(r). La transformation A transforme f(X) en une série de Taylor
+e»

F(Y) = Z. b.Y1 en Y, qui converge sur Â.S(0,r) = S(0.0 .^9Q , ^ 1 ) et f ' (X )
1=0 -p- / -r\ / J

en somme F * ( Y ) = L b.Y1 des termes maximaux de F(Y) sur cette circonférence^et on
iéU 1 *

a pour tout i é U, i b ^ l = M^.(r) . Supposons que M^.(r) ^ 0, autrement dit f j(Xj ^ 0.

Choisissons un b é k tel que lb | = M^.(r). Alors, si bî = b~1 b . , on a

F ' (Y) = bG(Y), où G(Y) = L b! Y1 et | b î | = 1 pour tout i é U. Or, puisque f(X)
i€ U

est = tj(Xj) sur S(0,r), i ^ U implique i - 0 si q ffj. Donc, si x é S(0,r) et

y = À r .x, i ̂ U implique b^ y1 = b^ y^ et. pour tout q ^ J, on a

^q* = ! ^ î1 \ ^ = rq1 ^ = 1 » donc I 'bi Y 1 ! = 1 - ïl en résulte que. si xéS(0, r ) ,

on a l f (x) t < M^.(r) ssi G(y) < 1 , ce qui a lieu ssi le reste G(y) de G(y) est T.

Or G(y) = I b' y1 = ^ b! yij = 21 Tî y^ . où y" = (7 ; q C J) = (7"'). C^st
i é U i ^ U J î U J (1 (1

donc, si J ^ 0, la valeur, pour Y - f , du polynôme non identiquement nul

^^ = . ^i ̂  é ^-t^J^ • or» <iuand x parcourt S(0,r),y parcourt S(0,1 ), donc,

5j parcourt k , où k ̂  = k .. i 5'J . Mais puisque T est algébriquement clos, donc

infini, il existe des 7j ^ ̂ J tels que G(y"j) ^ 0, donc M (r) = Max _ | f (x) j .

Cette égalité est encore vraie si J = 0, car S(0,r) se réduit alors au singleton

î x = 0 , . X oo / . \ . et si r é Conv^^f), on a f(x) = a et M.(r) = | a t. II.est
\ •r' ' T ' j 0 1 0
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à remarquer que si - Log r C-RegÇM^ ) , f ( X ) a un seul terme maximal sur S(0,r) , donc

f ' ( X ) et aussi F ' ( Y ) , G( ï ) et G ( Y - ) sont des monômes, donc, quel que soit y- çï^
u J

on a G(yj) ^ 5 et on a | f (x) | = M^.(r) pour tout x € k'1 tel que ( x^= r.

Supposons qu'il existe un sous-ensemble (forcement propre) J' ^ 0 de J et un

système de valeurs y 1 7 € k de Y , tel que 'G(Y ) s'annule pour toutes les valeur^

C k des autres variables. Alors G(Y-) doit être de la formej

21 (Y - "y^) G (Y ), oï G (Y ) € k [Y-] . En effet G(Y-) - ^((y!,07. Y- - . ) ) est
a € J ' ( l ^ ( l < • ^ Q . J - J • j J "J' J ..J'

un polynôme de la forme précédente. Or, si y-, = (y , » y ) , où y- -, est un<-' J J .. J J . . J

élément arbitraire de '^•^tIf^JV on a iî((y' , Y- - . )) / . ; - • ^ =
J J•• 'J ^J ..J* = ̂  ..J^

= S^y!-,^ ) ) = 5 et, par suite GÇy!,/, Y_ -, ) est identiquement nul.j j. » j «j <j • » J

Les résultats précédents restent valables si. l'on remplace k par une extension

valuée complète et algébriquement close arbitraire K de ce corps, auquel cas la

condition r Ç ( F (k) U Î0,+ u0?)1 se remplace par r € ( F (K) U [o,+ooft1.

On tire de ce qui précède (en remarquant que seule l'infinité de k intervenait

dans les raisonnement) les deux conséquences suivantes :

•

I. Inégalités de Cauchy. Si 'k est infini et si r C ConV^f) 0 ( r '(k)U ^0,+îoj)1,

M^(r) =^çs(0,r) 1 f(x) 1 '

donc, pour tout i C IN y

^^"-xCS^^i

Remarque : Ce théorème, sous la forme

V1-1 '^xes^r)'^

reste vrai pour tout k complet, qui n'est pas localement compact. La démonstration,

dans le cas de valuation dense, se fait par le même raisonnement que dans le cas n =1 .

Ce même raisonnement établit que, si la vaination est dense, M-.(r) est déjà le supré-
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mum de |f(x)| sur tout sous-cercle anti-circonférencié maximal C(a,r^\ \&\ = r

de S(0,r).

( f )II. Si. -Log r Ç Reg(M ), f n 'a dans aucune extension valuee K de k aucun zéro

z tel que ( z | = r sauf si îj(Xj) est identiquement nulle> o^

J = [q ^ I ; r 5é 0 et r ^ + t0 ) .

Par contre, si v = -Log r € ZÇM^) = Conv(f) .. RegÇM^) et si k est complet.

algébriquement clos et tel que v C m(k) U [ 0 + oo | , il existe des zéros z de f dans

k tels que 1 z j = r (26^

Démonstration. Pour n = 1 . ce théorème résulte <ju lemme de Hensel pour les

séries de Taylor. Supposons le prouvé pour n - 1 et prouvons-le pour n. Posons

X' = (X ... X ), f (X) = Z: a X 1 = Z.f .X' ÎX3 = L ^ . ( X Î X ' 1 1

n 1 i&P, ' SC(N s n i'6^ , 1 n

~ n— 1

Supposons que, pour ( x ( = r, les termes maximaux soient les a.X1, où i parcourt un

ensemble, forcément fini. U. Si v = -Log r G Reg(M ( f^), U est un singleton, et quel

que soient l'extension valuee K de k et x G K'1 tel que t x | = r, on a

(x)|= M^.(r) ^ 0, à moins que fj(Xj) soit identiquement nulle, et il n'existe aucun

z € K tel que f (z ) = O^t ( z 1 = r. Si r 6 Z(M ( f ) ) , U est forcément de cardinal >. 2.

Supposons d'abord que pour tous les i Ç U, î  ait une même valeur s, autrement dit

|f0

que les termes maximaux sur S(0,r) sont tous des termes de f (X ' )X 3 . Alors, si
s n

i = (i'.i^). où i' = (i^ ..... i^) posons U' = ^i '.( i ' .s) C U?. Si i' € U' et

^n' = "n ' ^i'.s)^ est l'uni(lue terme maximal de f^(x^) et|f^. (x^)| = |a^,^) | r^.

Par suite, les termes maximaux de g(X^) = f«X'»x ) ), ou (X* ! = r', sont

les ^i^^' » o^ i' parcourt U'. Comme i ——^i ' est une bijection de U sur U',

card U' ^ 2, donc r' = (r^ ...., r^ ) C ZÇM^^ et il existe une valeur z ' de X'

dans k'11 telle que ( z ' | = r' et g (z ' ) = 0, donc z = (z ' ,x ) est un zéro de f tel

que ( z | = r. S'il existe des i C U, pour lesquels leurs i sont différents soit

"n = [\9^ i ^n^ [(i•in) 6 u:l{- on a. si r = (r'.r^). M^.(r) = Max^ ^[M^ (r')r^]

_______ ' ,^ .
(26) Ce théorème a été également prouvé par Robba dans [}J\, I, p. 1 1 .
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et M. ( r ' î r8 = M-(r) ssi s £ U . Soit ^ ( X 1 ) = TT f ( X * ) . Il résulte facilement
^ n f n s 6 ^ 3

des raisonnements précédents que M^( r ' ) = TT M (r') et, en vertu des inégalités

^n s

de Cauchy pour k algébriquement clos, il existe une valeur x* ç. k* de X* telle

que (x* | = r' et que ( ^ ( x ' ) ! = M^(r»), Mais alors |f (x') | ^ M .̂ (r') implique que.

pour tout s G U , on doit avoir |f (x* )| = M (r '), donc les termes f (x * )X 3 d.en s i s n

g(X )=f((x ' ,X )) tels que s 6 U sont les termes maximaux de cette série de Taylor

en X . Comme Card U >y 2, on .a - Log r 6 Z(M 6 ), donc il existe un zéro z £ k' den n n n

g(X ) tel que |z | = r . Mais alors z = ( x ' » z ) est un zéro de f tel que lz 1 = r.n n n , n .

Tout est prouvé

III. Conservons les notations de la discussion qui précède 1 et^ II, et sup-

posons que f- . (X_) ^ 0 et que r -,> 0 -,. Alors, si» pour un système de valeursj j ———~"" J •. u j •. j ' ~ ~ ~ ~ ~ ~ — — — — — — ' " — ~ ~ ' — ~ •

y!-, C ï:^ , G{{y' , Y ,) ) est identiquement nul, il existe un hyperplan excep-

tionnel de f contenant la variété linéaire L définie par le système d'équations

(V .q C J') [w" = v J, où v = - Log r .'- q q —— q q

Démonstration. Soit v = -Log r = (-Log r ; q € J). Alors, si v" ^ v et si

v" = (A(0o ) ,^.(-^) (^).^p, r CConv^^f) implique v" ÇConv(f). Si aucun

hyperplan exceptionnel ne passe par L 3 v = ((+«) f^)^»(-clB) f \»v-)» il existe (27) un

v" -, > v- -, fini tel que pour tout w" , tel que v -, >^ v" „, v, , ,j.. j j «. •j j ». <j j. • <j j • • J j.. j

v" = ^° (0)' ùo ( o 0 ) ' VJ" ^Ï J ' ^ soit c Reg^ / ^q.11®1 cas f(x) a, pour les
1 1 * * i(v") 1

valeurs x Q k'1 telles que tù(x) = v", un seul terme maximal a . / ,,\X J et que les

termes de f(X) maximaux sur S(0,r) [c'est-à-dire quand oJ(x) = v] restent strictement

supérieurs à ses autres termes quand (x)(x) = v". La condition G(y , , Y ,) = 0j j . . u

implique, comme on a vu, que G(Y ) =Z ^ , (Y - y^ ) G (Yj). où G (Yj) 6 k[Yj1 et

pas tous les G sont identiquement nuls. Choisissons, pour chaque q ^J ' , un y 6k

tel que )y 1 = 1 et que y^' soit son reste et un polynôme G (Yj) =ZG ^êk[Yj]

tels que tous les le .| soient .̂ 1 , que G (Yy) soit Ici polynôme reste de G (Y ) et

qu an terme de G (Y ) soit nul si le terme de même degré de G" (Y.) l^est. Alors,
— q J . » q j

(^Yj ) = 2. ^ j, (Y^ - y^0') G^ (Yj) est un polynôme C k[Yj] à
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coefficients entiers, dont le polynôme reste est G(Y,), ce qui montre que les termes

de G(Y-) - GCY-) sont tous de valuation < 1 sur S ( 0 - , 1 _ ) . Mais alors, si
«J u u u

bG^(Y-) = F» ^(Y.) = F'^(u~1 X,) = fîtxj = f ' ^ tX) , on voit que tous les termes dej j j j j j

F'^Y ) ~ F ' ( Y _ ) ont la valuation < M-(r) sur la même circonférence, donc aussi ceuxj j î

de f '^X-) - f ' (X ._ ) sur S(0- , r_) et ceux de f ' ^ (X) - f ' (X ) sur S(0,r). Mais la valua-<j j j j j

tion de ceux de t^x) - f (X) est aussi < M (r) sur la même circonférence et, par suite

aussi la valuation de ceux de f '^X) - f (X) . Par suite, si G^Y,) = ^.c. Y1 , lesJ î J

termes maximaux de f (x) , quand |x| = r (autrement dit, Ci)(x) = v) sont les

bc.u, X provenant des termes de G (Y-r ) tels que I c . j = 1 , et, en choisissant

v" -, convenable, on peut être certain que ces termes restent aussi maximaux dansJ.. .J

le polynôme f (x) pour oj(x) = v".

Considérons ^" = ( (+oo) ( -w ) ,^ ^ , Vj, . w^ j.) tel que
1 I ' * -v"

^ ..J» >/v^ ..J' > ̂  ..J» et ? " (0 ( 0 )» (+00) (^^J-"6 J ' * Jl) correspondant.

A (r) ^ A A—i »>
Considérons la transformation A = ^ : X —^ Y telle que Y = u X , ou

u = u (donc ? = Y ) si q € I'0'!' I' ' U J' (ceci est obligatoire pour
01 q 0. q

q ç I U I 6^ permis pour q C J* , car on a alors r = r ) et, bien entendu,

ju j = r si q ç J. » J'. Alors, les termes maximaux de f^Cx) = tG (u- X-) pourq q J J

les valeurs x de X telles que fc)(x) = v" sont les mêmes que ceux de f (X), donc, par

hypot-hêse, il n'y a qu'un seul tel terme, et ce terme ne peut pas dépendre du choix

d'un tel x. Il en résulte, en particulier» que ^'(X) ne peut s'annuler pour aucun

x 6 k tel que Co(x) = w". Mais si l'on prend un x tel que x s u y pour tout

î e J- , on a f^(x) « lG*-(u;1 Xj) »l̂ g j,(y^ - u^ x^) G^(u;1 Xj) » 0, ce qui

es-b absurde et prouve l'affirmation.

Des propriétés de la fonction ^f,.^") e^ ^e ce qu'on vient de prouver résultent
M

les propriétés suivantes de la fonction H,.(v") (en supposant k algébriquement clos);

1°) M«(v") est définie sur Conv(f) ^ (W")° et, si f ^ 0, ne peut être nul que si

v" t W".
^

2°) M,.:'Conv(f) --~>(R est continue si l'on munit Conv(f) de topologie induite

par celle de (W")° et R de sa topologie habituelle.
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3°) Conv(f) est convexe admet un recouvrement par des polyèdres convexes fsi

l'on donne à ce mot un sens convenable dans (W")°J aux intérieurs mutuellement

disjoints, qui sont des domaines de monomialité maximaux de M (v") dans Oonv(f).

La ré-union des frontières de ces polyèdres [en donnant un sens convenable à ce mot

dans (V") ], qui est Z(M ) précédemment défini qu'on va appeler le domaine excep-

tionnel propre de f, est contenue dans la réunion d'un ensemble au plus dénombrable

d'hyperplans de (W")°, dits hyperplans proprement exceptionnels de f. On appelle

variété exceptionnelle impropre de f toute variété linéaire ( + W ) ^ ® ( W ) ° / .9 W"

où Î , ^ ̂ .J sont disjoints et Î  (J Î  ) Uj = I, telle que

f(x) = f , . (X / v ) et f (X ) = 0 et que cette variété n'est pas
r / o j r" u j J J

£ Z(M ). La réunion de Z(M ) avec toutes ces variétés linéaires sera dite le
tv ( •f} ( -f}

domaine exceptionnel large de f. Si f (0) ^ 0, on a Z(M' / ) = Z(M' / ) et il existe,

pour tout q C 1 et pour tout a C D C ( f ) , une constante c e (R (qui ne dépend que de

^(a)!.. jq^ telle que iw" c ^M(f )). w" ^ ( ^ ( a ) ^ < p c^^j soit contenu dans

une réunion des hyperplans exceptionnels qui sont tous parallèles à W" . Si f est
q.

un polynôme, l'ensemble des hyperplans proprement exceptionnels de f est fini, et

( f ) A/ ( f )
Z ( M ) et Z ( M ) sont contenus dans les réunions d 'un nombre fini d'hyperplans de

(W")° .

' ^ { f ) ^ ( -p}
4°) Reg(M ) = Conv(f) .. Z ^ M ' . / ) , dit le domaine de rép;ularité_stricte de f

( f)(Reg(M ) sera dit le domaine de régularité de f tout court) se caractérise comme

l'ensemble des w" C Conv(f) tels que pour toute valeur x de X dans quelque sur-exten-

sion valuée K de k telle que C C ( x ) = w", f (x) a un et un seul terme maximal non-nul,
f\/

ce qui entraîne l f (x) l = M (v") ^ 0 .

-V f f)

5°) Si v" ç Z(M' ), et si K 3 k est une extension valuée 'algébriquement close

de k telle que v" C (m(K) ^ l-^^00?) , il existe un zéro z C K^de f tel que

(j0 ( z ) = w".

Ainsi, si Z ( f ) est l'ensemble des zéros z € DC(f ) de f (X ) , ^(M . ) est l'image

de Z ( f ) par l'application TT : x ——> <jJ(x),= p(0,x).
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6°) Si v" € Conv(,f), on a M^(v") = Max^/^^.. |f(x)| .Si x 6 DC(f) est tel

qu'il n'existe aucun zéro z de f tel que \z \ = d(0,z) ^ x r 7 [un tel zéro est dit

Proche de x par rapport à a ; d'une manière générale, un y C k1 est dit proche d'un

x C k par rapport à un a € k1 si d(x,y) < d (a ,x^ / j , on a ( f (x ) \ = M (u (x ) ) .

7°) Si sur un ouvert d'un Convîf.I^ .̂  °° ^ ) on a fit (v") = cr J où r = e"^'.

et J = 1 ..(I U I } on a partout sur Conv(f), M (v") 7/ cr J (il en résulte, en
-\/

particulier, que M^(v") est une fonction décroissante (au sens large) de v").

8°) Si v" Ç Conv(f)n Conv(g), on a v" C Conv(f+g), v" C Conv(fg)

M^g(v") s< Max [M^(w"), M (v")] et ̂  (v") = M^.(v") M (v"). En particulier, si

en plus, w" € W", lf|^,. = M^.(v") est une valuation de l'anneau T(w") des séries de

Taylor f en X telles que v" C Conv(f).

Il faut ajouter à ces propriétés, encore une qui n'a qu'un analogue partiel

dans le cas n = 1 . Soient a C DC(f) f} k1, v" é (W")°,

^ = Min [^(a),w"^ , M^^v") = ^(a+x)^* SUPPOSOns q-ue v" £Conv( f ) . Alors;

9°) On a M^^v") ^ M^(^"). Si v" ^ cj(a) [auquel cas on a ^" = v" ] , on a

M^ (v") = M^.(v") = M^.(^"). Si M^^v") < M^.(w"), il existe un hyperplan proprement

exceptionnel H de f, qui passe par J (a) .

.= l-ax ( |aj , r)
/<"*N

Démonstration : Posons r = e v , r = e~^-< On a M^ (v") = M^8' (r) et M' (v") = M (r).

Si v" < oj(a) , donc r •> [ o.\ , on a S(0,r) = S(0,r) = S(a,r). Or, on a

M^^r) = Max^ .̂ g(^^) l f ( x ) l et M^(r) = Max^ ^ g^ ^^ l f ( x ) ^ , d'où résulte

M^ (r) = M^.(r) = M^(r). Si v" $ °°(a), v" est la limite d'éléments de W", qui sont

< ^ (a) , donc, à cause de continuité de M a (v"), on a encore la même égalité

pour un tel v".



Prolongement analytique 229

S(0,r) (\ S(a,r) n'est pas vide. En effet, si r i- \ a ( et si x é S(a ,r ), on

a d(0,x ) = Max(la | ,r ) = r . Et si r = I a \, C(0,r ) contient une infinité de
q q q q q q q

•cercles de rayon r" , et il existe des x é. C(0,rq) tels que C ( x ,r^) ^ C(0,r •) et
q. q. q. q. q.

i- C(a,r"),

ce qui implique d(0.x ) = d(a ,x ) = r . Ainsi, si x = (x- ,...» x )é k' est tel

que, pour tout q, x C S (a ,r ) et» en plus, r = |a |^|x | = r , on a

x C S(O.r') H S(a.r).

Supposons que x C S(0,r) Ç\ S(a,r). Alors C(x,r )c C(x,r \ Comme la valua-

tion de k est dense, on a M,,(r) = sup / ^A(-.) \ (t(y) 1 et

M^^r) = supy ç(;(x.r(-) l f ( y ) l » on s-^enM^^r)^ M^(r).

Considérons un cercle C = C(x,r ) Ç S(0,r) on a

n A ^
C n S(a.r) = 1 ( [c(x.r) H S(a ,r )j. Si r < r ("la j ) . on a

C(x^) n S(a^.r^) ^ 0 ssi a^ € S(x^r^). Et si r^ = ^(^|a^).

C(x^) n S(a^r^) ^ 0 ssi a^ ^ S(x^.r^).

En notant, comme d'habitude, I et I les ensembles des q € I tels que

? == 0 resp. r = + t 0 . e t J = I ..(i \J I ) et en désignant par J' l'ensemble
q. q. •

des q € J tels que r < r , considérons la transformation X : X ——> Y, où

Y = u~ X avec u = 1 quand q (è J et u ê k tel que lu (= r quand q C J. .Alors,
q q q q. • q. q. q.

si x C S(0,r) et si y = A.x. on a ;l .CÎx.r^ ) = C(y,0 /^ x (+^ ) / ^ ̂  l ^ ' ) =

= 0 / o ) x °° ( w ) ^ ^ j*o ù ^ j= ^yj^j / c kît j» ^^ = k • • t0!- En vertu de ce (lui

précède, on a C ^ x , ^ ' ) f\ S(a,r) ^ (/ ssi y = (^.a) = u~1 a pour tout q € J' et

'y ^u a pour tout q C J.. J'.

Soit, comme précédemment, b un élément de k tel que (li |= M,.(r) et, f ' ( X ) =

= f ' ( X - ) étant.la somme des termes de f (X) maximaux sur S(0,r), soit G(Y ) lej j "

polynôme reste de G(Y ) = b~ F ' (Y- ) = b ~ f_(u-Y-) . Alors, il est clair que le
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reste b - ! f ( x ) de ^~ 1 f ( x ) . où ( x i = r. est égal à^). où y ^.x. Supposon

que Î I^1 ' "7") = 4^^ est ^ M^) = V>). Alors, on a J' ^ 0. car autrement on

aurait r = r >. l a l . Alors, si x é; S(O.r) r\ S(a,r), on a

^W1 -'^^ ^(r) < M/r) , et, si y = , .x. |G(Y^) )| = ;b-Mx)l .<

^ 1 ^1 Max( | f (x ) | , | f ( x ) - f . ( x ) ( ) < 1 , d'où résulte ̂ ) = G ;̂) = 5. Or, quand

x parcourt S(O^r) .H S(a,r). ^ parcourt,1«ensemble des vecteurs ^ ;q é J)^ ? ̂ J

tels que^= (^^u^a^ si q C j . et ^ ^ 7^^ si ^J.. Ainsi, si

A = k .. ^1 a^ ; q C J.. j » ) , cet ensemble contient |̂ 7aTj.^ X X^- Jl. par suite,

GCl.a)^., Yj^ j,) s'annule pour toutes les valeurs 7 des Y , q C J. . J< , prises

dans A. Comme 1 est infini, le polynôme ï^} . , Y- _ . ) de Y . doit être
" u < J « « < J t J » . J *

identiquement nul.

Si J ..J» = ^, cela signifie, en vertu de la propriété 6°) de H. (v"), que

C(aj;r^ ) = C(a^, a^ ) conti.ent des zéros z de f , donc, puisque CJ(a ) € W",
/ /. \ t-l d J J

^(âj) € Z(M J ), ce qui impli-que que oJ(a^) appartient à quelque hyperplan pro-

prement exceptionnel de fj(Xj). Si J.. J» ^ 0. en vertu de III, il existe un hyper-

plan proprement exceptionnel Hj de fj , qui contient la variété linéaire

L = |v" € (W^)° ; Wj. = i^(a)j,j . Or ù) (a)j appartient à L, donc aussi à H .

Ainsi, dans tous les cas, il existe un hyperplan proprement exceptionnel H de f,
J J

passant par 0) (a)j. Mais alors. (^)^Q) X ̂  est un hyperplan proprement exceptionnel

de W^u^^ ̂  ^1(0).^^) = (^(a))^. Comme ̂ (^(o)^ (-po)^)) est

6 Conv(f). on a identiquement f (X) = f / . (x / . ) et Z (M ( f ) ) =
I^U. V0^/( f fn^. )

I ^^U j
Z(M . ) ^ (w" ( ̂ ° » dîoù î-ésulte que (+ 00 ) / . x Hj X ^"(oo^0 est

un hyperplan proprement exceptionnel de f passant par (6u(a) / . ( - w ) )= co(a)
I^UJ I^^

c.q . f .d .

Si f (X) = Z« a^X1 est une série de Laurent en X = (X ,..., X ), elle se
i 6 (N

représente conune la sonune ̂  ^f^....,^ ) (X^1 )£2" ' "în) ) de 2" séries
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de Taylor f. (X ^) en X0 = (X. 1 , X. 2,..., X ^ 1 1 ) , où f (X ô ) = / a.X1 .
t 1 2 n t/ T 1

i êttî , (EiÊ^

Bien entendu, certaines fc peuvent être nulles. Le domaine de convergence D C ( f )c/
de f est encore 0-saturé et est l 'intersection 0 D C ( f ( X ) ) = n D C ( f , ) des

& f ô <t t

D C ( f ; ( X ) ) des t - ( X ) [^considérées comme fonctions de X j , et son image Gonv( f )

par TT est ^\ •é^ : )nv(f/- ) • Si v" ç. C o n v ( f ) , on peut encore définir
^

/^ ^ .. -
M ^ ( w î ' ) = Min. [ w ( a . ) + iw" ] qui est égal au Min.- M ( <£ v" ) [et, de même

0
• t. ^

M ( r ) = Max. | a.|r1 est = Max M (r ) . Conv( f ) et M (v") ont, pour les séries
i i r £ ^ . i

de Laurent, les propriétés analogues à celles qu'elles ont quand f est une série de

Taylor, mais je n 'y insiste pas, car ces séries ne seront pas employées dans le

présent exposé quand n > 1.

Par contre, on se servira (dans un cas particulier) de fonctions méromorphes .

Une fonction f ( x ) définie sur une partie A d 'un ensemble A CÏ k''1" sera dite méro-

mor'phe sur A s'il existe deux série de Taylor g ( X ) , h ( X ) , qui convergent sur A et sont

telles que [ x ^ A ; h ( x ) ^ o j = A e t f = g h sur A (une notion plus générale de

fonction méromorphe de X peut être définie en remplaçant les séries de Taylor par

les séries de Laurent). On considère comme identiques deux fonctions méromorphes

f : gh et f = g 'h ' si formellement gh' = g 'h et (g ,h ) telle que f = gh sera

dite une re'présentation de f.

On pose Conv ( f ) = Conv(g) C\ conv(h), et on définit d'une manière analogue

Conv^ ( f ) , Conv, ( f ) , D C ( f ) . Bien entendu, la fonction f sera étendu à l'aide

de f = gh à Conv ( f ) tout entier, même si initialement elle a été définie sur unh
support plus petit. On posera Conv(f) = U Conv ( f ) , où gh parcourt toutes les

_-,h
représentations possibles de f . Les gh , définies sur les D C ( f ) correspondants,

forment une famille cohérente de fonctions, et on considérera leur superposition

connue extension naturelle maximale de f avant tout vêri-ta'ble prolongement analytique»

Bien entendu, on pose C o n v ^ ^ f ) = U C o n v ' - î f ) . Conv1^ ( f ) = U Conv1^ ( f ) et
h h h n

D C ( f ) = U DC ( f ) .
h h
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On pose, sur Conv^(f), ^^(v") » ^^^) -^(w"), ^^(^) , Mg(v") M^w")-1

et. sur fenv^f), M^(r) = Mg(r) M^(r)-1. Si w" £ W" (ou'r fc^W")),^ (v") est

finie et K^^") et M^(r) sont finis et f 0. Ces fonctions, dépendant du para-

mètre h, forment, des familles cohérentes, dont les superpositions ^ (v"), S'(v"),

M^(r) seront appelés l'ordre normal pour «)(x) = v", et la yaluation normal, pour

tAx) » v" resp.|x|» r de, f. Si f » gh"1, ^(f) = ^M^ ), P^(f) » zCM^), Reg^^f^

Reg(M( f )) et Reg^(f) » R^tM^^ les h-domaines de resn. polarité, polarité .ro.̂ .

rëfiularitë, rëRularitë strjç1,e^ de f. On appelera domaine de polarité, resn. de

régularité polaire stricte de f les ensembles

?(t) = n [P^(f)^ (Conv(f) .. Conv^(f))j et R^^Cf) =U R^1'^) et on
h

définit d'une manière analogue P(f) et Reg(f). Un p € k'1 est dit un h-p$le de f

si h(p) = 0, et il est dit un pôle absolu de f. s'il est un h-p$le pour tout h

qui est le dénominateur d'une représentation de f.

L'intersection non-vide d • un polyèdre de l'inéari-té de ^ (vlt) et d'un polyèdre
/ H\ 6

de linéarité de ̂  est certainement un domaine de linéarité de ^ (v") (et de
A, f

monomialité de M^(v")). mais les domaines connexes maximaux de linéarité de ^ (w")

peuvent être des réunions d'une famille de telles intersections.

Si f(x) est une fraction rationnelle, elle en est aussi une de X £ . oi

£ = ( ^ .^ ' • • •^n^ î - 1 ^ 1 ; '• S i x C k ' ^ t s i I^^x) = {q£l;x^ oc^ on a

I^^x^) = 0 si ^= + 1 ou -1 selon que q ^ Î  ^x) ou q C I^^x). Si

f(X) = f^ (X ). on définira, dans ce cas particulier comme Conv(f) la réunion des

6 C^nv(f£ ) au sens précédent, qui est, visiblement. (W")° et un p ê W"° sera

considéré comme pôle absolu de f ssi, pour tout £ . p^- en est un,de f

On peut déduire des propriétés 1 ° ) - 9°J de M^.(v") pour les séries de Taylor

f. à peu près comme dans le cas n = 1 . les propriétés modifiées de M^(w") valables

quand f est une fonction méromorphe. Je me borne à indiquer ici les modifications

mentionnées des énonces, analogues à celles du cas n = 1 . Dans 1 ° ) , l3f (v") est

défini en tout v" 6 Conv(f) tel qu'il existe une représentation gh"'1 de f telle que
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M (v") ^ 0. 2°) subsiste tel quel. Dans 3°), les polyèdres mentionnés sont seulement
A/

les domaines de monomialité de M (-w"), mais pas forcément maximaux ni même connexes

maximaux, le reste de 3°) se modifiant d'une manière évidente. 7°) n'est vrai que

si l'on se limite au domaine de monomialité maximal d'un h et M^v") n'est pas, en
A^

général, décroissante. Les inégalités de Cauchy M (v") = sup (f(x)( subsiste si
U(x)=v"

v" i P(f). et on a l f (x) | ^ M^.(CJ(x)) s'il existe une représentation gh de f telle

qu'il n'existe aucun h-pôle proche de x. 8°) subsiste tel que, ce qui montre que

M-(v") est un ordre valuatif dû corps des fonctions méromorphes sur C(0..e )

^,vec une définition plus générale des fonctions méromorphes, aussi du corps plus

grand dès fonctions méromorphes sur S(0,r)j . Quant à 9°)» r -^ la| implique encore

M a (r) = M (r) et M'8' (r) ^ M (Max | a| »r)) implique que 00(a) se trouve, pour

toute représentation gh sur quelque hyperplan exceptionnel (pour 0) de g ou de h,

car cela implique ou bien M^^r) < M (Max( (a \,r) ), ou bien M'^r) < M (Max(ja (,r) )

§ 4. Ensembles quasi-connexes. Eléments 'analytiques. Théorème d'unicité.

Supposons toujours que k est complet et algébriquement clos, soit E S k' un

ouvert non-vide et soit a C E r\ k . L'ensemble E sera dit ultra-ouvert en a si';

1 ° ) Pour tout b- £E, le complément C(a,d(a,b) ).. E de E dans C(a,d(a,b)) est

contenu dans la réunion d'un ensemble fini d'hyperplans a-proximaux rationnels de

k' de hauteur € m(k) j^= Log ^(k)] , dits hyperplans a-proximaux exceptionnels

^e E. (Les images de ces hyperplansa -proximaux par Tr ; x ——>p(a,x) seront dits

les hyper'plans exceptionnels de E pour a).

2°) Si b, C E C\ k1. il existe, pour tout q ê I. une constante 6 (b .) ^ 0 telle

que .l'ensemble ix ^E ; x C C(a,d(a,b)), d(a,x)^ 6 (b)î soit contenu dans la

réunion des seuls hyperplans a-proximaux exceptionnels de E qui sont parallèles à'la

coordonnée X == (k'1) de k'1.<! ^
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/oo^E est dit K-quasi-connexe élémentaire (abréviation : Kqce) s'il est ultra-
ouvert en tout a C E P) k . Il est évident que si a C E f\ k , la section d'un tel E
par l'hyperplan X = a (qui passe par a) est un ensemble Kq.ce par rapport aux

variables X^. < l = ^-î»^^)* on peut prouver le lemme suivant, dont je donnerai
ailleurs la démonstration (assez compliquée).

Lemme : La réunion L (E) = \J C(a,d(a,b)) des cercles de centre a C E ^ k1 , dont
a . b£E

la circonférence (de centre a) n'est pas disjointe avec E, est un pseudo-cercle de

centre a (c 'est, visiblement, le plus petit pseudo-cercle de centre a contenant E)»

qui sera appelé l'enveloppe pseudo-circulaire de E de centre a.

On posera N (E) = d .L (E). Donc N (E) est un segment terminalement tronqué dea o a a

W" d'origine 0. La fermeture N (E) de N (E) est donc un segment. jjD.r]/ , ,xo et

C(a,r) est le plus petit cercle circonférencié contenant E, donc il ne dépend pas

de a C E et sera noté CC(E'). Si C(E) est le plus petit cercle contenant E, on a

L^(E) é: C(E) êCC(E) . En ce qui concerne L (E) (et N (E) ) , cet ensemble peut dépendre

de a ç E. Les cercles C(E) et CC(E) seront dits enveloppes circulaire^ resp. circu-

laire circonférenciée de E.

L'intersection non-vide de deux (et d'un nombre fini) Kqce en est encore un,

Mais la réunion d'une famille enchaînée de tels ensembles n'en est plus, en général,

un, contrairement à ce qui a lieu quand n = 1 . Voici un exemple pour n s= 2. Soient

r = (r »r ) et r' = (r',r') deux éléments de IR tels que 0 < r < r' et

0 < r' < r .A =-C(0, r ) et B =C(0 ,r') sont évidemment des Kqce, dont les images par

d sont respectivement f0»1 '^/^»^ et [° »r ' 1 / rjn \o, donc d . (A U B) =

= [o , r ] / , , ^o U [ù^'L.T.^o • Visiblement, on a L(A (^B)) = A UB, donc

N = d .L (A U B) = d (A U B). Or, (r',0) € N et (0,r ) C N, donc si N est un

(28) Afin de distinguer de tels ensembles de ceux que Robba appelle, dans. [ j s j , II
p. 210 f quasi-connexes élémentaires et qu'on va appeler R-quasi-connexes élémentaires
(abréviation : Rqce. )
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segment terminalement tronqué, on doit avoir N = C0»^!»^)] {\3V}0 * ^r» sl

r = (r.,r ) est tel que r ^ r ^ r 1 et r' < r < r , r est un point intérieur de
<jel que r ̂ A v B

[O,(r^,r )] f^^oei? il existe un voisinage de r disjoint avec N, ce qui montre

que N 9e [p, (r',r-)J / , ( N Q , contrairement au lemme. •

Toutefois, la réunion d'une famille filtrante, et» en particulier, d'.une

famille totalement ordonnée par inclusion, de / Kqce est encore un Kqce, ce qui

montre que les Kqce de k' forment une famille inductive.

On appelle ensembles K-quasi-connexes (abréviation : Kqc) les réunions des

familles enchaînées des Kqce . Par construction, la réunion d'une famille en-

chaînée de Kqc en est encore un. Les Kqc ont les propriétés formelles des ensembles

connexes. Ainsi si A est un ouvert, et si a € A, il existe le plus grand Kqc

Cqc (A) C A auquel appartient a, dit composante quasi-connexe de a dans A, et lesa

Cqc (A) , ou a parcourt A, forment une partition de A. Si A et B sont ouverts, toute

composante quasi-connexe de A F\ B est dite une valence de s A et B. Mais si. A,B sont

des Kqc, A F\ B peut ne pas l'être, comme le montre l'exemple qui suit :

En conservant les conditions précédent es pour r = (r.,r ) et v^ -•= {r1, »r^) choisissons

a € S(0,r) et a' € S(0,r ' ) . Posons A = C(0,r) U C(O. r ' ) et B = C(a ' . r ) U C(a,r ' )

on a a + a' € C(a ' , r ) et €C(a , r ' ) , donc C(a, r ' ) / ^ C(a' ,r) ^ 0 et comme les cercles

sont des Kqce, A et B sont des Kqc. Mais A U B = (C(0,r) f\ C (a ' , r ) ) U(C(0,r)oC<a,r'))U

0(C(0,r) f\ C(a, r ' ) ) U (C(0,r ' ) f\ C(a',r )) . Puisque

i a j ^ = |a^| = r^ ^ r^ et la1^= la^ | = r^ > r , on a

C(0,r) H C(a' , r ) = C(0,r ' ) f\ C(a,r ' ) = 0. D'autre part, puisque

a £ C(O.r) et a' C C (O . r ' ) , on a C(0,r) n C(a,r ' ) s.C(a,r) ^ C(a,r ' ) = C(a , ( r^ , r - ) )

et C(0,r ' ) (\ C(a ' , r ) = C(a ' . r ' ) n C(a î , r ) = C(a ' , ( r ^ . r ^ ) ) . Mais 1a^ = r < r' = ( a'I

(29) Robba appelle ensembles quasi-connexes les réunions des familles enchaînées

de Rqce. On appellera ces ensembles (qui sont à peine plus généraux que les Kqc)

les ensembles R-quasi-connexe s, et on les notera Rqc. Voir J8J, II p. 210»



236
M. KRASNER

donc d(a^.ap = r^ > r^ et. de même. d(a^.a^) = r^ > r^. ce qui montrer!

b C C(a,(r^,r^que d^ (A 0 B) = r fc(a,(r^)) U C(a'.(r^))] =

= f0»^»1 '?] (^n)o U ^r^2)|• Donc^AH B est Kqc, il doit existerun Kqce U tel

que U nc(a.(r^)) ^ 0 et U H C(a',(r^r^) ) ^ 0. Donc. si b£u H C(a. (r^r^)-),

on a V u ̂ ^•^(W"^ u { ̂ i^^ et (•r^r2) C ^ . U. sans que

\ " u = Y1'^^^ ' ce ïui est ^surde. Prouvons encore une propriété (négative)

des Kqc : I:L est possible de trouver des recouvrements enchaînés d'un Kqc quelconque

E (même élémentaire, même un cercle)par deux familles enchaînées F e^ F' (dont les

ensembles peuvent être aussi ses intersections avec des cercles) tels que In^F.F»)

ne soit pas enchaînée.

Démonstration : Conservant les notations précédentes, posons E = C(0 , ( r ' , r 1 ) )

F = ic(O.r)} U |c(x.r«); x € C(0.r.)j . F* = {c(0,r ') l 0 ^C(y.r) ; y £ C(0.r')j .

Il est clair que F et F' sont des recouvremen-ts enchaînés de E. Int(F,F') est la

famillle des ensembles non vides de lc(0,r) n CÇO. r ' ) ] U

U{c (x . r« ) H C(O.r ' ) ;• x C C(0.r)j (j ^ C(O.r). H C(y.r) ; y C C ( 0 . r ' ) ? U

U^x.r») f\ C(y.r) ; (x.y) C C(O.r) ^ C(0,r') i = ^(O.(r^r^) ). C(O.r) .CÇO.r* )?U

Ojc(z,(r^r^)) . z C E) car. pour tout z € E. C(z , r ' ) f} C(O.r) ^ 0 et C(z,r)U

ncKO.r*) ^ 0. or. si r^ < ( z ^ | ,< r^ et r^ < j z ^ l ^ r ^ . C(z.(r^r^)) est disjoint

avec C(0,r) et C(0.r1 ). et All'est toujours avec tout autre C(z ' . ( r .r.) ). Donc la

famille IntÇF.F') n'est pas enchaînée.

E ê k' étant un Kqc. une fonction f : E —^ k est dite un élément analytique

de k de support E s'il existe une suite f^ . f^ ,.... f^ ,... ou f 6 k (x) n'a

aucun pôle dans E, qu.î converge uniformément vers f sur E. f est dit K-élémentairè

si son support E est un Kqce.

Théorème : Tou .̂ Kqc E est analytique (autrement dit, si un élément analytique f de

support E est nul sur un ouvert de E, il y est nul partout.)
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Démonstration : Ce théorème est déjà prouvé pour n = 1 , et on va le prouver par
récurrence sur n. On le supposera donc prouvé pour n - 1 . D'autre part, on peut

visiblement supposer E élémentaire. Supposons donc que a,b € E sont tels qu'un
élément analytique f : E —">• k soit nul dans un voisinage de a. Remarquons que si
x C E H k et si J C I, la section de E par la variété ( \/ j C J ) [x . = x . 1 est un

Kqce par rapport aux variables non-fixées et f y est un élément analytique de ces

variables. Si a et b ont au moins une ordonnée égale a = b , il suffit, pour prouver

le théorème, de considérer f sur la section de E par X = a = b - . Egalement, si f
ne dépend pas de quelque variable X , il suffit encore de considérer f sur la section
de E par quelque X = x , ou x 6 E.

On peut donc supposer que, pour tout q C I, on a a ^ b . Considérons un indiceq. q.
q et posons I' = 1 . . ^q? , a' = a ^ , , b ' = b . Les y £ C ( a , d ( a , b ) ) . . E =

= C ( b , d ( a , b ) ) . . E sont contenus dans la réunion d'un ensemble fini d'hyperplans

a-proximaux et aussi dans la réunion d'un ensemble fini d'hyperplans b-proximaux.
Soit x CE et soient E ( x ) la section de E par 1'hyperplanX = x et E ' ( x ) saq. q q qjt
projection sur k' . Alors» en vertu de la condition 2 ° ) de quasi-connexité, il

existe un i > 0 tel que les points de C ( a , d ( a , b ) ) . . E tels que d(a ,x } ç £»resp.

d(b ,x ) ̂  os soient contenus dans une réunion d'hyperplans a-proximaux,resp. b-pro-

ximaux,tous parallèles à X . Soient P ' , P' les projections des réunions de ces hy-

perplans sur k' . Alors, pour tout x tel que d(a ,x ) ̂  ̂  resp. d(b ,x ) ^ £ , E ' ( x )

est contenu dans C ( a ' , b ' ) . . P.resp. C ( a ' , b ' ) . . P' , et ces deux ensembles sonta D
ouverts, et non vides. Leur intersection C ( a ' , b ' ) . . [P' U P . ] l'est encore. Il existe

donc un cercle C ( u ' , r ' ) tel que a' (É" C ( u , r ) et b ' ^ C ( u ' , r ' ) , où u' € k' 1 et

r' € ( W î ^ . ) 0 . r' > 0^.,tel que C ( u ' . r ' ) c C ( a ' , b ' ) . . {p^ U P^J ce qui implique

C(a . £ ) > t C ( u ' , r ' ) Ç E et C(b . £ ) x C ( u ' . r ' ) ̂  E.

Soit V e E un voisinage de a tel que f( x ) = 0 pour tout x C V. Si l'on prend ̂

assez petit pour tout x tel que d(a ,x ) < 6 » l'hyperplan X = x n'est pas disjoint

avec V , donc !• coupe selon un ouvert V(x ) de cet hyperplan contenu dans la section

de E par cet hyperplan de k' . Cette section est un Kqce par rapport aux n-1 coor-
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données non-fixées X , donc un ensemble analytique et f ( ( ( X _ < -» , x ) est, sur1 l; . • ^q» <l
cette section, un élément analytique de ces coordonnées, qui s'annule sur un o.uvert.

Donc f ( ( X , , x ) est identiquement nul» et par suite f ( x ) = 0 en tout x C E tel que

d( a »x ) $ £ . Donc, si U' = C ( u ' , r ' ) , on a f ( x ) = 0 si x £ U' Y C(a , ê ) Ç E. La
section E ^ de E par la droite X , = x* de k' est quand il n'est pas vide un en-
semble Kqce, donc un ensemble analytique par rapport à la seule coordonnée non-fixée

X . Donc, si x' C U ' , f ( ( x ' , X ) ) y est un élément analytique, qui est nul si la
valeur x de X est C C( a , Ç ) . Cet ensemble analytique est donc nul identiquement

et, en particulier, puisque U1 ^ ( ^ t Ç E , on a f ( ( x ' , "b ) ) = 0, pour tout x' C U ' .
Mais la section E ( b ) de E par X = ^ est un Kqce par rapport aux n - 1 coordonnées
X.-, donc un ensemble analytique, et f ( ( X 1 , b ) ) est un élément analytique par rap-

port à ces coordonnées, qui s'annule sur l'ouvert U' > ^ b t de E ( b ) . Donc f ( X ) est

identiquement nul sur E ( b ) et, en particulier, f ( " f c ) = O . S i b € E . . k , comme E

est ouvert, b est dans l'adhérence de E /^k , et f ( b ) = 0 résulte de la conti-
nuité de f.

Théorème d'unicité. Soient f, ff deux éléments analytiques (de dimension n ) , dont

les supports, supposés non-disjoints, E r e s p . , E ' sont des Kqce. Si f = f* sur un
ouvert de E f\ E ' , on a f = f partout sur E f\ E ' .

Démonstration ; f - f est un élément analytique sur E f\ E ' , qui est un Kqce, donc

analytique. Par hypothèse, f - f = 0 sur un ouvert de E f\ E ' , donc partout sur
E U E ' , c . q . f . d .

Définition : Si f = f sur E 0 E * , on dira que chacun de ces éléments analytiques

•prolonge l'autre ou en est un prolongement analytique.

Remarque : Si f et f sont deux éléments analytiques de supports non-disjoints E , E '

qui sont des Kqc, et si f = f sur un ouvert U de E (\ E ' , on a f = f sur toute la

valence V ( U ) des E,E 1 contenant U, car f - f est un élément analytique sur le Kqc

V ( U ) , qui est nul sur -on ouvert. Si f = f sur une valence V des E , E ' , on dira que
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chacun des f,f prolonge l'autre (ou en est un prolongement analytique) à travers la
valence V.

§ 5. Fonctions analytiques et leurs propriétés,

Une fois établi le théorème d'unicité pour les éléments analytiques K-élémen-
taires, on peut les employer pour le prolongement analytique et la construction des
"surfaces de Riemann" de la même manière que les développements de Taylor sur les
polycercles sont employés dans la théorie des fonctions analytiques de plusieurs
variables complexes quand on applique la méthode de Weierstrass. On pourrait, éga-
lement, employer, pour le prolongement analytique, les éléments analytiques quel-
conques» mais alors, pour deux éléments analytiques f»f de supports Kqc E , E ' , qui
se prolongent, il faut préciser à travers quelle valence des E , E ' se fait le pro-
longement .

D'une manière précise» si A est un ensemble quelconque Ç k' , une fonction
g : A ——^k est dite une fonction analytique uniforme sur A s'il existe un ensemble
F d'éléments analytiques K-élémentaires f, dont les supports E,. forment une famille
enchaînée telle que ̂  E 0 A, et qui soit une famille cohérente de fonctions

fCF r
telle que g soit la restriction à A de sa superposition. On dira qu'un ensemble

d'éléments analytiques K-élémentaires de dimension n est une famille analytique Kqc
si pour deux éléments analytiques quelconquesf»f C F on peut trouver une chaîne
f = f , f- , . . . , f = f d'éléments analytiques f,. & F tels que deux éléments con-
sécutifs f. , f . ( 1 = 1 , 2 , . . . » s ) aient des supports non-disjoints et se prolongent,
On appelera une fonction analyticlue Kqc toute famille analytique Kqc maximale. Il
est évident que deux familles analytiques maximales ou bien coïncident, ou bien
sont disjointes, auquel cas elles seront considérées comme fonctions analytiques

Kqc différentes. Ainsi, si F et F' sont deux fonctionsanalytiques différentes et si

f € F et f C F* sont deux éléments analytiques K-élémentaires dont les supports E
et E' ne sont pas disjoints, f et f ne se prolongent pas, autrement dit il n'existe
aucun ouvert C E ̂  E' où f = f.
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On appelera un point (ou germe ) analytique un couple P ÏB ( x , ^ f ) , où x C k '

(x est dit la k* -projection de p) où ̂  = 2^. a.(X-x) est une série de Taylor
iC^ 1

en X - x qui converge dans quelque voisinage de x. La valeur ( p ) = ^ f ( x ) = a de ̂
pour X = x sera dite la valeur du point p.

Bien entendu, il peut arriver que deux points différents aient une même valeur.

Si f est un élément analytique (K-élémentaire ou Kqc quelconque), dont soit E le

support, un point analytique p = ( x , ^ ) en sera dit un point (ce qui sera noté, par
abus d'écriture, p Ç f) si x 6 E et si ̂  coïncide avec le développement taylorien

de f autour de x. F étant une fonction analytique Kqc, on appelé son riemannien

l'espace hierarchimétrique Riem(F) défini comme suit; son support sera l'ensemble
des points analytiques? tels que p C f pour quelque f ç F. Etant donné deux points

P»P* C Riem ( F ) , considérons des éléments analytiques K-élémentaires f,f € F tels
que p C f , p' £ f et une chaîne f = f , f . . » . . . , f = f d'éléments analytiques
K-élémentaires f. C F tels que, pour tout i = 1 , 2 , . . . , s , f . prolonge f. -jOn dira
qu'une telle chaîne est une chaîne de F reliant p et p ' . Si E. est le support de f. ,

on appelera la longueur de la chaîne considérée des f. le suprémum sur ̂  (organisé

par son ordre produit, par rapport auquel S est un treillis complet) des diamètres
(semi-réels) d. : d ( E . ) des E. ( i = 0 , 1 , . . . , s ) . Et on appelera la distance d ( p , p ' ) des

points p , p ' de Riem(F) l'infimum des longueurs des chaînes de F reliant p et p * , ce

peut être un élément arbitraire de S . Riem(F) est, 'précisément, l'espace hierar-
chimétrique, qu'on vient de décrire. Il est clair qu'il est localement isomorphe à
k . 1 .

On peut identifier une fonction analytique F avec une fonction définie sur

Riem(F) et à valeurs dans k, en posant, pour tout p ̂ x»^) C Riem F ,

F ( p ) = ( p ) = ^ ( x ) . Il est évident qu'il existe un voisinage V de p sur Riem(F)
tel que, pour tout p' = ( x ' , ^ ' ) C V, on ait F ( p ' ) = ^'(x*) = ^(x') . Un tel voi-

sinage de Riem(F) en sera dit un voisinage taylorien et la série de Taylor ^R en

X - x de support V est C F. Donc, une fonction analytique peut être considérée
localement comme une fonction taylorienne de X = ( X , , • • • , X ) . Si F et F' sont deux
fonctions analytiques distinctes, en vertu de ce qui précède, il n'existe pas de voi-
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sinages VÇRiem(F) et V'CRiem(F') ayant une même k'-^projection V et où F et F1 sont
• ̂représentSes par une même" série ëntièreen X-x» où x£V. Ainsi, la donnée de la fonction

F ( p ) sur un voisinage taylorien de Riem(F) détermine complètement F (en tant que
famille d'éléments analytiques K-élémentaires), ce qui justifie l'identification
de F et de F ( p ) : p ——>(p) [ p € Riem(F)1 . On notera Riem(F) la k' -projection
du riemannien Riem(F) et on l'appelera k' -support de F.

Une fonction analytique F est dite globalement uniforme si la k' -projection
p ——t p' est une Injection de Riem(F) sur Riem(F), autrement dit si, pour tout

' /̂  ^^x 6 Ri e m ( F ) , il existe un seul p C Riem(F) tel que p = x. Une telle fonction peut
être considérée comme une fonction de variable X dont les valeurs parcourent

/^ T ^

Riem(F) Q k' en posant F ( p ) = F ( p ) * Pour n = 1 , toute fonction analytique Kqc est,
comme on a vu, globalement uniforme. Mais les raisons géométrique, qui ont permis

de le prouver, sont absentes si n >y 2. En effet, soient f,f deux éléments analy-
tiques Kqc à supports non disjoints E , E ' tels que E f\ E' ne soit pas quasi-connexe
(condition impossible si n = 1 et réalisable si n >/ 2 ) , qui se prolongent à travers
une valence V des E , E ' . On peut considérer f et f comme superposition de certaines
familles cohérentes F.. et F , d'éléments analytiques K-élémentaires et, du fait que
f et f se prolongent à travers V résulte que F-.u-F , est une sous famillle d'une
fonction analytique F. Mais si, F est globalement uniforme, f et f1 sont les restric-
tions de F(^) sur E et sur E ' , donc f et f doivent coïncider, sur E U E ' et pas seu-
lement sur V. Or, il n'y a aucune raison a priori pour qu'il en soit ainsi.
Donc, le problème de globale uniformité des fonctions analytiques Kqc reste ouvert.

Ceci n'empêche pas de définir la notion de domaine d'analyticité et de poser le
problème (certainement difficile et actuellement ouvert) de caractérisation géomé-

trique de ces domaines. Un ensemble Kqc E est dit un domaine d'analvticité s'il
existe une fonction analytique Kqc globalement uniforme F telle que E = Riem(F)
M. Robba a donné, à la fin de sa thèse ,î]u} quelques exemples de tels domaines. On

peut, également, prouver une condition nécessaire pour que E soit un domaine d'ana-
lyticité, qui pour n = 1 , devient celle de régularité et qu'on appelera du même nom
pour n > 1 . Afin de ne pas allonger l'exposé, je^ne l'indique pas ici.

Considérons les fonctions analytiques uniformes d'un même support Kqc E. Leur ,
ensemble est-il fermé par rapport à l'addition, la multiplication,les dérivations
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partielles .et la convergence uniforme sur E ? L'inverse f d'une fonction
q

analytique f sur E» est-il une fonction analytique sur E^ =[x 6 E » f ( x ) ^ 0} î
La réponse est positive dans le cas des opérations à un seul argument (-^— et f )

q
et, dans les autres cas, quand il s'agit d'éléments analytiques. Si f,g sont deux
fonctions analytiques uniformes sur E, qui sont les superpositions de deux familles
cohérentes d'éléments analytiques» dont les familles de supports soient F»resp. G,
on peut démontrer que f+g et fg sont des fonctions analytiques si Int(F,G) est une
famille enchaînée. On a vu que ce n'est pas malheureusement toujours le cas quand
n ^2, même si F et G sont des familles de cercles. Ainsi, le problème : l'ensemble

Anal(E) des fonctions analytiques uniformes de support E est-il un anneau ? est,

pour le moment, ouvert. Toutefois, comme on verra, le support E étant donné, il
existe des classes spéciales, mais très larges de telles fonctions, qui forment
effectivement un anneau, qui est aussi stable par dérivations partielles. En ce qui
concerne la convergence uniforme, la connaissance de singularités des fonctions (et
d'éléments) analytiques est, trop insuffisante pour n > 1 pour qu'on puisse aller

au-delà du cas des éléments analytiques (ou du cas, qui s'en déduit trivialement» de
fonctions analytiques décomposables en éléments analytiques, dont la famille des
supports est fixe-}.

Supposons donc d'abord que f,g sont deux éléments analytiques d'un même support
Kqc E. En répétant mot à mot les raisonnements du cas n = 1 , on voit que f ;t g est

toujours un élément analytique, fg l'est si f et g sont bornés sur E, ce qui a lieu
Q fsi E est fermé, et que ̂ y l'est si f est bornée sur E (en particulier si E est

n
fermé) et ail existe un ensemble fini î a ' . a " , . . . , a \ de points de E tel'que,
pour tout x C E, Min. d(a ,x ) ̂  c > 0, où c est une constante positive convenable.

Donc fg et--— sont fonctions analytiques s'il existe un recouvrement enchaîné de"q
E par des ensembles Kqc fermés ayant, en plus, la propriété indiquée. Il suffit de
prouver l'existence d'un tel recouvrement pour les Kqce. 'On obtient un te3s» recou-

vrement en définissant, pour les Kqce E,les sous-ensembles de E analogues aux E ,a,b
du cas n = 1 , bien que plus compliqués. Soient a,b £ E tels que aucun des d(a ,b )
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ne soit =0 . Appelons E le sous-ensemble suivant de E A C(a,d(a,b)) : soient,

d'abord, E' ^ le plus grand sous-ensemble a-saturé de E ncîa^a.br '» E'

le plus grand sous-ensemble b-saturé de E F\ C ( b ;d(a,b) ) et

E^ = C ( a , d ( a . b ) ) . . [c(a.d(a,b) ^ / U C(b ,d(a .b ) ̂ } ou = 0 selon que C ( a , d ( a , b ) ) £

ou ^ E U CÇa^a .b r 7 ) U C C b . d î a ^ b ) ' ^ ). Alors, on pose E , = E ' U E' U E" .a,b a,b b,a a,b

On prouve facilement que E est un Kqce et que les E , » où (a,b) parcourt lesa , D a y b

éléments de E < E tels qu'aucun d(a ,b ) ne soit nul, forment un recouvrement en-»
q. q.

chaîné de E.

On prouve, comme dans le cas n = 1 , que si f est un élément analytique de

support E, f en est encore un si j f ) > c ^ 0 partout sur E. Pour prouver que, dans

le cas général, f est une fonction analytique sur E^ = ix € E ; f(x) ^ OÎ , il

faut construire un recouvrement enchaîné de E^ par des Kqc convenables tels que \f\

soit intérieurement bornée sur chaque ensemble de ce recouvrement par une constante

positive convenable (qui peut dépendre de cet ensemble). Il suffit, visiblement de

construire un tel recouvrement pour les E, qui sont des Kqce. On le fait exactement

comme dans le cas n = 1 , et il se trouve que ce recouvrement est filtrant et que ses

ensembles sont des Kqce. Mais certains points de la démonstration sont plus subtils

que pour n = 1 , et seront» à cause de cela, exposés en détail. On va se borner au

cas E ç. k , le cas général ne présentant, d'ailleurs, d'autre difficultés que celles

de complication.
L (̂. M

Supposons donc E être un Kqce, et soit d = d(E )'le diamètre (semi-réel) de E.

Soit a € E\ et soit r' € (R^1 tel que O 1 ' < r' ^ d*' . Alors, M^^r) est une fonc-

tion continue sur C0»1'*] -c quî ne s'y annule pas. A cause de la compacité dn ^gment
B5°

T ' / Y
àe 1R° , elle y a un minimum m,,8' , >• 0. Fixons une suite r, ^ r < ...^r. ^ ... quii ,r \ d j

tende vers d sur S et une suite < £ - ^ ^ ^ ^ * . . > £ . ' s . ... de. nombres réels > 0,

qui tende vers 0 sur S. Posons E. . = (x ç E ; m^ ^ £.. î et soient
"* 1 »<] ' 9r ^ 1 .

&. . = ^E. » n C(a.r.) ;• a € E. . 1 . et & = U < S . . . Il est visible que
^ - t J ^ i ï J J i»J) • • ^nî

— 9 J

) f (x ) | \. ^. sur E. . » donc sur tout ensemble 6 £. . , et que (e est un recou-
i i»J i,j

vrement filtrant de E . 1 1 reste donc à prouver que tout E. . /) C(a,r.) est un
-1 »<3 J
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Kqce, et, comme pour n = 1 , il suffit de prouver pour cela que E. . C\ C(a,r .) est
1 »J J

pour tout a ^^ j» ultra-ouvert en a. Supposons que y fE. .0 C(a,r.) . Si y f E,

il se trouve sur quelque hyperplan a-proximal exceptionnel de E, et il y en a un

nombre fini seulement qui ne sont pas disjoints avec C(a,r . ) . D'autre part, si (30)
j

d(a^,y^) $ ^q^j^ v se "^ouve sur quelque hyperplan a-proximal exceptionnel de E,

qui est parallèle à X^. Supposons que y 6 E et ne se trouve sur aucun hyperplan

a-proximal mentionné. Alors m^^ < ̂  et il existe r, 0 < ? $ r . tel que M^^r)^..
^ *3

Soit f^ , f^ ,..., f^ ,... une suite approximante de f. Il existe un f tel que

^m " f l est ^i P^0^ r̂ E. Par suite, M^(r) = M^(r) si r ^ r. et
m -

M^Cr) « Max (M^r), M^ (r)}< £^ . Soit f = & la représentation irre-
m m m

ductible de la fraction rationnelle considérée. Alors, si r' = Max(r,d(a,y)), on

voit facilement, en appliquant convenablement les inégalités de Cauchy, que

M^Cr) ^ M^r') . Donc. puisque M - Mgm. et M^Çr)^ <^ .< M^^P). on doit<
m (y) m (a)- m n m 1 m '

avoir M^(r) < M .̂ (r '). En vertu de la propriété 9°) de la fonction M-(r) des séries
m m î

de Taylor, on en déduit qu'on ne peut pas avoir î >/- d(a,y) et que y se trouve sur

quelque hyperplan a-proximal de f^, et. puisque f^ est un polynôme, l'ensemble de ces

hyperplans est fini. En regardant attentivement la démonstration de la propriété 9°)

on voit, en plus, que si d(a ,y ) est suffisamment petite, cet hyperplan a-proximal

peut être supposé parallèle à X , ce qui achève.la démonstration.

Lemme- : Soit () une famille enchaînée d'ensembles et soit ^ une famille d'en-

sembles, ayant la même réunion que ^ et telle que. pour tout E ê ((), la famille ^——^^—^___ g

des intersections non-vides E f\ F de E avec les F € ̂  soit filtrante^. Alors

Int [<|),^] est enchaînée.

Démonstration : Soient C = E ^ F e t C * = E ' r \ F t . Soit

E = E ^ , E ^ ,... . E^E*

une chaîne de ^ reliant E et E'. Soit P. un élément CE. (\ E. (i=1,2,... ,.s). Alors

Oa2Q.ste.un F^€ t tel que P^ € F^ .D'autre part pour tout i = 1.2,. . . ,s-1 , il
V§)\ 6n ^onservan-^ les .notations de la condition 2° de l̂ ltra-ouvertnrp PTI A
(Jî par rapport ï l'ordre A 3B; autrement dit-, quels ques^e^TF^^^ existe
un r ç ^f tel que F" 2, F U F'.
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existe un ^ C f tel que F^ H E^ 0 (F^ H E^) f (F^ H E^). En plus, il existe un

F^C ^ tel que F^ H E^ 3 C U (F^ E^) et un F^C V tel que F /^ E 3 (F Q E )UC'.

La suite C = E ^ F = E^n F, F^H E^. F^ H E^ ..... F^ H E^ . F^ E^.

C' = E' (\ F' = E^ <\ F' est une chaîne, car : C ç: F (\ E , pour tout

i = 1,2. . . . .s-1,s. (F^ H E^) ^ (î  f\ E^) ^ (F^ n E._ ) H (F. 0 E. ) =

= F^ (E^_^ ^ E^) ?é 0, car P^ C F^ et P^ C E^ H E^ ; C « ê Fg 0 Eg. Tout est

prouvé.

Soit E ç k' un Kqc. Fixons un recouvrement enchaîné ^ de E par des Kqce

F °E. Appelons ^ le recouvrement de F C f, par les F
- o a,b

[(a.b)C F ^ F. ( ( f q = 1.2....,n) [a. ?É b ]]. Alors ^= U T, est encore un re-
ÇL ÇL J Fêî^

couvrement enchaîné de E par des Kqce, complètement déterminé par la donnée de T .

Une fonction analytique f sur E sera dite ^--filtrante si elle est bornée sur tout

Q C ^ et est une superposition d'un système cohérent d'éléments analytiques

K-élémentaires, dont les supports forment une famille ^ telle que, pour tout ûé^î.

Int(JûL^() est une famille filtrante d'ensembles.

Remarque : II me semble presque certain que si f est une fonction analytique sur un

E^ ^» elle Y est bornée (c'est sûrement vrai si n = 1 et k maximalement complet).

Théorème : L'ensemble Anï (E) des fonctions analytiques î -filtrantes sur E est un

anneau stable par dérivations partielles. Tous les élémentjs f de son corps des frac-

lions Mer<_(E) sont des fonctions analytiques sur la partie E^ de^ E où leur dénomi-

nateur ne s'annule pas.

Remarque : Les fç Mer (E) seront appelées fonctions T-méromorphes sur E.

Démonstration : Soient f,f deux fonctions analytiques T-filtrantes sur E. Alors

on peut les représenter comme superpositions de familles cohérentes convenables 'des

éléments analytique K-élémentaires tels que les familles respectives ^ , "S ' des

supports de ces éléments analytiques soient telles que, pour tout Q.€ ̂  , Int(^ûJ,3()

et Int(^,^f') soient filtrantes. Mais alors, puisque Int((Q.L Int(^( ,?(,*)) =
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» Intdnt^O-^^). ^({^ .K')). cette famille est encore filtrante. Si

H € Int (ît, » %'), f et g sont des éléments analytiques sur H, donc f ±. g et, puisque

f et g sont bornées sur g» aussi fg sont des éléments analytiques sur H. Ce sont donc

donc des fonctions X-filtrant es, et An^(E) est bien un anneau. Pour montrer que
^ ^

cet anneau est stable par rapport à s—— , considérons une f € An (E) et, en conser-
°V f

vaut les notations précédentes, faisons correspondre à tout couple (H,F) C % ̂ IT la

famille

VF = î" ^a.b ; (aïb)ç (H ^F) x (K^M q»1,2,....n)(a^bH

et posons ^ = U(J u ,-, .
HC^FC}11"

f est un élément analytique sur tout U C U. .En plus, si d C ̂  , Int(îû),(jt) est

une famille filtrante.' En effet soient IL , IL C IL et un CL = .F € ^ (où F6 T )
• ^ f a,b - F o

tels que U^ H ^ 5e 0 et U^ H <Z ^ 0. Alors, il existe H^ , H C ?Ç tels que U Ç H

et U^ C Hg et H^ Q, , H^ H Cb ne sont pas vides. D'autre part, puisque Int((aî,^)

est filtrante et U H = E ^ OL , il existe un H 6 'JÇ tel que H $ [ a.bî . Pour
"h uC •

la même raison, il existe HC ̂  tel que H^ ^(H ^ OL ) U (H f\ ^) U (H n CL ) =

= (U^ C/ U^) U {a.bl . Comme Ja.blg H. H / 1 ( 3 = H n F ^ ^ C U ^ p . ç t t , c e q u i

prouve l'affirmation. Or, f est borné sur tout A^ C ^ » donc sur tout U 9 fi .
!

D'autre part, s i l J s H A F ^ Î H C ' Î ^ F C Î ' ; a,b 6 H /\ F), on a a,b € U et,

puisque U est ouvert, il existe un r = (r , r ,..., r ) C R11 tel qu'aucun r ne

soit nul et que C(a,r) C U et C(b.r)Ç U'. Soient a',b' les points de U tels que

d(a.a') = r et d(b,b») = r* Comme C(a,r) et C(b,r) sont 9F . on a vu. déjà

(raisonnement analogue à celui du cas n = 1 ) que, pour tout x € F ,
a ,b

Min[d(a ,x^), d(a'.x ). d(b ,x ). d ( b . x ) ] ^ r . et ceci a lieu. a fortiori, pour

tout x € U. Donc .̂r- est un élément analytique sur tout U 6 IĴ  , et» par suite» une
q.

fonction analytique ^-filtrante sur E.

Soit f = gh , ou g,h sont € Anr(E), et soit E^ = |x 6 E ; h(x) ^ o( . Si

3,6 "5 » î = ^ / i E = | x e ^ ; h(x) 5e OÎ est encore un Kqce. On a vu qu'il existe

un recouvrement ^ de E par des Kqce tel que, U H = E que, pour tout Q.êT»
HGÎ? f
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IntOOL( » d C ) soit une famille filtrante et g et h soient tous les deux des éléments

analytiques sur tout Q A H ( 01 C ^ , H € ̂  ) non-vide. Mais si Q/\îi ^ 0, (O^H)^=

= <î P\ H est aussi non vide, car les x € Q. tels que f (x ) 7' 0 ne peuvent pas former

un ouvert. Pour la même raison, les <f f\ H» où ( t L , H ) £ S ^ 3t »forment une famille en-

chaînée, donc un recouvrement enchaîné de E . Visiblement g est un élément analy-

tique sur tout ^ f\ H C û /) H et h est une fonction analytique sur le même

ensemble. Donc f = gh est une fonction analytique sur Q F\ H et les restrictions

( f ( û r\ H) de f sur les OL A H forment un système cohérent de fonctions analy-

tiques. Donc, leur superposition f en est encore une.

Si 1 ' est un recouvrement enchaîné de E, qui est un sous-recouvrement de î ,

on a AqJ-E) Ç An-,(E' ). •»

Soit g (Y) un élément analytique de m variables Y = (Y ,Y , . . . ,Y ) sur un'support
Kqc Dfik'111. Soient d'autre part, f , ( X ) , f ( x ) , . . . , f (X) m fond ions11 analytique s de1 c. m
n variables X = (X. » . . * » X ) de même support F appartenant ^ un même anneau An^(E).
Soit E = {x6E;( f (x) ,...» f (x)) é- DJ la partie de E que l'application

x = (x , x ,..., x ) ——^-y(x) = (f (x ) , f (x ) , . . . , f^(x)) applique dans D .
Alors on voit par le même raisonnement que dans le cas n s 1 que, si Q est une
composante quasi-connexe quelconque de E ,

g , ( f^ , f^ ..... f^) : X — — ^ g ( ( f ^ ( X ) , f ^ ( X ) . . . . , f^ (X))

est une fonction analytique sur Q.

Chapitre III. Prolongement analytique algébroîde.

Nous avons vu que pour n = 1 , le prolongement analytique quasi-connexe ne four-
nit que des fonctions analytiques globalement uniformes. Il n'est pas certain qu'il
en est de même quand n > 1 , mais il y a de fortes raisons de penser que, même dans
ce cas, le prolongement analytique Kqc (ou Rqc) ne permet pas de passer, par exemple

d'une branche d'une fonction algébrique de n variables à une autre branche. Ainsi,
si l'on veut étendre le prolongement analytique aux fonctions multiformes leîplus
usuelles, comme, par exemple, les fonctions algébriques, il faut introduire un autre
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f̂ î )type de prolongement qu'on peut appeler "algebroîde". J'ai défini » pour le cas
^ = 1 , un tel prolongement que j'avais appelé "multiforme", mais comme il n'est pas
certain que le prolongement Kqc ne fournit pas de fonctions multiformes quand n ̂  2,
ce nom n'est peut être pas adéquat quand n ̂  1 . La méthode, dans le cas général, est
assez proche de celle du cas n = 1 , mais comporte quelques complications dues à ce
qu'on ne sait pas si l'ensemble de toutes les fonctions analytiques sur un Kqc 'est
ou n'est pas un anneau.

Soit fî  la famille de tous les ensembles Kqc de k' . La méthode présuppose
qu'on fait correspondre à tout E € ̂  un anneau A ( E ) de fonctions analytiques sur
E, de telle manière que les conditions suivantes soient satisfaites :

1 ° ) Tout élément du corps des fractions K ( E ) de A ( E ) est une fonction analy-
tique sur la partie E^ de E, où il est défini.

2 ° ) Si E , E ' £ fy sont telles que E CE' et si f ç, A ( E ' ) , la restriction
f = ( f ' | E ) de f à E appartient à A ( E ) .

3 ° ) Si E est un cercle circonférencié, A ( E ) contient, l'ensemble des séries de
Taylor en X-a, (ou a € E ) , qui convergent sur E. (Si k est maximalement complet,
ceci implique que A ( E ) coïncide avec cet ensemble» vu le théorème de singularité au
bord).

Il est à remarquer que l'application ^ : f ——>î = ( f ' J E ) de A ( E ' ) dans
E ,ili

A ( E ) (ou E C . E ' ) est une injection. En effet, E est un ouvert de E' et si f ' , g ' £ A ( E )
sont tels que ( f ' ( E ) = ( g ' | E ) , on a, en vertu de l'analyticité de E ' , f = g ' .

Dans le cas n a 1 , un tel système a été réalisé en prenant comme A ( E ) l'anneau
de toutes les fonctions analytiques sur E, auquel cas le système
(^ = [ A ( E ) ; y , , E £ f, . ( E , E ' ) C <5 x & , E ç E ' } a encore la propriété.

U ° ) Si ( ( ( e s t un recouvrement enchaîné d'un E € ê̂  par les F ç, ̂  tels que F $.E,
et si f : E —~̂  k est une fonction (forcément analytique) telle que, pour tout TÇ^f ,

on ait ( f t F ) 6 A ( F ) , on a f C A ( E ) , ? q u i rapproche le système (9i d'un faisceau, avec
(32) Dans [10] . p. 133-1Û1
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la différence que E ne peut p-..s être considéré comme la famille des

ouverts de quelque topologie de k'11. Toutefois, cette condition U°) ne sert pas en

vue du prolongement analytique. Si n > 1, on ne sait pas, dans l'état actuel de la

théorie, si toutes les fonctions analytiques sur un E £ £/ forment un anneau et

si leurs quotients sont analytiques. Donc, on n'est pas sur que le système ÛL est

réalisable de la même manière ni même qu'on peut en réaliser un satisfaisant à la

condition U ° ) . Mais voici une méthode générale pour en réaliser, qui satisfont aux

conditions 1°) et 3°).

Un ensemble u6 de Kqce est dit une base des Kqc de k' si tout Kqc E peut

être représenté comme la réunion d'une famille enchaînée d'ensembles C-^ (de telles

bases ^ existent, par exemple l'ensemble f/ de tous le Kqce de k' ). Il suffit,

d'ailleurs, pour que jj soit une telle base, que tout Kqce puisse se représenter

ainsi. Si E C ̂  , posons ^( ̂  ;E) = [FC^); F ê E . î

On Rosé A ( E ) = A ^/<a - m \ ( E ) . La condition 1°) est vérifiée en vertu des pro-
^\39\^f

priétés des A^ ( E ) et la condition 2°) l'est parce que, si E ^ E ' , on.a

^(3;E) Sr ^ ( f i .E ' ) . donc si f € An^^g.^E) . on a bien ( f l E ) € A n ^ ^ ( E ) ,

Les fonctions f : E ——^k telles que f Ç A - , - ^(E), seront dites, quel que^(B.E)
soit E ç {^ , les fonctions S>"analytiques uniformes de X = (X ,... , X ). Nous

allons, en plus, supposer que tout cercle circonférencié de k'" appartient à 3Î ,

ce qui assure 3°). Qypi qu'il en soit, soit A= &.(E), y- ,-,,1un système satisfaisantr-.,l1,'
aux conditions 1° ) et 2°). Soit fî.(E) la clôture algébrique du corps des fractions
K(E) de A(È). Si E CE' (E.E' Ç <C ). l'injection
^ - -, : f — — > ( f ' ' l E ) d e A ( E ' ) dans A(E) est un isomorphisme d'anneau. Elle seË ,&

prolonge, et d'une manière unique, en un isomorphisme du corps K ( E ' ) dans le corps

K ( E ) , et on notera cet isomorphisme de corps par le même signe ^ -,. Cet isomor-
1L ,Jli

phisme peut se prolonger (de multipes manières) en un isomorphisme de J^ (E ' ) dans

^ ( E ) , et quel que soit ce prolongement, l'image de 3 .̂ (E) est la clôture algébri-

que de ^f , • K ( E ) , donc ne dépend pas du choix de ce prolongement et peut-êtreE ,E
noté ^ _ , . ^ , (E ) . Si ^_ -, est l'ensemble des isomorphismes de 3^(E') dansE ,E E ,Jli
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H, (E) prolongeant Tg g» ^ si Q^/ja désigne le groupe de Galois d'une extension

algébrique normale L/^ , on a visiblement» si ^€T ,,
E ,E

^E.E- ° 1/ ^ ^ (E - ) /K (E - ) = Î^.E- • ^.(E')/^^13'^ •

En particulier ̂ rsi E est un cercle C(a,r) (0 < r,r £ R°), ^3), A(E)

contient l'anneau T^ des séries de Taylor en X-a qui convergent sur C(a,r) et

K(E) contient le corps Mp des fonctions méromorphes sur E. On écrira

Yr ' \,r ' ÏLa.r ̂  ̂  au lieu de ^(a^)), K(C(a,r) ). k(C(a,r) )'

^(a.r)' ^(a.r) et • si o''<r -< rt ' on écrira ̂  au lieu de ^c(a.r) .C(a.r. ) •

II est visible que si r $. r' .̂ r", on a^^,. = ^a'\ ^ ̂ a\ .
r,r ï'»!* r'^r

Puisque toute f C A(E) est taylorienne en tout a ç E » il existe pour tout

f G A^. un r. 0(+) .< r ^ r', tel que ^ ^.. f C T^ . La famille

A (resp. K ) (r € R11, r > O ^ ' ) munie d'injections Y1 8 '^ (r ^ r') est una,r a,r r,r

système injectif, dont la limite injective qui est la même que celle de la famille

T^ (resp. M^ ), est un anneau A^ (resp. un corps K ), dit l'anneau analytique

local en a resp. corps analytique local en a. Visiblement, A est l'anneau desa

séries de Taylor en X-a qui convergent dans quelque voisinage de a (brièvement

des séries convergentes en X-a), et K , qui es't le corps des fractions de A , est

celui des fonctions» méromorphes dans quelque voisinage V de a. Soit H là clo-
a

ture algébrique de K . On peut prolonger les y^^ par des

^l^8,.»- : ^.e ^—^« ^ (r .̂ r») de manière que : si r $ r'^. r", on ait toujours
A » l 0. ,1 «» ».I.

^ ^ n = ^(a) ^ { & ' n » et Hi. peut être considéré comme la limite inductiver f r s, fi, r »r a

des S. pour les injections ^ , (r < r'); Une fois les 4^ , choisis,

ils définissent une injection ^ ' ^a r ——^ ^-& ' ÇLU1 P1'0101^®» d îlleurs,

celle ^a) K^ —>K^ définie par les ^ ^. . et on a si r ^ r' ,^(a)=f(a)^(a) ^

(3î)^La définition qui suit est exacte si a G k11. Quand certaines coordonnées de a
sont = oo» il y a lieu de la modifier d'une manière, d'ailleurs évidente, en rempla-
çant en particulier, si a. = oO , X. par X7^
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Si E est un Kqc et si a € E, il existe des C.(a,r) ç E et tout isomorphisme

< :̂ HW ——> i. en définit un ^ : $Sl(E) ——> Si , à savoir4 a,r iL,a a .

(4^) = t^ ^ • (10,-, . quel que soit ^, prolonge visiblement (^ )- =E, a ' £j, a . û,a

^a) 4' C(a.r).E-

Si r ,< r'. 4 - = H W -^ ̂ ,, et f = ^ ̂ , , on a (^ )^ = W^.

L'ensemble 4^ des isomorphismes £.(E) ——^ K. prolongeant (^),-, est visi-E,a Q- ' b»a

blement -f^, ^(E)/K(E)« où ^E.a e ^E,a •

Etant donné un E € £/ , on appelera élément analytique algèbreîde de support E

l'ensemble des zéros dans ^l(E) d'un polynôme unitaire irréductible ^T)^K(E) (r^.

On notera aussi cet élément analytique, par un abus d'écriture, (E; f (T)) . D'une

manière analogue, si a ç k'11, on appelera un point (ou un germe ) algébroîde de

support a l'ensemble des zéros dans ^ d'un polynôme unitaire irréductible

f(T) 6 K (T) , et on le notera aussi (a ; f (T) ) . Ce point sera dit simple si f (T) esta

un polynôme linéaire, donc de la forme T - ^ f (X) [où, si a € k11, ^(X) est une fonc-

tion méromorphe en X-a autour de al . En particulier, si ^(X) ê A , un tel point

sera identité avec le point (a.^X)) du prolongement quasi-connexe uniforme

(a;f(T)) sera dit Quasi-simple si f (T) est radicielle, soit f (T) = Tq - g(X) , ou q

est une puissance de la caractéristique p de k (supposée ^ 0) et g(X) C K^. Dans ce

cas, f (T) a un unique zéro de la forme g(X) q qui est autour de a, une fonction

uniforme de X» et, en particulier, si a C k11, une fonction méromorphe de

(X-a) q = X e 1 - a (1. Un élément analytique (E;f(T)), ou un point analytique

(a;f(T)), sera dit séparable si f(T) est un polynôme séparable.

Si E,E' Ç ^ sont tels que E £ E' et si (E ' , f ' (T ) ) est un élément analytique

algébroïde de support E', notons ̂  ^. f ' (T ) le polynôme € K(E)[l] obtenu en

appliquant ^_ -, aux coefficients de f ' (T ) . (Autrement dit, en prenant les restric-
E ,E

fions de ces coefficients, en tant que fonctions de X, à l'ensemble E), Gomme f ' (T)

est irréductible dans K(E'Ï-, ^g E»^111) ^e^ dans ^E E'* ̂ ^'^ mais pas forcé"'
ment dans son surcorps K(E) (car îl n'y a aucune raison T»our que ^g g,. K(E)
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soit algébriquement clos dans K ( E ) ) . En général, ce polynôme a, dans K ( E ) ,
une décomposition non-triviale en facteurs irréductibles

^..f'CT) == ( f ^ ( T ) f^(T) . . . f^T)^

où f ^ ( T ) , fp(T) . . . . . f ( T ) sont des polynômes irréductibles distincts CK(E)^T]ét

q est une puissance de la caractéristique p de k ( q = 1 si p s 0 ) . On dira que

( E ' , f ' ( T ) ) contient chacun des éléments analytiques ( E , f . ( T ) ) ( j = ' 1 , 2 , . . . , m ) . De• J
la même manière, si a € E , et si ( E , f ( T ) ) est un élément analytique algébrôîde de
support E, {\f ) . f ( T ) a une décomposition analogueiL, a

( ^ ) ^ . f ( T ) = [ g ^ ( T ) g^(T) . . . ĝ T̂

dans K , et on dira que tout point algébrôîde ( a , g . ( T ) ) appartient à ( E , f ( T ) ) . Si

E,FC fi sont non-disjo-ints et si G est une composante quasi-connexe de E F\ F» un
élément analytique ( G , g ( T ) ) contenu dans un élément analytique ( E » f ( T ) ) sera dit une

valence de cet élément relativement à F. On dira que deux éléments analytiques
( E ; e ( T ) J et ( F ; f ( T ) ) à supports non-disjoints E.F se prolongent s'il existe un élé-
ment analytique ( G ' , g ( T ) ) , qui sôit à la fois une valence de ( E ; e ( T ) ) par rapport
à F et une valence de ( F ; f ( T ) ) par rapport à E auquel cas on dira qu'ils se prolon-

gent à travers cette valence* II est évident que si un élément analytique est con-

tenu dans un autre, tout point du premier est aussi un point du second,

Ainsi, si deux éléments analytiques se prolongent à travers une valence, tout point

de cette valence en est un point commun. Mais le théorème d'unicité montre que si
un point d'une valence de ( E , e ( ï ) ) relativement à F appartient à ( F , f ( T ) ) . , ( E ; e ( T ) )
et ( F ; f ( t ) ) se prolongent à travers cette valence.

L étant un corps et f ( T ) étant un polynôme irréductible € L^Tj, il existe une

puissance q de la caractéristique p de L et une extension inséparable L' de L telle

que f(T) = f ' Ç T ' ) 1 1 , où f ' ( T ) est un polynôme C L'[ïj à zéros simples. Soit D' le

discriminant (forcément ̂  0) de f * ( T ) . Alors D = D^ € L et sera dit le discriminant

réduit de f ( T ) .
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En particulier» si ( E , f ( T ) ) est un élément analytique de support E , considérons

le polynôme f^T) = uf(T) € A(E)[T_1 qu'on obtient en multipliant f( T ) par un
u € A ( E ) , u 9e 0. Soit D le discriminant réduit de f ( T ) et soit o& l'idéal de A ( E )
engendré par tous les D , u 6 A ( E ) . ^ sera dit l'idéal discriminantiel de l'élément

analytique considéré, et on appelbera variété discriminantielle de cet élément l'en-

semble des a € E tels que d ( a ) = 0 pour tout d ( X ) € S * II est facile de voir que
la variété discriminantielle ne contient aucun ouvert.

Si a C E f} k n'appartient pas-à la variété discriminantielle de ( E ; f ( T ) ) , en
appliquant le lemme de Hensel dans l'anneau local A = kf/X-aJ) des séries de

Taylor formelles en X-a sur k avec l'idéal maximalm = ( X . - a . . , X _ - â  , . . . , X - a ii t 2 ^ n n
au polynôme f ( T ) € K [ ï ] , tel que D ( a ) ^ 0, on prouve que ( ̂ ) . f ^ ( T ) , doncu a ~' u Ej ,a u
aussi ( ^ f ) , - , . f ( T ) se décompose dans A , resp. dans son corps quotient K en facteursHi, a a a
radiciels par rapport à T , et le fait que les coefficients de f ( T ) sont des séries
de Taylor convergentes, permet de prouver la convergence autour de a des coefficients
de ce facteurs radiciels, qui, ainsi appartiennent déjà à K [rJ • On prouve le même
fait si a €• E n'appartient pas à la variété discriminantielle . mais a certaines

coordonnées infinies, en appliquant le lemme de Hensel dans l'anneau local, ou

X. - a. est remplacé par X. -quand a. = &0 . Ainsi, si a £ E n'appartient pas à la

variété discriminantielle de ( E , f ( T ) ) , tout point de ( E , f ( T ) ) de support a est

quasi-simple ( e t , en particulier, est simple si l'élément analytique est séparable)«
Considérons l'ensemble Analg ( k ) de tous les éléments analytiques algçbroïdes

( E ; f ( T ) ) , où E Çz k'11* Considérons la relation d'équivalence = sur cet ensemble telle
que u = ( E , f ( T ) ) et u' = ( E ' , f ' ( T ) ) soient équivalents si, et seulement s'il existe

une chaîne d'éléments analytiques algébroîdes

u = û  , u^ , . . . . Ug = u'

qui relie u à u' et dont deux éléments consécutifs quelconques se prolongent.(On
dira d'une telle chaîne, que c'est une chaîne de prolongement entre u et u ' ) . On

appellera longueur d'une telle chaîne le supremum des diamètres (semi-réels) d.
des supports des u^ ( i = 0 . 1 . . . . , s ) . Toute classe d'équivalence F de £ sera dite une
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fonction analytique algébroîde de X = (X. ,...» X ) dans k. Un point analytique algé-

broîde p = (a;f(T)) sera dit un point de la fonction analytique F (et on écrira

p ç E) s'il existe un élément analytique u é- F tel que p 6 u. En vertu du théorème

d'unicité» deux fonctions analytiques algébroîdes distinctes ne peuvent avoir aucun

point commun.

On appelle riemannien de 'F et on note Riem(F) l'ensemble des points-analytiques

algébroîdes p 6 F,muni de la distance hierarchimétrique d(p,p') à valeurs dans ^n,

(et de topologie correspondante) telle que d(p,p') = 0 et si p ^ p', d(p,^') est

l'infinum sur .̂ des longueurs de toutes les chaînes de prolongement entre u et u',

où u,u' sont des éléments analytiques quelconques de F tels que p e- u et p' é- u'.

Si p = (a,f(T)), on peut représenter F comme fonction de p, en posant F(p) = f (T)a
ou f (T) s'obtient de f(T) 6 K (T) en posant, dans ses coefficients, X = a.a a
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