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RAPPORT SUR LE PROLONGEMENT ANALYTIQUE DANS LES CORPS VALUES COMPLETS
PAR LA METHODE DES ELEMENTS ANALYTIQUES QUASI-CONNEXES.

M. KRASNER

On sait, depuis la th&se de W. Schdbe (1930), que la méthode de prolongement
analytique des séries de Taylor due 3 Weierstrass est inefficace pour les séries
de Taylor f(X) d'une variable X quand les coefficients de la série et les valeurs
de la variable sont supposés appartenir 3 un corps valué (1) complet k. En effet,
a étant un point arbitraire du cercle de convergence de f(X), si 1'on développe
£(X) "autour de a", on obtient une série des puissances de X-a, qui converge sur
le méme cercle et nulle part en dehors. Ainsi, cette méthode ne permet jamais de
sortir du domaine de convergence. Il se trouve que la situation est Presque la
méme pour les séries de Taylor de plusieurs variasbles. Il n'est pas possible, non
plus, si les fonctions analytiques qu'on veut obtenir doivent satisfaire au "prin-

cipe d'unicité" (autrement dit,.que 1a fonction soit complétement déterminée dans

2)

tout domaine ( , ol elle existe comme fonction uniforme, ﬁér se€s valeurs sur un
ouvert quelconque de ce domaine aussi petit qu'il soit), de définir ces fonctions
par leurs propriétés purement locales, comme leur développabilité, en tout point,
en séries de Taylor, car un corps valué k est anti-connexe par rapport 3 sa topo—
logie (et k™ 1'est par rapport 3 la topologie produit correspondante). Dans ces
conditions, on est obligé, -pour réaliser le prolongement analytique non trivial,
de chercher d'autres méthodes, ol les "éléments analytiques", c'est-a-dire les
"priques" de prolongement, ne soient pas forcément les séries de Taylor, consi-
dérées sur des cerclés_non-ppncthls (c'est-a-dire non réduits 3 un seul point),
ol elles convergent. Mon attention a été attiréde, dés 1946, par‘ia méthode de Runge
(équivalente, dans le corps complexe, 3 celle de Weierstrass), ol les "éléments
analytiques" en question sont des fonctions, partout définies sur certains ouverts
connexes caractérisés par Runge (et qui portent son nom), et qui sont les limites
uniformes, sur ces domaines, des fractions rationnelles n'y ayant auéun pdle. Bien

entendu, les domaines que j'ai défini, dans le méme but, dans les corps valués, ne

(1) J'appelle corps valuds les corps valuds ultramétriques, c'est—=3-dire ce que cer—

.tains appellent corps valués non-archimédiens ;

P

(2) Dans les corps valués, "domaine" sera synonyme d'"ensemble ouvert".
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peuvent pas &tre connexes, car le corps lui-méme ne l'est pas, mais ont, tout de
méme, certaines propriétés des domaines connexes du corps complexe. C'est pourquoi .
je les ai appelés ensembles (ou domaines) quasi-connexes. Déji, en 1946, l'avais
envisagé une forme particulidre de ces ensembles(3) (cerclé ou complément de cercle
avec un ensetble au plus dénombrable de trous circulaires circonférenciés satis-
faisant & certaines conditions), qui s'expliquait & la fois par la méthode de
démonstration (jamais publiée, elle &tait basée sur le Iier théoréme Mit+ag-
Lefflerien, dont je ne connaissais alors qu'une partie assez faible) et par cer
taines lacunes de mes connaissances d'alors (ignorant la th®se de Schdbe, je ne
savais pas démontrer les inégalités de Cauchy pour une série de Laurent, dont le
domaine de convergence était réduit & une seule circonférence). C'est en 1952,
pendant mon séjour aux Etats-Unis, que j'ai eu 1'idée générale des ensembles quasi-
connexes et la démonstration correspondante de l'unicité (que j'avais montré, a
1'époque, & MM.S.Mac Lane et Wapples, & l'occasion d'une rencontre), publiée en 195k

L) (5)

dans mes Notes des Comptes Rendus En 1957, j'ai publié 4 Notes développant
cette théorie, ol j'ai prouvé la préservation de l'analyticité quasi-connexe par les
opérations rationnelles et par la dérivation. Ces démonstrations m'ont amené &
définir certaines classes particuliféres d'ensembles quasi-connexes, les Da,b , les
D:,b et, surtout, les ensembles quasi-connexes réguliers. Les éléments analytiques
réguliers, c'est-d-dire ayant leur support régulier, suffisent, comme j'ai montré,
a faire tout prolongement analytique, ce qui permet de prouver gque le prolongement
quasi-connexe considéré ne fournit que les fonctions globalement uniformes. Ceci
permet de parler du domaine maximal d'existence d'une fonction analytique uniforme
d'une variable ultramétrique. M.E.Motzkin a donné & ces domaines maximaux d'exis-
tence le nom de "domaines d'analyticité". Or, j'ai vu en 1969 que ces domaines
d'analyticité coincident avec les ensembles quasi-connexes réguliers (démonstration

(6) 0

esquissée dans squelques mois plus t8t, MM.E.Motzkin et P.Robba prouvé' 'ymais sans
que je le sache, que, dans le complété ;1P de la cldture algébrique du corps p-
adique rationnel 5; , ol tout quasi-connexe est régulier, tout ensemble quasi-connexe
est un domaine d'analyticité, ce qui est le méme résultat pour ce cas particulier).

(5)

Dans les Notes citées j'ai prouvé, également, deux théorémes "Mittag-Leffleriens"
qui permettent, dans une large mesure, de décrire les formes possibles des singu-
larités des &léments analytiques quasi-connexes et des fonctions analytiques uni-

formes auxquelles le prolongement quasi-connexe conduit. Cette dernidre description

(3) voir M. Krasner [1]

(&) voir M. Krasner [2] ,[3],[1]

(5) voir M. Krasner [5] ,[6],[7},[8],[9]
(6) voir M. Krasner [11]

(1)

voir E. Motzkin et P. Robba [15]
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(publiée plus tard) est basée, également, sur le "théordme des singularités au
bord", se trouvant dans les mémes Notes, qui affirme qu'il n'existe pas de surcercle
propre du cercle de convergence d'une. série de Taylor dans un corps maximalement
complet k tel que cette série puisse €tre prolongée par la méthode quasi-connexe
partout sur ce surcercle. M.Ph. Robba a démontré (em 1969 ou 1970, mais ce résultat
n'est publié sous forme non-polycopiée qu'en 1972 dans (8)) un théoréme "Mittag-
Lefflerien" plus général, qui, basé sur une partie de mon premier théordme, englobe
mes deux théorémes comme cas particuliers (et, d'ailleurs, est valable pour les
éléments analytiques plus généraux que les quasi-connexes). Ce théoréme permet de
décrire compldtement les singularités possibles des éléments analytiques, mais ne
semble gudre plus efficace (sauf cas particuliers) que mes deux théorémes quand il
s'agit de décrire celles des fonctions analytiques. La difficulté de ce dernier
probléme est rendue particuliérement visible par le résultat suivant de M.M.Lazardﬂg:
le corps valué k étant algébriquement clos et maximalement complet et C étant un
cercle non circonférencié de k (pouvant &tre le corps k tout entier), une fonction
miromorphe dans C (c'est-3-dire le quotient de deux séries de Taylor convergeant

sur C) peut avoir comme singularités un ensemble au plus dénombrable arbitraire

P =§pi 5 1< n$-+q*de pdles p; satisfaisant a4 la seule condition que tout sous-cercle
circonférencié de C ne doit contenir qu'un nombre fini des Py > et, en plus, on peut
assigner arbitrairement 3 chaque p; la partie principale

-n.

a. . (X—p.)_1 + a )_2 :

. +...+ a
1,1 i 1,2

(X—pi in, (X-pi)

du développement de Laurent de la fonction considérée autour de p; -

Un exposé plus systématique de cette théorie, complétant sur certains points
(mais quelquefois sans démonstration) mes Notes de 1954 et de 1957, a été publié,
3 1l'occasion du Colloque du CNRS "Tendances géométriques en algébre et théorie des

0)

fait une analyse, mentionnée plus haut, des singularités possibles des fonctions

nombres", Clermont—Fd, 2-9 avril 1964, dans le receuil de ce Colloque (1 , ol j'ai
analytiques uniformes d'une variable au sens quasi-connexe, énoncé (avec quelques

indications sur la démonstration) que la convergence uniforme sur-un quasi-connexe
préserve 1l'analyticité (résultat déja prouvé pour les éléments analytiques en 1957)

et indiqué 1'influence sur l'analyticité de la composition des fonctions. Dans le

(8) voir P. Robba [17] , p. 122-124.
(9) voir M. Lazard [13]
(10) voir M. Krasner [Hﬂ, .47, pp. 127-133,
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méme travail, j'ai développé une méthode de prolongement multiforme des fonctions
i'une variable ultramétrique (qui date, en fait, de 1963), dont les &léments ana-
lytiques peuvent etre décrits comme éléments algébriques par rapport au corps des
fractions de 1l'anneau des fonctions analytiques sur ‘quelque ensemble guasi-connexe
arbitraire. Enfin, vers 1971, j'ai trouvé une généralisation des ensembles quasi-
connexes au cas de plusieurs variables (j'en ai parlé au cours de 1l'année scolaire
1970-1971 dans une conférence, donnée & la Faculté des Sciences de Clermont, mais
cette théorie est exposée par écrit pour la premiére fois dans le présent rapport;
d'ailleurs, sa partie au-deld du théoréme d'unicité ﬁ'a été trouvée qu'en juin 1972,
lors de mon voyage en Norvége). Vers la méme époque, une autre généralisation de la
méme notion au cas de plusieurs variables a été trouvée indépendamment par

M.Ph. Robba et a été publiée dans sa thése (8). Bien que, dans le cas de dimension 1,
les deux notions coincident, celle de M. Robba est plus générale, mais semble moins
maniable que la mienne. La méthode de M. Robba est exposée dans le complément de ce

rapport.

Deux autres théories, liées avec le prolongement analytique, sont apparues
plus tard. Vers 1960, est apparue la théorie de Tate, développée ensuite par Grauert,
Remmert, Kiehl etc... et vers 1969 celle de Motzkin et Robba (au développement de

laquelle a participé aussi Escassut).

La théorie de Tate n'est pas direetemert une théorie de prolongement ana-
lytique, mais une théorie des variétés analytiques, et elle est basée sur les mé-
thodes proches de celles de géométrie algégrique. Elle permet de voir ce qu'on peut
obtenir par de telles méthodes. Envisagée du point de vue de prolongement analytique
elle apparait, par céntre, comme moins générale que la méthode quasi-connexe. Ainsi,
dans le cas de dimension 1, elle ne donne que lﬁ partie du prolongement qu'on peut
obtenir & 1l'aide des éléments mnalytiques, qui sont les sommes finies de séries de
Laurent de différents centres (en considérant les séries de Taylor comme les séries
de Laurent de centre ® ). Par contre, les éléments analytiques les plus simples
nécessaires pour effectuer le prolongement analytique quasi-connexe sont ceux de
support D:,b N c'e;t—a—dire les sommes uniformément convergentes sur le support d'un
nombre fini ou d'une infinité dénombrable de séries de Laurent de différents centres,
ces centres étant repartis sur un nombre fini de circonférences. Au moment de son
apparition, la théorie de Tate avait 1l'avantage d'étre la seule théorie connue pour

la dimension > 1, mais actuellement il en est de méme pour la théorie quasi-connexé.
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Or, il se trouve que le prolongement analytique des fonctions L p-adiques rentre
dans la méthode quasi-connexe, mais pas dans celle de Tate. Ainsi, malgré son in-
térét de certains points de vue, la méthode de Tate semble insuffisamment générale

pour tous les besoins analytiques.

N o Zpz

_La théorie de Motzkin et Robba part de 1'idée suivante, qui a déja été envi-
sagée, mais sans la développer, par C. Chabauty dans une conversation que j'ai eu
avec lui vers 1954 : 1'essence de 1l'analyticité étant 1'unicité, il faut, si 1l'on
définit les "briques" servant au prolongement analytique (les "éléments analytiques')
comme limites uniformes de fractions rationnelles sur des ouverts convenables, que
les ouverts qu'on emploie satisfassent au "principe d'unicité fort": f,f' étant deux
é1éments analytiques de support non disjoints D,D' ,-1'égalité f = f' sur quelque
ouvert de D N D' doit entralner la méme égalité partout sur D 0 D'. En particulier,
si l'on pose D = D' et f' = O, on obtient, comme cas particulier, le "principe
d'unicité faible" qu'on peut formuler ainsi : si une suite de fractions rationnelles
tend uniformément vers O sur un ouvert de Delle tend vers O partout sur D. Un tel
ensemble est dit analytique. Si D et D N\ D' sont analytiques, visiblement D et D'
satisfont au principe d'unicité fort, et, par contre, si D N D' n'est pas analytique
ils n'y satisfont pas. Les ensembles quaéi—connexes et les éléments analytiques cor-
respondants sont déjid d'une grande généralité et forment une famille d'ensembles
analytiques fermée par rapport & l'intersection non vide. Ils ont aussi 1'avantage
d'avoir une caractérisation géométrique relativement simple et d'€tre, & cause de
cela, assez maniables. Mais on peut chercher la généralité maximale, et chercher &
construire la théorie de prolongement analytique basée sur 1l'emploi de toute la
famille des ensembles analytiques, ou, du moins, de ses sous—familles aussi grandes
que possible. C'était cela 1'idée de Chabauty et, ensuite, de Motzkin et de Robba.
Pour la réaliser, il fallait, pour commencer, caractériser géométriquement cette
famille. MM. Motzkin et Robba ont trouvé une condition, d'ailleurs trés compliquée,
d'analyticité, dont ils ont prouvé la suffisance et, dans le cas hétérotypique,(11)
la nécéssité, sa nécessité dans les cas homotypique ayant été prouvée plus tard par
M. Escassut. Il se trouve que l'intersection non vide de deux ensembles analytiques
n'est pas toujours analytique. Ainsi, si 1'on veut développer une théorie "loca~-
lement uniforme" de prolongement analytique, il faut se servir de certaines sous-
familles convenables de cette famille, telles que l'intersection non vide de deux
ensembles de la famille soit analytique. C'est sur cette base que Robba a construit
sa théorie de prolongement analytique. Il a, d'ailleurs, défini explicitement une

certaine famille d'ensembles analytiques (famille E), qui a la propriétés voulues et

(11) Un corps valué est dit homotypique ou hétérotypique selon que sa caractéristique

et sa caractéristique résjduelle sont égales ou différentes.
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est plus grande que celle des ensembles quasi-connexes, mais il n'a donné aucune
caractérisation explicite de toutes les familles maximales ayant ces propriétés.
Il semble plutdt pessimiste quant & la possibilité de trouver une caractérisation

géométrique des ensembles analytiques de dimension > 1.

Si 1'on compare la théorie de Motzkin-Robba et la théorie quasi-connexe, on
constate que la premiére a l'avantage d'une plus grande généralité, mais que la
seconde est plus simple et plus maniable, en restant encore trés générale et en
restant suffisante pour toutes les applications actuellement connues. Grace & cela,
elle a, pour le moment, un avantage (peut-&tre durable) qu'on peut y caractériser
géométriquement les ensembles d'analyticité (c'est-a-dire les domaines maximaux
d'existence des fonctions analytiques uniformes) et généraliser la théorie aux di-

mensions > 1.

§.1. Le rappel de certains résultats :

Dans tout ce qui suit, les nombres semi-réels constituent une &criture trés
utile. R° étant la droite réelle fermée (c'est-d-dire comprenant + ® ) ordonnée par
son ordre naturel, et I #étant 1l'ensemble i~,0,+} ordonné par l'ordre - <0<+
on appelle droite gemi-réelle le produit cartésien R® x T , d'ol l'on exclut,
toutefois, les éléments extrémes (- ,-) et (+o,+), ordonné par 1l'ordre lexico-
graphique. On plonge la droite réelle R° dans la droite semi-réelle S par applica-
tion r — (r,0). S'il n'y a pas de danger de confusion, on écrira r—,r,r+ au lieu
de (r,-), (r,0), (r,+). Les éléments, f = (r, §) =r % e 1a droite semi-réelle
seront dits pombres semi-réels et r(f) = r, ¥ (f) =3 seront dits respectivement
la valeur réelle et 1l'espéce de f ., Si A est.un sous-ensemble de R° et si a est
Inf A ou lim A (resp. Sup A ou 1im A) sur R°; les mémes fonctions (ou fonctionnelles)
de A sur S sont a ou a' (resp. a ) selon que ces extrémums ou limites sont ou ne

sont pas atteints.

Etant donné un espace métrique (et, en particulier ultramétrique, c'est-d-dire
tel, que sa distance satisfait & 1'inégalité "ultramétrique"

d(x,z) € Max[:d(x,y), d(y.z)] ) E, un ASE et un a € E, on va appeler respecti~

~

vement rayon intérieur semi-réel de A par rapport & a, rayon extérieur (ou rayon
tout court) semi-réel de A par rapport & a, diamétre semi-réel de A les extrémums,
pris sur la droite semi-réelle S, Inf d(a,x), Sup d(a,x), Sup d(x,y), ol x,

resp. (x,y),parcourt A,resp. A x A. On les désigne respectivement ri(a,A), re(a.A)

(ou simplement r(a,A)) et d(A). Si E est ultramétrique et si a € A,’on a

r(a,A) = d(A) et si (E étant ultramétrique) d(a,a') < r;(a,A), on a
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ri(a',A) = ri(a,A).

si ‘?i’ ]e sont deux nombres semi-réels tels que O < J’i ¢ f e € +

(si 1'on "projectivise" E en y ajoutant le "point & 1'infini" w tel que

d(a,w) = d(w ,a) = + © pour tout a ¥ ® (évidemment, on pose d(x,») = 0) , on
remplacera + w par + © ), ol _fi est un nombre semi-réel d'espéce O ou + et j’e

en est un d'espéce O ou - , 1l'ensemble C(a;_fi N fe) des x € E tels que

fi & dla,x) € fe sera dit la couronne circulaire de centre a et de rayons

f; » £ de E. En particulier, C(a; £) = C(a;0,f) sera dit le cercle de E de
centre‘a et de rayon f et, si r € R® est >0, S(a;r) = C(a,r,r) sera dite la

circonférence de E de centre a et de rayon r. Quand on parlera des rayons intérieurs
ou extérieurs des couronnes non vides par rapport i leur centre a ou de leur dia-

métre, on accompagnera ces termes d'adjectif propre.

On connait les propriétés élémentaires des figures dans les espaces ultra-
métriques, dont certaines serviront dans la suite : si d(x,y) < d(x,z), on a
d(y,z) = d{x,z) 3 si a'¢€ C(a3; ), ona C(a'; ) = C(a; #) ; deux cercles non dis-
joints sont concentriques et un d'eux contient l'autre. Il existe le plus petit
cercle C(A) contenant un ensemble non vide A de l'espace et son diamétre propre est
d(A). Si C,C' sont deux cercles disjoints, d(x,x'), ol x € C et x' € C' ne dépend
pas du choix des.c,c'. si d(a,a') < r, on a S(a,r) = S(a',r). Une circonférence

S(ajr) de rayon r est une réunion de cercles de rayon r , etc...

Soit k un corps valué complet, dont soit !..| la valuation et  (..) =
=-Log |..| 1l'ordre valuatif (rappelons que k est un espace ultramétrique par
rapport a sa distance d(x,y) = |x-y | ), et soit K une cl8ture algébrique valuée de

k. Considérons une série de Laurent

£(X) =Y 8, X' (-0 <¢i<+wja €k

a coefficients dans k.

On va, d'ailleurs, "projectiviser" k (et K) en leur adjoinenant 1'élément 3
1'infini % et on posera k' = k U img et K' = Ku Jw} . Le domaine de convergence
de f(X) dans K' est une couronne circulaire C(O; f,_P). Si f¢rg ‘P , 4 cause de
convergence de f(x) quand | x| =r, exite

i
Mf(r) = Max, ja; | r7,
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qui est, ainsi, une fonction définie sur l'intersection, [P .)9 j go &vec R® du
segment semi-réel [f LP] . On a toujours |f(x)| ¢ Mf(lxl) et, si k n'est pas

localement compact (en particulier, si K = k), on a les inégalités de Cauchy
Mf(r) = gup | £f(x)1| ,

o £ ¢ r s)) et x parcourt toutes les valeurs € k telles que |x (= 1r, Si r (f)

est le polygone de Newton de f(X), on sait que, si v = - Log r,
ff(v) = Min, [ &)(ai) +iv] = - Log Mf(r)

est 1l'ordonnée de l'intersection avec l'axe des ordonnées de la tangente Lv de
pente -v au polygone de Newton W (f) de f(X). De lors, les propriétés bien connues
de T (f) montrent que si, les L; sont les cotés de T (f) (numérotées convenable-

ment) et si -v; est la pente de L; , ¥ (v) est continue et lindaire par morceaux,

f
les morceaux étant précisément les segments compris entre deux valeurs vy consé-
cutives. D'autre part, le lemme de Hensel pour les séries de Laurent montre que

les vi sont les seules valeurs possibles de 1'ordre valuatif w (z) des zéros z de

f(X) dans K (par ailleurs, tout zéro de f dans quelque surcorps de K est déja
contenu dans K), et que les zéros de ces ordres valuatifs existent sauf, quelquefois
quand L. est le premier ou le dernier cSté infini de W (f). Ainsi, si vi= -logri s
les valeurs r.o, qui forment une suite discréte (finie ou infinie dans une seule
direction ou dans les deux) sont les rayons des circonférences de K, ol se trouvent
(sauf, peut-&tre, quand ils coincident avec r(f) ou r(}%) des zéros de f(X). Ces

valeurs ry o dites exceptionnelles pour f, partagent l'intervalle de convergence

i

de f en sous-segments [r.

;0 ri+1] , ol Mf(r) se représente par un certain monome

fixé en r (qui est la valuation du terme de f(X), qui prédomine dans ce segment),
ce mondme étant remplacé par un d'exposant plus grand quand on passe, dans le sens

des r croissants, une valeur exceptionnelle, ces deux mondmes étant &gaux pour cette

a

valeur. Si, dans guelque intervalle non-ponctuel I de [f,)7] M.(r) = cr- ,
o

f
ce mondme représente dans I, donc partout, la valuation d'un tgrme de f(X), donc,

f
exceptionnelles, donc "segments de mondmialité", est fini. Si a et x sont deux

partout sur [f!}7] est & M.(r). Si £f(X) est un polyndme, le nombre des valeurs
o



Prolongement analytique 139

points d'espace ultramétrique, et si y est un point du méme espace, y. est dit
proche de x par rapport 8 a si d(x;y) < d(x,a). Alors, on montre qu'on a, pour un
x €k, | f(x)] < Mf(lx]) si, et seulement s'il existe dans K un zéro z de f, qui
est proche de x par rapport & O {auquel cas, on dira, par abus de langage, que z

est proche de x).
Sir&[f,f] est fixé, |f| _=M_(r) est, sauf si r = O ou = + © , une
RO r f

valuation de 1'anneau A‘r des séries de Laurent, qui convergent sur la circon-

férence S5(0,r). Elle se prolonge en une valuation

el | = Molr) = M (x) 5 M ()

du corps des fractions ko de ./Lr , ¢'est-d-dire du corps des fonctions, méro-
morphes sur S(0,r) (on dit qu'une fonction est méromorphe sur une couronne circu-
laire si elle y est représentable comme quotient de deux séries de Laurent, qui y
convergent), f = g/h , ol g et h sont €A . Si 1'on considdre cette fonction & la
fois sur le corps W des fonctions f méromorphes sur C(0O; F,}D) et pour tous
les r tels que f ¢ ; S f7 elle satisfait, en plus des axiomes de valuation pour r
fixe (r # 0, r# + ®0 ) :

1°) Sir#0, r#+¥w , Mf(r) = 0 implique f = O.

2°) M (r) & Max [Mf(r), Mg(r)]

3°) M (r) = M.(r) Mg(r) s

les axiomes suivants qu'on déduit facilement des propriétés énumérées de fonction

quand f est une série de Laurent, qui converge sur C(O; f ,/7) :

L) Mf(r), en tant que fonction de r sur [_fafl , est continue et monomiale
RO

par intervalles, les valeurs de r séparant deux intervalles de monomialité contigus
étant forcément des rayons des circonférences (de centre 0) de K, ol il y a des
zéros ou des poles de f. Si f est une fraction rationnelle, le nombre des inter-

valles de monomialité est fini.

5°) Soit Jr1 ) T, [ un sous-intervalle ouvert de [f,}D] tel qu'il n'existe
RO

aucun pdle p de f(X), dont la valuation {p| appartienne & cet intervalle. Alors si I
(

est un sous-intervalle non-ponctuel de Jr1 N r2 [ , ol Mf r) se représente par un
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mondme cr (¢ € Rye » 0,q entier), on a, partout sur le segment :r1 , r2] s
Mf(r) > erd 5
6°) Si k n'est pas localement compact et si r € [fzjq est tel qu'il n'existe
RO
dans K aucun pdle p de f(X) tel que |p| =r, on a, sur k,

M_(r) =5

£ o T I£(x)

7°) Si x € k est tel qu'il n'existe aucun pdle p de f(X) dans K, qui soit
proche de x par rapport & 0, on a |f(x)| = Mf(lxl)~

8°) Soit f(X) une fonction méromorphe sur un cercle C = C(0; f) et soit a € C.

Alors, g(X) = f(a+X) est méromorphe sur le méme cercle et si l'on pose

2]
~
"
=
21
~
M

r > |a] implique Méa)(r) = Mf(r).
Je doit rappeler encore trois résultats.

Théoréme de Weierstrass complexiforme. C étant un cercle (resp. une couronne cir-
culaire) d'un corps k, qui n'est pas localement compact et f1(x), fe(X),.., fi(X),..
étant une suite de séries de Taylor (resp. de Laurent), toutes définies sur C, qui
converge uniformément sur C, sa limite est représentable sur C par une telle série,

qui y converge partout.

Existence d'inverse d'upne fraction rationnelle. Si une fraction rationnelle

f(X) n'a aucun pdle sur un cercle C, elle s'y représente comme somme d'une série

de Taylor, qui y converge.

Théoréme d'unicité pour les séries de Taylor d'une variable. Si une série de Taylor

d'une variable s'annule sur un ensemble ayant un point limite, elle est identique-

ment nulle.
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§.2 - Ensembles quasi-connexes et éléments analytiques.

Zn

Soit k un corps valué complet, et soit k' = kt){w{ son "projectivisé", obtenu

en lui adjoignant 1'élément w & 1'infini avec les régles habituelles pour les

opéfations et la distance (a+®W = W+ a=w sia € k; w+x n'est pas
défini ; - ® = ® ; a W =w a=®™ sia € k' n'est pas 0 ; © O et O w ne
sont pas définis ; w =0 5 07l = » ; d(w,a) = dla,w) = + ®© pour tout

a €k ; dlw,®w) =0 ).

Soient E un sous-ensemble de k' et d = A(E)., Si a € E, a # @ et si r est
réel, soit c(a,E;r) = éd(a,x) s x €Cla,r) .. E } (ol A .. B désigne le complé-
mentaire de 1l'ensemble B dans l'ensemble A, ceci sans'supposer B ¢ A) l'ensemble
des distances de a aux points de C(ajr) n'appartenant pas & E. L'ensemble E est
dit ultra—ouvert en a si, pour tout r ¢d, c(a,E;r) est fini. Cette condition peut
se formuler aussi de deux autres maniéres suivantes : 1) pour tout r ¢ d réel,
1l'ensemble des x ¢ E tels que d(a,x) ¢ r est contenu dans la réunion d'un ensemble
fini de circonférences de centre a ; 2) pour tout b € E, 1l'ensemble des x ¢ E tels
que d(a,x) ¢ d(a,b) est contenu dans la réunion d'un ensemble fini de circonférences

de centre a.

~

On va appeler valeurs exceptionnelles d'un E ¢ k' par rapport & un a € E,

a # ¥ , les nombres réels positifs (y compris, éventuellement, + P ) r tels que
la circonférence S(a;r) de k' ne soit pas disjointe avec le complémentaire de E.
On peut encore dire que E est ultra-ouvert ena € E, a # ® , si, et seulement si
ou bien 1l'ensemble des valeurs exceptionnelles de E par rapport & a, qui sont

¢ d = d(E), est fini (et ceci obligatoirement si d est réel), ou bien des valeurs
forment une suite croissante, qui tend vers d sur la droite semi-réelle (donc vers
r(d), mais sans atteindre cette limite, sur la droite réelle). On peut donc, dans
ce cas, numéroter comme suit la suite croissante (finie ou infinie) de ces valeurs :

r(a) (a)

RS RS vee < rﬁa) ¢ +oo (N CN K+ ). 8id >0, autrement dit si E

contient au moins deux points, on a E 2 C(a;rga) 7), et a est un point intérieur

de E.

E est dit quasi-connexe s'il contient au moins deux points et est ultra-ouvert
en tout a € E tel que a # ¥ , En vertu de la remarque qui précéde, tout ensemble
quasi-connexe est ouvert. Si k est discrétemebt valué }'inverse est aussi vrai, mais
si k est & valuation dense, les ensembles quasi-connexes ne forment qu'une classe

trés particuliére d'ensembles ouverts.
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On démontre (12)

que la famille des ensembles quasi-connexes d'un corps k
posséde les propriétés suivantes : 1) L'intersection de deux (et, par suite, d'un
nombre fini) d'ensembles quasi-connexes 1l'est encore ; 2) La réunion d'une famille

(13)

enchainée d'ensembles quasi-connexes l'est encore; 3) La transformée 0. E d'un

ensemble quasi=-connexe E C k' par, upe homographie non singuliére @ :
x — C.x = (ax + b)/(ex + d) de%? d) # 0) est quasi-connexe.

Si E S k' est quasi-connexe, et si k est algébriguement clos, une fonction
f : E—>k est dite un élément analytique de k de support E s'il existe une suite

L IO fi yeue
de fractions rationnelles (d'une variable X) £, € k(X) sans pbles dans E, -qui
converge vers f uniformément sur E. Toute suite de cette sorte sera dite une suite

approximante de f sur E.

§.3 - Fonctions Mf(r) d'un é1ément analytigue f. ThéorSme d'unicité.

Supposant k complet et algébriquement clos, soient f un élément analytique
de support E € k' tel que O € E et f1 . f2 seee s fi y++. une suite approximante

de f sur E. Comme chaque fi est une fraction rationnelle, M(r)i = M, (r) est définie

f.
- 1
sur toute la demi-droite réelle non-négative R, = [O,+ 0 J (et méme pour

RO
r =+ si 00 n'est pas un pdle de fi), et il n'y a, pour cette fonction , qu'un
nombre fini de valeurs exceptionnelleé. C'est donc une fonction continue et n'ayant
qu'un nombre fini d'intervalles de monomialité. En plus, pour tout r € R, fixé
lflr = Mf(r) est une valuation du corps k(X) des fractions rationnelles de X sur

k. Donec, en considérant le triangle (O,fi N fj) de ce corps, et en posant

(r) _ .
.- fj , on a IM(r)i - M(r)jls M(r)i’j et M(r)i = M(r)j si

{12) Voir M. Krasner [2] .

(13) Une suite d'ensembles E = E° . E1 yees R ES = E' est dite une chaine entre
E et E' (ou reliant E & E') si ses deux termes consécutifs quelconques sont non

disjoints : E;_, n Ei # ¢. Une famille F d'ensembles est dite enghainée si, pour

tous couple des E, E' € F, existe une sous-famille de F, qui, convenablement or-

donnée, constitue une chaine reliant E'3 E'.
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Soit 4 = A(E). Les M(r)i (et aussi les M(r)i j) sont toutes définies sur
3

[O,d] . Puisque les fi convergent uniformément vers f sur E, il existe, pour tout
R® .

nombre réel & > O, un indice i(f) tel que i » i(g) et j » i(&) impliquent, pour

tout x € E,|fi(x) - fj(x)l ¢ & .8ire (O,dl n'est pas une valeur exceptionnelle
. RO
de E par rapport & O, on a S(03;r) € E, donc il n'y a aucun pdle de £, - fj sur cette

circonférence et, sous 1l'hypothése précédengé, cette fonction est < & en tout son
point x. Donc, en vertu de la propriété 6°) de Mf(r), on a

M A £, -f, . i i
(r)l’J Sup, S(O;rﬁ 1(x) J(x»sb Comme cette fonction de r est continue et

comme les valeurs exceptionnelles de E par rapport a& O sont dans .l'adhérence de
1l'ensemble des valeurs non exceptionnelles, cette inégalité est vraie pour tout

r C[Q,dj . Donc, la suite des M(r)i , converge uniformément sur cet intervalle
RO
de la droite réelle compléte R° ,.et sa limite, qQui sera notée Mf(r), y est une

fonction continue. Cette fonction ne dépend pas du choix de la suite approximante.

Soit r e[O,d] tel que Mf(r)'> &y 0. Il existe un j > i(€) tel que
RO

M(r)j > & . De lors, si i » i(£); on a M(r)i 5 ¢ & < M(r)j , d'od résulte, pour
k]
tout i >/i(&,),M(r)i = M(r)j= 1imi M(r)i = M(r). Ainsi, si Mf(r) s &> 0, on a,

pour tout i > i(¢), M(r)i = Mf(r).

Si f est un élément analytique quelconque de k et si E est son support, soit
a un point arbitraire de E ; le changement des variables X = X' +'a transforme
f(X) en un élément analytique f'(X') = £(X' + a) (il suffit, en effet pour obtenir
une suite approximante de f'(X') d'appliquer la méme transformation aux termes, de
celle de f(X)) de support E' = E - a tel que O = a - a € E'. Posons M(a)(r) = Mf,(r)

Démontrons que la fonction M_(r) d'un élément analytique f (dont le support

. £
contient O) a les propriétés analogues & celles de la fonction de méme nom quand f

est une fonction méromorphe sur une couronne circulaire. Autrement dit montrons :

1°) si Mf(r) n'est pas identiquement nulle sur [O,d] . Mf(r) = 0 implique
R®
que r =0Oour =+ ® .

2°) si f,g et f+g sont des éléments analytiques d'un support E, on a

Mf+g(r) < Max [Mf(r), Mg(r)] .
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3°) 8i f,g et fg sont des éléments analytiques d'un support E, on a
Mfg(r) = Mf(r) Mg(r).

4°) Mf(r) est continue et monomiale par intervalles sur [O,d] . L'ensemble
RO

des re [0,a) tels que Mf(r) >E > 0, ol & est fixé, est contenu dans la
RO

réunion d'un nombre fini d'intervalles de monomialité.

5°) si T, € [0,a] . sont tels que 0 < r, < r, < +tw et qu'il n'y ait
R

1

aucune valeur exceptionnelle du support E de f par rapport & O dans l'intervalle

ouvert ]r1 s Ty [ , et si I est un sous-intervalle non-ponctuel de }r1 s r2[ tel
que, pour tout r € I, on ait Mf(r) =crd (c € R, c >0, g €2Z), on a, pour tout
Q
re[_r1 s r2] , Mf(r) >, er
6°) si re E),d] n'est pas une valeur exceptionnelle par rapport & O, on a
RO
M =
f(r) Sup | x)= rlf(x)l
7°) Si x ¢ E n'admet aucun point p € E, qui en soit proche par rapport & O,
con al|f(x)| & Mf(lxl).

8°) si a,b sont € E et si d(a,b)¢ r< d, on a Mga)(r) = Mgb)(r) (en par-

ticulier, si 0O € E et si lal {r ¢4, on a Mf 8')(r) = Mf(r) ).

Remarque : En appliquant 6°, 7° et 8° & f(X+a), on trouve :
7°') sire B),d] n'est pas une valeur exceptionnelle par rapport & a, on a
RO
(a) =
Mg (r) = Supd(x,a) - |£(x)].

8°') Si.x €E n'admet aucun p € E, qui lui soit proche par rapport & a (un

tel x sera dit bien situé par rapport & a), on a [f(x)]| < Mfa (d(x,a)).

Démonstration. Si fi > 85 sont des suites approximantes de resp. f,g,fi + &; et
fi gi convergent respectivement vers f+g, fg, dont fi + gi uniformément. Bien que la

convergence de fi gi vers fg peut ne pas €tre uniforme sur E, on peut montrer assez
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facilement qu'elle l'est sur S(O;r) quand re[O,d] n'est pas une valeur
R® '

exceptionnelle par rapport & O. Par passage & la limite il en résulte la propriété
2°) et, pour r non exceptionnels, la propriété 3°). On étend 3°) aux valeurs exce-
tionnelles en se servant de la continuité de Mf(r) des fractions rationnelles et

des éléments analytiques, et de ce que, pour tout élément analytique f et pour tout

r, Mf(r) > O implique son égalité & partir d'un certain rang, avec la fonction

M(r)i de terme f; d'une suite approximante (fixée) de f.

De Mf(r) = M(r)i pour i > i(g"') si Mf(r) > E> &' > 0 résulte que [_O,dJ (€) =
. R®

= ir € [O,d] 3 Mf(r)>, 6} est la réunion d'un nombre fini d'intervalles de
RO

A . + °
monomialitd. Si & , £ 50005 & yees ™0 , [O,d] = (;r €[O,dJ s
1 2 n R® R®

Mf(r) #0 i est la réunion des [_O,dJRO(Cd),oﬁ n—>+ % . Donc, [O,d] o est la

réunion au plus dénombrable d'intervalles de monomialité. Pour achever la démons-
tration de 4°), il suffit de prouver 1°, car ou bien on a alors que Mf(r) = 0 pour
. o + . -
tout r€ [0,a] , oubvien [0,a] 2 [0,a] . $0,+w}=[0 , Min(a,+")]
R° ‘ R° R® . RO *
Pour démontrer 5°), remarquons d'a‘Bord que, pour tout re€ [_r1 N r2] , On a

erd > Min Y_cr1q' er, q]>0, donc il existe un & > O tel que er? >¢& pour tout

re[r," s r2] . En p;articulier, sir¢l, ona Mf(r)>&, donc, pour tout i > i(¢&),

on a M(r)i = Mf(r) = cr? . Mais puisque _-_lr1 . r2[ ne contient aucune valeur

exceptionnelle par rapport d& O, aucun pdle de fi ne peut avoir sa valuation dans

cet intervalle ouvert. Par suite, on a M(r)i % crd pour tout i » i(&) et pour tout

re |:r1 R r2J , d'oll, par passage 3 la limite, résulte 5°).

Prouvons maintenant 1°). Supposons que M_(r) n'est pas identiquement nul, et

b
supposons que Mf(ro) =0, ou 0 < r, < det Ty ¥ +w . Alors, il doit exister un

' ' i <! : P! & d.
rle [_O,d.]Ro tel que Mf(ro) # 0, et ou bien O rl <r_ , ou bien ro<'r) d

Démontrons 1'énoncé dans le second cas, la démonstration dans le premier s'en
obtenant par des modifications évidentes. Soit f 1'infimum (sur la droite réelle)
des r' tels que r, L r' &4 et que Mf(r') # 0. Visiblement, on a Mf(f) = 0, car ou
bien f = r, > ou bien Mf(r') = 0 pour tout r' tel que r & r'< f et Mf(r) est

continue. Done f < r(‘) ¢ d, et il existe des nombres réels s > f aussi proches que
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l'on veut de f tels que Mf(s) # 0. En particulier, si r est la plus petite valeur
exceptionnelle, qui est >/ ou, en cas ol une telle.valeur n'existe pas, ¥ = 4, il
existe un tel s < 7. 81 & > 0 est <« Mf(s), il existe un sous-intervalle non-ponc-
tuel I' de ]j’,Ff_ tel que s € I' et que Mf(r) > & partout sur I'. Par suite, I'
se décompose en un nombre fini d'intervalles de monomialité ; Soit I un de ces
intervalles, et supposons que le mondme en r, qui y représente Mf(r), soit

erd (¢ >0,q € Z). I1 existe (du moins si l'on choisit I assez petit) une valeur

réelle f' ( T telle que I ¢ ]j’,f'L . Dés lors, en appliquant la propriété déja

prouvée 5°), on trouve M.(r) > cr? pour tout r €[fs £'] et, en particulier,

Mf(f) > qu > 0, ce qui est absurde.

Soit r €[O,d] une valeur non exceptionnelle par rapport & O. Alors, quel
o

que soit i,5(0;r) ne contient aucun pdle de fi et, par suite, M(r):.L = Sup|x|=r|fi(xl

Comme [fi(x)i converge uniformément vers If(x)| sur S(O;r), Sup et lim y commutent

pour cette fonction, et on a Mf(r) = lim, M(r)i = SuP|x|=r 11mi|fi(x)l =

= Sup’x'=r!f(x)l , ce qui prouve 6°). Si x € E n'admet aucun point p £ E, qui en

soit proche par rapport & O, il n'admet pas, non plus, aucun pdle d'aucun i

d'old 7°) résulte par passage 3 la limite. Si a,b sont EE et si r >d(a,b), comme

les fractions rationnelles f; sont méromorphes dans k' tout entier, on a, pour

tout i, M§?)(r) = Mgb)(r) ce qui, quand r ¢ d, donne 8°) par passage & la limite.
1 i

Théoréme d'unicité. Soient f,f' des €léments analytiques de k de supports respec-

tifs non-disjoints E,E'. Alors, s'il existe un ensemble ACEN E', ayant asu moins

un point limite a dans E M E' et tel que f(x) = £'(x) pour tout x ¢4, ona

f(x) = £'(x) pour tout x € E N E'.

Démonstration. On peut se ramener au cas E' = E,f' = 0,.autrement dit, il suffit

de prouver que si un élément analytique f de k s'annule sur un ensemble A de son
support E; qui y a au moins un point limite a,‘il est identiquement nul (cette
proposition est dite le "théordme d'unicité faible"). En effet, si fi . fi sont
respectivement des suites approximantes des f,f',f{ - f{ converge vers f - f' sur

E N E' , qui est quasi-connexe, et, ainsi, f - f'est un élément analytique sur ENE'.
On a, partout sur a , (f-f')(x) = f£(x) - £'(x) = 0, et, si 1'on applique & £ - f'
le théoréme d'unicité faible, on a f(x) - f'(x) = O pour tout x € E (| E, c'est-a-

dire le théoréme d'unicité fort.
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Supposons done que f(x) = O pour tout x € A , ol A & un point limite a ¢ E.
Montrons, d'abord, que Mfa (r) est identiquement nulle. Ramenons-nous au cas a = O
par le changement de variable X = X' + a. Puisque E est quasi-connexe et puisque
0 € E, il existe la plus petite valeur exceptionnelle r, = r(o) de E par rapport

1 1

40, et onar, > 0. Le cercle C(O;r-{) est ¢ E, et aucune des fi n'a de pdles

1

dans ce cercle. Donc, chaque fi est développable en une série de Taylor

2 s an (0$nd+®), qui converge partout sur ce cercle, et, en plus, la
’

suite des sommes fi de ces séries y converge uniformément vers f. Donc, en vertu
du théoréme de Weierstrass compléxiforme, f se représente par une série de Taylor

> ch x° (0 ¢n ¢+, %), qui converge sur C(O;r;). Cette série de Taylor s'annulle

sur l'ensemble A N C(O;r;) ayant O comme point limite, donc est identiquement
nulle, donc f(x) = 0 si x € C(O;r;). Mais comme ce cercle est € E, i » i(€), ol

& > 0, entraine lfi(x)l = Ifi(x) - f(x)! ¢ £, d'ol résulte M(r)i ¢ £ pour tout

(r) = limi M(r)i

r€[0,r_] . Ceci implique M
1 R® f

O pour tout r € [O,r_ ] et,
1 RO

en vertu de la propriété 1°) de Mf(r), que Mf(r) 0 pour tout re€ [O,d] . S8i
) RO

1l'on revient aux anciennes coordonnées quand le point limite de A #&tait un point

a arbitraire, on voit que M(a)(r) = 0 identiquement sur [O,dJ . En vertu de la

£ R®
propriété 7°) de Mf(r), si x € E est bien situé par rapport au point a, il en
résulte que [f(x)] ¢ Mga)(d(x,a)) = 0, donc que f(x) = O.

Pour terminer la démonstration, considérons un x € E quelconque. Comme E est
ouvert, il existe un cercle non-ponctuel C de centre X contenu dans E et tel que
a € C. Soit o # x un point de C, et soit 6 1'homographie X — X' = 1/(X~- ).
L'ensemble E!' - 6. E est encore quasi-connexe et si f': . E' —> k et f:{ € k[X'] sont
telles que f£'(X') = £'(6.X)= f£(X) et fi(X') = fi((r.x) = fi(X), les f! sont des frac-
tions rationnelles sans poles dans E', dont la suite tend uniforménent vers f' sur E'.
Ainsi, f' est un élément analytique de support E' , et on a f'(s.5) = £(8) =0
si §¢ A . Donc f' s'annule en tout point de A' = 6.A, et A' a, comme point
limite, a' = 6.a € E'. Par suite, M;?'?(r) est identiquement nul sur [O,d(E‘)]Ro -
= [o,+ m] o (car w =6. o EE'), et f' est nulle en tout point bien situé par

R

rapport & a'.
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"Montrons que x' = 6 .,x est bien situé par rapport & a', c'est-d-dire n'admet
aucun p' € E', qui en soit proche par rapport & ce point. En effet, si un tel point
existe, on a p' = §.p, ol p £€E, donc p £ C. Par suite, si y #Eouy = a, on a

d(x,y) > d(x, o). Supposons que y € k satisfait & cette inégalité et posons
y' = &.y. Alors, on a

1

Voyt) =iy tey!?]| = — ___1__, ._._]I'xl = a(x,y)
alx'yy') =lx'-y'l={7=3 y—O(I ESURE] d(x)aly,e) ©

Considérons le triangle (x,y,o) de k. Comme d(x, «) < d(x,y), on a

1

T;;:;T . Le méme résultat est vrai, par

a(x,y) = daly, ), et alx',y') = ET:?,—JY

continuité, pour y = ® . Ainsi, si y € k' .. C (et, en particulier, est £ E ou = a),
d(x',y') ne dépend pas du choix de y. En particulier, si p' ¢ E', on a

~

d(x',p') = d(x',a') et p' ne peut pas €tre proche de x' par rapport & a'. Donc, x'
- est bien situé par rapport & a', ce qui implique f'(x') = O et f(x) = 0. Comme

x € E est arbitraire, ceci achéve la démonstration.

Une fois le théoréme d'unicité démontré, on peut définir la notion générale de
prolongement analytique et de fonction analytique localement uniformes (bien qu'il
ne s'agisse pas du "local" au sens de la topologie) par le procédé d'accolement
successif d'éléments analytiques de k se prolongeant mutuellement, analogue & la
méthode de Weierstrass de 1'Analyse complexe. Ce procédé, pour le cas considéré,
est décrit en détail dans (1h). .

On dira qu'une fonction uniforme f : U —> k, ol U.est un ensemble ouvert
arbitraire < k', est analytique sur U lorsque on peut trouver un recouvrement de U
par une famille @ d'ensembles quasi-connexes telle que la famille
IntU § = {E NU;EEd,ENU+# ¢} soit enchainde, et que, pour tout E € §

existe un élément analytique, -dont la restriction & E ) U coIncide avec celle de f.

§.4 Préservation de 1'analyticité par les opérations rationnelles, la déri-
vation et la convergence uniforme des &éléments analytiques d'un méme support.

Soient f,g deux éléments analytiques des méme support E, et en soient
fi —f, g —>¢g des suites approximantes. Alors, il est visible que £, ¢ g;
converge uniformément sur E vers f * g, qui est, ainsi, un €lément analytique. En
. 8. — 7T, . . - f, .+ f, . - g, . 8 i-
vertu de f; g, f1+1 81 = (f‘l f1+1)g1 f1+1(81 81+1)f f, g; converge uni
formément vers fg (et fg est un élément analytique de support E) si f et g sont

supérieurement bornés sur E. Il en résulte que, dans le cas général, la restriction
(14) M. Krasner [10}
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(£g]E) de fg & un sous—ensemble quasi-connexe E de E est un &lément analytique si
fet g y sont bornés, et qu'on démontre que fg est une fonction analytique sur E

si 1'on arrive & recouvrir E par une famille enchalnée de ses sous-—ensembles E de

cette forme.

Or, comme [f(x) - fi(&)léa partout sur E, f sera bornde sur E si la fraction

rationnelle fi(&) l'est. Ainsi, tout &lément analytique de support E y est borné
si toute fraction rationnelle n'y ayant aucun pdle l'est. Il est clair que ceci a
lieu si, et seulement si E est fermé par rapport & la topologie de k'. Il suffit
donc, pour prouver l'analyticité de fg, de trouver le recouvrement d'un ensemble
quasi-connexe arbitraire E par une famille enchalnée d'ensembles quasi-connexes

fermés.

Cela peut se faire de multiples maniéres. En voici deux canoniques, présentant
aussi un intérét propre.
A) La famille iEa’b
complément E, du plus petit cercle C(k .. E) contenant le complément k .. E de E
= C(ajd(a,b))

; (a,b) €E x E} , 4 laquelle on ajoute, si @ ¢ E, le

dans k. L'ensemble Ea s'obtient, & partir du plus petit cercle Ca

»b ,b

= C(b3d(b,a)) de k contenant a et b, en lui enlevant les parties suivantes :

1°) Toute circonférence S(a;r) non contenue dans E et telle que r < d(a,b) ;
2°) Toute circonférence S(bjr) satisfaisant & la méme condition ;

3°) L'ensemble Ca b éC(a;d(a,b)-) v C(b;d(b,a)—)t si cet ensemble n'est
, .

pas contenu dans E. Cette famille est enchainée, car }a,bf CE donc les

a,b ’

suites : E 5 Ea,b’ Eb,c’ Ec,d si b#c Ea,b’ Eb,c’ Ebooﬁ ¢ est un point

‘a,b’Eb,c
de E_, , sont toutes des chalnes,et deux ensembles quelconques de la famille

peuvent se relier par de telles chalnes.

. (% . R .
B) La famille |E ;(a,b) € E x E}(a laquelle on ajoute E, quand w € E),

a,b
3 * [ . ~ . . .
ou Ea,b s'obtient, a partir de Ca,b’ en lul enlevant, pour tout y € Ca,b .. E, le
cercle C(y;Min(d(a,y),d(b,y)fn). Comme visiblement E;‘b 2 E, , » cette famille est
b 3

. - 2
aussl enchalnée.

La quasi-connexité des E et E se voit immédiatement.

*
a,b’ Ea,b
En ce qui concerne la dérivation, l'existence locale de la dérivée résulte de
la développabilité d'un élément analytique f en série de Taylor en X-a en tout

point a de son support E. Si fi est une suite approximante de f, et si dX désigne
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la dérivation par rapport & X, dX fi en sera une de d_f 8i, et seulement si

X

dx(fi - fi+1) tend uniformément vers O sur E. Soit que fi - fiH = gi/hi R
ou g5, hi sont des polyndOmes premiers entre eux. Si F(X) est une série de

Taylor (ou méme de Laurent) §:cn(x—i)n en X-a, on a, en vertu de

dXF(X) = Zz_ncn(x—a)n_1 , Méa%(r) < r_1M§a)(r). Soient a,x deux point de k.
Cdy

Puisque dx(fi - fi+1) = (dX gi/hi) - (dx hi/hi)(gi/hi)’ on a, si

|hi(x)| = Mgf)( | x-a|), en posant
i

r = d(x,a), ldx(fi AT

J(x)| ¢ Max [(r"mé:Nr)/Mt‘ji"(r)), r“‘<M;:)(r)/M}‘1:)(r))]=

= r‘1 Mgazf (r) ¢ d(x,a.)_1 E siixi(e), xet a sont € E (car alors d(x,a) £ d
i Ti+

1
(a)

. - 1] 3
et, puisque lfi fi+1‘ fi_fi+ (r) 1'est aussi pour

1

est < £ partout sur E, M

r ¢ d). Or, on a \hi(x)\ = M;a)(d(x,a)) si x n'admet aucun pSle de h; ,
i

qui en soit proche par rapport & a, ce qui a lieu s8'il est un point de E bien situé
par rapport 4 a. Ainsi, s'il existe un ensemble fini de points de E, tel que tout

x € E soit bien situé par rapport & deux au moins de ces points, et si r, est le
@inimum des distances des points de cet ensemble, il existe, pour tout x € E, un
point a (pouvant dependre de x) de cet ensemble, par rapport auguel x est bien

situé et tel que r = d(x,a) > r s ce qui implique, pour tout x € E,

- < . . VAN L2 242
ldx(fi fi+1)(x)l £ /r0 quand i > i(&), d'ol résulte que dxf est un élément

analytique sur un tel ensemble E. Mais si E a la forme Ea b Y E;’b, on voit
k] ’

facilement, si r, et Ty sont les premiéres valeurs exceptionnelles de E par rapport
4 a et b respectivement, un point x quelconque est bien situé ou bien par rapport
3 tous les points de C(a,?;), ou bien par rapport & tous ceux de C(b,r;). I1 suffit
donc, de prendre comme ensemble en question celui (a',a",b',b") de 4 points dis-

tincts tels que a',a" € C(a,r;) et b',b" € C(b,r;). Ainsi, si f est un élément
analytique de support E et si a,b sont € E, les restrictions (de’Ea

¥
de dxf aux Ea,b et Ea,b

) (GBS )

sont des éléments analytiques, et il en est, évidemment, de
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méme pour sa restriction (de le) a Eo'° . Par suite, d)(f est une fonction ana-
lytique sur E.

Si f est un élément analytique, 1/f est défini sur le sous-ensemble
EC = ix e E;f(x) # O} de son support E. Si f; gst une suite approximante de‘f,1/fi

en est une de 1/f si f est inférieurement bornée sur E° (ce qui implique E = E°)

par une constante ¢ > O, comme le montre facilement 1l'égalité

(1/fi) - (1/fiﬂ) = (fi+1 - fi)/fi fi+1 . Donc, pour démontrer que 1/f est toujours

une fonction analytique sur E°, il suffit de construire un recouvrement de E° par
une famille d'ensemble qugsi-connexes, tel que f soit inférieurement borné sur
chaque ensemble de la famille par une minorante positive pouvant dépendre de 1'en-

semble considéré.

Voici ce recouvrement. Soit T, < Ty & e < Ty € ... une suite eroissante
(au sens large) de nombres réels positifs qui tende, sur la droite semi-réelle,

vers d° = 4(E°) . D'autre part, soit 83 > 62 > eee > 6i > +.. une suite strie-

N N + PN . .
tement décroissante de nombres réels qui tend vers O sur la méme droite. Si a € E,

la fonction continue Mf(a)(r) a un minimum m(f,j)a sur le segment [O,rj] de la

droite réelle compléte R®°. Si, en plus, f(a) # O, on a, en vertu de la propriété 1°)

de la fonction M(r), m(f,j)a > 0 (en effet, la fonction M(r) ne peut &tre = O, en

dehors de r = 0, que pour r = + W ; mais r; =4+ n implique 4° = + w , donc

0 € E° et f(W) # O done M(a)(w) #0).

. _ o . . - . . e
Soit Ei,j'- %a € E° m(f,J)a’z &ii {é 3 E,m(f,J)ala 5i§ (car f(a) = 0 implique
m(f,j)a = 0). Considérons, pour tout couple i,j , la famille F(i,j) des intersec-

tions non-vides de Ei j avec des cercles de rayon rj , autrement dit

t]
F(i,j) = lE. . NC(asr.) ; a €E, .i. Le recouvrement en question est la réunion F
. 1,J J 1,J

de tous ces F(i,j) oll (i,j) parcourt tous les couples d'entiers > O.

Siac¢€ Ei,' ,ona If(a)l = Mia)(

j 0) > m(f,j)a > £i , donc f est inférieurement

bornée par &i > 0 sur Ei 5o donc l'est par une minorante positive sur tout en-
i ]

semble de la famille F. Soient a,b € E°. Il existe un j tel que rjz d(a,b), et il

existe un i tel que &i 3 Min[m(f,j)a,m(f,j)b] . Mais alors, a,b appartiennent
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tous les deux i E, ; et b € C(a;rj) , ce qui montre que ces points appartiennent i
’

un ensemble” € F(i,j) € F, et F est un recouvrement enchainé de E. Pour montrer que

E Al C(a;rj) est quasi-connexe, il suffit de montrer qu'il est ultra-ouvert en

i,

tout x € Ei j N C(a,rj) = Ei j n C(x,rj) 3 autrement dit, on démontre la quasi-
’ i)

connexité -de tout ensemble de F(i,j) si 1l'on montre, pour tout x € E; j » Que
’

}3i ; n C(x;rj) est ultra-ouvert en x. Le diamdtre d de cet ensemble est < r‘j
’

Considérons une circonférence. S(x;r), ol r < d, qui n'y est pas contenue. Alors,

<
ou bien S(x;r) ¢ E, autrement dit r ¢ r. ¢ d(E) est une valeur exceptionnelle de E
s(

pour x, ou bien S(x3r) < E et il existe y € S(x,r) tel que y £ E, . , autrement dit
k]

J

m(f,j)y < &i . Les valeurs du premier type sont, en vertu de la quasi-connexité
de E, en nombre fini. Soit r ¢ r. une valeur de second type. Alors, il existe une

valeur r' & rj telle que Mi,y)(r') < £i . Mais si r'> r = d(x,y), on a

Mi,y)(r') = Mi,x)(r') > € ; 0 ce qui n'est pas possible. On a donc r'<¢ r et, si

z € S(y;r') , ona |f(z)lk & ;e Mais S(y;r')  C(y;r )& S(x;r) et, par suite, il

(x)

. (r). Soit 0« &‘4 6i et soit i un

y a des z € S(x;r) tels que |f(z)l< &is M
indice (particulier), qui est > i(&'). Alors lf‘-fi\ est ¢ & partout sur E

et en particulier, sur S(x;r), ce qui implique ,fi(z)l < ﬁi et M(r)?() = Mg,X)(r)'rEi.

I1 en résulte qu'au moins un zéro de fi se trouve sur S(x;r). Comme le nombre des

zéros de fi est fini, le nombre des r du second type est fini. Ainsi, Ei jfl C(x;rj)
’

est ultra—ouvert en x, ce qui achéve la démonstration.

. . . . -~
Si f, est une suite uniformément convergente d'éléments analytiques de méme

support E, dont f soit la limite, et si fn ; est une suite approximante de fn s
£ ]

l'application évidente de la méthode de diagonale de Cantor permet de construire une

suite £ i(n) convergeant uniformément vers f, qui est donc un élément analytique.
’

Soit E un ensemble quasi-connexe, et soient f,g deux fonctions analytiques

sur E. De ce qui précéde, résulte directement que d_f et (sur E°) 1/f sont des

X

fonctions analytiques, car si 1l'on remplace chaque ensemble d'une famille enchainée
P

par un recouvrements est encore enchainé de cet ensemble, la réunion, de tous ces

recouvrements est encore enchainée. Par contre, si 1l'on veut &tablir 1l'analyticité
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de f + g et de fg, on rencontre la difficulté suivante ; soient Q, Y les ensembles
des supports des éléments analytiques se prolongeant les uns les autres, qui cons-
tituent respectivement les fonctions analytiques f,g de support E. Ce sont deux
recouvrements enchainés de E, mais qui sont, en général, différents. La famille
Int(@,‘Y) = zF NG;Fe $,GEY,FN G # ¢{ est encore un recouvrement quasi-

connexe de E, et les restricions de £ + g , fg sur un ensemble € Int(§, ¥) sont des

fonctions analytiques (celles de f + g méme des éléments analytiques) sur cet en-

semble. Ainsi, pour &tre slir que f + g et fg sont des fonctions analytiques de k

sur E, il suffit de montrer qu'il existe de tels recouvrement 0 et Y que In(@,qz)

soit enchainée. On peut envisager aussi la méthode indirecte suivante, qui,

d'ailleurs, démontre seulement que f + g et fg sont induites sur E par des fonctions
analytiques d'une extension valuée convenable k° de k ‘(qu'on suppose aussi compléte
et algébriquement close), et pas forcément de k ; on dira qu'un élément analytique
f° de k° domine un élément analytique f de k si le support de f est contenu dans

~

celui de f° et si f est la restriction de f° & son support ; supposons qu'an puisse
faire correspondre 3 chacun des éléments analytiques constituant f et g, un élément
analytique de k°, qui le domine, de manidre que, si §° et V¥° sont les familles

des supports de ces éléments pour respectivement f et g, et si E', E" sont les
réunions des é ° , ¥°, ces éléments définissent des fonctions analytiques f°, g°
de k° sur respectivementE',E", et Int($°, ¥°) est enchainée. Alors, visiblement,

f° g° sont des fonctions analytiques de k°® sur E' N E" et £ + g ;, fg sont des res-

trictions de ces fonctions respectives & E SE'"N E".

Remargue. Si § et ¥ sont des familles enchainées telles que, pour tout G € ¥
la famille IntGD =SF1\G; FEJ, FNc# ¢ ; est enchainée, Int(§,Y ) 1'est aussi: en

effet, Int(@,f ) s'obtient de Y , en remplagant chacun de ses ensembles par un de

ses recouvrement enchainés.
Or, cette condition est certainenement satisfaite dans deux cas suivants :

1°) § est une famille filtrante (c'est-a-dire, pour tous F,F' € § existe un

F' ¢ § tel que F UF' g F"). En effet, alors Int, §, si elle n'est pas vide, est

aussi filtrante, doae¢ enchainée.

2°) Les ensembles F € § et G appartiennent & une famille Q ayant les propriétés

suivantes :
a) Si A,BE Qet si ANB#¥ @, AUB €Q (il en résulte que la réunion

d'une famille enchainée finie d'ensembles € Q y appartient) ;
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b) Si A,B,C € Q sont tels que ANB# @, BNC#PetCNA#@ ,ona
ANBNC# 9.

En effet, soient F,F'E€ ¢ tels que FNG # P et F' N G # #. Il existe une

chaine &= (F=F , F, »ee 5 F = F'| reliant F et F' dens §, et il suffit de

» 3
prouver que Int C est enchainée. On va le faire par récurrence sur s, en supposant

G
le théoréme prouvé pour s plus petits, et en remarquant que, le cas s = 1, est
trivial. Supposons d'abord, qu'il existe un i distinct de 1 et de s tel que

Fi N G # @. Alors, ¢ se décompose en deux chaines plus courtes C' = iFl see s Fil
~ A~
et C" = }Fi ser s FSE , reliées par le terme Ff Dés lors les familles IntGC' et
~ ~
IntGC", qui ont en .commun Fi N G # ¢, sont toutes les deux enchalnées, et IntGC R
qui est leur réunion, l'est aussi. Supposons maintenant qu'un tel i n'existe pas.

Alors Intc€ = [F NG, F' 0 G l. Posons A = F, U F,U... UF_, ,B=F_=F

C=G. En vertude a), A€Qetona ANGS= (F; neGvu (F2 NaGg)U ... y(r

s=1

s=1

F, NG=FNG#¢ - D'autre part, on a AN B Q,Fs_1 n F # ¢, Ainsi

ANB, BNC et CN A sont tous non vides, et en vertu de b),

(FNG)N(F'NG)=(ANC)N(BNC)=ANBAC n'est pas vide et IntGE est

enchainée.

La possibilité de définir toute fonction analytique de k & 1'aide d'une famille
d'éléments analytiques, dont les supports forment une famille filtrante, a été re-
marquée par Robba & partir de la proposition (basée sur mes "théorémes Mittag-
Leffleriens") que j'avais énoncée (sans démonstration ; depuis Robba en a publié une

(15) si f et f' sont deux éléments

plus simple, qui sera exposée plus loin) dans
analytiques de k & supports non-disjoints E,E' , qui se prolongent, leur superpo-

sition en est encore un (Etant donné une famille de fonctions dont les domaines de

définition forment une famille enchainée d'ensembles, cette famille est dite super-
posable si deux fonctions quelconques de la famille ‘sont égales en tout point, ol
elles sont définies toutes les deux., Si la famille en question est superposable, on
appelle sa superposition la fonction définie ‘sur la réunion des domaines de défi-
nition de toutes les fonctions de la famille et qui, en chaque point de cet ensemble,
est égale a4 la valeur commune des fonctions de la famille qui y sont définies). Il
résulte de ce théoréme par récurrence que la superposition d'une famille superpo-
sable finie d'éléments analytiques de k en est encore un, ce qui permet, justement,

de rendre filtrant le recouvrement d'une fonction analytique par des éléments
(15) M. Kranser [10]
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analytiques, en y ajoutant toutes les péunions finies enchainée. Mais on peut en 4é-
duire une conséquence plus prolonde : étant donné une chalpe f1 . f2 sees fS
d'éléments analytiques de k, dont deux consécutifs se prolongent, ces éléments
forment une famille superposable. Montrons le par récurrence sur s, en supposant la
proposition prouvée pour s—1 et remarquant sa trivialité pour s=1. La famille

4f1 seees s fs—1 est donc superposable et sa superposition f' est un é€lément ana-

, donc, puisque

lytique. Si Ei est le support de fi ,f' coincide avec fs_ sur Es_

1 1
fs_1 et fs se prolongent, avec fs sur l'ouvert non vide Es—1 N Es . Ainsi, en vertu
du théoréme d'unicité, f' et fs'se prolongent et tout est prouvé. Ceci montre que le

prolongement analytigue quasi-connexe est globalement uniforme, car si E1 N ES

et fs ¥y sont partout égaux.

n'est pas vide, f1

La méme propriété a lieu pour les chalnes d'éléments analytiques, dont les
supports appartiennent 3 une famille Q ayant les propriétés a), b). En concervant
les mémes notations pour les éléments analytiques et leurs supports, procédons par
réccurence sur s, en supposant s > 2 (car s=2 est trivial). Par hypothése de réc-

curence, les familles if] e s fs—1§ et {fe seee s fs sont toutes les deux

superposables. Donc, si { f o, fs% ne l'est pas, E1 N ES n'est pas vide et

1 k]
f,I n'y est pas partout égal & fS~S'il existe un i tel que 2<i< s et que

.oy I est

E1 n Ei 0, fi prolonge f1 et la chalne plus courte f1 s fi . fi+1 .. s

superposable. Si un tel i n'existe pas, les seuls Ei 8} E, non vides sont E2 n E1

et Es n El' Comme ils forment une famille enchainée, on a E1 n E2 N ES # @ et on a

£.=f_ et f

1 > = fs partout sur cet ouvert. Ainsi f1 = fs sur un ouvert et f1 et fs

2

se prolongent en vertu du théordme d'unicité.

I1 en résulte que si 1l'on peut faire correspondre & tout élément analytique f
de k un élément analytique f° d'un surcorps convenable k° de k, qui le domine, et
dont le support appartienne toujours i une certaine famille Q d'ensembles quasi-
connexes de k°' ayant les propriétés a) et b), toutes les cogditions de 1'applica-

"z

tion de la "méthode indirecte" pour prouver que f+g et fg sont les restrictions 3 E
de fonctions analytiques de k° sont satisfaites. En effet, dans ce cas, non seulement
Int(§°, ¥°) est enchainée, mais les éléments analytiques de k°, qui correspondent i
ceux, qui forment les fonctions analytiques données f,g de k (l'unicité globale du
prolongement analytique fait & 1l'aide des é1éments analytiques de k°, dont les
supports sont € Q), forment deux familles superposables et définissent bien deux

fonctions analytiques de k°® sur E' et E" , dont respectivement f,g sont les
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restrictions & E. Et on voit que l'existence d'une telle famille Q pour un surcorps
convenable k° de k garantit aussi 1'uniformité globale du prolongement analytique

quasi-connexe sur k.

Or, déja en 1957, j'ai défini () une famille d'ensembles quasi-connexes d'un
corps valué complet k, celle des ensembles quasi-connexes réguliers, qui possd&de
les propriétés a) et b) quand le cardianl card k du corps résiduel k de k est supé-
rieur 3 la puissance du dénombrable (il est 3 remarquer que tout corps valué admet
une extension valuée compléte, méme maximalement compléte, et algébriquement close
ayant, en plus, cette propriété). Bien que, pour la question d'analyticité de la
somme et du produit de fonctions analytiques et pour celle d'uniférmité globale du
prolongement quasi-connexe, l'emploi de cette famille peut se remplacer par celui
des familles filtrantes de Robba, il existe, comme on verra, d'autres raisons de
son importance. Si card k est au plus dénombrable, tout ensemble quasi~connexe de k'

est régulier.

§.5. Ensembles quasi—connexes et &€léments analytiques réguliers.

Un ensemble quasi-connexe ECk' est dit régulier s'il satisfait & la condition
supplémentaire suivante :

Pour tout cercle circonférencié C de rayon r & d(E) tel que C NE # ¢ , le

complément C .. E de E dans C est contenu dans la réunion d'un ensemble au plus dé-
nombrable de cercles de rayon r .

On vérifie sans peine que les ensembles quasi-connexes réguliers ont les mémes
propriétés que les ensembles quasi-connexes généraux : 1) 1'intersection de deux
ensembles réguliers l'est encore ; 2) la réunion d'une famille enchainée d'ensembles
réguliers est réguliére ; 3) la quasi-connexité réguliére est préservée par les
homographies non singuliéres. La famille des ensembles quasi-connexes réguliers
posséde donc toujours la propriété a) des familles Q. Quand le cardinal de X est
supérieur 3 la puissance du dénombrable (ce qu'on exprimera, par abus de langage,
en disant que K n'est pas dénombrable), elle posséde aussi la propriété b). (Dans
d'autres cas, comme le cardinal -de 1l'ensemble des cercles de rayon r  contenus dans
un cercle de rayon r est égal a celui de k, tous les ensembles quasi-connexes < k'

sont réguliers)

Proposition : Si k n'est pas dénombrable et si A,B,C gont des ensembles guasi-
connexes réguliers de k', tels quu ANB# P ,BNC#P et CNA#P ,o0na
ANBNC# @

(17) Voir M. Krasner [6] (et aussi [10], §5)
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‘Démonstration. Soient a €EBNC, bEC NA, c € AN B. Le triangle ultramétrique
(a,b,c) est iéocéle, et ses cOtés latéraux sont maximaux. On peut -supposer, sans
perte de généralité (car on peut changer les noms des A,B,C) que '
d(a,b) = d(a,c) » d(b,c). Posons r = d(b,c) et D = C(b;r). Visiblement, D est un
cercle circonférencié non-disjoint avec ehacun des A,B,C car b€ ANC et c € A NB
lui appartiennent. On a r < d(A) ¢ d(B) et < d(C).Ainsi, chacun des
D.. A,D.. B,D.. C est contenu dans la réunion d'un ensemble au plus dénombrable
de cercles de rayon r , et il en est de méme pour D .. (AN B NC) =
(D .. A)U(D .. B) U(D..C). Mais, puisque 1l'ensemble des cercles de ce rayon
contenus dans D est plus que dénombrable, on a D N(ANBNC) # @ et
ANBNC#0.

On vérifie que si E est un ensemble quasi-connexe régulier, et si a,p sont

¢ E, e¥

. L.
a,b (mais pas Ea,b) est régulier.

Un élément analytique f : E —>k est dit régulier si son support E l'est.

Théoréme. Soient k et k°® 2 k deux corps valués complets algébriquement clos tels

que k° soit une extension valude de k. Soit f : E —> k un &lément analytique de k.

Alors, il existe un &lément analytique régulier f° : E°® — k° de k° , qui domine f.

Démonstration. Construisons, d'abord, E° 2 E, qui soit quasi-connexe et régulier
dans k°' = k° U?M} ol ® est supposé commun & k' et & k°', Posons C = C(E) et

d = d4(E) = a(C). Fixons une suite approximante f, de f et soit P 1l'ensemble de tous
les pdles p de toutes les fi tels que p € C. Si C°® est le plus petit cercle de k°'
contenant C, soit E° 1l'ensemble de tous les x € C°, pour lesquels il existe un

a = a(x) € E tel qu'il n'existe aucun p € P tel que

d(x,p) € d(x,a) . Montrons que E° est ultra-ouvert en tout point x # 0 .

Soit r ¢ A(E) un nombre réel positif et soit y € k° tel que d(x,y)<r
et que y £ E°. Posons r, = d(x,a(x)). Puisque y € E° et puisque a(x) € E, il existe
un p € P tel que d(y,p) < d(y,a(x)), ce qui implique d(a(x),p) = d(a(x),y). Des lors
si d(x,y) < r, = d(x,a(x)), on a d(y,a(x)) = d(x,a(x)) = Ty et

d(x,p) & Max [d(x,y),d(y,p)] <.Max(ro,ro) =r = d(x,a(x)) et, contre

1'hypoth&se, on'a x ¢ E°. Ainsi, on a d(x,y) > L Maix si d(x,y) > r ,ona

d(a(x),y) = a(x,y) et da(a(x),p) = d(x,y). Ainsi, les circonférences S(x;d(x,y)) et
S(a(x) ; d(x,y)) de k° coincident, et p € P appartient & cette circonférence. Donc,
comme p € C .. E, S(a(x),d(x,y)) nk' , qui est la circonférence de centre a(x) et
de rayon d(x,y) dans k', n'est pas < E. Comme en vertu de la quasi-connexité de E,
il ne peut y avoir qu'un nombre fini de telles circonférences de centre a(x) et de

~

rayon < r,d(x,y) ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs > r et & r, donec
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aussi de valeurs & r, ce qui montre que E° est ultra-ouvert en x, done, puisque
x €CE°, x # O est autrement arbitraire, quasi-connexe. Si x € E, on peut prendre

a(x) = x, donc E° 2 E.

Soient C° = C(x;3r) un cercle circonférencié de rayon (propre) r< d = d(E°) et
de centre x € E° dans k° et, en supposant C°.. E° non vide, y € C° .. E° . On a
vu déja que d(x,a(x)) ¢ d(x,y) ¢ r, donc a(x) €C°, Il existe un p € P tel que
a(y,p) < d(y,a(x)) € r, donc y € C(p,r ), ol p parcourt 1'ensemble au plus dénom-
brable P N C°. Ainsi E° est bien régulier.

La suite fi converge uniformément sur E°, car, si i > i(&), ou
eso, M)y e ¢ g tout r < d, et ticuli
s Mg e’ r) est ¢ pour tout r < d, et, en particulier, pour
1 T1+1
r # d(a(x),x), ol x est un point arbitraire de E°. Mais, comme tout pSle de

fi - fi+1 proche de x par rapport & un point de EN C est € P, et comme il

n'existe aucun p € P proche de x par rapport a a(x), il n'existe aucun pdle de

fi - fi+1 proche de x par rapport 3 a(x), et on a

Ei(x) - fi+1(x)| < M§?Sx3? (a(a(x),x) & & , ce qui achéve la démonstration.
1 i+1

Ce théoréme a une conséquence importante. Considérons un élément analytique f
de k, et prolongeons le de toutes les maniéres possibles. Comme le prolongement
analytique quasi-connexe est globalement uniforme, on obtient ainsi, une famille
superposable d'éléments analytiques de k, dont la superposition donne le prolon-
gement maximal possible F(f) de f, c'est-d-dire une fonction analytique prolongeant
f, et qui ne peut plus &tre prolongée au deld de son domaine de définition. Un en-
semble (forcément quasi-connexe) sera dit, selon la terminologie de M. Motzkin et
Robba, un ensemble d'analyticité s'il est le domaine de définition d'une fonction
analytique de cette forme. Or étant donné un tel ensemble d'analyticité E et une
fonction analytique F(f) dont il est le domaine de définition, considérons une fa-
mille d'éléments analytiques de k dont F(f) soit la superposition. Or; en vertu du
théoréme précédent, en y posant k° = k, on peut faire correspondre & chaque élément
analytique de la famille un élément régulier, qui le domine, donc le prolongemeht
F(f) est encore la superposition de la famille de ces nouveaux éléments, qui sont
réguliers. Son domaine de définition E est donec la réunion d'une famille enchalnée
d'ensembles quasi-connexes réguliers, donc est régulier. Ainsi, tout ensemble d'ana-
lyticité est quasi-connexe régulier. On va prouver plus loin que tout ensemble quasi-

connexe régulier est un ensemble d'analyticité, et c'est de 13 que vient 1l'importance

de cette notion.



Prolongement analytique 159

§.6. Trous des ensembles quasi-connexes et gquasi-connexes réguliers.
que.

Soit E un sous-ensemble de k'. On appelle cercle projectif de k' toute image
d'un cercle de k' par une homographie non-singulidre. On voit immédiatement que les
cercles projectifs de k' sont ses cercles et leurs compléments. On appelle trou de
E tout cercle projectif maximal de k' contenu dans son complément k' .. E. Les
trous de E forment un ensemble ¥ (E)-de cercles disjoints, dont certains, dits

trous ponctuels, sont des éléments de k'.

Un trou T est dit isolé s'il existe un surcercle projectif propre C o T
disjoint avec tout autre trou de E, c'est-a-dire tel que C .. E=T (bien entendu
C N E peut &tre réduit 4 une seule circonférence). On appelle ensemble dérivé de

¥ (E) 1l'ensemble ¢'(E) de tous les trous non isolés de E. Posons
E' = k' .. (L%ez. F'). G'(E) est 1'ensemble des trous G (E') de E', et on pose
T"(E) = T '(E'). Par ce procédé, on peut définir, pour tout ordinal o , le
d-iéme dérivé : IZ(“) (E) de P(E). 8i  est de premiére espéce, on pose
‘I‘j(«)(E) = (‘C@(—1)(E))'. Et si of est de seconde espdce, on pose

& : . . .
Tl )(E) = ﬂﬁ <(fv(p)(E). On démontre qu'a partir d'un certain ordinal, ‘C(«)(E)
devient stationnaire. Cette partie stationnaire de T (E) sera notée |2(E) et dite
le noyau parfait de 1l'ensemble des trous de E et W (E) = T(E) ... 04 (E) et dit

sa partie réductible. Les trous de E sont réductibles si l'on a

C(E) = R(E) (ou P(F) = 9).
Supposant la valuation de k dense, appelons un cercle projectif, qui est le

complément k ... C d'un cercle C de k', circonférencié resp. non-circonférencié

selon que C est non-circonférencié resp. circonférencié. De lors, la notion de

sous—cercle projectif non-circonférencié maximal d'un cercle projectif circonférencié

est claire. 3oit e € E. On va définir un invariant projectif du couple (E,e), qu'on va

appeler l'arbre des voisinages des trous et qu'on va noter fﬁe(E). On va faire cor-

respondre i chaque i un ensemble G i de cercles projectifs disjoints de k' tel que:
a) .pour tout i fixé, tout trou T € T(E) est contenu dans guelque ensemble

e«j&ouﬁ1 Ueer .U @i‘-,

'

b) si i< j et si Vj € GLj , 11 existe un Vi€.(i ; tel que Vj c.Vi

c) Glo est un singleton. Les Yi (3 lii seront appelds les voisinages de trous
d'ordre i, Ce systéme est visiblement un arbre (pouvant avoir des branches qui s'en
vont 8 1'infini),si on 1l'ordonne par ordre d'inclusion. En plus, ce systéme est

complétement défini, comme suit 3 partir de E et de e :
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a) 1l'unique élément Vo de dLo est le plus petit cercle projectif contenant
tous les trous de E (toutefois ; on pose (io =@ si E=k') et tel que e €V .

b) (Qi étant déjd défini et non vide, soit V€ Q ; - Cet ensemble ou bien est
un trou, auquel cas ce trou est dit accessible de rang i, ou bien il est non-cir-
conférencié sans se réduire & un trou unique, auquel cas il est dit un voisinage de
trous singulier, ou bien, sans se réduire & un trou, il est circonférencié. Alors
il est dit wn voisinage de trous régulier, et chaque trou T< V est contenu
dans quelque sous-cercle projectif non-circonférencié maximal de V. Soit V' un tel

sous—cercle projectif de V contenant des trous. Appelons (V')i le plus petit

+1
cercle projectif contenant tous les trous T CV' de E et soit dL(v)i+1 1'ensemble

de tous ces (V') . Alors Gﬁi+1 = U dﬁ(v)i+1 , ol V parcourt tous les voisinages

i+1
le trous réguliers d'ordre i..

.On appelera une branche de l'arbre des voisinage de trous une par@ie totalement
ordonnée maximale de cet 'arbre. Elle commence & sa "racine" V° et va ou bien jusqu'ad
un trou accessible ou un voisinage singulier Vi d'un certain ordre i, ou bien est
une suite infinie de cercles projectifs emboités. L'intersection de tous les voi-
sinages appartenant & une branche sera dite son fruit. Si k n'est pas maximalement

complet, le fruit d'une branche infinie de (3, (E) peut &tre 1'ensemble .@.
e

L'ensemble E est quasi-connexe si, et.seulement si tout fruit de d%(E) est un
‘trou ou @. Il suffit de le prouver sous l'hypothése e=00€ E. Supposons, d'abord, E
quasi-connexe. Soit d'abord B = (Vo SV, 2...3 Vi) une branche finie de (& (E).

Alors, son fruit est V:.L , et si V:.L n'est pas un trou, il est un voisinage singulier,
)
(si 4 =0, on pose r =+ ) . Or, puisque d(E) = + 0 , la distance d(a,y), ou
Yy © E, ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs ri_1 R d(E), ce qui montre que

c'est-d-dire, un cercle non circonférencié. Soit a € V. NE et soit ro, = d(Vi_

le plus petit cercle V. de centre a contenant tous les trous < C(a,r;_1) doit

8tre circonférencié, contre 1l'hypothése. Supposons maintenant que

B = (Vo =) V1 S :Vi > ... ) est une branche infinie de lP,e(E') et que son inter-

section V = Ai Vi de ses termes n'est pas.disjointe avec E. Soit a €EE N V.

Soit rs = d(Vi). C'est, par hypothése, un nombre réel, qui est aussi égal &

d(Vi ... E) = ra(vi ... E).
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Ainsi, il existe un s ¢ E, tel que d(a.,yi) =r, . Comme

a(E) = +°C’>r1 > r2 > een > r3 > i+s 5 E n'est pas ultra-ouvert en a, ce qui

contredit sa quasi-connexité.

Vice versa, supposons que tous les fruits non-vides de @ (E) sont des trous
de E, et soit a €E. Alors, si 1'on pose V_1 = k' , il existe un i » O tel que a
n'appartienne 3 aucun Vi € @i , et soit i le plus petit indice de cette sorte.
Ainsi, si T est un trou de E, ou bien d(a,T) = d(a,Vo) siag Vo ou bien, si aev .,
il existe un j, 0$j< i tel que {ai et T sont contenus tous les deux dans un méme

2z

voisinage VJ. S le , mais qu'il n'existe aucun Vj+1 € Q 341 ayant la méme propriété.

Mais cela veut dire que C(a,rg) N T =@ tandis que C(a,rj) > T, donc d(a,T) = T .

~

Comme tout y € E appartient & quelque trou de E, on voit que les seules valeurs

si

possibles de la distance d(a,y) sont d(a.,Vo) sia/ Vv, et Tos Ty oseees T

a € Vo . Ainsi, si a # ® , E est ultra-ouvert en a, donc quasi-connexe. Ainsi, un

ensemble guasi-connexe E est le complémentaire de la réunion des fruits de (2(E),

P e
donc est complétement défini par ({(E).
e

Par construction de @ (E), nous voyons que si v, € (Sli n'est pas le fruit

e . P

d'une branche finie de Q(E), d(Vi) est réel et si Vi+1 s Vi'+1 sont deux éléments
e

de (@

, V! ) =d(Vv.). Vice versa, si k est

appartenant 3 ce V; , on a a(v 14 5

i+l i+

maximalement complet et si (] est un arbre de cercles tel que :

1°) Si V n'est pas 1l'extrémité d'une branche finie de «Q , (V) est réel et >0

2°) En appelant les succésseurs immédiats d'un V € (& ses fils, tout V, qui

n'est pas une extrémité de branche finie a au moins deux fils

3°) Si W,W' sont deux fils distincts d'un V€ @& , a(W,W') = d(V), @ est
1'arbre des voisinages de trous (Qw(E) d'un E € k'. Il suffit de prendre comme E
le complémentaire de la réunion des fruits de @ .

En effet, premiérement, vu que k est maximalement complet, aucun des fruits de
@ n'est vide, et tout V € @ en contient au moins un. Supposons qu'on a d&ja
prouvé que V€ @ (E). Si V est l'extrémité d'une branche finie de (2 c'est un fruit
{2 , donc un trou de (Q'm(E) et, par suite, une extrémité d'une branche finie de
@,w(E'). Si V n'est pas une telle extrémité,. soit r = A(V) (c'est un nombre réel).
Considérons un cercle C C V de rayon r . Alors, ou bien C ne contient aucun fils

de V dans & , ou bien il en contient un W. Dans le premier cas, il ne contient
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aucun fruit de (@ , donc aucun trou de E, et, par suite autun fils de V dans (QD’(E).
Si, par contre C D W, considérons un fruit T de & tel que T & W. Alors C > T, donc
contient un fils W' 2 T ‘dans Q(E), et WN W' # @. Mais si C*c C est un sous—cercle
de C de rayon r(W) , il contient un fruit de @ , donc un trou de E, si et
seulement s'il contient quelque fils WX de W. Donc tous les trous de E, qui sont

& C, sont < W et W', qui est le plus petit cercle contenant ces trous, est <W.

Mais W a au moins deux fils W¥, W¥' tels que a(W¥* ,w¥ ') = a(w).

Chacun d'eux contient un fruit de @ , donc un trou de E, qui soit respec-
i * : .
tivement T¥, T * ', ona T cW', T¥' < W' et a(T¥, ™) = 4(W). Par suite, on a
a(W') » d(W), donc W' = W. Ainsi, les .fils de V dans  (E) coIncident avec ses fils
dans @ , qui prouve que @ = QM(E).

Un ensemble quasi-connexe E est, évidemment, régulier si, et seulement si
vV € &e(E) a un nombre au plus dénombrable de fils, ou ce qui revient au méme, la

famille Qe(E) est au plus dénombrable.

E étant un ensemble quasi-connexe, une partie €' = T(E) de T(E) est dite
génératrice si E' = k' .. (UTG'C' T) est tel que @(E') = @e(E). En vertu des

démonstrations précédentes si L' est tel que, dans tout V€ &(E) soit contenu au
moins un T € T', %' est génératrice. Il en résulte que, si E est quasi-connexe
régulier, son ensemble des trous admet une partie géndratrice au plus dénom-
brable (18).

(18) L'arbre &N(E) a été introduit par moi-méme en 196} dans [ 10 ] pour 1les en-

sembles quasi-connexes réguliers (plus précisément pour les ensembles d'analyticité,
ce qui, & postoriori n'est pas une restriction, car il sera prouvé que tout ensemble
quasi-connexe régulier 1l'est), mais d'une maniére entremélée avec d'autres considé-
rations. D'une manidre plus nette, ces arbres ont été introduits et étudiés par

M. Motzkin (voir [14) /.[15])& partir de 1968, d'abord pour le complété des cldtures al-
gébriques des corps p-adiques, ensuite sous 1'hypoth®se (pas explicitement formulée)

que k est dénombrable. Il s'agissait toujours de E quasi-connexes.



Prolongement analytique 163

§.7 Théorémes Mittag-Leffleriens.

Soit'p € k', Posons UP(X) = (X—p)-.1 ou = X selon que p # 0 oup = ® . Soit
aX + b ab . . .8
. —_— X = - [
g: X X o +a [det( cd ) # O] une homographie non-singuliere de k' et

soit p' = @ .p. Un calcul simple montre que UP(X) = a(@,p) Up,(X') + b(e,p), ol
a(e,p), b(r,p) sont € k et a(d,p) # 0. Si une fraction rationnelle £(X) € k [X]

a les poles 1stincts) DysPysecssP ® est un pole de s1 le degré de son
1 Gles (disti ) PysP, 3 ( 8le de f(X) si le degré d

numérateur dépasse celui de son dénominateur), on a f(X) = c+Z ; f (X), ol ¢ est

une constante €k et fp (X), dit la partie élémentaire de f(X) poulr p; » est un
i

polyndme sans terme constant & coefficients € k par rapport & U (X). Si o est
1'homographie précédente X —»X' et si p! = O, p. (i=1,2,...,3) &t

(B = 10, ona £1(X) = e +Z (£ )'(X') et (£, )'(X') est un

1 i

fv(xv) = f!

polyndme en Up (X) = a(¢,P)Up, (x') + b(e,p), donc aussi en’Up, (X') (vien qu'ayant

i i i
éventuellement un terme constant # 0). Il en résulte que f'p, (x) différe de
i
(fp )'(X') juste par une constante.
i
Soit ¢ € k. Alors, si p # 0 Up (x) = [KX—C) - (p—c)] s | x-¢|¢ [pc! ,
=1 X=c —1 x—c 2 x=c,i
. U (x)s —(1-— = 1+ X8, (XS Fooaot () +.. et U (X
va o = ZH0- 57T - I (28 A5 ) L0

est égal, sur le cercle C(c;d(p,c) ) a la somme de la série de Taylor

-1 { X-c X-c,2 X-c } .
$+ —= 4 (== et (/= +.a
o 1 e (p—c) (P‘C) s dont le terme qulmal y est le

terme constant (c-p)m1 . 81 |x=c|>.lp=c] , on a

i
+...] , donc UP(X) est, sur la couronne

U (x) = =— [ +L (-'9-—)2 oo+ (5

x-c x-c
f + 2 S P P
Clesip| "ot _), égal a la série de Laurent principale

R < T +o0.t LE——l— , dont le terme maximal y est ?l—-.~D‘autre part, pour
X-c (X-c)2 (x- c) i+1 X-c
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X< 1ol U, ®) = (x-p) " =-p 4H=1 2 —p-1(1+_§ + (%‘)‘24-..&(5)i +..4]

P

est représentable par une série de Taylor en X = U ,, (X).

Soit f un élément analytique de k de support E, fi une suite approximante de f,

C un trou isolé de E et ¢ € C (si 0 € C, on pose ¢ = 0 ). Il existe un surcercle
projectif propre D de C tel que la couronne circulaire Q = D ..C soit < E. Soient

(18 35«8. . DO . it c. O AN é i
pi’J(1\ g Sl) les pdles de f1 , et soit c; + Z:J fl,J(X) la représentation de fi

comme somme d'une constante 4 et de ses parties élémentaires fi .(X) pour ses pdles
b

J
respectifs p; i Comme il n'y a aucun pdle de fi dans Q, on a pj € C ou
b

p. € 1D = k'..D. Posons (f.) =Z f. .(X) et (f.) =
J 1'pr P;jec 1 i‘reg

— . 2
i ¢ gt Supposons ¢ # ® ., Sip. .€£ C, U (X) se repré-
Pi,j# ¢ 22d i,

+ .y L !
sente, sur C(c; |p c|] , + ®0) par une série de Laurent principale en X-c, et

i,j-
il en est de méme, pour le polyndme £, j(X) en U (X) sans terme -constant, et
. ..
1"J
-c| , et, en particulier, pour les

cette série converge en x € k' si |x-c| > 'Pi i
k]

x £C (et, & fortiori, si x € Q). Il en est dje méme pour (fi)pr = B je c fi‘](x).
k]

De méme, si p. : £C, donec p. . € 1D, U (X) et f. .(X) se représentent par
i, 1,3 . i, :

1,J

des séries de Taylor en X-c, qui convergent pour les x € k tels que

Ix=c| < Ip; j—cl et, en particulier, pour les x € D et, 4 fortiori, pour les x € Q,
s
)

et il en est de méme pour (f

= + PR . . é
i'reg = & Zpi,j ¢c fl,J(X) Done f, se représente

sur Q par une série de Laurent J_ H n(X—d)n , dont (fi)pr est la partie princi-
i)

pale et (fi)reg est la partie régulidre et, par construcion, ces parties de f ne

dépendent pas du choix de ¢ € C. En vertu des inégalités de Cauchy, pour tout

n (a)

r '€ (k) tel que S(c,r) £Q, on a, pour tout n, lci A(r < M.V (r) et, en parti-
- € S

i
. (c) _ . (e) (e) _ () (e)
culier, Mifpr(r) = M(;i)éi) et-Mifreg(r) = M(;i)reg (r) sont < Mié (r). Comme
(fj - fj)pr = (fi)pr - (fj)pr et (fi - fj)reg = (fi)reg - (fj}eg , ona, si 1'on
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(c) (c) (c) ‘ (e) .

pose M. . (r) =M (r), M;". (r) =M ) (r), que, si
1,J,PTr (fi__fj )pr 1,Jsreg (fi—fj )reg

i>i(¢), Mifi)ﬂ,pr(r) et Mi:‘) ,reg(r) sont <€ & quand S(c,r) < Q. Donc, les

suites (fi)Pr et (fi )reg convergent uniformément sur Q vers les séries de Laurent

. : - v n 2 I - n
principale fpr =2 lense+ o %y UC(X) et réguliére freg =)L ien<o %n UC(X)

en X-c (ol a_ = lim. c.
n ii,

—n)’ et ces séries.ne dépendent pas du choix de la suite
approximante fi de f, ni leurs sommes de celui dec€ C, car ce sont les parties

principaleset réguliéresd'une série de Laurent en X-c représentant f sur Q, et

cette représentation est unique, car, en vertu des inégalités de Cauchy, tous les
termes d'une série de Laurent nulle sont nuls. La série fpr s'appelle la contri-

bution du trou isolé, C & f, et sera noté fy ou fC(X). Un théoréme analogue pour ,
c =® se déduit du présent par une homographie convenable,

Si f(X) est bornéesur E et si m(f) = Sup

x € E

bornée et on a m(fc) & m(f). En effet, si c # 0 et si _P est le rayon intérieur

|£(x)| fC Yy est, .également,

de Q, Mgc)(r) est définie pour r > _~ et est, sur cet intervalle, une fonction dé-
C .
croissante de r. Ainsi fc est -bornée sur E si elle 1l'est sur Q et
- . P
Supx €E | fc(x)l = Sup_ €q lfC(x)[ . La fonction f est bornée sur Q C E et

Sup (x)| & m(f). D'autre part, puisque, pour tout n et pour tout

X € Q'f

n
x €Q,| a Uc(x) ]‘(Supy € Q | £(y)|, on a Sup_ €q Ifc(x)\é Sup, e qQ |f(x)l et

m(fc) ¢ m(f). 8i ¢ =% , il faut remplacer, dans le raisonnement précédent, le

rayon intérieur P de Q par son rayon extérieur J) .

Remargque : Soit mc(fe) = Sup_ ¢ c |fC(x)| .. Alors mc(fc) = m(fc) (évident).

Soient C un cercle projectif quelconque de k' et f une fraction rationnelle
€k [X] . Les P; désignant les pSles distincts de f, on va poser f, = PZG of% (x).
. 5 [
Visiblement, si T est un ensemble de cercles disjoints tels que tout pdle de f

~

appartienne 3 un de ces cercles, on a f = e + Z fe» la somme précédente ayant un
Cer
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sens car il n'y a qu'un nombre fini des CET tels que . # 0. Soient f une fonc-
tion rationnelle, E un quasi-connexe, C un trou de E. Alors C ou bien est un cercle,
ou bien le'complémentaire d'un cercle c¥* = C(a, P) et sauf si F = 0 on peut sup-
poser que a n'est pas un pdle de f. Si 1l'on suppose que f est bornée sur E, 3 n'est
pas un pdle meme si P = O. Alors, on a le
emme : Si f est bornée sur E, on.a m(f) > M r (/’)), ol rQ/’) est la valeur
réelle de P+
Démonstration. Soit r un nombre réel tel que r > P, resp. r < P, selon que C = c*
ouC=k'.. C*. Alors il existe un r' tel que r > r'> P, resp. r &r'< F,tel
que S(a,r') N E # @. Soit u € S(a,r') N E. Il existe un v € E tel que d(u,v) > r'.
En effet, dans le cas contraire, on aurait €uE ¢ C(u,r' ) et k' .. C(u,r' ) aurait
été un surcercle projectif propre de C, et C n'aurait pas été un trou de E. Mais

" < r', aussi proche que l'on veut de r' et tel que

S(u,r") & E, ce qui implique m(f) > Mgu)

alors, il existe un r", r
(r") et, en faisant tendre r" vers r',
m(f)}.Mgu)(r'). Comme d(a,u) = r', on a Mgu (r') = Mga)(r!). Comme on peut prendre
r' aussi proche que l'on veut de r(f), on a, par passage i la limite r' — r(f’),

n(e) > ) (x(£)).

Lemme. Si C est un trou de E ou un'trou ouvert" de E, c'est-d-dire le sous-cercle

projectif non-circonférencié maximal d'un trou C de E, on a

m(fC) < m(f).

(a)

Démonstration. Supposons, d'abord, que C est un trou. Alors, on a m(fc) > M (r(p)).

Mais fC n'a pas de pdles en dehors de C, ce qui implique, pour tout x € C,

g:)(d(x,a))s Mga)r(p), done m(fc) = Mga) (r(#)). D'autre part, il

[£.(x)] € M
cx : C C

existe un r aussi proche que 1l'on veut de r(p2) (ou = r( L)) tel que S(a,r) S E

et que C < C(a,r ) ou C< k' .. C(a,r). Alors, fC(X) est ou bien la partie prin-
cipale, ou bien la partie réguliére sans terme constant de la série de Laurent en

X-a, qui représente f£(X) sur S(a,r), d'od résulte M(a)(r) < M(a)

p b (r) et, par pas-
C

sage 3 la limite r —*r(/o ), m(fc) = Mgé)(r( £)) < Mi.a)(r(,o)) < m(f).
(o}
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Supposons que C est le sous-cercle projectif non circonfé-
rencié maximal d'un trou circonférencié c. Supposons d'abord C = C(a,r), ol a € C.
I1 existe une couronne Q = C(a,?+,;—) & C ne contenant aucun pdle de f, et fC est
la partie principale du développement de f en série de Laurent en X-a, qui converge
dans Q. On a donc Mgz)(r) < M§a)(r) siTgr< ;: d'ol, par passage a la limite

r —¥, n(z,) = Mi,:)(?) < MS)(?)g n(£).

Soit C un sous-cercle projectif d'un trou de E et soit (fn) une suite appro-
ximante d'un élément analytique f de support E. Alors, si la suite (fn) converge
‘uniformément sur k' ... €, sa limite est une série de Laurent principale fc en
UC(X)—1 =X-c, ol c€C, [si o € C, on pose c = N et Um(X) = Xj , qui converge

en dehors de C et qui sera dite la contribution de C & f.

Soient ?;r et ?:P la partie réductible et la partie parfaite de l'ensemble
des trous de E. Alors, j'al prouvé le premier théoréme Mittag-Lefflerien, Si

ce Cr’ fc existe, ne dépend pas du choix de (fn) et si f est bornéde sur E, fc

l'est aussi, et on a m(fc) < m(f). La série f(r) = %&GC’ fc [(méme considérée

comme la somme de tous les termes de toutes les fc, ce ?:r] converge uniformément

sur E (et, méme sur E U L(eJ%-J ). 8i f est bornée sur R, f(r) et f(p) =f - f(r)
CETY
y
le sont aussi, et on a m(f(r{) < m(f) et m(f(p)) < m(f). si T < Za_,
P 412 ; LU ¢)
¢ 5 c est un élément analytique sur E () .. CJ, et £ - f _ , se
T cey ‘ c€C-- C T

prolonge en un élément analytique sur

eul U c].
Ce!

I1 résulte de ce théordme que le prolongement analytique de f se réduit 2

(p) et des £, , C €‘Z(r>.

celui de T
. . N o . *
D'autre part, soit C* un cercle circonférencié d'un certain rayon r~ > O

et T(C® ) 1'ensemble des cercles C C;C* de rayon r*” ., Alors, on a le deuxidme

théordme Mittag-Lefflerien. Si f est un élément analytique régulier, dont le support
x

contient k .. C* et n'est pas disjoint avec C¥ , fo est défini et ne dépend pas
du choix de la suite approximente de f. On a m(fy) € m(f), il n'y a qu'un ensemble

au plus- denombrable T' des C € T(c¥* ) tels que fao # 0 et § fC = fo
CET(C¥) Cem'
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converge ‘uniformément sur E U[: U C'] , s& somme étant =f sur E.
c'eT(c )..T'
Mais ces deux théorémes se trouvent &€tre des cas particuliers du théoréme
suivant démontré par Robba.
Théoréme. Si f est un élément apalytique de support (19) E, fc est définie pour tout
trou ouvert C de E, ne dépend pas du choix de la suite approximente (fn) de f et si

f est borpé sur E, m(fc) & m(f). L'ensemble des trous ouverts c de E tels

. N
que fc # 0 est au plus dénombrablesi f = Z. £ , ou ( parcourt tous les trous
cc -

. *
ouverts de E, converge uniformément sur E et f - f  est une constante.

Démonstration. Soit C un trou ouvert, dont soit £ le rayon (done f=0Oouf=r |,

ol r> 0). si (fn) est une suite approximante de f et si n »n(€), on a

- - - < i
m((fn an)C) S m(fn fn”)& €, donc lfn(x) an(x)}\ ¢ partout sur E. Or, si

® & C, il existe, pour tout r' réel tel que P < r' < d(E) un r" réel tel que

f < r"¢ r' tel que, si ¢ €C, S(c,r") < E (démonstration facile). Donc, si

(e)

nzn(é),onaM(f_ )o étant une
n

).) s £ . Mais (fn—fn-HC

" -
an)(r Vs omlle, = e

série de Laurent principale en X-c, Mﬁ;)_f )(r) est une fonction décroissante de
' n +1
r >, ce qui montre que cette fonction est & £ pour tout r > quand n % n(E).

Par suite, la suite (fn)C converge uniformément en dehors de C, et sa limite f; est,

en vertu du théordme de Weierstrass, une série de Laurent principale en X-c¢ (si
® € C, auquel cas il faut prendre ¢ = ® , un raisonnement convenablement

modifié montre que fo = lim (fn)c existe et est une série de Taylor en X sans terme

constant). On a fs # 0 seulement si quelque (fn)c # 0, autrement dit s'il existe un

pdle p de quelque f tel que p €C, et on a et ne peut avoir m(fC) > £ que s'il
existe un tel pole de fn(&,) . Ainsi, l'ensemble des trous ouverts C de E tels que

fo # 0 est au plus dénombrable, et celui des C tels que m(fc) >& > 0 est fini.
Donc £ ¥= ch ,ol la somme est étendue & tous les trous ouverts de E, est définie
C . ” . ¥* N
et converge uniformément sur E. En plus, on a £% = 1im fn , ou f:= ;_(fn)c et
c

r - ¥
n

3 - < - < ~ .
n est une constante ane k, ou Ian an+1|‘ m(flr1 fnﬂ)' donc est € si

(19) Ce théoréme est, d'ailleurs, démontré par Robba pas seulement pour les supports

E quasi-connexes,mais pour n'importe quel E analytique (voir [_17] 5 P.122)
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. . * . .
sin>»n(é). On a done £ - ¥ = lim(f - f ) =1lima =a€ k. Si (£'),est une
nn n n n : n
autre suite approximente de f, (fn - flfl)._en est une de 0, donc, pour nn(&),

on & m((f)e = (£))c) €€ et £ = Lim (£2)g = lin (£ )g.= £ -

Le théoréme de Robba donne la description compléte des éléments analytiques,
ce qui n'est pas tout-a-fait le cas pour mes deux théorémes Mittag-Leffleriens.
En effet, si E est un ensemble quasi-connexe, et si, dans l'ensemble de ses trous
ouverts on choisit arbitrairement un sous-ensemble fini ou dénombrable T' et &
chaque C € T' on fait correspondre une série de Laurent dans k principale fC d'un
centre ¢ € C (od, si ® € C, il y a lieu de prendre ¢ = ®© et de remplacer X-c
par X_1) avec la condition que, ne désignant le suprémum de fe(x) en dehors de C,
que mg tende vers o quand T' est infini, f = a +Z;-fc , Ou a est une constante
arbitraire € k, est un élément analytique sur E tel que la contribution d'un trou
ouvert C de E & cet élément soit fo ou 0 selon que C €T' ouCé¢&T'. Et, en vertu

du théoréme de Robba, tout élément analytique de support E a cette forme.

Par contre, en ce qui concerne les singularités et la description globale
des fonctions analytiques, le théoréme de Robba ne semble apporter guére plus, sauf
dans des cas particuliers, que les deux théorémes Mittag-Leffleriens. Il est, bien
entendu, exclu qu'une fonction analytique puisse toujours se représenter (dans tout
son domaine d;existence) comme une somme uniformément convergente d'une constante
et 'd'un ensemble au plus dénombrable de séries de Laurent principales de divers
centres (car elle serait alors un élément analytique), ou méme par une telle somme
simplement convergente, comme le montre, dans.le cas aussi simple que celui des fonc- '
tions méromorphes dans un cercle non-circonférencié (pouvent &tre le corps
k = C(0,+® ) lui-méme), le théordme suivant de Michel Lazard (?0)

C étant un cercle non-circonférencié d'un corps valué k, qui est algébri-
quement clos et maximalement complet, soit P3Py seers Py pee. une suite dénombrable
quelconque de points distincts de C telle que la distance de ces points tende vers
le diamétre 4(C) de C. Soit, pour tout i, f. un polynome en (X-—pi)_1 sans terme
constant, les polyndmes f, pouvant étre choisis tout-3-fait indépendemment. Alors,
il existe une fonction f (3 valeurs dans k) méromorphe sur C, dont les p; sont les
seuls pdles, et qui est telle que £, soit la partie principale du developpement de

Laurent de f autour de pi(i=1,2,...).

(20) Voir M. Lazard [13]
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Pour qu'une telle fonction, définie sur C .. }pi ;1€ INJ puisse se repré-
senter comme séries de Laurent de différents centres, il faut que cette somme soit

de la forme f‘m + 2: fi , ol foo est une série de Taylor en X, qui converge dans
1EWN

C (en supposant, ce qui n'est pas restrictif, que O € C). Mais les fi étant des

polyndmes en (X_Pi)—1 sans termes constants tout-d-fait arbitraires, on peut les

choisir de maniére que .Zfi diverge partout sur E ! Ce théoréme montre combien

est grande la différencd entre les &léments et les fonctions analytiques.

Le théoréme de Robba permet de prouver simplement le thdoréme déji mentionnéd
[qui a été énoncé par moi-méme dans [ 10 ], p. 126 ; mais ma démonstration (non

publiéde) &tait compliquée] que la superposition de deux &léments analytigues, gqui

se prolongent (et, plus généralement, d'une famille finie cohérente d'éléments

analytiques, dont les supports forment une famille enchainfe) est un élément ana-—

lytique.

Démonstration. Soient f',f" les deux éléments analytiques en question, E',E" leurs

supports, E =g NE",E=EUE", fla superposition des f',f", (fr'l), f;) des
suites appraximantes des f',f" respectivement. Soient E; N Cé les ensembles des

trous C' de E' qui sont contenus (au sens large) dans quelque trou C" de E'| resp.
contiennent (au sens large) quelque trou C" de E" ou sont disjoints avec tout trou

de E" (autrement dit, som'; ¢ E"). Soient 3'1' ,82 des ensembles analogues de trous
\ :

de E". Alors T (') = ©,0Z;,

T (E") = fqu; s ?:;(]Zé = '5‘1' (\‘Cg est l'ensemble des trous communs des

E', E", T(E) =Zéuzg , T(E) = Z;Uz;’ . Comme f' = f" sur E, c'est, sur cet
ensemble, un élément analytique f dont (ft'l) et '(f;) sont toutes les deux des suites

approximantes. Ainsi, si § est un trou de E, (fx'l)(? et (f;)E tendent vers une méme

.‘ . . -
.imite fc

En particulier, si T¢€ ?.‘/4‘ ) ?:'2 =‘C'1‘(\'C'; , on a FC’ = fé.= fg . Si Eet; et

CT< E" , on a, pour tout n, (f;)_c. = 0, donc fTC = 0. Et si EGC; et @ ¢ E", on a,

(f;)c

= "
w, donc fC "Ecuev‘l s C"S C f

(f;‘;)C = che zv; , C"QE o

En échangeant les rdles de f}f", on a des égalités analogues pour les C §Z£ .

Ona, sur B' , £'= 7 f4, + ) £y, . Or, sic'eT) ... T}
Ce <) C'eté e T
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est C E", on a £L1=0. Si un tel C' est $ E", e = ?é, est égal 3

Y fg", ol C" parcourt les trous de E" contenus dans C', et quand C' parcourt

't,é . T ; , les C" , qui y sont contenus, parcourent visiblement ZZ? e Tf; .
Ainsi, ona f' = 2 £, + > £ = bl £, o+
] ' n L f 1 1 . n C
C'eT] c'e T C; c'e T . 2}1
+ 2 "y . Il en est de méme pour f" sur E". Ainsi f est égal aussi 3 ces
C"e D"l‘
sommes aussi bien sur E' que sur E". D'autre part, QE:_ f', converge uniforément
c'e ]
partout en dehors de L_) C' , donc, en particulier sur E, et il en est de méme
ce TD;
pour des raison analogues, pour 2 fliw . Par suite, f est un élément analytique

c'e VC'; ¢

sur E.
Soit (fn) une suite de fractions rationnelles, qui converge uniformément sur
<

un ensemble quasi-connexe E, et soit n(& ) une fonction & valeurs entiéres >0

définie sur [O+,+(ﬂ—] telle que n > n( &) implique lfn(x) - fn+1(X»§EPOUT tout
(RO

x € E. Considérons la famille de tous les ensembles quasi-connexes E' de k' non

disjoints avec E et tels que, pour la suite (fn) considérée, toutes les £ soient

définies et les mémes indgalités aient lieu pour tout x € E'. On a vu qu'il existe,
pour toute suite (fn) et toute fonction n(& ) de cette forme, des E' 2 E réguliers
appartenant 4 la famille. La famille considérée est enchalnée et sa réunion, qui
est aussi la réunion de ges ensembles réguliers, est encore un ensemble (donc le
plus grand ensemble) de la famille, qui sera dit la ((fn),n( & ) )-fermeture de E.

Cet ensemble est, évidemment, quasi-connexe régulier., On dit-que E est

((fn),n(é ))-fermé s'il est égal 3 sa ((fn),n(E»))—fermeture, et on dit qu'il est

extrémal s'il est ((fn),n(E/))—fgrmé pour quelque couple ((fn),n(é,)), qui en -sera
dit un couple extrémalisant (Remarque : un méme couple peut &tre extrémalisant pour

. . /. . . )
plusieurs ensembles quasi-connexes extrémaux, forcément disjoints). La

((fn),n(& })-fermeture d'un quasi-connexe E est ((fn).n(éz))-fermée (démonstration

facile).

Un ensemble guasi-connexe extrémal est régulier, mais pas tout quasi-connexe

régulier E est extr@mal. Pour qu'il le soit, il faut et il suffit que :

1 - E n'ait qu'un nombre fini de trous ponctuels ;

2 - si le cardinal du corps résiduel k de k est plus grand que la puissance du
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dénombrable, tout trou non-ponctuel de E est non-circonférencié. Je vais donner

ailleurs la démonstration ‘de ce théoréme.

I1 résulte de ce théordme que si kK est plus que dénombrable et le quasi-
connexe E est extrémal, les trous ouverts de E en sont des trous tout court. Ainsi,
la notion de trou ouvert apparait comme un artifice, d'ailleurs, ingénieux, pour
"decoller" les "veritables" trous collés ensemble en trous plus grands, soit parce
que le guasi-connexe n'est pas assez grand (n'est pas extrémal), soit parce que le
corps résiduel k du corps k, ol cet ensemble est considéré, est trop étroit. Mais
cet artifice est inefficace quand on passe des élémenté analytiques aux fonctions
analytiques. L'ensemble d'andlyticité d'une fonction analytique peut parfaitement
avoir des trous circonférenciés non ponctuels (et méme une infinité de trous
ou de trous ponctuels), comme le montre 1l'exemple aussi simple qu'une série de
Taylor, qui converge dans C(0,1 ) et est telle que Mf(r) —> +0  quand r —> 1
(telle que par exemple, Log(1+X) = ¥ - g +... si k est hétérolypique). Si 1l'on
Veut_séparer vraiment les singularités de telles fonctions on doit distinguer les
trous vraiment circonférenciés de ceux, qui ne le sont qu'en apparence et sont cons-
titués par une réunion de "vrais" trous non-circonférenciés que seule 1l'étroitesse

de k aggloméie en un cercle plus grand.

§.8 Théoréme de singularité au bord. Analyse des singularités des
fonctions analytiques.

Nous allons supposer que k est algébriquement clos et maximalement complet.
Soit f une série de Taylor, dont soit C = C(O,)?) le cercle de convergence, supposé
non vide et non ponctuel (j?,> O+). Alors, on a le .
ihég;§gg_gg_giﬁgulggi;é_gg_hgxg (21). Ou bien f n'est pas prolongeable en dehors

de C, ou bien C est non-circonférencié et il existe, sur sa circonférence S(O,r(/”)),

un point - ol _f n'est pas prolongeable.

Démonstration. Supposons d'abord C circonférencié, donc _P réel. Alors f converge

uniformément sur C, donc est un élément amalytique. Supposons qu'il existe un 8é1é-
ment énalytique f', qui prolonge f en dehors de C et soit E' son support. Comme
CNE'#@, il existe un a € C N E', et comme E'g& C, il existe un b € E' ., . (..
On a d(a,b) > P . Il n'existe donc, pour E', qu'un nombre fini de valeurs excep-

tionnelles d(a,b). Soit T la plus petite de ces valeurs exceptionnelles, qui est

(21) Une esquisse de démonstration sommaire-a &té donnée dans _Krasner [9]
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> f ou, si de telles valeurs exceptionnelles n'existent pas, T = d(a,b) . On a
CUE' 2¢(0,£) U cla, £',57) = Cla, £)-U cla, £1,F7) = cla,F7) = €(0,F).

La superposition des f et f' est un élément analytique sur C UE', donc, & fortiori,

sur C(0,r ). Par suite [ler théoréme Mittag-Lefflerien appliqué au trou isold
k' .. C(O,r-)] , i1 s'y représente par une série de Taylor en X, qui, en vertu

du théoréme d'unicité pour les séries de Taylor, coIncide avec f, et f converge en
dehors de C, ce qui est absurde. Il est & remarquer que cette partie du théoréme,
qui dit qu'une série de Taylor, dont le cercle de convergence est circonférencié,
n'est pas prolongeable en dehors de ce cercle, ne suppose pas que k soit maxima-

lement complet, mais seulement qu'il est complet.

Supposons que C né soit pas circonférencié, donc f=r , ol r € 8 , et soit

S : 8(0,r) sa circonférence. Effectuons le changement de variable X' = x-1 . Alors

f(X) devient une série de Laurent f'(X') en X', qui converge en dehors du cercle
c' = c(o,r') , r' =,r—1. L'image de S est la circonférence S' = S(O,r'). Si

a €C', f se représente par une série de Laurent principale f'(a)(x'-a) en X'-a ,
qui converge certainement en dehors de C' = C(O,r') = C(a,r'), mais peut-étre en
dehors d'un cercle plus petit C; de centre a(22)

a Cé

. I1 est clair que si b € C; , On
g.C; . I1 n'est pas possible que pour a,b € C' on ait Cé(ﬁ Cé = . En effet,

"

b

" S N "n " - . . N . 2 22
Cb = Cb et Ca 0 Cb @ : Si, par exemple, C& est circonférencié, on a

il existe, dans ce cas, des cercles non-circonférenciés C; , C" tels que C; 2 C; .

N . n 1 " 1 U
<1(c;1 . cb) > d(C;) et si r"€ [M(k) est tel que d(Ca)< r" < a(ca , cb),

C; = C(a,r") D C; et C; N C; # ¢, Si Cg est circonférencié, on montre, par le

méme raisonnement appliqué aux cercles Cé . C; , qu'il existe un cercle non circon-
férencié C;jD Cé tel que C; f)C; =@ . Ceci posé, f' a) est un élément analytique

(v)

en dehors de Cg et ' l'est en dehors de C;. Ces éléments analytiques coIncident en

dehors de C'2 C; V) Cé » donc se prolongent, et leur superposition (qui coincide avec
f' en dehors de C') est un éldment analytique sur (k'..C;)\J(k'..cg)=

= k'..(C; N Cg) = k', donc, f' converge partout sur k' et C' = ¢ ce qui est

absurde. Ainsi, les C; forment une famille de cercles emboités et, puisque k est

Cé n'est pas vide. Soit ag 13 Do. Quel que soit

(a5)

a€cC'
a€C',onaa €C',doncC' & C' et f'
o a a, a

maximalement complet, Do =

converge en dehors de tout

(22) Cette possibilité a été d4jd remarquée var W. Schdbe. Voir la fin de son

travail [19]‘
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q; , donc en dehors de D' = f\ c; . On a donc C; c Dé , et, puisque on a tri-
a€c' o

vialement C; 2 Dé , On a C; = Dé . Le cercle Dé sera dit le cercle minimal de
o
non-convergence de f', et soit r' son diamétre. Si D' est un surcercle non-circon-

(

férencié quelconque de Dé s fé = f' %) est un élément analytique sur k' .. D'
(et, en particulier, sur k' .. Dé si Dé est non-circonférencié), mais il peut ne
pas 1'8tre sur k'... Dé auquel cas ré est réel. S'il en est ainsi, il n'est pas
prolongeable dans Dé (c'est-a-dire 3 aucune partie de Dé). En effet, supposons
qu'un élément analytique f" de support E" effectue un tel prolongement, et soient
a€ E"N Dé s bEE" ... D! . Alors d(a,b) > rl. Soit T la plus petite valeur excep~
tionnelle de E" telle que rl< r€d(a,b), quand il existe de telles valeurs dans 1'in-
tervalle ]ré,d(a,b)],ou r = d(a,b), quand de telles valeurs exceptionnels n'existent
pas. On a C(ao;réJr,?-) = C(a;ré+,-r-)S-E', et f" est un élément analytique sur cette
couronne et y colncide avec fé.'Soit r" un nombre réel tel que réQz“"?l Alors, la
restriction fé*de fé 3 k'..C(ao,r"w) est un élément analytique, qui prolonge f".
Ainsi, la superpositiomr de ffet de f" est un 81ément analytique sur[k'..c(ao,r"-)]U
UE"Q[k'..C(aO,r"_)]UC(a.o;rg,;'—) = [k’..C(ao,r"_)]U[C(ao,?;)...c(ao,rt")] =
Q{'L}C(ao,P_)] .. [C(ao,r"_) f\C(ao,ré)) = k'..C(ao,ré) = k'..Dé , contre 1'hypothése

car cette superposition est fg .

Ainsi, si Dg est non—circonférencié ou si fé n'est pas un élément analytique
en dehors de k' .. Dé , ' n'est pas prolongeable dans Dé . Supposons que f' n'est
pas prolongeable dans Dé—?onc f n'est pas prolongeable dans 1l'image Do de Dé par
la transformation X = X' . Si alors Dé = C', cela signifie que f n'est pas prolon-

geable en dehors de C., 5i Dé = C(aé,ré) # C', donc ré & r', f' est certainement

convergente en dehors du plus petit cercle de centre O contenant Dg , ce qui montre
que ce cercle est C' = C(O,r'). Il en résulte que O é‘Dé et que le cercle précédent

est 'c(o,d(o,a(;)) = c(o, a! ) , done al =r',doncalC 8= S(0,r') et D! e 8,

ce qui implique que D & S et il y a des points de S ol f n'est pas prolongeable.

Supposons maintenant que fé est prolongeable dans Dé , ce qui implique que
Dé est circonférencié et que fé est un élément analytique sur k' .. Dé . En vertu
du théoréme de Robba (et aussi, en vertu de mon deuxiéme théoréme Mittag-Lefflerien,
on peut toujours se placer dans un corps k dont le corps résiduel k est
plus que dénombrable et supposer que le prolongement de fé dans Dé est effectué par
‘un élément analytique régulier), on a fé = Z:(fg) n s OU C" parcourt 1'ensemble

C
T(Dé) des sous-cercles C" de Dé de rayon ré- . Il y a au moins deux cercles
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c" e T(Dé) tels que (fé)cn # 0, car s'il n'y en avait qu'un seul, soit E", on aurait

f'(c") - f'(cn)
2]

eu fé = (fé)—" , donc, si c"¢€ E", = (fé)an en dehors de C', ce qui

impliquerait c(':.,g t'e D(') , ce qui est absurde. Il existe donc un e T(D(')) tel

que (fé) w # 0 et tel que C" # C(O,ré—). si Dé = C', ceci implique C" < S' et si-

o
D' # C', donc D' S', on a encore C" c s, f'¥= Z (f').w converge
[¢] o o " an o’C

C"eT(D!) ..fc }
uniformément sur C" , donc y est un &lément analytique. Donc fé est prolongeable

d quelque a € c" si, et seulement Si’(fé)a" = fé - fé‘ l'est et, pour démontrer le

N

théoréme, il suffit de prouver l'existence d'un a € C", ol (fé)c" n'est pas prolon-

geable.

Soit f; = (fé)b" et soit c¢" € C". f; est donc une série de Laurent en X' - c",

qui converge en dehors C". Le raisonnement précédent appliqué a f} montre qu'il

existe le cercle minimal D; de sa non-convergence. Si f% n'est pas prolongeable dans

D; , le théoréme est prouvé. Sinon, D; est circonférencié, f; est un élément ana-

lytique en dehors de D} et il existe t" e T(D;) tel que (f{)c" # O. £ - (f;)énse
prolonge en un élément analytique f;*, dont le support contient c¢'". Ainsi, si l'on
pose f} ='(f;)c" ,ona, sur k' .. C', f' = fg*+ f;*+ f) et f' se prolonge & un

a €& C" si, et seulement si fé s'y prolonge. Donc, si Dé est le plus petit cercle

de non-convergence de fé , le théoréme est prouvé si fé n'est pas prolongeable

dans Dé, et, dans le cas contraire, on peut appliquer le méme procédé i cette série

de Laurent, qui converge en dehors de Dé . Finalement, si f se prolonge en dehors

de C, on peut construire les suites finies ou dénombrables

c' = Cé N C; , Cé sy Cé s cee

Dé . D; , Dé sesens Dé s oo

N

SN N SN ST (OgneME+0)

1

*
£*, f;*, fé*,.,.., fx;: v

telles que 1°) Cé;g DA 3 2°) Si 0<&n <M, Da_1 est un cercle circonférencié et

C; € T(D£_1), 39) fé = f' sur k .. C' ; L4°) f; est une série de Laurent principale,

dont D; est le cercle minimal de non-convergencej 5°) f:;1 est un élément analytique

sur (k' .. D' J)UC' et f =f¥ 4+ f surk'.. D' 3 6°) SiM<+w, et si
n-1 n n-1 n-1 n n-1

N = M-1, fﬁ ne se prolonge pas dans D& 5 7°) si M =1, Dé‘g S'y si M > 1, Dé c s
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(donc, si n » Min(1,M-1), on a D;‘ cs').

De ces conditions résulte que f' = f:*- f;*+...+ f;1:1 + £ sur k' .. C' et
L L e X 818 ; ' ' Ve 1= o0
que fo f1 I“n_1 est un élément analytique sur C1 n 02 n N Cn Cn N
donc f' se prolonge & un a € Cl; s:@ et seulement si f;l s'y prolonge. Donc, si
M <+ ®», f' ne se prolonge pas dans Dﬁ C S' ce qui prouve le théoréme.

Supposons donc que M = + ¥ et posons D' = N Dr'1 . Puisque k est maximalement
n

complet, D' # .. C'est un cercle circonférencié d'un certain diamétre d'. Notons

r) le diamétre du cercle (également circonférencié) D . Visiblement, r} tend vers
+ - .

d' quand n —>+ & , Supposons que f' est prolongeable dans D et soient f" un

é1ément analytique effectuant ce prolongement et E" son support. Alors E"N D # ¢

et E" & D. Soient a € E" N D et b €EE" ... D, ce qui implique d(a,b) H> d'. Soit T
la plus petite valeur exceptionnelle de E" telle que d'< Tr & d(a,b) s'il existe

de telles valeurs exceptionnelles, sinon on posera r = d(a,b). Il exi\ste un n tel

que r < T et on a, en plus, L d', On a donc E"‘.)C(a;d'+,§_). Comme

f(')*+ f;"+...+ fx'lt est un élément analytique sur C! = C(a,rn_I) (en effet,

1
c ! L. (1] t
aCDCDn_Cn), £ (t‘o +oo0t fn_1) en est un sur

+ = - . - P .
Cla,d' ,r )N C(a,rn_1) = C(a,d'+,M1n(rn_1,r) ). L'élément analytique f" en est un
de 1la fonction analytique définie par f, donc f" - (f;*-'» fé’+...+ f;“_‘q) en est un
de la fonction analytique définie par f' - (f’c';“+ f;‘+...+ f;_’_1), considérée comme
un élément analytique de support k' ... C', Mais cette derniére fonction est la

restriction & k' .., C' de i'r'1 , et le support k' ... Dx'1 =k' .,. C(a,rn) de i’x'1

n'est pas disjoint avec la couronne C(a,d'+,Mip(rn_1,?)_) contenue dans le support
de " - (fc:‘+ f;"+.. o+ f;;:1). En vertu du théoréme d'uniformité globale,

" - (fc',*+ f;"‘+...+ f:_1) et fx'1 se prolongent et leur superposition est un élément
analytique sur (k' ... C(a,rn)] v C(a,d'—,Min(rn_1.?‘)_) =k'..,C(ayd') = k'... D!

Cet élément analytique se représente, en dehors de l'unique trou D' de son support
par une série de Laurent en X'-a, ‘qui doit coincider avec celle, qui représente fl[l
en dehors de Dn . Mais alors fx'x converge en dehors de D CDn et, contrairement a

1'hypothése Dn n'est pas le cercle minimal de sa non-convergence. Ainsi, f' ne se

prolonge pas dans D' et le théoréme est démontré.
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 Avant de tirer les conséquences générales du théoréme de singularité au bord,
indiquons quelques cas, ol une série de Taylor f n'est pas prolongeable en dehors de
son cercle de convergence C = c(0,p ), ol on peut, évidemment, suppose f # + o0 ,
car pour P =+ , C =k', On connait déjd un tel cas, celui ol C est circonfé-

rencié.

En voici deux autres (il n'y a pas besoin, pour ces résultats, de supposer k

maximalement complet, il suffit qu'il soit complet).

I. Si Mf(r) n'est pas bornée surv[O,fJL(° , £ n'est pas prolongeable en dehors

de C. En particulier, si P <+@ , f'n'est pas un &lément analytique sur C.

si p= +6 'k .. C= { ao} , et s1 f est prolongeable & o0 , la conti-
nuité de ce prolongement implique que f est bornée dans un voisinage de oo , ce qui
implique Qque Mf(r) l'est aussi. 8i f<+bo_ , considérons un ¢€ R tel que € O.
Si f est un élément analytique sur C et si (fn) en est une suite approximante, il

£ (r) est bornée

existe un indice n tel que Mf(r); ¢ implique Mf(r) = Mg (r). Mais M
n n

sur un intervalle fini [b,f]R de R , et il en est de méme pour
Mf(r) & Max [Mf (r), ¢ ] . On a d8j4 vu qu'une série de Taylor, qui n'est pas un
n

€lément analytique sur son cercle de convergence, ne se prolonge pas en dehors de ce

cercle,

II. Si f a une infinité de zéros sur C, elle n'est pas prolongeable en dehors
de C. En effet, supposons le contraire. Remarquons, d'abord, qu'il y a une infinité
de circonférences Sr =5(0,r), r & P ol il y a des zéros de f, car chacune d'elles
ne peut en contenir qu'un nombre fini. Soit f' un élément analytique prolongeant f
en dehors de C, et soit E' son support. Alors E' & C et la superposition f * des
f,f' est un élément analytique sur E = C U E', Mais alors, si E*=('x€E 5 £%(x)# 0},
1’—1 est une fonction analytique sur E® et E® est la réunion de la famille en-
chainée dessupports, qui sont quasi-connexes, de ses éléments analytiques conve-
nables (voir la démonstration de 1l'analyticité de l'inverse d'un &lément analytique,
§4 ), donc doit &tre guasi-connexe. Or, il existe un b € E .. C tel que f(b) # O
(car, autrement f s'annulerait sur l'ouvert E ... C et serait identigquement nul)
et d(0,b)y P , ce qui implique que C .., E¥= {x €C ; f(x) = 0) doit &tre
contenu dans un nombre fini de circonférences Sr= S(0,r), r 5,’ . Or, i1l y a ure

infinité de telles circonférences contenant des zéros de f.
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Si k est maximalement complet, le théoréme de singularité au bord ensemble
avec mes théorémes Mittag-Leffleriens (ou le théoréme de Robba) permet, supposant
qu'on sache construire le cercle minimal de non-convergence d'une série de Laurent
principale donnée, de donner une méthode de construction du domaine d'existence E
de la fonction analytique F défini par une série de Laurent f(X) = E,oa.iUc(X):.L d'un

i=

centre ¢ € E (c'est, en particulier, une série de Taylor si c = % ; dans tous les
autres cas, f(e ) converge, donc o € E). On peut toujours se ramener, par homo-
graphie, au cas ¢ # %@ , donc supposer que a =0 € E., Puisque E est quasi-connexe,
en vertu du §.6 il est le complémentaire de la réunion des fruits de l'arbre wa(E)
des voisinages des trous de E par rapport 4 un a € E arbitraire. Il suffit donc,
pour construire E, de donner une méthode de construction de a/a(E) pour un a € E
arbitraire, et, en particulier, on peut supposer que ® € E et a = W ., Notons,
comme au §.6, wi =1()§.M)(E) le voisinage d'ordre i des trous de E par rapport 3 &,

2 ! 1 ] Ll oA
et C étant C'l("i , notons miﬂ’c 1'ensemble des C ewiﬂ tels que C'<S C.

Rappelons que les wi sont des ensembles de cercles de k', dont 1—00 le singleton

ICOI , ol Co est le plus petit cercle contenant k' .. E, que

4_[]i+1 = 1(] et quem =@ si CN E=¢ (dans ce cas C est dit un trou
Cefd, i+1,C i+1,¢

accessible d'ordre i de E, et on notera Mi }'ensemble de tels trous de E), tandis que

si CNE#@, ce qui implique que C est circonférencié et non ponctuel,

miﬂ c = ?D(C') 3 C'€ T(C), C' £E , ol T(C) est 1l'ensemble des sous—cercles maxi-
tH]
maux non circonférenciés C' & C et D(C') est le plus petit cercle contenant

C'..E. Bien entendu,’i() est aussi =

i1 ie1,0 ° donc 1‘01 =Wi implique

Ve 101 : w)im

pour tout j 2 i, 1{)3. = ¢. Puisque E est régulier, tout Mi est au plus dénombrable.

Montrons que, f(X) étant donnée, il est possible de faire correspondre & tout

cec U 10 une série de Laurent principale f(C)en X-c, ou ¢ € C, ne dépendant
04ic+p

pas, en tant que fonction de X, du choix de ¢, et telle que :

(c)

a) C est le plus petit cercle de non-convergence de f H
) [
b) 8i CE€4).. 4. , la série pa f(c ) converge uniformément vers f(c)
o Cen i+1,C
bl

sur k .. c.
(c,)

c) £ est égale-d& f(X) - f(%) sur le domaine de convergence de f(X).
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(c)

Montrons, en méme temps, qu'une application C —> f satisfaisant 3 ces conditions

est unique.

Supposons que l'existence et l'unicité de 1'application ¢ —> f(c) satisfaisant

aux conditions a), b), c¢) est prouvée pour les C€ U , ce qui est

Oéiét—1mi
certainement le cas pour i=0. Si +=0 montrons que C0 est le plus petit cercle de
non-convergence de f(X) et que, si c€ Co’ le développement (f(X) - £(¥ ))(0) de
f(X) - f(w ) en série de Laurent {qui est prineéipale) en X-c, considéré sur tout.
son domaine de convergence, (ce développement, en tant que fonction de X, ne dépend
pas du choix de c € CO) est la seule fonction de X définie sur k' .. Co’ qui satis-
fait aux conditions a) et c). Appelons Cé le plus petit cercle de non-convergence
de f(X), en a k' .. C(')gE, done C(')Q Cc' Mais si c € Co , Onac GCc') et, en vertu
du théordme d'unicité, (f£(X) - f(oo ))(a) est 1'unique série de Laurent en X-c &gale
a f(X) - £(®) 1a8 ol f(X) converge. Et, en plus, elle conve?oggée Cl» qui est

son plus petit cercle de non-convergence. Donc, s'il existe f cO) gonvergeant

sur k .. Co et satisfaisant aux conditions a), c¢), on doit avoir

\ . . .
C', et cette fonction existe si, et seulement si Cé = CO

Or, ou bien f(X) n'est pas prolongeable dans C' , auguel cas
on a pien C_= C!€ o (ce qui impliquetﬂi =¢ sii> 0).%u bien £(X) ¥ est prolon-
geable, auquel cas.C! est circonférencié et (f(x) - f(w))(c) est un élément analytique
sur k .. Cl . Alors, en vertu du théoréme de Robba ou de mon second théordme Mittag-
Lefflerien (en se plagant, si X est dénombrable, dams un surcerps algébriquement clos
maximalement complet K de k tel que K ne 1'est pas, et en considérant un prolon-

gement de (f(X) - £f(® ))(c) dans le plus petit cercle (Cé)K de K contenant Cé 3
1'aide d'un élément analytique régulier)k on a (f£(X) - f(w ))(c) =

Pl (200 = £(0))®)

3 1 ' t
cre 2(c! , ol l'ensemble des C' € T(CO) tels que

c!'

(F(x) - £( w)(c)) # 0 a au moins deux éléments et est au plus dénombrable, et ol

c'
.la série écrite converge uniformément sur k .. Cé . Il en résulte, vu que

((£(X) - £f(N »(C))C, est une série de Laurent principal de centre € C', qui converge

en dehors de C', que f(X) - f(® ) (donc aussi f(X)) se prolonge & un c' € C'€T(Cé)
si, et seulement si.((f(X) - f(® j)(c))c, le fait. En vertu du théoréme de singu-
larité au bord, si ((f(X) - f(™ )(C')C, # 0, il existe des c',e"¢ Cls tels que

ne se prolonge pas. Il existe donc deux points c' € Cé > tels que d(c',c") = d(cs%
tels que f(X) ne se prolonge 3 ces points, autrement dit c' , c" n'appartient pas 3

) N , .. . TR
E. Donc d(CO) > d(Co), ce qui implique encore C! = Cg.
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Supposons maintenant que C € 101, od i > 0. Alors, pour tout j tel que
04$j<i, il existe un et un seul Cj€1() i W)j tel que C ch, et, en particulier,

Co est l'unique élément de mo qu'on a déja noté ainsi. On a, si 0< j < i,

Cj" ) Z (cl ) ) .
f = R f , ol 1. est au plus dénombrable, et la série
C'en). JsC.
JsC - J-1
J
écrite converge uniformément sur k.. CJ._1 , et on a Cjé’,mj c . Mais alors
i ,C.
J-1
1
L f(c ) converge uniformément sur Cj, donc y est une fonction

c'eH). ,
J.CJ_PC #cj

1
analytique (en effet, puisque f(c ), C' # C , est une série de Laurent qui converge

. 1
sur k .. C'D Cj,f(c ) est une série de Taylor sur Cj , donc, en vertu du théoréme

de Weierstrass, la série écrite l'est aussi), donc f(c'j"1) se prolonge & une partie
. de C‘j si et seulement si f Cj) le fait. On voit, par récurrence (car f co) est un

S

prolongement de f(X) - f(¥ )) que f(X) se prolonge & un ¢ € C si, et seulement si
f -1 le fait.

Par hypoth&se, puisque 4{) # 0, Ci_ est circonférencié et non ponctuel

ic, 1
(c; ;) ;
et est un élément analytique sur k .. ci—‘l qui se prolonge dans Ci_q Des
lors, en vertu du théordme de Robba (ou le 2e théoreéme Mittag-Lefflerien), on a,
©. ) . )
sur k .. C;_, , T -y (¢ ¥ )or » ol 1'ensemble des C'e T(C,_,)
crer(c,_.)
i-1
{ei-q) 2 N PRI
tels que (f )C' # O est au plus dénombrable, et ou la série écrite converge
(c._,)
uniformément sur k .. Ci—l' I1 en résulte immédiatement que f =1 , et donc aussi
(c;_4)
i-1")

~

f(X), est prolongeable & un c' € C' si, et seulement si (f C' 1'est, d'ou

résulte (théoréxlne de)singul_arité au bord) que C' £ E, donc D(C') # @, si et
Ci- .. 5=
-1 )C' # 0. Ainsi, 4). = {D(c'); (f‘(cl 1))C, #‘Oj .

15054
Supposons que, pour tout C = D(C')€E H) i existe une série de Laurent f(c),
,C.
i-

1

seulement si (f

d'un centre c € C, dont C soit le plus petit cercle de non-convergence et telle que

(
§ C._ )
Cl;"](}. f(C) converge uniformément sur k .. C. vers £ ! . Alors,
1’Cj-1 i-1
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Z (Ci_1) [fD‘(c') -(f(ci'l))c,] converge uniformément vers O
¢ e m(e;_)s(e i) L # 0

L'f(D(C'))

- (f
)5(el%-1)) , #ospler) # ¢

sur k .. Ci-1 et Z ,](Q')

¢ € T(c,_ ¢

1

converge, sur le méme ensemble, uniformément vers f(c‘) - (f(ci"1)k ¢ s Ou
o

Cc = D(c(')).

Or, le seul trou du support k' .. C' de cette derniére série de Laurent est C',
tandis que la somme de la série est une série de Taylor sur C'. Il en résulte que

) (f‘(Ci‘1))C,- est une constante, et comme fc )(w ) = (f(c i“1))(:,( ») =0,
o o
))cc,’ et est = ((f(ci_1))co,)(c) R

£
cette constante est O. Donc f(c) prolonge (f(c_i—1

olc€C= D(Cé). Done f(c), s'il existe, est déterminé d'une manidre unique.

Soit D'(C') le cercle minimal de non-convergence de (f(ci'1))c, . On voit qu'il

existe; pour tout C = D(C')":’W)i c , des séries de Laurent f(.c) d'un centre c€ C
Ciq

)

satisfaisant aux conditions a) et b) si, et seulement si, ‘pour tout C'e¢ T(C

7i-1
(Ci—l))

tel que (f o # 0, on a D'(C') = D(C'). Mais ceci se démontre en appliquant

a4 la série de Laurent (f(ci‘1)) (X), qui converge en dehors de C', le méme rai-

C‘
sonnement que celui, appliqué dans le cas i=0, 3 la série f(X) - £(® ). Ainsi, tout

est prouvé.

(€)

Ceci posé, on voit comment construire (2 (E)) et aussi les séries f

o , ol C
parcourt Ui ’lf)i, 3 partir de f(X) ;

1°) si 4/}0 = SCOK N CO est le plus petit cercle de non-convergence de f et

;) ()

f = (f(X) - f(w)) ,oﬁGCCO.

2°) si 100 . 1-()1,..., 1)

ce 1()0 V1) Ueu 1{)1_1 , la série correspondante f

sont construites, ainsi que, pour tout

(c)

i-1
, et siC Giﬂi_1

(c)

a) Si C est non-circonférencié ou si f n'est pas un élément analytique sur

k' ..C,onace‘ﬂ.()i_1 etmic=¢.
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. . " c P, . .
b) Si C est circonférencié et f‘( ) est un &lément analytique sur k' .. C, soit

[0 _ X (£(C) c)

)C' # 0 la décomposition de £ en contributions des

Cre 7(C)

C' € 7(C) donnée par le théordme de Robba (ou le 2e théordme Mittag-Lefflerien).

Alors, 1'ensemble T(C)o des C' € T(C) tels que (f(c))c, # 0 est au plus dénombrable.

Soit D(C'), ou C' € T(C)O , le plus petit cercle de non-convergence de (f(C))C,

Alors, si T(C)O = T(C) (ce qui n'est possible que si k est dénombrable), et si, pour
tout C' € T(C), on a D(C') =C', on a ce,faf)i_1 et mi c = P (c'est précisédment le
E]

cas d'agglutination des "vrais" trous en un trou "apparent" plus grand, qui a été

mentionn;S dans le §6), si;mon mi,C = %D(C'); cre T(C)oget sic*= D(C')Gwi’c ,
on a f(c ) - ((f(c))c,)(c’ ), ou ct¢ c¥.

C) On a ml = UC€w1_1 1()1,0 = ‘Uc 61(]]’__1 * .Mi—l 40i,c

Comme on a vu, les trous inaccessibles T de E coincident avec les intersections

q C. de quelque suite C_ D C, D ... C. D ... de cercles emboités telle
. -1 o 1 1
0£ic< +w

que Ciel()i , tandis que les trous accessibles sont les cercles appartenant” & quelque

W)iE 10i . Soit t(C), ol C€1()= Uos i(+\1{)i s, 1l'ensemble Aes trous T de E tels

que T & C. On mettra sur 1'ensemble T (E) des trous de E la topologie, ou la base
des ouverts sera la famille {‘C(C) $CE N);. Cette famille est au plus dénombrable

et chaque (C(C) est & la fois ouvert et fermé : ainsi T(E) est anti-connexe (et il

est facile de montrer qu'il est, méme, un K-espace au sens de J,P, Olivier (23) par

rapport 3 cette topologie, les trous accessibles étant des points isolés de cet
espace, lequel est séparé et complet. Si ¢ est un ouvert de G(E), considérons
des sous-ensembles 1) de W) tels que les C € ) soient disjoints deux & deux et que

ret = Lé ¢ mt(C). I1 se peut que, pour certains ), Z c e‘l?)f(C) converge

uniformément sur k .. CO » et il est facile de montrer que la somme SZ) de cette

série ne dépend pas du choix d'un tel 4] (cela est vrai méme si la convergence est
simple, on compare les sommes pour 1 , 1/)' de cette sorte & celle pour 1'ensemble 17/
des. CC17)U 177' minimaux pour l'inclusion). Si en plus cette somme, qui (théoréme

(2_3) Les K-espaces sont des espaces uniformes, qui possédent une base d'entourages,
qui est une famille d'équivalences. Voir [16].
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de Weierstrass) est une série de Laurent, donc une fonction analytique sur k .. Co’
peut se prolonger analytiquement sur tout ensemble k .. 3} (on voit faci-
lement qu'il suffit pour cela que, pour tout C € 'f(-) N - f (c se prolonge ana-

lytiquement a k .. V), cre 177 sc'#e C'), il est naturel de cons:Lderer cette fonction

~

ffo comme la contribution & f de l'ensemble U de trous. Pourtant, la prolon-

gabilité analytique de St 3k ..U Ter T n'implique pas, a priori, que
Ccc . .
)} chf(C) converge partout sur k .. UC e CEE . UTQ T (bien que je ne

connais aucun exemple du comportement contraire), et, dans le cas ol elle converge,
qu'elle y converge uniformément (ce qui ne permet pas d'affirmer que la somme de
cette série colncide avec f'C ; mais tel est bien le cas, si elle est analytique).

Voici un exemple, qui le montre

Soit W (X) une série de Laurent régulidre dont le domaine de convergence est
. + % -3
C(031,+0) Csi l'on pose Y (X) = § a; X 1, il faut et il suffit pour cela que
i=1

; + 1
lail—>0 et que, pour tout & >0, (a | (1+&)7

—>+% | ce qui est facile 3
réaliser; il suffit, par exemple, que i )ail — 17 ], €(0,17) étant non-circonfé-
rencié, Y (X) n'est pas prolongeable dans ce cercle. Puisque Y (%) =0, on a

+ - . 2 .
M (r) —» 0 quand r —> +w , Soit r .., r ,...(r, £ 1) une suite décrois-

1 2 i n 1
sante de nombres réels € ["(k), qui tend vers o , et soit Cyp s Cp seres Csenn

une suite d'éléments de 1l'anneau de valuation i = C(0,1) de k tels que leurs restes
Ei soient tous distincts (comme k est au moins dénombrable, une telle suite existe).

Soit u un élément de k tel que lunl =r (n=1,2,...). Considérons, sur C(0;1,+ )

X-c

la série ). Les termes de rette sfrie sont définis partout, sauf sur

les cercles T = Clc , Iunl ) =Clc_,r_), le seul terme.non-défini sur T &tant

X-c
( n) , et ce terme ne se prolonge pas dans Tn' 8i x € k, il existe au plus un
n

indice n tel que |x - °n < 1 et si n, est cet indice, on a, pour tout

X-c .
n

u
n

-1

1 -1 +
M\O(rn ) —20 quand

=r , -donc

n#En |
£ao

n—+% et si, en plus, x £ T la série précédente est définie et converge. En

plus, si x € k .. co’ ona |x-c¢ l > 1 pour tout n, donc la convergence est uni-
X-¢
forme sur k .. C(0,1). Comme ‘\p( m D) est une série de Laurent principale, qui
n
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converge en dehors de C(cn,1_) =) Tn , on a, si f désigne la série de Laurent

X-c
n

+ 00
(forcément principale), qui représente 1'é1lément analytique Z p( ) sur
n=1 un
X-c -
k .. C(0,1) (car tout Y ( = 8) | qui converge en dehors de C(cn 1), en est un
9
X—cnn _
sur cet ensemble), Y (—=) =1f -y # 0. Il en résulte que C(c_,1 ) n'est pas
u C(cn,1 ) n

contenu dans le domaine d'analyticité E de f, ce qui implique 1(}0(E) = 2C(O,1)},
X-c

1()1(E) = tD(cn,l_)) y n = 1,2,...! . Mais, puisque ( = 2

) n'est pas prolongeable
n

dans T, on a D(C(cn,1-)) =T € T(E), d'ol résulte

ﬂ%m)= “%hn=12””§=W#Metmim)=¢sii>1.%me

% X-c
i . n' . P ' -
& . - 1
= \P(_un' ) converge uniformément sur k U1$n'$ +%0 3n'#n C(cn,, ), donc
n'#n
X-c
est un élément analytique sur cet ensemble, et comme ‘¢ ( < B) est un élément ana-

X n

¥ ]
lytique sur k' .. Tn , s(X) = Z $( m n) est un élément analytique sur tout
n=1 n

E = k' "[TnU(U1én'$

. C(cn,1~)J. Donc s(X) est une fonction analy-

X-c
-T . Mais le suprémum de \( 3

+w ,n'#n

tique sur E = k' .. U %) sur E est

1{ng+w
n
X-c
) n = = 1
> Sup!x—c | =r ¥ ( = ) =M x_cn(rn) M‘{’(X)(U’ et la convergence n'est pas
n n n (=)
n

uniforme.

I1 existe, également, des ouverts T de T (E) tels que, pour tout 4) de forme

précédente, ZC€ 1‘0 f(c) non seulement ne converge pas uniformément sur k .. CO,

(c)

mais méme diverge en tout x € k' , ol tous les f sont définis.

Voici un exemple basé sur le théoréme cité de Lazard.

I1 résulte de ce théordme en supposant k maximalement complet et, en faisant
la transformation X -—9% s que, le nombre réel r > 0 étant fixe, il existe une

fonction analytique f régulidre en oo, méromorphe dans le cercle projectif

C(‘O;r+,+m ), ¥ ayant une infinité dénombrable de - pdles arbitrairement choisis de

. + .
maniére que leurs valuations tendent vers r (cette fonction n'est pas prolongeable
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dans C(O,r), car si a € C(O,r) était dans son domaine d'analyticité, ce dernier
n'aurait pas été quasi-connexe), les parties principales relatives aux différents
pSles p de f étant des polyndmes sans termes constants arbitrairement et indépen-

demment choisis dans les k [(X-p)—{] correspondants.,

Considérons en particulier une telle fonction f, dont les pdles différents
ont des valuations différentes, sont simples, et la partie principale de chaque

~ -1 . ~
pSle p est (X-p) . Soient Py » Py seess Py +-. ces piles rangés dans l'ordre de

leurs valuations )pil décroissantes, et soit ri:lp | , alors, visiblement

i+1

CO = C(O,ro), les cercles C' € T(CO) contenant les singularités de E (ol E est le
L)

domaine d'analyticité k!,[C(0,r) Ufp i = 0,1,...}] de f) sont C} = C(po,r;) et

1 = - 3 1 = = =
) C(O,ro). On voit ensuite que C, D(Ci) ipoi C(po,O) et

o~
v | . @) L @)
1 = = = = -
D(c}) = C, = c(0,r,), donc H) () = f{p.}, T} . onacs (X-p,)" et £
est méromorphe dans le méme cercle projectif, meis avec les pOles
(C
Py s Py oseees Pyoseeen o En appliquant le méme procédé i f et en poursuivant la

recurrence, on voit que, pour tout i > 1, on a ) i(E) = ki'ci} 500

(c,)

~ i
C, = = = oo (x-
5 §pi§ C(pi,o) et C; C(O,ri), et on a f (X P;

-1
).
Les Ci sont des trous accessibles, c'est-d-dire des points isolés donc des
~
ouverts de T (E)( ils sont aussi des trous isolés de E) tandis que les ¢; forment

une suite décroissante domt 1'intersection & =N 6} = ¢(0,r) est le seul trou
: i

inaccessible (et aussi le seul trou non isolé) de E. L'ensemble

Z= &ip.tg; i=1,2,...} est un cuvert de C (E) dont les g(c.) = HP.H forment
i i i

une partition ouverte. C'est d'ailleurs 1'unique partition de ce T en T(C),

€ 10(E), disjoints deux & deux. Or, la série 2: f(C) correspondante est

+ O
2

(X~pi) 1. Quel que soit x € E, on a |x | » r, donc, & partir d'un certain rang,

e
]
—_

on a 'Pi' < x| et |x- pil lxl, done | x - pil_1 =[x |_1 > 0 et la série

+
g

(x—pi)_1 diverge, (il est & remarquer que cela ne vient pas de l'absence de

e
n
s

compacité, car,pour f considérée, C(E) est compact) T étant un sous-ensemble de

G (E), il est tentant de considérer la contribution ft de T & f, quan elle

peut &tre définie raisonnablement, comme une sorte d'intégrale, étendu & T , d'une



186 M. KRASNER

entité , définie précisément par 1l'application {, =—> f , et qu'on appelera, faute

de mieux, "noyau" N(f) de f. Ainsi, on écrira f.c =f N(f).
T

Si frz-/- peut &tre défini, on 1'appelera la f-mesure de T et & lui-méme sera
dit alors f-mesurable. Il est possible qu'il existe plusieurs mani&res raisonnables
de définir une f-mesurabilité et une f-mesure. Il semble raisonnable d'exiger de ces
"mesures" les propriétés suivantes, ol E désigne le domaine d'existence de la fonc-

tion analytique f :

1°) fop est une fonction analytique sur le plus grand sur-ensemble quasi-
connexe de E disjoint aveec U T.
J TET
2°) &< T(E) étant f-mesurable et f‘«c dtant la fonction analytique définie par
f'C , soient T'S T et &' 1l'ensemble des trous du domaine d'existence Efc de ;‘C
contenus dans quelque T & T '. Alors T' est f-mesurable et T' est ?t—mesurable
en méme temps, et s'ils le sont (Ft)i' prolonge analytiquement f.(,/,

3°) @ et T(E) sont f-mesurable, et ona £, = 0, f =f .

) z(E)

4°) Si T est f-mesurable, T(E) .. T 1l'est aussi, et on a

ﬂC(/E)-"C =f - fc sur E.

emesurables et disjoints
'5°9) si t1 ,'52 seees ti 5.+. est une suite dénombrable de sous—-ensemble f—
deux 2 deux de YT (E) (dont certains peuvent-&tre = @) et si Zi fC converge partout

sur le plus grand sur—ensemble quasi-connexe de E disjoint avec {J , ol

i

TET

Z = U ti, vers une méme fonction analytique, T est f-mesurable et ft/ prolonge la
i .

somme précédente (on peut se poser la question : ne faudrait-t-il pas exiger qu'in-

versement, si ti et T = Ui Ci sont f-mesurables
fT/ converge, sur l'ensemble indiqué, vers fbc/?). Il en résulte qu'une

réunion %1n1e disjointe d'ensembles f-mesurables l'est aussi.
I1 semble naturel d'y ajouter les deux axiomes existentiels suivants.

6°) Si C est, pour quelque a € E, et pour quelque i, EZ()i(E) 1'ensemble T (C)

des trous TS C de E est f-mesurable et fC(c) = f(C). (En fait, si cette condition

est remplie pour un seul a € E et les 1° - 5° sont remplies, on peut prouver qu'il

en résulte qu'elle est remplie pour tout a € E).
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7°) 8i f' est un élément analytique de f et C un trou (ou méme un trou ouvert;

on pourrait méme aller plus loin) du support de f', T (C) est f-mesurable et

fD(E) = f('_‘,'

Une telle mesure serait assez analogue & la mesure de Lebesgue (bien que,
puisque il s'agit de "mesure" faite & l'aide des fonctions et pas 3 1'aide
d'éléments d'un groupe abélien totalement ordonné, elle ressemble, & premiére vue,
plutdt & 1'intégrale de Lebesgue), en particulier en ce qui concerne les ensembles

de mesure nulle.

Définition: T S T(E) est dit de f-mesure pulle si T est f-mesurable et si
ft = 0.

De cette définition et des propriétés cimposées & une f-mesure résultent les

propriétés suivantes des ensembles de trous de f-mesure nulle :

A, 8i T< T(E) est de f-mesure nulle, tout G'c T Ll'est.

En effet, puisque f‘L =0, Et est partout définie et nulle, et son support
n'a aucun trou. Ainsi, quel que soit T'c T, T' = @, donc est f‘t—mesurable.

N ' —] = £ = 3 = 5 7 -
Donc T' est f-mesurable et f‘,c, (ft )z ' (ft )(b 0. Ceci montre, en parti

culier, que si dans 5°, f, = O, tous les f'C sont nulles,

1

T

B. 81 ©' et T" sont deux sous-ensembles quasi-connexes de C(E), tels qu'il

existe un sur-ensemble guasi-connexe de E contenant UTC'C " Tz T et diéjoint

avec UTG‘C T et un autre contenant UTQ‘C '---t"T et disjoint avec UTE'C" T.

Alors, si ' et ¢ " sont f-mesurables et ft' . ft n se_prolongent, Z'aT" 1lest

aussi et on a fz "ne = f‘U = fC" sur E. JI1 en résulte facilement, en vertu des
2°, 4% et 5°, que ' .. T" et TL" .. &' sont de f-mesure nulle).

En effet, soit E' le plus grand sur-ensemble quasi~connexe de E contenant

T et disjoint avec

UTGC "o TLEJE' T, et E" 1l'ensemble analogue en échangeant
T' et p". Alors, IT,C, = I—‘%,. et est analytique sur E'U E". Si E est le support

de cette fonction analytique, il est clair que tout trou de E est contenu dans quel-
que TET 'n T" . Donc, en appliquant 2° pour &= T', ona T'NT" = T(E'), donc

est 1'%,-mesurable, d'ol résulte que “C'N T" est f-mesurable et que

(Eb,)m = (f‘t") o (') = f‘t, prélonge ft'f\t" c.q.f.d.
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Conséqguence. Si 1'on ajoute aux hypoth®ses que T'NA T" = 0, il en résulte que

T ' et T" sont de f-mesure nulle.

I1 semble raisonnable d'exiger que la propriété B soit exacte sans aucune
condition de "separabilité quasi-connexe™ de T' avec T" .. T' et de T" avec
T' .. TU", ce qui veut dire, au fond, que la restriction & E de la contribution
f‘b 3 £ d'un ensemble f-mesurable T de trous de E détermine cet ensemble aux
ensembles de trous de f-mesure nulle prés. On exige donc

8°) si ', G" & T(E) sont f-mesurables et f = ft" sur E, T'nT"

t!
f_ 4 sur E.

est f-mesurable et f%, ne" " ft.' = <

I1 reste maintenant le plus difficile : prouver l'existence des f-mesures et,

éventuellement, en étudier leur ensemble ordonné, une f-mesure étant considérée
comme inférieure & l'autre si, et seulement si tout ensemble f-mesurable pour la
premiére f-mesure, l'est pour la seconde, et les deux f-mesures considérés de cet
ensemble coIncident sur E. Si 1l'ensemble des. f-mesures n'est pas vide, il est
facile de prouver qu'il posséde le plus petit &élément, qui en semble &tre 1'élément
le plus essentiel et intéressant 3 étudier. Je pense que le probldme ici posé, 3
moins de recevoir une solution inattendue plus rapide et facile qu'on croit, va
rester. dans les années & venir le probléme majeur de la théorie quasi-connexe des
fonctions analytiques uniformes d'une variable. Avec peut-&tre un autre probléme,
certainement 1ié avec le premier : décrire la famille de toutes les fonctionsayant
les singularités, c'est~&-dire le domaine d'analyticité donné, ou encore ayant au
plus les singularités donnéé, ctest-d+dire analytiques sur un quasi-connexe donné.
Les problémes analogues pour les &léments analytiques sont complétement résolus
par le théordme de Robba et ses conséquences, On ne connait leur solution en dehors

de ce cas que pour les fonctions méromorphes, grdde au théoréme de M. Lazard.

Pour finir ce paragraphe, je donne la démonstration du théoréme suivant,

énoncé dans [10] .

Théoréme : E &tant le domaine d'analyticité€ d'une fonction analytique f, et a,b
étant € E, la restriction de f .3 E: p est un élément analytigue. Je rappelle que k
=kan . N - :

est supposé, dans tout ce paragraphe, maximalement complet, ce qui est donc inclu

implicitement parmi les hypothé&ses de ce théoréme. Il peut &tre faux, comme celui
de singularité au bord, ainsi que le démontrent des contre-exemples, imaginés par

Robba, (24 quand k ne 1'est pas).

(24) Voir [17], p. 143-146.
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Démonstration : Appelons un ensemble quasi-connexe régulier E' de k' tel que 0 € E'

fortement régulier par rapport 3 un a € E' si y € E' implique C(y,d(a,y) )NE' = @.

La structure d'un tel E' (et de son complémentaire k' .. E') est la suivante :
puisque il est ultra-ouvert en a, k' .. E' est contenu dans la réunion d'un ensemble
fini (pouvant &tre vide) de circonférences de centre a, qui sont, si l'on dcrit

leurs rayons en ordre décroissant, S, = S(a,ro), 5, = S(a,r1) seees 8 = s(a,ry)

[+ Wrr o >r, > > > 0] oim »- 1. En plus §; .+ E est une réunion d'un

1

ensemble V, .de cercles de rayon r; (car x € Si" E implique

il
C(x,d(a,x)”) = C(x,r;) € s' .. E), et cet ensemble est au plus dénombrable i cause

de la régularité de E. Il est visible que
t) = = ' =
Wy (81 = fe, = clar )] o 140,(&) =V Ve, = clar)] ,

= 1) = = = 1) =

W, = v, ,0,E 1()2,C1 veuic2 C(a,ra)E seens ) (B = V0 ici
= ) = - ) = ’(.l

Moi Vl LR ’1{)[“_1(3) mm’l'vm_’l et 'C (E ) [Og ism Vi+1] v {co} .
Montrons que si f est une fonction analytique sur un tel ensemble E', elle y

= C(a,ri)i,

est un élément analytique. En effet, f est, premidrement, une fonction analytique
sur k' .. Co prolongeable dans C, ce qui implique qu'elle y est un élément analyti-
que.

Mais alors,em a, sur k .. C0 , £ = ce 1(c )fC’ cette série convergeant

uniformément sur k .. C0 et £,  ° étant une série de Laurent convergeant en dehors

C
de C, donc un élément analytique sur k' .. C. Si fc # 0, 11 y a des x €C, ol f ne

se prolonge pas. Donc, puisque f est analytique sur tout
cé€rc,) .. [v,v {c&], £, # 0 implique C € Vv, ou C(0,r]).

) +ZC€V1 fc. La série Z

C]D E', donc sa somme est élément analytique sur E'.
) Eur'k e C(O,ro)] 1'est.
= E' i
,ro)] E'U S, » qui est

On a donc, sur k .. q, f=1 converge uni—

- £
c(o,r; cev,c

a 1
formément sur k ..[U cEV

L. . tz .
' = - =
Ainsi f 1l'est ssi f1 f cev fc (qui est fC(O,r
Or, f .

] est une fonction analytiq&e sur E' () [k .. C 8
encore fortement régulier par rapport au point a, mais avec une valeur de m dimunuée
d'une unité. Si m = - 1, autrement dit E' = k', ' se représente par une série de

Laurent, qui converge dans tout k', donc est une constante, et a fortiori un élément

analytique, et, & partir de 13, l'affirmation se démontre par induction sur m.

Si F est un quasi-connexe régulier, et si a,b sont € E, on voit facilement
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que la transformation g : X — X' = La applique E: sur un ensemble fortement
t]

X-b b
régulier E', Si f'(X') = f'(%f% = f(X), et si f est analytique sur Ea b ? f' 1l'est
i

sur E'. Mais il vient d'&tre prouvé que f' y est un &lément analytique, d'ol résulte

facilement que f en est un sur E.

Conséquence : 1. Si f est une fonction analytigque sur un quasi-connexe E', et si
a,b sont € E', f est un élément analytique sur un Eé*b' En effet, si E est le

’
domaine d'analyticité de f, on a E' € E et E'*. ¢ E¥ _ .
a,b a,b

Conséquence : 2. Si f est une fonction analytigue sur un quasi-connexe E', et si

. En effet, on a E < Eé*
b

a,b sont € E', f est un élément analytique sur E' ' .
a,b a,b b

Il résulte de ce théoréme le théoréme suivant

Théoréme. Si f1 N f2 sases fi s++. sont toutes des fonctions analytiques sur un
méme guasi-connexe E, et si cette suite y converge uniformément, sa limite

f = limi fi est analytique sur E.

Démonstration. E admet comme recouvrement quasi-connexe enchainé la famille des
¥

E ou des E
a,b ( a,b

), (a,b) parcourant E X E, &
cercle projectif circonférencié C(O;r,+®) < E. Il est clair, en vertu de ce qui

laquelle on ajoute, si ® €E, un

précéde, que tout fi est un élément analytique sur tout ensemble de ce recouvrement,
donc aussi la limite uniforme f des fi . Ces éléments analytiques forment un systéme
enchalné cohérent, dont la superposition, qui est f, est donc une fonction analy-

tique sur E.

§ 9. Domaines d'analyticité.

On a vu déji que le domaine d'analyticité d'une fonction analytique est un
quasi-connexe nécessairement régulier. Vice versa, on peut montrer que tout ensemble
quasi-connexe régulier en est un, en construisant, pour un tel ensemble donné E
(qu'on peut supposer contenir ©@ ) une fonction analytique f dont E est précisément
le domaine d'analyticité. A la base de cette construction se trouve 1¢ fait, prouvé
au § 6, que 1l'ensemble T (E) des trous d'un E quasi-connexe régulier (et, en par-
ticulier, si k est dénombrable, d'un quasi-connexe quelconque) posséde un ensemble
générateur " au plus dénombrable (bien entendu, tout trou accessible de E appar-

tient & % ). L'idée est de faire correspondre & chaque T € T une "contribution"

ﬂr , qui soit une série de Laurent principale centrée dans T, convergeant en dehors
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de T et, si T est un trou accessible, non prolongeable dans T (pour les trous inac-
cessibles, cette condition n'est pas essentielle). On choisit les fT diminuant assez
vite avec le rang de T (si 1l'on numérote les T € T de quelque manidre) pour que

fT converge sur E et pour que E puisse &tre commodément recouvert par une

TET
famille enchainée d'ensembles quasi-connexes tels que cette série converge unifor-
mément sur chaque ensemble de la famille, ce qui prouve 1l'analyticité de f (car f

T
est analytique sur k' .. T). On prouve ensuite que tout T€ T est un trou du

domaine d'analyticité de f, ce qui prouve que ce domaine est E.

Ce théordme a été prouvé, au cours de 1'année scolaire 1968-1969, d'une

maniére indépendante, par MM, Motzkin et Robba, mais seulement pour le cas
~ A

k = ﬂ'p (ol QP est le complété de la cldture algébrique valuée Q,p du corps p-
adique rationnel QP)’ dont le corps résiduel k est dénombrable (donc tout quasi-
connexe est régulier), et par moi-méme dans le cas général. MM. Motzkin et Robba
semblent avoir trouvé leur démonstration avant moi et 1'ont publide plus tdt dans

[15] . Mais M. Motzkin en a parlé pour la premidre fois en public (du moins, en
dehors de Bordeaux) & une conférence faite au séminaire Pisot (oU les circonstances

1832

m'ont emp&ché d'assister) quand mon théoréme a étél&%ﬁgntré. J'ai appris l'existence
de celui de MM. Motzkin et Robba peu de mois aprés, quand j'ai fait une conférence

sur ce sujet a4 la Faculté des Sciences de Bordeaux.

Ma démonstration (esquissée dans [1ﬂ ), ainsi que celle de MM. Motzkin et
Robba, employait une méme technique inutilement compliquée, qui consistait & cons-
truire, pour commencer, un ensemble générateur dénombrable de ¢ (E), ce qui peut

8tre évité. Je donne donc une démonstration plus simple du

Théoréme. Un ensemble E C k' est un domaine d'analyticité si, et seulement s'il

est guasi-connexe régulier.

Avant de donner cette démonstration, il faut prouver deux lemmes suivants :

Lemme 1. Si r€ R, r > O, il existe une série de Laurent principale
+ 00 . _
kPr(X) = a; X1, dont le domaine ‘de convergence est k' .. C(C,r ).
i=1

. -i +
En effet, il suffit pour cela que lailr 1 —o et que, pour tout £ > O,

a; r t(1- E)-l n'y tende pas. Il suffit pour cela de choisir, pour une constante
réelle s > 0, chaque a; de telle maniére que‘]ail E[i-lrl, i—l rls] N k), car
R



192 M. KRASNER

la; | i7" Max(1,s) —>0" et lag)x (1= ) > iTH1- )7 Min(1,8) — 007,

Remarque. \?r(X) est bornée, car, pour tout x € ki).C(O,r-), on a

l\.}’i‘(x)l $ My, ()x)) ¢ M, (r), et, en vertu du théoréme de singularité au bord,

elle n'est pas prolongeable dans C(0,r ).

+00 .
Lemme 2. Il existe une série de Laurent principale VY (X) = Z:ai X" qui_converge
i=1

et est bornée sur k' .. C(0,1), et qui n'est pas prolongeable dans C(0,1 ).

Considérons une+suite décroissante 2':,2 s E,3 seess €. 5.0 de nombres réels

i
€ T (k) telle que J| (1+ 8i) converge, et soit c¢ la valeur de ce produit infini.
i=2
Choisissons, pour chaque i 3% 2, un u; € k tel que |ui| =1 +€i . Ayant choisi

arbitrairement a, € k non nul, imposons aux a; i » 2, la condition

ai = B'i-—1 ui , autrement dit a; = al(u2u3... ui), ce qui implique

o -i_ -(i=1)
2.1 = lai_1|(1+ &i). On a lailr = la. |r

ssir=r,=1+& , etona
i i i

i-1

\ai_1| r_(l—” > ou < lai] r ' selon que r < owpyr, . Ainsi, puisque la suite des

ro est décroissante, on a, pour r = T |a1l r_1 < |a2| r_2 < v

-(i-1) =(i+1)

-i -1 .
<lai_1l r = lailr et }ai|r S )aiﬂjr > .4+ autrement dit

a. X—(i_])

1-1 et aiX—l sont les termes maximaux de ¥ (X) sur S(O,ri).,Par suite,

il existe des zéros z de Y (X) tels que |z|] = r, et 1l'ensemble des zéros de Y (X)
sur k' .. C(0,1) est infini, ce qui implique que ¥ (X) n'est pas prolongeable dans

c(0,1).

D'autre part, on a |a,| =Ia1| (1+ b2)(1+ 63) oo (1% éi)s la1|.c, donc, si

r>1, Iailr_l —o' et, si x € C(0,1), ona ¥ (x)] ¢ Maxilaillxl_1§Maxi\ail$la1)c,

donc Y(X) est bornée sur k' .. C(0,1).

Remarque. Si 1l'on choisit 2, de maniére que O < |a1\5 0—1, J ¥ (X)) & 1 sur tout son

domaine de convergence.

Démonstration du théordme. Il a déjd été prouvé que tout domaine d'analyticité est

un quasi-connexe régulier, et il ne reste qu'd prouver la réciproque. Soit E un
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domaine quasi-connexe régulier,{dont on peut supposer, en faisant, si nécessaire,
une homograpsies Que W € E), et soit T un ensemble générateur au plus dénombrable
(dont l'existence a &té prouvée au §6) de l'ensemble T (E) des trous de E, En
particulier, si T € T (E) est acc'e.ssible, onaT€ T, et sigou TE)est fini,

on a U= T(E). Numérotons de quelque manidre
L s Ty aeee (i¢n&+w)

les T€ © . Choisissons, d'autre part, une suite 81 0 8By seres By e d'éléments

+ . . <
non nuls de k tels que lail —>0 et qu'en plus la suite 8; = Iail satisfasse &
une condition supplémentaire, qui sera indiquée plus loin.

Faisons, en plus, correspondre, comme suit, & tout Ti€ T , une série de
Laurent principale £, centrée en ty € Ti , qui converge en dehors de Ti . Soit

- L3 = 1 P ~
T, C(ti,_?i) et soit sr, r(/Oi) la valeur réelle de fi . I1 est 3 remarquer
que si Ti est circonférencié, on a fi =r; € M(k) U {Of; et que s'il est inacces-

sible, on a T, = C(ti,r(/’i)). Ceci posé

a) Si T, est circonférencié, mais non ponctuel ( fi # 0), on posera

X-t.

fi = ”V( ” 1), ol u; est un élément de k qu'on choisira de telle maniére que
1 +10 .
luil =r; (donc =/0i) et ol V¥ (X) est une série de Laurent principale 2: ciX 1
: ) i=1
i coefficients ¢y € k, qui converge sur k .. c(0,1), n'est pas prolongeable dans

C(0,1) et est telle que, pour tout x € k .. C(0,;1), on ait ¥ (x)|$ 1 (une telle

série Y (X) existe en vertu du lemme 2).

b) Si Ti est non-circonférencié, on posera £, = V’r (x - ti), ol
i

+ 00 .
\Pr (x) = Z g X est une série de Laurent principale dont k .. C(O,Pi) est le
i i=1

domaine de convergence et qui y est partout $ 1 (une telle ‘Pr (X) existe en vertu

du lemme 1). 1

)71

c) Si Ti est ponctuel, donc Ti = {tit , on posera fi = (X-—ti

Indiquons, maintenant, la condition supplémentaire qu'on impose aux Ai =|ail s
et montrons, en méme temps, qu'il est possible d'y satisfaire. Soit do le diamétre

'd(CO) du plus petit cercle Cy contenant k .. E et soit D un &lément de (k) > do .
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(t;)
i
Posons m; = Mf (D) (en particulier, si T, est circonférencié, on a
i
_ D A _ -1 .
m, = M\v(r ) et si Ti est ponctuel, m; =D ). Alors, on exigera que les Ai m,

soient inégaux deux & deux. Partons d'une suite strictement décroissante

. 212 . +
A s8) seees AL el (i¢ng+ ™) d'éléments de [7(k), qui tende vers O et

par allleurs arbitraire. Entourons chaque Ai d'un intervalle ouvert Ii de maniére
que les-intervalles soient disjoints deux & deux (il suffit, pour cela, que pour

tout ry 1, Ii n Ii+1 soit vide). Choisissons , pour tout r, un 8;€ Iiﬁ (k) (ce
qui implique que la suite des Ai est strictement décroivssante et tend vers O+) de

maniére que tous les A ;m; soient distincts. Supposons qu'on ait déja choisi

. is €I (18541
A, ,A2 , ,Al_] de maniére que AJ € 3 (1€ j<i) et que

A1 m o, A2 My 5eees A 1o1 By soient tous distincts. Il existe certainement dans
Ii des éléments de [ (k) (qui est dense sur R_._) distincts des
Aj m, m? (J = 15000, i-1). Prenons comme 4, n'importe quel autre é1ément de

Ii N M(k). Ainsi, la suite Ay oA, ""’~Ai se+. ainsi formée par un choix dé-
+

] 1 : = 11 t =
nombrable est telle que ﬂi+1 < Ai < Ai— , done lJ.m:.L Ai llmi Ai 0 , et, en

1

plus, tous les Ai m, sont distincts. Il ne reste qu'd choisir, pour tout i, un

a; € k tel que lail = A. , ce qui est possible puisque Ai € MNk).

i
Posons f =Z . a.f. . La fonction f., est une série de Laurent qui converge
1¢1<n 11 b
en dehors de T, , donc une fonction analytique sur E € k' .. Ti . 51 n est fini, f

1l'est aussi et E = k' [U Ti] .81 #1, f,j est aussi une fonction analy-
1

§$i<n

tique sur T, (car T, n Tj = @), donc aussi f - a; fi l'est. Donc f est prolongeable
dans Ti 8i.et seulement si fi l'est. Mais, par construction, fi n'est jamais pro-—

longeable dans T. et, ainsi, le domaine d'analyticité de f est contenu dans

1
N (k' ..7.] =x'..[U T.] = E, donc est = E.
1¢i<n N 1§i<n *

Supposons que n = +w . Alors, par construction, si T, est un trou non-ponc=
tuel, on a |fi(x)| £ 1 pour tout x £ Ti, et si T, = it’il est

L d.(x.‘c.i)-1</x‘m1 si x ;C(ti,r). Soit

= .. C(t.,r) O it facilement que E  est quasi-connexe.
E.=E UTitrou ponctuel: ( i’ )} On voi e a r 4

ponctuel, on a Ifi(x)l = |x - til—
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On a donc, si x € E. , lfi(x)l £ Max(1,r) done

+ z 3 . Z
\aifi(x)\ S Ai Max(1,r) —> 0 et la série J a,f, converge uniformément

18i<+0"

sur Er . Comme toute a; fi y est une fonction analytique, la somme f de cette série

l'est aussi. Par suite f converge sur E' = U
r =0

+ Er et est analytique sur tout Er

et comme les Er forment une famille enchainée (car tout Eraoo ), £ est analytique
sur E'. Mais E' = E. En effet, on a trivialement E' CE et, si x ¢ E, il existe un
r> 0 tel que C(x,r) ¢ E. Il n'est donc pas possible qu'il existe un 1;i & E tel que

]
xeC(ti,r) eterrgE .

Le raisonnement précédent s'applique aussi 3 toute série partielle J_ aifi’
igl
ol I est un ensemble quelconque (pouvant méme &tre fini) d'entiers > O. Mais, en

plus, toute fi, i€ I, est analytique sur k' ., U Ti et si
ieI
x€ (k ..U Ti) U C(ti,r), on a
i€ I’Ti non ponctuel ig I,T, = hil ponctuel

lfi(x)l & Max(1,r). I1 en résulte que si E_ est la composante quasi-connexe de E

I

dans k' ..U T., Z aif. converge sur EI
ier * iert?
analytique. Montrons que, quel que soit 1'ensemble non vide I d'indices, ‘f(I) #0 .

et sa somme f(I) y est une fonction

Si D> d  est un é1ément de [ (k) considéré précédemment, considérons le

circonférence S = S(t,D), ol t ¢ E, qui ne dépend pas du choix de t. En particulier,

si T, est un trou €T de E, et si t; est 1'élément choisi.de T; , on a S(ti,D) =S.

Comme S(t,D) € E_sir < D,Z aifi converge uaiformément sur S(t,D), donc

‘ r. ier

la. | Su I£.(x)] = A M(ti)(D) = 0. m tend vers O quand i —» + % . Ainsi
i1 PPy es My itr, i™ ’

parmi les indices i € I il y en a qui rendent Aimi maximal.

Mais, puisque tous les Ai m, sont inégaux deux & deux, il n'existe qu'un seul
indice de cette sorte, soit lo(I). Donc @ = MaxiCI,l#lo(I)Al m, <A10(I) 1o(I)
On a donc, pour tout x € S,

aif‘i()‘c)(\< @. Or, puisque

Ity (0) = oy (1) 5 (@] =L
(1) i (1) "1 (1) i€ 1,i# (1)
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m. = Sapxes Ifi(x)l R 1;1 existe de x € S tels que 6«< Aio(I) lfio(I)(x)

io(I) fio(I)(x)l , d'oll résulte que lf(I)(x)l = )ai (I)fi (x)| > 0 et
o )

f(I)(x) £0 .

Soit E¥ 1le domaine d'analyticité de f. On a E¥2F et pour prouver EX =
ii suffit (en vertu du §6) de montrer que (2, (E') = A& (E’, autrement dit que,
pour tout i, on a ’ZO W (&Y. Supposons que, pour tous les j < i, on ait déja
prouvé cette égalité ainsi que, pour tout C€1()J.(E =1'0j(E , 1'égalité (sur k . c)

f(c) =z aifi (ces affirmations sont triviales pour i = 0). Si i = 0, on a
T.€C

i
7OO(E) = icoi et, puisque n = +0 C, n'est pas un trou accessible de E. Donc

Co est circonférencié, et tout fi est un élément analytique sur k .. Cc> Q.Ed
) [

(ou d est le diametre de Co). Done T y est aussi un élément analytique et si

+00
2: X-t ) J. on peut prendre comme suite approx1mante de f sur k .. CO la
suite
n n ) -3
g, =) (Z ey (X577,
) 1=1 J=1
En vertu du 28me théorfme Mittag-Lefflerien, on a f = Z fC' , ol
. S s e
o llmn(gn)c, , ol visiblement i c T(Co)
* e )3
(g)cr 'z‘wis ntecr 2L o0t ).
i J=1
T+ .
Donc, on & lim (g ),, = Z < (z €. (X-t.)7Y) = Z. a.f
0~ . .
n &a'c 1&i< + T<‘-C'1J=1 ij i Tcc 174
I1 en résulte que f‘C' ¥ ou = 0, selon qu'il existe ou qu'ii n'existe pas

des trous T.€ T tels que T, ® C', ce qui, étant donné. que T est un ensemble géné-
rateur de T (E), equlva.ut l'exlstence resp. non—exlstence, d'un T€ T(E) tel

~

que T ¢ C', autrement dit & ce que C' .. E soit non-vide resp. vide., Mais C'

contient des points ou f n'est pas prolongesble si et seulement si f,, # O, ainsi

C'
c' .. E“f# &> C' .. E# ¢. Comme il y & au moins deux C' € T(Co) distincts non-

contenus dans E, il en résulte qu'ils ne sont pas, non plus, contenus dans E": et que
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. x .
C, est le plus petit cercle contenant X' .: E , ce qui prouve 4’00(1*3*) =W6(E).

Si i% 0, il suffit de prouver que, pour tout CeiOi-T(E) = 'toi_1(E* ), on a
x ¥ (c*)

. E) = . . . = .

101’0( ) ml’C(E ), et que pour tout C eml’C(E), on a f Z w2
T.€C

. i
Si Ceﬂai—l(E)’ autrement dit si C est un trou accessible Tjef/ , on &, d'abord,
1) (E) = ¢ et, f est prolongeable dans C si et seulement si f(c)

(c)

C = Tj s, onaf = ajfj et f,j n'est pas prolongeable dans C. Ainsi, C est aussi

. -~ * .
un trou accessible de E* , d'od résulte mi C(E ) =@ = ﬂ?i C(E). Supposons main-
’ E]

i,C l'est.Or, puisque

tenant C£ ﬂoi_1(E). Alors C est circonférencié, f est un élément analytique sur

k' .. C, on a f(c) =Z aif‘i et f est prolongeable 3 un x € C si et seulement
c
Ti‘ C
si f(C) l'est. En appliguant la méme méthode que pour CO , on voit que
f(c) =Z (fkc))c, et que (f(c))c, =ZT co a.f, , d'ol résulte que
cre T(c) SR
* S
ChL..EBEfBes C L B A g ona A, - }D(c'); cre T(c), Ct .. E#¢§ , ol
,C
D(C') est le plus petit cercle contenant C' .. E, autrement dit contenant tous les

Tj € C¢'. La fonction f(c), donc aussi f, est prolongeable & un x € C' si et seulement

(f‘(C))C, l'est. Or, ou bien D(C') est un trou accessible de E, donc D(C') = T.,

v

si

ou Tj est 1'unique trou contenu dans C', ou bien D(C') est circonférencié et si d'

est son diametre, il existe deux trous T. , Tj eT , contenus dans C' et tels que

1 2
d(T'j ,Tj.) = d'; ce qui implique que les diametres de ces trous < d'. Dans le
1 2
)
premier cas, on a (f((”) = a.f.. C'est donc une fonction analytique sur k' .. T.

c' JJ J

non prolongeable dans T,j et T,j = D(C') est un trou accessible de EK , qui est son

seul trou € C'. Dans le second cas, tous les f., ol T. &C', sont des éléments ana-

lytiques sur k .. D(C') et la sériez a.f, converge uniformément sur cet

T.€C' 7J
» DR ) (p(c"))
ensemble, donc sa somme y est un €lément analytique f . Or,

si T. € C,
Jo

Y ]
f(D(c ))— a. f. = Z a.f. est une fonction analytique sur tout ensemble
Yo o T,S 0\,

quasi-connexe de k' non-disjoint avec E et disjoint avec V) , or,

egs T
T C',q#ao J
1 1 (D(C'N
[k .. D(c")] U C(tj ,d' ) est un tel ensemble, donc f - a, fj y est analy-
o Yo Yo
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A -
tique, ce qui montre que f(D(C ) est prolongeable 3 un x & C(tj , d')
. . p(c ) (c) 2
551,fj l'est . Ainsi (et aussi (£ )C' et f) n'est pas prolongeable
o
¥ .. . .
dans T. et T. N E = ¢. Ainsi, C' .. E¥> U T. et, en particulier T, ,T.
b 9o T,€C J d1 da
. *
tels que d(Tj ,T. ) = 4', Donc, le diametre du plus petit cercle 2C' .. E est

> d, et comme ce cercle ¢ D(C'), il est égal a D(C'). D'od résulte que
. "
'10 E ) =1). (E) et, si c® = D(C')EH). ., ona £C) < (f(C)),,

i,C i,C c'
Z, a.f. 2

f. é.
3t 'I' cc" a f et tout est prouvé

§ 10. Composition des fonctions analytigues.

Soient f : F —>k et g : G —>k deux fonctions analytiques de k, od F,G
sont des ensembles quaéi—connexes (pouvant, en particulier, &tre les domaines d'ana-
lyticité de f,g respectivement). Alors la fonction composée :

h=gof=g(f(X))

est définie sur l'ensemble

==
1]

{xeF; f(x)e G}.

L'ensemble H n'est pas, en général, quasi-connexe, mais se décompose en
réunion (disjointe) des composantes quasi-connexes de ses points (je rappelle que la
composante quasi-connexe d'un x € H est le plus grand sous-ensemble quasi-connexe
de H auquel x appartient), qu'on dira ses composantes guasi-connexes. Alors, on peut

prouver le

Théoréme. Si g est un &lément analytique g o f est analytique sur toute composante

quasi-connexe de son support H.

Démonstration. Soient €y > By seevs By ... une suite approximante de g et H une
composante quasi-connexe de H. Quel que soit x € ﬁ, on a f(x) € G, done, pour tout
i=1,2,..., le dénominateur de g; ne s'annule pas en f(x). Par suite, si

N Y. oaf

~ . _ i
g. = T ol Hi . J; sont des polyndmes premiersentre eux, g; ¢ f = 7217¥—)ﬁ°f et&bf

sont des fonctions analytiques sur H et Si ¢ f ne s'y annule nulle part. Par suite
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hi =g ° f est une fonction analytique sur .

Supposons que |gi+1(x) - gi(x)l $& partout sur G si i,3>i(&). Mais alors,
. = - = N - < . 3
si x €H, on a ]hi+1(x) hi(x)l )gi+1(f(x)) gi(f(x))[~ &, car f(x) € G. Ainsi,
la suite h1 . h2 seees hi ».+. converge uniformément sur H (et méme sur H). Visi-

blement sa limite est g o £ = h. Comme H est quasi-connexe, h est analytique sur H.

Remarque, Ce résultat semble &tre, sauf d'éventuelles finesses , le plus gqu'on peut
dire en gros. D'ailleurs, dans le cas complexe, on n'a qu'un résultat guére plus
fort, ol on remplace les composantes quasi-connexes de H par ses composantes con-—
nexes. Si l'on considdre les fonctions analytiques h, h', qui sont les restrictions
de h 3 deux composantes quasi-connexes distinctes H, H' de H, il n'y a aucune raison
a priori de s'attendre 3 ce qu'elles soient des restrictions & H et H' d'une méme
fonction analytique. En effet, rien ne permet d'exclure & priori les deux possibi-
1ités suivantes : a) h n'est prolongeable & aucun point de H' ; b) h est prolongeable
3 certains points de H', mais son prolongement y est différent de h'. Toutefois, il
aurait été intéressant d'avoir des exemples concrets de chacun de ces deux compor-

tements.

Chapitre II - Prolongement analytique uniforme des fonctions de plusieurs

variables ultramétriques.

§ 1. Hyperplans orientés des espaces vectoriels réels. Cas des espaces vec—

ticalisés. Polyédre de Newton et fonction ‘P d'un ensemble de points.

Notations : Dans tout ce qui suit I désignera 1l'ensemble {1.'2,..., n}. des n
premiers entiers naturels. Si A est un ensemble, la puissance cartésienne A~ sera
aussi notée A" quand cela ne peut pas conduire & des malentendus. Les &léments de
B = AI seront dits vecteurs ou n-vecteurs de A (d'ailleurs, la plupart du temps, B
sera effectivement un espace vectoriel réel ou un objet de nature trdsproche) et

seront notés (a1 > By seees an) ou (ai; i€ I) ou simplement (ai). siJgegi1, 27 sera

aussi noté B; et sib= (ai;i€ I), on notera b. sa J-composante (ai;ie‘I). En parti-

J
culier, si i € I, A lf sera aussi noté Bi et a; sera aussi écrit bi' Si
(J1 s Jg sen
ture, B=B, X Bl X ...X B etb=(p

1 2 Js Jl

.y Js ) est une partition de I, on écrira, par ebus inoffensif d'écri-

R bJ seses b‘1 ), le changement de

2 s

1'ordre des Jl"JZ seeay JS ne changeant pas ces symboles : en effet, la donnée des
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sous—ensembles J1 ) Js et la connaissance de celul de ces ensembles auquel

PR
correspond urecomposante donnée de B ou de C déterminent complétement ce produit

cartésien et ce vecteur. Si a €A, (a)_ va désigner le n-vecteur (a,...,a) dont

I

toutes les coordonnées sont égales a4 a et on écrira (a.)J = ((a.)I)J.

Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie n. Si B = (b1 seces bn) est
une base (par rapport a4 R) de V, elle définit une bijection
A= (£1 PR '(‘n) — v = Z_ 5 li bi du produit cartésien &’ (qu'on écrira aussi R™)

sur V. Soit °q la bijection inverse

v=Zi1ibi—>z=(£1 veend )

n

Dans tout ce qui suit, on ne considérera que les espaces vectoriels V avec
une base fixée B. Pour cette raison, les coordonnées z\. de v & la base B en seront
i
dites les coordonnées tout court, et on écrira v = (( f,\.)) ouv = ((«ei;iéI)) (on

n'écrit pas v = L i), car cela créerait une confusion avec la notation habituelle

v=(v;i€1), ol v, = Ii bi est la ti—composante de v).

Les Vi = [Rbi seront dites les axes des coordonnées, et on a V = @i Vi . Les

V(l) = 3v ev £i = O} seront dits les hyperplans de coordonnées perpendiculaires

au V. correspondant. Un vecteur v = (? i)) sera dit rationnel (resp. entier) si

tous les ,f,i le sont. Le vecteur nul sera noté O ou 0I , et il est aussi égal &

((Li =0; i€ 1))

La base B de V étant fixée, on va définir une certaine extension V° de V,
dont on aura quelquefois besoin, et qu'on appellera le B-&tendu de V.

R° =R U E-—m o+ Wl étant la droite réelle compléte, l'extension considérée consiste

~

T
3 plonger c_.V =R~ dans R°" , c'est-d-dire & admettre comme valeurs de coordonnées

B
non seulement les nombres réels finis, mais aussi £ ® . Autrement dit, V° sera

1l'ensemble des sommes formelles v = Zi li bi[i = (1,1 seees [n) € (R°IJ . On étendra

4 V°, autant que possible, les opérations de V dont on a besoin. Rappelons que

l'addition r+r' es;t définie pour tous les r,r' € R° sauf pour les couples

(r=+n, 1" =-n)et (r=-0, r" =+®) et qu'on a alors (+®0) + r =1 + (00 )=+,
(-w) +r=r+ (-©) = —w, Habituellement, la multiplication rr' est définie

pour tous les r,r'€ R°® sauf pour (r =+ ® , r' =0) et (r =0, r' =+ w) et, si

a #0, onpose (+®™) a=a (+®) =+® ou ¥x selon que a >0 oll a < 0, Toutefois,
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on ne définit pas le produit de zéro et d'un infini uniquement pour ne pas "trop
gacher" les rapports entre la multiplication et la division (définie habituellement

sur BR°). Mais, n'ayant pas i nous servir de division, nous allons définir la mul-

tiplication partout en posant O(x) = (£®) O = 0. Ceci dit, si
)
v = Zﬂi bi , V' = Zel bi (v,v' € V°), v + v' sera défini si tous les fi + 21 (ie1)

le sont, auquel cas on posera v + v' = L( ,Zi + fi) b.. Bt, pour tout r € R°, rv

est défini et = Z(rﬂi) b; - On notera yot resp. V°  1'ensemble des

v =Z£i bi€ V° tels qu'aucun bi ne soit = — o resp., = + o,

En plus de sa structure compositionnelle, on munira V (et V°) d'une struc—

ture d'ordre (partiel) et d'une topologie. Ce seront les images par 53_1 de l'ordre

produit et de la topologie produit de R” (resp. de R°"), ol R (resp. R) est muni de
son ordre et de sa topologie habituels. Ainsi, v = ((4 i)) sv' = (UL i)) si et
seulement si, pour tout i € I, Qisei . Siv' , v" sont deux éléments comparables
de V°, par exemple si v' ¢ v", [v', v"; v°] = iv EVe 3 vig v« v"g sera dit le

segment (ou parallélotope canonique) de V° d'extrémités v', v".

Etant ddnné un segment © =(v',v";V°] de V°, on appelle ses ensembles dimen-

sionnel,resp. codimensionnel,les ensembles Dim @, resp. Codim ¢, des indices j € I

tels que V:j # V:j' resp. v! = v:j' , et leurs nombres d'éléments seront notés dim o

resp. codim g et appeléstimension et codimension de @ . Un segment &= U/',(;",V"]
est contenu dans O si et seulement si v' € T et ¥" ¢ v". Un segment T c & est dit
une face (fermée) de @ si toute coordonnée aussi bien de v que de T est égale 3
la coordonnée de méme indice soit de v', soit de v",On appelle ensemble codimension-—
nel initial,resp. terminal,d'une face ¥ = [5,%';V°] de . = {v,v';V°] par rapport

4 T 1'ensemble Codim(l)(s’IO') = ij € Dim o ; gj =y = v.g,resp.

J J
Codim(t)(g'lw) = {jCDimO’ 3 V. = o= vJ'§ . On a

J J
.o~ . . (i)~ . (), ~ P .
Codim 0 = Codim ¢ U Codim'~ (¢ | 6~ )UCodim' "’ (o | &), cette réunion étant dise.

.. . (1), ~ (), ~ 1212
Jjointe. On notera codim (0" ") et codim (F)o) les nombres d'éléments des

A ~
ensembles Codim correspondants, et codim(g- | o) = codim(l)(lr |oo) + codim(t)(c’ Jo)

~ ~
sera dit la codimension de O | o . Une face & de ¢ est dite initiale,resp. ter—

. ~ . 1), ~
minale, si codlm(t)(tr |o) = 0, resp. codlm(l)(cr’ o) = 0.

Y ~

% . ~ X
Une face @ de O est dite une sous-face d'une face ¢ de 0O si 0 ¢ T

(et si 3" cr , elle est dite une sous-face propre de O ). Les faces de dimension
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0 sont dites gommets de 0 , celles de dimension 1 les arétes de J et les faces
& telles que codim(at |o) = 1 seront dites les hyperfaces de T ,On appelle

intervalle ou segment tronqué un segment O privé d'un ensemble (pouvant &tre @)

de ses faces. En particulier, un intervalle est dit un segment initialement,resp.

terminalement,tronqué si toutes les faces de sa fermeture avec lesquelles il est
disjoint sont initiales,resp. terminales. Un intervalle de V° est dit régulisrement

~

tronqué s'il s'obtient en enlevant & sa fermeture § certaines de ses hyperfaces.

On appelle la sphére Z (V) de V le quotient V* =V.. 20} par la relation
d'équivalence = telle que v = v' &= (3 r € R) [r >0& v' = rv], et on peut définir
de la méme manidre, la sphire 2 (V°) de V°. Si 962 (V), tout 8lément v de § ,
ol ¥ est considéré comme un sous-ensemble de V, en est dit un représentant, et-$
est dit rationnel s'il posséde des représentants rationnels (auquel cas il en pos-
sdde des entiers). si v = ((f i)) parcourt les représentants de $€ ) (V), pour tout
i €1 fixé, on a en méme temps pour tous ces représentants ,Zi < 0 ou ’ei = 0 ou

'{i > 0,81 $€2(v), -% = {- v;veg} est encore une classe (mod =), dit 1l'op-
posé de §

Soient W le dual de V, ¢ v,w> la forme bilindaire de dualité (qu'on écrira

aussi <¢ w,vs quand on voudrs considérer V comme dual de W). Soit

§.1.

ﬁ: (ﬂ] N ,...,/S’n) une base de W duale de B [autrement dit, <bi’/gj> i3

On appelle hyperplan H de V un sous-ensemble de V tel qu'il existe un couple
(wv,u) € W' R (o} wh=w .. s‘Oi ) tel que v € V appartienne 3 H si et seulement si
CVvywH= g .[D'ailleurs, sive= ((L i)) et w = (Ri), on a

=2. L. A . <y, _>=Z‘Q_l. doprs Wy g s "
<V,W> Zl’J 11 j bl.\’/{] 191 M et on peut écrire “1'équation de H" sous
la’forme Zi Bi li = u, Si )\i = 0, on dira que H est paralléle & V, , et on adopte-

ra une terminologie analogue quand il s'agit d'espaces vectoriels sur un corps autre
que le corps réel R.] En particulier, 1'ensemble {v = ((2 i))EV 3 P_q = u} est

un hyperplan défini par le couple (w = ((§ iq));u). Mais la donnée du couple

{(w,u) € W*x R permet de définir pon seulement 1'hyperplan H, mais aussi la parti-

tion 'J(’_ de V en trois classes :

I. Le dessus j(sup ={v €V ;(v,Wwa > u§

II. L'hyperplan (déja aéfini) H=H(Y) = {v EV j(v,ws = u}

III. Le dessous %mf = flv CV ;3v,w> < u} .



Prolongement analytique 203

Cette partition de V en sera appelée 1'hyperplan orienté W , défini par le
vecteur z = (w,u),qui en sera dit un vegtgn' définissant. Deux vecteurs z = (w,u)
et z' = (w',u') définissent un méme hyperplan orienté ssi il existe un r ¢ R stric-
tement positif tel que z' = (w',u') = rz = (rw,ru). Il existe deux (et deux seu—
lement) hyperplans orientés K et - x ayant un méme hyperplan H(H) = H(—X,) =H
donné. A savoir, si'x est d§fini par z = (w,;.;,), - 1'est par - z = (-w,u), et
on a (_j()sup = ‘& 1nf’ (—&'()mf = %(Stlp‘ Les fermetures (topologiques) dans V de

(ée, inf resp. xsup _sont 'Kinf U H(K) resp KSR a(H).

Les composantes w € W* des vecteurs z = (w,u) définissant un hyperplan
orienté % de V parcourent une classe d = d(H) (mod =) dans W* , donc un élément
de Z = Z (W), dit la direction de ‘R, s les hyperplans orientés d'une méme direc-
tion étant dits paralldles. 'R est dit rationnel si sa direction l'est. Si w est un
représentant de 4 € s , tout hyperplan orienté de direction d est défini par un
couple convenable (w,u) et si u # u', (w,u) et (w,u') définissent des hyperplans
orientés distincts. Si u' % u, l'hyperplan orienté de direction 4 défini par
z' = (w,u') est dit plus haut que celui d&fini par z = (w,u). Si v € V, il existe un
et un seul hyperplan orienté de direction d passant par v, & savoir celui défini
par (w,< v,w>). On dira que le vecteuf z = (wyu) € wh R définit un hyperplan (non
orienté) H s'il définit un hyperplan orienté K tel que H = H(K). Un z = (w,u)
aérinit H(I) ssi il aéfinit R ou - P .

On va élargir au B- étendu V° de V la notion d'hyperplan (non orienté) défini
x Ce s
par z = (w,u) € W x R. On va d'abord définir la forme bilinéaire <v,w> pour

certains v = ((Qi)) € Ve et w=((x i)) € W°, en la considérant comme définie ssi
Z_ i Qi li définie au sens des opérations de R® (chaque terme li li de cette

somme est toujours défini, mais peut &tre fini ou avoir une des valeurs —® ,+ © ;
quant & la somme, elle l'est ssi il n'existe aucune paire d'indices i,j tels que

Li Ki =+0 ; QJ. lj = —00) y auquel cas on posera <v’w>=2i:'€11i' Cette sémme, sup-
posée définie, a une des valeurs + ) ou — % ssi il existe un indice i tel que Ai #0
et Zi =+ ® . Si un tel indice n'existe pas (auquel cas la somme est définie) et si
I(w) est 1l'ensemble des i € T tels que 2, # 0, on a ‘ei Li = 0 quand

z = (w,u) € W x R 1'ensemble H des v & VO tels que (v,w) est définie et {v,w) =u

(donc, en particulier, (v,w) est finie et il est visible que

H

(Hn vI(w)) ’ V% I(w)) (on peut écrire, par abus d'dcriture inoffensif,

==}
"

(HAV o Ve (w)) . On peut aussi définir la notion de 1l'hyperplan orienté

I(w) I..1
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de V° défini par un z = (w,u) € (W° .. to}) x R, mais alors, en plus des dessus,
hyperplan et dessous de K, , il y a une quatridme classe, dite domaine d'indéter—
mination. Bien que ces notions présentent de 1'intérét pour &tendre autant que
possible les notions de convergence et de valeur d'une série de Laurent ultramé-

trique, je n'en parlerai pas dans le présent exposé, ol elles sont superflues

On dira qu'un espace R—m; V est verticalisé quand est fixée une
décomposition directe V= V@® V' de V, ol V, V' sont des sous-espaces de V de codi-
mension 1,resp. de dimension 1,appelés ses composantes horizontale,resp. verticale.
Les composantes V,v' d'un v € V dans V,resp. V',en seront dites aussi composantes ho-
rizontale ,resp. verticale. Une base B de V sera dite une base de l'espace verti-

calisé V {ou une base verticalisée de V) si elle est la juxtaposition (B,B'= [‘b'g )

d'une base B de V et d'une base B' = {b'f de V', On va supposer que la dimension
de 1'espace verticalisé V est un nombre fini n+1 > 2 et qu'on en fixe une base ver-

: P _ - ; N 3 —_.' '
tlcgllsee B = 2171 ,b2 seres bn’ bn+1i , ol B—h)1 ,b2 ,...,’bnx est une base de

Vet B = {b' =b n+1§ en est une de V' (b ' sera dit le générateur vertical de V).
Les-Vi (i=1,2,...,n) seront dits 1les axes de coordonnées horizontales de V, tandis

que V = V' en sera dit 1'axe vertical., De méme si, v = ((4 i)), les ,@1 """Qn

n+1

en seront dites les coordonnées horizontales,tandis que 4£' = fnﬂ en sera dite la

coordonnée verticale.

La donnée de la décomposition directe V = V@ V' en détermine une
W=Ww"®a ?, ol W" ,W sont les espaces orthogonaux des V' resp. V. Ce sont des sous-
espaces de W de dimension n,resp. 1, dites ses composantes coverticale, resp. coho-
rizontale,et si w € W, ses composantes w", ¥ dans W",resp. ?, en seront dites les

composantes coverticale, resp. cohorizontale. Si /3 = (/31 ,/52 ....,/Sn- ’-/Snﬂ) est

la base de W duale de B, A" = (/1 ,‘,6’2 ,...,vﬂn) en est une de W' et B= (ﬂ=/’n+1)

en est une de W.

=2 n+1 est la coordonnée cohori-

est > Oou=0ou < O en méme temps

Soit Z = Z. (W) la sphére de W. Si

zontale d'un w = ((li s i = 0,1,.00,n+1)),

PN

pour tous les représentants w d'un d € Z . On dira que & est supérieur si A > O
ettqu"il est strictement supérieur si X >0. 0n appelera 1'h&misphére supérieure,
strictomsnt» + ++ N
resp.<supérieure, de W 1'ensemble Z , Tesp. Z des d € Z de méme nom. Les

+ ++ . . S gz
déz. .o Z sont les 4 € Z , qui sont coverticaux (c'est-d-dire tels que,
pour tout w € d, on ait A = 0),
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. ++ . . . .
siag 2 , i1 existe un seul représentant w(d) de d, qui soit de la forme

(w"(d),ﬁ) donc L = A = 1., La composante coverticale w"(d) de ce représentant

n+1
de 4 sera appelée l'antipente de d. Si v = (V,v') = ((a?,.;i=1,2,...,n+1)); on a

cvw(d)> =<€7,u"(a)> + <v', Bo= (2 ,0 2+ R

1€i¢n n+1 ?

w'(d) = (( li;i=1,2,....n)). Si de2 est covertical, -d l'est aussi, Sinon, un et

un seul des &, —-d est supérieur (et il l'est strictement).

Soient QQ un hyperplan orienté de V et d = d(¥) sa direction. ® (et aussi
H(¥ )) est dit yvertical si d est coverticale (c'est en effet la condition pour que
H(® ) soit paralldle & V'). Il est dit supérieur resp. strictement supérieur si
= a() l'est, et, dans le second cas, w"(d) est aussi notée W' (H,) et dite
l'antipente de ¥ . Si H est un hyperplan non-orienté, qui n'est pas vertical, il
¥y a un et un seul hyperplan orienté supérieur 7{ tel que H = H(Q(). On 1l'appelera
1'hyperplan supérieur orienté de H et on le notera %sup(H)' On appelera les demi-

espaces supérieur, supérieur fermé, inférieur, inférieur fermé de H les ensembles

(g)SUP sup inf - inf | . ' _
H sup\H) , sup(H) vH, ¥ sup(H) ?(sup(H) U H respectifs, c'est

d-dire respectivement le dessus, le dessus fermé, le dessous et le dessous fermé de

'3( suP(H). Si (V,h'(¥) = h(¥) b') est le point de H (non vertical) donc la compo-

sante horizontale est ¥V, ces demi-espaces sont les ensembles de v = (¥,v' = L)

¢ h(¥), autrement dit qui sont respecti-

~

tels que respectivement 2' > 3% 5 £y

vement strictement plus haut , plus haut au sens large, strictement plus bas, plus
bas au sens large que le point de H de méme projection horizontale. Si H est ver-
tical, il y a deux hyperplans orientés sypérieurs 3“ tels que H¥) = H, et on ne

peut pas parler de leurs dessus et dessous en termes de H.

Si H n'est pas vertical, soit (O,h(H) b') le point ol H coupe 1l'axe vertical
V', 8i z(d) = ),u) est le seul vecteur z = (w,u) définissant '3() H) et tel
que w = w(d), onh a < (0,h(H)b'),w(d) = (w"(d),B)> =<0 w"(d)>+<h H) b' p)-

= h(H), donc h(H) = u. On appelle h(H) la hauteur de H, et aussi la d-hauteur h_ (v)

d
de tout v € H ; od d = a(® supH))- On & visiblement, si v = (6, 3i=1,...,n¢1))et si
w'(d) = ((li;i=1,2,‘...,n)), hd(V) =u =< v,w(d)>=4v,w"(a)> +<v',Bo=
= X é 1 - '

(Z 1sisn i li) + 'Qnﬂ (on peut étendre la notion de d-hauteur d'un v € V aux

+ . ~ . .
a6 Z coverticaux et méme, aux cas plus généraux, mais cette extension est sans

utilité pour cet exposé).
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Soit M # @ un sous—énsemble d'un espace R-vectoriel verticalisé V = vevr.
Un de 2 " est dit une dn:.rection admissible pour M si, pour tout hyperplan orienté
R de direction d, 'é{ lnff\ M est fini. L'ensemble des dEZ+ admissibles pour M
sera noté Adm (M). Nous allons supposer que .Adm (M)A ha o (sur 2 ) un inté-

rieur non vide.Si d € Adm (M), il existe 1'hyperplan orienté ;ﬁd(M) de direction
d, qui est le plus haut hyperplan orienté de cette direction dont le dessus fermé

contient (au sens large) M. Son hyperplan Ld(M) = H(Z d(M)) sera dit 1'hyperplan

N . ++
d- tangent 3 M. Si 4 € Adm (M)N z , on note ‘PM(W"'(d)) la nauteur h(Ld(M)) de
. . ++
L,(M). 81 a € aam (M), L,(M) N M #8, et si, en plus, a€L ", les v € L, (M) N M
colncident avec les points de M dont la d-hauteur est minimale. Ainsi, dans ce cas,

Minvthd(v) existe et est \PM(W"(d)). On peut montrer que Adm (M) est un ensemble

~

convexe de 2. = Z (W) (démonstration analogue 3 celle du cas n = 1).

Soit N(M) l'intersection desdessus fermés de tous les hyperplans orientés ¥,
de direction admissible d(¥ ) € Adm (M) tels que ces dessus contiennent M. Il est
évident que N(M) est aussi 1l'intersection des dessus fermés des ;Zd(M), ou d par-
court Adm (M), ou, comme on peut montrer, seulement Adm (M)A L++ . N(M) est un

sous—ensemble convexe de V (ayant, en plus, la propriété que si v € N(M), tout point

plus haut de méme composante horizontale est aussi € N(M)), en général de dimension
n+1, mais pouvant, dans les cas de dégénérescence, eétre de dimension plus petite.

La frontidre T (M) de N(M), qui est un poly&dre infini convexe de V, (on le prouve
en se servant, en particulier, de la convexité de Adm .(M)) s'appelle le polyddre
de Newton de M. Les sommets de cé poly&dre sont forcément des points € M, et tout
Ld(M)’ od 4 € Adm (M), touchent M en un ou plusieurs points. On appelle Reg(M) et
7(M) les ensembles des w"(d), d € Adm (M)N\ [_ ++;, tels que Ld(M) touche M en un
seul,resp. en au moins deux points, et d € A dim(M)n ) + (et aussi w"(d) corres-

pondant) sera dit régulier ou exceptionnel selon que w'"(d) € Reg(M) ou w"(d) € z(M).
Siv= ((fi;i=_1,...,n+1)) est un sommet de T (M), on notera A 1'ensemble des

w"(d) tels que Ld(M) touche M en v. On peut montrer que A _ est un polyddre convexe
fermé de W", dont les faces sont contemes®dans Z(M) tandis que son intérieur est une
composante connexe de Reg(M), et ‘PM(W") y est la fonction linfaire ' +<¥,w"s ,

car, si H est un hyperplan orienté de direction d tel que v € H(H), on a hd(v) =

=(v,(w"(d),/§)> = K' +<7,w"(d)> .
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Ainsi, la fonction k(’M(w") a les propriétés suivantes :

X ) elle est continue

. PP +
f) son domaine de définition w"(Adm mn Z +) admet un recouvrement par

~

une famille de poly&dres fermés & intérieurs disjoints deux & deux, tel que lﬁM(w")

soit linéaire sur chacun de ces polyé&dres.

‘) Elle est concave,c'est-d-dire si, sur quelque ouvert du domaine de défi-

nition de \PM ,on a \PM(W") = +Z1$i$nfi li , ol W' = ((li;i=1,...,n)) et
I_1 s ) ""’I’n s L' sont des constantes réelles, on a, partout sur ce domaine,

2
qﬂ"”z'Q'+Z1$ignzixi'

. . > o+ ++
Si M# ¢ est fini, on a Adm (M) =L , donc w"{Adm(MN Z ) =
Z ++ " 2 4 "
= w"( ) = W" et les AV forment un recouvrement fini de W".
+
7(M) est l'ensemble des w"(d) pour les d & Adm (M)N Z_ + tels que Ld(M)

touche M en au moins deux points distincts v = ((2 i)) et v© = ((12)), ce qui

. . - * - ..
implique }Znﬂ +<v,w'(d)> = Ln+1 +<v*, w"(d)> . Ainsi, chaque w" € Z(M) appar-

—_— % _

tient & un hyperplan d'équation < v - v¥ , w"s = £n+1 2n+1 de W", et ces hyper-

plans sont rationnels si les projections horizontales Vv desv € M le sont toutes.
Si M est fini, le nombre de ces hyperplan "exceptionnels" de W" 1l'est aussi et Z(M)

est conte'nu dans la réunion d'un, ensemble fini d'hyperplans de W".

§ 2. Géométrie dans k'"
Soit k' = kv iwi le projectivisé d'un corps densement valué k, dont soient

(k) le groupe de valuation (et m(k) = Log (k) le module de valuation) et k le
corps résiduel. Etant donné deux points x = (x

< I . ‘
y = (y1 s Yp seees yn) de k'I (ol I = {1,2,...,:1} 3 on notera k'~ aussi Tk quand

s X, seves xn) et

1 2

cela ne risque pas de créer les confusions), le vecteur d(x,y) =

I N .
=(d.(x1 ,y1), d.(x2 ,y2) ""’d<xn’yn))€ﬁ: (ouin"_={r € R® ;r>,0§ ) sera
dit la polydistance (ou, simplement, la distance) des x,y, et |xl= d(x,0) =

= (|X1I . |x2(,..., lxnl ) sera appelée la valuation de x. Comme cela a &té déja dit

. n . . n .
au §1, on considerera R°", et aussi sa partie lR_c"_. , comme ensembles partiellement
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ordonnés par leur ordre produit, et ces ensembles partiellement ordonnés sont des

treillis complets. En particulier, si r = (r1 s Ty aeens rn) et r' = (r!

U r! ,..,rn)'

2
sont € 0R°I , on a Sup(r,r') = (Ma.x(r1,r;), Max(rz,ré) seees Max(rn,r;l)) et
Inf(r,r') = (Min(r1,r;), Min(rg,ré) seens Min(rn,r!'l)). Ceci posé, la distance qu'on

vient de définir satisfait bien aux axiomes des espaces ultramétriques :

I) dlx,y) =0&x =y ;3 II) dlx,y) = dly,x) ; III) d(x,z)< sup[d(x,¥), d(y,z)]

Un tel espace, ou la distance prend ses valeurs dans un ensemble partiellement or-
donné, qui est un demi-treillis supérieur, sera dit, selon la terminologie de mon

éléve, M. Guennoun, un espace hidrarchimétrique. On appelleraproximité des x,y le

vecteur p(x,y) = - Log d(x,y) = (-Log d(xl,y1), - Log d(xz,yg) 5.+ — Log d(xn,yn)),

et on appelera ordre valuatif de x le vecteur @(x) = p(x,0) =

= ((n(x1), u)(x2) seens w(xn)). Si a € k' : considérons les applications

o, : x —>d(a,x) (x € kI) et W o x —> p(a,x). si A Gk'I et a € kI, g A et

T\’aA seront dit les ensembles des distances resp. des proximités de A par rapport a

a. L'ensemble A € k'™ sera dit a-saturé (terminologie de Robba), si A = &;1.(0aA).
Ordonnons également, la puissance cartésienne §I (qu'on écrira aussi §n) de
la droite semi-réelle § par son ordre produit (c'est aussf un treillis complet). Si
I .
f= (./’1 sy ,...,Pn)e s, r(f) = (r(}’l), r(}’2), . r(}’n)) sera dit la
valeur réeclle de P et ¥ (f) = (% (f1),§(ﬁ2),...,§(fn)) son espdce. On dira que

l'espéce de _f est non-positive,resp. non-négative-,si, parmi les g(ﬁi)

{i=1,2,...,n) il n'y en a aucun, quisoit = + resp. = -. Si

r = (r1 eees rn) € (ER°--~{— NE )I, on poseré r(—) = (r; , r; seees r; ).

On appelera polycercle (ou simplement cercle quand cela ne conduira pas aux con-

fusions) de centre a € k'™ et de rayon f € _S_n , tel que g_(f) soit non-positive,
1'ensemble, C(a, /) = }x ex'™ ; aa,x) < f} . 5i Pe (k) !O,+no} ), cla,? ) est

dit circonférencié, sinon il est dit non-circonférencié. Il est dit anti-circonfé-

rencié si f = r(-) ouré€ iR°n, un ensemble G € k" est dit un pseudo-polycercle. de
n_. n A [ .

centre a € k' s1 ¢ = )x € k' 3 d(a,x) ea—k,v ol 0§ est un segment terminalement

tronqué -de R:’_n d'origine O,
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Comme dans le cas n = 1, chaque point d'un poly-cercle en est un centre (avec
le méme rayon) et deux poly-cercles non-disjoints sont concentriques. Mais, contrai-
rement d ce cas, deux polycercles concentriques ne se contienpént pas towjours 1l'un
1'autre (ceci & lieu si leur rayons sont comparable#. Mais deux polycercles d'un
méme rayon sont toujours disjoints ou égaux. D'ailleurs bien d'autres propriétés
d'espaces hyperultramétriques, dont la distance prend ses valeurs dans un ensemble
totalement ordonné sont en défaut dans les espaces analogues, dont la distance prend,
comme ici, ses valeurs dans un ensemble, qui n'est ordonné que partiellement tout
en étant un demi-treillis supérieur (c'est-d-dire possédant le suprémum de ses deux
é1léments quelconques) : ainsi, les triangles ne sont pas forcément isocéles, ce qui
ne permet pas de conclure de d(b,c) < d(a,c) d d(a,b) = d(a,®) ; les distances d'un
point en dehors d'un cercle aux points du cercle ou les distances mutuelles de
points de deux cercles disjoints ne sont pas forcément toutes égales, etc...

Comme conséquence, si l'intersection d'une famille de polycercles non-disjoints est
encore un polycercle, par contre la réunion d'une telle famille n'en est pas toujours
un.[Toutefois, la réunion d'une famille de polycercles totalement ordonnée par
inclusion en est encore un, ce' qui montre que les polycercles forment une famille
inductive}. Une telle réunion (qu'on peut aussi définir comme réunion d'une famille
de polycercles concentriques) sera dite un gg;&iggig;g, et les multicercles d'un

centre fixe (on appelle un centre d'un multicercle tout son point a tel que le multi-
cercle considéré est une réunion de polycercles de centre aj; contrairement au cas des

polycercles, n'importe quel point du multicercle n'en est, en général, pas un centre)
forme un treillis complet par rapport 3 1'intersection et la réunion. Un pseudo-
polycércle est en général un multicercle. Fn effet, si I est 1'ensemble des indices

1 tels que, pour un .t € " donné A'espdce non-positive on ait’ 3(ﬂi) =0, et si,
mnour 1 €1, J)v - j)(‘,l - (}); ,fé ”"fr'x) est tel que /73 = fj si j#1et

f; =f: , on a G(a;f) = iL€JI C(a.;j’(-'1 ). On a, visiblement,

Cla;P) =clay 5/ ,) % C(a2 5 fo) x eex Clas f ). 81 f< fr s clay P ') est une

1
réunion de cercles (forcément disjoints) de rayon f . On notera C(a’fy )/

c(0,p)

l'ensemble des cercles de rayon f contenus dans C(a,/'). Visiblement, il

clag, F1), x Clag; F3),

'identifie a le produit cartésien
s'ide e avec D C(O;);)

C(O;fg) L

. 1 . ')
ClagsP i) . En particulier, c(o; f '/ ( N ) s'organise ainsi en
/ . ) C O;f

c(0; 4,

1
groupe additif, somme directe & C(O;foi)/c(o_/ ) des groupes additifs
i 23
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oty poy et st = (1), [done
Py

, Cc(03
.f< (1,1,...,1)] R ( ’(1‘1’f5"1))/c(0;f) devient un anneau, somme directe
c(031)

. . . "=
des anneaux /C(O; ji) + En particulier, si f (1515000,1) gt

[N 55 S = c(03(1,1,..4,1)) - - -
p=0p = (1 s 1 seeayd )) /C(O;('I 91 peeeyl ))

s'identifie avec K = k 0k 0,.0k et peut &tre considéré comme une k-algdbre.
e e
sire (k)" et sius= (u1, Uy seens uﬁ) € x"est tel que Ju| = r, 1'auto-appli-

cation x = (x, , Xy seees xa) —>x!' = (x; , x! . x;) de k'" telle que

1 5 2t

xi = u, x. 1induit une bijection de C(O,r)/ sur

i i c(o,r )

c(o;(1,1,...,1))/

c(03(17,1,00uy1T))

sir€ (Mx)u {+ 0, Opn et si a # W , on appelle polycirconférence (qu'on

dira souvent circonférence) de centre a et de rayon r l'ensemble S(a, r ) des

X € k'™ tels que d(a,x) = r. Visiblement, si /0 < r, S(a,r) est une réunion de cer-
cles de rayon f et si, pour tout i, d(ai,&i) ¢r; ,ona S(a',r) = S(a,r). En
particulier, quand on identifie C(O;(1,1,...,1))/ - _ avec X",

C(0$1 P R |

5(05@’1r"'s1)) *n= *

/ NPt - s'idenditife avec k

SiAc k'" et a € k” , on appele rayon (que, dans le cas ol A est un cercle,
on fera suivre du mot "propre") de A par rapport au centre a le supremum, sur §n ,

ra(A) = Sup (a,x)

x ¢ A d

K o . n
de la distance d(a,x) entre a et x, ol x parcourt A. De méme, le supremum sur S

d(A) =-Sup( Y e A xA a(x,y)

Xy

de la distance mutuelle des points x,y de A sera dit le diamdtre de A. Visiblement,

ra(A) est le rayon propre du plus petit cercle de centre a contenant A, Adonc, si
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a € A, il ne dépend pas du choix de a et, par suite, est aussi égal &

Sup, ¢ , T,(A) =8up o, Sup ., dle,x)'= SUP(, x) e A x 4 &(8sx) = alA).

T, X p(a,x) est une application de k'" sur R°®, qu'on considérera comme

1'étendu V° de 1'espace vectoriel réel V = Bn de dimension n. Si 1l'on fixe comme

base de V le systime de vecteurs (b1 R b2 seens bn) tel que bi (en tant qu'élément

. P ol . ? g 212
du produit cartésien R®) soit ( ‘11 s 621 seees 8ii ""’éﬁi) un élément

n .
r = (r1 s Ty seees rn) de R°" est aussi Z: ribi , donc a r; comme

1¢ig¢n

i-idme coordonnée [et peut donc aussi s'écrire ((r1, Ty oseees rn)), ce qui rend

inutile cette écriture dans le cas considérél, Un ensemble A Q-k'n sera dit un
hyperplan a-proximal s'il est a-saturé et son ensemble de proximitésvpa(A) par

rapport & a est un hyperplan H de V°, On dira que A est rationnel si.H 1l'est. Si W
est le dual de V muni de la base ﬁ = (ﬁ 1 ,...,ﬂn) duale de B, et si

z = (w,u) € WYX R est un vecteur définissant H (ou plus précisément, un des hyper-

plans orientés ﬂ{ tels que H = H(ﬂ(», ce sera donc l'ensemble des points

X =~(x1 s Xy seees xn) de k'® tels que { pla,x) = W(x-a),w> = u, ou, sous une

forme plus détaillée, si w = ((ci;i=1,2,...,n)), tels que

Z' . c. W(x; - a,) = u, On peut aussi formuler cette condition en terme de dis-
1¢1¢n "1 1 1

tance (ou de valuation) : x appartient 4 1'ensemble considéré ssi

c. N
T lxi —'ail 1= ¢™ | On notera Q_ cet hyperplan a-proximal. Il.est &
1¢i¢n “

remarquer qu'un v € V tel que ri = +% ou - © appartient & H ssi c; = 0, auquel

cas l'appartenance de v € V 3 H ne dépend pas de s@& i-iéme coordonnée Ii » ceci
signifie qu'un x € k'? tel éue X, =0 oux, = b n'appaftient a Qz que si l'appar—v
tenance d'un x € k'° quelconque & QZ ne dépend pas de sa ‘coordonnée X3

Si I_C I, l'hyperplan a-proximal Q de k‘I sera dit paralléle & kIO si 1'hy-
si T paralldle &

perplan correspondant H de V x R°I l'est & V (autrement dit si 1'appartenance

I
)

d'un x € k'™ 34 Q ne dépend pas des valeurs des X ie Io). On dira aussi, dans ce
cas, que Q est paralldle & X ‘

T
(o}



212 M. KRASNER

§ 3. Polyédre de Newton et fonction W d'une série ‘de Taylor: . Convergencel
séries de Taylor, leursfonctions ¢ , ﬁ,M, inégalités de Cauchy. Z&ros des séries

de Taylor. Fonctionsméromorphes.

Nous allons considérer les fonctions de n variables ultramétriques, variant
dans un corps valué complet k (généralement supposé algébriquement clos, donc &

corps résiduel k infini et 3 valuation dense). D'ailleurs, dans certaines questions

pourront intervenir plusieurs systémes de tels variables (variant dans un méme k)

X, 3 X, 5000 X 3 Y. , Y . Quelquefois, on considérera les valeurs

1 -2 n 1 b

PAETERTIR SUPTRP
de ces variables dans l'ensemble un peu plus grand, & savoir dans le projectivisé

k' = kv img de k.

Du point de vue des notations, nous allons adopter les conventions suivantes

déja anciennes (introduites indépendemment par moi-méme et par M. Laurent

Schwartz® , 4 moins que quelqu'un ne 1l'ait fait auparavant) : on notera X,Y,..

p 00 XE 3000 Xn)’ (Y1 > szv

téme de valeurs des X dans k' , on notera, egalement. x le vecteur (x s X5 aees xn)

les vecteurs (X ceey Y )sese o Si X. = xi est un sys-

et on dira que x est une valeur de X. Les valeurs possibles du vecteur (ou "systeme")
X occupent, évidemment k'I ol I = i1,2,...,n}. On aura, d'ailleurs, & considérer les

vecteurs de nalure intermédiaire, dont certaines coordonnées sont des variables et

X., X,

] [] =
d'autres constantes € k', tel le vecteur U (X1 ’ X2 seees X 141

seee X )
n

Quels que soient les vecteurs de ce type, on définit leur addition et multiplication

comme addition et multiplication par composantes); par exemple,

s X x ).

X+x = (X, +x o seees XX

1y X2+x2 9004y Xn+xn). Xx = (X1x1, X

I . .
7% = 2 étant considéré comme un Z-module , muni, en plus, de son

ordre produit, soit i = (11, i v in) €7 sivu-= (U1 s Uy seees Un). ol les

PR

U. sont des expressions gquelconques pouvant se multiplier commutativement, on posera

i .
. 1 1 1 I 1] s (X1}

Ut = U11 U21 Luto, Visiblement, on a vt g vtout et, pour tout z € Z,
. . . . z - 2

vt = (uh)® = (U")}, o U = (U], U; seres UZ).

[Bien que je ne m'en servirai pas, je mentionne encore les notations suivantes,

qui peuvent &tre utiles dans 1'étude formelle des série de puissances : on pose

it = i1! i Looodptet siie 2% est »0 = (0,0,...,0), on a la formule de binOme

.25; Voir %121, Pe 128-129.
26) Voir.[20], p. 14~15.
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i i it o i-it
(X+Y) =20$ irei l,—lz-l%;q- D ainsi que les formules analogues pour le

Nl
"multindme” (X+Y+Z+...)" 1 -

Soit f£(X) =Zi€5’ aixl une série de Taylor en X = (X‘l s X2 seees Xn)’ ol
n

G)n est l'hyperquadrant principal }i € ,ix Oi de 7" (on écrira aussi i » O

au lieu de i€ S)n quand il sera clair qu'il s'agit des i € Zn), dont on va supposer

qu'elle converge dans un voisinage de 0. Soit m(k)l . log (k) le.module de valua-

. s 2z . P . +
tion de k. Considérons le produit cartésien (dans un certain ordre) an ! de n+1

exemplaires de R. On va le considérer comme un R-espace vectoriel V avec une base

= D' L3
5Dy seees D 5D =D ) telle que bqs (b’jq , 1£j¢nt1). On va

verticaliser cet espace en prenant comme sa composante horizontale son sous-espace

canonique (b1

lindaire V = ?v = (v1 s Vo seney V., vn+1) EV ;v = 0} engendré par les

n n+1

b1 N b2 seeny bn , et, comme sa composante verticale son sous-espace

VAR ?v EV v, =v_ =.,.= v, = O! engendré par b' = b . Faisons correspondre &

15V
tout terme non nul aix1 de £(x) (i e{\’n) le point P, = (iw(a;)) de V=V @V', dont

n+1

la composante horizontale est l'exposant i€ S)n du terme, ‘et dont la composante ver-

ticale est 1'ordre L\)(ai) = - Log | ail € m(k) de son coefficient a; [_ainsi Pi ap-
. . ) . n . . . -
partient toujours & J a X m(k) ¢ 2 «x m(k)l . Ce point sera dit le point représen-

tatif du terme, et M(f)

= }Pi ;iEf\)n » 8 # 0} sera dit l'ensemble représentatif de
f. Visiblement, si f # O, M(f) #@. SiW=W"'® W est le dual (coverticalisé) de

. < 2 . N + +4 . o
1l'espace verticalisé V, soient Z = Z (W) sa sphere,z et Z ses hémisphéres

supérieure. et strictement supérieure .

On appelera ensemble d'admissiblité générique, polygone de Newton, fonction P
et on notera respectivement Adm £) , W(f), \af(w") les objets correspondants

(£)

gen(

Adm '(M(f)), w () » ¥ (f)(w") de l'ensemble représentatif M de f£. Si
M M

(£)

(f)) a M(f) sera aussi noté Ly .

o
a€  ndm (£)N ) . 1'hyperplan d-tangent L, (M

L'hypothése de convergence de f dans un voisinage de O implique que l'intérieur de
++ . . .

Adm g(_m(f)/) Z n'est pas vide. Considérons un systéme x = (x1 ' X, .....xn)ék*n

ol ¥ =k .. }o] , des valeurs des systémes X = (X1 s X2 N Xn) des variables

Xy seees X tel qu'aucun x; (i=1,2,...,n) ne soit 0 ou w . Cherchons l'ordre
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(A)(aixl) &'un terme non--nul'a.iX:L de f pour X = x. On a w(aixl) =
i i i -

= W s :
(ai) +2’1$qén 1qw(xq). Si

w' = (( w(x1‘), w(x2) seees W (xn))) € W", on a visiblement, puisque

Pi= (3, iy heens 1 ,0(8)) ), u)(aixl) = <13i,w"> + P} =<P w5, ol

)y W(x,) seees a)(xn),1)). Si d est la classe de w(mod = )

2

Z ++ "
(cette classe est € , car la coordonnée cohorizontale de w est 1 > O), on a

donc w(aixl) = h (P.). La série f = [

i .
a'Fs & aiX converge pour X = x si, et seulement

d
n
51, hd(Pi) = w(aixl) tend vers + W, sur R°, c'est-i-dire,8&i, pour tout ¢ €R, il

n'y a qu'un nombre fini de termes aixl # 0 As f tels que h (Pi) < c, autrement dit

d
si, en dessous de 1l'hyperplan de V de direction d (ou d'antipente W(x)), il n'y a

(£)

qu'un nombre fini des points Pi € M'"’, Mais ceci singifie précisément que d est une

direction admissible. Ainsi, f£(x), o}l x € k*B , converge si, et seulement si © (x)

est 1'antipente w"(d) d'un d = d(x) € Adm gen(f)/\ZJ'J'. Les d € Adm, ‘gen(f) Lt

admettent aussi une interprétation, dont je ne vais pas parler ici.

On peut d'ailleurs considérer les valeurs x € K’m, ol K*® est une extension

valuée arbitraire de k. On peut, en particulier, considérer K tel que ["(K) = R, ce
. . s ++ ++
qui permet d'interpréter Admgen(f) n Z comme 1'ensemble des A€ J_ = tel que f(x)

converge si un sysféme de valeurs x € K, ol K est une extension valuéde de k, est tel
que w(x) = w"(a)

Si d€L " et siw"(d) = ((c s cn)). est l'antipente de d, posons

19 Cp seen

- " - -
r(d) = e ¥ (a) = ((e ©1 ) 62,..., e c1’1)). Visiblement d —> w"(d) est une bijection

++ . P . . -w"
ae X sur 1'espace vectoriel réel W' de dimension n; et W' —dr = ¢ © est la
bijection.de cet espace sur son hyperguadrant principal ouvert \'P(W"). Nous avons

ainsi .trois arguments possibles pour décrire les phénoménes dans 1'ensemble des hy-

perplans orientés de 1l'espace verticalisé V = Ve vt qu'y détermine la donnée de la
"

série de Taylor f : d, w" = w"(d), r = e ¥, I1 ne fait pas de doute que, pour

chacun de ces arguments, il existe des situations ou, pour des raisons surtout psy-

~

chologiques dues & nos habitudes mathématiques (linéaristes, métriques, topologiques

d'un certain type), son emploi parait préférable & celui de deux autres. Dans le

cas n=1, il n'y a pratiquement pas de différence entre d et w"{d) (qui est plus
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simple), et, comme il s'agit en fait (par exemple, pour le domaine de définition et

les régions de linéairté de la fonction ‘P%) d'intervalles de la droite W" et de

1)
leur partition & 1'aide des points isolés, l'application w" —3 e ¥ les transforme

en objets de méme forme, le léger avantage qu'a 1'argument w" du fait que Wf(w") est

linéaire par morceaux ne contre balance pas les avantages intuitifs de 1'argument
-w" . sy s . .

r=e du point de vue des espaces métriques. C'est pourquoi, dans le chapitre I,

j'avais employé surtout cet argument. Par contre, si n > 1, les avantages de 1l'ar-

gument w" par rapport i r deviennent beaucoup plus grands. Par exemple si M # @ est

un sous—ensemble de V, le recouvrementde w"(Adm(Mh1£++) par les régions de linéarité

de \PM(W") en est un recouvrement par les polyédres fermés, séparés par des mor-
. "

ceaux d'hyperplans de W' , tandis que leurs images par w" —> &" sont des "po-

lyédres exponentiels", objets géomdtriques beaucoup moins intuitifs. Pour cette
raison, de méme que M. Robbasdans 1l'exposé qui suit, je vais généralement employer
1'argument w'", mais sans tomber dans le dogmatisme de s'interdire 1l'emploi des
autres arguments (d,r) dans des cas appropriés. Quand un sous-ensemble de W" sera
défini et noté d'une certaine maniére, les ensembles correspondants en arguments d,r
seratnoté de la méme manidre, mais en ajoutant comme indice supérieur cet argument.

.. . + ++
Ainsi, on va noter Convgen(f) le transformé w"(Adm (f) N Zi +) de Adm (f)n 2_

(

par d —> w"(d), et on va noter Convégi(f)-et Convgii(f) les ensembles correspondant

-Conv
e

++ .
Adm (£)N Z et gen(f) en arguments d,resp. r. Avec cette notation, f(X)

converge pour x € k*n ssi w(x) € Convgen(f) [ou, ce qui est équivalent,
(r) .o . ++ ..
x| € Convgen(f)J sid=d(x), onaalorsd € Adm (f)n 2 et le minimum des

w(aixi) = hd(Pi) existe et est Vf(w"(d)) = V}( w (x)). Done

~ . _ ! VI i
Mf(w"(d)) = M&xi laixl‘ = Maxi e w(alx ) = e Mlnl Q)(&lx )

Y otw(x))

- ~n
existe aussi et est e .0On a ainsi les fonctions %f(w") et Mf(w") définies sur

Convg (f). On peut aussi considérer M

i .
en (r) = Max, | ailr , qui est la transformée de

i
ll‘\;l( " " = - 2P (r) C @( ") Fl
ol ) par w" —»r = e et est définie sur Convgen(f) = W"). Chacune de ces

~

fonctions a ses avantages : \Pf(w“) est linBaire par morceaux, tandis que Mf(w") et

Mf(r) sont de méme type que les normes des fonctions de l'Analyse classique (en

particulier de 1'Analyse fonctionnelle). En plus, M.(r) a la forme monomiale par

f

. i
morceaux en r, trés proche de la forme monomiale aiX (en X) des termes de f. Il me

* 4
semble que, du point de vue des valeurs de ces fonctions, les avantages des Mf et Mf

sont plus sérieux que ceux de \P$‘ Ainsi, j'emplcierai généralement, la fonction
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Mf(w"), sans toutefois m'interdire 1'emploi de lPF(w") ou de Mf.(r). On a visiblement:

si ) € Gonv_ (£), 12601 ¢ (@ (x)) et silx) € Reg(f) [o'est-a=dire Léf))()

~n
touche M(vf) en un seul point ], on a |f(x)| = Mf(u)(x)).

La série f(X) peut converger pour certaines valeurs x = (X1.-..xn)telles que

certains Xy soient = 0, et on peut méme donner un sens & f(x) pour certains x ¢ k'

tels que certains xq soient =% , Visiblement, la fonction M_(r) = Ma.xila.i[r1 a un

T
sens pour r = |x| correspondant. Ainsi, pour prendre en considération de telles valeurs
. Zz ~ . . . P ° y
de X, il faut étendre Conv(f) & certaines parties de 1'étendu (W") de W" [rappelons

que |0[=0,|®| =+w, W(0) =+w,wW(®N) =~ «]. Etant donné un
"

w" = ((c1 5 Cpoaeees cn)) € (W")° , notons Ly (w") 1l'ensemble des q tels que

1
- %, (donc, si x € k' est tel quew(x) = w", I_ (v") est l'ensemble des g tels

n

c
q

que x = ©) . De méme notons I, o (¥") 1l'ensemble des g tels que ey = + ® (donc

X = 0). On dira que f(X) converge pour X = x, ol certaines Xy peuvent &tre égaux

3 ® , si :'a) tous les termes non-nuls ain de f (autrement dits, telsque a; # 0)
sont finis (en vertu des rdgles de multiplication dans k'), ce qui a lieu ssi, pour

tout q tel que xq =W, onai_ =0, SiJCI, considérons les termes ain de f(X) tels

q
que i = O pour tout q ¢ J. La somme de ces termes est une série de Taylor en

X; = Xq;qC J), qui sera notée fJ(XJ) et qui converge aussi sur un voisinage de ()=OJ

. . . . .
de k”. Ceci posé, dAcrivons, sans entrer dans les détails de démonstration, 1'ensemble

Conv(f) € (W")° tel que f(x), ol x € k'I, converpe ssi W(x) € conv(f).

(0) (W)

Soient I I deux sous—ensembles disjoints arbitraires de I. Soit

©, 1wy = 1™} |

Conv(f; I(O), I(w )) = }w" € Conv(f)", I+m(w") =1

(0) (),

On a, visiblement, Conv(f) = U(O) (®) (%) Conv(f;I les

17,1 QI,I(O)/\I =9

w .
Conv(f‘;I(O),I( )) forment une partition de Conv(f) et Conv(f;@,8) = Convgen(f).

Soient Jy = I.. I ,J=1.. (I(O)UI(W)).Alors, on a

@ si f(X) # 1. (X
cavie;1000,10%)) .
conv__ (£,(x;) @ |(+ w)Imi ® 1(-00)1(%)( sif(X) = £ (X )

En particulier U (0) Conv(f;I(O) , ) s'appelle le domaine de convergence

c1I
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de f dans le fini et sera noté €onv,_., (f). Il est & remarquer que Conv.. (f) n'est

fin fin

forcement contenu dans la fermeture ConvSe (f). de Conv (f) dans (W")°. Prenons,

(o) = ’2 3,...,nf , et posant f(X) = Z Ty A (X )X O)' ol A (X.) est

i€7 1
-i%0

par exemple I

une série de Taylor en X1 , choisissons AO(X1) convergeant partout dans k (par

exemple, AO(X1)

Alors, Conv__ (£) € [ -Log f,+w_] W ® W' , donc
1

= 0), et A1(X) ayant un cercle de convergence fini C(0, f), f<+w .

gen I°

©) gy 2w e teor f

Conv__ (f) € [-Log £ ,+ w] wo ® (W )o, tandis que Conv(f;I
gen : w1 Io

Si I(‘f) est 1l'ensemble des indices i € I tels que f(X) dépende effectivement de Xi R

on a visiblement Conv(fI(f)(XI(f))) Convﬁn( I(f)( I(f))) et

Conv(f) = Conv(fI(f)) ® (w"J(f))° , ol J(f). =1..I(f).

5i f est un polynOme, M(f) est fini, Convgen(f) =W, Convfin(f) = (W")°+ _
= }w" = (((’.i;'ISié n)) ; (¥1i) [Q # —w]f Conv(f) = (W'];(f))°+@ (W:]'.(f))o , donc
Conv(r)(f) = 5’(w"), Conv( ?(w" , Conv ’J’(w“ ?((W:I'(f))o)’ ou

gen fin

" " " n " o 1 >
P w )s @(wl(f))’ P WJ(f)), J ((WJ(f)) ) -sont des hyperquadrants principaux
ouverts des espaces indiqués et @(w"), W'I'(f ) sont les fermetures de ?(W"),
" " "
resp. ?(WI(f)),dans w", resp. wI(f)
N
Les fonctions \Pf(w"), Mf [et M )_] sont définies sur 1'ensemble Conv(f)

(r)

resp. Conv''’(f), tout entier. On a \f'f(w") = \?f et les égalités analogues

1(f)
4
pour M(...) et M(...). Pour voir le comportement de ces fonctions, il suffit de se

,1(0)

w"I(f))

borner au cas I(f) = I. On a, sur Conv(f ,#) = Conv__ (f 0)) @ t("‘ °°)I i >

(
gen "I..I °

wf((w"I..I(o) , (+ W)I(o))) =Y (0) (w"

(o) -
I.. 1 L. 1

Or, on a vu que si f # O, il existe un recouvrement de Convgen(f) par des

poly&dres convexes fermés de W", qui sont les domaines de linéarité de h{’f(w"). Ces
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polyddres sont séparés par des morceaux d'hyperplans H(i’j) (i,je f\)n) tels qu'il
existe des point w" € Convgen(f) tels que pour w(x) = w" les termes distincts (for-
cément non nuls) aixi et aijj de

f(x) alent une valuation égaleiaixil = lajle et soilent parmi ses termes maximaux.

L'équation de cet hyperplan est (w'",i > + W(a.,) =¢w",j> + u)(ai), autrement dit

Cw',i=j> = C\)(aj) - w(ai), ce qui montre que cet hyperplan est rationnel (et a sa

hauteur € (k). Il coupe. l'ensemble (Convexe) Convgen(f) selon une section de

dimension ni . ¢ n (autrement dit, LY est la dimension de la plus petite variété liné-

b} k]
(i) i, : SN R
aire /\( ¥l4e W' contenant H(l’J) n Coanen\f)) et Conv n(f) n H(l’J/ contient cer-

. . ge
(I’J) (f)) N Conv (f')
gen

contient un ouvert d'une variété linfaire AN < W" d'une dimension n(A ) > 0, il

tainement, étant convexe, un ouvert de A . Dé&s lors, si Z(M

existe un hyperplan H\l’J) (de tels hyperplans non-disjoints avec Conv(f) seront dits

) 2o
les hyperplans exceptionnels de f) tel que A QH(I’J'.

En effet, l'ensemble des H(I’J) est au plus dénombrable et si V< A est un ouvert

- ..
c Z(M(”) N Convgen(f), on a, en tout cas, V QZ(M(f)) < iLJj H(l’J), donc les
’

E(‘l"” nv S—.H(l"]) N A forment un recouvrement de V. 3i aucun H(l"]) ne contient V,

H(l’J)U V est une partie d'une sous-variété lindaire de /| , dont la dimension est
inférieur 3 celle n{A ) de A , et l'ouvert V de A ne peut pas &tre recouvert par
une famille de tels ensembles dont la cardinalité soit inférieure a la puissance du
continu, ce qui est absurde dans le cas considéré.
. . 2 Saa s . 5 +(0) .
On peut appliquer ce qui précede afI” I(O) (XI.. I-(O))’ ou I € I, ce qui

(0) . s .
montre que, sur Conv(f;I ,P) = Convgen(fI” I(Q))GB (+°°)I(o),les domaines de linéari-

té de f(X) = fI..I(O)(X )) sont les produits cartésiens de ceux de fI..I(O) sur

1..1(0
Convgen(fI“ I(O)) par {(+00)I(0)I , séparés par les "hyperplans"

~(iL5)

;I(ls‘]) ) {(*_ N>I(O)E de w"I.. I(o) @ {(+ N)I(O)t N ol H est un hyperplan de

PP P i
w; I défini , comme précédemment, par deux termes non-nuls convenables aiX et
'y 1)

aij de f; AI(O)(XI .I(O))’ autrement dit par deux termes de f(X) tels que,. pour

(0) (1,3) est donc

v
tout ¢ € I'"’, on ait iq = j = 0. L'équation de H

q

<w¥”‘11(0) ’(i_j)I..‘,I(0)>= w(aj? —u)(ai). Visiblement, AI-,I(i’j) ® {(+ M)I(o)i est

1 -intersection de w'];..~,1(0) ? 2(+ ”)1(0)2 avec 1'hyperplan H(lsJ) de W'® d'équa-
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tion ¢ w",(i-j)h= \»(aj)' ‘U(ai), ice avec 1'étendu de 1'hyperplan H(l’J). or, si

v(i,] . . . .
H 23) <) {(+ ] >1(O)§ contient un point w" = (W"I.. I<O)’(+ M)I(O)), qui soit dans

1'adhérence dans W"° de Convgen(f) sans étre dans 1l'adhérence de sa frontiére, aixl

et anJ, maximaux en w", le restant encore sur {wz.. I(Oj%@ VI(O), ol VI(O) est un

foisinage convenable de (+ KUI(O) sur (W;(O))°, et, puisque iI(O) =J (o) = 0 (0)* ¥

ont des valuations égales. Ainsi H(l’J) est aussi un hyperplan exceptionnel de f non
disjoint avec Convgen(f) = Conv(f) N W', qui est, en plus, paralldle & W"(O)' Et on

) I
voit que la partie Z(M(f)) contenue dans Gonvgen(f)"(wﬂ.Convgen(f)) est contenuedans
(i,3)

la réunion des hyperplans exceptionnels H

CTE IPE,)

tels que

/ (
nzMm )N Convgen\f) # 0.

Si I(f) # I, il est visible que les domaines de linéarité de

¢ f(X) =¥} ( )(XI(f)) et les hyperplans de (W")°, qui les séparent, sont les pro-
TI(f
duits cartésiens de (Ws(f))& par les objets analogues de (WE(f))° relatifs &

i‘I(f)<XI(f)).

Il est immédiat que si A est une sous-variété lindéaire de W"° (c'est-d-dire
1'ensemble de solutions d'un systéme linéaire, ovu on admet aussi les équations comme
w; =+ ® et w; = - ; la dimension d'une telle sous-variété est définie d'une maniére

(£),

évidente), et Z(M N N contient un ouvert de A , il existe un hyperplan excep-

tionnel H(l’J)Q A de f.

Lemme : Soit f une série de Taylor telle que f(0) # O. Soient v" € Conv__ (f) et

gen
3 ~ A ~ ~
v = V" { . Alors, il existe un u;(v") € W" tel gue, si v" = (v",ug(v")), la
partie Z(M (£) [A" ] wme = {w" € Z(M(f)); w'> %"i de Z(M(f)) est contenue
dans une réunion des hyperplans exceptionnels H( J) paralléles & W; , c'est-d-dire

telsque iq = jq .

Démonstration. Posons r = Exp(-v"), ﬂLq = Exp(-u"(v" N, T = Exp(-%") £(X) convergé
sur le cercle circonférencié C(0,r), donc la valuation lalx | de ses termes a; X ¥

est bornée supérieurement par une constante M. Posons £(X) =E; f (X iqi)xq. Par
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V)
hypothdse £(0) # 0, on a £ (0), Si ((x) > %", autrement dit |x| < r et si

o <
- ’ i
Q= qu rq1< 1, on a C(O,r 1

) £ C(0,F) et tous les termes de fi(X y ont la

I..}q{

va,luation{MGl. sie <« |f£(0)} M £ 1, tous les termes de tout f. (XI

§ E)X; , ol
i ) 0, ont leurs valuations ¢ Mot & Mo < | £(0)| , ce qui montre que les termes

maximaux de f(X) se trouvent parmi ceux de fo(XI iqs). Par conséquent, ou bien

W(x) est telle gu'il y a, parmi ces termes, un seul maximal, auquel cas

(f))

W (x) ¢ Z2(M , ou bien il y en a au moins deux, ain et an'J, auquel cas puis-

qu'il s'agit de termes de fo(X , on a iq = ‘jq = 0. On a W(x) € H(l"]) et

.. a)’

H(l’J) est un hyperplan exceptionnel paralldle 3 w; et Z(M(f)) N [’\‘r";(+w)w..] Ww"e
q

est contenu dans la réunion de tels hyperplans H(I’J).

Appelons domaine de convergence de f(X) 1'ensemble DC(f) des x € k'l tels que

f(x) converge, autrement dit tels que W(x) € Conv(f) ; c'est donc 1'image de Conv(f)

par T\';1. Soit x € DC(f) et soient I(O) I(w)
(I(O) v I( )

les ensembles des q € I tels que

x_ = 0, resp. xq =u, et d=1I.. . Quand x est-il un point intérieur de

q
DC(f) ? Puisque Conv(f) = Comr(fI”I(po)(XL“I(m))) ® (w“( 0))°

2 Conv,.. (f)

fintf)1 I(m)(XI 1( w))) ® (W;E(o‘,))°, il est évident que x est un point

intérieur de Conv(f) ssi X 1(e0) en est un de DC(fI..I(W)) ou, méme, de

() .
DC(f L..1 . Or, puisque DC(f) est O-saturé, le fait, pour
I I( # )
w)) N X"’ , d'étre ou de ne pas &tre un point intérieur

1..1(®)) N K

xp g(m) € DC(fy o

P . o .
de DC(fI..I(m )) ne dépend que de W(x), et x l'est ssi DC(fI..I(O)) contient

un voisinage O )—éaturé de x; 1(x)- Par ailleurs puisque (W" I(O))o est

1..1(® I..

le produit topologlque de W'° et de WI(O) , on peut prendre, comme un tel voisinage
U x U 1(0)? ol UJ est un volsinage OJ—sature de Xz et UI(O) est un voisinage OI( )"

sature de OI(O) dans les espaces correspondants., Or, puisque S(O J N |xJ| ) est

plus petit voisinage OJ-sa.turé de X; dans kJ (cette circonférence est un ouvert, car,
—

W .
pour tout q € J, Xy #0 et xq #W) et UI(O) contient quelque cercle C(OI(O),rI(O)),

+ . Lo . . .
ol r > (0 )", on voit que x est intérieur ssi, il existe un tel r de
(0> L (0) L(0)
maniére que, si
o= - w ( W + 0 i
O.)I(O) Log rI(O) , i (xJ)i @ [ I(O),( )I(O)]w“ soit contenu dans
£(0)
Convfin(f (m)) .
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. . lo w . . s > 1
Ceci implique que @ (x) = (cu(xJ),OI(O)) appartient & Convgen(fI I(ao)). D'autre
part, si w(x) est, sur l'espace W:T' 0{0 (O)} , un point intérieur de son intersec-
I

tion avec Convsen(f (o0 )), la condition précédente est satisfaite. Par ailleurs,
I..1

si I(O) ¢ @, x est certainement intérieur.

DC(f) est un multicercle de centre O = 0. Soit C(0, P ) un sous-cercle maximal

de DC(f) et soit a € c(0, £ ). Considérons le changement de variable

ta : ¥ — X' = X~a et posons f(a)(x') = f(a')(x—a) = f(X), autrement dit
() (a)

(a)

(X) = f(X+a). Par les méthodes formelles habituelles, on voit que f ' (X) est

une série de Taylor en X, qui converge partout sur C(O,f ). Par suite f (X') con-

. -1 -1
verge, en tant que fonction de X = t_.X', sur ¢ .C(0,p) =C(a, p) =C(0,p) et,

plus généralement, sur DC(f)O o = U c(0, | x|). Mais si C(0, p) est
> x€DC(F);1x1a)
un sous—cercle maximal de DC(f) tel que certaines coordonnées Pq de p soit strie-

tement inférieures aux |a|q correspondantes, on voit immédiatement que, pour les

valeurs x' de X' telles que, pour de tels q, on ait |x'| Q = \alq (ce qui a toujours

lieu si |x\q =|x' + al < Ialq), f(a)(x‘) converge ssi x' € t:

.c(o,f n DC(f)O,a.
Ainsi, f(a)(X') ne converge pas partout ni sur DC(f), ni sur t:.DC(f), mais seu-

lement, dans chacun de ces deux ensembles, sur sa partie e (f) , qui est i la

0,a
fois leur intersection et la partie maximale a-saturéede DC(f). Ceci montre,. par

(a)

symétrie, que DC(f) = DC(f(a))O a et que £ '(X') converge dans un ensemble, en

0,a ’
£ 2 (a)
général plus grand que DC(f ')
1

, mais tel que DC(f)O a soit la partie maximale
»

(a)

0,-a

(3))

O-saturée de t; .DC(f . Ainsi, le développement f de f autour de a permet, en

général, dans le cas de plusieurs variables, de "sortir un peu" de DC(f)‘, en y ajou-
tant un ensemble t;].'DC(f(a)) .. bC(f), dont aucune partie n'est O-saturée, et
qu'on va appeler la a-barbe de DC(f). On appelera la barbe de DC(f) la réunion de
toutes ses a-barbes, ol a parcourt DC(f). L'existence des barbes montre que, dans le
cas de plusieurs variables, la méthode de prolongement analytique de Weiertrass n'est
pas aussi totalement inefficace que dans le cas d'une seule variable. On peut it.érer

3

la construction des barbes, mais l'efficacité de 1'itération reste & prouver.
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Soit f(X) =Z 9 aixl une série de Laurent & coefficients dans un corps complet
i€
n

et algébriquement clos k, et considérons une circonférence S(0,r) € k de son domaine

o0
de convergence. Supposons que r = (O (0)* ®( x rJ), ol J = I..(I(O) VI( )).

I I .
. _ it A= A(T) :
Soit u = (0 (0)* % (o0 )? uJ) € s(0,r) et soit = la transformation
I I

o)

x—> A.x =y, ol yq= xq ou = u: xq selon que q ¢ J ou g €J., Soit f'(X) =

= Z a.X" la somme des termes de f, qui sont maximaux sur s(0,r), donc tels que
i€y

a; r = Mf(r). La transformation A transforme f£(X) en une série de Taylor
+o0 .
F(Y) =Z b.Y en Y, qui converge sur A.S(0,r) = (0,0 Xoo X 1) et £'(X)
T i -(0) @) g
1=0 I I
en somme F'(Y) = Z— bin des termes maximaux de F(Y) sur cette circonférence,et on
ieU

a pour tout 1 b.l = r). Supposons que r s autrement dit .
tout i € U, [p;l Mg(r). s Mo(r) # 0 t it £,(X;) #0

Choisissons un b € k tel que |bl = Mf(r). Alors, si b:!L = ‘bﬂbfL , on a
F'(Y) = bG(Y), od G(Y) = z b).'_ Y et‘bil = 1 pour tout i € U. Or, puisque f(X)
i€u
est = fJ(XJ) sur S(O,r), i € U implique :lq =0sigq ¢J. Donc, si x € 8(0,r) et
y = P (r).x, i €U implique bi yl = bi y}J et, pour tout q € J, on a
Iy | =‘ u—1 x | = r"1 r =1, donc lb! yi| = 1, Il en résulte que, si x€5(0,r),
q q q q q 1 '

on a \f(x)i < Mf(r) ssi G(y) < 1, ce qui a lieu ssi le reste G(y) de G(y) est O.

]

r i = L vy L owyhe IR, T, -5 aed = . cest
ievu ievu i€y 4

donc, si J # @, la valeur, pour YJ = Sr'J » du polynSme non identiquement nul

E(YJ) = Z-GUT)i Y}J (3 T([YJ] . Or, quand x parcourt S(O,r),yJ parcourt S(0,1.), donc,
i ‘
T{’J

?J parcourt , ol * =% .. {5} . Mais puisque k est algébriquement clos, donc

infini, il existe des FJ € -I;*J tels que _(::(&'J) # 0, donc Mf(r) = M lf(x)l .

ax
1x|=r

‘Cette égalité est encore vraie si J = @, car S(0,r) se réduit alors au singleton

{x = OI(O) X OOI(“’) } , et siré Conv(r)(f), on a f(x) = a, et Mf(r) =] a.o\. Il est
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4 remarquer que si -logr elReg(M\f)), f(X) a un seul terme maximal sur S(O,r), donc

£'(X) et aussi F'(Y), G(Y) et E(YJ) sont des mondmes, donc, quel que soit yJ € k*'J

on a G(§J) #0 et ona If(x)| = Mf(r) pour tout x € k' tel que | x|\=

Supposons qu'il existe un sous—ensemble (forcement propre) J' # @ de J et un

79 e 17"

systéme de valeurs Yy de YJ, tel que E(YJ) s'angule pour toutes les valeurs

€%" des autres variables. Alors E(Y ) doit &tre de la forme

0 -
Z_(Y-())G(Y),ouG(Y)Ck[Y].EneffetG(Y)—G 9,y ) est
f J J J ..J
q€Jd
a 2 2 . = -(0) = -
un polyndme de la forme précédente. Or, si ¥y = (yJ, » Vg ..J')’ ol Yy oo.q est un
élément arbitraire de k * "Y' , on a E((;é?), Yy J,))(é _= y =
G A LR S L
= 6((§(°)§ )) = 0 et, par suite 6(‘(0) Y ) est identiquement nul
bR R g 0 AR U £ 4 :

Les résultats précédentsrestent valables si 1l'on remplace k par une extension

valuée compléte et algébriquement close arbitraire K de ce corps, auquel cas la
condition r € (M (x) VU §0,+ 00})1 se remplace par r € (F(K)U{O,+ w})I.

On tire de ce qui précéde (en remarquant que seule 1l'infinité de k intervenait
dans les raisonnement) les deux conséquences suivantes :

ey (rwufo,ra’,

I. Inégalités de Cauchy. Si % est infini et si r € Conv

on a
Mf(r) = Max_ € 5(0,r) 1 £(x)]
donc, pour tout i € WI,
la. 1< Max, ¢ g(0,r) (X1
i°7 i

r

Remargue : Ce théoréme, sous la forme

Mo(r) = Sup ¢ s(o’r)lf(xﬂ

reste vrai pour tout k complet, qui n'est pas localement compact. La démonstration,
dans le cas de valuation dense, se fait par le méme raisonnement que dans le cas n =1.

Ce méme raisonnement établit que, si la valnation est dense, Mf(r) est déja le supré-
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mum de |f(x)] sur tout sous-cercle anti-circonférencié maximal C(a,r(—)h fal =r ,
de s(o,r).

(£)y,

II. S8i -Log r € Reg(M f n'a dans aucune extension valuée K de k aucun zéro

z tel que |z] = r sauf si fJ(XJ) est identiquement nulle, ou

J=lq€I;rq#0etrq#+w).

Par contre, si v = -Log r € Z(M(f)) = Conv(f) .. Reg(M(f)) et si k est complet,

algébriguement clos et tel que v € m(k) U ?0 +-w} , il existe des zéros z de f dans
(26)

k tels que |z|=Tr

Démonstration. Pour n = 1, ce théoréme résulte du lemme de Hensel pour les

séries de Taylor. Supposons le prouvé pour n - 1 et prouvons-le pour n. Posons
. < it
XU = (X eens X ), £(X) = L ax= Z,fs(x')xs = 2 f.,(xn)x'1
n e * sed Poiee .
n n-1
Supposons que, pour |x| = r, le$ termes maximaux soient les aixl, ol i parcourt un

(f))

ensemble, foreément fini, U, Si v =--Log r € Reg(M U est un singleton, et quel

que soient l'extension valuée K de k et x € K'I tel que Ix|{=1r, on a
| £(x)|= Mf(r) # 0, 4 moins que fJ(XJ) soit identiquement nulle, et il n'existe aucun

Ot (2l=1r. Sir€ Z(M(f)),

z € K tel que f(z) U est forcément de cardinal » 2.
Supposons d'abord que pour tous les i € U, in ait une méme valeur s, autrement dit
que les termes maximaux sur S(O,r) sont tous des termes de fS(X‘)Xz . Alors, si

n-1) posons U' = {i';(i',s) € U}. Si i' € U' et

i= (i’,in), ol i' = (11 seeey i
s

. s
= ' 1 = .
(x l=7r , & x_ est l'unique terme maximal de fi(xn) etlfi,(xn)l |a(i,’s)|rn

n
Par suite, les termes maximaux de g(X') = £((x',x)), ou Ix*] =r', sont

les fi,(xn)X'i' , ou i' parcourt U'. Comme i —3 i' est une bijection de U sur U',
card U'> 2, donc r' = (r1 seves rn_1) € Z(M(f)) et il existe une valeur z' de X'
dans ]x'n_1 telle que lz'} =1r' et g(z') = 0, donc z = (z',xn) est un zéro de f tel
que (z] = r. S8'il existe des i € U, pour lesquels leurs in sont différents soit

n

U = 2in;(3 i e@n,) [(i,in) € U]i. On a, sirs= (r',rn), Mf(r) = Ma,xs CN[Mfs(r‘)r:]

2 .
(26) Ce théordme a été également prouvé par Robba dans Elj], I, p. 11.
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et M, (r')r: = Mf(r) ssisé€ u, - Soit W (x') = TT fs(x'). Il résulte facilement
S

€U,
des raisonnements précédents que M‘P(r') = T7 Mf (r') et, en vertu des inégalités
se'U s
n
de Cauchy pour k algébriquement clos, il existe une valeur x'¢€ k™! de X' telle
que |x'| =7r' et que IP(x')| = Mq,(r'). Mais alors lfS(x')I s Mg (r') implique que,

pour tout s € Un , on doit avoir |fS(x')|= M. (r'), donc les termes :f‘s(x'))(:1 de

S

g(Xn)zf((x',Xn)) tels que s € Un sont les termes maximaux de cette série de Taylor
en X . Comme Card Un % 2, on.a - Log r € Z(M(g)), donc il existe un zéro z, € k' de
g(Xn) tel que Iznl =r . Mais alors z = (x',zn) est un zéro de f tel que |z | = r.

Tout est prouvé

III. Conservons les notations de la discussion qui précéde I et II, et sup-

posons gque fJ(XJ) # 0 et que Ty > 0J gr- Alors, si, pour un systéme de valeurs

1 - - -
3-(‘(]?) € x*Y , G((y'gc,)), . J')) est identiquement nul, il existe un hyperplan excep-

tionnel de f contenant la variété linéaire L définie par le systdme d'équations

("fq €J) [wq =vq_),o_ﬁvq= - Log rq.

- ion. . = -L = (-L . . <o .
Démonstration. Soit A og T; (-Log rq, q € J). Alors, si VI %V et si

W' = (A(W) (O)’(;m) (w ),W:]',), r ¢ Conv(r)(f) implique w" € Conv(f). Si aucun
I I
hyperplan exceptionnel ne passe par L d v = ((4) (0),(-m) ( ).VJ), i1 existe (27) un
I I\®.

~
w > v

J.. J ST -

fini tel que pour tout w" tel que ¥

"
.. 3 PR LECiS SRS CHRS SO TR

w" = (OI(Q), MI( w)? Vg w"}” J,) soit € Reg(M(f)) [auquel cas f(X) a, pour les
i(w")J

valeurs x € k'l telles que ()(x) = w", un seul terme maximal ai(w..)X et que les

termes de f(X) maximaux sur S(O,r) [c'est—a—dire quand W(x) = v] restent strictement

N =

. ele - 0
supérieurs & ses autres termes quand W(x) = w". La condition G(yJ,), Y

J...

(0)y = = =

N ) Gq(YJ), ol Gq(IJ) € k[’!J] et
. (0)

pas tous les G_ sont identiquement nuls. Choisissons, pour chaque q € J', un yq €k

)l = 1 et que ;rc(lo)

gl =0

implique, comme on a vu, que G(YJ) =Zq€J' (Yq -y
tel que | (0 soit son reste et un polyndme G (Y.) =1c ‘.Yiek[Y ]
N yq q J Qyi’Jd J
tels que tous les lc_ .| soient § 1, que G (Y.) soit leipolynSme reste de G (Y ) et
Q4,1 QaJ Q' J
qu un terme de G (Y_) soit nul si le terme de méme degré de '('}'q(YJ) l'est, Alors,

G’YYJ)=Z

_ (o) ~ s
4 €ed (Yq g ) G‘ (YJ) est un polynSme € k[YJ] a
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coefficients entiers, dont le polyndme reste est (_}(YJ), ce qui montre que les termes
*
de G(YJ) - G(YJ) sont tous de valuation € 1 sur S(OJ,TJ). Mais alors, si

bG*(Y y=F ¥ (Y )= F'""(un1 X.) = f'x(X ) = f'*(X), on voit que tous les termes de
J J J 7

J J
F'*’(YJ) - F'(YJ) ont la valuation < Mf(r) sur la méme circonférence, donc aussi ceux
de f'}(XJ) - f'(XJ) sur S(OJ’rJ) et ceux de f'*(X) - £'(X) sur S(0,r). Mais la valua-

tion de ceuxde fX) - f(X) est aussi <Mf(r) sur la méme circonférence et, par suite

. . . . ¥
aussi la valuation de ceux de f')r(X) - f(X). Par suite, si G (YJ) = Z_c. y:

3 J,les

termes maximaux de f(x) quand |x| = r (autrement dit, W(x) = v) sont les

bt:iu‘;ﬁl)(1 provenant des termes de G*(YJ) tels que lcil = 1, et, en choisissant
~"
Y.,

le polyndme ¥ (x) pour W (x) = w".

It convenable, on peut &tre certain que ces termes restent aussi maximaux dans

Considérons #" = ((+ ™) (0)* (-o) (w)> Vgus Wy . g) tel que
I I : -WH 3
" - .
EEER TR L2 Vg g etrE (OI(O)’ (+°°)I(w),rJ,,e ) correspondant.
7y (R
2.(7)

. N N—
Gonsidérons la transformation A = 1

X ¥ tell ¥ X, ou
H — e e ue = ou
me 2 T A

A
u

. (0) |, ()

A )
= uq (done Yq = Yq) siq €1 U J' (ceci est obligatoire pour

(0) , ()

q ¢1 I et permis pour q € J' , car on a alors rCl = rq) et, bien entendu,

A, . ¥, -
iuql =T sia €J.. 7', Alors, les termes maximaux de £*'(X) = »G (u

1
- XJ) pour

les valeurs x de X telles que W(x) = w" sont les mémes que ceux de f(X), donc, par
hypothése, il n'y a qu'un seul tel terme, et ce terme ne peut pas dépendre du choix
d'un tel x. Il en résulte, en particulier, que f*'(X) ne peut s'annuler pour aucun

x € k! tel que @(x) = f". Mais si 1'on prend un x tel que Xy = uqyéo)
I 6 w =1 = _ - -1 .
q€J',ona f'(x)= G (uJ xJ) quG J,(yq Uy xq) Gq(uJ xJ) = 0, ce qui

pour tout

est absurde et prouve l'affirmation.
Des propriétés de la fonction VM(V") et de ce qu'on vient de prouver résultent
. ' ~
les propriétés suivantes de la fonction M.f(w") (en supposant k algébriquement clos):
N
1°) Mf(w") est définie sur Conv(f) & (W")° et, si £ # O, ne peut &tre nul que si
w" w"‘
N . . . . . .
2°) Mf:'COnv(f) —>R est continue si 1'on munit Conv(f) de topologie induite

par celle de (W")° et R de sa topologie habituelle.
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3°) Conv(f) est convexe admet un recouvrement par des poly&dres convexes [éi
l'on donne & ce mot un sens convenablé dans (W")°] aux intérieurs mutuellement
disjoints, qui sont des domaines de monomialité maximaux de Mf(v") dans Conv(f).
La réunion des frontidres de ces polyddres [en donnant un sens convenable 3 ce mot
dans (W")O], qui est Z(M(f)) précédemment défini qu'on va appeler le domaine excep-—
tionnel propre de f, est contenue dans la réunion d'un ensemble au plus dénombrable

d'hyperplans de (W")®, dits hyperplans proprement exceptionnels de f. On appelle

variété exceptionnelle impropre de f toute variété linéaire (+ W) (

9 o "
\ (0 & (07 (e ¥
N ™0 o .
ou I(O), I( ),J sont d{sjoints et I(O'L) I(w )UJ = I, telle que
£f(x) = ¢ (X ) et £ (X_.) = 0 et que cette variété n'est pas
I(O>UJ I(O)UJ 7
(f) P gl E) spi g s pos .
C Z(M'""). La réunion de Z(M'~’) avec toutes ces variétés linlaires sera dite le

~
domaine exceptionnel large de f. Si f(0) # O, on a Z(M(f)) = Z(M(f)) et il existe,

(a)

pour tout q € I et pour tout a €DC(f), une constante ¢’ '€ R (qui ne dépend que de

w(a) iqi) telle que zw" € Z(M(f)); w'" 2 ((d(a)I "{qt’ céa)ﬁ soit contenu dans

I..

une réunion des hyperplans éxceptionnels qui sont tous paralléles & W& . Si f est

un polyndme, 1l'ensemble des hyperplans oroprement exceptionnels de f est fini, et

~ \
Z(M(f)) et Z(M(f}) sont contenus dans les réunions d'un nombre fini d'hyperplans de
(wn)o.
4°) Rgg(M(f)) = Conv(f) .. Z(M<f)), dit le domaine de régularité stricte de f
(Reg(M(f)) sera dit le domaine de régularité de f tout court) se caractérise comme

1l'ensemble des w" € Conv(f) telsque pour toute valeur x de X dans quelque sur-exten-

sion valuée K de k telle que W(x) = w", f(x) a un et un seul terme maximal non-nul,

~

ce qui entraine |f(x)! = Mf(w") # 0.
5°) si w" € %(M(f)), et si KO k est une extension valuée algébriquement close
. n I . . 2 n
de k telle que w" € (m(K) © f-w,+-mp , i1 existe un zéro z € K de T tel que
w(z) = w".

(£),

A
Ainsi, si Z(f) est l'ensemble des zéros z € DC(f) de f(X), Z(M est 1l'image

de Z(f) par l'application Ty b ox = w(x) = p(0,x).
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6°) 8i w" € Conv(f), on a Mf(w") = Max - |£(x)| . 8i x € DC(f) est tel

w(x

qu'il n'existe aucun zéro z de f tel que |z | = d(0,z) <\x\(_) [un tel z8ro est dit

proche de x par rapport 3 a ; d'une manidre générale, un y € kI est dit proche d'un

~

x € k! par rapport i un a € k' si a(x,y) < d(a,x)(_)], on a If(x)| = ﬁf(cJ(x)).

(0) (o), iy "

7°) Si sur un ouvert d'un Conv(f;I'~’,I on a Mf(w") =er;’, olr=e |,

1

JJ (il en résulte, en

~
et J =1 ..(I(o) U I(m b on a partout sur Conv(f), M.(w") 7 cr

f

~
particulier, que Mf(w") est une fonction décroissante (au sens large) de w").

8°) si w" € Conv(f) N Conv(g), on a w" € Conv(f+g), w" € Conv(fg)

ﬁ (w") § Max [ﬁ (w") i (w")l et M (w") = M_(w") M _(w"). En particulier, si
f+g N f > Vg fg £ < . P s
en plus, w" € W', \f\wu = Mf(w") est une valuation de l'anneau T(w'") des séries de

Taylor f en X telles que w" € Conv(f).

I1 faut ajouter & ces propriétés, encore une qui n'a qu'un analogue partiel
dans le cas n = 1, Soient a € DE(f) N kI, w' € (W")°,

Do \ n ~Y(a) = " " .
w" = Min (& (a),w l » Mg (w") =M (w"). Supposons que w" € Conv(f). Alors:

f(a+X)

A~ ~
9°) On a Mga)(w") € M_(W"). siw" ¢ w(a) [auquel cas on a W' = w'),ona

(a) ny ny - " s (3) " " . .
= = . N
Mf (w ) M (W ) M (W ) Si Mf (W ) < Mf(w ) il existe un hyperplan proprement

exceptionnel H de f, qui passe par W (a).

= lax (|a],r)
A

] _on A ~ 4 "
Démonstration : Posons r = e © , r=e Yi) On a M§a)(w") = Mga)(r) et Mf(w") = Mf(r)
Siw" < (u(a)(_), donc r > |\ a\(+), on a S(O,;) = 8(0,r) = S(a,r). Or,.on a

(a) _ | - 1AY pé
M (r) = Max . S(a,r) I£(x)l et Mf(r) = Max_ 5(0,r) 1f(x)) , d'ol résulte
’

Méa)(r) = Mf(r) = Mf(r). 5i w" & W(a), w" est la limite d'éléments de W", qui sont

-) ~(a)

< u’(a)( , donc, & cause de continuité de Mf (w"), on a encore la méme égalité

pour un tel w".
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S(0,7) A S(a,r) n'est pas vide. En effet, si rq # le.ql et si xq € S(aq,rq), on

a d(O,xq) = Max(iaql,rq) =r . Etsi re " 1 aq\, C(O.rq) contient une infinité de

q
‘cercles de rayon r; , et il existe des xq € c(0,rq) tels que C(xq,ra) # C(O,r;.) et

# C(a,r;),‘

. I3 . . . . n
ce qui implique d(O,xq) = d(a .xq) = rq. Ainsi, si x = (x1 seves xn)e k' est tel

q
ue our tout X S(a_,r et, en plus, r = |a x| =r on a
que, p 1 %, € 8(agr ) et, en plus, T, | q|=9l ql 0

x € 5(0,%) N s(a,r).

Supposons que x € S(0,%) N S(a,r). Alors C(x,r(_))Q C(x,?(_)). Comme la valua-

. L) '
tion de k est dense, on a Mf(r) = sup, o C(x;?(“)) [f(y) | et

M(a)(r) = sup

s yI£(y)| , on a bien M

(a) ~
Y GG(x,r(‘ fa (r) ¢ Mf(r).

Considérons un cercle C = C(x,?(—)) [ S(O,?))on a

n N B
c N S(a,r) = 4?1 [C(xq,r;) n S(aq,rq)_]. si rq 4 rq (-Iaq|), on a

” A A
s ’ i S ~). i = Z s
C(xq rq) n S(aq rq) # @ ssi ag € (xq,rq) Et si g rq( Iaq’)

” c . ho
C(an!‘q) n S(aq,rq) # @ ssi 8y ¢ S(xq,rq).

(%)

En notant, comme d'habitude, I(O) et I les ensembles des q € I tels que

© L.
;\q = 0 resp. ;‘q =4+ ,etJ =1 ..(I(O)u I( )) et en désignant par J' 1l'ensemble

des q € J tels que rq < ;q’ considérons la transformation A : X — Y, ol

-1 ’ A
Y = X =1 d J et € k tel quelu |=r quand q € J. Alo
q = Uy X, avec ug quand q EJ e uy q q a q q Alors,
si x€ S(O,Ar) et si y =A.x, ona A.C(x, = C(y,0 x (+0) X 1(_))
-(0) (@) g

) -

J <o - = .
, ok =k .. ‘(Ol En vertu de ce qui

) N S(a,r) # ¢ ssi S'q = (}A.a)_ = u: a, pour tout q € J' et

- N = (=) *
= A =

A=
précéde, on a C(x,r( ) a

q

1

- -1
Yy #uqa pour tout q € J.. J'.

Soit, comme précédemment, b un élément de k tel que [bl= Mf(;') et, £'(X) =

= f‘"I(XJ) étant la somme des termes de f(X) maximaux sur S(0,r), soit E(YJ) le

y=b T E(y) ="

polyndme reste de G(Y I

f'(uJYJ). Alors, il est clair que le

J J
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—_T - N -
reste b f(x) de b f(x)? ol |x|{ = ?, est égal 3 G(yJ), ol y =X.x. Supposons

a A ~oA
( )(r) est ¢ M (r) = Mf(w"). Alors, on a J' # @, car autrement on

Yon =
.7) Mf £

. " o ) "
aurait r = r » |a|. Alors, si x € S(0,r) N S(a,r), on a

A

e ()l = [ £(x) 1§ M(Fa)(r) < H(T) , et, siy= 2 .x,aG(YJ))|=(b’1f'(x)\s

< bn]( Max(| £(x)|,|f(x) - £'(x)[) < 1, d'ol résulte 6X§T) = G(yJ) = 0. Or, quand

A — - -
x parcourt S(O,r) N S(a,r), s parcourt .1l'ensemble des vecteurs (yq;q € J)E X *J

- B -1 . - -1 . L.
tels = (2. = s e J' et ', 51
que yo ( a)q u e, sia et ¥, # uy 8y sia ¢ J', Ainsi, si

- _ =¥ =1 . . ~J.. J! .
A=x%k .. }uq 2,5 4 € J.. J'), cet ensemble contient é(l.a)J% X AJ J . Par suite,
E(A.a)J,, YJ J,) s'annule pour toutes les valeurs ié des Yq’ q €J.. J', prises
dans A. Comme A est infini, le polyndme a(l.a)J‘, s o) de Yy g doit étre

identiquement nul.

. A
81 J ..J' = p, cela signifie, en vertu de la propriété 6°) de Mf(w"), que

A=)y 2 (=) . P
C(aJ,rj ) = C(aJ, a; ) contient des zéros z

&(aJ) € Z(M(fJ)), ce qui implique que uJ(aJ) appartient & quelque hyperplan pro-

. 'y 1
; de f; , donc, puisque Lv(aJ)e W,

prement exceptionnel de f_(X_). Si J.. J' # ¢, en vertu de III, il existe un hyper-

JJ
plan proprement exceptionnel HJ de fJ , qui contient la variété linéaire
= " nO.|_|=-‘ : > N
L ZW € (WJ) 5V w(a)J,i . Or &)(a)J appartient 3 L, donc aussi & HJ .

Ainsi, dans tous les cas, il existe un hyperplan proprement exceptionnel Hy de fJ

passant par 0)(a)J. Mais alors, (+M)Iw) X H7 est un hyperplan proprement exceptionnel

de fJUIéXJUQ)passant par (+w)1(0); w(a)J) = (w(a))J. Comme Q":(Q;(O)UJ‘(_M»I(W)) est
€ Conv(f), on a identiquement f(X) = £ (0) (x (0) ) et Z(M(f)) =
(¢ y 1'%y 3 110

o)y
I J "
(o) * Hy X (WI(oo
(=) )= w(a)
100 5 1(®)

= 7(M ) x o (W ( w))° , d'ol résulte que (+ ®) ))° est
I

I
un hyperplan proprement exceptionnel de f passant par (W (a)

c.q.f.d.

si f(X) = Z: aixl est une série de Laurent en X = (X
. I
i€WN

représente comme la somme z:; T f(e 3 3 )(X
eef+1,-1 1752 fy

1 reees Xn), elle se

(€36 0000 )
1T %y ge 2" séries
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X ),oaf,(xc)= Z aixl
pen’, gie®

(x.

de Taylor f
£

Bien entendu, certaines f&’ peuvent &tre nulles. Le domaine de convergence DC(f)

de f est encore O-saturé et est 1l'intersection 12 DC(f (Xe)) =fg DC(f8 )6 des

13

DC(fa (X6 )) des f (Xé') [considérées comme fonctions de X} , et son image Gonv(f)

3

par T( _ est 2} EConv(f . ). 8i w" € €onv(f), on peut encore définir

o]

13
~ ~ .

2 iy o s 1) : 2 . " i 2
Mf(w ) = Min, [w(ai)+ iw" ] qui est égal au M1n£ Mfa (&w") [et, de mEme

. ~
M (r) = Max, | a.'rl est = Max_ M. (r 6). conv(f) et M_(w") ont, pour les séries
f 1 1 £ fE b
de Laurent, les propriétés analogues & celles qu'elles ont quand f est une série de

Taylor, mais je n'y insiste pas, car ces séries ne seront pas employées dans le
présent exposé quand n > 1.

Par contre, on se servira (dans un cas particulier) de fonctions méromorphes .
Une fonction f(X) définie sur une partie A% d'un ensemble A [ k'l sera dite méro-

morphe sur A s'il existe deux série de Taylor g(X), h(X), qui convergent sur A et sont

- *
telles que {x € A ; h(x) # OE = A* et £ = gh ! sur A (une notion plus générale de

fonction méromorphe de X peut &tre définie en remplagant les séries de Taylor par

les séries de Laurent). On considére comme identiques deux fonctions méromorphes

-1 -1 . -1
f i gh et ' =g'h' si formellement gh' = g'h et (g,h) telle que f = gh sera

dite une représentation de f.

On pose Convh(f) = Conv(g) O conv(h), et on définit d'une manidre analogue

(r)

h f), DC(f). Bien entendu, la fonction f sera étendu & l'aide

Conv, '(f), Conv,

de f = ghn1 a Convh(f) tout entier, méme si initialement elle a été définie sur un

support plus petit. On posera Conv(f) = {J Conv (f), ou ghn1 parcourt toutes les
h

représentations possibles de f. Les gh—1, définies sur les DC(f) correspondants,

h

forment une famille cohérente de fonctions, et on considérera leur superposition

comme extension naturelle maximale de f avant tout véritable prolongement analytique.

Bien entendu, on pose Conv(r)(f) =0 Convﬁr)(f), Conv(d)(f) = L)Convﬁd)

h h

(f) et

pc(f) =U DCh(f).
h
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On pose, sur Convh(f), Y o(v") = ‘Pg(w") - ‘f’h(w“), lq (w") = M (w") u (w")—1

£,h f,h g h
(r) = -1 . " " - A g "
et, sur Conv, (f), Mf'h(r) = Mg(r) Mh(r) . Siw"E W (our ed(W )L‘€f’g(w ) est
. ”~
finie et Mf hGN") et M, h(r) sont finis et # 0. Ces fonctions, dépendant du para-
b ’

~
métre h, forment des familles cohérentes, dont les superpositions ‘Pf(w"), Mf(w").

Mf(r) seront appelés 1l'ordre normal pour W(x) = w", et la valuation normale pour

), peglP)(2)

Wx) = w" resp.|x|=r de £, Si f = gh‘I, %L(f) = E(M(h)), Ph(f) = 7(M

Reg(M(f)) et Reg(p)(f) = Reg(M(h)) les h-domaines de resp. polarité, polarité propre,
régularité, régularité stricte de f. On appelera domaine de polarité, resp. de

régularité polaire stricte de f lés ensembles

~ ~ . A A
P(f) = N [Ph(f) U (Conv(f) .. Convh(f))] et Reg(p)(f) = Reggp)(f) et on
h h
définit d'une manidre analogue P(f) et Reg(f). Un p € k'l est dit un h-pdle de f
si h(p) = 0, et il est dit un pdle absolu de f, s'il est un h-pSle pour tout h

qui est le dénominateur d'une représentation de f.

"
L'intersection non-vide d'un poly&dre de 1'inéarité de ‘fg<w ) et d'un polyédre

"
de linéarité de Y;w ) est certainement un domaine de lin€arité de ?f(w") (et de
A
monomialité de Mf(w")), mais les domaines connexes maximaux de linéarité de Vf(w")
peuvent &tre des réunions d'une famille de telles intersections.

¢

Si f(X) est une fraction rationnelle, elle en est aussi une de X°, ou

(m)(x)

E= (81,82,...,5‘1)'6 i—1,+1§ T osixexTletsit ={q € NE m{,on a

(%) (w)(

I (x£ ) =@ si 6q =+ 1 ou -1 selon que q £ I(m )(x) ouq €l x). Si

£(X) ='f£ (XE ), on définira, dans ce cas particulier comme Conv(f) la réunion des
& Conv(fe ) au sens précédent, qui est, visiblement, (W")° et un p € W"° sera

£

en est un de f

considéré comme pdle absolu de f ssi, pour tout E ,p 3

. A
On peut déduire des propriétés 1°) - 9°) de Mf(w") pour les séries de Taylor
. -~
f, & peu prds comme dans le cas n = 1, les propriétés modifiées de Mf(w") valsbles
quand f est une fonction méromorphe. Je me borne & indiquer ici les modifications

v
mentionnéesdes énoncés, analogues & celles du cas n = 1, Dans 1°), Mf(w") est

défini en tout w" € Conv(f) tel qu'il existe une représentation gh_1 de f telle que



Prolongement analytique 233

ﬁh(w") # 0. 2°) sﬁbsiste tel quel. Dansv3°), les poly8dres mentionnés sont seulement
les domaines de monomialité de ﬁf(w"), mais pas forcément maximaux ni méme connexes
maximaux, le reste de 3°) se modifiant d'une manidre évidente, 7°) n'est vrai que

si 1'on se limite au domaine de monomialité maximal d'un h et ng") n'est pas, en
général, décroissante. Les indgalités de Cauchy ﬁ}(w") =w?:§~J£(x)l subsiste si

~ —-—
w" & P(f), et on a_lf(x)[ $ Mf(GJ(x)) s'il existe une représentation gh ! de f telle

qu'{l n'existe aucun h-pdle proche de x. 8°) subsiste tel que, ce qui montre que
Mf(w") est un ordre valuatif du corps des fonctions méromorphes sur C(O,g—w")
@vec une définition plus générale des fonctions méromorphes, aussi du corps plus
grand des fonctions méromorphes sur S(O,r)]. Quant & 9°), r > |a| implique encore
Mga)(r) = Mf(r) et Mga)(r) # Mf(Max la| »r)) implique que w(a) se trouve, pour
toute représentation gh_1 sur quelque hyperplan exceptionnel (pour 0) de g ou de h,

car cela implique ou bien Mé&)(r) < Mg(Max(la\,r)), ou bien Mﬁa)(r) < Mh(Max(]a{,r))

§ 4. Ensembles gquasi-connexes. Elements ‘analytiques. Théoréme d'unicité,

Supposons toujours que k est complet et algébriquement clos, soit E & k'I un

ouvert non-vide et soit a € E N kI. L'ensemble E sera dit ultra-ouverten a si

)
1

1°) Pour tout b.€E, le complément C(a,d(a,b)).. E de E dans C(a,d(a,b)) est
contenu dans la réunion d'un ensemble fini d'hyperplans a—proximaux rationnels de

k'I de hauteur € m(k) [= Log F(k)] , dits hyperplans a-proximaux exceptionnels

de E. (Les images de ces hyperplanga —proximaux par T, X — p(a,x) seront dits

les hyperplans exceptionnels de E pour a).

2°) 8i DEEN kI, il existe, pour tout q € I, une constante éq(b_) > 0 telle
que .1'ensemble {x ¢E ; x€ C(a,d(a,b)), dla,x) 6q(b)f soit contenu dans la

réunion desseuls hyperplans a-proximaux exceptionnels de E qui sont paralldles & la

coordonnée Xq = (k'I)q de k'T,
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E est dit K-quasi-connexe &€lémentaire (abréviation : che)(zs) s'il est ultra-

ouvert en tout a € E N kI. I1 est évident que si a €E N kI, la section d'un tel E

par 1'hyperplan Xq = aa {qui passe par a) est un ensemble Kqce par rapport aux

variables X_ (
L e ;lqi

%
ailleurs la démonstration (assez compliquée).

= (Xj;j#Q). On peut prouver le lemme suivant, dont je donnerai

Lemme : La réunion La(E) = \U c(a,a(a,b)) des cercles de centre a £ E N k' , dont
bEE
la circonférence (de gcentre a) n'est pas disjointe avec E, est un pseudo-cercle de

centre a (c'est, visiblement, le plus petit pseudo-cercle de centre a contenant E),

qui sera appelé 1'enveloppe pseudo-circulaire de E de centre a.

On posera Na(E) = do'La(E)' Donc Na(E) est un segment terminalement tronqué de

W" d'origine 0. La fermeture Na(E) de Na(E) est donc un segment. £Osr]( yo €t

W
C(a,r) est le plus petit cercle circonférencié contenant E, donc il ne dépend pas

de a € E et sera noté CC(E). Si C(E) est le plus petit cercle contenant E, on a

La(E) € C(E) € CC(E). En ce qui concerne La(E) (et Na(E))’ cet ensemble peut dépendre

de a € E. Les cercles C(E) et CC(E) seront dits enveloppes circulaire,resp. circu—

laire circonférenciée de E.

L'intersection non-vide de deux (et d'un nombre fini) Kqce en est encore un.
Mais la réunion d'une famille enchainée de tels ensembles n'en est plus, en général,
un, contrairement & ce qui a lieu guand n = 1., Voici un exemple pour n = 2. Soient

< r! et

r = (r1,r2) et r' = (r! ré) deux &léments de B° tels que 0 < r, !

1'
0 ¢ ré ¢ r2.A = C(0,r) et B =C(0 ,r') sont &videmment des Kqce, dont les images par

d, sont respectivement [O,r](w")o et [O’r'](w"f’ donc da.(A U B) =

=[O,r](w,,)° U [o,r'](w,,)o . Visiblement, on a L(A (JB)) = A UB, donc

N = dO.LO(A U B) = da(A U B). Or, (r;,o) €N et (O,rz) € N, donc si N est un

(28) Afin de distinguer de tels ensembles de ceux que Robba appelle, dans 18], II
p. 210, quasi~connexes &lémentaires et qu'on va appeler R-quasi-connexes &lémentaires

(abréviation : Rqce. )
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segment terminalement tronqué, on doit avoir N = [0 1.r )] wme - Or, si
;' r1,r ) est tel que r, Z r1 4 r1 et ré < r2 < r2 » ¥ est un point intérieur de

ctel que ? AuB
[O ,r )] (Wm)e et 11 existe un voisinage de r disjoint avec N, ce qui montre

que N # \—_0,(r1 ,r2 ] (w")°e? contrairement au lemme. .

Toutefois, la réunion d'une famille filtrante, et, en particulier, d'une
famille totalement ordonnée par inclusion,de r Kqce est encore un Kqce, ce qui
montre que les Kqce de k'I forment une famille inducti;rje.

On appelle ensembles K-quasi-connexes (abréviation : Kqc) les réunions des

(29)

familles enchainées des Kqce . Par construction, la réunion d'une famille en-

chainée de Kqc en est encore un. Les Kqc ont les propriétés formelles des ensembles
connexes, Ainsi si A est un ouvert, et si a € A, il existe le plus grand Kgc

cha(A) € A augquel appartient a, dit composante quasi-connexe de a dans A, et les

cha(A), ou a parcourt A, forment une partition de A. Si A et B sont ouverts, toute
composante quasi-connexe de A N\ B est dite une valencedes A et B, Mais si. A,B sont
des Kqec, A N B peut ne pas l'étre, comme le montre l'exemple qui suit :

En conservant les conditions précédentespour r = (r1,r2) et rV.= (r_’l,r,‘z) choisissons
a € S(0,r) et a' € 5(0,r'). Posons A = C(O,r) U C(O,r') et B = C(a',r) U C(a,r")
onaa+a'€ Cla',r) et €C(a,r'), donc Cla,r')N C(a',r) # @ et comme les cercles
sont des Kqce, A et B sont des Kqc. Mais AN B = (C(0,r) N C(a',r)) U(C(0,r)~Cla,r"'))V
Uc(o,r) N cla,r')) iJ (c(0,r') N c(&yr )) . Puisque

- 2|=r2>réet |a.‘|11= |a;|=r;>rv,ona

c(0,r) N C(a',r) = C(O,r') N C(a,r') = ¢. D'autre part, puisque

a € C(O,r) et a' € C(0,r'), on a C(O,r) N Cla,r') =C(a,r) N Cla,r") C(a,(r1,ré))

et c(0,r') N C(a',r) = Cla',r') N Cla',r) = C(a',(r“ré)). Mais )a.1j =r,< r; = Ia;t
695 Robba appelle ensembles quasi-connexes les réunions des familles enchainées

de Rqce. On appellera ces ensembles (qui sont & peine plus généraux que les Kqe)

les ensembles R-quasi-connexes, et on les notera Rgc. Voir 1:18], II p. 210.
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1) = pt a. 1 ' : :
done d(a1,a1) ry>r, et, de méme, d(az,ag) =r,>r), ce qui montre, si

b € c(a;r1,ré), que dp (AN B) =¢ [C(a,(r1,ré)) U c(a',(r1,ré))] =

g . . .
= [O,(r1,ré)] (W")° v {(r;,rz)} Donc,?>A N B est Kqe, il doit existerun Kqce U tel

que U AN C(a,(rl:ré)) FPetUN C(a',(r1,r2)) # ¢. Donc, si bEUN C(a.(r1,ré)3,

1 1 e }
onad .U g[O.(r1.r2)](w.,)° V] %(r1,r2)j et (r1.r2) € dy . U, sans que
db . U= %(r;,rz)} , ce qui est absurde. Prouvons encore une propriété (négative)

des Kqc : Il est possible de trouver des recouvrements enchainds d'un Kqe quelconque

E (méme élémentaire, méme un cercle)par deux familles enchainées F et F' (dont les

ensembles peuvent &tre aussi ses intersections avec des cercles)tels que Int(F,F')

ne soit pas enchainée.

Démonstration : Conservant les notations précédentes, posons E = c(o.(r;,ré))
F = {(0,r)f U {clxr); x € clo,r)] , P = {c(o,r')} 0 jcly,r)s vy eclo,rt) .
Il est clair que F et F' sont des recouvrements enchainés de E. Int(F,F') est la
famillle des ensembles non videsde lc(o,r) n C(O,r')} v
Ufctern) Ne(o,rt) 5 x €c0m)f o § 0(0,2).Cly,r) 5y €c0,r)] U
Vet M clyar) 5 (xy) € c(0,2) x C(0,21)] = fo(0,(x ury)), €(0,r),C(0,x" U
Uic(z,(rl,ré)) , 2 € El car, pour tout z € E, C(z,r') N C(0,r) # § et C(z,r)N

nc(o,r') # 9. Or, si r, < lz 1 < r'et r! < |z2|$ r

, C e
1 ) s C(Z,(r1,r2)) est disjoint

1 2

avec C(O,r) et C(O,r'), et ill'est toujours avec tout autre C(z',(r1,ré)). Done la
famille Int(F,F') n'est pas enchainée.

E ¢ k'Iétant un Kqe, une fonction f : E ~—p k est dite un élément analytique

£

de k de support E s'il existe une suite £y f2 secen £

... OU £ €k (x) n'e
aucun pdle dans E, qui converge uniformément vers f sur E. f est dit K-élémentaire

si son support E est un Kqce.

Théoréme : Tout Kqc E est analytique (autrement dit, si un élément analytique f de

support E est nul sur un ouvert de E, il y est nul partout.)
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Démonstration‘: Ce théoréme est d8jd prouvé pour n = 1, et on va le prouver par
récurrence sur n. On le suppoéera donc prouvé pour n - 1. D'autre part, on peut
visiblement supposer E élémentaire. Supposons donc que a,b € E sont tels qu'un
élément analytique £ : E —> k soit nul dans un voisinage de a. Remarquons que si
x€EN k! et si J C I, la section de E par la variété ( Vj.C J) [Xj = le est un
Kqce par rapport éux variables non-fixées et f y est un élément analytique de ces
variables. Si a et b ont au moins une ordonnée égale aq = bq, il suffit, pour prouver
le théoréme, de considérer f sur la section de E par Xq =g = bq. Egalement, si f

Q

ne dépend pas de quelque variable Xq , 11 suffit encore de considérer f sur la section

q

On peut donc supposer que, pour tout q € I, on a aq # bq. Considérons un indice

de E par quelque X = X 0 ou x € E.

q et posons I' =1 .. {ql »a' =a;,, b =b,. Lesy€ C(a,d(a,b)).. E =
= C(b,d(a,b)).. E sont contenus dans la réunion d'un ensemble fini d'hyperplans
a-proximaux et aussi dans la réunion d'un ensemble fini d'hyperplans b-proximaux.

Soit x ¢ E et soient Eq(x) la section de E par l'hyperplan X = Xy et Eé(x) sa

Q
1

projection sur k'I . Alors, en vertu de la condition 2°) de quasi-connexité, il

existe un & » O tel que les points de C(a,d(a,b)).. E tels que d(aq,xq)s €, resp.

d(bq,xq) & ¢, soient contenus dans une réunion d'hyperplans a-proximaux,resp. b—pfo-

ximaux,tous paralléles a Xq. Soient P;, Pﬁ les projections des réunions de ces hy-

'

perplans sur k’I . Alors, pour tout x tel que d(a ,xq) < & resp. d(bq,xq) $E€, E'(x)

q q

est contenu dans C(a',b').. P!,resp. C(a',b").. Pé , et ces deux ensembles sont

ouverts, et non vides. Leur intersection C(a',b').. [P; v Pﬂ] 1l'est encore. Il existe

1
done un cercle C(u',r') tel que a' € C{u,r) et b' ¢ C(u',r'), od u' € k'l et

r' € (W;,)°, r' > 0_,,tel que C(u',r') ¢ C(a',b") .. [P; 0 Pé] ce qui implique

I
C(aq, £)xC(u',r') CE et C(bq »€&€) xclu',r') ¢ E.

Soit V € E un voisinage de a tel que f(x) = O pour tout x € V. Si 1'on prend &

q

avec V, donc le coupe selon un ouvert V(xq) de cet hyperplan contenu dans la section

assez petit pour tout xq tel que d(aq,xq)s € , 1'hyperplan X = xq n'est pas disjoint

1
de E par cet hyperplan de k'I . Cette section est un Kqce par rapport aux n-1 coor-
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données non-fixées X_, donc un ensemble analytique et f(((X

I I:..{q}’xq) est, sur

cette section, un élément analytique de ces coordonnées, qui s'annule sur un ouvert.
Donc f((XI,,xq) est identiquement nul, et par suite f(x) = O en tout x € E tel que
d(aq,xq) ¢ § . Done, si U' = C(u',r'), on a f(x) =0 si x € U' x C(&q, £) CE. La

section Ex' de E par la droite XI' = x' de k'I est quand il n'est pas vide un en-
semble Kqce, donc un ensemble analytique par rapport 3 la seule coordonnée non-fixée
Xq' Donc, si x' € U', f((x',Xq)) y est un élément analytique, qui est nul si la
valeur xq de Xq est € C(&q, €). Cet ensemble analytique est donc nul identiquement
et, en particulier, puisque U' %bq} C E, on a £((x', Bq)) = 0, pour tout x' € U'.
Mais la section Eq( b) de E par Xq = Qq est un Kgce par rapport aux n - 1 coordonnées
X;, donc un ensemble analytique, et f£((X', bq)) est un élément analytique par rap-
port a ces coordonnées, qui s'annule sur l'ouvert U' x {bqg de Eq( b). Donc f(X) est
identiquement nul sur Eq(»b) et, en particulier, f( t) = 0. Si beCE .. kI , comme E
est ouvert, b est dans 1'adhérence de E () kI , et £f( b) = 0 résulte de la conti-

nuité de f.

Théoréme d'unicité. Soient f,f' deux éléments analytiques (de dimension n), dont

les supports, supposés non-disjoints, E re p.. E' sont des Kqce. §i f=f' sur un

ouvert de E/\ E', on a f = f' partout sur E NE',

Démonstration : f - f' est un &lément analytique sur E N E', qui est un Kqce, donc
analytique. Par hypothése, f -= f' = O sur un ouvert de E N E', donc partout sur

ENE' . c.q.f.d.

Définition : Si f = f' sur EN E', on dira que chacun de ces &éléments analytiques

prolonge l'autre ou en est un prolongement agg;xtigge.

Remarque : Si f et f' sont deux éléments analytiques de supports non-disjoints E,E!
qui sont des Kqc, et si f = f' sur un ouvert Ude ENE', ona f = f' sur toute la
valence V(U) des E,E' contenant U, car f - f' est un élément analytique sur le Kqc

V(U), qui est nul sur un ouvert, Si f =f' sur une valence V. des E,E', on dira que



Prolongement analytique 239

chacun des f,f' prolonge l'autre (ou en est un prolongement analytique) & travers la

valence V.

§ 5. Fonctions analytiques et leurs propriétés.

Une fois &tabli le théoréme d'unicité pour les éléments analytiques K-&lémen-
taires, on peut les employer pour le prolongement analytique et la construction des
"surfaces de Riemann" de la méme manidre que les développementsde Taylor sur les
polycercles sont employés dans la théorie des fonctions analytiques de plusieurs
variables complexes quand on applique la méthode de Weierstrass. On pourrait, éga-
lement, employer, pour le prolongement analytique, les éléments analytiques quel-
conqués, mais alors, pour deux &éléments analytiques f,f' de supports Kqc E,E', qui
se prolongent, il faut préciser & travers quelle valence des E,E' se fait le pro-

longement.

D'une maniére précise, si A est un ensemble quelconque € k'n, une fonction
g ¢ A—>k est dite une fonction analytique uniforme sur A s'il existe un ensemble

F d'éléments analytiques K-élémentaires f, dont les supports E_. forment une famille

f

enchainée telle que v Ef D A, et qui soit une famille cohdrente de fonctions
telle que g soit la ::;friction a4 A de sa superposition. On dira qu'un ensemble
d'éléments analytiques K-élémentaires de dimension n est une famille analytique Kgc
si pour deux éléments analytiques quelconquesf,f' € F on peut trouver une chaine
f=f , f1 seses fs = f' d'éléments analytiques fi € F tels que deux éléments con-
sécutifs fi_1,f’i (i=1,2404.48) aientbdes supports non4disjéihts et se prolongent,
On appelera une fonction analytique Kqc toute famille analytique Kqc maximale, Il
est évident que deux familles analytiques magimales ou bien coiIncident, ou bien
sont disjointes, auquel cas elles seront considérées.comme fonctions analytiques
Kqc différentes. Ainsi, si F et F' sont deux fqnctions analytiques différentes et si
fE€F et f'€ F' sont deux éléments analytiques K-élémentaires dont les supports E

et E' ne sont pas disjoints, f et f' ne se prolongent pas, autrement dit il n'existe

aucun ouvert S ENE' od f = f'.
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On appelera un point (ou germe) analx}igue un couple P = (x,\(), ol x € k'n
{(x est dit la k'"-projection de p) od ¥ = .2: n ai(X—x)1 est une série de Taylor
i€N
en X - x qui converge dans quelque voisinage de x. La valeur (p ) =¥(x) = ay de ¥

pour X = x sera dite la valeur du point p.

Bien entendu, il peut arriver que deux points différents aient une méme valeur.
Si f est un élément analytique (K-élémentaire ou Kqc quelconque), dont soit E le
support, un point analytique p = (x,P) en sera dit un point (ce qui sera noté, par
abus d'écriture, p € £f) si x €E et si ¥ coincide avec le développement taylorien
de f autour de x. F étant une fonction analytique Kqc, on appele son riemannien
1l'espace hierarchimétrique Riem(F) défini comme suit: son support sera 1l'ensemble
des points analytiquesg tels que p € f pour quelque f € F. Etant donné deux points
p>P' € Riem(F), considérons des &léments analytiques K-élémentaires f,f' € F tels

que p€f, p' € f' et une chalne f = fo’ f] seees fs = f' d'éléments analytiques

[t .
1'on dira

K-élémentaires fi € F tels que, pouf tout i = 1,2,...,s,fi prolonge fi—
qu'une telle chaine est une chaine de F reliant-p et p'. Si Ei est le support de fi,
on appelera la longueur de la chaine considérée des fi le suprémum sur §I (organisé
par son ordre produit, par rapport auquel §I est un treillis complet) des diamdtres
(semi-réels) di : d(Ei) des Ei (i=0,1,...,58). Et on appelera la distance d(p,p') des
points p,p' de Riem(F) 1'infimum des longueurs des chaines de F reliant p et p'; ce

peut &tre un élément arbitraire de §I. Riem(F) est, précisement, 1l'espace hierar-

chimétrique, qu'on vient de décrire. Il est clair qu'il est localement isomorphe &

k'I.

On peut identifier une fonction analytique F avec une fonction définie sur
Riem(F) et & valeurs dans k, en posant, pour tout p =(x,¥) € Riem F,
F(p) = (p) = W(x). Il est évident qu'il existe un voisinage V de p sur Riem(F)
tel que, pour tout p; = (x',¢') €V, on ait F(p') = @' (X) = ¢(x') . Un tel voi-

sinage de Riem(F) en sera dit un voisinage taylorien et la série de Taylor ¢ en

X - x de support V est € F. Donc, une fonction analytique peut &tre considérée

localement comme une fonction taylorienne de X = (X, ,..., Xn). S5i F et F' sont deux

. 1 K .
fonctions analytiques distinctes, en vertu de ce qui précéde, il n'existe pas de voi-
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. . ~
sinages VCRiem(F) et V'CRiem(F') ayant une méme k'I-proaectlon V et ol F et F' sont

. A ) .
représent@es par uneméme série éntiéreen X-x, oll x¢V. Ainsi, la donnde de la fonctior

F(p) sur un voisinage taylorien de Riem(F) détermine complétement F (en. tant que

famille d'éléments analytiques K-élémentaires), ce qui justifie 1'identification
~

de F et de F(p) : p —> (p) [p € Riem(F)] . On notera Riem(F) la k'I-projection

du riemannien Riem(F) et on 1'appelera k'I— upport de F.

Une fonction analytique F est dite globalement uniforme si la k'I-projection

~
P — D' est une bijection de Riem(F) sur Riem(F), autrement dit si, pour tout
N . . . ~ .
x € Riem(F), il existe un seul p € Riem(F) tel que p = x. Une telle fonction peut
&tre considérée comme une fonction de variable X dont les valeurs parcourent
N I ~ . .
Riem(F) € k'~ en posant F(p) = F(p)., Pour n = 1, toute fonction analytique Kqc est,
comme on & vu, globalement uniforme., Mais les raisons géométrique, qui ont permis

de le prouver, sont absentes si n » 2, En effef, soient f,f' deux éléments analy-

S

tiques Kqc @ supports non disjoints E,E' tels que E N E' ne soit pas quasi-connexe
(condition impossible si n = 1 et réalisable si n > 2), qui se prolongent & travers

une valence V des E,E'., On peut considérer f et f' comme superposition de certaines

familles cohérentes Ff et F_, d'éléments analytiques K-&lémentaires et, du fait que

f'
f et f' se prolongent & travers V résulte que FfUﬂFf, est une sous famillle d'une

fonction analytique F. Mais si F est globalement uniforme, f et f' sont les restric-
tions de F(P) sur E et sur E', donc f et f' doivent coincider. sur E N E' et pas seu-

lement sur V. Or, il n'y a aucune raison a priori pour qu'il en soit ainsi.
Donc, le probléme de globale uniformité des fonctions analytigues Kgec reste ouvert.

Ceci n'empéche pas de définir la notion de domaine d'analyticité et de poser le
probléme (certainement difficile et actuellement ouvert) de caractérisation géomé-
trique de ces domaines. Un ensemble Kgc E est dit un domaine d'analyticité s'il
existe une fonction analytique Kqc globalement uniforme F telle que E = ﬁ;;%(F)

M. Robba a donné, a la fin de sa thése,&éi,quelques exemples de tels domaines. on
peut, également, prouver une condition nécessaire pour que E soit un domaine d'ana-
lyticité, qui pour n = 1, devient celle de régularité et qu'on appelera du méme nom

pour n > 1. Afin de ne pas allonger 1l'exposé, je ne l'indique pas ici.

Considérons les fonctions analytiques uniformes d'un méme support Kgc E. Leur

ensemble est-il fermé par rapport & l'addition, la multiplication,les dérivations
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partielles E%— et la convergence uniforme sur E ? L'inverse f_1 d'une fonction
q .

analytique f sur E, est-il une fonction analytique sur E* ={x €E; f(x) # O} ?
' 1

~

La réponse est gositive dans le cas des opérations & un seul argument (E%— et £ )
et, dans les autres cas, quand il s'agit d'éléments analytiques. Si f,g sont deux
fonctions analytiques uniformes sur E, qui sont les superpositions de deux familles
cohérentes d'éléments analytiques, dont les familles de supports soient F, resp. G,
on peut démontrer que f+g et fg sont des fonctions analytiques si Int(F,G) est une
famille enchainée. On a vu que ce n'est pas malheureusementkioujours le cas quand

h %2, méme si F et G sont des familles de cercles. Ainsi, le probléme : 1'ensemble
Anal(E) des fonctions analytiques uniformes de support E est-il un anneau ? est,
pour le moment, ouvert., Toutefois, comme on verra, le support E &tant donné, il
existe des classes spéciales, mais trés larges dé telles fonctions, qui forment
effectivement un anneau, qui est aussi stable par dérivations partielles. En ce qui
concerne la convergence uniforme, la connaissance de singularités des fonctions (et
d'éléments) analytiques est, t;§§ insuffisante pour n » 1 pour qu'on puisse aller
au-dela du cas des éléments analytiques (ou du cas, qui s'en déduit trivialement, de

fonctions analytiques décomposables en éléments analytiques, dont la famille des

supports est fixe}.

Supposons donc d'abord que f,g sont deux éléments analytiques d'un méme support
Kqc E. En répétant mot 4 mot les raisonnementsdu cas n = 1, on voit que f * g est
toujours un élément analytique, fg l'est si f et g sont bornés sur E, ce qui a lieu

. o) . . . .
si E est fermé, et que.5§— 1'est si f est bornée sur E (en particulier si E est
q

fermé) et 8%l existe un ensemble fini {a',a" seeas a(r)} de points de E tel 'que,
pour tout x € E, Mini d(aél),xq) > c >0, ol c est une constante positive convenable
? . . . . o 2
Donc fg et 5%— sont fonctions analytiques s'il existe un recouvrement enchalné de
q

E par des ensembles Kqc fermés ayant, en plus, la propriété indiquée. Il suffit de

prouver l'existence d'un tel recouvrement pour les Kqce. 'On obtient un tels reeou-

vrement en définissant, pour les Kqce E,les sous—ensemblesde E analogues aux Ea b
’

du cas n = 1, bien que plus compliqués. Soient a,b € E tels que aucun des d(aq,bq)
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ne soit = 0. Appelons E le sous—ensemble suivant de E N C(a,d(a,b)) : soient,

)

»b

d'abord, E;  le plus grand sous-ensemble a-saturé de E /\C(a,d(a,b)(_
»

]
b » By

b

le plus grand sous-ensemble b-saturé de E N C(Db ;d(a,b)(-)) et

E; - C(a,d(a,b)).. [C(a,d(a,b)(-) v C(b,d(a,b)(-)l ou = @ selon que C(a,d(a,b))E
(

(=) -) . o . "
ou £E v C(a,d(a,b)’ ‘) U C(b,a(a,b)’ ’). Alors, on pose Ea,b = Ea’bU Eb’a v Ea‘b.

On prouve facilement que E_ . est un Kqce et que les E_ b,‘oﬁ (a,b) parcourt les
s

,b
éléments de E X E tels qu'aucun d(aq,bq) ne soit nul, forment un recouvrement en~
chainé de E.

On prouve, comme dans le cas n = 1, que si f est un &lément analytique de
support E, f—1 en est encore un si |f | > ¢ > O partout sur E. Pour prouver que, dans
le cas général, £ est une fonction analytique sur EX = lx €E ; f(x) # O} , il
faut construire un recouvrement enchainé de E¥ par des Kqc convenables tels que |f\
soit inférieurement bornée sur chaque ensemble de ce recouvrement par une constante
positive convenable (qui peut dépendre de cet ensemble). Il suffit, visiblement de
construire un tel recouvrement pour les E, qui sont des Kqce. On le fait exactement
comme dans le cas n = 1, et il se trouve qQue ce recouvrement est filtrant et que ses
ensembles sont des Kqce. Mais certains points de la démonstration sont plus subtils
que pour n = 1, et seront, & cause de cela, exposésen détail. On va se borner au
cas E¢ kI, le cas général’ne présentant, d‘ailleu;s. d'autre difficultés que celles
de complication.

. * PR s oz
Supposons donc E &tre un Kqce, et soit a¥= a(g") le diemétre (semi-réel) de E%

(+) (a)

- (r) est une fonc-

Soit a € E¥, et soit r' € R:I tel que O < r' & a*. Alors, M
tion continue sur [Q,rﬂ b quiine s'y annule pas. A cause de la tompacité dw .segment
RO

I o .
de R®" , clle y a un minimym m

(a) . . 4 .
< . . L)
£,00 > 0. Fixons une suite r1 < r2‘< . \<rJ < qui
tende vers d sur §I et une suite 81 > € > > seed Ei > ... de nombres réels > O,
. .. + * : '.
qui tende vers O sur S. Posons E. ., = {x €E m(a) > £.l et soient
= 1,J f,rj 1

. I1 est visible que

&, . = in,j N C(a,rj) ; a €E, .{ ,et &= ﬂ). éi.j

1,J 1sd i,5

|£(x) | é.&i sur E; ;o done sur tout ensemble € Ei i et que & est un recou-
’ £

vrement filtrant de E*' . Il reste donc & prouver que tout Ei j N C(a,rj) est un
: s
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Kqce, et, comme pour n = 1, il suffit de prouver pour cela que Ei,j(‘ C(a,rj) est,
pour tout a € Ei,j’ ultra-ouvert en a. Supposons que y € Ei,j n C(a,rj). Si‘y t£E,
il se trouve sur quelque hyperplan a-proximal exceptionnel de E, et il y en a un
nombre fini seulement qui ne sont pas disjoints avec C(a,rj). D'autre part, si (30)

d(aq,yq) < eq(rj), ¥ se trouve sur quelque hyperplan a-proximal exceptionnel de E,

qui est paralléle a Xq. Supposons que y € E et ne se trouve sur aucun hyperplan

(y)

f,rj

fm se+s uUne suite approximante de f. Il existe un fm tel que

a-proximal mentionné. Alors m <€y et il existe ¥, 0 < T € rj tel que ng)(r)<‘6

1

Soit f1 s f2 seens

/
\fm - f) est ‘éi partout sur E. Par suite, Mﬁa)(r) = M%a)(r) sir < rs et
m
_ - g
M§y)(;) < Max [ng)(r), Mg{% (r)]< éi . Soit fm = ;E la représentation irré-
m m : m

ductible de la fraction rationnelle considérée. Alors, si T' = Max(T,d(a,y)), on

voit facilement, en appliquant convenablement les inégalités de Cauchy, que

M
Méy)(?) IS Mﬁa)(;') . Done, puisque M, = ﬁfy et ng)(f)< éi < Mga)(?v), on doit
m m m m m
avoir ngzi) < M§azf‘). En vertu de la prop?iété 9°) de 1a fonction Mf(r) des séries

m m
de Taylor, on en déduit qu'on ne peut pas avoir T > d(a,y) et que y se trouve sur

quelque hyperplan a-proximal de fm’ et, puisque fm est un polyndme, 1'ensemble de ces
hyperplans est fini. En regardant attentivement la démonstration de la propriété 9°)
on voit, en plus, que si d(a ,y ) est suffisamment petite, cet hyperplan a-proximal

q

q
a Xq, ce qui achéve.la démonstration.

peut €tre supposé paralléle

Lemme. : Soit § une famille enchainfe d'ensembles et soit ¥ une famille d'en-

sembles, ayant la méme réunion que { et telle que, pour tout E € ¢, la famille Y

E

des intersections non-vides E\F de E avec les F € ¥ soit filtrante(Bﬂ. Alors

Int [§,¥] est enchainée.

Démonstration : Soient C = ENF et C' = E' N F', Soit

E=E ,E ,... , E =FE

une chaine de § reliant E et E'. Soit P, un élément CEi;1 n E, (i=1,24...48). Alors

il existe un F. € ¥ tel que Pi € F, . D'autre part pour-tout i = 1,2,...,s-1 , il

0) en conservant les notations dé la condition 2° de 1%ultra-ouverture a.
('33 ) par rapport tﬁ 1l'ordre A DO B; autrement djit', quels que_soaie%lf‘: F,Fu‘e \ﬁrﬁ, il existe

un F¥ ¢ E tel que F"2 F U F',
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existe un F eY tel que F n E (F N E YU (F.. . N E ). En plus, il existe un
i+1

F6~V telqueF nE DCU(F/\E)etunFe‘V telqueF NE, (FSnES)UC'.

LasulteC=E/\F=Eoﬂ F, Fon Eo’ 13'1('\E1 ,...,F nES 1° anEs’

C'=E'NF' = Es N F' est une chaine, car : C Qfo n E_ ; pour tout

i=1,2,...,s-1,s, (F,

i VE )N (FNE)2 (FnE,_)A(F, NE) =

=F, . - . €F, . € E, . 3 C'EF
F, N (E;_ N E;) #8, car P,E€F et P, €E_ NE ;C' &F NE_. Tout est

prouvé.
Soit E € k"I un Kqe. Fixons un recouvrement enchainé ¥ de E par des Kqce

c
F c E. Appelons ‘SF le recouvrement de F € } par les Fa,b

[(a.b)e FXF, (¥ag=1,2,...,n) [a_ #1b ]] Alors §= U‘ﬁF est encore un re-

- a FEF

couvrement enchainé de E par des Kqce, complétement déterminé par la donnée de ; .
Une fonctjon analytique f sur E sera dite ;-filtrante si elle est bornée sur tout
ge‘g et est une superposition d'un systéme cohérent d'éléments analytiques
K-8lémentaires, dont les supports forment une famille ‘K telle que, pour tout ge“S,

Int({gk,'}() est une famille filtrante d'ensembles.

Remargque : Il me semble presque certain que si f est une fonction analytique sur un

E& b? elle y est bornée (c'est slirement vrai si n = 1 et k maximalement complet).
i

Théoréme : L'ensemble Ans_(E) des fonctions analytiques }—filtra.ntes sur E est un

anneau stable par dérivations partielles. Tous les &léments f de son corps des frac-

tions Mer?(E) sont des fonctions analytiques sur la partie E* de E ol leur dénomi-

nateur ne s'annule pas.

Remarque : Les f¢€ Merg(E) seront appelées fonctions ;-méromorphes sur E.

Démonstration : Soient f,f' deux fonctions analytiques ;—filtrantes sur E. Alors
on peut les représenter comme superpositions de familles cphérentes convenables ‘des
é1léments analytique K-élémentaires tels que les familles respectives ‘jf ,'R' des
supports de ces éléments analytiqués soient telles que, pour tout 9@:‘3 , Int(?(ﬁ,x)

et Int(i%,}{') soient filtrantes. Mais alors, puisque Int({g,}. Int(‘}(,ﬂ,')) =
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= Int(Int({g}, R), Int({ﬂ »R')), cette famille est encore filtrante. Si

HE Int(¥, %), et g sont des €léments analytiques sur H, donc f + g et, puisque
f et g sont bornées sur g, aussi fg sont des éléments analytiques sur H. Ce sont donc
donc des fonctions }—filtrantes, et An.S:(E) est bien un anneau. Pour montrer que
cet anneau est stable par rapport E,b—x— , considérons une f € An (E) et, en conser-
vant les notations précédentes, faisons correspondre & tout couple (H,F)E¥ ¥ 1la

famille

Yy = {H NF, 5 (2:2)6 (HAF) x (HAF)( a=1,2,...,n)(a # bq)}

et posons Y= UQY U
HEYFe§

H,F

f est un élément analytique sur tout U€ W . En plus, si ?e\g R Int({(i},u) est
une famille filtrante. En effet soient U; , U, €U et un ? ='Fa,b€ \SF‘ (ol F€¥ )

tels que U, n ?’# @ et U, N % # @. Alors, il existe H, , B, €EH® tels que U, S H

1 1 1

. . . v .
et U, o] H, et H]/\ (}, s Hy (\% ne -sont pas vides., D'autre part, puisque Int(}?},j{)
est filtrante et U H=E 2> %, , 11 existe u.n'H3 € ‘}C tel que H32 2 a,b} . Pour

HER
la méme raison, il existe HE W tel que HN ‘}/Q(H,' n %) v (H2/\ g) v (H3(\ %) =

= y . [ = c i
(L, V) L {a,b} Comme §a,b}, H, H na HOF, o € ‘LLH‘F c U, ce qui
prouve l'affirmation. Or, f est borné sur tout (}/ € \S , donc sur tout US U .

D'autre part, si U=H/\Fab (HEW ; Fe}(' ;ab € HAF), onaa,b€Uet,

puisque U est ouvert, il existe un r = (r T seens rn) € R" tel qu'aucun rq ne

] 1?72
soit nul et que C(a,r) & U et C(b,r) S U. Soient a',b' les points de U tels que

d(a,a') = r et d(b,b*) = r. Comme C(a,r) et C(b,r) sont SF&. p * OB &V déja
»
(raisonnement anslogue & celui du cas n = 1) que, pour tout x € Fa. b’
’

Min[d(aq,xq), d(a(’l,xq), d(bq,x ), d(b',xq)] »> r , et ceci a lieu, a fortiori, pour

q q
tout x € U. Donc ,a-x—f-‘ est un &lément analytique sur tout U€U , et, par suite, une
q

fonction analytique ¥ -filtrante sur E. ‘

. - . % .

Soit f = gh ! , ou g,h sont € Any (E), et soit E = [x €E ; hix) # OS . Si

* ¥ ‘ e

3«63? % = 3//\ E" = ix € (} 3 hix) # OJ est encore un Kqce. On a vu qu'il existe

un recouvrement 3{ de E par des Kqce tel que, U IQH = E que, pour tout 36?,
HE



Prolongement analytique . 247

Int(iﬁk‘ ,ﬁ() s0it une famille filtrante et g et h soient tous les deux des &léments
analytiques sur tout %/\ H ( l}e‘ﬁ, HER) non-vide. Mais si ?I\H # 0, 3(\ H)NE =
% N H est aussi non vide, car les x € ? tels que f(x) # O ne peuvent pas former
un ouvert. Pour la méme raison, les ? NH, ou ( %,H) € 5 X‘J( ,forment une famille en-

chainée, donc un recouvrement enchainé de E¥, Visiblemént g est un élément analy-
tique sur tout %f N He 3 N Het h“1 est une fonction analytique sur le méme
ensemble, Donc f = gh—1 est une fonction analytique sur ?+ N H et les restrictions
(fl%f N H) de f sur les %* N H forment un systéme cohérent de fonctions analy-
tiques.Donc, leur superposition f en est encore une.

Si }' est un recouvrement enchainé de E, qui est un sous-recouvrement de } ,

on a An.‘(.E) < Ang,(E').a

- Soit g(Y) un &lément analytique de m variables Y = (Y.,Y_,...,Y ) sur un‘support
Kqc D&k'™. Soient d'autre part, f1(X), fz(X),..., fm(X) m fonctions analytiques de
n variables X = (X1' seees Xn) de méme support F appartenant A& un méme anneau An.(E).

Soit Eg = §x éE;(f1(x) seees fm(x)) € D} la partie de E que l'application

X = (X, 5 X s00es xn) - y(x) = (f1(x), fQ(X),..., f'm(x)) applique dans D.

1 2
Alors on voit pur le méme raisonnement que dans le cas n = 1 que, si Q est une

composante quasi-connexe gquelconque de Eg ,

gelfy 5 Ty heeey fm) : X—-—)g((f1(x), fZ(X),.-., fm(x))

est une fonction analytique sur Q.

Chapitre III. Prolongement analytique algébroide.

Nous avons vu qQue pour n = 1, le prolongement analytique quasi-connexe ne four-
nit que des fonctions analytiques globalement uniformes, Il n'est pas certain qu'il
en est de méme quand n > 1, mais il y a de fortes raisons de penser que, méme dans
ce cas, le prolongement analytique Kgc (ou Rqc) ne permet pas de passer, par exemple
d'une branche d'une fonction algébrique de n variables & une autre branche. Ainsi,

si 1l'on veut étendre le prolongement analytique aux fonctions multiformes lesplus

usuelles, comme, par exemple, les fonctions algébriques, il faut introduire un autre
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type de prolongement qu'on  peut appeler "algebroide". J'ai défini(32), pour le cas
#» = 1, un tel prolongement que j'avais appelé "multiforme", mais comme il n'est pas
certain que le prolongement Kqc ne fournit pas de fonctions multiformes quand n 2 2,
ce nom n'est peut &tre pas adéquat quand n # 1. La méthode, dans le cas général, est
assez proche de celle du cas n = 1, mais comporte Quelques complications dues & ce

qu'on ne sait pas si 1l'ensemble de toutes les fonctions analytiques sur un Kqc ‘est

ou n'est pas un anneau.

Soit & 1la famille de tous les ensembles Kqc de k'™, La méthode présuppose
qu'on fait correspondre & tout E € & wun anneau A(E) de fonctions analytiques sur

E, de telle manidre que les conditions suivantes soient satisfaites :

1°2) Tout élément du corps des fractions K(E) de A(E) est une fonction analy-

tique sur la partie E¥ de E, ol il est défini.

2°) si E,E'€ & sont telles que E CE' et si f' ¢ A(E'), la restriction

f = (f'|E) de ' & E appartient & A(E).

3°) Si E est un cercle circonférencié, A(E) contient. 1'ensemble des séries de
Taylor en X-a, (ou a € E), qui convergent sur E. (Si k est maximalement complet,
ceci implique que A(E) coIncide avec cet ensemble, vu le théoréme de singularité au
bord).
¢t f' —>f = (£'|E) de A(E') dans
E,E'
A(E) (ou E ¢ E') est une injection. En effet, E est un ouvert de E' et si f',g" €A(E)

Il est & remarquer que l'application ¢

sont tels que (f'{E) = (g'|E), on a, en vertu de l'analyticité de E', f' = g'.
Dans le cas n = 1, un tel systéme a été réalisé en prenant comme A(E) 1'anneau
de toutes les fonctions analytiques sur E, auquel cas le systéme

Q= () ;

$eg 3 E €& ., (EsE')E€ ExE,E €E'] a encore la propriété.
]

4°) Si ¢ est un recouvrement enchainé d'un E € & par les FE€ £ tels que F ¢E,
et si f : E —>k est une fonction (forcément analytique) telle que, pour tout FEP,

ce
on ait (fIF) € A(F), ona f € A(E).Squi rapproche le systéme (} d'un faisceau, avec
(32) Dans [10] , p. 133-141
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la différence que £ ne peut p.s €tre considéré comme la famille des
ouverts de quelque topologie de k"2, Toutefois, cette condition 4°) ne sert pas en
vue du prolongement analytique. Si n > 1, on ne sait pas, dans 1l'état actuel de la
théorie, si toutes les fonctions analytiques sur un E€ & forment un anneau et
si leurs quotients sont analytiques. Donc, on n'est pas sﬁr que le systéme QA est
réalisable de la méme maniére ni méme qu'on peut en réaliser un satisfaisant & la
condition 4°). Mais voici une méthode générale pour en réaliser, qui satisfont aux

conditions 1°) et 3°).

Un ensemble \'Q de Kqce est dit une base des Kqe de k'™ si tout Kqc E peut
8tre représenté comme la réunion d'une famille enchafnée d'ensembles € % (de telles
bases :B existent, par exemple l'ensemble 6e de tous le Kqce de k'n). I1 suffit,
d'ailleurs, pour que D soit une telle base, que tout Kqce puisse se représenter
ainsi. 81 E€& , posons F(®HE) = {FG&; F SE.}

On Rpose A(E) = A (E). La condition 1°) est vérifiée en vertu des pro-
K )

3':(3;E

priétés des Af(E) et la condition 2°) l'est parce que, si E € E', on.a

;(S;E) < }(&,Ev), donc si f' € A,qg(?),;E,)(E); on a bien (f|E) eAna( $;E)(E),

Les fonctions £ : E —>k telles que £ € A (E), seront dites, quel que

}f(B,E)
soit E @ & , les fonctions &b -analytiques uniformes de X = (X1 seees Xn). Nous

allons, en plus, supposer que tout cercle circonférencié de k' appartient 3 8,

ce qui assure 3°). Qyoi qu'il en soit, soit @ = (A(E), ‘PE F,]un systéme satisfaisant
,F

aux conditions 1°) et 2°), Soit (E) la clSture algébrique du corps des fractions
K(E) de A(E)., Si E €E' (E,E' £ £ ), 1l'injection
: £' —> (£'|E) de A(E') dans A(E) est un isomorphisme d‘'anneau. Elle se

E,E'
prolonge, et d'une maniére unique, en un isomorphisme du corps K(E') dans le corps
K(E), et on notera cet isomorphisme de corps par le méme signe \PE,E" Cet isomor-
phisme peut se prolonger (de multipes manidres) en un isomorphisme de ﬁA(E') dans
ﬁ_ (E), et quel que soit ce prolongement, 1'image de R (E) est la cléture algébri-
que de YE,E' + K(E), donc ne dépend pas du choix de ce prolongement et peut-&tre

noté ‘PE B L% (E). si \(E g1 €5t 1'ensemble des isomorphismes de ﬁ(E') dans
3 E]
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R (E) prolongeantv (PE g et si v/4 désigne le groupe de Galois d'une extension
E]

algébrique normale L/{ , on a visiblement, si ‘VQ‘VE B
’

\PE,E' =¥ % (2 )/K(E) = (}(\OE,E' . ﬁ_(E')/,,E’E,.K(E')V .

hY
En pai‘ticulier,;éi E est un cercle C(a,r) (0(+)

{
< r,rer), (33) a@m)
contient 1'anneau TE des séries de Taylor en X-a qui convergent sur C(a,r) et

K(E) contient le corps ME des fonctions méromorphes sur E. On &écrira

Ay Ko Wap B M) au Licu e Alc(a,r), K(C(a,r)), R(C(ayr))

3 L]

s ot P (a) .
Lr' .
TC(a,r)’ Mc(a,r) et, siQ'¢r &r' , on écrira \Pr,r' au lieu de vc(a,r),c(a,r‘)'
. . . (a) (a) (a)
Il est visible que si r ¢ r' ¢ r", on a\Pr,r" = \'Pr,r' l.Pr o

Puisque toute f € A(E) est taylorienne en tout a ¢ E , il existe pour tout

(+) (a)

fre Aa,r' unr, 00 ' <r &r',tel que \Pr,r' e, . La famille

(+) (a)

A (resp. K, r) (r € R, r>»0""’) munie d'injections \P (r £r') est un
k]

a,r

systéme injectif, dont la limite inj'ective qui est la méme que celle de la famille

Tia) (resp. M )), est un anneau A (resp. un corps KE), dit 1'anneau analytigue

local en a resp. corps analytigue local en a, Visiblement, Aa est 1'anneau des
séries de Taylor en X-a qui convergent dans quelque voisinage de a (briévement
des séries convergentes en X-a), et Ka , qui est le corps des fractions de Aa’ est
celui des fonctions, méromorphes dans quelque voisinage V de a. Soit “'a la cld-
ture algébrique de Ka' On peut prolonger les Y’ia"z)‘, par des

r,r' a,r

\ll(a) : a r,—yi . (r £r') de maniére que : si r< r'g r", on ait toujours
’

(a) _ yla) (a)
‘Vr L N4 v

oo et Ea peut &tre considéré comme la limite inductive

r,r' r',
.. . (a) . . . .
< ]
des Xa.,r pour les injections \Pr,r' (r &€ r'). Une fois les Vr,r' choisis,
ils définissent une injection \{If_a):. ﬁa r — H‘a » qui prolonge, d'ailleurs,
k]

celle \P(a) K —>K, définie par les ., ,etonasir$r .y(a);f(a (a)
a,r r,r r lr,r'

(33) La définitiomn qui suit est exacte si a € k . Qua.nd certaines coordonnées de a

sont = ®, il y a lieu de la modifier d'une maniére, d'ailleurs évidente, en rempla-

gant en particulier, si a; = o, Xi_a'i par Xi
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Si E est un Kqc et si a € E, il existe des C(a,r) € E et tout isomorphisme

Y: RL(E) — K‘a,r en définit un (‘ﬂé’a : (E) —>£a » & savoir

("\))E’a = Yr(a) V.. (%E,a » quel que soit {, prolonge visiblemegt (p )E,a =

(pia) ¢ c(a,r),E

Sir &'y ¥ 'E(E)_—>£a.,r' et Y' = ‘N , ona (Y) = (¥),, .

r, r' E,a E,a

1
L'ensemble q)E,a

blement *E,a %JL(E)/K(E)’ ou +E,a € VE,&

des isomorphismes Ai(E) — jf_a prolongeant (Q)E o est visi-
1 ]

Etant donné un E € & , on appelera élément analytique algébroide de support E

1'ensemble des zéros dans k. (E) d'un polyndme unitaire irréductible F(TJC"K(E) [Tl
On notera aussi cet &lément analytique, par un abus d'écriture, (E;f(T)). D'une

manidre analogue, si a € k'n, on appelera un point (ou un germe) algébroide de

support a l'ensemble des zéros dans ia d'un polyndme unitaire irréductible

(1) € Ka(T), et on le notera aussi (a;f(T)). Ce point sera dit simple si f(T) est
un polynSme lindaire, donc de la forme T - Y(X) [oﬁ, si a € k™, P(X) est une fonc-
tion méromorphe .en X-a autpur de a] . En particulier, si \D(X) € Aa , un tel point
sera identifé avec le point (a, ‘P (X)) du prolonéement quasi-connexe uniforme
(a;£(T)) sera dit guasi-simple si f(T) est radicielle, soit f(T) = @ - g(X), ou q
est une puissance de la caractéristique p de k (supposée # 0) et g(X) € K,. Dans ce

)1/q

cas, f(T) a un unique zéro de la forme g(X qui est autour de a, une fonction

uniforme de X, et, en particulier, si a € kR, une fonction méromorphe de

1/a _ X1/q -

(X-a) a.”q. Un 81ément analytique (E;f(T)), ou un point analytique

(a;£(T)), sera dit séparable si f(T) est un polyndme séparable.

Si E,E' ¢ & sont tels que E SE' et si (E',f'(T)) est un élément analytique

algébroide de support E', notons ¢ £'(T) le polyndme € K(E)[T] obtenu en

E,E'

appliguant \«PE gt 8ux coefficients de f'(T). (Autrement dit, en prenant les restric-
2

tions de ces coefficients, en tant que fonctions de X, & 1l'ensemble E), Comme f'(T)

est irréductible dans K(E'), LPE " ,£'(T) 1'est dans QPE B K(E'), mais pas forcé-
ment dans som surcorps K(E) (car il n'y a aucune raison pour que Ys gie K(E)
’
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soit algébriquement clos dans K(E)). En géndral, ce polyndme a, dans K(E),
une décomposition non-triviale en facteurs irréductibles

Pg ger£1(T) = [£(1) £(7) .o.o£ (M]Y

ol f1(T), f2(T) yeses fm(T) sont des polyndmes irréductibles distincts € K(E)[:TJet
q est une puissance de la caractéristique p de k (¢ = 1 si p = 0). On dira que
(E',£'(T)) contient chacun des éléments analytiques (E,fj(T)) (3 =‘1,2;...,m). De

la méme manidre, si a € E, et si (E,f(T)) est un élément analytique algébroide de

support E, (\?)E a'f(T) a une décomposition analogue
i)

($)g 0 5(1) = [g,(1) gy(m) .. g (M]®

dans K_, et on dira que tout point algébroide (a,gj(T)) appartient & (E;f(T)). si
E,FE€E &§ sont non-disjoints et si G est une composante quasi-connexe de EN F, un
é1lément analytique (G,g(T)) contenu dans un élément analytique (E,f(T)) sera dit une
valence de cet élément relativement 2 F. On dira que deux éléments analytiques
(E;e(T)) et (F;f(T)) & supports non-disjoints E,F se prolongent s'il existe un é1é-
ment analytique (G',g(T)), qui soit & la fois une valence de (E;e(T)) par rapport
a‘F et une valence de (F;f(T)) par rapport & E auquel cas on dira qu'ils se prolon-
gent & travers cette valence., Il est évident que si un élément analytique est con-
tenu dans un autre, tout point du premier est aussi un point du second,

Ainsi, si deux éléments analytiques se prolongent & travers une valence, tout point
de cette valence en est un point commun. Mais le théoféme d'unicité montre que si

un point d'une valence de (E,e(T)) relativement & F appartient & (F,f(T))., (E;e(T))

et (F;f(t)) se prolongent & travers cette valence.

L étant un corps et f(T) &tant un polyndme irréductible € L[T], il existe une
puissance q de la caractéristique p de L et une extension inséparable L' de L telle
que £(T) = £'(T)%, ol £'(T) est un polyndme € L'ﬁj i zéros simples. Soit D' 1le
discriminant (forcément # O) de £'(T). Alors D = D'Y € L et sera dit le discriminant

réduit de f£(T).
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En particulier, si (E,f(T)) est un élément analytique de support E, considérons '
le polynSme f:(T) = uf(T) € A(E)[T} qu'on obtient en multipliant £(T) par un
. . .. P * . S
u € A(E), u # 0. Soit D le discriminant réduit de fu(T) et soit o 1'idéal de A(E)

engendré par tous les D, u € A(E). @ sera dit 1'idéal discriminantiel de 1'élément

analytique consideré, et on appeltera variété discriminantielle de cet élément 1l'en-
semble des a € E tels que d(a) = O pour tout d(X) € P . Il est facile de voir que

la variété discriminantielle ne contient aucun ouvert.

Si a € EN k™ n'appartient pas- & la variété discriminantielle de (E;f(T)), en
appliquant le lemme de Hensel dans 1l'anneau local A& = k[[x—aJ] des séries de
o seces Xn.— an)

o * *
au polynomevfu(T) € Ka[T], tel que Du(a) # 0, on prouve que (‘P)E,a.fu(T), done

Taylor formelles en X-a sur k avec 1l'ideal maximalm = (X1 -apX, - e

aussi (\P)E’a.f(T) se décompose dans A, resp. dans son corps quotient K, en facteurs
radiciels par rapport & T, et le fait que les coefficients de f:(T) sont des séries

de Taylor convergentes, permet de prouver la convergence autour de a des coefficients
de ce facteurs radiciels, qui, ainsi appartiennent déja a KaET]. On prouve le méme

fait si a € E n'appartient pas 4 la variété discriminantielle  mais & certaines

coordonnées infinies, en appliquant le lemme de Hensel dans 1l'anneau local, ou

1

X; - a; est remplacé par X;1-quand a; = W , Ainsi, si a € E n'appartient pas & la

variété discriminantielle de (E,f(T)), tout point de (E,f(T)) de support a est

quasi-simple (et, en particulier, est simple si 1'élément analytique est séparable).
Considérons 1'ensemble Analgn(k) de tous les éléments analytiques algébroides

(E;£(T)), ol E € k'™, Considérons la relation d'dquivalence = sur cet ensemble telle

que u = (E,f(T)) et u' = (E',f'(T)) soient équivalents si, et seulement s'il existe

une chaine d'éléments analytiques algébroides

= = !
WEug, Uy y Ug = U

qui relie u & u' et dont deux éléments consécutifs quelconques se prolongent.(On

dira d'une telle chéine,que c'est une chafne de prolongement entre u et u'). On

appellera longueur d'une telle chaine le supremum des diamétres (semi-réels) 4;

des supports des uy (i=0,1,...,8). Toute classe d'équivaience F de = sera dite une



25k M. KRASNER

fonction analytique algébroide de X = (X1 PN Xn) dans k. Un point analytique algé-

broide p = (a3;f(T)) sera dit un point de la fonction analytique F (et on &crirs

P € E) s'il existe un élément analytique u € F tel que p € u. En vertu du théoréme
d'unicité, deux fonctions analytiques algébro?des distinctes ne peuvent avoir aucun
point commun.

On appelle riemannien de F et on note Riem(F) l'ensemble des points-analytiques
"algébroides p € Fymuni de la distance hierarchimétrique d(p,p') & valeurs déns §?,
(et de topologie correspondante) telle que d(p,p’) = O et si p # p', d(p,p') est
1'infinum sur 5? des longueurs de toutes les chalnes de prolongement entre u et u',
ol u,u' sont des éléments analytiques quelconques de F tels que p €u et p' &€ u'.
si p = (a,f(T)), on peut représenter F comme fonction de p, en posant F(p) = fa(T)

ou fa(T) s'obtient de f(T) € Ka(T) en posant, dans ses coefficients, X = a.
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