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ALGEBRES DE BANACH ULTRAMETRIQUES
ALGEBRES DE KRASNER
ET
ALGEBRES DE KRASNER-TATE

Alain ESCASSUT

INTRODUCTION

Nous commencerons par &tudier les propriétés algébriques d'une algébre H(D)
d'éléments analytiques au sens de Krasner DH] sur une partie D d'un corps K valué
non archimédien complet, algébriquement clos, en caractérisént ces propriétés par la
forme géométrique de D. Nous verrons notamment que H(D) est principale si et seu-
lement -si D est un ouvert qui ne posséde pas ceftains types de filtre que nous nom~
merons T-filtres et qui jouent également un rSle important dans 1'étude des domaines
analytiques au sens de Motzkin [6,7,18,2Ql.

Certaines algébres H(D) admettent des idéaux maximaux de codimension infinie

et nous €tudierons enfin le corps quotient de cette algébre par un tel idéal.

Nous &tudierons ensuite le rapport existant entre la théorie des algéhres de
Tate (_13} et [22] et la théorie des algébres de Krasner [1 ﬂ et [1’4] . Nous nom~

~

merons algdbre de Krasner-Tate toute algdbre isomorphe & la fois & une algdbre de
Krasner et & une algébre de Tate et nous caractériserons ses propriétés en tant
qu'algébre de Krasner d'une part, et en tant qu'algébre de Tate d'autre part. Nous
verrons, entre autre, que les algébres de Krasner-Tate intégres sont des algébres
d'éléments analytiques au sens de Krasner sur un fermé borné D de K dont les trous

sont en nombre fini. Ce sont aussi les algébres de Tate de la forme :

KiT X}
(P(X)-1Q(X))K{T,X}

ol P et Q sont deux polyndmes en X possédant certaines propriétés. Nous caractéri-

serons enfin les algdbres de Krasner-Tate parmi les algébres de Banach d 1l'aide de

leurs propriétés algébriques et topologiques.

A cette occasion nous étudierons certaines propriétés spectrales des algébres
de Banach ultramétriques et nous construirons différents exemples permettant de
comparer ces propriétés avec celles des C-algébres de Banach et de voir quelles

relations existent entre la norme d'une K-algébre de Banach ultramétrique et sa
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semi-norme spectrale.

Nous conclurons cette étude en caractérisant les algdbres de Tate de degré 1
parmi les algeébres de Banach.
On trouvera les démonstrations des résultats du §.1 dans [5} , celles des

résultats des §.2,3,4 dans [23].

1. Les Algdbres de Krasner.

Soit K un corps valué non archimédien, complet, algébriquement clos et soit
x — | x| sa valeur absolue. Soit D un fermé borné de K, K(D) la K-algébre unitaire
des fractions rationnelles sans pdle dans D. K(D) est normée par la norme de la
convergence uniforme, mais non compléte. Soit H(D) la K-algébre de Banach complétée
de K(D). Les éléments de H(D) sont appelés éléments analytiques sur D au sens de
Krasner [14].

Nous nous posons la question suivante : d'quelles conditions portant sur D
1'algdbre H(D) sera-t-elle noethdrienne ou intdgre? L. Gruson a montré [1 ﬂ (avec

quelques restrictions) que si H(D) est noethérienne, alors elle est principale.

Nous essaierons de généraliser ces résultats et surtout de caractériser les

fermés bornés D de K tels que H(D) soit noethérienne ou tels que H(D) soit int&gre.

Ceci nécessite 1'introduction de notions nouvelles.

Définition 1. Un fermé borné D est dit infraconnexe si guels gue soient a et b € D,

1'image par 1l'application x —> |x - a] de l'ensemble des x € D tels que
|x - a|¢la - b| est dense dans 1'intervalle [O, e b|] de R.

Exemple. Tout quasi-connexe [14] est infraconnexe. Il résulte de la définition
qu'une réunion enchainde d'infraconnexes est infraconnexe et que la relation &
définie sur D par : xRy, si et seulement s'il existe une partie infraconnexe de D

contenant x et y est une relation d'équivalence.

Définition 2. Les classes d'équivalence de la relation R sont appelées composantes

infraconnexes de D.

D'autre part, 1l'infraconnexité de D confére & H(D) la propriété suivante

Proposition 1. Les seuls idempotents de 1'algébre de Banach H(D) sont O et 1 si et

seulement si D est infraconnexe.

Pour simplifier le probléme posé, nous étudierons d'abord H(D) lorsque D est

infraconnexe, puis lorsque ce probléme sera résolu, nous étudierons le cas général.
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Le fait que H(D) ne soit pas noethérienne lorsque D est infraconnexe fait appa-—
raitre sur D 1'existence de certains filtres que nous appellerons T-filtres.

Auparavant, nous devons définir.certaines notions destinées i les introduire.

Définition 3. Soit a € K, soit r un nombre positif. On appelle d.n.c. (disque non

circonférencié) de centre a, de rayon r, l'ensemble des x € K tels que |x - a|< r.

On_appelle cercle de centre a de rayon r l'ensemble des x € K tels que

|x —al=r.

On appelle classe d'un cercle C tout d.n.c. dont le rayon est &gal au rayon

du cercle, et inclus dans C.

Définition 4. Soit D un infraconnexe de K, de diamétre R. Soit A un d.n.c. de rayon

r <R, tel qgue AN D # A. Soit q un entier > 0. Soit - €{A,q) l'ensemble des poly-

ndmes de degré q dont tous les zéros appartiennent 3 A - (A n D). Soit PEE(A,Q),
posons alors

1“ _ I .
“— =  sup | ,si AND# @
Pl AOD o app IR

1 _ 1 . _
“F“ AND = ——rq , si ANnD=g.

Posons enfin

. 1
Y(A,q) = % inf —u
PG,&(A,Q) “P AND

Définition 5. Soit a 'une suite de points de D telle que la suite dm = a

St O
soit strictement décroissante, de limite non nulle a. Soit Cm le cercle de centre a,

de rayon dm .

Soit A m l'ensemble des x € D tels que |x - am| ¢ %n'
®

Soit 4 = (A . sSoitD =4 - A.
m=1"m m m

On_appelle filtre associé 3 la suite & le filtre de D admettant pour base la
suite Dm . On appelle suite de cercles Cm associée i la suite a la suite des cer-

cles C définis ci-dessus.

Définition 6. On appelle T-filtre décroissant d'un infraconnexe D, un filtre associé

4 une suite a, telle gque la suite des cercles Cm associde possdde la propriété

suivante :
Quel gue soit m > 1, C, admet un nombre fini k(m) de classe Fm i
9
(i=1,...,k(m)] vérifiant (I YN D # [’m ;» Chacune étant ssocide & un entier a
t] . »

m,i
tel que les suites Ym R S S éfinies par
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Ym ) i=1:‘.11,)k(m) Y( rm’i’ qm’i) ; qm i} i=1 qm’i et dm = ‘am+1 - 'am

vérifient la relation

m : .
n — =1

=1 a4 Q.
lim Y (Tl = 0.

Définition 7. Un filtre F de D est appelé T-filtre crojssant s'il existe un
infraconnexe D', un T-filtre décroissant &' de D et une inversion J de pdle

a€ (KDOD' telle que J(D) =D' et J(F) = &,

~

Définition 8. On appelle plage d'un T-filtre décroissant F de D associd & une
suite & et on note $(F) 1'ensemble AND,( A &tant défini comme & la définition

5).

De méme on appelle plage d'un T-filtre croissant 4% (inverse par J d'un
T-filtre décroissant ¥ ) et on note H($) l'ensemble J(F£(F'));il est &évident

que £ () pe dépend pas de 1'inversion J considérée.

D'autre part, nous noterons C(#) 1'ensemble D - 2.

Définition 9. Deux T-filtres de D, 5?1 et :Fz sont dits gomplémentaires si
5’(5’1)0 £(F,) =0

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer les conclusions.

Théoréme 1. Soit D une partie de K. Alors H(D) est une algébre de Banach unitaire

intégre si et seulement si D est infraconnexe sans couple de T-filtres complé-

mentaires.

Théoréme 2. Soit H(D) une algébre de Banach unitaire sans indempotents autres que 0

et 1. Alors les conditions suivantes sont &quivalentes :
a) Tout idéal est fermé dans H(D) ;
b) H(D) est noethérienne ;
¢) H(D) est principale ;

d) Tout idéal est engendré par un polynSme dont les zEros sont intérieurs & D ;

e) D est ouvert et sans T-filtre.
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Théoréme 3. Soit D un fermé borné de K. Alors les assertions suivantes sont &qui-
valentes :

a) H(D) est une algébre de Banach unitaire noethérienne ;

b) Tout idéal de H(D) est principal ;
c) Tout idéal de H(D) est fermé ;

d) Les composantes infraconnexes de D sont en nombre fini, et chacune est

ouverte et sans T-filtre ou réduite & un point.

De plus, si ces conditions sont réalisées, soient A1 I An les composantes
infraconnexes de D. Alors H(D) est isomorphe &

H(A) x H(A)) x .. .XH(A ).

Nous pouvons également apporter des précisions intéressantes au sujet de -la
nature des idéaux maximaux de H(D), mais devons pour cela introduire deux notions

nouvelles.

Définition 10. Nous dirons qu'un T-filtre décroissant Fest imbriqué dans un T-filtre

croissant 5', s'il existe un élément A de % inclus dans e(&n.

Définition 11. Nous dirons gu'une fasmille de T-filtres % = (& i)i €1 est une

T-famille $i la famille C (& i)i ¢ 1 st une partition de D et si tout T-filtre

décroissant de D qui n'est pas imbriqué dans un €lément de T est complémentaire

de tout élément croissant de ¥

Remargue. Il est clair qu'une T-famille contient au plus un élément décroissant.

Elle contient un seul #lément si et seulement si sa plage est vide.

Nous pouvons maintenant conclure.

Proposition 2. Soit une T-famille ¥ de D et soient 51 et §2 €T . Alors

1(51) = I(§2). De plus, I($1) est maximal.

Ce résultat permet d'associer & toute T-famille T un idéal maximal que nous
noterons I(T). Puis on démontre que cette application est une bijection de 1'en-
semble des T-familles de D sur le spectre maximal de codimension infinie de H(D)

et on obtient finalement le théoréme suivant

Théoréme 4. Soit D une partie de K telle gue H(D) soit une algébre sans idempotent
autre sur O et 1. Alors les idéaux maximaux de H(D) sont :

ou bien principaux, de codimension 1, et de la forme I(a), ol a est un point

intérieur & D ;
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ou bien de type fini, de codimension 1, et de la forme I(a), ol a est un point

de D non intérieur a4 D ;
ge U non interieur &

ou bien de type et codimension infinis et de la forme I(t) ol € est une
T-famille de D.

Exemple de quotient d'une algdbre H(D) par un idéal maximal MU de codimension

infinie. '

Soit = H(D)/NC . Le é:c;i'ps I est une algébre de Banach avec la norme
quotient || .|| . =

D'autre part, [* peut &tre muni de la.;faqon suivante d'une valeur absolue
naturelle qui prolonge celle de K. Soit ¥ ““la surjection canonique de H(D) sur " .
Soit T une T-famille telle que M = I(T) et soit fet . soit a €C (%) et soit r
le diamdtre de € (§). Soit @ € [ et soit £ € H(D) tel que @ (f) =06. Il est clair
que |f(x)| a une limite quand |x - a| tend vers r et que cette limite ne dépend
pas de f tel que ¢ (f) = @. On peut donc définir sur [’ la fonction | .| par

g — e = 1lim |f(x)| [‘f(f) = 6]. I1 est évident que |.| est une valeur absolue
|x-a|=r

sur [ et que [&] ¢ ||®ll quel que soit 0 € .

Etudions [ lorsque D a la forme suivante. Soit |K| 1'ensemble des |[x| , x €EK.
Soit R € |K[(R > 0) et P €1K| tel que P & R. Soit r  une suite de |K| croissante
de limite R € R et soit p n une suite de |K| , de limite P telle que
0 < Fn €T, quel que soit n. Soit D 1l'ensemble des x € K tels que |[x] < R et

-al> quel que soit n. On sait d'aprds [5] que D admet un T-filtre croissant
k-apl > py

3 plage vide si et seulement si il existe une suite d'entiers pn>/ 0 tels que

n-1

. _ - = o0

(1) lim pn(logfn logrn)+ ) pmllog,rn logrm| + 0,
n->o m=1

De plus, on a vu qQue quel que soit (’CLO,R] , i1 existevune suite r et une
suite fn définies comme ci-dessus, telles que cette condition (1) soit satisfaite.
Supposons-la donc réalisée et comparons de fagon plus précise la norme d'algdbre de
Banach quotient et la valeur absolue définies sur [ . En utilisant le théoréme de
Banach et en montrant que si f’ = 0, l'ensemble des &léments topologiquement nil-

potents de [ est non borné, on obtient le théordme suivant

Théordme 6. Soit L= P/R. Alors on a les propositions suivantes

a) lell = fel quel gue soit © € si et seulement si £=1;

b) la valeur absolue et la norme quotient définissent la méme topologie sur I
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si et seulement si O < l <1

c) la topologie de la norme quotient est strictement plus fine que celle de la

valeur absolue et [ n'est pas complet pour cette valeur absolue si et seulement si

A=o.

2. Algeébres de Krasner-Tate.

K{x1 beens xni
I
seens an est une extension topolo-

Soit un corps K valué non archimédien complet. Soit A = une

algébre topologiquement de type fini ol KiX1
giquement pure de K et I un idéal de KfX1 seees Xni . Nous savons gré@ce & la propo-—
sition (L4.L4) de [22], qu'une algébre de Banach A est topologiquement de type fini
sur K si et seulement si c'est une extension entiére finie d'une extension topolo-
giquement pure de K. D'autre part, nous savons, grice i la proposition (L4.5) de[2ﬂ
que A est noethérienne et que tout idéal maximal est de codimension finie. On peut
3 ce sujet établir un théoréme des zéros de Hilbert pour une extension topologique-
ment pure dont on déduit que si K est algébriquement clos, le spectre maximal de A
est en bijection de fagon naturelle avec une partie de o , U étant l'ensemble des

x€ K tels que [x| £ 1, (n €W).

Définition 1. Nous dirons gu'une algébre de Banach A est une algébre de Krasner-

~

Tate si elle est isomorphe & la fois & une algdbre topologiquement de type fini sur

K et 38 une algébre H(D) telle que D soit un fermé borné infini de K.

Nous noterons |K| 1'ensemble des [|%|, ¥ € K.

Définition 2. Nous dirons qu'un infraconnexe fermé borné est calibré si son diamdtre

appartient & |K| et si le diamStre de chacun de ses trous appartient 3 )K[ . Nous

dirons plus généralement qu'un fermé borné est calibré si c'est une réunion finie

d'infraconnexes calibrés.

Définition 3. Nous dirons gu'une partie infinie D de K est g;tracirconférenciée si

c'est une réunion finie de fermés bornés calibrés disjoints dont les trous sont en

nombre fini.

On peut maintenant conclure :

Théoréme 1. Soit D un fermé borné. Alors les propositions suivantes sont égquiva-

lentes

a) D est ultracirconférencié ;

b) il existe une fraction t = g €K(X) sans pdle dans D, telle que deg(P)>deg(Q),
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t(D) = U et telle gque 1'algébre K{t§ des séries formelles restreintes en t munie de

~

la norme ”'“D de H(D) soit isométriquement isomorphe 3 une extension topologique-

ment pure de degré 1 et satisfasse H(D) = Kztf Lx] oll x est 1'application identique
de D ;

c) H(D) est une algdbre de Krasner-Tate.

De plus, dans le cas ol H(D) est non dégradée, H(D) est une algdbre de

Krasner-Tate si et seulement s'il existe une fraction t satisfaisant 1l'assertion b)

et vérifiant également D = t-1(U) (t_1(U) étant l'ensemble des % € K tels gue

| t(3)] ¢ 1).(H(D) est dite non dégradée si D est ouvert). .

Théoréme 2. Soit D un ouvert ultracirconférencié inclus dans U et soit t une

fraction possédant les propriétés énoncées dans 1l'assertion b) du théoréme 1. Alors

le spectre de H(D) considéré comme algdbre topologiquement de type fini sur K est

1'ensemble des couples (t(p),u)}k € D.

Nous utiliserons fréquemment les définitions suivantes

Définition 4. Soit A un anneau et soient &, b € A. On _dit que a et b sont fortement
étrangers dans A si aA + bA = A.

Définition 5. Soient D et D' deux fermés bornés de K tels que H(D) et H(R') soient

deux algébres de Banach isomorphes. Nous dirons que D et D' sont isomorphes.

Théordme 3. Soit H(D) une algébre de Krasner-Tate non dégradée et soit D' isomorphe

4 D tel gue D' C U. Soient P et Q deux polyndmes fortement &trangers de Kbd satis-

faisant

a) P est unitaire ;

b) deg(P) > deg(Q) 3

¢) 1 = |lPI>llQl pour la norme canonigue de K[X].
d) La fraction t = g € k(D') satisfait £(D') = U, D' = £~ (V).

Alors H(D) est isomorphe & 1l'algébre topologiquement de type fini

K{T’Xf ol K{T,Xi est une extension topologiquement pufe de degré 2.
(P(x) - Ta(x))K{T,x}

Réciproguement, soient P et Q deux polyndmes fortement E&trangers de K[X]

satisfaisant a), b), c¢). Soit t = g € K(X) et soit D = t"(U). Alors 1'algébre

topologiquement de type fini

K{T,X
P(X) - TQ(X))KIT,X
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est isomorphe & H(D).

Théoréme 4. Soit H(D) une algébre de Krasner-Tate. Soit D' isomorphe & D tel gue

D' € U, soient D1 seees Dn les composantes infraconnexes de D' qui ne sont pas ré-
duites & un point et soient T les points isolés de D'. Pour toute famille
de couples (Pi . Qi) (1€1i4$n) de polyndmes fortement &étrangers de K[X] , on notera

a), b), ¢), d), e, f) les propriétés suivantes :

e) la fraction t, = a*‘ satisfait t.(D,) = U, D, = t?(U), (1¢ign)
1

1
sig¢n) ;

o

b) P, est unitaire (

c) deg(Pi) > deg(Qi) (1s$1isn);

d) 1= “Pi” >/”Qill pour la norme canonique de K{X‘g , (1¢ign)

e) Pi - TQi est irréductible dans K{T,Xz , (1¢ign) 3

f) Pi - TQi et P,j - TQj sont fortement étrangers dans K{T,X* » quels que

soient i # j.

Soit une famille de couples de polyndmes fortement étrangers de K[X],

(Pi N Qi) (1¢1i¢§n) satisfaisant a), b), c). Soient b1 seens bm€ U.

Alors la famille (Pi , Q’i) (1€i¢n) satisfait 4), e), f) 3 H(Di) est_isomorphe

K37, x4 . <
a3 — 3 ; H(D) est isomorphe &
(B, (X) - o, (X)K{T,X{

Ki{T,x}
Al (-0 )x{T,x} + (-0, )k{T,X])

n
(P, (x) - T, (x))kfr,x}
J=1
Réciproquement, soit A une algébre topologiquement de type fini de la forme
ci-dessus od (a, , b.) € Ux U (1€ jg¢m) et ol (Pi . Qi) est un couple de polynSmes
fortement &étrangers de k[x] (1$i¢ n) satisfaisant b), ¢), d), e), £). Soit
P

i
t., = =
i Qi

I n
€ K(X) ; soit D, = t; (U) ; sait D = {a, ,..., amw(iL=)1Di)'

Alors A est isomorphe & H(D).
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3. Spectre algébrique et idempotents associés.

Définitions et notations. Soit E un corps algébriquement clos et A une E-algdbre
Nous appellerons spectre algébrigue d'un élément x € A 1l'ensemble des )€ E tels

que X - A appartienne d un idéal maximal de codimension 1 de A. Nous dirons que x
est de classe algébrique si son spectre est égal 3 son spectre algébrique. On notera

spA(x) le spectre de x et sa,(x) son spectre algébrique.

A
Remargue. On a ev1demment,saA(x) c spA(x) pour tout x € A.

Rappelons qu'une K-algébre de Banach A dont 1l'un au moins des idéaux maximaux

est de codimension 1 admet une semi-norme spectrale |.|| sp définie par

If“sp = sup(0(f) ) ol & désigne 1l'ensemble des homomorphismes de A sur K.
vER]

Nous dirons qu'une K-algébre de Banach ultramétrique A dont la norme est notée

|| .|| posséde la propriété "P" si_

(P) elle admet une semi-norme spectrale ||| sp telle que "f"sp = 1im\/ lI£"Il
n-%

pour tout f € A.

Remargue. L'algébre A posséde la propriété "P" si et seulement si elle admet une

semi-norme spectrale telle que “f”sp < 1 implique 1lim “fn” = 0.
n-+*®

La notion de frontidre analytique définie dans h] pour un quasi-connexe se

généralise immédiatement pour un infraconnexe ainsi que la proposition 1 de [1].

Alors on a le théoréme suivant :

Théoréme 1. Soit A une K-algébre de Banach ultramétrique unitaire possédant la

propriété "P". Alors 1'enveloppe de spA(f) est égale 3 celle de saA(f) pour tout
f € A. ’

De plus, si les composantes infraconnexes de spA(f) sont en nombre fini et si

on les note D1 seees Dn , alors Di N sa

A(f) est une frontidre analytique de D, .

Définition. Soit E un corps algébriguement clos et soit A une E-algébre. Soit x € A

et soit A une partie de spA(x). On appelle idempotent associé 3 x et & 4 tout

idempotent de classe algébrigue u € A tel que P(u) =1 pour tout homomorphisme ¥

de A sur K tel que ¥(x)e 4 et tel gue  ¢(u) = O pour tout homomorphisme <

de A sur K tel que ¢ (x) ¢ A . Grace au théoréme 1du §2 on établit le théoréme 2.
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Théoréme 2. Soit A une K-algébre de Banach ultramétrique unitaire qui posséde la
propriété "P". Si les composantes infraconnexes du spectre d'un &lément x € A sont

en nombre fini n, et si 1l'on note D

seees Dn ces _composantes infraconnexes, alors

1
il existe une famille d'idempotents u, associés & x et & Di (1¢1i¢ n) telle gue

i
u, u, = O pour tout i # j et ii u, =1
i &1

Corollaire. Soit A une K-algébre de Banach ultramétrique unitaire dont les idempo-

tents sont en nombre fini q, et qui posséde la propriété "P". Alors pour tout x €A,

le nombre des composantes infraconnexes de spA(x) est majoré par q.

Remarque. Le corollaire est vrai en particulier si A est une algébre de Banach

ultramétrique noethérienne qui posséde la propriété "P".

Dans le cas ol A contient une sous-algébre dense de type fini, on a les deux
résultats suivants.

Théoréme 3. Soit A une K-algébre de Banach ultramétrique unitaire possédant la

propriété "P" et contenant une sous K-algébre B de type fini principale et dense

dans A. Alors tout &lément de B est de classe algébrique.

Théoréme 4. Soit A une K-algébre de Banach ultramétrigue unitaire noethérienne

possédant la propriété "P".

Soit x € A tel gque P(x) # O pour tout polyndme non nul P(X) € K(X]. Alors

spA(x) est une partie infinie de K.

L'exemple 1 que nous allons construire montre que le théoréme L n'est pas

trivial.
s la |
N Lo s i i
Exemple 1. L'application ||.|| définie sur K(X] par |} a; X [ = sup e
i=0 o¢ig¢n

est une norme de K-algSbre et 1'algdbre de Banach A complétée de K[X]pour cette

norme est un anneau local gui posséde la propriété "P" et tel que spA(X) = lOf.

On sait que pour toute algdbre A sur un corps valué (archimédien ou non)
complet algébriquement clos, possédant une semi—norme spectrale "'“sp et dont la

norme est notée |.| , on a trivialement.

”stp = sup {lal 1€ saA(f)j & supﬂk\ sA e spA(f)} S ﬂﬁ; VA
n-

sait que A posséde toujours la propriété "P"l?]. Nous allons voir maintenant gréce

.81 K=¢C, on

3 1'exemple 2) que si K est non archimédien, une K-algdbre de Banach A ne posséde

pas toujours la propriété "P".
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Exemple 2. Soit R € Jo,10 et soit D 1'ensemble des $¢C K tels que }3¥|< R. Pour
tout h € K(D), soit E(h) 1l'ensemble des pSles de h et soit O(h) 1l'ensemble des

%€ U tels qgue |%- al|>|a| gquel que soit a €E(h) N U. Alors 1'application

h = |nll = |l A (n) définit sur K(D) une norme de K-algdbre et 1'algdbre de Banach A
complétée de K(D) pour cette norme admet une semi-norme spectrale “'“sp .

L'application identique x sur D est un &lément de classe algébrigue tel que

“x”sp =R ¢ 1 =1lim n'xn" ; de plus il existe un &lément y € A tel que
-0

R <sup [lAal, A € spA(y)f < 1im yR = 1.

n—on

9l

L'exemple 3 montre que méme si la propriété "P" est satisfaite, le spectre

algébrique n'est pas nécessairement dense dans le spectre.

Exemple 3. Soit D l'ensemble des ¥€K tels guej§|<1 et soit x L'application iden-
tique sur D. Soit A = H(D)'{T} une extension topologiquement pure de H(D) de degré i.

Alors 1'algdbre A, dont la norme spectrale est la norme canonique possdde la pro-—

priété "P" et le spectre de x T dans A est égal & U tandis que son speétre algébri-

que est égal & D.

k. Ccaractérisation des algébres de Krasner-Tate et de Tate parmi les algdbres de

Banach.

Les résultats obtenus aux paragraphes précédents permettent de caractériser les

algdbres de Krasner-Tate parmi les K-algébres de Banach ultramétrique de la fagon

suivante :
Théoréme 1. Soit A une K-algébre de Banach dont la norme est notée ".”,admettant
une semi-norme spectrale notée “4rsp . Alors A est une algébre de Krasner-Tate

si et seulement si A posséde les propriétés suivantes :

a) A est noethérienne.
b) A est réduite.

c) ”f"spe |K| quel que soit £ € A ;

d) pour tout élément £ € A tel gque Uf" ¢ 1, la suite ”fn” est bornée ;

e) A contient une sous-K-algébre B dense dans A, principale, algébriquement de
txpé fini.

Nous pouvons également caractériser les algébres topologiquement de type fini

réduites parmi les algébres de Banach. On a les théorémes 2 et 3 :
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Théoréme 2. Une K-algdbre de Banach ultramétrique intégre admettant une semi-norme

spectrale ".“Sp , dont la norme est notée “.“ , est topologiguement de type fini si

et seulement si elle posséde les propriétés c), d4), e'), f) :

c) “f"spé' |kl quel que soit f € A,
a) si "f”sp €1, la suite ||f*| est bornde,

e') A contient une sous-K-algSbre de type fini sur K, dense dans A, dont le

degré de transcendance sur K est > 1,

f) A contient un élément t tel que A soit une extension entiére de 1'adhérence
de K[t] dans A.

Théoréme 3. Une K-algdbre de Banach ultramétrique réduite A admettant une semi-norme

spectrale ”'Hsp et dont la norme est notée ||.|| , est topologiquement de type fini

de degré t sur K si et seulement si elle poss&de les propriétés a), c),d), e'), f):
a) A est noethérienne,
¢) “fuspelxl pour tout f € A.

d) si |lf] ¢ 1, la suite lI£%l est bornée.
—_— SP\

e') A contient une sous-K-algébre de type fini sur K, dense dans A dont le

degré de transcendance sur K est > 1,

f) A contient un é1ément t tel que A soit une extension entiére de 1'adhérence

de K[t] dans A.
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