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ALGEBRES DE BANACH ULTRAMETRIQUES
ALGEBRES DE KRASNER

ET
ALGEBRES DE KRASNER-TATE

Alain ESCASSUT

INTRODUCTION

Nous commencerons par étudier les propriétés algébriques d'une algèbre H ( D )
d'éléments analytiques au sens de Krasner [l^l sur une partie D d'un corps K value
non archimédien complet, algébriquement clos, en caractérisant ces propriétés par la
forme géométrique de D. Nous verrons notamment que H ( D ) est principale si et seu-
lement si D est un ouvert qui ne possède pas certains types de filtre que nous nom-
merons T-filtres et qui jouent également un rôle important dans l'étude des domaines
analytiques au sens de Motzkin [6 , 7 , 1 8 , 2 0 ^ .

Certaines algèbres H ( D ) admettent des idéaux maximaux de codimension infinie
et nous étudierons enfin le corps quotient de cette algèbre par un tel idéal.

Nous étudierons ensuite le rapport existant entre la théorie des algèbres de
Tate [13] et [22] et la théorie des algèbres de Krasner [l l] et [ll+] . Nous nom-
merons algèbre de Krasner-Tate toute algèbre isomorphe à la fois à une algèbre de
Krasner et à une algèbre de Tate et nous caractériserons ses propriétés en tant
qu'algèbre de Krasner d'une part, et en tant qu'algèbre de Tate d'autre part. Nous
verrons, entre autre, que les algèbres de Krasner-Tate intègres sont des algèbres
d'éléments analytiques au sens de Krasner sur un fermé borné D de K dont les trous
sont en nombre fini. Ce sont aussi les algèbres de Tate de la forme :

KÎTjd
( P ( X ) - T Q ( X ) ) K { T . X (

où P et Q sont deux. polynômes en X possédant certaines propriétés. Nous caractéri-
serons enfin les algèbres de Krasner-Tate parmi les algèbres de Banach à l'aide de
leurs propriétés algébriques et topologiques.

A cette occasion nous étudierons certaines propriétés spectrales des algèbres
de Banach ultramétriques et nous construirons différents exemples permettant de
comparer ces propriétés avec celles des (T-algèbres de Banach et de voir quelles
relations existent entre la norme d'une K-algèbre de Banach ultramétrique et sa
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semi-norme spectrale.

Nous conclurons cette étude en caractérisant les algèbres de Tate de degré 1
parmi les algèbres de Banach.

On trouvera les démonstrations des résultats du § . 1 dans [^j , celles des
résultats des § . 2 , 3 , U dans [23] .

1 . Les Algèbres de Krasner.

Soit K un corps value non archimédien, complet, algébriquement clos et soit
x ——^ j ' x j sa valeur absolue. Soit D un fermé borné de K , K ( D ) la K-algèbre unitaire
des fractions rationnelles sans pôle dans D. K ( D ) est normée par la norme de la
convergence uniforme, mais non complète. Soit H ( D ) la K-algèbre de Banach complétée
de K ( D ) . Les éléments de H ( D ) sont appelés éléments analytiques sur D au sens de
Krasner [l4j .

Nous nous posons la question suivante : à'quelles conditions portant sur D
l'algèbre H ( D ) ' sera-t-elle noethérienne ou intègre? L. Gruson a montré u 1J (avec
quelques restrictions) que si H ( D ) est noethérienne, alors elle est principale.

Nous essaierons de généraliser ces résultats et surtout de caractériser les
fermés bornés D de K tels que H ( D ) soit noethérienne ou tels que H ( D ) soit intègre.

Ceci nécessite l'introduction de notions nouvelles.

Définition 1 . Un fermé borné D est dit infraconnexe si quels que soient a ej^ b € D ,
l'image par l'application x ——^ | x - aj de l'ensemble des x C D tels que
|x - a[ .̂ (a - b| est dense dans l'intervalle [o, | a - b | ] djg R.

Exemple. Tout quasi-connexe [lUj est infraconnexe. Il résulte de la définition
qu'une réunion enchaînée d'infraconnexes est infraconnexe et que la relation 6L

définie sur D par , : x<îï.y, si et seulement s'il existe une partie infraconnexe de D
contenant x et y est une relation d'équivalence.

Définition 2. Les classes d'équivalence de la relation (R, sont appelées composantes
infraconnexes de D.

D'autre part, l'infraconnexité de D confère à H ( D ) la propriété suivante :

Proposition 1 . Les seuls ideirrpotents de l'algèbre de Banach H ( D ) sont 0 et 1 si et
seulement si D est infraconnexe.

Pour simplifier le problème posé, nous étudierons d'abord H ( D ) lorsque D est
infraconnexe, puis lorsque ce problème sera résolu, nous étudierons le cas général.
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Le fait que H ( D ) ne soit pas noethérienne lorsque D est infraconnexe fait appa-
raître sur D l'existence de certains filtres que nous appellerons T-filtres.
Auparavant, nous devons définir.certaines notions destinées à les introduire.

Définition 3. Soit a C K, soit r un nombre positif. On appelle d . n . c . (disque non
circonférencié) de centre a, de rayon r, l'ensemble des x C K tels que ( x - a|< r.

On appelle cercle de centre a de rayon r l'ensemble des x C K tels que
| x - a | = r.

On appelle classe d'un cercle C tout d . n . c . dont le rayon est égal au rayon
du cercle, et inclus dans C.

Définition k. Soit D un infraconnexe de K, de diamètre R. Soit A un d . n . c . de rayon
r $. R , tel que A 0 D ̂  A. Soit q un entier >̂  0. Soit • 6 ( A , q ) l'ensemble des poly-
nômes de degré q dont tous les zéros appartiennent à A - ( A H D ) . Soit P £ 6 ( A , q ) ,
posons alors

II A O D - 3 ^ Ïfe- ' si A U D ^ .x C A U D

||?|| AU D ~ ^"î si A n D =

Posons enfin

Y ( A , q ) = r'1 inf ||-| .
P€i(A.q) "p" A n D

Définition 5. Soit a une suite de points de D telle que la suite d = l a ——a 1;————~~ in m 1 m+1 m l
soit strictement décroissante, de limite non nulle a. Soit C le cercle de centre a,m
de rayon d '.m

Soit A l'ensemble des x C D tels que [x - a | .̂ d .an m ' m
Soit A = QA . Soit D = A - A .m=1 m m m

On appelle filtre associé à la suite a le filtre de D admettant pour base la

suite D . On appelle suite de cercles C associée à la suite a la suite des cer-
cles C définis ci-dessus.——~~" m —~"——~~~——-"—————

Définition 6. On appelle T-^iltre décroissant d'un infraconnexe D, un filtre associé

à une suite a telle que la suite des cercles C associée possède la •pro'priété

suivante :

Quel que soit m > 1, C admet un nombre fini k ( m ) de classe Fm m,i
li=1,...,k(m)J vérifiant ( F . ) 0 D ^ F ., chacune étant ssociée à un entier q .m,i m,i '——~———————————•——————————— TH,I
tel que les suites Y , d » q. » définies par———————————— m m ni -'——————c—
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vérifient la relation

( Y fft (^l m L=i S
lim i Y. i^y111! '30-

^ -^oo \ ^=1 <3

Définition 7. Un filtre 7 de, D est appelé T-filtre croissant s'il existe un
infraconnexe D ' , un T-filtre décroissant j? ' de D et une inversion "] de pôle
a€ f D 0 D' telle que J ( D ) = D' ê  J (5) = J 1 1'.

Définition 8. On appelle gj-a^e d'un T-filtre décroissant S de^ D associé à une
suite a et on note S^ÇÎ) 1 ' ensemble à H D , ( A étant défini comme à la définition
5 ) .

De même on appelle plage d'un T-filtre croissant ^ (inverse par 3 d'un
T-filtre décroissant ̂  ) et on note î(f) l'ensemble 3( f f i f ' ) ) î i l est évident
que fiff) ne dépend pas de l'inversion ^ considérée.

D'autre part, nous noterons O^) l'ensemble D - P ( î ) .

Définition 9 . Deux T-filtres de D, ̂  ê  î̂  sont dits complémentaires si
S"{S ̂ ) U f ( f ^ = D.

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer les conclusions.

Théorème 1 . Soit D une partie de K. Alors H ( D ) est une algèbre de Banach unitaire
intègre si et seulement si D est infraconnexe sans couple de T-filtres complé-
mentaires.

Théorème 2. Soit H ( D ) une algèbre de Banach unitaire sans indempotents autres que 0
£b 1. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Tout idéal est fermé dans H ( D ) ;
b ) H ( D ) est noethérienne »
c ) H ( D ) est principale ;
d) Tout idéal est engendré par un polynôme dont les zéros sont intérieurs à D ;
e) D est ouvert et sans T-filtre•
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Théorème 3. Soit D un fermé borné de K. Alors les assertions suivantes sont équi-
valentes :

a) H ( D ) est une algèbre de Banach unitaire noethérienne ;
b ) Tout idéal de H ( D ) est principal ;
c ) Tout idéal de H ( D ) est fermé ;
d) Les composantes infraconnexes de D sont en nombre fini, et chacune est

ouverte et sans T-filtre ou réduite à un point.
De plus, si ces conditions sont réalisées. soient A, » . . . , A les composantes

infraconnexes de D. Alors H ( D ) est isomorphe à

H ( A ^ ) x H(A^) x . . . î < H ( A ^ ) .
Nous pouvons également apporter des précisions intéressantes au sujet de "la

nature des idéaux maximaux de H ( D ) , mais devons pour cela introduire deux notions
nouvelles.

Définition 10. Nous dirons du* un T-filtre décroissant^est imbriqué dans un T-filtre
croissant ^ ' , s'il existe un élément A de î inclus dans <? ( ï ' ) .

Définition 1 1 . Nous dirons qu'une famille de T-filtres T = (Ï . ) . est une
T-famille si la famille C ( < ? . ) . ^ -r est une partition de D et si tout T-filtre
décroissant de D qui n'est pas imbriqué dans un élément de f est complémentaire
de tout élément croissant de ^ .

Remarque. Il est clair qu'une T-famille contient au plus un élément décroissant.
Elle contient un seul élément si et seulement si sa plage est vide.

Nous pouvons maintenant conclure.

Proposition 2. Soit une T-famille % de D et soient 6 .et î 6 f . Alors
itf ) = I ( Ï ) . De plus, I - ( î , ) est maximal. •

Ce résultat permet d'associer à toute T-famille T un idéal maximal que nous
noterons l ( t ) . Puis on démontre que cette application est une Injection de l'en-
semble des T-familles de D sur le spectre maximal de codimension infinie de H ( D )
et on obtient finalement le théorème suivant :

Théorème 4. Soit D une partie de K telle que H ( D ) soit une algèbre sans idempotent
autre sur 0 et 1 . Alors les idéaux maximaux de H ( D ) sont :

ou bien principaux> de codimension 1 , et de la forme l ( a ) , où a est un point
intérieur à D ;
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ou bien de type fini, de codimension 1, et de la forme l ( a ) , où a est un point

ÈÊ ^ non intérieur à D ;

ou bien de type et codimension infinis et de la forme l('c) ou 'V est une
T-famille de D.

Exemple de quotient d'une algèbre H ( D ) par un idéal maximal Ott/ de codimension
infinie.

Soit F = H(D)/)1'0 . Le corps F est une algèbre de Banach avec la norme
quotient || . ||

D'autre part, F peut être muni de la"façon suivante d'une valeur absolue

naturelle qui prolonge celle de K. Soit ^ 'la surjection canonique de H ( D ) sur F* .
Soit t une T-famille telle que X = 1(1;) et soit ^ C Z . Soit a C C (^) et soit r
le diamètre de C (^). Soit Q C F et soit f C H ( D ) tel que ^ ( f ) = 6. Il est clair
que | f (x ) | a une limite quand ( x - a| tend vers r et que cette limite ne dépend

pas de f tel que ^ ( f ) = Q. On peut donc définir sur ("̂  la fonction | ,| par

& — > ) © ( = iim | f (x) | [ y ( f ) = & ] . Il est évident -que f . | est une valeur absolue
Ix-aj -»r

sur F et que |&( $ || 6(1 quel que soit ô ç. F .

Etudions F lorsque D a la forme suivante. Soit |K | l'ensemble des ( x ( , x CK.
Soit R € | K ( ( R > 0) et p £ I K | tel que ^ ^ R. Soit r une suite de |K | croissante
de limite R C R et soit p une suite de |K | , de limite ft telle que

0 < p $. r quel que soit n. Soit D l'ensemble des x 6 K tels que ( x | < R et

|x - a J ^ P quel que soit n. On sait d'après [5] que D admet un T-filtre croissant

à plage vide si et seulement si il existe une suite d'entiers p ^ 0 tels que

n-1
( 1 ) lim p (log p - log r ) + ) p j log r - log r | = + oo .n * n n (-—., m n m •n -> oo m= 1

De plus, on a vu que quel que soit ^ C l j p a R j , il existe une suite r et une

suite P définies comme ci-dessus, telles que cette condition ( 1 ) soit satisfaite.

Supposons-la donc réalisée et comparons de façon plus précise la norme d'algèbre de

Banach quotient et la valeur absolue définies sur F • En utilisant le théorème de
Banach et en montrant que si P = 0, l'ensemble des éléments topologiquement nil-
potents de F est non borné, on obtient le théorème suivant :

Théorème 6. Soit i = (°/R. Alors on a les propositions suivantes :

a) ||Q|| = l & l quel que soit Q G F si et seulement si i = 1 ;

b) la valeur absolue et la norme quotient définissent la même topologie sur F
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si et seulement si 0 < ji ^ 1 ;

c ) la topologie de la norme quotient est strictement plus fine que celle de la
valeur absolue et F n'est pas complet pour cette valeur absolue si et seulement si
, 1 = 0 .

2. Algèbres de Krasner-Tate.
K}X , . . . , X^

Soit un corps K value non archimedien complet. Soit A = —————-———— une
algèbre topologiquement de type fini où K|x , . . . , X j est une extension topolo-
giquement pure de K et 1 un idéal de K [ X , , . . . , X ^ . Nous savons grâce à la propo-
sition ( 4 . 4 ) de [22], qu'une algèbre de Banach A est topologiquement de type fini
sur K si et seulement si c'est une extension entière finie d'une extension topolo-
giquement pure de K. D'autre part, nous savons, grâce à la proposition ( 4 . 5 ) de [22J
que A est noethérienne et que tout idéal maximal est de codimension finie. On peut
à ce sujet établir un théorème des zéros de Hilbert pour une extension topologique-
ment pure dont on déduit que si K est algébriquement clos, le spectre maximal de A
est en bijection de façon naturelle avec une partie de U , U étant l'ensemble des
xC K tels que | x ( ^ 1 , ( n C i N ) .

Définition 1 . Nous dirons qu'une algèbre de Banach A est une algèbre de Krasner-
Tate si elle est isomorphe à la fois à une algèbre topologiquement de type fini sur
K et à une algèbre H ( D ) telle que D soit un fermé borné infini de K.

Nous noterons J K | l'ensemble des |^| , ^ C K . .

Définition 2. Nous dirons qu'un infraconnexe fermé borné est calibré si son diamètre
appartient à ( K | et si le diamètre de chacun de ses trous appartient à | K ( . Nous
dirons plus généralement qu'un fermé borné est calibré si c'est une réunion finie
d'infraconnexes calibrés.

Définition 3. Nous dirons qu'une partie infinie D de K est ultracirconférenciée si
c'est une réunion finie de fermés bornés calibrés disjoints dont les trous sont en
nombre fini.

On peut maintenant conclure :

Théorème 1 . Soit D un fermé borné. Alors les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

a ) D est ultracirconférencié ;

b ) il existe une fraction t a | ̂ (X) sans pôle dans D , telle que deg(P)>deg(Q),
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^O) = U et telle que l'algèbre K[tj des séries formelles restreintes en t munie de

la norme ||*(|Q de H(D) soit isométriquement isomorphe à une extension topologique-

ment pure de degré 1 et satisfasse H(D) = K^ [x] o^ x est l'application identique

^e D ;

c) H(D) est une algèbre de Krasner-Tate.

De plus, dans le cas où H(D) est non dégradée, H(D) est une algèbre de

Krasner-Tate si et seulement s'il existe une fraction t satisfaisant l'assertion b)

et vérifiant également D = t'^U) (t'^U) étant l'ensemble .des ^ C K tels que

i t (^) | $ 1 ) . ( H ( D ) eat dite non dégradée si D est ouvert). .

Théorème 2. Soit D un ouvert ultracirconférencié inclus dans U et soit t une

fraction possédant les propriétés énoncées dans l'assertion b) du théorème 1 . Alors

le spectre de H(D) considéré comme algèbre topologiquement de type fini sur K est

l'ensemble des couples ( t ( ^ ) ,U)p C D .

Nous utiliserons fréquemment les définitions suivantes :

Définition 4. Soit A un anneau et soient a, b € A. On dit que a e^ b sont fortement

étrangers dans A s^ aA + bA = A.

Définition 5. Soient D ^b D' deux fermés bornés de K tels que H(D) e^ H(D') soient

deux algèbres de Banach isomorphes. Nous dirons que D et D' sont isomorphes.

Théorème 3. Soit H(D) une algèbre de Krasner-Tate non dégradée et soit D1 isomorphe

a D tel que D' C U. Soient P e.1 Q deux polynômes fortement étrangers de K [x] satis-

faisant

a) P est unitaire ;

b) deg(P) > deg(Q) ;

c) 1 = IIPlI^llQli pour la norme canonique de K[x] .

d) La fraction t = ^ C K ( D ' ) satisfait t ( D ' ) = U, D' = t '^U).
y

Alors H(D) est isomorphe à l'algèbre topologiquement de type fini

Kl T Y ? r '
——————————'—~——— où KîT,Xi est une extension topologiquement pure de decrré 2.

(P(X) - TQ(X))KÎT,X| "" —————————————————————————————

Réciproquement, soient P et Q deux polynômes fortement étrangers de K[x]

satisfaisant a), b), c). Soit t = j- C K(x) et soit D = t'^U). Alors l'algèbre

topologiquement de type fini

Kfr.x!
P(X) - TQ(X))KiT,X(
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est isomorphe à H(D).

Théorème 4. Soit H(D) une algèbre de Krasner-Tate. Soit D* isomorphe à D tel que

D' C U, soient D ,... , D les composantes infraconnexes de D' qui ne sont pas ré-

duites à un point et soient a ..... a^ les points isolés de D'. Pour toute famille

de couples (P. , Q. ) ( 1 ^ i $ n) de polynômes fortement étrangers de K[xj , on notera

a), b), c ) , d), e) » f) les propriétés suivantes ;
P. -1

a) la fraction t. = — satisfait t . (D.) = U, D . = t^ (U), ( 1 $.1 $n) ;

b) P. est unitaire ( 1 ^ i^ n) ;

c) deg(P^) > deg(Q^) ( l^ i^n) ;

d) 1 = llP.II ^HQ.H pour la norme canonique de K[x] , ( l$. i$n) »

•e) P. - TQ. est irréductible dans K[T,XJ , ( 1 .̂ i^ n) ;

f) P. - TQ. e^ P. - TQ. sont fortement étrangers dans K|T,XJ, quels que
i ^- »j <J

soient i ̂  j.

Soit une famille de couples de polynômes fortement étrangers de K[xj,

(P. , Q.) ( 1 ^ i$ n) satisfaisant a), b), c) . Soient b^ ,.. . , b^ C U.

Alors la famille (P^ » Q.) ( 1 v< U n) satisfait d), e), f) ; H(D^) est isomorphe

à (P,(x)-^5)K[T,xi » H(D) est isomorphe à

__________________KlT>XJ _________________

TT [(X-a^)K[T,x| + (T-bj)KiT.xy f\ (P^(X) - TQ^(X) )K[T,X^
(̂  1 j "" i

Réciproquement, soit A une algèbre topologiquement de type fini de la forme

ci-dessus où (a. . b J C U x U d ^ j ^ m ) et où (P^ , Q^) est un couple de polynômes

fortement étrangers de K[x] ( 1 ^ i^ n) satisfaisant b), c), d), e), f). Soit

P. ^ n
t^ = — e K ( X ) ; soit D^ = t [ ' (U) ; soit D = |a^ ,... . aj U (U I ) ^ •

Alors A est isomorphe à H(D).
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3. Spectre algébrique et idempotents associés.

Définitions et notations. Soit E un corps algébriquement clos et A une E-algèbre
Nous appellerons spectre algébrique d'un élément x C- A l'ensemble des \C E tels
que x - \ appartienne à un idéal maximal de codimension 1 de A. Nous dirons que x
est de classe algébrique si son spectre est égal à son spectre algébrique. On notera
sp ( x ) le spectre de x et sa ( x ) son spectre algébrique.

Remarque. On a évidemment sa ( x ) Q, s p . ( x ) pour tout x C A.

Rappelons qu'une K-algèbre de Banach A dont l'un au moins des idéaux maximaux
est de codimension 1 admet une semi-norme spectrale j | . j | définie par

| f [ | = sup(o"(f) ) où (g désigne l'ensemble des homomorphismes de A sur K.s? î-£<?
Nous dirons qu'une K-algèbre de Banach ultramétrique A dont la norme est notée

| | . | l possède la propriété "P" si :

( P ) elle admet une semi-norme spectrale | | . | | telle que |]f|| = lim\/ Hf11!!•sp ——————— "sp n->oo
pour tout f C A.

Remarque. L'algèbre A possède la propriété " P " si et seulement si elle admet une
semi-norme spectrale telle que \\f{\ < 1 implique lim j ( f |( = 0.SP <̂o

La notion de frontière analytique définie dans uJ pour un quasi-connexe se
généralise immédiatement pour un infraconnexe ainsi que la proposition 1 de [ l ] .

Alors on a le théorème suivant :

Théorème 1 . Soit A une K-algèbre de Banach ultramétrique unitaire possédant la
propriété " P " . Alors l'enveloppe de sp ( f ) est égale à celle de sa ( f ) pour tout
f C A.

De plus, si les composantes infraconnexes de s p . ( f ) sont en nombre fini et si
on les note D, » . . . » D , alors D. H s a . ( f ) est une frontière analytique de D. .

Définition. Soit E un corps algébriquement clos et soit A une E-algèbre. Soit x € A
et soit A une partie de s p . ( x ) . On appelle idempotent associé à x et à à tout
idempotent de classe algébrique u C A tel que ^(u) = 1 pour tout homomor-phi sme Sf
de A sur K tel que Ï ( x ) C A et tel que ^ ( u ) = 0 pour tout homomorphisme f
dj^ A sur K tel que ^ ( x ) (jL A . Grâce au théorème 1 du §2 on établit le théorème 2.
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Théorème 2. Soit A une K-algèbre de Banach ultramétrique unitaire qui possède la
propriété " P " . Si les composantes infraconnexes du spectre d'un élément x C A sont
en nombre fini n, et si l'on note D^ , . . . , D ces composantes infraconnexes. alors
il existe une famille d'idempotents u^ associés à x et à D. ( 1 $• i$ n) telle que
u^ u_ = 0 pour tout i ̂  j ê  )__ u^ = 1 .

Corollaire. Soit A une K-algèbre de Banach ultramétrique unitaire dont les idempo-
tents sont en nombre fini q, et qui possède la propriété " P " . Alors pour tout x ÇA,
le nombre des composantes infraconnexes de s p . ( x ) est majoré par q.

Remarque. Le corollaire est vrai en particulier si A est une algèbre de Banach
ultramétrique noethérienne qui possède la propriété " P " .

Dans le cas où A contient une sous-algèbre dense de type fini, on a les deux
résultats suivants.

Théorème 3. Soit A une K-algèbre de Banach ultramétriçme unitaire possédant la
propriété " P " et contenant une'sous K-algèbre B de type fini principale et dense
dans A. Alors tout élément de B est de classe algébrique.

Théorème 4. Soit A une K-algèbre de Banach ultramétrique unitaire noethérienne
possédant la propriété " P " .

Soit x € A tel que P ( x ) ^ 0 pour tout polynôme non nul P ( x ) 0 K[xj . Alors
s p . ( x ) est une partie infinie de K.

L'exemple 1 que nous allons construire montre que le théorème 4 n'est pas
trivial.

n . | a . |
Exemple 1 . L'application | | . H définie sur K[x] par || ]_ a. X 1 ] ! = sup ' 1 ' .

i=0 1 o ̂U n
est une norme de K-algèbre et l'algèbre de Banach A complétée de K [x] pourcette
norme est un anneau local qui possède la propriété " P " et tel que s p . ( X ) = [ o ( .

On sait que pour toute algèbre A sur un corps value (archimédien ou non)
complet algébriquement clos, possédant une semi-norme spectrale || . | | et dont lasp
norme est notée (1 .\\ , on a trivialement.
l | f | ! g = sup^|z( , ^ € c a ^ ( f ) } ^ sup||\| , ^ C sp ( f ) } .< lîîîî ^/TS^II . Si K = C , on

n-».oo
sait que A possède toujours la propriété "P" [2}. Nous allons voir maintenant grâce
à l'exemple 2) que si K est non archimédien, une K-algèbre de Banach A ne possède
pas toujours la propriété " P " .
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Exemple 2. Soit R C 3o,l|_ et soit D l'ensemble des ÏC K tels que |î|^ R. Pour

tout h C K(D), soit E(h) l'ensemble des pôles de h et soit û(h) l'ensemble des

S C U tels que |S- a| ̂  | a | quel que soit a 6 E(h) 0 U. Alors l'application

h -> |[h|| = ||h|| ,. , ^ définit sur K(D) une norme de K-algèbre et l'algèbre de Banach A

complétée de K(D) pour cette norme admet une semi-norme spectrale ||.|(

L'application identique x sur D est un élément de classe algébrique tel que

||x|( = R < 1 = lim ^(x11!! ; de plus il existe un élément y C A tel que
sp n-»oo

||y|l = R < sup [\M^ C sp (y)} < lim-^l^ = 1 .
p n-»>oû

L'exemple 3 montre que même si la propriété "P" est satisfaite, le spectre

algébrique n'est pas nécessairement dense dans le spectre.

Exemple 3. Soit D l'ensemble des l£K tels que | S ( < - 1 et soit x l'application iden-

tique sur D. Soit A = H(D) ' ^T Î une extension to'pologiquement pure de H(D) de degré 1.

Alors l'algèbre A» dont la norme spectrale est la norme canonique possède la pro-

priété "P" et le spectre de x T dans A est égal à U tandis que son spectre algébri-

que est égal à D.

h. Caractérisation des algèbres de Krasner-Tate et de Tate parmi les algèbres de
Banach,

Les résultats obtenus aux paragraphes précédents permettent de caractériser les
algèbres de Krasner-Tate parmi les K-algèbres de Banach uttramétrique de la façon
suivante :

Théorème 1 . Soit A une K-algèbre de Banach dont la norme est notée | | . | | > admettant
une semi-norme spectrale notée | | . | | - . Alors A est une algèbre de Krasner-Tate
si et seulement si A possède les propriétés suivantes :

a ) A est noethérienne.

b) A est réduite.
c ) | | f | | € ( K | quel que soit f C A ;

d ) pour tout élément fC A tel que | ] f [ | ^ 1 , la suite Ijf11!] est bornée ;

e ) A contient une sous-K-algèbre B dense dans A , principale, algébriquement de
type fini.

Nous pouvons également caractériser les algèbres topologiquement de type fini
réduites parmi les algèbres de Banach. On a les théorèmes 2 et 3 :



Algèbres de Banach 51

Théorème 2. Une K-algèbre de Banach ultrajnétrique intègre admettant une semi-norme
spectrale |j.|| , dont la norme est notée ||.|| , est topologiquement de type fini si
et seulement si elle possède les propriétés c) , d), e ' ) , f) :

c) l|f|| C |K| quel que soit f C A,

d) Sj, ||f|| < 1 , la suite Hf11!! est bornée.sp ———————

e ' ) A contient une sous-K-algèbre de type fini sur K, dense dans A, dont le
degré de transcendance sur K est >/ 1 »

f ) A contient un élément t tel que A soit une extension entière de l'adhérence
^de_K[t] dans A.

Théorème 3. Une K-algèbre de Banach ultramétrique réduite A admettant une semi-norme
spectrale (| .|i et dont la norme est notée |(.|| , est topologiquement de type fini
de degré î sur K si et seulement si elle possède les propriétés a ) , c ) , d ) , e ' ) , f ) :

a) A est noethérienne»

ç) ||f|! 6 |K | pour tout f 6 A.

d) ^ ||f||̂  $ 1 , la suite jlf11!! est bornée.

e ' ) A contient une sous-K-algèbre de type fini sur K, dense dans A dont le
degré de transcendance sur K est >/ 1 ,

f ) A contient un élément t tel que A soit une extension entière de l'adhérence
de K[t] dans A.
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