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FORMES LINEAIRES p-ADIQUES ET PROLONGEMENT ANALYTIQUE

Pierrette CASSOU-NOGUES

Soit Cp le complété d'une cldture algébrigue de Qp , 0p son anneau de valua—
tion et 'm,P son idéal de valuation.

On considére une extension ab&lienne réelle finie de Q,K,et les fonctions L

p-adiques de K qui sopt définies (lorsque p # 2) par :

L (1w, = (1=X(p)p™ ") L(1-m,X)

pour m entier positif, m = O mod(p-1), ol L(.,X) désigne la fonction L de Dirichlet
relative au caractére primitif X du corps K. Soit ép la fonction continue multipli-
cative définie par :
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alors :
L (1-m,X) = L1-m,X¢&_ )
'P( ’X) N ( ,X o

pour m entier positif m = O mod(p-1).,

On peut montrer (2], (3] 1e lien qui existe entre deux méthodes d'étude des
fonctions Lp » celle de T. Kubota et H.W. Leopoldt D-A] et celle.de Y. Amice et
J. Fresnel [2]. ; t
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Soit £, la fonction définie par fm(x) = x® , posons :

1 prf‘1 m
J (£ )= 1im —— X(n) &_(n)n
8, o S prf'1 nz=1 P

£, = ppem (p,f(X)), £(X) étant le conducteur de X.

T. Kubota et H.W. Leopoldt ont montré que :

£ B (XE )
Tpe () = = - L, (1-m,X)
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ol B (ch) est le m nombre de Bernoulli relatif au caractére Xﬁb
Y. Amice et J. Fresnel ont &tudié les fonctions L_ comme les analogues

] -
p-adiques des séries complexes S, Kn)e (n)n™ ! . Ils considérent la série de
n=1 P
2 m=1_n . -
Taylor Z: Kﬂn) Ep(n)n T , convergente dans le disque de centre O et de rayon 1
n=1
et montrent qu'elle est prolongeable dans un quasi-connexe qui contient O et 1, en

une fonction analytique IXC (fm—1)(') et que l'on a :
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Donc on obtient 1'égalité :
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Nous allons montrer comment on peut obtenir directement cette égalité sans

faire intervenir les nombres de Bernoulli. En utilisant les sommes de Gauss et

£(X)
- T(X
X(n) = l(‘1) I x)

a=1
on peut se ramener au probldme suivant.

Ly -
Etant donné la série de Taylor E: ¢ (n)nm ! Tn peut-on la prolonger en une
n=1
fonction analytique I (Ep.fm_1)(.) dans un quasi-connexe qui contient O et les
racines £(X)*™€ de 1'unité et a-t-on :
f
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I(E,p.fm_1)(zf) =- I n) (Zg)
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pour toutes les racines £(X)*°™€ de 1'unité, ol :

r
T 1 1%-?1 ) i o
JE€_—=)(T) = 1im —— & (n) — T 2
pm r 20 p'f, a=1 p m
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On traite ce probléme en utilisant des fonctions f uniformément dérivables.

On montre d'une part que

T

A

J(£)(T) = lim —;— £(a) T
p

ko]
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se développe en série de Taylor en (1-T) convergente dans 1+%_ pour A entier

00
naturel quelconque. D'autre part on considére les séries de Taylor Z: f(n) Tn
n=1

©

et ) f'(n) T ; f et f' &tant continues on sait a'aprds [2] que 1'on peut les
n=1

prolonger en des fonctions analytiques dans Op - (1+ﬁ(P), I(£)(.) et T(£')(.).

Ces fonctions analytiques sont définies par des séries de Laurent en. (1-T). On
montre que l'on peut faire le produit des séries de Laurent en (1-T) qui définis-
sent dans leur domaine de convergence I(f)(T) et Log T et que la série de Laurent

en 1-T
I(£')(T) + I(£)(T) Log T

est en fait une série de Taylor en 1-T convergente dans 1+X%( p " On a de plus dans
1+ %Lp :
J(£)(T) = - T(£')(T) - I(£)(T) Log T.

On retrouve bien la formule cherchée dans le cas ol T est une racine de l'unité
et ol f = 5P fm . Pour les unités de O_ qui ne sont pas dans 1+ MLP , on peut défi-
nir un prolongement fonctionnel de J(f)(.) et l'on a encore la méme formule ol Log

désigne le prolongement fonctionnel du logarithme & Op - (1+ W(P).
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